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A permanencia dos poios â superlicie da terra tem ou não 
lugar? 

Dada pela Congregação da Faculdade de Mathematica 

em 9 de Novembro de 1866. 
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1 N T R 0 D U C Ç Â 0 

. . . . Observei- les astres pendant un graud 
nornbre de siècles; reconnaítre datis leurs appa-
rences les mouveniens réels de la terre; s'élevcr 
aux loi;i des mouvemens plauêtaires, et, de ces 
lois, au príncipe de la pesanteur universelle; re-
descendre enfin de ce priueipe à 1'explication com-
plètc de tous les phéuomènes celestes, jusque dans 
leurs moindres détails. Yoilà ce que 1'esprit hu-
main a fait datis 1'Astronomie. 

LAPLACE — Kxp. chi syst du monde. 

A theôria physica do systema do mundo resumia-se na 

antiguidade em alguns factos isolados e hvpolheses inge-

nhosas para explicar as irregularidades apparentes dos 

corpos celestes. Os astronomos d'esse tempo não tiveram 

conhecimento algum das leis que regulam o movimento 

dos astros no espaço. 

Houve todavia entre elles hábeis observadores. Hipparcho, 

e mais tarde Ptolomeu tiveram noções exactas sobre muitos 



pontos delicados de astronomia pratica; mas a 11 y a ex-
trêmemenl loin de la première vue du ciei à la vue géné-
rale par laquelle on embrasse aujourd'hui les états passes 
et fuiurs du système du monde1». 

Dois elementos indispensáveis lhes faltavam para fundar 

um svstema: uma longa serie de observações feitas durante 

séculos, e a philosophia, creação dos tempos modernos, 

que, como diz M. de Poutécoulant: «porlant parioul sa lu-
tnière, écartanl le.s illusions de nos sens, méprisanl les 
préjugés de l'liabilude et de 1'erreur, sownet à Vanalyse 
de la raisoi) toules les idées recues, touls les fails regardes 
jusque-là comme démontrés, el ne s'arrete, dans sa mar-
che irrésistible, que lorsque iaccord de ses théories avec 
les phénomènes observes lui montre quelle a enfin alleinl 
la vérité, noble bui de toules ses recherch.es.» 

Os astronomos arabes não fizeram mais do que trans-

mittir-nos fielmente os conhecimentos que tinham recebido 

dos gregos; a elles deve a Europa os primeiros raios de 

luz que dissiparam as trevas de doze séculos de ignorancia. 

Pelo meado do século xvi começou uma era nova para 

a astronomia. Copérnico comparando, com os phenomenos 

que observava as hvpotheses propostas pelos antigos para 

os explicar, reconheceu que a mais provável de todas ellas 

era a da eschola de Pytagoras, que sustentava o movi-

mento da terra e dos planetas em roda do sol, immovel 

no centro do mundo. 

Depois d elle Tycho-Brahe, seduzido pela ambição de 

1 Laplace Exp. du í-yst. du monde. 
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ligar seu nome a uni novo systema, procurou conciliar 

o systema de Copérnico com a immobilidade da terra , que 

lhe parecia comprovada por algumas passagens da escri-

ptura. Com este fim conservou o sol no centro das revolu-

ções de todos os planetas, à excepção da terra, que suppoz 

fixa no centro do systema, fazendo girar em roda d'ella 

o sol e a lua. Entretanto a astronomia deve-lhe grandes 

progressos, não só em relação á natureza dos cometas, que 

os antigos consideravam como simples meteoros, mas tam-

bém no estudo das refracções atmosphericas e da theoria 

da lua, e sobre tudo no aperfeiçoamento dos instrumentos 

astronomicos, e na preciosa serie de observações que fez 

durante trinta annos. 

Kepler, discípulo e collaborador de Tvcho lírahe, não 

adoptou o systema d'este astronomo; dotado de extra-

ordinaria paciência e guiado por um instincto admiravel da 

simplicidade dos meios empregados pela natureza, desco-

briu, ao fim de dezesete annos de laboriosas investigações, 

as verdadeiras leis que regulam os movimentos dos corpos 

celestes. Devemos ainda a Kepler muitas outras descobertas 

importantes; mas a estreite/a do espaço, de que dispomos, 

obriga-nos, e com maior razão, a dizer com M. Montucla: 

«7/ nous faudrait donner au seul Kèpler une parlie coti-
sidérable de la place que revendiquent tant d'aulres astro-
nomes, si nous eutreprenions de faire eoniiaítre toutes ses 
décuuverles.»' 

Galileo, seguindo os passos de Copérnico e de Kepler, 

não contribuiu menos para o verdadeiro progresso da as-

1 Moutucla — l l i s t . des Miith., tom. 
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tronomia. A descoberta dos satellites de Júpiter, das leis 

da acceleração dos graves, das phases de Vénus, das man-

chas do sol, e muitas outras marcam uma epocha notável 

na historia d'esta sciencia. 

Depois Descartes, ampliando os domínios da algebra, da 

mechanica e da philosophia, tenta alem d'isso o primeiro 

esforço para remontar dos effeitos ás causas. O systema dos 

turbilhões, erroneo sem duvida, vulnerável em todas as 

suas partes, e explicando imperfeitamente alguns factos 

isolados, romance pliysico, como lhe chama Montucla, é 

todavia a primeira tentativa, que a sciencia registra, para 

deduzir dos phenomenos o* principio que põe a matéria em 

movimento. 

Apparece finalmente Newton, a cujo génio estava reser-

vada a gloria de descobrir a grande lei da attracçào univer-

sal. Reflectindo sobre a causa que produz a quéda dos gra-

ves, e notando que estes são sempre actuados por aquella, 

qualquer que seja a altura a que se achem, pansou que a 

acção d'esta causa podia estender-se a maior distancia do 

que se julgava, e chegar ainda á lua ou mais longe: pare-

cendo-lhe que ella devia variar com asjiistancias ao centro. 

Para descobrir a lei d'esta variação, rellectiu que, se é a 

attracçào da terra que sustenta a lua na sua orbita, o mesmo 

deve acontecer ao sol em relação aos planetas principaes; e, 

comparando os tempos periodicos d'estes em torno d'aquelle 

com as distancias respectivas, achou que as forças centri-

fugas que nascem das revoluções dos planetas, e por tanto 

as forças ceutripetas que as contrabalançam, estão na razão 

inversa do quadrado das distancias. 
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Para verificar estas deducções Newton comparou o seno 

verso do arco que a lua descreve durante um minuto, com 

o espaço percorrido pelos graves á superfície da terra du-

rante o mesmo tempo; e achou por esta forma que a quéda 

da lua durante aquelie intervallo 6 3 : 6 0 0 vezes menor do 

que seria á superfície da terra. l) 'onde concluiu que a 

força que sustenta a lua na sua orbita é a mesma que faz 

cahir os graves para a terra; e que esta força diminue pro-

porcionalmente ao quadrado das distancias. 

Combinando depois a força attractiva do sol com o im-

pulso primitivo que arrojou os corpos celestes no espaço, 

chegou ás mesmas leis que a observação já tinha revelado 

a Kepler: prova irrecusável da verdade do principio da gra-

vitação universal. 

A tendencia, descoberta por Newton, que têm todas as 

moléculas da matéria para se aproximarem umas das ou-

tras, é sobretudo admiravel na constituição geral do sys-

tema do mundo, porque os grandes intervallos que separam 

os astros fazem desapparecer os effeitos das causas secun-

darias, que embaraçam tantas vezes os movimentos á su-

perfície da terra , e não deixam subsistir senão aquclles 

que provêm de suas attracções mutuas. Esta lei, combi-

nada com os princípios da mechanica, dá conta das mais 

pequenas irregularidades que a observação tem feito des-

cobrir nos movimentos dos corpos celestes; extremamente 

simples, presta-se com a maior facilidade aos cálculos ma-

thematicos. 

As desegualdades dos movimentos planetarios, a forma 

particular dos corpos celestes, as deslocações de seus eixos 
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de rotação tio espaço e as oscillaçõesdos fluidos que oseobrem, 

são outras tantas consequências d'esta lei universal; e estes 

phenomenos que á primeira vista nos parecem tão diversos, 

estão ligados uns aos outros por este principio geral, e não 

poderiam existir separadamente. Não se segue porem do 

que fica dito que seja fácil deduzir do principio tão simples, 

que acabamos de enunciar, as leis complicadas que regem 

todos aquelles phenomenos; Newton reconheceu que estas 

são consequência immediata d'aquelle, mas a maior parte 

de suas investigações brilham muito mais pela sagacidade 

da deducção do que pelo rigor da demonstração. Só a mais 

profunda anaiyse podia tirar do fecundo principio da a t -

tracção universal todas suas legitimas consequências, e essa 

começava de apparecer apenas no tempo de Newton; por 

isso o seu grande génio adivinhou mais do que demonstrou, 

e muitas vezes mesmo foi induzido em graves erros, que 

por certo evitaria se possuisse os vastos recursos da ana-

iyse. Isto mesmo parece lel-o adivinhado o profundo geo-

metra, porque foi ainda elle quem lançou os primeiros ger -

mens d'esta sciencia. Coube a Euler , Bernonilli, Clairaut, 

d 'Alembert e sobre todos a Lagrange e Laplace completar 

a grande obra do astronomo inglez. 

Euler, dotado de todas as faculdades intellecluaes que 

fazem o grande geomelra, enriqueceu a anaiyse com me-

thodos preciosos, e foi o primeiro que ensinou a calcular 

as desegualdades planetarias. 

i /Alember t fez na mechanica o que Euler tinha feito 

na analvse: dilatou seus domínios. Ensinando o meio de 

reduzir ás leis da Statica as domovimento dos corpos, fa-
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cilitou a reducção a formulas de todas as questões de Dy-

namica. Alem d'isso procurou sujeitar ao calculo os phe-

nomenos da precessão dos equinoxios e da nutação do eixo 

terrestre, o que pode considerar-se como uma das mais 

difficeis questões da Mechanica Celeste, e chegou a resul-

tados exactos e em concordância com as observações. 

Deve-se a Clairaut, alem de importantes descobertas nu 

theoria do equilíbrio e movimento dos fluidos, uma solução 

particular do movimento dos tres corpos, que applicou ao 

movimento lunar, uma theoria mathematica da figura da 

terra, e a determinação do instante em que o cometa de 

Hallev voltaria ao perihelio em 17S9. 

Este calculo, mostrando que os cometas só differem dos 

planetas pelo comprimento dos eixos maiores e excentrici-

dades de suas orbitas, e que seguem as mesmas leis que 

os outros corpos do systema, era muito importante naquella 

epocha, como a prova mais irrefragavel do principio da 

gravidade universal. 

Methodos difficeis e sem ligação commum, esboços in-

formes de calculo, resultados muitas vezes inexactos e quasi 

sempre incompletos, tal era pois o estado da sciencia 

pelos fins do século XVHI. Foi então que appareceram, quasi 

ao mesmo tempo, dois génios egualmente ousados em suas 

concepções, egualmente felizes em seus esforços, Lagrange e 

Laplace, que levaram a mechanica celeste ao gráu de per-

feição em que hoje se acha. Se aos olhos de Lagrange a 

analvse é a primeira de todas as sciencias, Laplace, ao con-

trario, parece ter por único fito surprehender os segredos 

da natureza, e a analvse em suas mãos não é mais do que 
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um instrumento, que eile molda com admiravel habilidade 

ás applicações mais variadas. Assim estes dois génios com-

pletam-se um ao outro; e parece que a natureza expres-

samente lhes deu direcções tão difícrentes para proveito e 

maior adiantamento da sciencia. Analysemos seus trabalhos 

em poucas palavras. 

Tractaram primeiro de dar ás formulas que determinam 

os movimentos dos corpos celestes uma forma tào simples 

como geral, e de substituir por uma analyse uniforme os 

methodos diversos que tinham sido empregados para re-

solver o diíTicil problema de suas perturbações. 

Como primeiro resultado d'este trabalho preparatório 

descobriu Lagrange o theorema sobre a invariabilidade dos 

eixos maiores e dos médios movimentos planetarios, pro-

posição que julgou ao abrigo de toda a duvida, mas que 

tem sido muito contestada nos tempos modernos. 

Por uma escolha feliz de variaveis, reduziu também a 

determinação das variações das inclinações e das longitudes 

dos nodos a um systema de equações difierenciaes lineares; 

Laplace estendeu a mesma transformação ás excentrici-

dades e ás longitudes dos perihelios, e obteve a expressão 

exacta das variações seculares d'estes diversos elementos. 

A determinação das perturbações dos planetas e dos sa-

tellites offerecia ainda grandes embaraços, a pezar de La -

grange ter simplificado tanto as formulas geraes dos mo-

vimentos planetarios, pela difficuldade em distinguir no nu-

mero infinito d'aquellas desegualdades as que adquirem 

pela integração divisores que as tornam muito considerá-

veis, explicando assim as anomalias singulares que os as-
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tronomos tinham observado nos movimentos de alguns dos 

principaes planetas. Este gcnero de investigações convinha 

principalmente ao génio de Laplace, que não deixou uma só 

destas questões, tanto tempo controvertidas, sem passar 

por novo exame e ser definitivamente resolvida. A causa da 

grande desegualdade observada nos mo\imentos de Júpiter 

e Saturno era desconhecida ainda apesar dos repetidos es-

forços dos maisdistinctos geómetras. Laplace descobre-a na 

quasi commensurabilidade da razão dos médios movimentos 

des tes planetas, a qual torna consideráveis certas desegual-

dades, que, sem esta causa, se conservariam sempre insen-

síveis. A theoria dos satellites de Júpiter oflerece uma dif-

ficuldade da mesma natureza e proveniente d'uma causa ana-

loga; Laplace resolve-a com a mesma perspicacia. 

Por ultimo, entre as numerosas desegualdades da lua, 

Laplace calcula novamente com todo o cuidado aquellas 

que dependem da parallaxe solar; discrimina aquellas que 

são produzidas pelo achatamento da terra; e descobre a 

causa da accelleração do médio movimento do nosso sa-

tellite, attribuindo-a unicamente á variação secular da ex -

centricidade da orbitra terrestre. Os trabalhos recentes de 

Adams fazem na verdade suppor que não basta esta causa 

para explicar aquelle efleito; mas nem está plenamente de-

monstrado que a variação secular da excentricidade da o r -

bita terrestre não seja causa única c exclusiva da accele-

ração do médio m o i m e n t o da lua, nem que o estivesse, 

deixaria por isso a descoberta d'esta causa de ser mais um 

titulo de gloria para ser auctor. 

Os cometas formam na constituição do universo uma 
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especie de astros perfeitamente distincta; movçm-se em 

orbitas geralmente muito excentricas e cujas inclinações 

sobre o plano da ecliptica são muito consideráveis. Por isso 

os methodos empregados para calcular os movimentos pla-

netarios, fundados em geral sobre os desenvolvimentos em 

series que a pequenez das excentricidades e das inclinações 

torna muito convergentes, não podem ser applicados á de-

terminação do movimento elliptico ou do movimento per-

turbado dos cometas. Lagrange occupou-se da descoberta 

de novos methodos para submetter estes corpos ao calculo, 

e em 1778 apresentou successivamente á academia de Berlin 

duas memorias sobre a determinação da orbita d'um co-

meta por meio de tres observações; mas seu methodo, que 

debaixo do ponto de vista analylico nada deixa a desejar, 

e de que elle não fez applicação a cometa algum conhecido, 

foi depois, ensaiado sem proveito. Laplace, tendo que t ra -

ctar do mesmo assumpto na sua mechanica celeste, enea-

rou-o por um lado muito differente; e a solução que deu 

a este problema recotnmenda-se não só por sua originali-

dade, mas ainda pela facilidade com que se presta ás ap-

plicações numéricas e pela segurança que ofTerece aos cal-

culadores. As duas soluções conservam pois o cunho dis-

tinctivo do génio de seus auctores; um seduzido sempre 

pela theoria, outro preoccupado acima de tudo pelas ne-

cessidades da practica. 

O movimento de rotação dos corpos celestes em torno 

de seus centros de gravidade oíTerece-nos nova classe de 

phenomenos não menos interessantes do que o movimento 

de translação em volta do sol, mas muito mais difficeis 
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de observar; e só a respeito de dois delles, a terra e a 

lua, se tem podido reunir ató hoje numero sufliciente de 

factos bastante positivos para comparar os resultados da 

theoria com os da observação. 

Como já dissemos, foi d'Alemhert o primeiro que ap-

plicou a analvse á questão da precessão e da nulação; 
mostrou como estes dois phenomenos sãp consequência ne-

cessária do principio da attracção universal; chegou por 

meio da theoria ás formulas exactas que determinam suas 

leis; e até deduziu d'estas formulas as dimensões da pe-

quena ellipse imaginada por Bradley para representar os 

dois movimentos do eixo da torra: mas o methodo que em-

pregou tornava por extremo laboriosa a leitura de sua me-

moria. Euler , applicando a .esta questão as formulas que 

tinha achado para determinar a rotação dos corpos solidos, 

confirmou por uma anaiyse tão elegante como fácil os re -

sultados a que chegara d'Alembert, e completou a solução 

de toda aquella parte d este importante problema que diz 

respeito ao movimento do eixo e do equador terrestre em 

relação ás estrellns. 

D AIembert quiz ainda applicar á lua as considerações 

de que se tinha servido com tão bom resultado no problema 

da precessão dos equinoxios, mas não pòtle vencer as dif-

ficuldades que encontrou. Lagrange, escolhendo variaveis 

habilmente accommodadas ao assumpto, foi quem primeiro 

chegou a verificar pela theoria as bellas observações de 

Cassini sobre a libração da lua, e os movimentos singulares 

do plano do seu equador: provando que todos estes phe-
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nomcnos estão ligados entre si pela lei da gravitação uni-

versal. 

A questão da íigura das corpos celestes tem egualmente 

sido objecto dos trabalhos dos geómetras mais distinctos; 

mas oITerece taes difficuUades, que, apesar dos esforços 

perseverantes de Clairaut, d 'Alembert, Malaurin, Legen-

dre e Laplace, JUU> pôde ainda chegar ao estado de per-

feição em que se acham as outras partes da theoria do sys-

tema do mundo. 

A superfície da terra, e provavelmente a dos outros pla-

netas, está em parte coberta por um fluido em equilíbrio; 

e o phenomeno do fluxo e refluxo oflerece-nos uma ve-

rificação tão simples e tão fácil da lei da attracçào uni-

versal, que este espectáculo sem duvida chamaria mais nossa 

attenção se não se repetisse todos os dias. Os geómetras, 

logo depois da descoberta do grande principio dos movi-

mentos celestes, tentaram suhmetter ás leis da gravitação 

as osciliações periódicas do Oceano, suppondo que as acções 

do sol e da lua são as únicas que perturbam seu estado de 

equilibrio. Bernouilli, apesar das difliculdades do problema, 

chegou a uma solução bastante approximada; Laplace de-

pois tractou o mesmo assumpto por meio d'uma analvse 

mais elevada, e as leis do fluxo e refluxo foram emfim re-

duzidas a formulas analyticas que representam, com precisão 

maravilhosa, observações separadas por um intervallo de 

mais de cem annos. 

Depois d'esta succinta exposição da maior parte dos t ra-

balhos dos geómetras sobre a theoria do sysíema do mundo, 
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só nos resta fallar ainda d'uma questão, que por muito tempo 

foi impiricamente considerada como verdade incontroversa, 

e que todavia interessa no mais subido grau a exactidão das 

taboas astronómicas e até a segurança das raças futuras 

destinadas a succeder-nos na superfície da terra. Referi-

mos-nos ao problema de que havemos de occupar-nos neste 

trabalho. Já dissemos que os corpos celestes são animados 

d'um movimento de rotação em torno do seu centro de 

gravidade, que provem de não ser dirigido para este ponto 

o impulso primitivo que receberam; vimos também que as 

extremidades do eixo de rotação da terra não correspondem 

sempre aos mesmos pontos da esphera celeste; mas con-

servará sempre aquelle eixo no interior do globo a posição 

que actualmente occupa, e em que as mais rigorosas obser-

vações ainda não fizeram reconhecer variações sensíveis? 

Serão para sempre invariaveis os poios á superfície da terra? 

Concebc-se com effeito que uma variação muito varagosa 

mas successiva na posição dos poios alteraria a final todas 

as latitudes geographicas, ameaçando ao mesmo tempo a 

permanencia dos continentes. Foi M. Poisson quem resolveu 

por meio da analvse esta questão, que a observação só por 

si não poderia decidir, e cuja importancia se deprehende 

claramente do que acima dissemos. 

Temos pois indicado, em resumo, qual foi a marcha do 

espirito humano neste ramo de nossos conhecimentos. 

Os trabalhos dos geómetras que succederam a Newton 

fizeram da mechanica celeste a obra mais perfeita talvez 

do génio do homem. Por meio de suas formulas podemos 

exprimir todos os movimentos do systema solar e suas va-



X X I I 

riações successivas; comparar os resultados das theorias com 

as observações mais antigas de que ha noticia; predizer os 

estados futuros do systema e as mudanças que milhares de 

séculos serão necessários para revelar aos observadores. 

E entre estas haverá algumas, que affectem a posição 

dos pontos phvsicos a que correspondem as extremidades 

do eixo de rotação da terra? É este o problema que pro-

curaremos resolver, servindo-nos de principal subsidio a me-

moria de M. Poison sobre o movimento de rotação da terra, 

publicada no volume 7.°das memorias do Instituto de França. 

Dividimos este trabalho em duas partes; na primeira 

acham-se as equações diíFerenciaes do movimento de rotação 

e o methodo de integração conhecido pelo nome de va-
riação dos parametros; na segunda, applicam-se estes prin-

cípios á solução do problema proposto. 



PRIMEIRA PARTE 

Or c'est- cette idée claire du mouvement 
de rotation que j'ai taché de découvrir. 

PorNSOT — Th. nowv. de la rot. 
de* corps. 
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CAPITULO PRIMEIRO 

Equações differenciaes do movimento \k rotação d um 
systema dc corpos que se attráem mutuamente, se-
gundo a lei dc Newton 

1 

Começaremos pelo caso mais simples, suppondo o sys-

tema de que se tracta reduzido a um corpo imico; e obte-

remos primeiro as equações de equilibrio d'este corpo, das 

quaes facilmente se passará para as equações do movimento 

por meio do principio de d'Alembert. 

Não ha corpo solido na natureza, que não seja mais ou 

menos compressível, e que não mude de forma quando é 

sollicitado por forças que se equilibram. Mas quando o corpo, 

de que vamos tractar, tiver tomado a fórma conveniente, 
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poderemos considerar os pontos de applicação das forças 

que actuam sobre e!Ie como nm systema de forma invariá-

vel: e corresponderão a este estado as coordenadas d'aquelles 

differentes pontos, as quaes supporemos conhecidas. 

Sejam M, M1, M", etc., este systema de pontos materiaes. 

Para cada ponto teremos a considerar sete quantidades, a 

saber: as suas tres coordenadas, a força que o sollicíta e 

os tres ângulos que determinam a direcção d'esta força. 

Sejam P, P ' , P", etc., as intensidades das forças appli-

cadas respectivamente aos pontos M(x, y, z), M' [x', y', z'), 
M" (x", y", z") etc.; a, [3, y os ângulos que a direcção de 

P faz com os eixos dos x, dos y e dos z, que suppomos 

rectangulares; a' , 3' , y' os ângulos que faz com os mesmos 

eixos a direcção de P ' ; e assim por diante. 

Tome-se um plano fixo ao systema e movei com elle, e 

tracemos neste plano os eixos dos x e dos y. Decomponha-se 

cada uma das forças P, P ' , P" etc., sem mudar seus pontos 

de applicação, em outras tres parallelas a cada um dos tres 

eixos coordenados. P cos a P' cos a', P 1 cos a", etc., serão 

as forças parallelas ao eixo dos x; P cos|3, P c o s j i ' , 

P" c o s ^ " etc., as forças parallelas ao eixo dos y; P c o s y , 

P' cos ( ' , P" cos y", etc., as forças parallelas ao eixo dos z. 

Prolongando as linhas que representam as direcções d'estas 

ultimas até o plano dos xy, podemos transportar os pontos 

de applicação d'estas forças aos pontos onde aquellas linhas 

vão encontrar o plano fixo, e cujas coordenadas são respe-

ctivamente (x , y), (x\ y'), (x", y") etc. 

Não podemos dizer o mesmo a respeito das outras com-

ponentes, que são todas parallelas ao plano dos xy. 



Podemos porem substituir estas forças por outras ap-
plicadas ãquelle plano, pela maneira que vamos dizer: bas-
tando fazer a construcção para as componentes P cos a e 
P cos 3 da força que sollicita o ponto M. 

Appliquemos a este ponto duas forças eguaes e contrarias, 
que representaremos por +(>, — Q , o que não altera o 
svstema; componha-se + ( ) com P cos «, e sejam a e b 
as coordenadas do ponto em que a resultante produzida 
encontra o plano dos xy: fazendo a construcção, acharíamos 

zP cos a . . 
a=x •— , b—y (a) 

0 

Transporte-se o ponto de applicação da resultante para 
o ponto (a, b), e decomponha-se esta força em duas pa-
rallelas aos eixos dos x e dos z, o que reproduz as forças 
P cos a e -\-Q, aquella dirigida no sentido da projecção 
de sua direcção primitiva sobre o plano dos xy, e esta ap-
plicada perpendicularmente a este plano. 

Operando da mesma maneira sobre as forças P cos (5 
c — Q , a primeira será transportada ao plano dos xy no 
sentido da projecção de sua direcção primitiva; e as coor-
denadas do novo ponto de applicação da força —Q neste 
plano, serão 

zP cos 
y r ~ ~ 0 — (6) 

Procederemos da mesma maneira a respeito das tres 
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componentes de cada uma das forças <]ue actuam 110 sys-

tema e determinaremos os novos pontos de applicaçào das 

forças auxiliares + ()', — Q ' ; +Q ' 1 , — Q " ; etc., marcando 

com um, dois, etc. , accentos as quantidades que entram 

nas expressões (a) e (6). 

Entre as forças existentes agora no plano dos xy, umas 

são parellelas ao eixo dos x, que podemos tomar como 

recta invariavel neste plano, outras uão. Façamos a res -

peito das primeiras, que são as forças P cos a, P' cos a ' , 

P" cos a", etc., uma transformação similhante áquella que 

já fizemos. Appliquemos a cada um dos pontos de appli-

cação d'estas forças duas forças eguaes e contrarias, paral-

lelas ao eixo dos y, e que representaremos por -j II, —//; 
+ / / ' , — H ' ; +H" —H 1 ' ; etc. Compondo P cos « com 

4 Ht P' cos 1' com + H', P" cos a" com + 11", etc; trans-

portando os pontos de applicaçào das resultantes aos pontos 

em que seus prolongamentos encontram o eixo dos x, e 

cujas abscissas são 

wPcosa , y ' P ' cosx' „ i/"/ ,"cosa" 
x tr •x w if—' c l c - ; - • • , ( c ) 

decomponhamos depois cada uma des tas resultantes em 

duas forças, uma dirigida no sentido do eixo dos x e outra 

perpendicular a este eixo: por meio d'esta construcção re-

produzem-se novamente as forças primitivas. 

Transportemos agora os pontos de applicaçào das forças 

P cosa, P' cosa' , P" cosa" , etc. , á origem das coorde-

nadas; e os das forças Pcos í, P' cos^ ' , P'' cos p", etc. , 
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+ H, 4 / / ' , + / / " , etc., —11, —11', —II", etc., aos pontos 

em que suas direcções produzidas encontram o eixo dos x: 
por esta construcção as forças P cos 3 e — I I ficam ap-

plicadas ao mesmo ponto d'este eixo; e o mesmo succederá 

ás forças P1 cos 3' e — H ' , P" cos |4'', e — H " , eíc. 

Vê-se pois que por estas duas operações as forças dadas 

ficam transformadas noutras que formam tres grupos: forças 

dirigidas segundo o eixo dos x; forças perpendiculares a 

este eixo e compreheudidas no plano dos xy; e finalmente 

forças perpendiculares a este plano. 

Demais, cada uma das forças P fica substituída por 

outras seis, a saber: 

a) As tres forças P cos y, -\-Q e — ( ) , parallelas ao 

eixo dos 2 e cujos pontos" dc applicação sobre o plano dos 

xy tem por coordenadas para a primeira x e y e para as 

outras duas as expressões (a) e (6) respectivamente. 

b) As duas forças P cos 3 — ri e + / / , parallelas ao 

eixo dos y, e applicadas ao eixo dos x ás distancias x e 

IIP cos a . 
x — — - — d a origem. 

c) A força P cos a, dirigida segundo o eixo dos x e 

applicada ao ponto que tomamos para origem das coorde-

nadas. 

Ora para que tenha logar o equilíbrio do systeroa é ne-

cessário e basta que cada um d'estes tres grupos de forças 

se equilibre separadamente. Teremos por tanto dc satisfa-

zer ao equilíbrio de forças parallelas existentes, em geral 

em diversos planos, que são as forças perpendiculares a<> 
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plano fixo; ao equilíbrio de forças parallelas comprehen-

didas neste plano; e ao equilíbrio de forças applicadas a 

um ponto e dirigidas segundo a mesma recta, para o qual 

basta que a somma d'estas forças seja nulla, o que dá a 

primeira equação 

2 P cos x—o (</) 

Os outros dois grupos de forças hão de rcduzir-se ao 

equilíbrio segundo a theoria das forças parallelas. 

Será pois necessário, em geral, que cada um d'elles sa-

tisfaça a tres equações, a primeira das quaes se forma 

egualando a zero a somma das forças, e exprime que 

estas não podem produzir movimento de traslacção; e as 

outras duas obtem-se egualando a zero as sommas dos mo-

mentos das mesmas forças em relação a dois planos paral-

lelos a todas ellas, e exprimem que não pode haver movi-

mento de rotação. 

Tomando para estes planos parallelos á direcção das 

forças que compõem o primeiro grupo os dois [danos co-

ordenados dos e dos yz, as tres equações de equilíbrio 

serão, attendendo ás expressões (a) e (/)}, 

I P c os —n. 

IPÍycosy—«cos )— o, 2/>( . rcosy—scosa)—o 

Quanto ao segundo grupo que comprehende as forças 

p cos 3 — H, 1" cos : ' —/ / ' , etc., e f / / , H, etc., pa-
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rallelas ao eixo dos y e existentes no plano dos xy, tomando 

para planos parallelos a elias os dois dos yz, e dos xy, e no-

tando que a somma dos momentos em relação a este ultimo 

plano é identicamente nulla, veremos que as equações de 

equilíbrio se reduzem a duas, que são, attendendo ás ex -

pressões (e), 

2 P cos j 3 = o , 2P(x c o s £ — y cos a ) = o ( f ) 

As seis equações (d), (e) e ( f ) exprimem |)ortanto as 

condições de equilíbrio d'um systema de pontos materiaes 

eigados invariavelmente entre si, ou d'um corpo solido no 

Istado em que o considerámos no principio d'este capitulo. 

Para obter as equações do movimento d'um systema de. 

corpos que reagem uns sobre os outros d'um modo qual-

quer, e são sollicitados por forças acceleratrizes quaesquer, 

procederemos da maneira seguinte: 

Sejam m, m', m", etc., as massas dos differentes corpos 

do systema; x, y, z; x', y', z'; etc., as coordenadas rectan-

gulares que determinam suas posições respectivas; X, Y, 
Z, as tres forças acceleratrizes que actuam sobre a unidade 

da massa m parallelamente aos eixos coordenados; mX, 
mY, mZ serão as forças que sollicitam o corpo m na 

mesma direcção. Sejam m'X', m'Y', m'Z' as forças que 

sollicitam m parallelamente aos mesmos eixos, e assim por 

diante; designemos por t o tempo que tomaremos para va-

riavel independente. 
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As velocidades que animam o corpo m no fim d'um in-

, dx dy dz 
stante qualquer serão representadas por — , — , — ; a s 1 1 dl dl dl 

forças que o sollicitam no sentido dos eixos dos x, doá ij 

dx dy dz 
e dos z, serão pois m — , m—, m— ; e estas forcas r dl dl dl 

tornar-se-hão no instante seguinte, em virtude das forças 

acceleratrizes, em 

m~+wXdl, m~+mYdt, m—+mZdl. 
dl dl dl 

Mas os augmentos verdadeiros que toma parallelamenle 

aos eixos coordenados a velocidade do corpo m, por causa 

de sua ligação com as outras partes do svstema, e que se 

d^x d-y d*z 
tracta de determinar, são ——, ——, ——; e assim as forças 

dl dl dl 

motrizes effectivas, que sollicitam o corpo m 110 fim do in-

stante dl, são 

dx d2x (I11 d-y dz d-z 
m— 1 m—, m-~ -j tn—, tn — -1 m—-. 

dl dl dl dl dl dl 

Suppondo pois as tres primeiras forças applicadas ao 

ponto m em sentido contrario á sua direcção, as forças mo-

trizes, que actuam sobre este corpo, serão 

J ^ - X d l ) , — Ydt l J ^ - Z d X ..(g) 
\ dl \ dl \ dl / 

/ \ / \ - / 
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marcando successivamente com um accento, dois accentos, 

etc., as letras m, x, y, s, X, Y, Z teremos as expressões 

das forças similhantes que provêm das variações do movi-

mento de cada um dos corpos m\ m", etc. 

Mas em virtude do principio de d'Alembert o systema 

inteiro está em equilíbrio debaixo da acção de todas estas 

forças reunidas. Para exprimir esta condição basta substi-

tuir os valores d'estas forças, dados pelas equações (g), nas 

seis equações (d), (e), (/"); e obteremos assim as expressões 

<Tx ã'u (f z ' \ y.m — > . . » V Vn, ± Vm V > , » V,» 7- \ 

Taes são as equações do movimento de um systema qual-

quer de corpos inteiramente livre. 

As tres primeiras referem-se ao movimento de trans-

lacção; as tres ultimas ao movimento de rotação: são pois 

estas as únicas que nos hão de ser necessarias. 

As equações (/i) podem facilmente applicar-se ao caso 

em que o systema que consideramos constituo um corpo so-

lido: bastará suppor que as distancias mutuas das partes 

d i 2 ^ m f y Z - z V ) . 
i 
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do systema sSo inalteráveis, e substituir as massas m, m, 

m", etc., pelos elementos infinitamente pequenos do corpo 

de que se tracta. 

Seja pois dm um d estes elementos; designemos pelas 

outras letras que entram nas equações (h) as mesmas quan-

tidades que acima; e substituamos o signal 2 pelo signal 

5 re la t ivo aos integraes ordinários: as tres ultimas equações 

(h) tornar-se-hão em 

S-{ X d y ~ y d - ) dm—S.(lc¥—yX)dm 

S . ^ X ~ X d ~ )dm=S.{zX-xZ)dm, > 

onde o signal S se refere á molécula dm, e deve estender-se 

á massa inteira do corpo. 
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Antes de passar adiante convém dar ás equações [Aj 
uma forma mais simples, que tem a vantagem de mostrar 

muitas propriedades importantes do movimento de rotação. 

Supponhamos a origem das coordenadas no ponto fixo 

cm torno_do qual se effectua aquelte movimento; tomemos 

tres novos eixos rectangulares fixos no interior do corpo e 

moveis no espaço, de maneira que baste conhecer em cada 

instante a posição dos novos eixos para determinar a do 

solido; sejam finalmente x', y, z' as coordenadas do ele-

mento dm no novo systema. 

Designemos por brevidade os cosenos dos ângulos que 

o eixo dos x faz com os dos x', dos y' e dos z' por a, b, 
c; por a1, b', c os cosenos dos ângulos que forma o eixo 

dos y com as mesmas linhas; e por a", b", c", os cosenos 

dos ângulos que faz com ellas o eixo dos s: d'estas nove 

quantidades só tres são indeterminadas, pois que entre ellas 

se dão, como 6 sabido, seis equações de condição perfei-

tamente distinctas. 
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Alem d'isso as formulas de transformação de coorde-

nadas mostram que para passar dos eixos primitivos para 

os novos devemos fazer 

x=ax'-\ by'-\-cz\ y — a'x'4 b'y'-\-c'z', 1 

( («) 
z=a"x"+b"y"+c"z" ) 

e comparando estas expressões com as (res equações <l<-~ 

condição 

aa'+bb'+cc'=o, aa'-{ bb"+cc"=o, 

ala"+b'b"-i-c'c"=o, 

obteremos as nove relações 

a—b'c"—b"c', a'=b"c—bc", a"=bc'—cb'\ 

b=a"c'—a'c", b'=ac"—a"c, b"=a'c—ac' ( (a) 

\ 
c=a!b"—a"6', c'=a''b—ab", c"=ab'—a'b j 

que não estabelecem condição alguma nova entre estas nove 
quantidades, mas que hão de servir para a transformação 
de que se tracta. 

Multipliquemos as equações (^4) por c/í; integremos, e 
representemos por M, M', M" a somma dos momentos das 
forças que actuam sobre cada um dos elementos do corpo, 
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c que se referem respectivamente aos eixos dos x, dos y, 

e dos s; leremos 

\ dt / 

ulx—xd 
SÁ )dm=ÍM dl, 

^ dt > J 

^ x d y - y d ^ ^ 

\ dl / 

em que os integraes do primeiro membro se referem ao 

elemento dm, e os do segundo membro ao tempo t. 

Substituamos nestas equações os valores de x, y, z dados 

pelas expressões (a) , advertindo que devemos considerar 

as novas coordenadas como independentes do tempo t e as 

nove quantidades a, b, c, a', b', c1, a'1, b", c", como va-

riavcis com elle; a primeira d'aquellas equações to rna r -
se-ha em 

cA(atda''—a"da\ „ íb'db"—b"db'\ 
5M( '+( Jy 

+ ( — r - M 7 / 7 -



+( a'dc"—c"da'+c'da"—a"dc' j. 

dt 

b'dc"—c"db'+ c'db"—b'dt 

dt 
y'z' dm —fAldt. 

Substituindo nesta equação a', a'1, b', b1', c, c" por 

seus valores dados pelas expressões (a); fazendo 

cdb+cdb'+c"db"=pdt, adc+a'dc'-\-d'dc"=qdt, 

bda+b'da'+b''da"=rdt; 

notando finalmenle que tres das equações de condição entre 

as quantidades a, b, c, a', b', c', a'r, b", c", dão 

pdi=cdb-i c'db'+c"db" =—bdc—b'dc'—b"dc'\ 

qdl=adc+ádc'-\-a"dc" cda—c'dá—c"da"\. .. ,{c) 

rdt*=bda+b'da'+b''da"=—adb—adb1—a"db"j 

A=S.(yrí \ z2)dm, B=S.{x2-] z")dm, \ 

C=:S.{x''~ yl2)dm }...{b) 

F=S.y'z'dm, G—S.x'z'd\n, H—S.x'y'dm 

e 
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acharemos, depois de algumas reducções, a equação 

na qual é 

P—Ap— Gr—Hq, Q—Hq—Fr—Ilp, 
R—Cr—Fq—Gp 

Por modo analogo acharíamos as equações 

a' P+b'Q +c' R—fM'dl,\ 

Para fazer desapparecer das equações (d) e (e) as quan-

tidades a, b, c, etc. , diferenciemos estas equações, e som-

memos as differenciaes depois de multiplicadas, a primeira 

por a, a segunda por a, e a terceira por a"; acharemos a 

equação 

Multipliquemos a primeira das mesmas differenciaes por 

b, a segunda por b' e a terceira por b", e sommemos; 

virá 

aP+bQ+cR=/Mdt {d) 

rQ + qR=ciM+a'M'+a"M ( f ) 

—-í rP—pR~bM-[ b'M'+b"âi" (o) 
dt 
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Finalmente por um processo analogo obteremos a ex-

pressão 

d li 
~+t>Q—qP=cM+c'M'l c"Al" (h) 

As tres equações (/"), (g) e (h), que não são mais que 

uma simples transformação das equações (A), servirão para 

determinar completamente o movimento de rotação de um 

corpo solido qualquer. Integrando-as obteremos os valores 

d e ^ , q, r; e depois introduzindo estes valores nas equações 

(c) e integrando-as, acharemos tres relações finitas entre a, 
b, c, a\ b', c, a'1, b", c", que junctas ás seis equações de 

condição que, como dissemos, se dão sempre entre estas 

nove quantidades, completam o numero de equações ne-

cessário para a resolução do problema. Conheceremos pois 

a cada instante a direcção dos eixos moveis dos x\ dos y' 
e dos z'. 

Temos até aqui supposto inteiramente arbitraria a po-

sição d'esles tres eixos no interior do corpo; mas as equa-

ções a que ultimamente chegamos tomam uma forma muito 

simples, e que facilita em muitos casos a sua integração, 

quando dispomos das quantidades a, b, c, a', b!, c', a", b", 
c", tres das quaes ficaram indeterminadas, de maneira que 

sejam satisfeitas as equações 

S.y'z'dm—o, S:xz'dm—o, S.xydm—o, 

o que é sempre possível. 



19 

A posição dos eixos dos x', dos ij1 e dos z' no interior 

do corpo fica então completamente determinada, e estes 

eixos cliamam-se principaes. 

Neste caso, sendo nullas as tres quantidades F, G, / / , 
as equações [ f ) , (g) e (h) tornam-se em 

N^aM^a'M-r-a"M", N'=bM-hb'M'-h + b"M" 
W^cM-hcM -hc 'M": 

N, N', N1' são pois as sommas dos momentos, respe-

ctivamente relativos aos eixos dos x, dos y e dos z', das 

forças acceleratrizes que soliicitam cada um dos elementos 

do corpo. 

As tres equações [li) darão pela integração os valores 

de ;>, q, r, e estes farão depois conhecer pelo modo que 

já indicamos a direcção 110 espaço dos tres eixos principaes, 

que passam pela origem das coordenadas, e por conse-

guinte a posição do corpo. Notemos porem que as nove 

quantidades a, b, c, a', b', c', a", bc'1, podem ser sub-

stituidas por tres independentes entre si; por quanto basta 

para determinar a posição dos tres planos que formam os 

Âdp+(C—B)qrdt—Ndt, \ 

»» 1 / » 1. TM 1 . Í 

fazendo 
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eixos das novas coordenadas, conhecer a inclinação de um 

des tes planos, do plano dos xy', por ex., sobre o dos xy, 
e os ângulos que forma a intersecção des tes dois planos 

com os eixos dos x e dos x. Designando o primeiro d'estes 

ângulos por 9, o segundo por ^ e o terceiro por <p, expri-

mindo pelas formulas conhecidas1 a, b, c, a', b', c', a", 
b1', c', em funcção das tres quantidades 9, <f» e d i f e -

renciando depois, e substituindo todos estes valores nas 

expressões (c), estas se tornam em 

</<p—cos (jd:l=rdl, \ 

senç senfkii • c o s y d l ) = p d t , \ ( f ) 

cosç senO(ty + sen<f.<iO=çcfí-) 

Por meio d'estas equações determinaremos 6, <p e . 

quando p, q, r, forem conhecidos; e é mais simples de ter -

minar assim a posição dos eixos, do que recorrer ás equa-

ções (c) e ás seis equações de condição. 

Substituindo os mesmos valores nas expressões de N, 

N1, N", estas tres quantidades ficarão sendo também func-

ções dos tres ângulos <p, 0. O estudo do movimento 

de rotação de um corpo solido, de figura qualquer, em 

roda de um ponto fixo, leva-nos finalmente a estabelecer 

seis equações differenciaes de primeira ordem, entre as seis 

indeterminadas p, q, r, <p, 9 e a variavel independente l. 

1 1'oisson, Trailc dc Mrc., •>.' ed., n." 378, formulas (o). 
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As quantidades A, B, C, que entram na equação [B) 

são os momentos de inércia do corpo em relação a cada 

um dos tres eixos coordenados. 

As quantidades p, q, r, introduzidas pela primeira vez 

por Euler nas equações do movimento de rotação, gozam 

de muitas propriedades, que importa conhecer. As diffe-

dx dy dz 
renciaes—, —, — representam, como é sabido, as corn-

a i dt dt 
ponentes parallelas aos eixos dos x, dos y e dos z da velo-
cidade de que se acha animado o elemento dm. Esta ve-
locidade é nulla para os pontos que ficam immoveis du-
rante o instante dt; differenciando pois as expressões (a) 
teremos, para determinar as coordenadas d'estes pontos, 
as equações 

xda -\-y'db +z'dc —o, 

x da1 -{-y'db' + z'd& —o, 

x'dd'-{-y'db"+zdc"—o. 

Multiplicando a primeira des tas equações por c, a se-

gunda por c' e a terceira por c", e sommando, teremos 

py—qx'=o. 

Fazendo as mesmas operações com as tres letras b, b', 
b" que fizemos com c, c', c", e sommando, acharemos 

rx1—pz'~-o. 



Finalmente, multiplicando as mesmas equações por a, 

a', a", e sommando, vem 

qz'—ry'=o. 

O logar geometrico d'estas tres equações, das quaes só 

duas são distinctas, é uma recta que passa pela origem; 

todos os pontos situados sobre esta recta se conservam im-

moveis durante o instante dl; e o corpo durante este in-

tervallo gira em roda d'ella como em roda d 'um eixo fixo. 

Em virtude des ta propriedade deu-se a esta recta o 

nome de eixo instantaneo de rotação. Sua posição em re -

lação aos eixos principaes é determinada pelas tres quan-

tidades p, q, r; e os cosenos dos ângulos, que ella faz com 

cada um d'estes eixos são respectivamente expressos por 

V q = cosa, — = c o s 3 . 

. . . ( D ) 

t V + 7 , - t ^ 
-COS i 

Por outra parte, a velocidade angular de rotação em torno 

do eixo instantaneo é expressa pelo radical V p ^ q ' - ^ r 

designando-a por p, teremos 

cosa , <y=p cos|3, r = p cosy; ( E ) 
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as tres quantidades p, q, r, exprimem assim as compo-

nentes da velocidade de rotação segundo os tres eixos co-

ordenados. 

Por meio das quantidades p, q, r, podemos lambem dar 

uma forma muito simples á expressão da força viva do 

corpo. Com effeito designando esta quantidade por 27", 

será 

(dx'J dy"4 dz'\ , 
T='rS.{ )dm; 

• . . dx dxj dz 
substituindo nesta expressão —, —, — por seus valores r dt dt dt r 

tirados das tres equações (a), e observando que pelas equa-

ções de condição (c) é 

(<f4 r')dt'=da*+dan+da"\ 

( p ' 4 r')de=db*+ db'*-{ db"\ 

(p*-l q ) d f = d c \ dc"+dcr\ 

acharemos para o valor de T a expressão 

t=M±5£±^ (F) 

que ao diante nos ha de servir. 
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Vê-se pelo que precede que, qualquer que seja o mo-

vimento de um corpo solido em roda d'um ponto fixo, ou 

que suppomos tal, pode sempre considerar-se este movi-

mento como effectuando-se em roda d'um eixo, que se 

conserva fixo durante o instante dt, e cuja posição varia 

d'um instante para o outro. 
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Postos estes princípios, formemos as equações difíeren-

ciaes do movimento de rotação de cada um dos corpos d 'um 

systema, suppondo-os sujeitos a suas attracçôes mutuas, 

na razão directa das massas e inversa do quadrado das dis-

tancias, e tão distantes uns dos outros que se possa abstrair 

da figura dos corpos attrahentes, e consideral-os como 

massas concentradas no seu centro de gravidade. 

Sejam m a massa d'um dos corpos do systema; x, y, z 
as coordenadas de um dos elementos dm de sua massa, 

referidas aos tres eixos principaes que se cruzam no centro 

de gravidade do corpo m; »»', »»", ele., as massas dos diffe-

rentes corpos attrahentes, que consideraremos como pontos 

materiaes; e x', y', z', x", y", zu, etc., as coordenadas de 

m' , m", etc., relativas aos mesmos eixos. 

Designemos por $ a distancia do elemento dm ao corpo 

w'; a acção que, segundo a lei da attracção universal, este 

corpo exerce sobre dm será representada por —,; e como 
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esta acção é dirigida segundo a recta as suas compo-

nentes no sentido dos tres eixos coordenados serão respe-

ctivamente 

1 I 1 
d T d ~ 
- 1 , m- - , m' 
dx dy dz 

Accentuando com uma linha, duas linhas, etc., as letras 

x, y', z\ que entram em S e a letra m\ acharemos ex -

pressões simiihantes que representam as acções que os corpos 

m", m"' , etc. , exercem sobre dm parallelamente aos tres 

eixos coordenados. 

Seja pois 

sendo etc., as distancias do elemento dm aos corpos 

m", m1", etc.; as forças que sollicitam o elemento dm pa-

rallelamente aos tres eixos coordenados e dirigidas em sen-

tido contrario de sua origem, forças que na primeira parte 

d'este capitulo representamos por X, Y, Z, serão agora 

dT y_ dV 

dx' dy' dz 
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Assim as quantidades, que representamos por N, N', 
N" serão dadas pelas expressões 

A7 C / d V ' d V ' \ , 1 
N = s - [ y i ; - z T y 

/ r /F ' dV' 

7 > * " " ( C ) 

iV"= S. f |<im; 
\ dy dx ' 

e as equações (B) tornar-se-hão pela substituição d'estes 

valores em 

dp , í dV< dV'\J \ 
í ( V~dz ~Z Ty ) 

Bd-l+(A-C)pr=S.( (H). 
dt \ dx dz / 

dr / d V d V1 

C— UB—A)pq=S.( x- y— \di)K: 
dt ' ' \ dy J dx 1 

referindo-se, como precedentemente, o signal integral S í\ 

4 
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molécula dm, e devendo estender-se á massa inteira do 

corpo. 
As formulas {€) resolvidas em ordem a d<f, dô e dty 

dão 

</<p=c osO. </ij/+rdt \ 

dQ—scnf.qdt—COS9. pdt, { (L) 

\ / 

sen t).d<ij=cos<f.qdt+sei\3.pdt.J 

As equações ( / / ) e (L) servirão para determinar os 
movimentos de m em torno do seu centro de gravidade, 
attendendo á acção que sobre elle exercem os outros corpos 
do svstema. •1 



CAPITULO SEGUNDO 

Melkodo da variação dos parametros 

I 

É sem duvida um dos mais fecundos methodos de ana-

lvse, que os geómetras têm imaginado, aquelle que con-

siste em fazer variar as constantes arbitrarias que entram 

nos integraes das equações differenciaes, ou com o fim de 

obter soluções particulares, ou para tornar estes integraes 

extensivos a outras equações. 

Para ver como se consegue este ultimo resultado, que 

mais particularmente importa considerar aqui, diremos como 

Lagrange deu a solução geral do problema. 
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Supponhamos que se conhece o integral completo M = 0 

da equação difTerencial do grão n 

/ (i? I 
na qual P é funcção de x, y e das dilíerenciaes —, 

Uií tl»<" 
<i"— 

jtf será funcção de x, u e de n constantes arbi-
dx*-* 

trarias a, b, c, etc. Resolvendo em ordem a y a equação 

3 / = 0 , acharemos a expressão 

y = f ( x , a, b, c ) 

que satisfaz á proposta, quaesquer que sejam os valores das 
constantes a, b, c, etc. Tracta-se de determinar estes va-
lores, considerando-os como variaveis, de modo que J / = 0 
seja integral completo da equação 

o 

na qual Ç é, da mesma maneira que P, funcção de x, y, 

dy <fy dn~ry 
T x d t f ' " " ! * ^ ' 

A expressão de y tirada d'aquelle integral fica a mesma 

quando se fazem variar as constantes, mas as de dy, d^y, d^y, 
etc., são differentes; se porem nas diferenciações successivas 
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suppozermos nullas as partes das differenciaes dy, diy,.... 

dn~*y que resultam da variabilidade das constantes a, b, c, 

etc., teremos n — 1 equações de condição entre estas cons-

tantes, a saber 

í - ^ - K - ^ H - ^ - ' ' - ] 
" 

Em virtude d'estas equações os valores dos coefficientes 

dy d*-u dn~hi . . 
diflerenciaes — , — serão ainda os mesmos que 

dx dx2 dxn~{ 

eram no caso de a, b, c,.... constantes; e por tanto acon-

tecerá o mesmo a P, visto que na sua expressão entram 

unicamente aquelles coefficientes. 

dn-hj 
Differenciando totalmente a expressão — — e cncei-

(XX 
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rando em parentesis os coeficientes difíerenciaes pareiaes, 

como fizemos nas equações (2), teremos 

dn—1y d"-1i/ 

dny /d"y\ í dx"-i ida ( dxn~* Jdb 
dx^\d^n) + ~~dã~ dx+' ~7b~/dx+ 

Em virtude d'esta equação e das equações (2), a equação 

(1) reduz-se, depois de substituídos em logar de y, 
<Py dn~ly 

d ^ = i ° S SCUS V a , 0 r e S ' 3 

( * n y \ d a + ( < d h + ^ Q d x ( 3 ) 

Esta equação jiinctamerite com as (n—1) equações (2) 

formam um systema de n equações difíerenciaes de primeira 

ordem entre as n variaveis a, b, c, etc., e a variável in-

dependente x. Integrando estas equações teremos os va-

lores de a, b, c, etc., em funcção de x, que substituídos 

em M—O darão o integral completo da proposta (1), com 

outras n constantes arbitrarias. 

A integração das equações (2) e (3) offerecerá na 

maioria dos casos grandes dificuldades; e no estado de ge-

neralidade em que se resolveu o problema pouco poderá 

aproveitar o methodo da variação dos parametros. ' 

' J 'avoue, diz Lagrange, que l'intégration des équalions cn a, 
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O principal uso que se faz d este methodo consiste na 

integração por aproximação de equações, cujo integral com-

pleto se conhece despresando certas quantidades que se 

consideram muito pequenas. 

É assim que em Mechanica, nos problemas que só podem 

resolver-se por aproximação, se acha a primeira solução 

tendo só em attenção as forças principaes que sollicitam 

os corpos, e se estende depois esta solução ás outras forças, 

que podem chamar-se perturbadoras, por meio do methodo, 

que acabamos de expor na maxima generalidade. 

Na theoria das perturbações dos planetas é mesmo in-

dicado este caminho pelas observações, ao menos no que 

diz respeito ás desegualdades seculares; porque as constantes 

arbitrarias são então os elementos do movimento elliptico, 

e, segundo a observação, estes elementos mudam, em geral, 

de século para século. 

Foi Euler, quem primeiro procurou determinar pela ana-

lvse as variações d'estes elementos; suas formulas porem 

por extremo complicadas são de pouca utilidade. Lagrange 

depois tractando de resolver directamente a mesina questão, 

deduziu as differenciaes dos seis elementos ellipticos do 

b, c, etc. scra te plus souvent tres difficile, da íuoins aussi difiicile 

dny 
que celle de 1'équation proposee n ' y a pc"t-etre 

que le seul cas des équations linéaires oii 1'intégration des équations 
dout it s'agit réussisse en général, à cause que les constantes a, b, 
r, etc., sonl aussi nccéssairemcnt linéaires dans 1'intégratc complete 
Jtf=0. 
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mesmo principio a que, pouco antes, tinha reduzido as so-

luções particulares das equações differenciaes. 

Em 1808 Lagrange e Laplace exprimiram as differen-

ciaes d'estes mesmos elementos em funcção das differen-

ciaes da funcção perturbadora tomadas em relação a elies, 

e multiplicadas por expressões independentes do tempo e 

funcções d'aquelles mesmos elementos. Lagrange finalmente 

estendeu suas indagações ao movimento d'um systema qual-

quer de corpos sollicitados por forças que não tivessem sido 

consideradas em uma primeira aproximação, e chegou a 

formulas que exprimem as differenças parciaes d'uma lunc-

ção d'estas forças por meio das differenciaes das constantes 

primitivas multiplicadas por funcções d'estas constantes in-

dependentes do tempo. Quasi pelo mesmo tempo leu Poisson 

na classe de sciencias mathematicas do Instituto de França 

iima memoria sobre a variação das constantes arbitra-
rias nas questões de Mechanica, que foi impressa no Journal 
de l'Écòle polytechnique. Nesta memoria apresenta seu au-

ctor uma analyse, por meio dá qual se chega a formulas 

inversas das de Lagrange, e\itando-se as eliminações, que 

estas exigiam. Poisson obtém com efíeito por um calculo 

longo e complicado expressões que dão immediatamente 

as differenciaes das constantes arbitrarias por meio das dif-

ferenças parciaes da funcção perturbadora multiplicadas por 

coeficientes independentes do tempo. 

Poisson applicou depois suas formulas ás perturbações 

do movimento de um ponto attrahido para um centro fixo 

segundo uma lei qualquer, e ás do movimento de rotação 



de um corpo solido, chegando sempre a formulas idênticas; 

de maneira que as constantes analogas têm nos dois casos 

a mesma expressão differencial. É assim que as duas questões 

principaes da Mechanica celeste podem hoje ser tractadas 

da mesma maneira. 

Terminaremos este capitulo expondo resumidamente os 

trabalhos de Lagrange e de Poisson sobre a applicação do 

methodo da variação dos parametros às questões de Me-

chanica. 
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Lagrange na memoria publicada no volume das Mcmoi-
res de 1'Intl. de Fr. de 1808 considera um systema de 

corpos m, m, etc., que actuam uns sobre os outros d'um 

modo qualquer, e que são soilicitados por forças accelera-

trizes P , Q, etc., I Q ' etc., dirigidas para centros f ixos 

ou para corpos do systema, e proporcionaes a funcçòes 

quaesquer das distancias. 

As condições do systema dependentes da disposição dos 

corpos entre si, traduzidas em analyse dão outras tantas 

equações de condição entre suas coordenadas oc y ij y zy cc 
y', s ' , etc., por meio das quaes algumas d'estas variaveis 

serão determinadas em funcção das outras; de sorte que 

ficará apenas um certo numero de variaveis independentes, 

que supporemos tres, por ser este o caso que ordinaria-

mente tem logar: hypothese que simplifica a demonstração, 

sem a prejudicar. Representaremos por <]/, Ô as tres va-

riaveis independentes e por 9', <]/, 0' as suas derivadas cm 

ordem a t. 
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Sabe-se (Méc. Anal. part. n, sect. 4, n.° 10) que estas 
variaveis dão logar a outras tantas equações differenciaes, 
que, fazendo T—V—U, se podem escrever da maneira 
seguinte 

l— 1— 

dt dy dt '' 
í - n 

d<)' dU 
dt dti 

=0. 

T e V são as mesmas expressões que Lagrange no logar 

citado designou por estas letras: e portanto T é funcção 

de <f>, <{s f», <j>', <|»', 9', em quanto que V 6 funcção unica-

mente de <p, A, 6. Esta circumstancia, a que mais vezes t e -

remos de attender, serviu já para darmos ás equações (yl') 

a forma que lhes supposemos. 

As expressões finitas de <p, 0, dadas por estas equa-

ções, hão de conter seis constantes arbitrarias, que desi-

gnaremos por a, b, c, f, g, li. Supponhamos que sabemos 

determinar estas expressões, e que procuramos resolver 

o problema no caso em que os difierentes corpos do sys-

tema são sollicitados também por forças perturbadoras, da 

natureza das forças P, Q, etc., P', Q', etc. , e cujos centros 

são moveis d'um modo qualquer no espaço. Representemos 

por — Í2 aquillo cm que se torna a funcção V para estas 
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forças perturbadoras; devemos pôr V—Í1 em logar de V 
nas equações (.4') para obter as equações do movimento 

perturbado. Aquellas equações tornar-se-hào pois em 

(*) 

1 

e, suppondo que as mesmas expressões de 9, 41» ?'»"K» 

6', satisfazem ainda a estas equações considerando como 

variaveis as constantes arbitrarias, a questão fica reduzida 

ao problema geral de que já nos occupamos. Applicando 

portanto o methodo exposto, e designando pela caracte-

rística $ as differenciaes provenientes das variações das 

constantes, teremos para determinar estas novas variaveis 

as seis equações 

,dU dU, díl, dU dU, da, 
d f 1 d<f~ 

dU dU dil 
dt; 

Ã 9 - O , â 0 = 0 , \ 
t 

d'U , d U . d"V , , díl \ 
~ T - V - t 7T777Í+ + TTIÃJM = T d í ' I df do tiy d<f d) c/o I 

d*u # dro da</ d a , } 

d2í7 ^ , d2U ,, d2(/ . díl , ] 
tií-w ? 4 5f m ^ T/o j 
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nasquaes as expressões £<{», &Ô' se deduzem 

das expressões de ç, <J>, Ô e suas derivadas em funcção de 

a, b, c, f, g, h, expressões que suppomos conhecidas pela 

integração das equações (.4'). 

As seis equações (C) compreliendem todas as condições 

do problema, e bastam para determinar as variações dif-

ferenciaes das seis constantes arbitrarias; mas os processos 

ordinários de eliminação introduziriam formulas muito com-

plicadas, e por isso não podem empregar-se. O fim, que 

Lagrange teve em vista na sua memoria, foi remover esta 

difíiculdade; e realisou-o pela forma seguinte. 

A funcção perturbadora Q sendo, como suppozemos, 

funcção unicamente de <p, d*1™ 

" fio díl d9 díl di dÚ dO _ 

da (Í9 da ' dfy da ' d9 da' 

expressão que, em virtude das equações (C) , se pode es-

crever assim 

do 
da da 

+ 
da 

d?'U . , dzV k t , d*U 
dydy dV 

+ 



to 

</0 

+ i ã 

<rij , (Tu , <n: , W J ,50' 
<iv'd<r* ^ dydb' * ^ dv 

— i<p 
d2U d9' d'U d'Y d2U dó' 

dã+d?ldb' da 

— S i 
iVU dy d2U d? db' 

<7p d^^d^Tv dã 

d ff 1 d2 V df d%l) db' 
d<f'db' dã+dty'db' da 

Obteríamos formulas similhantes para cada uma das 

outras constantes arbitrarias. 

Substituindo na expressão precedente os valores de 5<p, 

S^» W» 50'. em funcção de a, 6, c, f, </, /t, e or-

denando os termos segundo as diíTerenças da, db, dc, d f , 
dg, dh, teremos uma expressão da forma 

da 

da 
dl—Ada+Bdb+ Cdc+Fdf+ Gdg+Hdh. 

na qual 6 ^ 4 = 0 e fí, C, F, G, II, expressões symetricas 
que se deduzem umas das outras por simples permutações 
das letras a, b, c, f, g, h, e cuja natureza se vae de te r -
minar. 
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As funcções <p, 0, 9 ' , y, 0' satisfazem ás tres equa-

ções (.4') considerando como constantes arbitrarias quaes-

quer as quantidades a, b, c, f, g, h, e como única variavel 

a quantidade l que nellas entra. Assim, dando ás constantes 

augmentos quaesquer èa etc., infinitamente pequenos 

e constantes, as equações differenciaes serão ainda satis-

feitas pelos mesmos valores de 9, 4"» 0 e suas derivadas. O 

mesmo terá logar se dermos ás constantes outros augmentos 

Aa, Ab, etc., da mesma natureza e independentes dos pri-

meiros. 

Designemos respectivamente por as caracteristicas 5 e 

A as differenciaes de <p, <J», 0, <p't <{/' 0' que resultam dos 

augmentos etc., Aa, Aò, etc., attribuidos ás cons-

tantes. 

Sommemos as tres equações (4 ' ) depois de as ter mul-

tiplicado respectivamente por A<p, A<J>, AO; teremos 

/ dU , dU dU\ ,rTJ „ 

e da mesma maneira, mudando a característica A em 

J dU dU .. dU. 

AÍIectando todos os termos da primeira equação da ca-

racterística e os da segunda da característica A, e sup-
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pondo independentes entre si as variações representadas 

por estes dois symbolos, teremos duas expressões cuja dif-

ferença será uma equação integrável em relação a í, e cujo 

integral será 

è 

JU , dU A, dU . dlJ 

dU M dU „ 
— ^ . a — — s e . * — 

dy dh' 

sendo A" uma quantidade constante relativamente a l, e que 

pode portanto ser funcção de a, b, c, f, g, h e das diíTe-

renças d'eslas quantidades relativas ás caracteristicas S e A. 

Quanto ás differenças S}, 59, etc. , devem ser da 

forma 

á ? * d N . d do da c/o 

, db d i , c/i rfi , c/L 

etc.; 

e o mesmo diremos das differenças Aç, A<{/, etc., mudando 

S em A-

Ora, como as dififerenciaes Sa, Sb, Sc, etc., bem como 

Aa, Ab, Ac. etc., são independentes de t e absolutamente 

arbitrarias, a equação precedente subsistirá sempre, quaes-

quer que sejam os valores que lhes attribuamos. 
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Faça-sc primeiro 

a í > = = 0 , a c = 0 \ h = o , 

$a= 0, Sc=0, $h=0; 

aquella equação, depois de desenvolvidas as differenças 

dU dU JU dl7 dU dU 

V ' V ' V * Adõ~'' 

e de supprimido o factor commum AaSô, torna-se em 

/ d*V d 2 í / \ / dp d± __ d? djA 
M \ < % v ~ d w f ) \ d o d l> d a ' 

/ <Tf7 d* tf \ /áç^ í/0 d? dÔ\ 

/ d ! t f d a t / \ d9 d([/ d ' i \ 
4 \ d Ô d j / ~ ~ d f / 9 ' j \ da db db d a / 

sendo // a mesma quantidade que representamos por esln 

, d í l 
letra na expressão de —— dt. 

da 

O svmholo (a, b) representa uma quantidade indepen-
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dente de /, funcção das constantes arbitrarias, e que será 
egual áquillo em que se torna o primeiro membro da equação 
quando depois da substituição dos valores de <p, A, 6, <p', 
V, 6', em funcção de t, a, b, c, f, g, h, se faz t—O. 

Da equação precedente se tirará sem didiculdade o 
valor de B, e por um processo similhante se achariam as 
expressões de C, F, G, H. Pela substituição de todos estes 

valores a expressão de — (li tornar-se-na, teitas as re-
da 

ducções, em 

l^dl=(a,b)db+(a,c)dc+ (,a,fidf+(a,g)dg+(a,k)dh;..(D') 

e d'aqui podemos deduzir, pela analogia que se observa em 

todas estas formulas, as expressões das outras diíTerenças 

parciaes da funcção perturbadora. 

Quanto aos valores dos symbolos (a, b), (a, c), etc. , 

notaremos que não dependem immediatamente da funcção 

U, mas unicamente de suas diíferenças parciaes em ordem 

a <p', <Ji\ 6'; de sorte que, como suppozemos U—T—V, 
e como V não é funcção d'estas quantidades, teremos sim-

plesmente 
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e por conseguinte 

. ,, </<r> ds dy ds dò du 
(a, ò)=_- 1 1—I v—' da db db da da db 

dif du db dv d0 dv 
db da da db db da 

Para os outros svmbolos acharíamos expressões simi-

lhantes; e por ellas se vê que 

(a, b)——(b, a), (a, a ) = 0 . 

Taes são as formulas apresentadas por Lagrange na me-

moria de que falíamos. Vê-se que ellas não dão directa-

mente as expressões das variações differenciaes de cada 

uma das constantes arbitrarias, e que para as obter será 

necessário proceder á eliminação d'estas variações entre a 

equação (D') e as outras que d'ella se deduzem pelo modo 

que dissemos. Este trabalho, aliás de pequena difliculdade 

na practica, e que as formulas de Poisson evitam, é com-

pensado pela facilidade com que pelo methodo de Lagrange 

se demonstra a propriedade importante que torna este pro-

cesso de analvse tão util na theoria das desegualdades pla-

netarias; consiste esta propriedade em serem constantes os 

coefficientes (a, 6), (a, c), etc. em relação ao tempo. 

Antes de expor o methodo de Poisson, devemos dizer 
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que1, depois de este geometra publicar o seu trabalho, pro-

curou Lagrange deduzir de suas formulas outras que dés-

sem directamente as expressões das variações differenciaes 

das constantes arbitrarias em funcção das differenças par -

ciaes da funcção perturbadora: resultado que obteve na 

memoria publicada 110 volume das Memorias do Instituto 

de França de 1809 . 
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Conservando as notações precedentes, e attendendo às 

expressões [li'), as equações [A1] podem, para mais sim-

plicidade, escrever-se assim 

ds _ /dlJ\ du _ ldU\ dv _ fdU\ , 
7i~\«ty)' ~di~Ad^/' ~dt Vrf9/; {-a) 

da mesma maneira em logar das equações (B') leremos 

, (dU\ , dí2 \ 
ds— — ]dl = —dl, \ 

1 d9 J d,, j 

, ( d l A (ia, f " H ^ (*'> : i 
/ dt/ \ , </ií , L 

d v - ( d õ r = = - d õ ( í l ; j 
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e já vimos que, suppondo conhecidos os valores de 9, t|»> 

8 que satisfazem ás equações (a ), sujeitaremos esses va-

lores a satisfazerem ás equações (6') determinando as va-

riações dos parametros, de que elles sào funcções, por 

meio das seis equações 

Jty = 0 , 5 9 = 0 , 

, díl díl s díl- I 
ò$=—dl, $u=—dt, $v=—dt.[ 

dy dty d d 

,(c') 

As tres quantidades s, u, v sào dadas pelas equações 

(E ' ) em funcção de <p, 6, 9', 0'; e reciprocamente 

poderemos tirar d'estas equações os valores de 9', 0', 

em funcção de <p, ij/, 0, s, u, v, e transformar por conse-

guinte uma funcção das seis primeiras quantidades em func-

ção das outras seis: observando todavia que as diferenças 

parciaes d'esta funcção em ordem a <J>, 6 serão d i f e -

rentes nos dois casos. Nas equações (6') as diferenças par-

\ ( ~ r r ) , formadas considerando U ciaes 
\d<fj' \d<\i/ 

como funcção de 9, <|», 0, 9' <{/, 0', e por isso as encer-
ramos em parêntesis, reservando as mesmas expressões sem 
parenlesis para representar aquellas diferenças quando 
se suppõe que U é funcção de 9, 1}, 0, s, u, v. 

Supponhamos que um dos integraes de primeira ordem 
das equações differenciaes do movimento não perturbado 
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contem uma só arbitraria a; este integral, resolvido em or -

dem a esta constante, será da forma 

«=/*(?» f 9- ?'» 6'. 0» 

ou, conforme o que acima dissemos, 

a=F(<p, Ô, s, w, t>, <). 

Se diferenciarmos esta equação fazendo variar ao mesmo 

tempo as constantes e as variaveis, teremos simplesmente, 

em virtude das equações (c'), 

^ Ida díl da díl ^da díl\ ( 

\ds df du dy dv dõ / 

, díl díl díl 
Substituindo nesta expressão os valores de —, —, — 

deduzidos pelo theorema de funcção de funeções conside-

rando Í1 como funcção de a, b, c, f, g, h, teremos 
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da da da da da da j — _j |_ ^ 
ds d<f du dty dv dô' 

e os outros coefficientes B, C, ele., expressões que se de-

duzem d'esta pela mudança successiva de a em b, c, f, g, 
h, no segundo factor de cada termo. 

Finalmente observando que Í2 não é funeção de s, u, v, 
por isso que o não é de 9' , i|>', 0', e que portanto 

_ o dLÍ—o , I L 1 — 0 
ds ' du ' dv 

formando estas differenças parciaes pelo mesmo modo por 

que obtivemos as differenças da mesma funcçâo em ordem 

a 9 , m u l t i p l i c a n d o o primeiro d'estcs desenvolvimentos 

da da da ' , 
por —, o segundo por — e o terceiro por —; e finalmente 

dy «9 d 0 

sommando os productos e subtrahindo a somma do valor 

precedente de da, teremos 

. . , J L l i t .díl f ..díl, \ 
da—[a, b)—di+[a, c)—dt+{a, f)—di j 

fW') 

díl . dil, 
+ d, g —dl-{{a, h)-—dt. 

dg dli 
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Os symbolos (a, b), (a, c), etc., representam expressões 

que se formam pelo typo geral 

1 ds dy d<p ds du dy 

</<]/ du dv di dO dv' 

tendo por tanto logar ainda neste caso as relações 

(A /*)——C/*» f ) i (/"> í)=° (D 

Estas expressões tornam-se também independentes do 

tempo í, depois de substituir nellas os valores de <p, <j/, 6. 

s, u, u em funcção de f e das arbi t rar ias a, b, c, f, g, /i. 

Vejamos como se demonstra esta propriedade, á qual, 

como já dissemos, o methodo de integração que estamos 

expondo deve suas principaes vantagens. Bastará para isso 

demonstrar que é nulla a differencial completa das ex -

pressões [a, b), (a, c), etc. , em ordem ao tempo l; e como 

o que dissermos a respeito de (a, b) se applica facilmente 

ás expressões representadas pelos outros symbolos, limitar-

nos-hemosa demonstrar que este coefficiente goza d'aquella 

propriedade. 

Tire-se da expressão 

a—F{<p, <}>, 0, s, u, í) 
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o valor de —, e differencie-se este valor em ordem a /; 
d<p 

tome-se depois a differencial completa de a em ordem a 

í, que deve ser nulla. 

Se na equação que se obtém egualando a zero esta dif-

ferencial considerarmos^ ' , 0' como funcções de ç, <{/, 

. . . ds du dv 
0, s, u, v, e substituirmos — - — , — pelos seus valores 

dt dt dt r 

tirados das equações (£»'), o seu primeiro membro tornar-

se-ha funcção identicamente nulla de t, ç, i}/, Ô, s, u, v, e 

portanto esta equação subsistirá ainda quando fizermos va-

riar separadamente qualquer d'estas sete quantidades. 

Supponhamos efectuada aquella substituição, e d i f e ren -

ciemos a equação resultante em ordem a <p; teremos 

d2a d2a , d2a d1 a 
~ " ' " " ^ d F + 

d2a ds da du d2a dv 
dfds dt d<pd« dt d<pdv dt 

da dm da db' da dô' 4 . L -j ! - | (-
d<f dy d(|/ d <p dô dô 

da d2
 s da d 

ds dfdt du dydl 
., — „„ da d2

 v ^ 

dv dydt 

/ 
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da 
Em virtude d'esta equação, o valor de d — torna-se 

d© 
em 

da (da do da dy da d0' da 
d— =— 1 

d<p \dy d ? dty dy dtí </<p ds dydt 

• • .(a") 

da d 2 u da d'" v \ , 
-) f — )dl. 

du dfdt dv dydt j 
J 

•
 d ~ 

Puzemos um traço sobre as diferenças parciaes ——, 

d 2— d 2 — 
— — - , e o mesmo faremos á s expressões que d'estas 
dydl dydt 
se deduzem, mudando successivamentç <p em ^ e 0, para 

recordar que nas diferenciações que ellas indicam ?, 0, 

e s, u, v são consideradas como seis variaveis indepen-

dentes. 

Antes de passar adiante observaremos que entre estas 

expressões existem as relações 

d 2 T d 2 ~ d 2 T d 2 V d2V d2~ 

dtydt dfdt' d 0 d í = d ^ T t ' d Õ d t ^ d ^ T í ^ ' 

como facilmente se demonstraria por considerações analy-

ticas.1 

t 
1 A primeira equação (h'), e do mesmo modo as outras, obtem-se 

da maneira seguinte: 
Como dissemos, U é funcção dc <J», 9, ç ' , i|/, 61; considerando 
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da da 
Para d— e d— obteríamos expressões analogas a (</'); 

estas tres ultimas variaveis como funeções de <p, i}i, o, s, u, r, 
acha-se 

dU idU dU da' dU<W dlr do' 
da \dw) dtf' df ífy' rftp + do' do 

dV dU 
e experssoes analogas para — e —. Tirando d estas equações os 

o<j. do 

(dU\ /dU\ /dU\ . . . . , „ 
valores de — ), — ), — , substituindo-os nas equações (o ), 

\ do/ \ d \ t/9 / 

, dU dU dU 
e pondo s, M, v em logar de —,, —,, —,, vem 

" da' dl' do' 

ds dU do' dy dr>' 
dt d tf da d da 

du dl! da' d\ do , 
— = — —S — U 1> —, > (a) 
dt rfij, di/ di, ' ' 

dv dJJ d<?' dtf do' | 
dt do do do do j 

Difíereneiando a primeira d'estas equações em ordem a tj. o a se-
gunda em ordem a 9, considerando s, u, v como constantes, e sub-
trahindo-as depois uma da outra, acha-se 

» 



e, suppondo á constante b um valor similhante ao de a, 
acharemos da mesma maneira as expressões de 

db db db V V 
que se deduzem das precedentes mudando a em b. 

Por considerações analogas obteríamos as expressões das 

difíerenciaes 

, da , da 1 da db db db 
d—» d—, d-—, d-—, d—, d—, 

ds du dv ds du dv 

Posto isto multipliquemos respectivamente as expressões 

da ,db ,da db da <Ib db da 
de d-—, d—, d-—, d — , d—, d-— por — — , — 

dv d<p díi dô db ds ds 

db da db da , , . 
, — , , — . e s o m m e m o s os productos attendendo 

du du dv dv 

ás relações (li). 

Multipliquemos também respectivamente as expressões 

j j da i db da ^ db ^ da ^ db ^ db da db 

ds' ds ' du' ' d u ' dv' dv ' d<p ' d j ' d ^ ' 

da db da . 
, —•, , e sommemos os productos, observando 

d* dô dO F 

que deve ser1 

d f _ d V d £ dô' 

ds du' dv ds' do du 

Tomando a diflercnoa parcial de U em ordem a .«; pondo em 
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d 2 T d V d 2 T d j / d 2 7" c/6' 

d í d í d<p' d u d t d<p' dvdl d ç ' 

d2T W d2T d f d2]T db' 

dsdt ' dudt dty ' dvdt di|<' 

d 2 T d ? ' d y d j / r f v db' 

d s d ? dê"' dudt d ô ' d r d í _ d ã ' 

S o m m a n d o m e m b r o a m e m b r o as equações que resu l t am 

logar de —, —, seus valores s, w. v: e differenciando a equação 
8 V da1 4 • 

resultante em ordem a a unicamente, acha-se 

díl' dia dW dV 
=s—— u — — -j-t'—•—. 

dsdv d.ido dsda dsdv 

di s 
Pondo este valor na expressão de que se obtém differen-1 dsdt H 

ciando era ordem a s a primeira das equações (a) da nota prece-
dente sem fazer variar a, ty, 6, vem 

d- s d® 
dsdt def 

Differenciando esta equação em ordem a u e — — = — e m 
dudt dtp 

ordem a s, e comparando os resultados, acha-se finalmente 

d u ds 
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d'estas duas operações, veremos que a somma dos segundos 
membros é identicamente nulla; e que a somma dos pr i -
meiros é a diferencial completa da expressão que repre-
sentamos por (a, b). 

Esta diferencial é pois nulla, como era necessário de-
monstrar, e (a, b), depois de substituídos os valores de <p, 

6, s, u, v em funcção de t e das arbitrarias a, b, c, f, 
g, h, é uma certa funcção d'estas constantes arbitrarias 
independente do tempo. 

O mesmo diríamos dos coeficientes das diferenças par-

díl , , 
ciaes —, —, etc.; de sorte que o valor da vanaçao dil-

dc df 

ferencial da fica assim expresso por meio das diferenças 

parciaes da funcção perturbadora tomadas em ordem ás a r -

bitrarias a, b, c, f, g, h e multiplicadas por funcções d'estas 

mesmas quantidades independentes do tempo. O mesmo se 

dirá a respeito das variações das outras cinco arbitrarias, 

cujas expressões podem deduzir-se da formula (d1) por 

simples permutações das letras a, b, c, etc. 

Estas formulas constituem o methodo da variação dos 

parametros, como o expoz Poisson; e adiante havemos de 

applical-as á integração das equações do movimento de ro -

tação. Integrando a expressão (d') e as outras analogas, 

teremos os valores finitos das variações das constantes a, 
b, c, f, g, h; valores que junctaremos respectivamente a 

estas constantes nas expressões que tivermos obtido para 

<p, <]/, 6 numa primeira approximação, isto é, não a t ten-

dendo ás forças perturbadores. Conhecemos assim os va-

lores des tas variaveis que satisfazem ás equações do mo-
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vimento perturbado, e que devem determinar em cada 

instante a posição do corpo. Mas como as quadraturas 

de que dependem os valores das variações finitas das con-

stantes arbitrarias não são possíveis em geral, teremos de 

determinal-as por approximaçôes successivas, começando 

por attender unicamente á primeira potencia das forças 

perturbadoras; passando depois, por meio do valor appro-

xiinado que assim se obtém, a considerar a segunda po-

tencia das mesmas forças, e continuando assim successiva-

mente até chegar ao grão de approximaçâo que se quizer 

obter. 

Observemos também que, para chegar a estes resultados, 

se suppoz que cada uma das constantes arbitrarias é dada 

por uma funcção de t, <p, 0, s, u, t> unicamente; e que 

por conseguinte parece que teremos de formar sempre 

equações d'esta natureza, procedendo á eliminação quando 

algumas das constantes entrarem simultaneamente na me-

sma equação: este trabalho porém evita-se facilmente. 

Com eífeito, seja por exemplo 

b=f(t, 5, s, u, v, c. f, gr); 
será 

db _ I db \ db dc dl, df db dg 

d'p \dtp j dc dy df d j dg d-u ' 

db _ ( d b \ d b dc db df db dg 

ds \ds) ' dc ds d f d s dg ds' 

etc. 



c substituindo estes valores na expressão de (a, b), teremos 

[a, b) = (a, b) f (a, c) -- { ^a, f) — + (a, gr) —; . . (/>•') 

representando pelo symbolo (a, b) o valor que se acharia 

para (a, b) quando se combinassem as differenças parciaes 

de a e b, segundo a formula (e'), sem attender ás arbi t ra-

rias que entram no valor de b. 
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SEGUNDA PARTE 

On peut douc toujours confondre l'axe in-
stantané de rotation de la torre, avec son 
troisième axe principal; et ses pôles de rota-
tion répondent toujours, à três pcu prés, aux 
mêmes points de sa surface. 

LAPLÍCE — Méc. cél., L. v. 

D'après les observations les plus precises 
et les plus longtemps continuées, la direction 
du plan du méridien et la liauteur du pôle 
restent iuvariablement constants dans clia-
que lieu de la terre. 

b I O T , — Trait. Élém. d'Asir. Phi/s. 
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Já falíamos na importancia da determinação dos movi-

mentos que o eixo instantaneo de rotação da terra possa 

ter no interior do globo. Esta questão é, pelo menos, tão 

interessante para nós como outra qualquer d'aquellas que 

prendem com o movimento de rotação do nosso planeta. 

Entretanto Laplace na Mécanique célesle e na Expo-
sitíon du Syslème du Monde diz unicamente a este res-

peito que todas as suas investigações lhe mostraram que são 

insensíveis aquelles movimentos1. Esta asserção não podia 

de forma alguma, em assumpto de tanto momento, supprir 

a falta de provas, que as observações astronómicas só por 

si também não podem ministrar. Tornava-se pois neces-

sária uma demonstração algébrica; e foi Poisson quem pri-

meiro resolveu a questão por esta forma em uma memoria 

— de que não podémos tomar conhecimento senão por um 

1 1,'axe terrestre se rncut autour des pôles de 1'écliptique; mais 
depuis l'époque ou 1'applicatiou du télescope aux instruments astro-
nomiques a donnc le raoyen d'observer avec précision les latitudes 
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extracto publicado por M. de Pontécoulant 1 —na qual se de-

monstra directamente pela forma dos valores finitos das 

duas quantidades de que dependem as oseillações do eixo 

de rotação da terra em volta do seu terceiro eixo princi-

pal, que estas oseillações se conservam sempre insensiveis. 

Em 30 de abril de í 8 2 7 leu Poisson na Academia das 

Sciencias uma outra memoria sobre o mesmo assumpto, na 

qual tractou de reduzir o estudo do movimento de rotação 

dos planetas a formulas analogas áquellas que se empregam 

no estudo do movimento elliptico, simplificando e aperfei-

çoando d'esta forma os melhodos antes empregados; porque 

c'est, en e f f e t , les rendre plus simples et les perfeclionner 

terrestres, 011 n'a reconnu dans ces latitudes aucunc varialion qni 
ne puisse èlre atlribuce aux erreurs des observations; ce qui prouve 
que 1'axc de rotation a, depuis cette époque, répondu à tres peu 
prés au mème point de la surface terrestre; il parait donc que cct 
axe cst invariable. « 

Lapl. — E x p . du Syst. du monde, liv. 4.e , chap. viu. 
1 Esta memoria foi apresentada por seu auctor ao Instituto de 

França cm 1809, c não se encontra nos poucos volumes que a li-
b a r i a do Muzeu possue das memorias d'aquella sociedade scienli-
lica. Examinando egualmente os volumes que existem na biblio-
theca da Universidade, em nenhum d'elles appareceu; sendo para 
notar que dos annos de 1810, 1811 e 1812 não ha senão as partes 
correspondentes ao primeiro semestre de cada anno. É portanto de 
presumir que cm alguma das partes que faltam aos volumes d'aquel-
les annos fosse publicado o trabalho de Poisson; e seria muito para 
desejar que se completasse aquella collecção, cujo valor será es-
cusado encarecer. 
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que de les ramener aulant quil est possible à Vunifor-
mitéK 

Nesta memoria demonstra-se novamente a permanencia 
dos poios terrestres, ou, o que tanto vale, a invariabilidade 
do eixo de rotação da terra no interior do globo. 

Finalmente, M. de Pontécoulant, empregando uma analysc 
similhante á d'esta ultima memoria na sua Théorie analy-
tique du syslcme du monde, chega ás mesmas consequên-
cias, aílirmando egualmente que o movimento de rotação 
da terra se eíTectua em torno do seu terceiro eixo principal. 

Antes porem de dar conhecimento d'estes diversos t r a -
balhos, é necessário integrar as equações do movimento de 
rotação dos corpos celestes, o que faremos no capitulo pri-
meiro des ta segunda parte. 

1 Poisson — Mémoirc sur lc mouvemcnt dc la tcrre autour dc 

sou centre de gravite. 
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CAPITULO PRIMEIRO 

Integração das equações differenciaes 
do movimento de rotação 

Poisson, na memoria publicada no volume 7.° das Me-

morias do Instituto de França (anuo 1827), occupando-se 

unicamente do movimento de rotação da terra, dirige logo 

dc principio a integração neste sentido, começando pelas 

considerações que a simplificam, e tornam mesmo possivel 

neste caso. Serve-se alem d'isto das formulas de Lagrange, 

que se deduziram no § n do capitulo 2.° da primeira parte, 

por lhe parecerem de uso mais fácil. 

Pontécoulant segue um caminho um pouco d i fe ren te , 

e porventura mais methodico, na exposição do mesmo as-

sumpto. 

Intégra as equações geraes do movimento dc rotação 

pelo methodo da variação dos parametros, servindo-se das 
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formulas de Poisson, de que já tinha usado no estudo do 
movimento elliptico, e applica depois as formulas obtidas 
ao movimento de rotação da terra. 

Pondo porem de parte esta pequena differença, ambos 
se empenham egualmente em tornar uniformes, quanto pos-
sivel, os methodos empregados para determinar as circum-
stancias dos movimentos de translação e de rotação dos 
corpos celestes. Assim, comparando os seis elementos arbi-
trários do movimento de rotação da terra com os seis ele-
mentos do movimento elliptico, teremos a amplitude das 
oseillações dos poios e a longitude geographica do eixo de 
rotação numa época determinada, correspondendo á excen-
tricidade da orbita e á longitude do perihelio; a inclinação 
do equador e a longitude do seu nodo sobre a ecliptica, 
quantidades analogas á inclinação e á longitude do nodo 
da orbita; finalmente a velocidade angular de rotação e a 
longitude geographica na origem do tempo d'uma recta 
traçada no plano do equador, substituindo o médio movi-
mento e a longitude media da época. 

Examinaremos com pouca demora os dois methodos de 
que acima fallámos. 
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Vimos no capitulo primeiro da primeira parte que são 

seis as equações differenciaes do movimento de rotação: as 

tres equações (H) que determinam em cada instante a po-

sição do corpo m em relação aos tres eixos principaes que 

passam pelo seu centro de gravidade, e as tres equações 

(L) que determinam a posição d'estas linhas a respeito de 

tres eixos fixos. 

As tres primeiras são susceptíveis de uma transformação 

muito util na theoria do movimento dos corpos celestes. 

Consideremos, para maior simplicidade, a acção de um 

só astro perturbador L, cujas coordenadas serão x', y', z'\ 
será 

l 
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ou 

V =S -
Ldm 

Attendendo a estas expressões, e considerando que as 

coordenadas x', y', z1 não dependem senão da posição do 

astro L, e que o signal integral S não se applica senão ao 

elemento dm e ás quantidades que variam com ellc, teremos 

dV dV'\ _ 1 
dx X d z ) 

0 J I dV' dV'\ dV AV 
S.dmlx— w—— =«'——x'—\ : 

\ dy dx J J dx' dy' I 

onde é V— S. V dm. 

Transformando as coordenadas x\ y', z' que se referem 

aos eixos moveis dos x, y, z, em outras coordenadas r e -

lativas a eixos fixos, a fim de introduzir em V os tres ân-

gulos <p, ty, 9; observando que estas novas coordenadas, 
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bem como x, y, z suo independentes d'estes ângulos, e que 

é por tanto 

d V , d V , , d V i ^ d V , , d V „ , d V ' J t , 
do d} d 6 dx dy dJ 

designando por d'x', d'y', d'z' as difíerenciaes de x', y', z\ 
que se obtém fazendo variar unicamente os ângulos ç, <Ji, Ô; 

substituindo nesta equaçSo as expressões de d'x', d'y', d'z' 
pelos seus valores assim determinados; e, comparando os 

coeflícierttes de dip, dty e df), em ambos os membros, 

acharemos 

<IV_ ,dV_ ,dV 
d?~yd? X dy'' 

dV ( d V dV\ ( d V ,dV\ 
— — s e n & ( ^ r j + c o s ? [ y - - z - j , 

d V J j * v ,dV\ 6 ( ,dV ,dV\ , 
- - = c o s O ( a r — — i / ' — I-j-senO coscp x ——z'-— !-f 
d'l \ dy' dx / - dz dx 

( ,dV ,dV\ 
+ s e n ô s e n ^ z ' - - y - j . 

Eliminando entre estas egualdades os segundos membros 
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das equações (a), e pondo nas equações (H) os valores dos 

primeiros membros das mesmas equações (a) obtidos por 

esta forma, teremos finalmente ns expressões 

. d p sen©/dK dV\ ( d V \ \ 
A ^ H C - B ) q r = T l { - + c o s O - ) - c o s ? ( - ) , | 

„<1<1 , , ^ cosyídV dVv /dV\( 

Estas equações conservariam a mesma lorma, qualquer 

que fosse o numero dos corpos do systema, e quando mesmo 

se quizesse attender á figura de alguns ou dc todos elies; 

sendo neste ultimo caso a funcção V dada por duas inte-

grações independentes: uma relativa ao espheroide attraído, 

outra aos corpos que actuam sobre elle. 

A funcção Fdeve ser considerada em geral como funcção 

conhecida dos ângulos 9, 0, na qua! entra também o 

tempo t, por causa do movimento dos corpos que actuam 

sobre m; e podemos suppol-a desenvolvida em serie de senos 

e cosenos de ângulos múltiplos de o. 

As differenças parciaes de V são da ordem do achata-

mento do espheroide que se considera. 

Multiplicando a primeira das equações (I por /?, a se-



7 3 

gunda por q, e a terceira por r, sommando os productos 

e substituindo no segundo membro por p, q e r os seus 

valores tirados das equações (í-),1 acharemos 

Apdp+ Bqdq+ Crdr—d' V, 

onde a característica d' se refere unicamente ás variaveis 

ç>, <J; e 6. Integrando depois esta equação, e attendendo á 

expressão (F ) , já achada (loc. cit.), teremos 

const. = T—/d' V (p) 

Nesta expressão T é uma funcção homogenea de duas 

dimensões de p, q, r, ou de o, <|i, 0, <p', <J/t G\ designando 

por estas ultimas tres letras, como temos feito até aqui, 

. d<o (/A db 
a s dinerenciaes — - — , — ; será portanto 

dt dt dt 

dT dT dT 
——dp-h—dq+—dr; 

dp dq dr 

1 Parte i . ' , cap. 1.°, III. 
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(1'onde, attendendo aos valores de dp, dq e dr, e á ex-

pressão (F) , se deduz 

'!L=(A-n)pq, 

[cosO(/4;)sen©-fP(/cos<p)+CrgenO]'f', 

> - ( r ) 

d 7' „ d l „ 
—=CY, --=Bqsewf—Apcosy, 

(J f* 
g=Jj>sen6scny-|- /fysen'Jeos9 — OcosÔ. 

«9 ~ 

Substituindo o valor de 7' dado pela equação que ex-

prime a propriedade conhecida das funcçôcs homogeneas 

na expressão (J5) — a qual dá dT=d'V— e diferenciando 

depois; subtrahindo des ta ultima expressão, membro a 

membro, a egualdade dT—d'V desenvolvida; egualando se-

paradamente a zero os coefficientes das variações dy, dty, db-, 
e finalmente pondo nas egualdades assim obtidas os va-

lores (y), acharemos as tres equações 

4 | ( B - A ) P q ^ , dl ' d 9 

djsenô( / ípsen9 f Bqcosy)—cosÔ6>] r/1" _ _ -
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í/(B</sen?—^pcos^) 
Tl 

d^ d V 
— [ c o s d ( ^ p s e n ( p + ^ c o s ç ) + s e n 6 . 

Estas equações são idênticas com as equações ( B ' ) 1 , sup-

pondo nestas ultimas U—T e í i = F , e substituindo as 

diflerenças parciaes da funcção T por seus valores; podemos 

por tanto integral-as pelo mesmo metbodo, e os seus in-

tegraes convirão egualmente ás equações (1) . 

Suppondo portanto nullos os segundos membros das 

equações ( i ) , os seus integraes serão 2 

Aap+Bbq+Ccr—$, \ 

Âa'p f Bb'q+Cc'r=$', 

Aa"p+Bb 'q+Cc"r=jj", 

•Ap%+Bf+Cr%^h, A Y + B Y i Cr'=k\ 

t + l = r *ÂB.Cdr >) • • • • (2) 
J ^ [ f c 2 — C ) £>*][—k*+Ah+{C— A)Cr*\ 

rr 

* AB.Cdr 
x • 

^[A2—Bh+(B—C)Cr,][—k2+Ah-\-(C—A)Crt] 1 / 

• Parte 1.% cap. -2.", II. 
' Poisson — Traitê de Mécan. :2.' edic. n."s 41 í e seguintes. 
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nos quaes a, b, c, a', b1, c', a'1, b", c" representam as 

mesmas quantidades que designamos por estas letras no 

§ li do Cap. í . ° da 1." parte; aquillo em que se torna 

o angulo ij; quando o referimos ao plano invariavel; e 

|j ' , h, li, I e j as constantes arbitrarias introduzidas 

pela integração. 

Quatro d'estas ultimas quantidades estão ligadas entre 

si pela relação 

de forma que das sete equações (2) seis unicamente são 

distinctas. Notando porem que, designando por y a in-

clinação do plano principal- de projecção sobre um plano 

fixo qualquer, e por a a longitude do seu nodo. contada 

desde uma origem arbitraria, se dão as egualdades 

podemos substituir as tres arbitrarias |3, jâ', (J" por as duas 

a e y, que com h, k, l e g completam as seis que o pro-

blema comporta, e cujas variações teremos de determinar 

pelo methodo da variação dos parametros, a fim de poder 

applicar os integraes precedentes ás equações (1), nas quaes 

se attende á acção das forças perturbadoras. 

(5) 

t a n g . a = 



Notemos também que o angulo <J//( bem como cp/t e Õ(, 

que são a respeito de 9 e Õ o mesmo que ^ é a respeito 

de <!/, estão ligados com os ângulos 9, <]>, 0, y e a pelas 

relações 

cosí^cosycosíi,—senysenÔ /cos4' / \ 

sen(ç—9/ senO =semj<(seny > (a) 

sen(<}>—a)sení)=sen<j//senÔ/ j 

As variações das constantes arbitrarias determinam-se 

por meio da formula geral (d')1; mas é necessário primei-

ramente exprimir estas constantes em funcção das variaveis 

independentes do problema, e das quantidades s, u, e v, 
que já definimos no logar citado. 

Atteudendo á formula (F), de que já nos temos ser-

vido, e ás expressões de s, u, D, será 

s=Cr, 

«=(dj9sen9+JB</cos9)sen& — CVcos,Õ 

v=Apcosy->r Bqscuq, 

1 Par te j . ' , cap. 2.°, I l t . 
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d'oncle, em virtude das tres primeiras equações (2J, 

Í S ^ F S + U C O S Ô ) UCOSTL), 
sen!) 

rj'=(s-[-wcos(t) - - f i i s e n i , 
sen6 

M ; 

e por meio d'estas expressões obteremos os valores de a 

e y cm funcção das quantidades <p, *]/, Q, S, u, v. 

A quarta das equações (2) e a equação (5) darão li e k 
em funcção das mesmas quantidades; e finalmente, pondo 

s, dentro do signal /, em logar de Cr nas duas ultimas equa-

ções (2), e suppondo as integrações effectuadas, poderemos 

considerar as seis constantes h, k, «, y» l, g como expressas 

em funcção das seis variaveis <p, tjí, 0, s, u, v. 
Preparadas assim as expressões d'aquellas quantidades, 

resta achar os valores dos symbolos [k, a) , [k, y), etc., os 

quaes, feitos os cálculos, se reconheceria serem todos nullos 

á excepção de quatro, a saber: 

Substituindo estesN valores na formula geral (d1), já ci-

tada, e fazendo successivamente a egual a h, l, k, g, a. e y, 
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teremos, para determinar as variações que a acção das for-

ças perturbadoras produz nas seis constantes arbitrarias 

que entram nas equações do movimento de rotação, as seis 

expressões 

— — ( S ) -
.. , (dV\ 

dk— dt I — , 
\d9J 

y- \dk) k s e n y V d y / 

( h _ dt_ l<iV\ 
f a e n y \ d y / ' 

Aseny \ dg) Aseny \ da) j 

. . (3) 

As equações (3) podem obter-se, independentemente 

do methodo da variação dos parametros, pela simples com-

binação das equações differenciaes do movimento de rota-

ção, quando se suppõe muito pequena a influencia das for-

ças perturbadoras. 

Com effeito, egualando respectivamente a N, iV', N", 
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para maior simplicidade, os segundos membros das equa-
ções (1), multiplicando a primeira por pdt, a segunda por 
(jdl e a terceira por rdl, sommando os produclos, e inte-
grando a sommn, obtem-se a equação 

Ap' + Bq' + Cr'=h, 

similhante á quarta das equações (2), mas na qual o se-
gundo membro não ó constante, e deve ser determinado 
pela formula 

dh=2(pN-hqN'+rN")dt. 

Pondo nesta expressão por p, q, r, N, A", A7" os seus 
valores, ella torna-se em 

M s ^ í - H S * « 
tjue é a primeira das formulas (3), attendendo a que, 

sendo l a constante que entra junto ao tempo í nas ex-

pressões finitas das variaveis 9, E), se considerarmos V 

, . ,, , • • J V dV 
como luncçao d estas variaveis, sera — — —. 

dl dt 
Multiplicando da mesma maneira a primeira das equa-

ções (1) por Apdt, a segunda por Bqdt e a terceira por 
Crdl, sommando os productos e integrando a somma te -
remos 

AY-hB2q+CY==k\ 
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equação similhante á quinta das equações (2), mas na qual 

a constante, considerada como variavel, é determinada pela 

equação 

dk'= 2 (ApN+ BqN'+CrN")dl; 

substituindo nesta expressão por N, N', N", p, q, r, seus 

valores, e despresando as quantidades da ordem do qua-

drado das forças perturbadoras, isto 6, suppondo p—o, 
q=o, r—n e por tanto k—Cn, ella lorna-se em 

,d\\ • 
dk—dtl — , 

\d<t< 

idêntica com a terceira das formulas (3), por ser, no caso 

supposto, 

dV_dV dV dV dV_dV 
I f ~ ~ d x ' d y ^ 

Multiplique-se agora a primeira das equações (1) por 

adt, a segunda por bdt e a terceira por cdt, sommem-se 

os productos, e integre-se a somma ; repita-se a mesma 

operação com as letras a, b', c', e com a", b", c": acha-

remos exactamente as tres primeiras equações (2), sendo 
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agora os segundos membros variaveis, e dados pelas for-
mulas 

~ —aN+ bN'-\-cN 
dt 

dt 

da" 
dl 

Os segundos membros d'estas equações representam os 

momentos das forças motrizes que actuam sobre cada ele-

mento do espheroide, decompostas parallelamente aos tres 

eixos fixos que se cruzam no seu centro de gravidade. 

Substituindo os valores d'estas quantidades, ou então pondo 

por a, b, c, etc as suas expressões cm funcção de 9, ^ e 0, 

c por N, N', A"' os segundos membros das equações (1), 

as formulas precedentes transformam-se em 

d? sen<L dV dV\ ,/dV\ 
— = ; — -f-cos O — — (>0SlH -77 
dt seno ^ df d<\> / rKdiJ/ 

/ 

d i ' cos«J,idV dVN ,/dV\ 

d y _ ídV\ 

dl ~ Vty /' 
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Diferenciando a equação (Ã), e substituindo por ji, 
d[3, d[3', dj3" os seus valores, vú-se que ella tem ainda 

logar no caso do movimento perturbado; e diferenciando 
os valores já conhecidos de tang. a e tang. y, tirando dos 
resultados as expressões de da e dy, substituindo nellas 
aquelles mesmos valores de 3» ?->' etc., e despresando as 
quantidades da ordem do quadrado das forças perturbado-
ras, acharemos para estas duas differenciaes as mesmas ex -
pressões que dão as equações (3), attendendo ás formu-
las (6) e á primeira das relações 

0 = y , <p=<p —«{,, ( d ) 

as quaes dependem todas de ser o angulo Ô, da ordem das 

forças perturbadoras. 

Resta determinar as variações das duas constantes Z e g. 

Para isso notemos que a expressão 

dV dV dVJf dV dV . dVj n 

T k ^ é k ^ l i d l + ~dg ~dã d í 

deve ser uma perfeita identidade; substituindo pois dh, dk, 

dx e dy por seus valores, cgualando a zero os coefficien-

, dV , dV 
tes de — e de — , recaluremos exactamente na segunda 

dl dg 
c quarta das formulas (3) , que teremos assim obtido todas, 

independentemente do methodo da variação dos parâme-

tros. 



Para ter conhecimento dos phenomenos que a acção das 
forças perturbadoras produz no movimento de rotação dos 
corpos celestes, bastará desenvolver cada uma das formu-
las (3); mas, como a situação inicial do corpo, sua figura 
e suas dimensões tem sobre este movimento uma .grande 
influencia, seria inútil examinar aquellas formulas em toda 
a sua generalidade, e pelo methodo que se emprega no 
estudo do movimento elliptico. 

Todavia entre as arbitrarias do movimento de rotação 
lia uma cuja variação dá logar a observações importantes, 
e que por isso consideraremos aqui particularmente. 

A formula (a) dá 

dli=2 
dV , dV dV 

—2(2' V, 

e esta expressão mostra que h não pode conter o tempo t 
senão debaixo da forma periódica, quando na funcção per-
turbadora V elle entra também unicamente debaixo d'esta 
forma. 

Com effeito, se attendermos somente á primeira poten-
cia das forças perturbadoras, caso em que podemos con-
siderar como constantes as arbitrarias que entram em V, 
é claro que se o tempo t não apparecer nesta funcção se-
não dentro dos signaes de seno ou coseno, a differenciação 
relativa a t fará desapparecer todos os termos constantes, 
ou que dependem do tempo simplesmente por causa do 
movimento dos astros attrahentes; e por tanto a integração 
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não poderá introduzir em h nenhum termo não periodico 

que cresça com o tempo. Ha apenas uma excepção, que 

tem logar quando na funcção V ha um termo da forma 

Jicos (int—i'n't+U), 
seu v 

no qual in—i'n', sendo i e »' números inteiros, nl o mé-

dio movimento de rotação do espheroide em volta do seu 

centro de gravidade, e n't o médio movimento do astro a t -

t rahente . 

O resultado precedente subsiste ainda mesmo quando se 

attende aos termos do quadrado das forças perturbadoras. 

Representando por F + 5 F aquillo em que se torna V 

neste caso, será 

dh=2d'$V, 

considerando unicamente os termos da ordem do quadrado 

das forças perturbadoras. 

A expressão de £ F , pondo em logar de 8h, 81c, etc. , 

os seus valores, fica composta de termos da forma 

A/Jidí—Hf Adi, 
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podendo A e B, por hypothcse, desenvolver-se em uma 

serie de termos da forma 

m 
nos quaes M, i e B s3o funcções dos parametros, e t'l dos 
ângulos que provêm dos movimentos dos corpos attrahentes. 

Seja pois Mcos(it+i't+H) um termo qualquer de A, 
e Mcm(it+i't+ir) o termo correspondente de B que tem 
o mesmo argumento; será necessário combinar entre si 
estes dois termos para que appareçam em 

d'.(AfBdl —B/A dl) 

quantidades não periódicas. Formando assim esta expressão 

acha-se uma quantidade identicamente nulla; d'onde se segue 

que, sendo periódica a expressão de V, o valor de dh só 

conterá também termos periodicos, ao menos em quanto 

nas approximações se attende unicamente ás primeiras e 

segundas potencias das forças perturbadoras. 

No movimento de rotação h representa a força viva do 

corpo em movimento, e temos 

Ap*+Bq*+Cr*=h; 

já vimos1 que as quantidades p, q e r determinam a po-

1 Parte l . \ eap. 1.", II. 



87 

sição do eixo instantaneo de rotação a respeito dos tres 

eixos principaes: ora, se no segundo membro da equação pre-

cedente não entra termo algum não periodico, o primeiro 

membro também os não pode conter; e como todos os seus 

termos são positivos, segue-se que nenhum d'elles cresce 

proporcionalmente ao tempo. D'onde pode concluir-se que 

o eixo instantaneo de rotação não poderá ser affectado de 

desegualdade alguma não periódica. 

Devemos porem observar que não se attendeu no valor 

de V aos termos provenientes da variação dos elementos 

das orbitas dos astros attrahentes. Temos portanto de r e -

stringir neste sentido a generalidade do resultado prece-

dente, e examinar mais particularmente o movimento de 

rotação da terra. 
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Voltando ás equações (II) e (L)1 , ou (1) e (£,), pro-

curemos integral-as por meio de approximações successivas, 

que podemos empregar quando se tracta do movimento de 

rotação da ter ra , por serem neste caso muito pequenas as 

forças perturbadoras. 

Mas antes de passar adiante, notemos que, sendo r a 

velocidade de rotação, no caso de que se tracta, como se 

vê comparando a ultima das equações (D) com a ultima 

das equações ( E ) 2 , rdt é o angulo descripto no instante dt 
por todos os pontos da terra, parallelamente ao plano do 

equador; este angulo seria dy se a intersecção d'este plano 

fixo permanecesse immovel. Como porem esta intersecção 

descreve um angulo dfy sobre o plano fixo, cuja projecção 

1 Parte 1.*, cap. l . ° , 111. 
* Parto 1.", cap. 1.°, II. 
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sobre o plano movei 6 cosOíty, segue-se que rdt é o excesso 

de d<p sobre cosOd^! resultado expresso pela primeira equa-

Despresando na primeira approximação a primeira po-

tencia das forças perturbadoras, os segundos membros das 

equações (1) reduzein-se a zero; e como as observações 

têm mostrado que o eixo instantaneo de rotação da terra 

se afasta muitíssimo pouco do eixo do máximo momento 

de inércia, as variaveis p, q são muito pequenas em re -

lação a r; despresando o seu producto, a ultima das equa-

ções (1) dá, neste caso, 

sendo n uma constante arbitraria, que representa muito 

proximamente a velocidade de rotação da terra , e que sup-

poremos positiva. 

Substituindo n em logar de r nas outras duas equações 

(1), cujos segundos membros suppomos nullos; integrando, 

e fazendo para maior simplicidade 

Ção (£) . 

r = n , 

C—B 'C-A 

teremos 

23=/ísena6(n<+c), q——/t'cosaò(n<-f c). 

Sendo as quantidades a e b reaes, por hypothese, as con-
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stantes li e h' deverão ser quantidades muito pequenas para 

que p e q o sejam também, como suppozemos; ora 6 

h'=h——be, fazendo li—ae para desembaraçar do deno-
te 

minador; e as expressões precedentes tornam-se em 

p—aesenab(nt+c) q=—6ecosn6(n<+c) (4) 

nas quaes e será da mesma ordem das forças perturbadoras. 

Substituindo depois estes valores de p e q na ultima das 

equações (1), cujo segundo membro continuaremos a suppor 

nullo, acha-se para r o valor 

tB—Ay 
r=n—-—-—-—cos2aí> í nt -f c). 

mC 

Introduzindo este segundo valor de r, nas duas equações 

d'onde deduzimos as expressões de p e q, obteremos novos 

valores d'estas quantidades, mais approximados do que os 

precedentes; e, continuando d'esta forma, acharemos para 

p, q e r expressões ordenadas segundo as potencias cres-

centes de e, entrando nas duas primeiras unicamente as 

potencias impares d'esta letra, e na ultima as potencias 

pares. 

Não attendendo portanto aos cubos e potencias supe-

riores de e, deveremos parar nos valores de p, q e r, que 

acabamos de obter. 

Introduzindo estes valores nas equações (L), ou, o que 
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tanto vale, nas equações (C)1 , e integrando também por 
approxtmações successivas, acharemos, despresando a pri-
meira potencia de e, edesignando por y, « e / tres constantes 
arbitrarias, 

Ô=Y> <}>=«, <p 

Os valores de Ô e ^ são exactamente aquelles que dão 
as duas primeiras expressões (d). 

Despresando as potencias de e superiores á primeira, e 
Fazendo 

k = -^cos(n í+Z)cosa&(n<+c) 

—^sen{nl-\-l)senab(nt+c), 
(y 

Bb 
k!=—sen(n{+/)cosa£>(«/-{- c) 

C 

.^cos(ní + l)semb(nt-fc), 
C 

sendo a e b as mesmas quantidades que acima designamos 
por estas letras, teremos 

ke k'e k'e cosy 
0 = y H , A—a , 9 = n < + í . 

n nseny nseny 

Parte 1 . ' , eap. 1.", II. 

8 

/ 
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Attendendo á segunda potencia de e, e fazendo 

\[B(C—A) + A[C—B)](l— cos2(r»í+/)cos2a6(«H c)] 
o ( j I 

—C(B—A)[cos2(nt+l)—cos2ab(nt+c)] 

+2ABabsen2{nt+1)sen2ab{nt+c) j 

_ L j [ / ? ( ( ; _ y i ) + ^ ( í ; - / ? ) ] s e n 2 ( n í + 0 c o s 2 a 6 ( n í + C ) 
8 (y I 

+ C(B—4)sen2(nf+/) 

-\-2ABabcos2(nt+l)sen2ab[nt-rc) l=h', 

acharemos as expressões 

ke /te2cosv . k'e 2A'e2cosy 
í = y + — 1 — — , 

n n seny nseny ri sen y 1 

//ecosv /i'e2(l-f c o s M 
<f=nl - f l — H ^ — L > 

nseny H sen y 

,(5) 

na ultima das quacs o primeiro termo comprehende todos 

aquelles em que t entra fora dos signaes periodicos, para 

o que basta suppor que em logar de n se poz agora 

(2 c—A—ny , ' , , 
n— , o que altera unicamente o valor de 

4 nC 
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<p c o de r que se torna em 

( 2 C — A — n y {fí—A)e-
r—n— — 

4 nC ínC 
cos2ab(n l+c) . . . ( 6 ) 

A solução approximada das equações do movimento de 
rotação, quando se suppõe nullas as forças perturbadoras, 
é dada pelas seis formulas (4), (5) e (6). 

Para attender áquellas forças e applicar esta solução ás 
equações (1) e (L), que as contêm, emprega Poisson o 
methodo que expozemos no § ii do capitulo 1.° da 1." 
Parte. Formando as quantidades s, u, v, por meio da ex-
pressão que encerra o principio das forças vivas, determi-
nando depois os valores numéricos de todos os coeflicientes 
formados pelo typo da formula (jP), e introduzindo estes 
valores na expressão (D' ) , acha-se finalmente 

dV 
——(//=CcosvJa—Cdl, 
dn 

dV [C—A)[C—B) „ , 
—dt— [edl—edc—ecosyaa,, 
dc nC 

dc nC 

d V , 
—-dt——Cnsenvaa, «y 

dV, „ , (C—A)(C—A)cosy , „ 
—dt=—(7cos (dn+ „ ' -cde+ Cnsenvdy, 
da. nC 

dVi IC—AMC—B) , 
—dt=Cdn ^ J-ede; 
dl n 6 



(1'onde se tira reciprocamente 

dn 
(dV dV\ dl 

~\dc+~dí iTr: 

dV Cndt 
ede=— •dc (iC—A){C—B)' 

cdc— — 
Cndt dV edl 

de (C—A)(C—B) dn C 

dV dt dV cosy í / í 
d y = — 1—rr • . - , 

«a 6»seny dl < nseiw 

•(7) 

di= 
dV dt 

dy Cnseny' 

^ dV cosydí dV dt 
dy Cnseny dn C 

Pelas expressões de <p, ^ e 0 se vê que Fdeve ser funcção 

de n, nt-\-c, nt+l; designando pois por (çpj a parte da 

diíTerença parcial relativa aos n não comprehendidos cm 
n<-fc ou em nt-\-l, será 
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e, em virtude das equações (7), teremos 

dV Cndt (d V\edt 
c [ d c + l d n ) 

dV COS7dt /dV. dl 
dl+tdn=——- ( — ) 

dy Cnseny dn, t 

Substituindoc e / respectivamente por c—•/ idn , l—/ idn, 
a quantidade Ftornar-se-ha funcção de n, c+fndt, l+fndf, 
e se fizermos fndt—g, as novas quantidades c e l serão 

ainda dadas pela terceira e quarta das equações (7), onde as 

difterenças parciaes relativas a n se formarão considerando 

g como constante; e a quantidade n será dada pela expressão 

dV 
Cdn ——dt (8) 

dg 

Podemos transformar muitas das arbitrarias, que em-

pregámos em outras, e exprimir as differenciaes d'estas por 

meio das differenças parciaes de V que lhes correspondem. 

Assim, fazendo 

e sena6c - f , e c o s a b c — f , 

acharemos sem dificuldade 

dV Cndt dV abfdt\ 
d'~~~~dfi Ãfíãb'~lhi I 

, 
t_dV Cndt dV abfdl \ 

d' ~~7f Inãb^lhi c 7 
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Notemos também que as equações (4) dão 

p a g2 

i ^ r ^ s e i f a i ^ n í + c ) , - ^ - = e ' c o s 2 a ò ( n H c); 

mas por outra parte a quarta e quinta das equações (2) 

dão 

Ch-k>=[C-A((C-B)(Ç+Ç) (10) 

d'onde 1 • 

Ch—l? = 2 

(C-A)(C-B)~e • 

A forma dos valores de p e q dá ainda logar a obser-
vações importantes. A constante e dèpende do angulo que 
na origem do movimento o eixo instantaneo de rotação faz 
com o terceiro eixo principal; se suppozermos este angulo 
nullo, será também e = 0, as quantidades/) e q serão sempre 
nullas, e o eixo de rotação coincidirá sempre com o t e r -
ceiro eixo principal: é por este motivo que a estes eixos 
se dá o nome de eixos naluraes de rotação. 

Se o eixo instantaneo conserva sempre a mesma posição 
no interior do corpo, é porque coincide com um dos eixos 
principaes. Com effeito, para que isto tenha logar, será ne-
cessário que seja dp—0, dq=0, dr—0, e por tanto 

(C—B)qrdt—0, [A—C)prdt= 0, {B—A)pqdt=0; 
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se os tres momentos de inércia forem deseguaes, será ne-
cessário suppor nullas duas das quantidades p, q e r, e o 
eixo instantaneo coincide com um dos principaes. Se dois 
dos momentos são eguaes, A—B por exemplo, a ultima 
das equações precedentes é idêntica, e satisfaz-se ás outras 
duas suppondo r = 0 ; o eixo de rotação está pois situado 
no plano perpendicular ao terceiro eixo principal, e todos 
os eixos comprehendidos neste plano são, neste caso, eixos 
principaes. Finalmente, se for A=B=C, aquellas equações 
tornam-se todas idênticas, e qualquer valor de p, q e r 
lhes convém; mas, neste caso, todos os eixos do corpo são 
principaes. 

A propriedade de eixos invariaveis de rotação convém 
pois exclusivamente aos eixos principaes: ha todavia uma 
distincção que fazer entre elles. O movimento de rotação 
é slavel em relação aos dois eixos principaes, que corres-
pondem ao maior e ao menor momento de inércia, e não 
o é em relação ao terceiro. 



-

••'i, irjar. . a m u l - f i b i . 1 : ofe «nijtuíiíiim vni M-. o>. 

-

; -

• -

• - . • 

WÍ^S^M»* 

• 

-

< 



C A P I T U L O S E G U N D O 

Da pennanencia dos poios terrestres 

Para expor, com a maior generalidade, a questão do 

movimento da terra em torno do seu centro de gravidade, 

supporemos primeiro que força alguma acceleratriz per-

turba o movimento resultante do impulso primitivo, e exami-

naremos quaes deveriam ser neste caso as circumstancias 

iniciaes do movimento para que os resultados da theoria 

concordem com os phenomenos observados. 

Consideraremos depois a acção perturbadora do sol e da 

lua, e veremos se ella pode produzir algumas alterações 

nos pontos physicos a que correspondem as extremidades 

do eixo de rotação á superfície do globo. 



I 

Para determinarmos as oseillações, que dependem do 

estado inicial do movimento, voltemos ás equações (4), 

que dão os valores approximados de p e q quando se suppõem 

nullas as forças perturbadoras. 

A segunda das equações (L) 1 , dá 

dO 
—=qsen<p—p cosç. 

Despresando as quantidades de segunda ordem em rela-

ção, a p e q bastará substituir nesta equação, cm logar de 9, 

o seu valor independente d'estas quantidades, ou 9=nl - \ - l \ 

' Parle i . ' , cap. i .° , III. 
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e teremos assim, pondo por p e q os seus valores, inte-

grando e designando por h a constante arbitraria, 

2n( 1 -f ab) 

onde se fez, para simplificar, abn—n', abc—l'. 
Por esta analvse se vê que, se a constante e tivesse um 

valor sensível, os poios fariam á superfície da terra oscil-

lações de extensão arbitraria, e cujo periodo, dependente 

dos momentos de inércia do espheroide terrestre, seria, 

conforme os dados que temos sobre os valores de A, B e 

C, de dois annos pouco mais ou menos. 

O angulo Õ mudaria também de valor neste espaço de 

tempo, e teria alem d'isso desegualdades dependentes do 

angulo nt; isto é, variaria dentro do curto intervallo de um 

dia. Todavia as observações, ainda as mais rigorosas, nunca 

revelaram variação alguma d'este genero na altura do 

polo; d'onde deve concluir-se que a constante e será sempre 

insensível, e que as oscillações do eixo terrestre, depen-

dentes do estado inicial do movimento, são nullas ha muito 

tempo. 

Como não são rigorosos os valores dc p e q, de que nos 

servimos, a demonstração precedente pode deixar alguma 

duvida, que será fácil desvanecer. Com effeilo a equação 

(10) mostra que se os valores de p e q são muito pequenos 
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em um instante qualquer, a constante que forma o segundo 
membro será também muito pequena; e as quantidades p 
e q se conservarão sempre insensíveis, pois que cada uma 
d'ellas será menor do que aquella constante, quando tive-
rem o mesmo signal ambos os termos do primeiro membro 
de (10) . É o que tem logar quando se tracta da terra , 
visto como o eixo em torno do qual ella gira 6 o menor 
de seus tres eixos principaes, e portanto aquelle ao qual 
se refere o maior momento de inércia. 

Não nos resta já senão examinar a acção das forças per -
turbadoras, e ver qual a sua influencia sobre as oscillações 
dos poios terrestres: este exame será o objecto do resto 
d'este capitulo. 



II 

A funcção perturbadora Fpode sempre xeduzir-se a uma 
serie convergente ordenada segundo as potencias negativas 
das distancias da terra aos astros que actuam sobre seus 
diferentes pontos. Os termos d'esta serie comprehenderão 
senos ou cosenos dos múltiplos de g e de abg provenientes 
dos valores (5) de <p, e 0, e variarão alem d isso em virtude 
do movimento dos astros que se considerarem. Serão todos 
muito pequenos; e entre os termos correspondentes das 
differenciaes dos parametros, deveremos regeitar aquelles 
cujo periodo seja de um dia ou de um submultiplo do dia, 
conservando unicamente os termos constantes, se os hou-
ver, ou então os termos de longos períodos, que possam 
adquirir pela integração pequenos divisores, capazes de os 
tornar sensíveis n o \ valores finitos d aquelles parametros. 

Postos estes princípios, seja L a massa de um dos astros 
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que actuam sobre o espheroide terrestre; x', y1, z1 as coorde-

nadas do centro de gravidade de L relativas respectivamente 

aos eixos dos momentos de inércia A, B e C; x, y, z, 
as tres coordenadas, relativas a estes mesmos eixos, de um 

ponto qualquer da terra; e dm o elemento de sua massa. 

Segundo a lei da attracção universal, a parte de V relativa 

ao astro L terá por expressão, como já dissemos, 

v=s Ldm 

^(x'-xY+(y'-yY+{z'-zy 

estendendo-se o integral á massa inteira da terra. Cada 
astro que considerarmos dará logar a um termo similhante. 
Na questão que HOS occupa, attende-se unicamente á acção 
de dois astros: o sol, por causa de sua grande massa; e a 
lua, em virtude de sua proximidade da terra. No que vae 
dizer-se abstrahir-se-ha da figura dos astros perturbadores, 
cuja consideração introduziria em V termos insensíveis. 

Segundo a propriedade do centro de gravidade, é 

Sxdm—0, Sydm—0, Szdtn=0; 

Attendendo a estas relações, bem como áquellas que ex-

primem a propriedade dos eixos principaes1; representando 

por 5 e r as distancias do astro L e do elemento dm ao 

1 Parte l . a , cap. 1.°, II. 
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centro de gravidade da terra; e desenvolvendo a expressão 

de V segundo as potencias crescentes de x, y, z, teremos 

V= ~-Sdm — Ar Sr2dm+ 
í 2,v$ 

+ ltL(xiiSx*dm +y"lSy*dm f znSz2dm)+D, 

designando por D a parte de V de ordem superior á se-
gunda em relação a x, y, z. 

As coordenadas x', y\ z', dependem dos ângulos ç, ^ 9, 
e por conseguinte das quantidades, n, f , etc.; mas a dis-
tancia S é independente d'ellas. Por tanto, como preci-
samos unicamente das difíerenças parciaes dc Vrelativas a 
estas quantidades, podemos supprimir os termos do seu va-
lor que só contem Assim, pondo $2—x12—y'2 em logar 
de z'% e attendendo ás expressões dos momentos de inér-
cia 1 , teremos 

U 

Supponhamos que L é a massa do sol, e designemos por 
me p a sua velocidade angular e a sua distancia media : 
de sorte que, despresando a massa da terra, será 

1 Parte 1." eap. 1." II, form. (6). 
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Designemos, relativamente á lua, por L', p', x'\ y" 

as quantidades analogas a L, p, x', y'; seja &> o quo-

, . . L' L . 
ciente da divisão de — por -r- , isto é, seja 

P P" 

- - — = w m . 
? P 

Attendendo conjunctamente á acção do sol e da lua, o 

valor de Ftorna-se, em virtude d'estas expressões, em 

V= 
3 m 

a r m ( y ' Y 
+D (11) 

A quantidade D compor-se-ha de duas series muito con-
vergentes, uma relativa á acção do sol, e outra á acção da 
lua. Para simplificar o calculo de D, consideraremos a terra 
como um espheroide, coberto em grande parte de uma ca-
mada fluida — em equilíbrio, quando se attende unicamente 
á gravidade e á força centrífuga — e usaremos da formula 
conhecida que diz respeito ás attracções d'estes corpos 1 . 

Supponhamos que o raio r, cuja origem é no centro 

1 Lapl.— Méc. Cri., Prim. part. , Liv. III. 
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de gravidade da terra, pertence a um ponto da sua super-

fície, cuja longitude é v e cuja latitude é m; designemos 

por r' o raio médio da terra; e façamos 

sendo Vi uma funcção racional, inteira e do gráo i das tres 

quantidades cosw, sen u sen u, sen u cos o, que satisfaz á 

equação ás differenças parciaes 1 

. Supponhamos também o centro do sol situado no pro-

longamento de r, de forma que seja 

a / = S s e n u sen v, j / '=&sen u cos v, z'=Scosu. 

Finalmente designemos por M a massa da terra e por 

X a razão da força centrífuga para a gravidade no equa-

dor ; segundo a formula citada, teremos 

r = r ' ( l + F 4 + F 3 + F 4 + e t c . ) , 

dYi 
d. sen u du 1 d2Y 

sen u dv K du 

para a parte de V relativa á acção do sol 

1 Lapl .—Mécan. Cél., Prém. Par t . , liv. III . 
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Se no primeiro valor de F e m serie pozermos, em logar 

de x\ y, z', seus valores, e o compararmos depois com este 

ultimo, acharemos 

^ - ( 3 s e n ' u s e n > — I )Sx7dm + 

(3sen"w cos '»— 1 )Sy'dm+ ( 3 c o s ' u — 1 )Sz2</m --

; . . . ( ia) 

Al Lr'* r' r'<—3 
. . - n — r , + ...)• 

A parte de D relativa á acção da lua deduz-se d e s t a 

ultima formula mudando L e & em t' e í ' , e suppondo que 

os ângulos u e v correspondem á direcção do raio vector 

d'aquelle astro. 

Se a ter ra fosse elliptica, as quantidades F3, F4 e se-

guintes seriam nullas, e a expressão do raio variavel con-

teria unicamente a quantidade F 2 1 ; e como todas as medi-

das que se têm feito dos gràos e do pêndulo 2 se afastam 

muito pouco d'esta hypothese, deve concluir-se que F3, 

1 Lapl. — Mécan. Cél. loco citato. 
2 Puissant.— Trait. de Génd. liv. VI, 
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Yi, etc., ou são eguaes a zero, ou, pelo menos, muito pe-
quenas quantidades em relação a Fa. Demais entram em 
V multiplicadas mais uma vez, mais duas vezes, etc. do que 
Fa, pela parallaxe do sol ou da lua. Por ambas estas r a -
zões se vê que a parte D da formula ( 1 1 ) será muito pe-
quena em relação á outra parte que depende de (C—A) 
e ( C — B ) , a qual constituirá muito approximadamente o 
valor total de V. Entretanto, para maior exactidão, conser-
varemos a parte D reduzida ao primeiro termo. 

Considerando a terra como um solido de revolução, a 
quantidade F», que este termo contem, terá por expressão 

v J 1 , t \ 
3 Vlf " ~~ 1C09U ) M5S» ~~ 3í 

sendo P uma constante dependente da diíferença de acha-

tamento dos dois hemispherios, que devemos suppor muito 

pouco considerável em relação ao achatamento médio. 

Faça-se alem d isto 

2 j | f r»» 

sendo c uma quantidade que differe muito pouco da uni-

dade, segundo as observações. Formando as partes de D 
relativas ás acções do sol e da lua; eliminando as massas 
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L e L\ como precedentemente, e a massa M por meio 

d'esta ultima expressão, teremos 

2 \ Ã7 35 s ..'7 

- 3 F - ) <1 3» 

Este valor de D será sufficiente, em geral, para o fim 

que nos propomos; não contem senão potencias impares 

de z' e z", e conteria potencias similhantes de x', x", y', 

y'1, se quizesse attender-se á não-symetria da terra em volta 

do seu eixo. Os termos, que d'esta consideração resulta-

riam para D, não tem influencia sensível no movimento da 

terra. 

O valor mais geral de é da forma 

Y j = a( — c o s \ -Ha'sen:tMCos2t)+a"senausen 2v-f-
u ' 

+ a ' " s e n 2 u c o s u + a l v sen2wsen»; 

sendo a, a ' , a", a" ', a , v cinco coefficientes constantes. Sub-

stituindo esta expressão na equação (12) , acha-se primeiro 

O,«" ' ^ 0 , ot'v = 0 ; 
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o que provem de serem eixos principaes as rectas d'onde 
são contados os ângulos u e v. Exprimindo depois os in-
tegraes que esta equação encerra por meio dos momentos 
d'inercia A, B, C, acharemos que ella pode escrever-se 
assim 

1 ( 2 C-A-B)(± —cos*u 
4 

+3fr'a'"senaMCOs2j;, 

que se decomporá nas duas seguintes: 

3 

2 C — A — B = -Mr'\a- -*); 
4 1 

ou, em virtude da expressão precedente de C, 

A—B— — Mr'* «', 
O 

4 2 C—A—B 

3 1 2 1 

O achatamento de um meridiano qualquer resultante do 
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valor de terá por expressão a - f a ' c o s 2 t \ Segundo as 
observações do pêndulo, é sensivelmente o mesmo para todos 
os meridianos; e portanto a' deve ser muito pequeno em 

relação a a , e também relativamente a a — — A difíe-

rença B — A é, por conseguinte, muito pequena em relação 

a 2 C — A — B , e relativamente a C—A e a C — B . 

Posto isto, designemos por x j , y j , z] as tres coordenadas 

rectangulares do centro do sol, relativas a eixos tirados 

pelo centro da terra segundo direcções fixas; tomemos para 

eixo dos x] a recta d'onde se contam os <L, e para eixo dos 

z/ a recta perpendicular ao plano d'este angulo; teremos 

entre estas coordenadas e as primitivas as relações 

x'=axl'+a,yl'+a"zl', y'—bxl'-hb'y/ ,
í b"z', 

z'=cxl'+c'y/'{c"zi', 

sendo a, a', a", b, b', b", c, c', c" dadas em funcçâo de <p, 
4< e 6 pelas formulas que já citamos1 . 

Da mesma maneira acbariamos x", y", z", substituindo 
nas expressões precedentes x j , y.', z j por as coordenadas ana-
logas do centro da lua, que representaremos por x," y'1 zj'. 

Considerando os valores de <p, 6 dados pelas formu-
'as (5) , é fácil ver que as partes de x y ' \ z'\ z\ e das 
quantidades analogas relativas á lua, que dependem da pri-
meira potencia de e, só conterão potencias impares de 
nt+h succederá o mesmo a respeito da parte de V, linear 
em relação a f e f, resultante das formulas (11) e (13) 

Parto 1.» rap. 11, 
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dV dV 
portanto os valores correspondentes de — e — só conte-

d[ df 
râo termos de curto periodo. Assim, não attendendo aos 

termos que tem f ou f por factor, as equações (9) redu-

zem-se nesta primeira approximação a 

e portanto as quantidades f e f são constantes, abstrahindo 

dos termos insensíveis, cujo periodo é de um dia ou de um 

submultiplo do dia. 

Dissemos acima que os termos que resultariam para D 

da consideração da nào-symetria da terra em volta do seu 

eixo são insensíveis. Vejamos como assim é. 

Se tivessemos attendido áquella circumstancia, fentrariam 

em D potencias impares de x' x'' y y'1, que dariam logar 

a termos independentes de nt+l, entre os de primeira o r -

dem em relação a e. Seja /íf senil cosv um dos termos de 

F3 devidos a esta causa, sendo K um coefficiente constante, 

muito pequeno em relação ao achatamento da terra. A 

parte correspondente de F s e r á 

df—0, df'—0; 

fazendo, por abreviar 

oco: r 

2 e ' 
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segundo as quantidades que entram em s e s1, (iodemos 

avalial-as com suficiente approximaçSo em 

s = 0 , 0 0 0 1 , s ' — 0 , 1 . 

Pondo por x' e x" os seus valores, depois de ter substi-

tuido nelles os de 9, Ô, acharemos que a parte de V li-

near em f e f, e independente do angulo nl-\-l, se com-

porá de termos da forma 

(jtn^K 
—— [s(Nf-]~I\'f)cos(abnt—v<—c()-f-

+s'{Qf+Q'f1)cos{abnl- v'<—</)]; 

sendo os coeficientes constantes Nt iV', Q, Q', fracções 

pouco consideráveis, por causa dos factores a ou 6 que en-

cerram; e designando também v, v', c, e c' constantes dadas, 

sendo v'< proveniente do movimento do sol, e v'/ do da lua. 

Fazendo fóra dos cosenos A—B=C, e abn—m, o que 

é suficientemente exacto, a primeira das equações (9) dará 

df=—jsAT/cos(a6)ií—d—e;)-+-

+s'Q'cos(abnt—Vt—c')]Kmndt, 

v, integrando, 

f—Kn 
sth 

v—N'sen(abnl—w—c )-f-
v—abn 

s'm 
- — (>'sen (abnl—v'<—c') 
v —abn ' 
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O valor de f, dado pela segunda das equações (9), dedu-

zir-se-ba do de f mudando o signal, e pondo Ne Q em lo-

gar de A" e Q'. IJastará pois examinar o valor de f. 

O divisor v—abn terá o minimo valor quando ví for o 

médio movimento do sol; será então proximamente egual 

m 
a — , e teremos 

7 

sm 
— < 0 , 0 0 1 . 

v—abn 

Se v't é o médio movimento da lua, ou 13 vezes o do 

sol, teremos também 

s'm í 

V ^ ã b n ' Í2Õ 

Esta ultima quantidade será proximamente 12 vezes 

maior quanto v'í for o médio movimento do perigeo ou do 

nodo da lua; mas neste caso o coefficiente Q', pelo qual 

ella está multiplicada, terá por factor a excentricidade ou 

a inclinação da orbita lunar sobre a ecliptica. Tudo isto, 

junctamente com a circumstancia de ser 2f uma quantidade 
f 

muito pequena, nos faz ver que a relação —, resultante da 

formula precedente, será sempre uma fracção insensível. 
f 

O mesmo diríamos d e — ; e por tanto a não-svmetria da 
jí 
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terra em torno do seu eixo não fará variar sensivelmente 

as quantidades f e f . 
Querendo conhecer as desegualdades seculares que po-

dem affectar os valores de f e f, deveremos conservar nos 

segundos membros das equações (9) os termos dependen-

tes das primeiras potencias d'estas quantidades, e cujos 

coeficientes são independentes não só de nt- \- l , mas tam-

bém do angulo ab (n<+c) , dos médios movimentos do sol 

e da lua, e dos do perigeo e do nodo da orbita lunar, po-

dendo por tanto considerar-se como constantes. Visto que 

os termos que contêm n independentemente de nt nos va-

lores de <p, <]/, G tem por factor e, o mesmo succederá a res-

• i dV 

peito de —; e por conseguinte os segundos termos das for-

mulas (9) serão da segunda ordem em relação a f e f, 

e como taes deverão ser despresados. Conservaremos pois 

sómente os primeiros, que dependem da parte de V, em 

que entra o quadrado de e. 

Para a obter, tomemos o plano da ecliptica em uma 

epocha determinada para plano dos x j y j , sobre o qual se 

conta o angulo i}/; despresemos a excentricidade da orbita 

solar, e representemos por» ' a longitude do sol contada da 

mesma origem que <|), mas em sentido contrario a este an-

gulo; teremos 

£ = p , a : /=pcos» ' , y,'— psenr', z'=0: 

d'onde resultam as formulas 
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x'—p [se n (»' -+-i{/) cosGsen 9 + c o s (»'+ij/) cosç ], 

iy'=p[sen(c'-)-'i)cosOcosç—cos(t'-+-4')sen'p], 

í '=psen(» '+i | ; )sènÇ); 

nas quaes t>'-f-<^ será a longitude do sol contada do nodo 

descendente do equador. Despresando os termos dependen-

tes d'este angulo, as potencias impares de z\ que entram 

na formula (13), serSo nullas. 

Substituindo no valor de resultante des ta considera-

ção, os valores de ô e 9; despresando as potencias de e su-

periores á segunda, assim como os termos dependentes do 

angulo ab (n<-|-c); teremos 

—p[cos2ycos2 («<-W)+sen 2 ( n t + l ) } — 
1 

-+- [ / t ' ( l - f -cos 'y )—2k fc'cos'2y ]sen2 (nt+l)+ 

+ ( A / W y — f c c o s V - ' Fcos2y )cos2 (n í -H) 
1 JL 
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e leremos, ao mesmo tempo, 

ht= ^L [B{C—A) + A{C—B)—C(B—A)cos2{nl+l)], 

f( 4 

h ' = — — sen2 (ní-M), 

^ = ^ 2 [ B ( C - A ) + A { C - B ) - { - C [ B — á ) c o s 2 ( » « - f /)], 

- L [ B { C — A ) + A { C — B ) — C { B — A ) c o s 2 { n H /)], 
41/ 

/ c A : ' = [ B { C — A ) + A [C— B) ]sen2 [nt+l). 
4*1/ 

Por meio de todos estes valores acha-se finalmente 

A ( C — g ) P V s e n 2 y 
* 8 C V ' 

supprimindo a parte independente de e, que desappareceria 
pelas diferenciações relativas a f v f, e despresando os 
termos dependentes de nt+l. Do mesmo modo acharía-
mos 

, I = B ( C - A ) f e * sen*y 
y 8 C V 
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Despresando a excentricidade e a inclinação da orbita 

lunar, os valores de a;"2 e y"2 deduzir-se-hão dos prece-

dentes mudando p em p'; a ordenada z" será nulla, assim 

como z', e portanto também o será o valor de D dado pela 

formula (13). Em virtude da equação (11) , teremos por 

tanto 

{ A + m c _ À ) { c - B ) ( r + n . 

As equações (9) tornam-se, por conseguinte, em 

df=—A.mfdt, df1=Amfdt, 

fazendo, por abreviar, 

3m {A+B){C-A){C—B)f4 . 2 

ÃTc •'(*+")«",Tr; 

e se designarmos por E e F duas constantes arbitrarias, 

teremos, integrando, 

f—nEcos(A.mt+F), f=nEsen(hmt-\~F). 

Segundo os dados que temos a respeito das quantidades 

que entram em A, o periodo d'estas desegualdades secu-

lares de f ef é superior a cem milhões de annos; se fos-

sem sensiveis, seriam as mais vagarosas de todas aquellas 

que conhecemos. 
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Os valores correspondentes de p, q, r, dados pelas equa-
ções (4) e (6), serão 

% 

p—na Ecos(abnl—\mí—F), 

q=nbEscn(abnl —\mi—F), 

r = n 
(2 Ç-A-B)E* 

4 C 

(B—A)E* 
+ - c o s 2 ( a ô n í — A m l — F ) 

4(7 

O período dos valores de p e q será pois inferior a um 

auno. Designando por A a distancia angular dç eixo de ro-

tação ao do maior momento de inércia, teremos 

s e n A = V 
p +q*+rz 

despresando o cubo de E, e observando que as quantidades 

a e b são pouco mais ou menos eguaes. O polo de rotação 

descreveria portanto cada anno á superfície da terra um 

circulo de raio egual a aE, sendo o da terra tomado para 

unidade; ora a observação ainda não fez reconhecer variação 

alguma sensível na latitude de um mesmo logar, d'onde se 
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pode concluir que o angulo aE é extremamente pequeno, 

e inferior a um segundo. 

De quanto deixamos dito pode t i rar-se a conclusão se-

guinte: 

A acção do sol e da lua sobre o espheroide terrestre 

não produz deslocamento algum dos poios de rotação á su-

perfície do globo, e o eixo instantaneo coincide sempre com 

o do menor momento de inércia; d'onde resulta que a lon-

gitude e latitude de cada logar são invariaveis. 

Podia chegar-se ao mesmo resultado por um caminho 

mais simples, mas que não deixa conhecer tão bem o papel 

que os dois astros, o sol e a lua, representam 110 pheno-

meno que estudamos. 

Já vimos que o seno do angulo, que o eixo instantaneo 

de rotação forma com o terceiro eixo principal, é dado pela 

expressão y e portanto as quantidades p e q 

são da ordem das forças perturbadoras. 

A equação (10), como C é o maior dos tres momentos 

de inércia, mostra, como já dissemos, que será sempre 

p<ae, q<be. 

Sem a acção das forças perturbadoras a constante e seria 

completamente insensivel; tracta-se agora de provar que a 

acção d'estas forças não introduz na sua expressão des-

egualdades seculares que possam tornar-se consideráveis 

ao fim de muito tempo, e que, portanto, as quantidades 

p e q serão sempre, como hoje, insensíveis. 
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Diferenciando a expressão (IO), e substituindo por dli 
e dk seus valores dados pelas formulas (3), teremos 

1 / d V\ 
ede=—•—{ Cd'V—kdl—) (14) 

ABab\ dg: v ' 

Despresando as quantidades de segunda ordem em re -

lação ás forças perturbadoras e considerando Fcomo funcção 

dada das variaveis 9, Ô, bastará na equação precedente 

substituir em F, que é já de primeira ordem, em logar de 

9, 6 seus valores independentes das forças perturbadoras. 

Fazendo isto, e attendendo ás relações, que facilmente se 

obteriam ainda por esta consideração, 

d V dV dV , „ 
— = — = — , k=Cn, 
dg d<p ndt 

a equação precedente torna-se em 

ede= -4— ( Cd1 V—Cndt—\ =0, 
ABab\ ndt} 

observando que d' V representa a diferencial de F, que se 

obtém quando se faz variar unicamente o tempo t, que é 

introduzido pela substituição do valor de 9, isto é, que está 

multiplicado por n, pois que nesta primeira approximação 

se podem considerar ^ e 6 como constantes. 
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