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INTRODUCCAO

. Obgerver les astres pendant un graund
nombre de siécles; reconnaitre dauns leurs appa-
rences les mouvemens réels de la terre; s'élever
aux lois des mouvemens planétaires, et, de ces
lois, au principe de la pesanteur universelle; re-
descendre enfin de ce principe i 'explication com-
pléte de tous les phénoménes célestes, jusque dans
leurs moindres détails. Voild ce que l'esprit hu-
main a fait dans I"Astronomie.

Laprace — Fzp. du syst. du monde.

A thedria physica do systema do mundo resumia-se na
antiguidade em alguns factos isolados e hypotheses inge-
nhosas para explicar as irregularidades apparentes dos
corpos celestes. Os astronomos d'esse tempo niio tiveram
conhecimento algum das leis que regulam o movimento
dos astros no espago.

Houve todavia entre elles habeis observadores. Hipparcho,
¢ mais tarde Plolomeu tiveram nogoes exactas sobre muitos
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pontos delicados de astronomia pratica; mas «ll y a ex-
trémement loin de la premiére vue du ciel a la vue géné-
rale par laguelle on embrasse aujourd hui les états passés
el futurs du systéme du monde'».

Dois elementos indispensaveis |hes faltavam para fundar
um systema: uma longa serie de observagdes feitas durante
seculos, e a philosophia, creacio dos tempos modernos,
que, como diz M. de Poutécoulant: aportant partout sa lu-
miére, dcartant les illusions de nos sens, médprisant les
préjuges de Uhabitude et de 'erreur, soumet a I'analyse
de la raison toutes les idées regues, touts les faits regardés
Jusque-la comme démontrés, et ne s'arréte, dans sa mar-
che irrésistible, que lorsque l'accord de ses thévries avec
les phénoménes observés lui montre qu'elle a enfin atteint
la vérité, noble but de toutes ses recherches.»

Os astronomos arabes ndio fizeram mais do que trans-
mittir-nos fielmente os conhecimentos que tinham recebido
dos gregos; a elles deve a Europa os primeiros raios de
luz que dissiparam as trevas de doze seculos de ignorancia.

Pelo meado do seculo xvi comegon uma era nova para
a astronomia. Copernico comparando, com os phenomenos
que observava as hypotheses propostas pelos antigos para
os explicar, reconhecen que a mais provavel de todas ellas
era a da eschola de Pytagoras, que sustentava o movi-
mento. da terra e dos planetas em roda do sol, immovel
no centro do mundo.

Depois d’elle Tycho-Brahe, seduzido pela ambicio de

! Laplace - Exp. du syst. du monde.
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ligar seu mome a um nove syslema, procurou conciliar
o systema de Copernico com a immobilidade da terra, que
Ihe parecia comprovada por algumas passagens da escri-
ptura. Com este fim conservou o sol no centro das revolu-
coes de todos os planetas, & excepcdo da-terra, que suppoz
fixa no centro do systema, fazendo girar em roda d'ella
o sol e a lua. Entretanto a astronomia deve-lhe grandes
progressos, nlio 6 em relaglo 4 natureza dos cometas, que
os antigos consideravam como simples meteoros, mas tam-
hem no cstudo das refraccdes atmosphericas e da theoria
da lua, e sobre tudo no aperfeicoamento dos instrumentos
astronomicos, e na preciosa serie de observagdes que fez
durante trinta annos.

Kepler, discipulo e collaborador de Tvcho Brahe, niio
adoptou o systema d'este astronomo; dotado de extra-
ordinaria paciencia e guiado por um instineto admiravel da
simplicidade dos meios empregados pela natureza, desco-
briu, ao fim de dezesete annos de labhoriosas investigacoes,
as verdadeiras leis que regulam os movimentos dos corpos
celestes. Devemos ainda a Kepler muitas outras descobertas
importantes; mas a estreiteza do espaco, de que dispomos,
obriga-nos, e com maior razio, a dizer com M. Montucla:
«ll nous faudrait donner aw seul Képler une partie con-
sidérable de la place que recendiquent tant d'autres astro-
nomes, si nous enlreprenions de faire connaitre loutes ses
découvertes.»!

Galileo, seguindo os passos de Copernico e de Kepler,
nio contribuin menos para o verdadeiro progresso da as-

' Montuela — Hist. des Muth., tom. 2.»
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tronomia. A descoberta dos satellites de Jupiter, das leis
da acceleraglio dos graves, das phases de Venus, das man-
chas do sol, e muitas outras marcam uma epocha notavel
na historia d'esta sciencia.

Depois Descarles, ampliando os dominios da algebra, da
mechanica e da philosophia, tenta alem Jisso 0 primeiro
esforgo para remontar dos effeitos as causas. O systema dos
turbilhdes, erroneo sem duvida, vulneravel em todas as
suas partes, e explicando imperfeitamente alguns [laclos
isolados, romance physico, como lhe chama Montucla, é
todavia a primeira tentaliva, que a sciencia registra, para
deduzir dos phenomenos o principio que pde a materia em
movimento.

Apparece finalmente Newtlon, a cujo genio estava reser-
vada a gloria de descobrir a grande lei da attracglio univer-
sal. Reflectindo sobre a causa que produz a quéda dos gra-
ves, e notando que esles sho sempre acluados por aquella,
qualquer que seja a altura a que se achem, p2nsou que a
acgho d'esta causa podia estender-se a maior distancia do
que se julgava, e chegar ainda & lua ou mais longe: pare-
cendo-lhe que ella devia variar com as distancias ao centro.
Para descobrir a lei d’esta variagio, refleetiu que, se é a
attracgito da terra que sustenta a lua na sua orbita, o mesmo
deve acontecer ao sol em relagdo aos planetas principaes; e,
comparando os tempos periodicos d'estes em torno d'aquelle
com as distancias respectivas, achou que as forgas centri-
fugas que nascem das revolugdes dos planetas, e por tanto
as forgas ceutripetas que as contrabalangam, estio na razio
inversa do quadrado das distancias.
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Para verificar estas deduegdes Newton comparou o seno
verso do arco que a lua descreve durante um minuto, com
o espago percorrido pelos graves # superficie da terra du-
rante o mesmo tempo; e achou por esta forma que a quéda
da lua durante aquelle intervallo & 3:600 vezes menor do
que seria & superficie da_ terra. D'onde concluiu que a
forca que sustenta a lua na sua orbita é a mesma que laz
cahir os graves para a terra; e que esta forga diminue pro-
porcionalmente ao quadrado das distancias.

Combinando depois a forca attractiva do sul com o im-
pulso primitivo que arrojou os corpos celestes no espaco,
chegou 4s mesmas leis que a observagio ja tinha revelado
a Kepler: prova irrecusavel da verdade do principio da gra-
vitaclio universal. .

A tendencia, descoberta por Newton, que (ém todas as
moleculas da materia para se aproximarem umas das ou-
tras, é sobretudo admiravel na constitui¢io geral do sys-
tema do mundo, porque os grandes intervallos que separam
os astros fazem desapparecer os effeitos das causas secun-
darias, que embaracam tantas vezes os movimentos &4 su=
perficie da terra, e ndo deixam subsistir senio aquelles
que provém de suas attracgdes mutuas. Esta lei, combi=
nada com os principios da mechanica, dé conta das mais
pequenas irregularidades que a observaclio tem [eito des-
cobrir nos movimentos dos corpos celestes; extremamente
simples, presta-se com a maior facilidade aos calculos ma-
thematicos.

As desegualdades dos movimentos planetarios, a forma
particular dos corpos celestes, as deslocagdes de seus eixos
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derotaciio no espaco e as oscillagdes dos fluidos que oscobrem,
sdlo outras tantas consequencias d'esta lei universal; e estes
phenomenos que a primeira vista nos parecem tio diversos,
estdio ligados uns aos outros por este principio geral, e niio
poderiam existir separadamente. Nio se segue porem do
que fica dito que seja facil deduzir do prineipio tio simples,
que acabamos de enunciar, as leis complicadas que regem
todos aquelles phenomenos; Newton reconheceu que estas
siio consequencia immediata d’aquelle, mas a maior parte
de suas investigagdes brilham muito mais pela sagacidade
da deduc¢ao do que pelo rigor da demonstragio. S6 a mais
profunda analyse podia tirar do fecundo principio da at-
tracglio universal todas suas legitimas consequencias, e essa
comegava de apparecer apenas no tempo de Newton; por
1550 0 seu grande genio adivinhou mais do que demonstrou,
e muitas vezes mesmo (o induzido em graves erros, que
por cerlo evitaria se possuisse os vastos recursos da ana-
lyse. Isto mesmo parece tel-o adivinhado o profundo geo-
metra, porque foi ainda elle quem langou os primeiros ger-
mens d'esta sciencia. Coube a Euler, Bernouilli, Clairaut,
d’Alembert e sobre todos a Lagrange e Laplace completar
a grande obra do astronomo inglez.

Euler, dotado de todas as faculdades intellectuaes que
_ fazem o grande geometra, enriquecen a analyse com me-
thodos preciosos, e foi o primeiro que ensinou a caleular
as desegualdades planetarias.

DYAlembert fez na mechanica o que Euler tinha feito
na analyse: dilatou seus dominios. Ensinando o meio de
reduzir 4s leis da Statica as do 'movimento dos corpos, fu-
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cilitou a reducgio a formulas de todas as questdes de Dy-
namica. Alem d'isso procurou sujeitar ao calculo os phe-
nomenos da precessio dos equinoxios e da nutagio do eixo
terrestre, o que pode considerar-se como uma das mais
difficeis questdes da Mechanica Celeste, e chegou a resul-
tados exactos e em concordancia com as observagdes.

Deve-se a Clairaut, alem de importantes descobertas na
theoria do equilibrio e movimento dos fluidos, uma solucio
particular do movimento dos tres corpos, que applicou ao
movimento lunar, uma theoria mathematica da figura da
terra, e a determinagiio do instante em que o cometa de
Halley voltaria ao perihelio em 1759.

Este calculo, mostrando que os cometas so dilferem dos
planetas pelo comprimento dos eixos maiores e excentrici-
dades de suas orbilas, e que seguem as mesmas leis que
0s outros corpos do systema, era muito importante naquella
epocha, como a prova mais irrefragavel do principio da
gravidade universal.

Methodos difficeis e sem ligagio commum, esbogos in-
formes de caleulo, resultados muitas vezes inexactos e quasi
sempre incompletos, tal era pois o estado da sciencia
pelos fins do seculo xviir. Foi entdo que appareceram, quasi
ao mesmo tempo, dois genios egualmente ousados em suas
concepedes, egualmente felizes em seus esloros, Lagrange e
Laplace, que levaram a mechanica celeste ao grau de per-
feicio em que hoje se acha. Se aos olhos de Lagrange a
analyse & a primeira de todas as sciencias, Laplace, ao con-
trario, parece ter por unico fito surprehender os segredos
da natureza, ¢ a analyse em suas mdos nio é mais do que
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um instrumento, que elle molda com admiravel habilidade
as applicagdes mais variadas. Assim estes dois genios com-
pletam-se um ao outro; e parece que a natureza expres-
samente lhes deu direcgdes tho differentes para proveito e
major adiantamento da sciencia. Analysemos seus trabalhos
em poucas palavras,

Tractaram primeiro de dar s formulas que determinam
os movimentos dos corpos celestes uma f6rma tao simples
como geral, e de substituir por uma analyse uniforme os
methodos diversos que tinham sido empregados para re-
solver o difficil problema de suas perturbagdes.

Como primeiro resultado d'este trabalho preparatorio
descobriu Lagrange o theorema sobre a invariabilidade dos
eixos maiores e dos medios movimentos planetarios, pro-
posicio que julgou ao abrigo de toda a duvida, mas que
tem sido muilo contestada nos tempos modernos.

Por uma escolha feliz de variaveis, reduziu tambem a
determinacdio das variagdes das inclinacdes e das longitudes
dos nodos a-um systema de equagdes differenciaes lineares;
Laplace estendeu a mesma transformacdo as excentrici-
dades e 4s longitudes dos peribelios, e obteve a expressio
exacta das variagdes seculares d'estes diversos elementos.

A determinaclio das perturbagdes dos planelas e dos sa-
tellites offerecia ainda grandes embaragos, a pezar de La-
grange ler simplificado tanto as formulas geraes dos mo-
vimentos planetarios, pela difficuldade em distinguir no nu-
mero infinito d’aquellas desegualdades as que adquirem
pela integraclio divisores que as tornam muito considera-
veis, explicando assim as anomalias singulares que os as-
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tronomos tinham observado nos movimentos de alguns dos
principaes planetas. Este genero de investigagdes convinha
principalmente ao genio de Laplace, que nio deixou uma so
d’estas questdes, tanto tempo coutrovertidas, sem passar
por novo exame e ser definitivamente resolvida. A causa da
grande desegualdade observada nos movimentos de Jupiter
e Saturno era desconhecida ainda apesar dos repetidos es-
forgos dos mais distinctos geometras. Laplace descobre-a na

" quasi commensurabilidade da razlio dos medios movimentos
d'estes planetas, a qual torna consideraveis certas desegual-
dades, que, sem esla causa, se conservariam sempre insen-
siveis. A theoria dos satellites de Jupiter offerece uma dif-
ficuldade da mesma natureza e proveniente d'umna causa ana-
loga; Laplace resolve-a com a mesma perspicacia.

Por ultimo, entre as numerosas desegualdades da lua,
Laplace calcula novamente com todo o cuidado aquellas
que dependem. da parallaxe solar; discrimina aquellas que
sio produzidas pelo achatamento da terra; e descobre a
causa da accelleracio do medio movimento do nosso sa-
tellite, attribuindo-a unicamente & varia¢io secular da ex-
centricidade da orbitra terrestre. Os trabalhos recentes de
Adams fazem na verdade suppor que nio basta esta causa
para explicar aquelle efleito; mas nem estd plenamente de-
monstrado que a variagdo secular da excentricidade da or-
bita terrestre ndio seja causa unica e exclusiva da accele-
ragio do medio movimento da lua, nem que o eslivesse,
deixaria por isso a descoberta d’esta causa de ser mais um
titulo de gloria para ser auctor. '

0s cometas formam na constituicio do upiverso nma

=
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especie de astros perfeitamente distincta; movem-se em
orbitas geralmente muilo excentricas e cujas inclinagdes
sobre o plano da ecliptica sio muito consideraveis. Por isso
os methodos empregados para calcular os movimentos pla-
netarios, fundados em geral sobre os desenvolvimentos em
series que a pequenez das excentricidades e das inclinagdes
~torna muito convergentes, niio podem ser applicados 4 de-
terminagdo do movimento elliptico ou do movimento per-
turbado dos cometas. Lagrange occupou-se da descoberta
de novos methodos para submetter estes corpos ao calculo,
eem 1778 apresentou suceessivamente & academia de Berlin
duas memorias sobre a determinacdo da orbita d’um co-
meta por meio de tres observacdes; mas seu methodo, que
debaixo do ponto de vista analylico nada deixa a desejar,
e de que elle ndo fez applicagiio a cometa algum conhecido,
foi depois. ensaiado sem proveito. Laplace, tendo que tra-
ctar do mesmo assumplo na sua mechanica celeste, enca-
rou-o por um lado muito differente; e a solucio que deu
a este problema recommenda-se n@io s6 por sua originali-
dade, mas ainda pela facilidade com que se presta 4s ap-
plicagdes numericas e pela seguranca que offerece aos cal-
culadores. As duas solugdes conservam pois o cunho dis-
linctivo do genio de seus auctores; um seduzido sempre
pela theoria, outro preoccupado acima de tudo pelas ne-
cessidades da practica.

O movimento de rolagio dos corpos celestes em torno
de seus centros de gravidade offerece-nos nova classe de
phenomenos ndo menos interessantes do que o movimento
de translagio em volta do sol, mas muito mais difficeis
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de observar; e s6 a respeito de dois d'elles, a terra e a
lua, se tem podido reunir até hoje numero sufficiente de
factos bastante positivos para comparar os resultados da
theoria com os da observacio. _

Como ja dissemos, foi d'Alembert o primeiro que ap-
plicou a analyse a questdo da precessio e da nutagio;
mostrou como estes dois phenomenos sip consequencia ne-
cessaria do principio da attraccio universal; chegou por
meio da theoria as formulas exactas que determinam suas
leis; e até deduziu d’estas formulas as dimensdes da pe-
quena ellipse imaginada por Bradley para representar os
dois movimentos do eixo da terra: mas o methodo que em-
pregou tornava por extremo laboriosa a leitura de sua me-
moria. Euler, applicando a_esta questio as formulas que
tinha achado para determinar a rotagdo dos corpos solidos,
confirmou por uma analyse tdo elegante como facil os re-
sultados a que chegara d’Alembert, e completou a solugiio
de toda aquella parte d’este importante problema que diz
respeito ao movimento do eixo e do equador terrestre em
relaclio ds estrellas,

D'Alembert quiz ainda applicar & lua as cosideragdes
de que se tinha servido com tao bom resultado no problema
da precessio dos equinoxios, mas nda pdde vencer as dif-
ficuldades que encontrou. Lagrange, escolhendo variaveis
habilmente accommodadas ao assumpto, foi quem primeiro
chegou a verificar pela theoria as bellas observacdes de
Cassini sobre a libragio da lua, e 03 movimentos singulares
do plano do seu equador: provando que todos estes phe-




XX

“nomenos estio ligados entre si pela lei da gravitagio uni-
versal.

A questio da figura das corpos celestes tem egualmente
sido objecto dos trabalhos dos geometras mais distinctos;
mas offerece taes difficullades, que, apesar dos eslorgos
perseverantes de Clairaut, d’Alembert, Malaurin, Legen-
dre e Laplace, oo pdde ainda chegar ao estado de per-
fei¢io em que se acham as outras partes da theoria do sys-
tema do mundo.

A superficie da terra, e provavelmente a dos outros pla-
netas, estd em parte coberta por um fluido em equilibrio;
¢ o phenomeno do fluxo e refluxo offerece-nos uma ve-
rificagio tdo simples e tdo facil da lei da attraccdo uni-
versal, que este espectaculo sem duvida chamaria mais nossa
attenclio se ndo se repetisse todos os dias. Os geomelras,
logo depois da descoberta do grande principio dos movi-
mentos celestes, tentaram submetter as leis da gravitagio
as oscillacdes periodicas do Oceano, suppondo que as accdes
do sol e da lua siio as unicas que perturbam seu estado de
equilibrio. Bernouilli, apesar das difficuldades do problema,
chegou a uma solucdio bastante approximada; Laplace de-
pois tractou o mesmo assumpto por meio d’'uma analyse
mais elevada, e as leis do fluxo e refluxo foram emfim re-
duzidas a formulas analyticas que representam, com precisiio
maravilhosa, observagdes separadas por um intervallo de
mais de cem annos.

Depois d’esla succinta exposicio da maior parte dos tra-

balhos dos geometras sobre a theoria do systema do mundo,
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s0 nos resta fallar ainda d'uma questio, que por muito tempo
foi impiricamente considerada como verdade incontroversa,
e que todavia interessa no mais subido griu a exactidio das
taboas aslronomicas e alé a seguranga das racas luturas
destinadas a succeder-nos na superficie da terra. Referi-
mos-nos ao problema de que havemos de occupar-nos neste
trabalho. Ja dissemos que os corpos celestes sio animados
d’'um movimento de rotagio em torno do seu centro de
gravidade, que provem de ndo ser dirigido para este ponlo
o impulso primitivo que receberam; vimos tambem que as
extremidades do eixo de rotagio da terra nio correspondem
sempre aos mesmos pontos da esphera celeste; mas con-
servard sempre aquelle eixo no interior do globo a posigio
que actualmente occupa, e em que as mais rigorosas obser-
vagoes ainda ndo fizeram recouhecer variagdes sensiveis?
Serdio para sempre invariaveis os polos & superficie da terra?
Concebe-se com effeito que uma variagio muito varagosa
mas successiva na posi¢io dos polos alteraria a final todas
as latitudes geographicas, ameacando ao mesmo tempo a
permanencia dos continentes. Foi M. Poisson quem resolveu
por meio da analyse esta questdio, que a observagio s6 por
si nlio poderia decidir, e cuja importancia se deprehende
claramente do que acima dissemos.

Temos pois indicado, em resumo, qual foi a marcha do
espirito humano neste ramo de nossos conhecimentos.

Os trabalhos dos geometras que succederam a Newton
fizeram da mechanica celeste a obra mais perfeita talvez
do genio do homem. Por meio de suas formulas podemos
exprimir todos os movimentos do systema solar e suas va=
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riades successivas; comparar os resullados das theorias com
as observacdes mais antigas de que ha noticia; predizer os
estados futuros do systema e as mudangas que milhares de
seculos serdo necessarios para revelar aos observadores.

E entre estas havera algunias, que affectem a posicio
dos pontos physicos a que correspondem as extremidades
do eixo de rotaclio da terra? E este o problema que pro-
curaremos resolver, servindo-nos de principal subsidio a me-
moria de M. Poison sobre o movimento de rotagao da terra,
publicada no volume 7.° das memorias do Instituto de Franca.

Dividimos este trabulho em duas partes; na primeira
acham-se as equacdes differenciaes do movimento de rotagao
e o methodo de integragio conhecido pelo nome de va-
riagio dos parametros; na segunda, applicam-se estes prin-
cipios & soluciio do problema proposto.




PRIMEIRA PARTE

Or c¢'est cette idée claire du mouvement
de rotation que j'ai taché de déeonvrir.

Poixsor— Th. nouv. de la rof,
des corps.







CAPITULO PRIMEIRO

Equacoes dilferenciaes do movimento de rolagio d'um
systema de corpos que se altriem muluamenle, se-
eundo a lei de Newlon

Comegaremos - pelo caso mais simples, suppondo o sys-
tema de que se tracta reduzido a um corpo unico; e obte-
remos primeiro as equagdes de equilibrio d’este corpo, das
quaes facilmente se passard para as equacdes do movimento
por meio do principio de d’Alembert.

Naio ha corpo solido na natureza, que niio seja mais ou
menos compressivel, e que nio mude de forma quando &
sollieitado por forcas que se equilibram. Mas quando o corpo,

de que vamos tractar, tiver tomado a [6rma conveniente,
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poderemos considerar os pontos de applicacio das forcas
que actuam sobre elle como nm systema de forma invaria-
vel: e corresponderdio a este estado as coordenadas d'aquelles
differentes pontos, as quaes supporemos conhecidas.

Sejam M, M', M", etc., este systema de pontos materiaes.
Para cada ponto teremos a considerar sete quantidades, a
saber: as suas tres coordenadas, a forca que o sollicita e
os tres angulos que determinam a direcglio d'esta forca.

Sejam P, P', P", etc., as intensidades das forcas appli-
cadas respectivamente aos pontos M (z, y, ), M' (2, y', =),
M (", y", 3") ete.; @, B, y os angulos que a direcglio de
P faz com os eixos dos 2, dos y e dos =z, que suppomos
rectangulares; o', 3/, y' os angulos que faz com os mesmos
eixos a direcgdio de P'; e assim por diante.

Tome-se um plano fixo ao systema e movel com elle, e
tracemos neste plano os eixos dos z e dos y. Decomponha-se
cada uma das forgas P, P’, P" etc., sem mudar seus pontos
de applicacio, em outras tres parallelas a cada um dos tres
eixos coordenados. P cosa P'cosa/, P"cosa’, etc., serlio
as forgas parallelas ao eixo dos z; P cos B, P cosp!,
P" cos 5" ete., as forgas parallelas ao eixo dos y; P cosy,
P'cos ', P cosy, ete., as forgas parallelas ao eixo dos z.

Prolongando as linhas que representam as direcgoes d'estas
ultimas até o plano dos 2y, podemos transportar os pontos
de applicagdo d'estas forgas aos pontos onde aquellas linhas
vdo encontrar o plano fixo, e cujas coordenadas siio respe-
ctivamente (z, y), (#, y'), (2", y") ele.

Nio podemos dizer o mesmo a respeito das outras com-
ponentes, que sdo todas parallelas ao plano dos ay.
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Podemos porem substituir estas forcas por outras ap-
plicadas aquelle plano, pela maneira que vamos dizer: bas-
tando fazer a construcgio para as componentes P cos z e
P cos % da forca que sollicita o ponto M.

Appliquemos a este ponto duas forcas eguaes e contrarias,
que representaremos por +Q, —@, o que nio altera o
systema; componha-se +Q com P cos a, e sejam aeb
as coordenadas do ponto em que a resultante produzida
encontra o plano dos ay: fazendo a construcgdo, acharismos

Transporte-se o ponto de applicagdo da resultante para
o ponto (a, b), e decomponha-se esta forca em duas pa-
rallelas aos eixos dos z e dos =, o que reproduz as forgas
P cos = ¢ +Q, aquella dirigida no sentido da projeccio
de sua direc¢do primitiva sobre o plano dos a2y, e esta ap-
plicada perpendicularmente a este plano.

Operando da mesma maneira sobre as forgas P cos B
¢ —@, a primeira serd transportada ao plano dos xy no
sentido da projeccio de sua direccio primitiva; e as coor-
denadas do novo ponto de applicacdo da forca —Q neste
plano, serdo

Procederemos da mesma maneira a respeito das tres
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componentes de cada uma das forgas que actuam no sys-
tema e determinaremos os novos pontos de applicagio das
forgas auxiliares 4-Q', —(Q'; +Q", —Q"; ele., marcando
com um, dois, elc., accentos as quantidades que entram
nas expressdes (a) e (b).

Entre as forgas existentes agora no plano dos ay, umas
sio parellelas ao cixo dos », que podemos lomar como
recla invariavel neste plano, outras ndo. Facamos a res-
peito das primeiras, que sdo as forgas P cos z, P’ cos o',
P" cos ", etc., uma transformagdo similhante dquella que
jé fizemos. Appliquemos a cada um dos pontos de appli-
cagio d'estas forcas duas forcas eguaes e contrarias, paral-
lelas ao eixo dos y, e que representaremos por + H, — H;
+H, —H'; +H" —H"; etc. Compondo P cos a« com
-+ Hy P'cos ' com 4 H', PV cos 2" com + H", etc; trans-
portando os pontos de applicacio das resultantes aos pontos
em que seus prolongamentos encontram o eixo dos r, e
cujas abscissas sio

yPeosa
= X H

! p! !
4 zi_ifﬂsi, e e .(e)

i

decomponhamos depois cada uma d'estas resultantes em
duas forgas, uma dirigida no sentido do eixo dos x e outra
perpendicular a este eixo: por meio d'esta construcciio re-
produzem-se novamente as forgas primitivas. '
Transportemos agora os pontos de applicagio das lorcas
Pcosa, P'eosa’, P"cosa’, etc., & origem das coorde-
nadas; ¢ os das forcas Pcos?, P coss/, P'cosg’, cle.,
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+H, 2 0, +H", ete., —H, —1I', —11", etc., aos pontos
em que suas direccdes produzidas encontram o eixo dos a:
por esta construcgio as forcas P cos 2 e —H ficam ap-
plicadas ao mesmo ponto d’este eixo; e o mesmo succedera
&s forcas P' cos &' e —H', P" cos 2", ¢ —H", eic.

Vé-se pois que por estas duas operagdes as forcas dadas
ficam transformadas noutras que formam tres grupos: forcas
dirigidas segundo o eixo dos @3 forgas perpendiculares a
este eixo e comprehendidas no plano dos xy; e finalmente
forcas perpendiculares a este plano.

Demais, cada uma das forcas P fica substituida por
outras svis, a saber:

a) As tres foras P cos y, ++0Q ¢ —0, parallelas a0
¢ixo dos z e cujos pontos de applicagdo sobre o plane dos
ay lem por coordenadas para a primeira x e y e para as
- outras duas as expressdes (a) e (b) respectivamente.

b) As duas forgas P cos 3—H e 4 H, paralielas ao
eixo dos y, e applicadas ao eixo dos « ds distancias @ e
r—qp—;;if da origem.

¢) A forga P cos «, dirigida segundo o eixo dos @ e
applicada ao ponto. que tomamos para origem das coorde-
nadas.

Ora para que lenha logar o equilibrio do systema ¢ ne-
cessario e basta que cada um d'estes tres grupos de forgas
se equilibre separadamente. Teremos por tanto de satisfa-
zer ao equilibrio de forgas parallelas existentes, em geral
em diversos plnnns, que sho as forcas porpe.n_llicuhlres an
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plane fixo; ao equilibrio de forgas parallelas comprehen-
didas neste plano; e ao equilibrio de forgas applicadas a
um ponto e dirigidas segundo a mesma recta, para o qual
basta que a somma d’estas forgas seja nulla, o que di a
primeira equagio

Os outros dois grupos de forgas hio de reduzir-se ao
equilibrio segundo a theoria das forgas parallelas.

Sera pois necessario, em geral, que cada um d’elles sa-
tisfaca a tres equagdes, a primeira das quaes se forma
egualando a zero a somma das forcas, e exprime que
estas nlio podem produzir movimento de traslacglio; e as
outras duas obtem-se egualando a zero as sommas dos mo-
mentos das mesmas forgas em relagdo a dois planos paral-
lelos a todas ellas, e exprimem que ndo pode haver movi-
mento de rotagio.

Tomando para estes planos parallelos 4 direcgio das
forgas que compdem o primeiro grupo os dois planos co-
ordenados dos x3 ¢ dos y3, as tres equagdes de equilibrio
serdo, attendendo as expressdes (a) e (b},

2Pcos =o, )
i ; B evii o)

2P (ycosy-—zc0s')=uo, }:P(wnw-—zrnsm}:o,

* Quanto no segundo grupe que comprehende as forcas
P cos S—H, P cos 4! =W, etc.,e + H, + H, cte., pa-
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rallelas ao eixo dos y e existentes no plano dos xy, tomando
para.planos parallelos a ellas os dois dos yz, e dos xy, e no-
tando que a somma dos momentos em relaglio a este ultimo
plano ¢ identicamente nulla, veremos que as equagdes de
equilibrio se reduzem a duas, que sdo, attendendo &s ex-
pressdes (e),

3P cos B=eo, ZP{xcosi—ycosaj==0..... (f)

As seis equagdes (d), (¢) e (f) exprimem portanto as
condigdes de equilibrio d'um systema de pontos materiaes
eigados invariavelmente entre si, ou d'um corpo solido no
Istado em que o considerdmos no principio d'este capitulo.

Para obter as equagdes do movimento d'um systema de.
corpos que reagem uns sobre os outros d'um modo qual-
quer, e slo sollicitados por forcas acceleratrizes quaesquer,
procederemos da maneira seguinte:

Sejam m, m', m", ele., as massas dos differentes corpos
do systema; x, y, 5; «/, ¥, z'; ete., as coordenadas rectan-
gulares que determinam suas posi¢des respeclivas; X, ¥,
Z, as tres forgas acceleratrizes que actuam sobre a unidade
da massa m. parallelamente aos eixos coordenados; mX,
mY, mZ serio as forcas que sollicitam o corpo m na
mesma direc¢io. Sejam m'X', m'}Y’, m'Z as foras que
sollicitam m' parallelamente aos mesmos eixos, e assim por
diante; designemos por ¢ o tempo que tomaremos para va-
riavel independente.




]

~As velocidades que animam o corpe m no fim d'um in-

l( 1 t:lll ires Or L

1 seriio pois de mdl"Jr s
e dos = — M=y M—

; P P TRl
tornar-se-hlio no instante seguinte, em virtude das forcas

aceeleratrizes, em

; e estas forcas

dx dy ds
— F. !1 ) ]
mm+mfd m utt+m "dt, m— y +mZdt.

Mas os augmentos verdadeiros que toma parallelamente
aos eixos coordenados a velocidade do corpo m, por causa
de sua ligacio com as outras partes do systema, e que se
d*x di-y d*s

o de e
motrizes effectivas, que sollicitam o corpo m no fim do in-
stante dt, sio

tracta de deternrinar, sio — ——; e assim as forgas

mdz » diz A dy d¥y ds
— {M—, M— jm—=, m—
di dt dt e dt

Suppondo pois as tres primeiras forcas applicadas ao
ponto m em sentido contrario a sua direcclo, as forcas mo-
trizes, que actuam sobre este corpo, serdio

... i F di f“dz ;
m( ‘if_;z_mn ) m _!f—]d.' .l, m( f——Zﬁ'r ); . (9)

\ ot




marcando suecessivamente com um accento, dois accentos,
elc., as letras m, , y, =, X, ¥, Z teremos as expressoes
das forcas similhantes que provém das variagdes do movi-
mento de cada um dos corpos m’, m', elc.

Mas em virtude do principio de d’Alembert o systema
inteiro estd em equilibrio debaixo da ac¢do de todas estas
forcas reunidas. Para exprimir esta condigio basta substi-
tuir os valores d'estas for¢as, dados pelas equagdes (g), nas
seis equacdes (d), (e), (f); e obteremos assim as expressdes

.P. 2 3 E
Em : = ZmX, Imd f:"ml'. }Jm—;z}.'mz:\
dt* dt i
2 (fi-y—d;—!i{f) =2Zm(xF—yX),

=23m(zX—aZ),

=3m(yZ—zV).

Taes siio as equagdes do movimento de um systema qual-
quer de corpos inteiramente livre. '

As tres primeiras referem-se ao movimento de trans-
lacgiio; as tres ultimas ao movimento de rotacio: siio pois
estas as unicas que nos hio de ser necessarias.

As equagdes (h) podem facilmente applicar-se ao caso
em que o systema que consideramos constitue um corpo so-
lido: bastard suppor que as distancias mutuas das partes

3




12

do systema sio inalteraveis, e substituir as massas i, m’,
m", ete., pelos elementos infinitamente pequenos do corpo
de que se tracta.

Seja pois dm um d'estes elementos; designemos pelas
outras letras que entram nas equacdes (h) as mesmas quan-
tidades que acima; e subslituamos o signal X pelo signal
S relativo aos integraes ordinarios: as tres ullimas equagdes
(h) tornar-se-hiio em

'y —yd'x
.\lf-t% )d'm S.( tl——t{\rim.-

s (zd ‘x—axd’z

i )dm—.‘s (= ’L—a:?)dm, Fooveas

£ ,d’-
E\E’E—&—i— y)dm:'i (yZ—zY)dm; |

/

onde o signal S se refere & molecula dm, e deve estender-se
4 massa inteira do corpo,




Antes de passar adiante convem dar as equacdes (A
uma forma mais simples, que tem a vanlagem de mostrar
muitas propriedades importantes do movimento de rotaglo.

Supponhamos a origem das coordenadas no ponto fixo
em torno_do qual se effectua aquelle movimento; tomemos
tres novos eixos rectangulares fixos no interior do corpo e
moveis no espaco, de maneira que baste conhecer em cada
instante a posi¢io dos novos eixos para determinar a do
solido; sejam finalmente &/, y', z' as coordenadas do ele-
mento dm no novo systema.

Designemos por brevidade os cosenos dos angulos que
o eixo dos x faz com os dos &/, dos y' e dos 2/ por a, b,
e; por a', b, ¢ os cosenos dos angulos que forma o eixo
dos y com as mesmas linhas; e por a”, V", ¢", os cosenos
dos angulos que faz com ellas o eixo dos z: d'estas nove
quantidades sé tres sio indeterminadas, pois que entre ellas
se dio, como ¢ sabido, seis equacdes de condi¢lio perfei-
tamente distinctas,
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Alem d'isso as formulas de transformacio de coorde-
nadas mostram que para passar dos eixos primitivos ol
os novos devemos [azer

mﬂ.ﬂ:’i b‘yi'}'f:'! y:arz_f ‘, b!'yfu}_ci;!')

fra— [l”mﬂ bHyN_L ':J'J'zl'l

e comparando estas expressdes com as [res equacdes de
condigiio

aa' 4+ bb' 4 e¢'=o0, aa"{ bb'}-cc"=0,
a'a"+b6'b" 4 d'c"=o,
obteremos as nove relacies
a=l'c"=b'd, a'=b"c—be", a"=be'—cb"\

b=a"¢'—d'¢", b'=ac'—a'¢c, V'=d'c—ac’ >...... (a)

\

c=a'tV'—a''V', ¢ =a'b—al’, ¢"'=ab'—a'b/

que niio estabelecem condi¢do alguma nova entre eslas nove
quantidades, mas que hio de servir para a transformacio
de que se tracta.

Multipliquemos as equagdes (A) por df; integremos, e
representemos por M, M', M" a somma dos momentos das
forgas que actuam sobre cada um dos elementos do corpo,
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¢ que se referem respectivamente aos eixos dos z, dos y,
e dos 33 teremos

s.| Jd“d o | Jdm =/ M,

sdz—zds

s —"—d_‘”i dm=/ M d,

br-l—r-"iﬁ-‘ff-"-r ldm=/ M"di,
\ {

em que os integraes do primeiro membro se referem ao
elemento dm, e os do segundo membro ao tempo t.
Substituamos nestas equacdes os valores de , y, = dados
pelas expressdes |«), advertindo que devemos considerar
as novas coordenadas como independcnles do tempo ¢ e as
nove quantidades a, 0, ¢, d, b, ¢/, a’, I, ¢', como va-

riaveis com elle; a primeira d'aquellas equagdes tornar-
se-ha em

|\ (dda"—a"da' . Wdb'—b'dy
- di | e ( ] )

Lih —"des a'db" —b"dd'4+-bdd" —a"db’ i
(e
{ /




16

al'dcﬂ_cﬂdal_*. c'lfﬂ"—ﬂ”fjf—{ e
T

[ R T Y R e TR T
+ (b s Lo d’) ys' [ dm=7 M.

dt \

Substituindo nesta equagio a’, a’, ¥, 0", ¢, ¢" por
seus valores dados pelas expressdes (a); fazendo

A=S8.(y'"* | 2%)dm, B=S.(z*{z")dm, \
C=5.(z"+ y*)dm ' ..(b)

F=35.y's'dm, G=58.2'z'dm, H:S.;r’y'dm)

edb4-c'db'+¢"db"—=pdt, ade+a'de'+a"de"=qt,
bda+b'da'+b"da"=rd1;

notando finalmente que tres das equagoes de condicio entre
as quantidades a, b, ¢, ', ¥, ¢, a", V', ", ddo

pli==cdb ¢'db'4-¢"db' ==—bde—b'de'— V'de"\
qdt==adc+a'dd'+-a"de" =—cda—c'da'—c"'da" ). .. . ()

rdt=bda+V'da'+b"da"'=—adb—a'db'—a’" db"
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acharemos, depois de algumas reduccdes, a equagio

aP+b0teR=FMdt, .o occovivans (d)
na qual é

P=Ap—tGir—Hy, Q=8Bq—Fr—Iip,
R=Cr—Fq—Gp

Por modo analogo achariamos as equagdes
a P4y Q+d R=fM dt‘.{'

)

a'P+ b”O+c"R=/H”dI.\

Para fazer desapparecer das equagdes (d) e (e) as quan-
tidades a, b, ¢, ete., differenciemos estas equagdes, e som-
memos as differenciaes depois de multiplicadas, a primeira
por a, a segunda por a', ¢ a terceira por a”; acharemos a

equacio

‘]
%*r& qR=aM M ta'M ...........([)

Multipliquemos a primeira das mesmas dilferenciaes por
b, a segunda por &' e a terceira por b”, e sommemos;

vird

1o |
‘j PP —pR=bM4 O M+ 6" M s s misininis s ()
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Finalmente por um processo analogo obteremos a ex-
pressio

dR
at pOQ—qP=cM+4c'M| "W

As tres equacdes ([), (g) e (h), que nlo sdo mais que
uma simples transformacdo das equagdes (A4), servirlio para
determinar completamente o movimento de rotagio de um
corpo solido qualquer. Integrando-as obteremos os valores
de p, ¢, r; e depois introduzindo estes valores nas equagdes
(¢) e integrando-as, acharemos tres relagdes finitas entre a,
b, ¢, a', b, ¢, a", b, ¢, que junctas &s seis equacdes de
condigio que, como dissemos, se dio sempre entre estas
nove quantidades, completam o numero de equacdes ne-
cessario para a resolugdo do problema. Conheceremos pois
a cada instante a direccdo dos eixos moveis dos &/, dos y'
e dos z'.

Temos até aqui supposto inteiramente arbitraria a po-
sigho d'esles tres eixos no interior do corpo; mas as equa-
cdes a que ultimamente chegamos tomam uma f6rma muito
simples, e que facilita em muitos casos a sua integragio,
quando dispomos das quantidades a, b, ¢, o', V', ¢, a”, b",
¢, tres das quaes ficaram indeterminadas, de maueira que
sejam satisfeitas as equacdes

S.y's'dm=o0, 825 dm=0, §.2y'dm=o0,

0 que ¢ sempre possivel.
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A posigio dos cixos dos o, dos y' e dos 3’ no interior
do corpo fica entdo completamente determinada, e estes
eixos chamam-se principaes.

Neste caso, sendo nullas as tres quantidades F, G, H,
as equacdes (f), (g) e (k) tornam-se em

Adp+(C— B)grdi=Ndt,

Bdg+-(A—C)rpdt=Ndt,  ........ 3o U o0 (B
Cdr -+ B— A)pgdi=N"dt,,

fazendo

N=aM—+a' M=-a"MW', N=bM+t'H~+ 4t"N"
N'=cM—4cM-4c'M":

N, N, N" sho pois as sommas dos momentos, respe-
ctivamente relativos aos eixos dos ', dos y e dos 2/, das
forcas acceleratrizes que sollicitam cada um dos elementos
do corpo.

As tres equagdes (B) dardo pela integragio os valores
de p, g, r, e estes fardo depois conhecer pelo modo que
j indicamos a direcclio no espaco dos res eixos principaes,
que passam pela origem das coordenadas, e por conse-
guinte a posigdo do corpo. Notemos porem que as nove
quantidades a, b, ¢, @', b, ¢, a", b", ¢", podem ser sub-
stituidas por tres independentes entre si; por quanto basta
para determinar a posicio dos tres planos que formam os
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eixos das novas coordenadas, conhecer a inclinacio de um
d'estes planos, do plano dos 'y, por ex., sobre o dos xy,
e os angulos que forma a intersecclio d'estes dois planos
com os eixos dos z e dos ", Designando o primeiro d'estes
angulos por 6, o segundo por ¢ e o terceiro por g, expri-
mindo pefas formulas conhecidas' a, b, ¢, a/, ¥/, ¢, a",
b7, ¢’, em funcglo das tres quantidades 8, o e ¢y, diffe-
renciando depois, e substituindo todos estes valores nas
expressies (¢), estas se tornam em

dg—-coshdl—rd,
seng senfd) - cospdi=pd!,
cosg senfidy+-senydy=qdt.

Por meio d'estas equacdes determinaremos 6, ¢ e §,
quando p, ¢, r, forem conhecidos; e & mais simples deter-
minar assim a posigio dos eixos, do que recorrer fis equa-
‘¢Des (c) e 4s seis equagdes de condiglo.

Substituindo os mesmos valores nas expressdes de N,
N, N, estas tres quantidades ficardio sendo tambem func-
¢oes dos tres angulos g, ¢, 6. O estudo do movimento
de rotacio de um corpo solido, de figura qualquer, em
roda de um ponto fixo, leva-nos finalmente a estabelecer
seis equagdes differenciaes de primeira ordem, entre as seis
indeterminadas p, ¢, r, g, ¢, % e a variavel independente .

! Poisson, Traité de Méc., 2.* ed., n.” 378, formulas (3).
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As quantidades A, B, €, que entram na equacio (B)
sdo os momentos de inercia do corpo em relacio a cada
um dos tres eixos coordenados.

As quantidades p, q, r, introduzidas pela primeira vez
por Euler nas equagdes do movimento de rotaglo, gozam
de muitas propriedades, que importa conhecer. As diffe-
renciaes%—f : %f 5 %ﬁ representam, como ¢ sabido, as com-
ponentes parallelas aos eixos dos , dos y e dos z da velo-
cidade de que se acha animado o elemento dm. Esta ve-
locidade ¢ nulla para os pontos que ficam immoveis du-
rante o instante dt; differenciando pois as expressdes («)
teremos, para determinar as coordenadas d'estes pontos,
as equacdes

x'da +y'db +z'de =o,

z da’' +y'd¥ +5'de’ =0,
z'da'+4y'db’ 4z de"=o.

Multiplicando a primeira d’estas equagdes por ¢, a se-
gunda por ¢' ¢ a terceira por ¢, e sommando, teremos

Py = gz =o0.

Fazendo as mesmas operagdes com as tres letras b, &',
b" que fizemos com ¢, ¢', ¢”, e sommando, acharemos

ra'—pa'=o.
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Finalmente, multiplicando as mesmas equagdes por a,
a', a", e sommando, vem

qs'—ry'=o.

O logar geometrico d'estas tres equacdes, das quaes so
duas sdo distinctas, é uma recta que passa pelo origem;
todos os pontos situados sobre esta recta se conservam im-
moveis durante o instante di; e o corpo durante este in-
tervallo gira em roda d'ella como em roda d'um eixo fixo.

Em virtude d'esta propriedade deu-se a esta recta o
nome de eizo instantanco de rotagio. Sua posigho em re-
laglio aos eixos principaes ¢ determinada pelas tres quan-
tidades p, g, r; e os cosenos dos angulos, que ella [az com
cada um d’estes eixos sdio respectivamente expressos por

4 g :_'-;'tﬂs_a [

pHgr? Vp'tg'ar

r——-—-mcusi' .

F'___

P""'{"'l rﬂ

Por outra parte, a velocidade angular de rotagiio em torno
do eixo instantaneo ¢ expressa pelo radical b7 570
designando-a por g, teremos

p=p cos &, qg=p €08 B, r=pcosy;.......(E)
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as tres quantidades p, g, r, exprimem assim as compo-
nentes da velocidade de rotagdo segundo os tres eixos co-
ordenados.

Por meio das quantidades p, ¢, r, podemos lambem dar
uma forma muito simples 4 expressdo da forca viva do
corpo. Com effeito designando esta quantidade por 27T,
seri

dx dy ds
i’ de’ d
tirados das tres equacdes (), e observando que pelas equa-
coes de condicdo (¢) &

substituindo nesta expressio por seus valores

(¢*+ r")dt'=da’+da" 4-da"",
(p'4 " )dC=db*+ db'" - db'”,
(p*4 ¢ di*==de" - de" +de"",

acharemos para o valor de 7" a expressiio

i Ap—qu"Gr

o-

que ao diante nos ha de servir.
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Vé-se pelo que precede que, qualquer que seja o mo-
vimento de um corpo solido em roda d'um ponto fixo, ou
que suppomos tal, pode sempre considerar-se este movi-
mento como effectuando-se em roda d’'um eixo, que se
conserva fixo durante o instante dt, e cuja posir;-au varia
d'um instante para o outro.




I :

Postos estes principios, lormemos as equacdes differen-
ciaes do movimento de rotaglo de cada um dos corpos d'um
systema, suppondo-os sujeitos a suas allracgdes mutuas,
na raziio direcla das massas e inversa do quadrado das dis-
lancias, e tdo distantes uns dos outros que se possa abstrair
da figura dos corpos attrahentes, e consideral-os como
massas concentradas no seu centro de gravidade.

Sejam m a massa d'um dos corpos do systema; x, y, 5
as coordenadas de um dos elementos dm de sua massa,
releridas aos tres eixos principaes que se cruzam no centro
de gravidade do corpo m; m', m", elc., as massas dos diffe-
rentes corpos altrabentes, que consideraremos como pontos
materiaes; e @'y y', 2/, 2", y', 3", elc., as coordenadas de
m', m", ele., relativas aos mesmos eixos.

Designemos por & a distancia do elemento dm ao corpo
m'; a acgdo que, segundo a lei da attracciio universal, este

mf
corpo exerce sobre dm serd representada por P8 come
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esta acgdo ¢ dirigida segundo a recta §, as suas compo-
nentes no sentido dos tres eixos coordenados serdio respe-
clivamenle

| 1 {
d Y - fay d=
m'_Y.omh " wm a

dx dy dz

Accentuando com uma linha, duas linhas, etc., as letras
Z', y', 5, que entram em § e a letra m', acharemos ex-
pressdes similbantes que representam as acgdes que os corpos
m", m', etc., exercem sobre dm parallelamente aos (res
eixos coordenados.

Seja pois

sendo §', 3, ete., as distancias do elemento dm aos corpos
m", m", ete.; as forcas que sollicitam o elemento dm pa-
rallelamente aos tres eixos coordenados e dirigidas em sen-
tido contrario de sua origem, forgas que na primeira parte
d'este capitulo representamos por X, ¥, Z, serdo agora

I__il_" =t”"" R §

dz’ dy’ o o
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Assim as quantidades, que representamos por N, N,
N'" seriio dadas pelas expressdes

0 | o |
N unS, (yI—-._@ )dm,)

e as equagdes (B) tornar-se-hdio pela substituicio d’estes
valores em

AV - dv

dp \
- ( i — ) - .. —— == - t N
: dt M i (y dz dy _)t "
e (T Sy "
Bd‘: +(A—C)pr=S_. (a Ao jdmyy L. (H)
dr A av
" L(B—A‘pg=S e S i :
cdl +HB—=Apg=S8 ( a.rfy % th..

referindo-se, como precedentemente, o signal integral S &
4
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molecula dm, e devendo estender-se & massa inleira do
corpo.

As formulas (C€) resolvidas em ordem a dg, db e di
dio

dy=cosh . dy trdi ' \
di—=seng.qdt—cosp.pdt, . ..o cviniaa. (L)

sen i.db=cosg.qdi-}-seny. pdt.
As equacdes (H) e (L) servirio para delermivar os
movimentos de m em torno do seu centro de gravidade,

altendendo # acgho que sobre elle exercem os outros corpos
do systema.




'CAPITULO SEGUNDO

Methodo da variacdo dos parametros

E sem duvida um dos mais fecundos methodos de ana-
lyse, que os geometras tém imaginado, aquelle que con-
siste em fazer variar as constantes arbitrarias que entram
nos integraes das equagdes differenciaes, ou com o fim de
obter solugdes particulares, ou para tornar esles integraes
extensivos a outras equagdes.

Para ver como se consegue este ultimo resultado, que
mais particularmente importa considerar aqui, diremos como
Lagrange deu a solucio geral do problema.
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Supponhamos que se conhece o integral completo H==0

da equagio differencial do grio n

'Y, p—o,

da® .

X iy

na qual P & funcgio de x, y e das diflerenciaes cT:i —

o

gn—1 ;

x y: M serd funcgio de z, y e de n constantes arbi-
dzs—1

trarias a, b, ¢, etc. Resolvendo em ordem a y a equagio

M==0, acharemos a expressio
y=¢(z, a, b, ¢,....)

que satisfaz & proposta, quaesquer que sejam os valores das
conslantes a, b, ¢, ele. Tracta-se de determinar esles va-
lores, considerando-os como variaveis, de modo que W=0
seja integral completo da equaciio

d'y

da®

na qual Q ¢, da mesma maneira que P, funcgio de , y,
dy dy d—ly
Ix' G E—

A expressdo de y tirada d’aquelle integral fica a mesma
quando se fazem variar as constantes, mas as de dy, d, d%y,
ete., sio differentes; se porem nas differenciagdes successivas
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suppozermos nullas as partes das differenciaes dy, dy,....
d*—1y que resultam da variabilidade das constantes a, b, ¢,
ete., teremos n—1 equacdes de condiglio entre estas cons-
tantes, a saber

dy (. 4y ) pafiles.
(oatllicyis pfecmopluasliis asyi g
d-‘;q ) ! A f
( dxia . .u.: T el d.rd )“ i

{2}

d‘u—ly ! ( dn—iJ dﬂ-—'y—-) "
-d.i'“"’?fz)da_{— da— iab)db*'( P ) i s

Em sirtude d'estas equagdes os valores dos coeflicientes
y d‘“y ds—l
de’ dz®”"" da—1
eram no caso de a, b, ¢,.... constantes; e por tanto acon-
tecerd o mesmo a P, visto que na sua expressio entram

unicamente aquelles coefficientes.

differenciaes — seﬂlo ainda os mesmos que

dﬁ-‘—"
Differenciando tolalmente a expressio oo e encer=
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rando em parentesis o3 coeflicientes diflerenciaes parciaes,
como fizemos nas equacgdes (2), teremos

o Lot "M 7 A=y,
dvy gd» ("&Infi)da ( "Eﬂii)db
—_—— | —— —+ — —+ ........
dz® (dz:{) da /dzx db  /dx

Em virtude d'esta equaciio e das equagdes (2), a equacio
d
(1) reduz-se, depois de substituidos em logar de y, E—g ’

ddy d—ly

08 seus valores, a

Tt T
o2 e gl e et P &
dz'—l-da " dxnuldb LR R TR LA B B ) \ J|

Esta equagiio junctamente com as (n—1) equagies (2,
formam um systema de n equacdes differenciaes de primeira
ordem entre as n variaveis a, b, ¢, etc., e a variavel in-
dependente z. Integrando eslas equagdes teremos os va-
lores de a, b, ¢, etc., em [unccio de x, que substituidos
ein M=0 dario o integral completo da proposta (1), com
outras n constantes arbitrarias.

A integragio das equacdes (2) e (3) offerecerd na
maioria dos casos grnncjes difficuldades; e no estado de ge-
neralidade em que se resolveu o problema pouco podera
aproveitar o methodo da variagdo dos parametros.’

' Favoue, diz Lagrange, que U'intégration des équalions en a,
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O principal uso que se faz d'este methodo consiste na
integraglo por aproximaclio de equaqﬁes, cujo integral com-
pleto se conhece despresando certas quantidades que se
consideram muilo pequenas.

I assim que em Mechanica, nos problemas que s6 podem
resolver-se por aproximaclio, se acha a primei'ra solugiio
tendo s6 em attenciio as forgas principaes que sollicitam
0§ COTPOS, € se estende depois esta solut;io &s outras forcas,
que podem chamar-se perturbadoras, por meio do methodo,
que acabamos de expor na maxima generalidade.

Na theoria das perturbacdes dos planetas & mesmo in-
dicado este caminho pelas observagdes, ao menos no que
diz respeito 4s desegualdades seculares; porque as constantes
arbitrarias sio entdo os elementos do movimento elliptico,
e, segundo a observaglo, estes elementos mudam, em geral,
de seculo para seculo.

Foi Euler, quem primeiro procurou determinar pela ana-
lyse as variacdes d'estes elementos; suas formulas porem
por extremo complicadas sdo de pouca utilidade. Lagrange
depois tractando de resolver direclamente a mesma questao,
deduziu as differenciaes dos seis elementos ellipticos do

b, ¢, ete. sera le plus souvent tres difficile, du moins aussi difficile
-

: dn
que celle de I'équation proposée &—%+P=(}: et il n'y a peut-étre
&

que le seul cas des équations linéaires oit l'intégration des équations
dont il s'agit réussisse en général, & cause que les conslantes a, b,
¢, elc., sonl aussi néeéssairement linéaires dans Vintégrale complete
M=0.
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mesmo principio a que, pouco antes, tinha reduzido as so-
lugdes particulares das equacdes differenciaes.

Em 1808 Lagrange e Laplace exprimiram as differen-
ciaes d’esles mesmos elementos em funcedo das differen-
ciaes da funcgio perturbadora tomadas em relacio a elles,
e multiplicadas por expressdes independentes do tempo e
funcedes d'aquelles mesmos elementos. Lagrange finalmente
estendeu suas indagacdes ao movimento d'um systema qual-
quer de corpos sollicitados por forcas que ndo tivessem sido
consideradas em uma primeira aproximagio, e chegou a
formulas que exprimem as differencas parciaes d’uma func-
¢io d’estas forgas por meio das differenciaes das constantes
primitivas multiplicadas por funcgdes d'estas constantes in-
dependentes do tempo. Quasi pelo mesmo tempo leu Poisson
na classe de sciencias mathematicas do Instituto de Franca
uma memoria sobre a variagio das constantes arbilra-
rias nas questdes de Mechanica, que foi impressa no Journal
de I Ecole polytechnique. Nesta memoria apresenta seu au-
ctor uma analyse, por meio di qual se chega a formulas
inversas das de Lagrange, evitando-se as eliminagdes, que
eslas exigiam. Poisson oblem com effeito por um calculo
longo e complicado expressdes que dao immediatamente
as differenciaes das constantes arbitrarias por meio das dif-
ferencas parciaes da funcgdo perturbadora multiplicadas por
coeflicientes independentes do tempo.

Poisson applicou depois suas formulas 4s perturbacdes
do movimento de um ponto attrahido para um centro fixo
segundo uma lei qualquer, e as do movimento de rotacio
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de um corpo solido, chegando sempre a formulas identicas;
de maneira que as constantes analogas tém nos dois casos
amesma expressio differencial. E assim que as duas questdes
principaes da Mechanica celeste podem hoje ser tractadas
da mesma maneira.

Terminaremos este capitulo expondo resumidamente os
trabalhos de Lagrange e de Poisson sobre a applicacdo do
methodo da variagio dos parametros is questdes de Me-
chanica.
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Lagrange na memoria publicada no volume das Mémoi-
res de I'lnst. de Fr. de 1808 considera um systema de
corpos m, m', elc., que actuam uns sobre os outros d'um
modo qualquer, e que siio sollicitados por forgas accelera-
trizes 2, Q, etc., P, (' ele., dirigidas para centros fixos
ou para corpos do systema, e proporcionaes a funccdes
quaesquer das distancias.

As condigdes do systema dependentes da disposicio dos
corpos entre si, traduzidas em analyse dido outras tantas
equagdes de condiclio entre suas coordenadas z, y, 3, &',
y's ', ete,, por meio das quaes algumas d'estas variaveis
serlio determinadas em funccio das outras; de sorte que
ficara apenas um certo numero de variaveis independentes,
que supporemos tres, por ser esle o caso que ordinaria-
mente tem logar: hypothese que simplifica a demonstragiio,
sem a prejudicar. Representaremos por ¢, Y, § as tres va-
riaveis independentes e por ¢/, &', 0’ as suas derivadas em
ordem a ¢.
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Sabe-se (Méc. Anal. part. m, sect. 4, n.° 10} que estas
variaveis ddo logar a outras lantas equagdes differenciaes,
que, fazendo T—V=U, se podem escrever da maneira
seguinte

d‘jf -d—U \\
dp’_dU 0 dy’ _E 4
dt dy e - dY (
............. (4')
=S e
dy' dU
& TR /

T e V¥ siio as mesmas expressoes que Lagrange no logar
citado designou por estas letras: e portanto T & funcglo
de %, ¢, 6, ¢/, ¢, ¥/, em quanto que ¥V ¢& funccdio unica-
mente de g, ¢, 4. Esta circumstancia, a que mais vezes e
remos de attender, serviu ja para darmos ds equagdes (4"
a forma que lhes supposemos.

As expressdes finitas de g, ¢, 6, dadas por estas equa-
cdes, hao de conter seis constantes arbitrarias, que desi-
gnaremos por a, b, ¢, [, g, h. Supponhamos que sabemos
determinar estas expressdes, e que procurainos resolver
o problema no caso em que os differentes corpos do sys-
tema sdo sollicitados tambem por forcas perturbadoeras, da
natureza das forgas P, Q, etc., P, ', elc., e cujos centros
sio moveis d'um modo qualquer no espaco. Representemos
por — Q aquillo em que se torna a funcgiio ¥ para estas
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forcas perturbadoras; devemos por V—0 em logar de ¥V
nas equagdes (A4') para obter as equacdes do movimento
perturbado. Aquellas equagdes tornar-se-hlio pois em

dU dU_. do dU dU, da
tj— —ll=—dl, d— ——di— 2
P d?d‘ d?d ' dd-,V i #dr

dU dU di

e, suppondo que as mesmas expressdes de o, ¢, 0, ¢/, ¥/,
V', satislazem ainda a estas equagdes considerando como
variaveis as constantes arbitrarias, a questiio fica reduzida
a0 problema geral de que ji nos occupamos. Applicando
portanto o methodo exposto, e designando pela caracte-
ristica § as differenciaes provenientes das variagdes das
constantes, teremos para determinar estas novas variaveis
as seis equagdes

3? -‘=U, 8\}!&['. D}"L‘:ﬂ. \
i
{IRU d f I:!
RedlO 8 TN AN Bl 1
dg™ " d?':h;,-"a deg'dy’ g f
d‘U d’L" 3 i‘t ﬂ abl_d:}.dt . .......-{U'J
dgay ¥ Ty =g

d*U do

34"

d*v 1
dy T A IRy 3¢+ i SV =— dt,
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nas quaes as expressdes 3¢, 3¢, 39, 84/, 8¢/, 39’ se deduzem
das expressdes de ¢, ¢, 0 e suas derivadas em funcglio de
a, b, ¢, [, g, h, expressdes que suppomos conhecidas pela
integracdio das equacdes (A').

As seis equagdes (") comprehendem todas as condigdes
do problema, e bastam para determinar as variagdes dif-
ferenciaes das seis constantes arbitrarias; mas os processos
ordinarios de eliminaciio introduziriom formulas muito com-
plicadas, e por isso ndo podem empregar-se. O fim, que
Lagrange teve em vista na sua memoria, foi remover esta
difficuldade; e realisou-o pela forma seguinte.

A fancgio perturbadora Q sendo, como suppozemos,
funcclio unicamente de ¢, &, 0, dard

T dody Laedy 4o o
da dy da d_-.[:tla W da’

expressio que, em virtude das equagdes (€'), se pode es-
crever assim

a6 MO N b
Ed{ﬁﬁ; —t-‘;TI—'S? -+ ff?'d4|rﬁ¢ +d?'fi-j'l‘a 'I.

ay| au d'v &U
+ﬁ FI‘ILIJ' q’+ dqll S‘I"{-_‘llwr‘a _+




W

B S oS A
3'#4'"}}}}—.?1“ b o

da| dga°* * Iy

s i d@'+ d*U d¢’+ d*U di
| dy” da " dgdy da " dgdy da |

[a* v 4y . °U dy  &U dy' |
| A da " dy'dy’ rfa+d-;a‘cfﬁ' ‘-HJ

U g U aY POy
_dqa'd"i' da TE:I_.:'EE? l.'.f:‘-kri‘l_’I da |

Obteriamos formulas similhantes para cada uma das

outras constantes arbitrarias.

Substituindo na expressio precedente os valores de 39,
39, 89, 8¢', 8Y/, 3%, em funcclo de a, b, ¢, [, g, h, e or-
denando os termos segundo as dilferencas da, db, de, df,
dg, dh, teremos uma expressio da forma

:
%dl#.-ida + Bdb+Cde+Fdf+Gdg-+ Hdh.

na qual ¢ A=0-e B, C, F, (z, H, expressdes symetricas
que se deduzem umas das outras por simples permutacdes
das letras a, b, ¢, f, g, h, e cuja natureza se vae deter-

minar.
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As funcgdes 9, ¢, 6, ¢', ¥/, ¥/ satisfazem &s tres equa-
¢des (4) considerando como constantes arbitrarias quaes-
quer as quantidades a, b, ¢, f, g, h, e como unica variavel
a quantidade ¢ que nellas entra. Assim, dando ds constantes
augmentos quaesquer §a 3b, etc., infinitamente pequenos
e constantes, as equacdes differenciaes serdo ainda satis-
feitas pelos mesmos valores de 3, ¢, U e suas derivadas. O
mesmo terd logar se dermos ds constantes outros augmentos
Aa, Ab, etc., da mesma natureza e independentes dos pri-
meiros.

Designemos respectivamente por' as caracteristicas § e
A as differenciaes de ¢, 4, 9, ¢, ¢' 8' que resultam dos
augmentos da, 8b, etc., Aa, Ab, ell:., attribuidos 4s cons-
tantes.

" Sommemos as tres equagdes (4') depois de as ter mul-
tiplicado respectivamente por Ay, A, Ab; teremos

U . dU .. dU
d(;? 25 ok ;4', Ab. T{-I—)—-.Hdl—ﬂ

¢ da mesma maneira, mudando a caracteristica A em §;

e all
HS?d ,.sq»:,“ 300 ) —3Udt=0.

Affectando todos os termos da primeira equacdo da ca-
racteristica §, ¢ os da segunda da caracteristica A, e sup-
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pondo independentes entre si as variagdes representadas
por estes dois symbolos, teremos duas expressdes cuja dil-
ferenca serh uma equacio integravel em relagio a ¢, e cujo
integral seri

dU au au
e el 6 O Gontenld | bt TR S e S
@adga a%ra AL

dll
ﬂw""al A= T =K,

sendo K uma quantidade constante relativamente a ¢, e que
pode portanto ser funccio de a, b, ¢, f, g, h e das difle-
rencas d'estas quantidades relativas &s caracteristicas § e 3.

Quanto as differengas 37, 3¢, 89, ete., devem ser da
forma

! _d;: d d do do dy
aq_-d—ﬂfku t I.'ngh h nggﬂ'i- 'rfr?r-!*-[if—ir?ﬂ‘{‘ n'_hmh

35 Ay NN e
: TR TL b= b — 2 B 1
3"._—'1 3a+rw$b. dc&c dr&f-kdg?g nl'ﬁ)h

elc.;

e o mesmo diremos das differengas Ag, 8¢, ete., mudando
4 em A. .

Ora, como as differenciaes 3a, 30, 8¢, etc., bem como
Aa, Ab, Aec. ete., sio independentes de ¢ e absolutamente
arbitrarias, a equaclio precedente subsistir sempre, quaes-
quer que sejam os valores que lhes attribuamos.




Faca-se primeiro

Ab=0, Ac=0, ...
So==07 Je==0, . ol .« Sh=0:

aquella equacdo, depois de desenvolvidas as differencas

dU d4U dU0  dU dU.

3 J.l !?d‘;‘,. s[ﬂi:' .I'ld?;l dl,r ﬂdu,r

e de supprimido o factor commum Aadb, torna-se em

*U B d:
Iﬂ(f dU) (dtp y dp d¢)+

Gy " dvay) \da @ @ da

(d’.{? d’f') (f_s;, dy  do db
Hade " deas) \da @ En;)

dSUN (dy d dp & \
Ldﬁdq;' d-.pd‘:) (dn db db E)-:(" -

sendo B a mesma quantidade que representamos por esta

d0
letra na expressiio de — dt.
da

0 symbolo (a, b) representa uma quantidade indepen-
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dente de ¢, funcciio das constantes arbitrarias, e que serd
egual aquillo em que se torna o primeiro membro da equagio
quando depois da substituicio des valores de 9, ¢, 6, o',
', o, em funcgdo de ¢, a, b, ¢, f, g, h, se faz t=0.

Da equagio precedente se tirara sem dificuldade o
valor de B, e por um processo similhante se achariam as
expressdes de €, F, G, H. Pela substituicio de todos estes

dQ 3
valores a gxpressio de == dt tornar-se-ha, leitas as re-
(

ducgdes, em

iﬂdlz(tjir}z!b-}—(f_.fjdc-}-{c&,ﬁd{-ﬂrﬂ)dg 4 (ah)dh;..(D)

a

e d’aqui podemos deduzir, pela analogia que se observa em
todas estas formulas, as expressdes das outras differencas
parciaes da funcgdo perturbadora.

Quanto aos valores dos symbolos (a, b), (a, ¢), etc.,

notaremos que ndo dependem immediatamente da funccio
U, mas unicamente de suas differencas parciaes em ordem
a ¢, ', 0'; de sorte que, como suppozemos U=T—V,
e como ¥ ndo é funccio d'estas quantidades, teremos sim-
plesmente

dU dT dUi dT dUu_dT

rg?;.__.-.tr?lzs’ EZ-J;I:H' t—j—ov‘=d?—l' e e




e por conseguinte

. de ds dy ds  dY du
ib T st — e
el o o TG TR e

_dy du  di do  db do |
db da *da db db da

Para os outros symbolos achariamos expressdes simi-
lhantes; e por ellas se vé que

(a, b)—=—(b. a), (a, a)=0.

Taes sio as formulas apresentadas por Lagrange na me-
moria de que fallamos. Vé-se que ellas niio dio directa-
mente as expressdes das variagdes differenciaes de cada
uma das constantes arbitrarias, e que para as obter serd
necessario proceder & eliminacdo d’estas variacdes entre a
equaglio (D') e as outras que d'ella se deduzem pelo modo
que dissemos. Este trabalho, alids de pequena difficuldade
na practica, e que as formulas de Poisson evitam, é com-
pensado pela facilidade com que pelo methodo de Lagrange
se demonstra a propriedade importante que torna este pro-
cesso de analyse tdo util na theoria das desegualdades pla-
netarias; consiste esta propriedade em serem constantes os
coefficientes (a, b), (a, c), etc. em relagdo ao tempo.

Antes de expor o methodo de Poisson, devemos dizer
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que, depois de este geometra publicar o seu trabalho, pro-
curou Lagrange deduzir de suas formulas outras que dés-
sem directamente as expressdes das variagdes differenciaes
das constantes arbitrarias em funccio das differencas par-
ciaes da funcedo perturbadora: resultado que obteve na
memoria publicada no volume das Memorias do Instituto
de Franca de 1809.




I

Conservando as nolagdes precedentes, e attendendo ds
expressdes (E'), as equacdes (A") podem, para mais sim-
plicidade, escrever-se assim

‘() ()=l

dd mesma maneira em logar das equagdes (B') teremos

%

(dl ) d . |\
-:Is—--[ d—?-)dl = E;dl. 'Il

]

/dl dil
du—| iy )d =% i R A S .y
” i} \

dl:——( % )[.'r-- Eu’r

e —
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e j& vimos que, suppondo conhecidos os valores de g, ¢,
0 que satisfazem és equagdes (a'), sujeitaremos esses va-
lores a satislazerem s equagdes (') determinando as va-
riagdes dos parametros, de que elles sdo funcgdes, por
meio das seis equagdes

d¢=0, 34 =0, 84=0, \

; d g 3 Jﬂ ............. (¢)
s= rhl— o) t, Sv—dﬂ

As tres quantidades s, u, v sio dadas pelas equacdes
(E') em funccio de ¢, ¢, 6, ¢/, ¢/, U'; e reciprocamente
poderemos lirar d’estas equagdes os valores de ¢/, {/, ¥,
em funcgdo de g, ¢, 0, s, u, v, e transformar por conse-
- guinte uma funcgdo das seis primeiras quantidades em func-
¢do das outras seis: observando todavia que as differencas
parciaes d'esta func¢do em ordem a ¢, ¢, § serdo diffe-
rentes nos dois casos. Nas equagdes (¥') as differencas par-

ciaes (dU) (j{f) (%I) sio formadas considerando U

como funcgio de g, ¢, 0, 3’ ¢/, 0/, e por isso as encer-
ramos em parentesis, reservando as mesmas expressies sem
parentesis para representar aquellas differencas quando
se suppde que I/ & funcglo de ¢, ¢, 0, s, u, v
Supponhamos que um dos integraes de primeira ordem
das equagdes differenciaes do movimento nao perturbado
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contem uma sé arbitraria a; este integral, resolvido em or-
dem a esta constante, serd da forma

a=[(p, ¢, 0, ?., Y, 0, 1),

ou, conforme o que acima dissemos,

a=F(p, 4, 6, s, u, v, 1),

Se differenciarmos esta equaciio fazendo variar ao mesmo
tempo as constantes e as variaveis, teremos simplesmente,
em virtude das equagdes (c'),

d da dQ da d1!+da dQ} &t
e=\% U Tdu @y " do @)

dQ dQ de)
Substituindo nesta expressio os valores de E' :—*, 1

deduzidos pelo theorema de funegdo de funcgdes conside~
rando © como funcgdo de a, b, ¢, f, g, h, leremos

d} dQ df)
dd=(.4£-+ﬂ -EE-G-G -E;—i-

LY

i do Q)
_}‘ ‘{ d )‘l“l
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sendo

da da da da da da

A= i oot e sy
ds dy ™ dy * dv db
e o8 outros coefficientes R, C, elc., expresses que se de-
duzem d’esta pela mudanga successiva de a em b e, f, g,
h, no segundo factor de cada termo.

Finalmente observando que €2 nao é funecdo de s, u, v,
por isso que o ndo ¢ de ¢/, {', 0/, e que portanto

dg) 1402
d—s'l- =W, _—— mﬂ' r—=0,
ds du dv

formando estas differengas parciaes pelo mesmo modo por

que obtivemos as differencas da mesma funccdo em ordem

a 9, ¥, B; multiplicando o primeiro d'estes dosemnh'imenlos
da da A

por &—?, o segundo por d-+ € o terceiro por &—&. e finalmente

sommando os productos e subtrahindo a somma do valor

precedente de da, teremos

0
da=(a, ﬁ] df+ {a, ¢) :It+(d )d—i;dl\
( ........ ')
d{} \
-+ 'm, ! EL‘I (E]'., J”EE“ ;




51

Os symbolos (a, b), (a, ¢), etc., representam expressoes
que se formam pelo typo geral

~afdr dr ar . df df
I ()= g i I dq,)

 sbianes tebuaalil

— e — — —

T dY du " de db b dv’)

tendo por tanto logar ainda neste coso as relagdes

. n=—{ N nN=9...... ("

Estas expressdes tornam-se tambem independentes do
tempo ¢, depois de substituir nellas os valores de ¢, ¢, b,
s, u, v em funcglo de ¢t e das arbitrarias a, b, ¢, [, g, h.

Vejamos como se demonstra esta propriedade, & qual,
como ji dissemos, o methodo de integraclio que estamos
expondo deve suas principaes vantagens. Bastard para isso
demonstrar que & nulla a differencial completa das ex-
pressdes (a, b), (a,c), etc., em ordem ao tempo f; e como
o que dissermos a respeito de (a, b) se applica facilmente
iis expressdes representadas pelos outros symbolos, limitar-
nos-hemos a demonstrar que este coefliciente goza d’aquella
propriedade.

Tire-se da expressdo

a=F(g, $, 0, 5, u, v, 1)




b2

da 3 :
o valor de o ® differencie-se este valor em ordem a (;
?

tome-se depois a differencial completa de a em ordem a
t, que deve ser nulla.

Se na equaglio que se obtem egualando a zero esta dil-
ferencial considerarmos ¢/, ¢/, 0’ como funcgdes de ¢, ¢,

du d'

ds
8, s, u, v, e substituirmos — y RRTL pelos seus valores

tirados das equagdes (I), o seu primeiro membro tornar=
" se-ha funcglio identicamente nulla de ¢, ¢ ¥, 0,8 u v,
portanto esta equagiio subsistird ainda quando fizermos va-
riar separadamente qualquer d'eslas sete quantidades.
Supponhamos effectuada aquella substituicao, e differen=
ciemos a equagdo resultante em ordem a g; teremos

d“d:_ d’aﬁ ik d*a da y
dodt T dg YT dpdy T deds T

d'a d.l+ d'a du d'a dv
v dyds dt ~ dedu dt I dedv dt

+

L da d¢ da dy  da dv
T T Tt

de &5 da d*y da &7

i nl)

ds Ti},d_:'ﬂ jtp-ti"t_ Cdv dedt
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d
Em virtude d'esta equagio, o valor de d d_a torna-se

em ¥

c_lil da dvp da dy da dV' da &'
g \dpapTdy dp " dv dp ' s dgdt
@)

da d*% +£If Uy dl
+au dedt  dv dgdt

Puzemos um trago sobre as differencas parciaes — ;i d:
3— 32—
E;—'{. :—?%‘. e o mesmo faremos &s expressdes que d'estas
se deduzem, mudando successivamente ¢ em ¢ e 0, para
recordar que nas differenciagdes que ellas indicam ¢, ¥, 6,
e s, u, v sdo consideradas como seis variaveis indepen-
dentes. ’
Antes de passar adiante observaremos que entre estas
expressdes existem as relagdes
&7 & e Sv EBEH )
dbdi dedt’ dodit dgde’ dide T el

como facilmente se demonstraria por consideracdes analy-
ticas.!

' A primeira equagiio ('), e do mesmo modo as outras, obtem-se
da maneira seguinte:
Como dissemos, U é funcgdo de g, §, 6, ¢/, ¢/, 8'; considerando




i

da da
Para d{—g e d-d—ﬂ—

obteriamos expressdes analogas a (¢');

eslas Lres ultimas variavels como funcedes de s 0, 8, W, 1,

acha-se

di’ (il dl’ ﬂ'q_:' dU rN.' di dy'
— | — e e s ——
l‘-‘q; { fkla J dq_:' dell v!.'l'""..l de; v dy' dq;,

- ay TS -
e experssoes analogas para = x Tirando d'estas equacoes os
i g

)73 (ﬂf)' Ldi). (d—L). substituindo-os ﬁas cquacies (a'),
\do/ \dy/ \d
¢ pondo &, u, v em logar de i{ di/ dU i

o s Bk
de" ay" dy'

= e | - — T — |
dt dy  ds de  dy |

Differenciando a primeira d'estas equagdes em ordem a § ¢ a se-
gunda em ordem a g, considerando 5, w, v como conslantes, e sub-

trahindo-as depois uma da outra, acha-se

aty diy

:.ﬂ;‘r}f ; ff-frf I
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e, suppondo 4 constante b um valor similhante ao de a,
acharemos da mesma maneira as expressdes de

do .db .db
3 i'__r TR
= el A

que se deduzem das precedentes mudando a em b.
Por consideragdes analogas obteriamos as expressdes das
diflerenciaes

da ddu da ddfl db
ds' dw  de du v

Posto isto multipliquemos respectivamente as expressoes
da db . da  db . da db db da

le d—, d—, d—, d—, d—, d— por— —, —,

ot < = U Sy W
[

.-_g&, :': ji : , e sommemos 0s productos altendendo

as relacdes (I').
":lullipliquemoﬁ tambhem respeclivamente as expressoes

da do a6 b da db

i . BT (I__' v <o BT =g (8 B BT

% dth ds dd Frily Sl mL S

o ﬂ @ . & sommemos os productos, observando
dy' @ do’ P %

que deve ser!

dq; _de! dv' dﬂ dy ___ij'
ds  du' dv ds dv  du’

+ Tomando a differenca parcial de [7 em ordem a 5; pondo em

=




tl'-;- &'y Ay’ d’___ dy’

T g dudt” | dy' dvde dg'

z 4y’
dsde dy" dudt dy’ dedt  dy’
T 0 gl i T dy
dsdt  db' dudt do’ dvde  db

Sommando membro a membro as equacdes que resultam

d
logar de Eg iy " 3 ri{'lﬁ valores s, u, v; e differenciando a equacio

resullante em ordem a ¢ unicamente, acha-se

] ) A
_@E.:,‘f‘; dz"' S -]

dsdy  dedg dsdg | dsde

ds
Pondo este valor na expressio de Sodg dne se obtem dilferen-

ciando em ordem a s a primeira das equacies (a) da nota prece-
dente sem fazer variar ¢, ¢, 6, vem

a2y dy'
Differenciande esta equacio em ordem a 4 ¢ —— — — id em

dudt .E;'

ordem a s, @ comparando os resullados, acha-se finalmente

ifw d{r

du ds’
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d'estas duas operagdes, veremos que a somma dos segundos
membros é identicamente nulla; e que a somma dos pri-
meiros é a differencial completa da expressio que repre-
sentamos por (a, b).

Esta differencial é pois nulla, como era necessario de-
monstrar, e (a, b), depois de substituidos os valores de g,
Yy 0, 8, w, v em funccio de t e das arbitrarias a, b, e, f,
g. h, & uma certa funcgio d'estas constantes arbitrarias
independente do tempo.

0 mesmo diriamos dos coefficientes das differencas par-
ciaes %!, ‘;i;. etc.; de sorte que o valor q%a variagio dif-
ferencial da fica assim expresso por meio das differengas
parciaes da funcgdo perturbadora tomadas em ordem &s ar-
bitrarias a, b, ¢, [, g, h e multiplicadas por funcgdes d’estas
mesmas quantidades independentes do tempo. O mesmo se
dird a respeito das variagdes das outras cinco arbitrarias,
cujas expressdes podem deduzir-se da formula {d’) por
simples permutagdes das letras a, b, ¢, ete.

Estas formulas constituem o methodo da variacio dos
parametros, como o expoz Poisson; e adiante havemos de
applical-as & integraciio das equagdes do movimento de ro-
tagdo. Integrando a expressio (d') e as outras analogas,
teremos os valores finitos das variacdes das constantes a,
b, ¢, [, g, h; valores que junctaremos respectivamente a
estas constantes nas expressdes que livermos obtido para
¢, ¥, 6 numa primeira approximacio, isto é, nio atlen-
dendo as forgas perturbadores. Conhecemos assim os va-
lores d'estas variaveis que satisfazem &s equacdes do mo-

-
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vimento perturbado, e que devem determinar em ecada
instante a posicio do corpo. Mas como as quadraturas
de que dependem os valores das variacdes finitas das con-
stantes arbitrarias nlio sio possiveis em geral, teremos de
determinal-as por approximacdes successivas, comecando
por attender unicamente & primeira potencia das forgas
perturbadoras; passando depois, por meio do valor appro-
ximado que assim se oblem, a considerar a segunda po-
tencia das mesmas forcas, e continuando assim successiva-
mente até chegar ao grio de approximacdo que se quizer
obter.

Observemos tambem que, para chegar a estes resultados,
se suppoz que cada uma das conslantes arbitrarias ¢ dada
por uma funccdo de ¢, ¢, ¥, 9, s, u, v unicamente; e que
por conseguinte parece que teremos de formar sempre
equacdes d’esta natureza, procedendo & eliminagio quando
algumas das constantes entrarem simultaneamente na me-
sma equaglio: este trabalho porém evita-se facilmente.

Com effeito, seja por exemplo

b==flt, 9, ¥, 4, 8, u, v, ¢, [, gk

db _(t!b).[ db de db df | db dg

E E -rfrE 'r?fd; @E'

db (dﬁ) db de
— ul EL

ds  \ds| ' de




e substituindo estes valores na expressiio de (a, b), teremos

db db

08) = (@8) + (0.6) G+ (0 1) g7+ (0.0) 305 - ()

representando pelo symbolo (rﬂ} o valor que se acharia
para (a, b) quando se combinassem as differencas parciaes
de a e b, segundo a formula (¢'), sem attender as arhitra-
rias que entram no valor de b.







SEGUNDA PARTE

On pent done toujours confondre l'axe in-
stantané de rotation de la terre, avee son
troisiéme axe prinecipal; et ses piles de rota-
tion répondent toujours, & trés peu pris, aux
mémes points de sa surface.

Larrace — Mée. cél., L. v,

D'aprés les observations les plus pricises
et lez plas longtemps continuées, la direction
du plan duo méridien et la hauteur du péle
restent invariablement constants dans cha-
que lien de la terre.

Bior, — Trait. Elém, d’Astr. Phya.







Ji fallimos ma importancia da determinacio dos movi-
mentos que o eixo instantaneo de rolaglio da terra possa
ter no interior do globo. Esta questio &, pelo menos, tdo
interessante para nés como outra qualquer d'aquellas que

prendem com o movimento de rotagiio do nosso planeta.

Entretanto Laplace na Mécanique céleste e na Expo-
sition du Systéme du Monde diz unicamen'c a este res-
peito que todas as suas im'ssligm;ﬁcs Ihe mostraram jue sdo
insensiveis aquelles movimentos!. Esta asser¢io nio podia
de forma alguma, em assumpto de tanto momento, supprir
a falta de provas, que as observacdes astronomicas s6 por
si tambem ndo podem ministrar. Tornava-se pois neces-
saria uma demonstracio algebrica; e foi Poisson quem pri-
meiro resolveu a questiio por esta forma em uma memoria
— de que ndo podémos tomar conhecimento sendo por um

! L'axe terrestre se meut autour des péles de écliptique; mais
depuis I'époque oit 'application du télescope aux instruments astro-
nomiques a donné le moyen d'observer avec précision les latitudes
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extracto publicado por M. de Pontécoulant!—na qual se de-

monstra directamente pela forma dos valores finilos das
duas quantidades de que dependem as oscillagdes do eixo
de rotaclio da terra em volta do seu terceiro eixo princi-
pal, que estas oscillagdes se conservam sempre insensiveis.

Em 30 de abril de $827 leu Poisson na Academia das
Sciencias uma outra memoria sobre o mesmo assumpto, na
qual tractou de reduzir o estudo do movimento de rotagio
dos planetas a formulas analogas aquellas que se empregam
no estudo do movimento elliptico, simplificando e aperfei-
¢oando d'esta forma os methodos antes empregados; porque
c'est, en effet, les rendre plus simples et les perfectionner

terrestres, on n'a reconnu dans ces latitudes aucune varialion gm
ne puisse étre allribuée aux erreurs des ohservations; ce qui prouve
que I'axe de rolation a, depuis celte époque, répondn i trés peu
pres au méme point de la surface lerresire; il parait done que cet
axe est invariable. -

Lapl. -— Exp. du Syst. du monde, liv. §.°, chap. vur.

' Esta memoria foi apresentada por seu auctor ao Instituto de
Franca em 1809, e nio se encontra nos poucos volumes que a li-
_ vraria do Muzeu possue das memorias d'aquella sociedade scienti-
fica. Examinando egualmente os volumes que existem na biblio-
theea da Universidade, em nenhum d’elles appareceu; sendo para
nolar que dos annos de 1810, 1811 ¢ 1812 ndo ha seniio as partes
correspondentes ao primeiro semestre de cada anno. E portanto de
presumir que em alguma das partes que faltam aos volumes d'aquel-
les anmos fosse publicado o trabalho de Poisson; e seria muito para
descjar que se completasse aquella colleecdo, cujo valor serd es-
cusado encareeer.
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que de les ramener awlant qu'il est possible a 'unifor-
mitél.

Nesta memoria demonslra-se novamente a permanencia
dos polos terrestres, ou, o que tanto vale, o invariabilidade
do eixo de rotagdo da terra no interior do globo.

Finalmente, M. de Pontécoulant, empregando uma analyse
similhante 4 d’esta ultima memoria na sua Théorie analy-
tique du systéme du monde, chega &s mesmas conscquen-
cias, affirmando egualmente que o movimento de rotagdo
da terra se effectua em torno do seu terceiro eixo principal.

Autes porem de dar conhecimento d'estes diversos tra-
balhos, & necessario integrar as equagdes do movimento de
rotagiio dos corpos celestes, o que faremos no capitulo pri-
meiro d’esta segunda parte.

1 Poisson — Mémoire sur le mouvement de la terre autour de

son centre de gravite,







CAPITULO PRIMEIRO

Integracio das equacdes dillerenciaes
do movimento de rolacio

Poisson, na memoria publicada no volume 7.° das Me-
morias do Instituto de Franca (anno 1827), occupando-se
unicamente do movimento de rotagio da terra, dirige logo
de principio a integracio neste sentido, comegando pelas
consideragdes que a simplificam, e tornam mesmo possivel
neste caso. Serve-se alem d’isto das formulas de Lagrange,
que se deduziram no § 1 do capitulo 2.° da primeira parte,
por lhe parecerem de uso mais facil.

Pontécoulant segue um caminho um pouco differente,
e porventura mais methodico, na exposi¢io do mesmo as-
sumpto.

Intégra as equacdes geraes do movimento de rotaclio
pelo methodo da variagao dos parametros, servindo-se das
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formulas de Poisson, de que ji tinha usado no estudo do
movimento elliptico, e applica depois as formulas obtidas
ao movimento de rotacfio da terra.

Pondo porem de parte esta pequena differenga, ambos
se empenham egualmente em tornar uniformes, quanto pos-
sivel, os methodos empregados para determinar as circum-
stancias dos movimentos de tramslagio e de rotacio dos
corpos celestes. Assim, comparando os seis elementos arbi-
trarios do movimento de rotacio da terra com os seis ele-
mentos do movimento elliptico, teremos a amplitude das
oscillagdes dos polos e a longitude geographica do eixo de
rotagiio numa epoca determinada, correspondendo & excen-
tricidade da orbita e i longitude do perihelio; a inclinagdio
do equador e a longitude do seu nodo sobre a ecliptica,
quantidades analogas & inclina¢io e & longitude do.nodo
da orbita; finalmente a velocidade angular de rotagio e a
longitude geographica na origem do tempo d'uma recta
tragada mo plano do equador, substituindo o medio movi-
mento e a longitude media da epoca.

Examinaremos com pouca demora os dois methodos de
que acima fallamos.




Vimos no capitulo primeiro da primeira parle que sho
seis as equacdes differenciaes do movimento de rotagio: as
tres equagdes (H) que determinam em cada instante a po-
sicio do corpo m em relagdo aos tres eixos principaes que
passam pelo seu centro de gravidade, e as tres equagdes
(L) que determinam a posicio d'estas linhas a respeito de
tres eixos fixos.

As tres primeiras sdio susceptiveis de uma transformagio
muito util na theoria do movimento dos corpos celestes.

Consideremos, para maior simplicidade, a accio de um
s6 astro perturbador L, cujas coordenadas serdo &', y', =
serd

L

P I A T T
s i i Y
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ol

Attendendo a estas expressdes, e considerando que as
coordenadas &', y', s’ ndo dependem sendo da posicio do
astro L, e que o signal integral § ndo se applica sendio ao
elemento dm e s quantidades que variam com elle, teremos

.S'.:Im(y—-—_ =3 G yd-f’

dav’ v V. ey
=y

Sdn(dr tdW)?JdF AV

_.:E—:ﬁ,}.........{t]

dv'  d¥ av - dv
S. ——y—— | =y ——a'—; |
- (.r dy Yiz ) "dr dy” |

onde é F=5.¥ dm.

Transformando as coordenadas o', ', ' que se referem
aos eixos moveis dos x, y, 5, em outras coordenadas re-
lativas a eixos fixos, a fim de introduzir em V os tres an-
gulos ¢, ¢, 6; observando que estas novas coordenadas,




71

hem como x, y, = sio independentes d’estes angulos, e que
¢ por lanto

dV dVv dVv dv dV dVe
da'+ 0

—do - E-T[f!;) F—db= ; ri'!,l ;-E:—rl'.',

dg a6 de

designando por d'z’, d'y/, d's' as differenciaes de &', y/', =/,
que se obtém fazendo variar unicamente os angulos ¢, ¥, 9;
substituindo nesta equaglo as expresses de d'z/, d'y', d'z’
pelos seus valores assim determinados; e, comparando os
coeflicierttes de dg, dy e db, em ambos os membros,
acharemos

dv 4V - v

i

'T? 5= I;.""-" ;ﬂ;

il V_ \1“’( _,d Vv r.' V‘ ( aV l”
A Y e Y s dait
4y av 4V fAv (”"
ks — ]. ——3 —
T H[z’ "d +senf cosg! & Fr by

-+ seuﬂsu:np

aVv rIV
i'
oy i )

Eliminando entre estas egualdades os segundos membros
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das equagdes (2), e pondo nas equagdes (H) os valores dos
primeiros membros das mesmas equacdes (z) obtidos por
esta forma, teremos finalmente as expressdes

L]

dp scn? d} dv
B T 7y S — — )} —cosp |
= (C—B)gr— l osﬁ! ) cos (\dfj |

av_ _ dv ani [
Bd +{A— ""}pr—wsf( +eosh— ) + wn?( ) (1)
R 7

senf)

dr { (dl"
C-m--}-(ﬂ—d;pqz E)

o

Estas equagdes conservariam a mesma forma, qualquer
que fosse 0 numero dos corpos do systema, e quando mesmo
se quizesse altender 4 figura de alguns ou de todos elles;
sendo neste ultimo caso a funcgdo V dada por duas inte-
gragdes independentes: uma relativa ao espheroide attraido,
outra aos corpos que actuam sobre elle.

A funeclio V deve ser considerada em geral como funcgiio
conhecida dos angulos ¢, ¢, 6, na qual entra tambem o
tempo ¢, por causa do movimento dos corpos que actuam
sobre m; e podemos suppol-a desenvolvida.em serie de senos
e cosenos de angulos multiplos de g.

As differencas parciaes de ¥ siio da ordem do achata-
mento do espheroide que se considera.

Multiplicando a primeira das equacdes (1) por p, a se-
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gunda por ¢, e a terceira por r, sommando os productos
¢ substituindo no segundo membro por p, g e r os seus
valores tirados das equacdes (L),! acharemos

Apdp4 Bedg+ Crdr=d'V,

onde a caracteristica d' se refere unicamente 4s variaveis
% § e 0. Integrando depois esta equaclo, e attendendo &
expressdo (F), ja achada (loc. cit.), teremos

const.=T—/d'¥.....ooo00eeienne (B)

Nesta expressio 7' é uma funcglio homogenea de duas
dimensdes de p, . r, oude ¢, §, 0, ¢', §/, V', designando
por estas ultimas tres letras, como temos feito até aqui,

do dy db

as differenciaes ——, — serd portanto
2 il P

d1 17
_d~+"I:dq, : fm+‘£dq> dtV

dy ff'

dT dar
:"-—— .-.—- -—d
d,r:- qdq+ o0

' Parte 1.°, cap. 1.°, Il
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d’onde, attendendo aos valores de dp, dg ¢ dr, ¢ & ex-
pressio (F7), se deduz

iT iT \
———(A—B)pg; ~—=0, \
do dd
n!'T # \ . (N
s [cosb( Apseng-- Bgeosg) -+ Crsenl ]y,
(1)
drT c dT B 4
—==Cr, -—==Bgseng—Apcosg,
g
dT

-I—.‘Pn_il;m‘nﬂsi_-u?-}— Bgsenicosp — Creosh,
{

Substituindo o valor de T dado pela equacio que ex-
prime a propriedade conhecida das funcedes homogeneas
na expressdo (3) — a qual da dT=d'V— ¢ diflerenciando
depois; subtrahindo d'esta ultima bxprnsshn, membro a
membro, a egualdade d T=d'}V desenvolvida; egualando se-
paradammle a zero os coellicientes das variagdes dyg, d, d9;
e finalmente pondo nas egualdades assim obtidas os va-
lores (v), acharemos as tres equacdes

df' f! V-
C-— | (B—A)pg=—=—m,
G B Apg=

d.[senb(Apseng + Bgcosy)—cosdCr] dV
s, ke " BRARL
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d[ Bgseny— Apcosy)
di

.l av
—{cosi( Apseng+ Bqcosg)-+send. Cr]—‘-— ’

Estas equagdes slio identicas com as equagdes (B')!, sup-
pondo nestas ultimas U=1T e Q=V, e substituindo as
diflerencas parciaes da funcglio T por seus valores; podemos
por tanto integral-as pelo mesmo methodo, e os seus in-

tegraes convirdo egualmente &s equacdes (1).
Suppondo portanto nullos os segundos membros das

equagdes (1), os seus integraes serfio?
Aap+ Bbq | Cer=5, \
Aad'p 4 Bb'q+ Ce'r=3/',
Aa"p+Bb'q+ Cc''r=p",
Ap*+ Bg*+ Cr’=h, A’p*+B'q" 4 C'r'=k",

f+l—f VAB.Cdr
V[k—Bh+(B—C Fr’]{—k’—i—;lh* (C—4) rr=1

/‘[L Cr'-—h]
WTF oy

VAB.Cdr l
VIk*—Bh+(B—C)Cr*)[— k24 Ah+(C—A)Cr*] ;

>

' Parte 1.%, cap. 2.0, 1L
s Poisson — Traité de Méean. 2.* edic. n." 414 e seguintes,

i
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nos quaes a, b, ¢, a', ¥, ¢, a’, ¥, ¢ representam as
mesmas quantidades que designamos por estas letras no
§ 1 do Cap. 1.° da 1.* parte; §, aquillo em que se torna
o angulo ¢ quando o referimos ao plano invariavel; e [
', B h, k, | e g as constantes arbitrarias introduzidas
pela integraciio.

" Quatro d’estas ultimas quantidades estio ligadas entre
si pela relaclio

833 A UGN LGP T DI, (3)

de forma que das sete equagdes (2) seis unicamente sio
distinctas. Notando porem que, designando por y a in-
clinagio do plano principal- de projecclio sobre um plano
fixo qualquer, e por « a longitude do seu nodo, contada
desde uma origem arbitraria, se ddo as egualdades

s 12
I B4R

aht
>

I‘m

tang.a= —-, lang.y= L

o

podemos substituir as tres arbitrarias 2, &', 3" por as duas
« ey, que com h, k, | e g completam as seis que o pro-
blema comporta, e cujas variacdes teremos de determinar
pelo methodo da variaglio dos parametros, a fim de poder
applicar os integraes precedentes 4s equacdes (1), nas quaes
se attende 4 accho das for¢as perturbadoras.




-
i

7

Notemos tambem que o angulo 4, bem como ¢, e 6,
que sdo a respeito de g e 6 o mesmo que ¢, é a respeito
de ¢, estdo ligados com os angulos ¢, ¢, 0, yea peln's
relagdes

cost==cosycosh, —senysenl cosd,
sen(g—g, send =send seny Giaieter ke woas a7 ee B

sen(—ax)senfd —=sen senf, /

As variagdes das constantes arbitrarias determinam-se
por meio da formula geral (d')'; mas é necessario primei-
ramenle exprimir estas constantes em func¢o das variaveis
independentes do problema, e das quantidades s, u, e v,
que ji definimos no logar citado.

Attendendo & formula (F), de que ji nos temos ser-
vido, e &s expressdes de s, u, v, serd

s=(r,
u==(dpseng+ Bqcos: )sent — Creos,b

v=Apcosp+ Bgsens,

' Parte 1.%, cap. 2. 1N,
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d’onde, em virtude das tres primeiras equacdes (2),

J
sen
Y —uvcosy,
sent

4e=(s+ ucosb)

;’=(:+ucos&)%:l+nsen¢.

:S;’ﬂ—u;

e por meio d’estas expressdes obteremos os valores de «
e v em funccio das quantidades g, ¥, ¢, 8, U, v.

A quarla das equagdes (2) e a equagdo (3) dardo he k
em funcgio das mesmas quantidades; e finalmente, pondo
s, dentro do signal /, em logar de Cr nas duas ullimas equa-
cdes (2), e suppondo as integracdes effectuadas, poderemos
considerar as seis constantes h, k, «, v, I, g como expressas
em funcglio das seis variaveis g, ¢, 0, 8, u, v.

Preparadas assim as expressdes d’aquellas quantidades,
resta achar os valores dos symbolos (k, «), (k, ), etc., os
quaes, feitos os calculos, se reconheceria serem todos nullos
i excepgiio de quatro, a saber:

|
h. f _2, Ilrﬁ', ___—I y LYy —___.-E:_(-)Sl. I' - —_—,
(& 9 & ) (v 9) kseny () kseny

Substituindo estes’ valores na formula geral (d’), ja ci-
tada, e fazendo successivamente a egual a h, I, k, g, a e v,




79

teremos, para determinar as variacdes que a ac¢do das for-
¢as perturbadoras produz nas seis constantes arbitrarias
que entram nas equacdes do movimento de rotaciio, as seis
expressdes

dh—2dt (“_V)
ai

dl
dl= -Edr( :H)

d¥
dk==
» ( dy)

cosydt/dV

il —d‘(df.)—ﬁgeﬁ;kdy)

da— ———
ksen-f(dy)

cna-rdt (J l’) dt rdV
k&en?‘ dg k:ti_m'r dm)'

As equagdes (3) podem obter-se, independentemente
do methodo da variagdo dos parametros, pela simples com-
binaglio das equacdes differenciaes do movimento de rota-
¢Bo, quando se suppde muito pequena a influencia das for-
cas perturbadoras,

Com efleito, egualando respectivamente a N, N, N,
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para maior simpiicidade, os segundos membros das equa~
¢oes (1), multiplicando a primeira por pdt, a segunda por
qdt e a terceira por rdt, sommando os productos, e inte~
grando a somma, obhtem-se a equaciio

Ap"+Bq' +Cri=h,

similhante & quarta das equagdes (2), mas na qual o se-
gundo membro ndo ¢ conslante, e deve ser determinado
pela formula

dh==2 fph’+q;\’;+ rN")dt.

Pondo mesta expressio por p, g, r, N, N', N os seus
valores, ella torna-se em

v
dy

dy+ — 2! da) lk’ff:—)"‘*

un_e(d Vd?+d

que ¢ a primeira das formulas (3), attendendo a que,
sendo ! a constanle que entra junto ao tempo ¢ nas ex-
pressdes finitas das variaveis g, ¢, 0, se considerarmos V
i I ; dv dV
como funcgdo d estos variaveis, serd T
Multipiicando da mesma maneira a primeira das equa-
¢des (1) por Apdi, a segunda por Bgdt e a terccira por
Crdt, sommando os productos e integrando a somma te-
remos

AP +Bq +Cr=Fk,
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equagio similhante & quinta das equagdes (2), mas na qual
a constante, considerada como variavel, ¢ determinada pela
equagio

dk*=2(ApN+ BgN'+ CrN")di;

substituindo nesta expressdo por N, N', N', p, g, r, seus
valores, e despresando as quantidades da ordem do qua-
drado das forgas perturbadoras, isto ¢, suppondo p=o,
q==0, r =n e por tanto k==Cn, clla torna-se em

dk=m(‘w}, '

dg

identica com a terceira das formulas (3), por ser, no caso
supposto,

d¥, dv davy 4V &Y d_l:

o dg’ d§  da’ 0 dy

Multiplique-se agora a primeira das equagdes (1) por
adt, a segunda por bdt e a terceira por cdl, sommem-se
os productos, e integre-se¢ a somma ; repita-se a mesma
operacio com as letras a’, b/, ¢', e com a'', b, ¢": acha-
. remos exactamente as tres primeiras equagoes (2), sendo
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agora os segundos membros variaveis, e dados pelas for-
mulas

?g:_ —aN+bN'+cN',

3.’
—a' N+-b'N'+c'N",

(fﬁ" ] *id
I —aq 'JV—{—!.'”A’ _+_cn‘|\n.l‘

Os segundos membros d'estas equacdes representam os
momentos das forcas motrizes que actuam sobre cada ele-
mento do espheroide, decompostas parallelamente aos tres
eixos fixos que se cruzam no seu centro de gravidade.
Substituindo os valores d'estas quantidades, ou entdo pondo
por a, b, ¢, ete as suas expressdes em funcedo de ¢, § e 0,
e por N, N', N" os segundos membros das equacdes (1),
as formulas precedentes transformam-se em

di  seny dV dV dv
e En}‘- dg - E) --—(-usq;( di )

ds'  cosdpdV dVv dV
: _—-(— +cnsﬂﬁ¢—) +sen¢(ﬁ)

At senb dp

3t . (dv
ai=—5)
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Differenciando a equacho (3), e substituindo por 2, 3,
B”, dg, d3', dB" os seus valores, vé-se que ella tem ainda
logar no caso do movimento perturbado; e differenciando
os valores ja conhecidos de tang. « e tang.y, tirando dos
resultados as expressdes de dz e dy, substituindo nellas
aquelles mesmos valores de 2, 2/ etc,, e despresando as
quantidades-da ordem do quadrado das forcas perturbado-
ras, acharemos para estas duas differenciaes as mesmas ex-
pressdes que dio as equagdes (3), attendendo és formu-
las (b) e & primeira das relagdes

0=y, =2, p=0,—¥,

as quaes dependem todas de ser o angulo 0, da ordem das
forgas perturbadoras.

Resta determinar as variagdes dns duas constantes [ e g.
Para isso nolemos que a expressio 4

9Y 1o AK sinn BE o Bl ool AV i 8Y
2 d ; d BED L
2 I G B A Sy SRde 2 dr=s

deve ser uma perfeita identidade ; substituindo pois dh, dk,
dz e dy por seus valores, egualando a zero os coeflicien-

g r

d .
tes de — e de — , recahiremos exactamente na segunda
dl dg’ '

e quorta das formulas (3), que teremos assim obtido todas,
independentemente do methodo da variaglio dos parame-

tros.
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Para ter conbecimento dos phenomenos que a acclo das
forcas perturbadoras produz no movimento de rotacdo dos
corpos celestes, baslard desenvolver cada uma das formu-
las (3); mas, como a siluaglo inicial do corpo, sua figura
e suas dimensdes tem sobre este movimento uma grande
influencia, seria inutil examinar aquellas formulas em toda
a sua generalidade, e pelo methodo que se emprega no
estudo do movimento elliptico.

Todavia entre as arbitrarias do movimento de rotagio
ha uma cuja variacio da logar a observacdes importantes,
e que por isso consideraremos aqui particularmente.

A formula (a) da

dv av. - av
,l_ ] A T
m_e[ 5 do+ m dy 4 5 d&]mﬂdl,

e esta expressiio mostra que h ndo pode conter o tempo ¢
sendo debaixo da forma periodica, quando na funcgao per-
turbadora ¥V elle entra tambem unicamente debaixo d'esta
forma,

Com effeito, se attendermos somente & primeira poten-
cia das forcas perturbadoras, caso em que podemos con-
siderar como constantes as arbitrarias que entram em V,
¢ claro que se o tempo (¢ nio apparecer nesta funcgio se-
ndo dentro dos signaes de seno ou coseno, a differenciaclio
relativa a ¢ fara desapparecer todos os termos constantes,
on que dependem do tempo simplesmente por causa do
movimento dos astros attrahentes; e por tanto a integragio
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niio poderd introduzir em h nenhum termo ndo periodico
que cresca com o tempo. Ha apenas uma excepgiio, que
tem logar quando na func¢io V ha um termo da forma

Cos . a
M ik (int—i'w't+ H),

no qual in==i'n’, sendo i e i numeros inteiros, nt 0 me-
dio movimento de rotagio do espheroide em volla do seu
centro de gravidade, e n't 0 medio movimento do astro at-
trahente.

O resultado precedente subsiste ainda mesmo quando se
attende aos termos do quadrado das forcas perturbadoras.

Representando por V-3 ¥ aquillo em que se torna ¥V
neste caso, serd

av v v av
7 . 3h+ ai.+ ar+‘ sg+‘ Sat g,

e

dh=2d'3 ¥,

considerando unicamente os termos da ordem do quadrado
das forcas perturbadoras.
A expressio de 3V, pondo em logar de 8, 3k, etc.,
os seus valores, fica composta de termos da forma

AfBdt~—=BAdt,
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podendo A e B, por hypothese, desenvolver-se em uma
serie de termos da forma

M::“': (it+i't+-1H),

nos quaes M, i e H sio funcgdes dos parametros, e i'¢ dos
angulos que provém dos movimentos dos corpos attrahentes.

Seja pois Mcos(it++i't+I) um termo qualquer de A,
e M'cos(it4-i"t4 ') o termo correspondente de B que tem
0 mesmo argumento; serd necessario combinar entre si
estes dois termos para que apparegam em

d'.(Af Bdt—Bf Adi)

quantidades nilo periodicas. Formando assim esta expressio
acha-se uma quantidade identicamente nulla; d’onde se segue
que, sendo periodica a expressiio de ¥, o valor de dh s6
conterd lambem termos periodicos, ao menos em quanto
nas approximagdes se attende unicamente 4s primeiras e
segundas potencias das forcas perturbadoras.

No movimento de rota¢lio h representa a forca viva do
corpo em movimento, e temos

Ap*+ Bg*4-Cr*=h;
ji vimos! que as quantidades p, ¢ e r determinam a po-

' Parte 1.*, cap. 1.° 1L
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sicio do eixo instantaneo de rotaclio a respeito dos tres
eixos principaes: ora, se no segundo membro da equaglio pre-
cedente ndo entra termo algum ndio periodico, o primeiro
membro tambem os niio pode conler; e como todos os seus
termos sdio posilivos, segue-se que nenhum d’elles cresce
proporcionalmente ao tempo. D'onde pode concluir-se que
o eixo instantaneo de rotaglio ndo podera ser aflectado de
desegualdade alguma ndo periodica.

Devemos porem observar que nio se altendeu no valor
de V aos termos provenientes da variagiio dos elementos
das orbitas dos astros attrahentes. Temos portanto de re-
stringir neste sentido a generalidade do resultado prece-
dente, e examinar mais parlicularmente o movimento de
rotagio da terra.




I

Voltando &s equagdes (H) e (L)', ou (1) e (L), pro-
curemos integral-as por meio de approximacdes successivas,
que podemos empregar quando se tracta do movimento de
rolagdo da terra, por serem neste caso muito pequenas as
forcas perturbadoras.

Mas anles de passar adiante, nolemos que, sendo r a
velocidade de rotaciio, no caso de que se tracta, como se
vé comparando a ultima das equacdes (D) com a ultima
das equagdes (E)2, rdt é o angulo descripto no instante dt
por todos os pontos da terra, parallelamente ao plano do
equador; este angulo seria dp se a intersecciio d'este plano
fixo permanecesse immovel. Como porem esta interseceio
descreve um angulo d{ sobre o plano fixo, cuja projecciio

' Parte 1.%, cap. 1.°, III.
* Parte 1.2, cap. 1.°, I
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sobre o plano movel ¢ cosidy, segue-se que rdt & o excesso
de dg sobre cosdy; resultado expresso pela primeira equa-
cio (L).

Despresando na primeira approximagdo a primeira po-
tencia das for¢as perturbadoras, os segundos membros das
equagdes (1) reduzem-se a zero; ¢ como as observagdes
tém mostrado que o eixo instantaneo de rotagdo da terra
se afasta muitissimo pouco do eixo do maximo momento
de inercia, as variaveis p, ¢ sio muilo pequenas em re-
lagio a r; despresando o seu producto, a ultima das equa-
¢des (1) da, neste caso,

r=n,

sendo n uma constante arbitraria, que representa muito
proximamente a velocidade de rotacio da terra, e que sup-
poremos positiva.

Substituindo n em logar de r nas outras duas equagdes
(1), cujos segundos membros suppomos nullos; integrando,
e fazendo para maior simplicidade

e i

teremos
p=hsenab(nt4¢), gq=~—h'cosab(ni-i-c).

Sendo as quantidades a e b reaes, por hypothese, as con-

.
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stantes h e i’ deveriio ser quantidades muito pequenas para
que p e ¢ o sejam tambem, como suppozemos; ora ¢

h’=hi=be. fazendo h==ae para desembaracar do deno-
a

minador; e as expressdes precedentes tornam-se em
p=—aesenab(nt+c) g=—becosab(nt+e¢) .........(%)

nas quaes ¢ seri da mesma ordem das forgas perturbadoras.

Substituindo depois estes valores de p e ¢ na ultima das
equagdes (1), cujo segundo membro continuaremos a suppor
nullo, acha-se para » o valor

r==n —{r‘%msﬂab{nt +¢).

Introduzindo este segundo valor de r, nas duas equagdes
d'onde deduzimos as expressdes de p e g, obteremos novos
valores d'estas quantidades, mais approximados do que os
precedentes; e, continuando d’esta forma, acharemos para
ps g e r expressdes ordenadas segundo as potencias cres-
centes de e, entrando nas duas primeiras unicamente as
potencias impares d’esta letra, e na ultima as potencias
pares.

Niio attendendo portanto aos cubos e polencias supe-
riores de e, deveremos parar nos valores de p, ¢ e r, que
acabamos de obter.

Introduzindo estes valores nas equacdes (L), ou, o que
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tanto vale, nas equagdes (€)', e integrando tambem por
approximagdes successivas, acharemos, despresando a pri-
meéira potencia de ¢, e designando por y, « el tres constantes

arbitrarias,
=y, =2, g=—=nt+l.

Os valores de 6 e § sio exactamente aquelles que dao
as duas primeiras expressdes (d).

Despresando as polencias de e superiores & primeira, e
fazendo

k =%bcos(n!+1)cosab{m+c)

—A—;sen(n:+l}senab[nl+c)»
k'=§0—bsen(m+1]cosab(nl-!- c)

+A_;cos[nt+f)senab(m+c).

sendo a e b as mesmas quantidades que acima designamos
por estas letras, teremos

i ke i Ke o Kecosy
e WY nseny’ FmET nseny

' Parle 1., cap. 1.°, 1.
8

ey s

CEI I TR

| R .
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Attendendo a segunda potencia de e, e fazendo

1

BL“‘J[B(G-AH A(C—B)](1—cos2(nt-+1)cos2ab(nt | ¢}]

—C(B— A)[cos2(nt-+I)—cos2ab(ni-c)]
+24 Babsen2(nt + I)sen2ab(nt+-c) % =h,
B—:" :[R(C—A) + A(C— B)]sen2(nt+1)cos2ab(nt4-c)
+ C(B—A)sen2(nt+1)

424 Babeos2(nt -+ I)sen2ab(nt+¢) } =M',

acharemos as expressdes

ke he’cosy , ke  2h'e*cosy

+ .o a
n. n Sen'}' ﬂsen:«' nNosen T

vt widl)

Wecosy NWe*(1+cos?
L8 oo el LS
I’IS(‘.II'T 1l sen T

na ultima das quaes o primeiro termo comprehende todos

aquelles em que ¢ entra fora dos signaes periodicos, para

o que basta suppor que em logar de n se poz agora

(20— A—B)e* '
nC

n—

, 0 que altera unicamente o valor de
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v ¢ o de r que se torna em

_ (2C—4—B)e  (B—A)®
TR T e e ~———cos2ab(nt+c) ...(6)

A solugdo approximada das equagdes do movimento de
rotaclio, quando se suppde nullas as forgas perturbadoras,
¢ dada pelas seis formulas (%), (5) e (6).

Para attender aquellas forcas e applicar esta soluglio 4s
equagdes (1) e (L), que as contém, emprega Poisson o
methodo que expozemos mo § m do capitulo 1.° da 1.*
Parte. Formando as quantidades s, u, v, por meio da ex-
pressiio que encerra o principio das foras vivas, determi-
nando depois os valores numericos de todos os coeflicientes
formados pelo typo da formula (F'), e introduzindo estes
valores na expressiio (D'), acha-se finalmente

{-:Edl—ﬂcosydu—wl'

__(c—A4)(C—B) g
-Je-d ——nc—- (edl—edc—ecosyda),
LA (Ll
de nC
av
= de,
def Cnsenyda

C-LAY (G

‘-I—F-’d:——ﬂcosrdﬂ—( L4 cosT:de{—CnseanT,
da nC
dv (G—A'}(G—B}ﬂk

E-dl—ﬂ'd s

P

| -
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d'onde se lira reriprocaml‘nlu

dV dVy di
tiuz(m-ﬁﬁ\';ﬁ:. \‘l
dVv Cndt

o= e [C—A)C=B)"

dv Cndt dV ed:

ede—=m—— ———

de (C—A(C=B) dn C'

av o di dv EOSTIII

ly=— ——— '
T ia Cnsen;-+ dl (nseny

a——

dy Cnseny’

dl dV cosydt dV dt |
dy Cnseny dn €’

Pelas expressoes de ¢, ¢ ¢ 0 se vé que ¥ deve ser funcciio

. ; ¥
de n, nt+c, nt+l; designando pois por (%) a parte da
¥

differenca parcial relativa aos n nlio comprehendidos em
ni4e¢ ou em ni+1, seri

i V__ dv, ‘ ,r”" .'d V_
ﬁ:_'(dn & I—i— dl’
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¢, em virtude das equagdes (7), teremos

SR T AR s dV Cndt (d V )edl

de (C—A)(C—=B) \dn/C’
dV cosydt  /dV, di
df-l*ldﬂ:—a—f E-n;m_'r_fd_ﬂl -&—-

Substituindo ¢ e I respectivamente por ¢—/ tdn, I—/ tdn,
a quantidade ¥ tornar-se-ha func¢do de n, e+/ndt, 4 fndt;
e se fizermos fudi=g, as novas quantidades ¢ e ! seriio
ainda dadas pela terceira e quarta das equagdes (7), onde as
differencas parciaes relativas a n se formardo considerando
¢ como constante; e a quantidade n sera dada pela expressio

i
f,‘rln—.'a—ydr ........... L S 2 A8

9

Podemos transformar muitas das arbitrarias, que em-
pregimos em outras, e exprimir as differenciaes d'estas por
meio das differencas parciaes de ¥ que lhes correspondem.
Assim, fazendo

e senabe = f, e cosabe=[",
acharemos sem difficuldade
i dV Cndt  dV abf'di \,_
U=—"3qF Xbab "dn € |

4V Ondt_ dV abfs \
GTdr ABad ' dn 7€y
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Notemos tambem que as equagdes (%) dio

a2 2

—E—,—=¢’sen’ab[m+c), %;:e‘cos’ab{nl—f c);

mas por outra parte a quarta e quinta das equagdes (2)
dio

"o Al 4l .
Ch—k*—(C m.(c-n}(a,ﬂ,)............ (10)
d'onde i

Ch—H?

3

—

[C—4)(C—B)

A forma dos valores de p e ¢ dé ainda logar a obser-
vagdes importantes. A constante e depende do angulo que
na origem do movimento o eixo instantaneo de rotagio faz
com o terceiro eixo principal; se suppozermos este angulo
nullo, sera tambem e= 0, as quantidades p e ¢ serlio sempre
nullas, e o eixo de rotagdo coincidird sempre com o ter-
ceiro eixo principal: & por este motivo que a estes eixos
se dd o nome de eizos naturaes de rotagio.

Se o eixo instantaneo conserva sempre a mesma posicio
no interior do corpo, ¢ porque coincide com um dos eixos
principaes. Com effeito, para que isto teuha logar, sera ne-
cessario que seja dp=0, dg=0, dr==0, e por tanto

(C—=B)qrdt=0, (A—C)prdt=0, (B—A)pqdi=0;
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se os tres momentos de inercia forem deseguaes, serd ne-
cessario suppor nullas duas das quantidades p, ger, e 0
eixo instantaneo coincide com um dos principaes. Se dois
dos momentos sio eguaes, A=RB por exemplo, a ultima
das equacdes precedentes ¢ identica, e salisfaz-se &s oulras
duas suppondo r=0; o eixo de rotaclio estd pois situado
no plano perpendicular ao terceiro eixo principal, e todos
os eixos comprehendidos neste plano sdo, neste caso, eix0s
principaes. Finalmente, se for A==B==C, aquellas equacﬁ.es
tornam-se todas identicas, e qualquer valor de p, g e r
Ihes convem; mas, neste caso, todos os eixos do corpo sdo
principaes.

A propriedade de eizos invariaveis de rolagao convem
pois exclusivamente aos eixos principaes: ha todavia uma
distincgio que fazer entre elles. O movimento de rotaciio
¢ stavel em relagio aos dois eixos principaes, que corres-
pondem ao maijor e ao menor momento de inercia, ¢ nao
o ¢ em relagiio ao terceiro. ) "







CAPITULO SEGUNDO

Da permanencia dos polos terrestres

Para expor, com a maior generalidade, a questao do
movimento da terra em torno do seu centro de gravidade,
supporemos primeiro que for¢a alguma acceleratriz per-
turba o movimento resultante do impulso primitivo, e exami-
naremos quaes deveriam ser neste caso as circumstancias
iniciaes do movimento para que os resultados da theoria
concordem com os phenomenos observados.

Consideraremos depois a acgio perturbadora do sol e da
lua, e veremos se ella pode produzir algumas alteragdes
nos pontos physicos a que correspondem as extremidades
do eixo de rotacho & superficie do globo.




Para determinarmos as oscillagdes, que dependem do
estado inicial do movimento, voltemos &s equagdes (&),
que diio os valores approximados de p e ¢ quando se suppdem
nullas as forgas perturbadoras.

A segunda das equagdes (L)1, da

b
—=gsenp—proso.
at {Senp—pCcosy

Despresando as quantidades de segunda ordem em rela-
¢lo, a p e ¢ bastard substituir nesta equagio, em logar de g,
o seu valor independente d'estas quantidades, ou g==nt+1;

' Parle 1.%, cap. 1.°, 1IL
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¢ teremos assim, pondo por p e g os seus valores, inte~
grando e designando por k a constante arbitraria,

(a+b)

I e 1
At Su(herab)

cos{ni4n't41+ I"—

_Ei%i:jrb]cns(m-—n 1=,
onde se fez, para simplificar, abn=n', abe=I".

Por esta analyse se vé& que, se a constante e livesse um
valor sensivel, os polos fariam & superficie da terra oscil-
lagdes de extenslio arbitraria, e cujo periodo, dependente
dos momentos de inercia do espheroide terrestre, seria,
conforme os dados que temos sobre os valores de 4, B e
C, de dois annos pouco mais ou menos.

0 angulo 6 mudaria tambem de valor neste espago de
tempo, e teria alem d'isso desegualdades dependentes do
angulo nt; isto ¢, variaria dentro do curto intervallo de um
dia. Todavia as observacdes, ainda as mais rigorosas, nunca
revelaram variagdo alguma d’este genero na altura do
polo; d’onde deve concluir-se que a constante e seré sempre
insensivel, e que as oscillagdes do eixo terrestre, depen-
dentes do estado inicial do mevimento, sdio nullas ha muito
tempo.

Como niio slio rigorosos os valores de p e ¢, de que nos
servimos, a demonstraciio precedente pode deixar alguma
duvida, que seré facil desvanecer. Com effeilo a equagdo
(10) mostra que se os valores de p e g sdo muilo pequenos
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em um instante qualquer, a constante que forma o segundo
membro seri tambem muito pequena; e as quantidades p
¢ g se conservarlio sempre insensiveis, pois que cada uma
d’ellas serd menor do que aquella constante, quando tive-
rem o mesmo signal ambos os termos do primeiro membro
de (10). E o que tem logar quando se tracta da terra,
visto como o eixo em torno do qual ella gira é o menor
de seus tres eixos principaes, e portanto aquelle ao qual
se refere o maior momento de inercia.

Nio nos resta ji senlio examinar a acclio das forgas per-
turbadoras, e ver qual a sua influencia sobre as oscillagdes
dos polos terrestres: este exame serd o objecto do resto
d’este capitulo.




A funcciio perturbadora V pode sempre reduzir-se a uma
serie convergente ordenada segundo as potencias negativas
das distancias da terra aos astros que actuam sobre seus
differentes pontos. Os termos d'esla serie comprehenderio
senos ou cosenos dos multiplos de g e de abg provenientes
dos valores (3) de g, ¢ e 6, e variardo alem d'isso em virtude
do movimento dos astros que se considerarem. Serfio todos
muito pequenos; e entre os termos correspondentes das
differenciaes dos parametros, deveremos regeitar aquelles
cujo periodo seja de um dia ou de um submultiplo do dia,
conservando unicamente os termos constantes, se os hou-
ver, ou entdo os termos de longos periodos, que possam
adquirir pela integragio pequenos divisores, capazes de os
tornar sensiveis nos, valores finitos d’aquelles parametros,

Postos estes principios, seja L a massa de um dos astros
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que actuam sobre o espheroide terrestre; &', y', 5’ as coorde-
nadas do centro de gravidade de L relativas respectivamente
aos eixos dos momentos de inercia A, B e C; z, y, 3,
as tres coordenadas, relativas a estes mesmos eixos, de um
ponto qualquer da terra; e dm o elemento de sua massa.
Segundo a lei da attracglio universal, a parte de ¥V relativa
ao astro L terd por expressdo, como ji dissemos,

Vs Ldm 23

Vad—a) +ly—y) Hi—a)

estendendo-se o integral & massa inteira da terra. Cada
astro que considerarmos daré logar a um termo similhante.
Na questiio que nos occupa, attende-se unicamente & acclio
de dois astros: o sol, por causa de sua grande massa; e a
lua, em virtude de sua proximidade da terra. No que vae
dizer-se abstrahir-se-ha da figura dos astros perturbadores,
cuja considerag@io introduziria em V termos insensiveis.
Segundo a propriedade do centro de gravidade, é

Sxdm=0,  Sydm=—=0, Szdm==0;

Attendendo a estas relagdes, bem como aquellas que ex-
primem a propriedade dos eixos principaes!; representando
por & e r as distancias do astro L e do elemento dmn ao

t Parte 1.% cap. 1.7 1L
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centro de gravidade da terra; e desenvolvendo a expressio
de ¥ segundo as potencias crescentes de z, y, 3, teremos

F=-;—J.Sdm—-2—!;:—t Srgdm+
+:T:;{,v!sﬁdm +4'28y2dm + 5" 8$z%dm)+ D,

designando por D a parte de ¥ de ordem superior & se-
gunda em relagdo a z, y. =.

As coordenadas 2/, i/, z', dependem dos angulos ¢, ¢ 0,
e por conseguinte das quantidades, n, [, etc.; mas a dis-
tancia § ¢ independente d'ellas, Por tanto, como preci-
samos unicamente das differengas parciaes de Vrelativas a
estas quantidades, podemos supprimir os termos do seu va-
lor que s6 contem §. Assim, pondo §*—z"*—y™ em logar
de 3", e attendendo ds expressdes dos momentos de iner-
cia 1, teremos

l’=%[(G—A)m"-i (C—B)y"]+D.

Supponhamos que L & a massa do sol, e designemos por
m e ¢ a sua velocidade angular e a sua distancia media:
de sorte que, despresando a massa da terra, serd

1 Parte 1.° cap. 1.° I1, form. (&).
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Designemos, relativamente 4 lua, por L', ¢, &', 2", '

as quantidades analogas a L, ¢, §, @', ¥ seja w o quo-
L
ciente da divisio de;—'— por ;, isto &, seja

Attendendo conjunctamente & acglio do sol e da lua, o
valor de Vtorna-se, em virtude d’estas expressdes, em

5 3m® n_a M,uzpu
I:T[{G"A}(T;E“"F 3 ,}+

.4.((:—3)('{: +m3{ﬂpn)]+n sives HE

A quantidade D compor-se-ha de duas series muito con-
vergentes, uma relativa & acglio do sol, e outra 4 acclo da
lua, Para simplificar o calculo de D, consideraremos a terra
como um espheroide, coberto em grande parte de uma ca-
mada fluida — em equilibrio, quando se attende unicamente
& gravidade e a forca centrifuga— e usaremos da formula
conhecida que diz respeito s attracgdes d'estes corpos1.

Supponhamos que o raio r, cuja origem é no centro

' Lapl.— Mée. Cél., Prim, part., Liv. Il
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de gravidade da terra, pertence a um ponto da sua super-
ficie, cuja longitude & v e cuja latitude ¢é w; designemos
por r' o raio medio da terra; e fagamos

r=r'(1+4+¥3+ Y3+ Vi+ete.),

sendo ¥; uma funcgiio racional, inteira e do grao i das tres
quantidades cosu, senusenv, senucosv, que satisfaz &
equacio &s differencas parciaes !

dY;
d.senudu l da'Y;
st gasbyl ¥;=0.
o + e ——i(i4-1) V=
. Supponhamos tambem o centro do sol situado no pro-
longamento de r, de forma que seja

z'==§sen u sen v, y'=4§sen u cosv, z'=§cos u.

Finalmente designemos por M a massa da terra e por
L a razdo da forca centrifuga para a gravidade no equa-
dor; segundo a formula citada, teremos

MEs MEPE & g, o 4
V= —E-+T-[§1(cos u—-§)+ Ve -

+ : l’s—+—— Yi+ eth

para a parte de V relativa 4 acglio do sol

¢ Lapl.—Mécan. Cél., Prém. Part., liv. [0,

e
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Se no primeiro valor de | em serie pozermos, em logar
de &',y , #/, seus valores, e o compararmos depois com este

ultimo, acharemos

1
E{-’isen“u sen'v—1)Sz"dm +

g % 8 i : :
3 (3sen’u cos'v—1) Sy dm+ 3 (3cos*u—1)8z"dm =

ik 1 .
o o g2 ¢ Sy s : # -
=My El(cus u 3)+11J. oo (12
’ -
MLy ¢ r/i=3 :
D= 3 f_l":l+‘§'1’i+- . +E;_—.; Yi+...)

A parte de D relativa & acglio da lua deduz-se d’esta
ultima formula mudando L e § em L' e &', e supponde que
os angulos u e v correspondem & direcedo do raio vector
d’aquelle astro.

Se a terra fosse elliptica, as quantidades ¥3, ¥y e se-
guintes seriam nullas, e a expressio do raio variavel con-
teria unicamente a quantidade ¥3'; e como todas as medi-
das que se tém feito dos grdos e do pendulo? se afastam
muito pouco d’esta hypothese, deve concluir-se que F3,

! Lapl.— Mécan. Cél. loco citato.
2 Puissant.— Trait. de Géod. liv. VI,
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¥, ete., ou sio eguaes a zero, ou, pelo menos, muito pe-
quenas quantidades em relagio a ¥s. Demais entram em
V multiplicadas mais uma vez, mais duas vezes, etc. do que
¥3, pela parallaxe do sol ou da lua. Por ambas estas ra-
zbes se vé que a parte D da formula (11) seré4 muito pe-
quena em relaglio & outra parte que depende de (C—A)
e ((—B), a qual constituird muito approximadamente o
valor total de V. Entretanto, para maior exactiddo, conser-
varemos a parte D reduzida ao primeiro termo.
Considerando a terra como um solido de revolugdo, a
quantidade ¥y, que este termo contem, tera por expressio

=i'
I

i | z'0
¥: _,p(__, L Y e FEE L] T ——
B g cot— cnsu) P(Er‘ﬁ 3

sendo P uma constante dependente da differenga de acha-
tamento dos dois hemispherios, que devemos suppor muito
pouco consideravel em relagio ao achatamento medio.
Faga-se alem d'isto

sendo ¢ uma quantidade que differe muito pouco da uni-
dade, segundo as observa¢des. Formando as partes de D
relativas as acgdes do sol e da lua; eliminando as massas
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L e L', como precedentemente, e a massa M por meio
d’esta ultima expressiio, teremos

¥ rJ'P?st 5,.1?9,; 'Pfa 113
D= Cn P»(—s‘- T +~T—

1181
s . (13)
Este valor de D sera sufficiente, em geral, para o fim
que nos propomos; ndo contem sendo polencias impares
de z' e z", e conteria potencias similhantes de &/, =", ¥/,
y", se quizesse attender-se & nlio-symetria da terra em volta
do seu eixo. Os termos, que d'esta consideragdo resulta-
riam para D, ndo tém influencia sensivel no movimento da
terra.
O valor mais geral de ¥ é da forma

]

1 :
Yo=—u| ¢ o cus"‘u) +a'sen’ucos 20+a''senusen 2o+

+a'""sen2ucosv+4-a'¥ sen2usenv;

sendo a, ', a”, &', @' cinco coefficientes constantes. Sub-
stituindo esta expressio na equacio (12), acha-se primeiro

x” ﬂ' m”' ". alv =) .
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o que provem de serem eixos principaes as rectas d'onde
siio contados os angulos w e v. Exprimindo depois os in-
tegraes que esta equagiio encerra por meio dos momentos
d'inercia A, B, C, acharemos que ella pode escrever-se
assim

3 1 o, B
$(20—4— B)(5 —cos u)+ (A Bysen‘ucosZv=

=Mr"(a— % X) (;.l — cus‘u) + Mrasen*ucos2e,

que se decompora nas duas seguintes:

A—B= %Mrﬂu'.

: & 1
—— —B=--u— b (. —.x !
9.-6 A 3:’!!' (ﬂ ) )l
ou, em virtude da expressdo precedente de C,

&
A__ — Lt 1 T
B 3Mr o', c 3 )

0 achatamento de um meridiano qualquer resultante do
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valor de F; tera por expressio a--a'cos2v. Segundo as
observagdes do pendulo, ¢ sensivelmente o mesmo para todos
os meridianos; e portanto «’ deve ser muito pequeno em

: 1. i
relacio a «, e tambem relativamente a a— 3 L. A diffe-

renga B—A4 é, por conseguinte, muito pequena em relaciio
# 2 0—A—B, e relativamente a C—A4 e a C—B.

Posto isto, designemos por &, y/, 3, as tres coordenadas
rectangulares do centro do sol, relativas a eixos tirados
pelo centro da terra segundo direcgdes fixas ; tomemos para
eixo dos &' a recta d’onde se contam os §, e para eixo dos
s/ a recta perpendicular ao plano d'este angulo; teremos
entre estas coordenadas e as primitivas as relagdes

T'=az/+a'y/+a"s/, y=ba/+by,' bz,
g'=cx/+cy' | "3,

sendo a, a', a”, b, b/, b, ¢, ¢, ¢" dadas em funcgio de P
v e 6 pelas formulas que j& citamos !.

Da mesma maneira achariamos 2", ', 5", substituindo
nas expressdes precedentesx/, y , 3,/ por as coordenadas ana-
logas do centro da lua, que representaremos por =, y" 5"

Considerando os valores de ¢, ¢, § dados pelas formu-
las (8), € facil ver que as partes de =", y*, 57, 2/, e das
quantidades analogas relativas & lua, que dependem da pri-
meira potencia de e, s6 conterfio potencias impares de
nt+l; succederd o mesmo a respeito da parte de V, linear
em relaglo a [ e f', resultante das formulas (11) e (13)

Parte 1.* cap. 1.°, I,
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portanto os valores correspondentes de a e — so conte-

df
riio termos de curto periodo, Assim, ndo attendendo aos
termos que tem [ ou [' por factor, as equagdes (9) redu-
zem-se nesta primeira approximaclo a

df=0, df=0;

e porlanto as quantidades [ e [’ sbo constantes, abstrahindo
Jdos termos insensiveis, cujo periodo ¢ de um dia ou de um
submultiplo do dia.

Dissemos acima que os termos que resultariam para D
da consideragho da ndo-symetria da terra em volta do seu
eixo slio insensiveis. Vejamos como assim é.

Se tivessemos attendido aquella circumstancia, entrariam
em D potencias impares de o' & y y", que dariam logar
a termos independentes de nt+1, entre os de primeira or-
dem em relagio a e. Seja K senu cosv um dos termos de
¥y devidos a esta causa, sendo K um coefliciente constante,
muito pequeno em relacio ao achatamento da terra. A
parte correspondente de 1" serd

spla’ s‘.".:r:")

m* K| ——+ —=—
Cn Kt. 35 + 3'5
fazendo, por abreviar.

5 r be:r
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segundo as quantidades que entram em s e s, podemos
avalial-as com sufficiente approximagio em

354'*_—0'0001 ' 3’—_--6. ' .

Pondo por 2’ e 2 os seus valores, depois de ter substi-
tuido nelles os de g, §, 6, acharemos que a parte de V' li-
near em [ e [, e independente do angulo nt—1, se com-
pora de termos da forma

2

Cm*K
—':— [s(Nf+N'f")cos(abnt— vi—e )+

+4¢(0f+ O’f‘)coﬁ(qu— Vii—d) |;

sendo os coefficientes constantes N N, 0, @, fracgies
pouco consideraveis, por causa dos factores a ou b que en-
cerram; e designando tambem v, v/, ¢, e ¢’ constantes dadas,
sendo v't proveniente do movimento do sol, e vt do da lua.

Fazendo féra dos cosenos A=—=B=0, e abn=m, o que
é sufficientemente exacto, a primeira das equagdes (9) dara

df=—[sN'cos(abnt—t— ¢,)+
+'Q'cos(abnt—v't—c')| Kmndt,

¢, integrando,

W=—=001

[=Kn [——ib——N’sen(ubm—w—vc)—l-

/

s'm
= 5——— 'sen (abnt—"t—¢')

W'—abn
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O valor de f, dado pela segunda das equagdes (9), dedu-
zir-se-ha do de f mudando o signal, e pondo N e Q em lo-
gar de N’ e Q'. Bastara pois examinar o valor de [,

O divisor v—abn terd o minimo valor quando vt for o
medio movimento do sol; serh entdo proximamente egual

m
a —7— , e teremos

——< 0,001.

y=—=qun

Se vt é o medio movimento da lua, ou 13 vezes o do
sol, teremos -tambem

§m 1
J—abn 120

Esta ultima quantidade sera proximamente 12 vezes
maior quanto v'¢ for o medio movimento do perigeo ou do
nodo da lua; mas neste caso o coefficiente ', pelo qual
ella estd multiplicada, tera por factor a excentricidade ou
a inclinagdio da orbita lunar sobre a ecliptica. Tudo isto,
junctamente com a circumstancia de ser K uma quantidade

muito pequena, nos faz ver que a relaciio L, resultante da
n
formula precedente, serd sempre uma fracgo insensivel.

0 mesmo diriamos deﬁ; e por tanto a ndo-symetria da
n
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terra em torno do seu eixo ndio fard variar sensivelmente
as quantidades [ e . '

Querendo conhecer as desegualdades seculares que po-
dem affectar os valores de f e [*, deveremos conservar nos
segundos membros das equacdes (9) os termos dependen-
tes das primeiras potencias d’estas quantidades, e cujos
coefficientes sio independentes ndo s6 de nt—I, mas tam-
bem do angulo ab (nt-c¢), dos medios movimentos do sol
e da lua, e dos do perigeo e do nodo da orbita lunar, po-
dendo por tanto considerar-se como constantes, Visto que
08 termos que contém n independentemente de nt nos va-
lores de g, ¢, 0 tem por factor e, o mesmo succeders a res-

: dv {
peito de 7’ © Por canseguinte os segundos termos das for-

mulas (9) serio da segunda ordem em relagdo a f e f/,
e como taes deverdo ser despresados. Conservaremos pois
sémente os primeiros, que dependem da parte de V, em
que entra o quadrado de e.

Para a obter, tomemos o plano da ecliptica em uma
epocha determinada para plano dos @'y, sobre o qual se
conta o angulo {; despresemos a excentricidade da orhita
solar, e representemos por v’ a longitude do sol contada da
mesma origem que ¢, mas em sentido contrario a este an-
gulo; teremos

d=p, x/=gpcosv’, y/=psenr’, z'=0:

d’onde resultam as formulas
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o' =p[sen(v' 4 §)cosbsengy+ cos(v' 4-¢)cosg],

i =¢[sen(v'-+) coslcosg—cos(v' - )seng ,

s'==psen(v'+§)senli;

nas quaes v/ serd a longitude do sol contada do node
descendente do equador. Despresando os termos dependen-
tes d’este angulo, as potencias impares de z', que entram
na formula (13), serdio nullas.

Substituindo po valor de 2%, resultante d’esta considera-
¢hio, os valores de 6 e g; despresando as potencias de e su-
periores & segunda, assim como os lermos dependentes de
angulo ab (nt-c); teremos

=

—;HF" [cos*ycos® (nt—-1)+sen” (nt+-T) ] —

il bt R
e heos™y+ 3 k*cos2y+-.
!

~+[W'(1-+cos™y)—2kk'cos’y Jsen2(ni+I) +

H+—(k“ws“-r-;-ﬁcm’7— ; k*cos2y) cos2 (nt—-1) f:




s
¢ leremos, ao mesmo tempo,

1

he= o, [B(C—4)  A(C— B)— C(B— A)cos2(ni+ 1),

h'=— B-—SH;—A sen2(ni—+1),

k"=%z[B(L'—A)+A{C—BJ+C(B-"—A Jeos2(ni-+ D),
- Eéi [B(C—4) + A(C—B)—C(B—A)cos2(nt-+ I].

kb 3
ki = 27 [ B(C—4) + A(C— B) |sen2(nt+-1).

Por meio de todos estes valores acha-se finalmente

__ A(C—B)pe"sen’y
el 8C*n*

z:}

¥

supprimindo a parte independente de e, que desappareceria
pelas differenciacdes relativas a f e [, e despresando os
termos dependentes de nt—4-I. Do mesmo modo acharia-
mos

.  B(C—A)"e*sen’y

S 8C*n* \
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Despresando a excentricidade e a inclinagio da orbita
lunar, os valores de ' e y' deduzir-se-hdo dos prece-
dentes mudando p em ¢'; a ordenada z" serd nulla, assim
como z', e portanto tambem o seré o valor de D dado pela
formula (13). Em virtude da equacdo (11), teremos por
tanto

3m*(14-w)sen’y

Ve T

(4+B)(C—4)(C—B)([*+").

As equagdes (9) tornam-se, por conseguinte, em

df=—-Amf'd{. df::Amfdl.

fazendo, por abreviar,

3m (A+B)(C—A4)(C—B) :
A=t oo 1BC (1+w)sen®y:
e se designarmos por E e F duas constantes arbitrarias,
teremos, integrando,

f—_—ﬂEcos(Aml+F}. f=nEsen(Amt+F).

Segundo os dados que temos a respeito das quantidades
que entram em A, o periodo d’estas desegualdades secu-
lares de f ef’ é superior a cem milhdes de annos; se fos-
sem sensiveis, seriam as mais vagarosas de todas aquellas
que conhecemos.
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Os valores correspondentes de ps 4, r, dados pelas equa-
coes (4) e (6), serfo

p==na E::usiabut——n mi—F),

g==nbEsen(abnt —Amt—F),

(2C—A—B)E*

r=ni i 'ic p
(B—A\E*
_;__‘.q_rgig. cnsﬂ(abﬂt—Am!—-—F} A

O periodo dos valores de p e g serd pois inferior a um
anno. Designando por A a distancia angular do eixo de ro-
taglio ao do maior momento de inercia, teremos

sﬂmzv Tp—ﬁ:—q-‘-=“E'
Prgatr

despresando o cubo de E, e observando que_as quantidades
a e b sdo pouco mais ou menos eguaes. O polo de rotagio
descreveria portanto cada anno & superficie da terra um
circulo de raio egual a aZ, sendo o da terra tomado para
unidade; ora a observacao ainda nio fez reconhecer variacio
alguma sensivel na latitude de um mesmo logar, d’onde se

L
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pode concluir que o angulo aE é extremamente pequeno,
e inferior a um segundo. :

De quanto deixamos dito pode tirar-se a conclusdio se-
guinte:

A accdo do sol e da lua sobre o espheroide terrestre
ndo produz deslocamento algum dos polos de rotagio 4 su-
perficie do globo, e o eixo instantaneo coincide sempre com
o do menor momento de inercia; d'onde resulta que a lon-
gitude e latitude de cada logar sdo invariaveis.

Podia chegar-se a0 mesmo resultado por um caminho
mais simples, mas que ndo deixa conhecer tao bem o papel
que os dois astros, o sol e a lua, representam no pheno-
meno que estudamos.

J4 vimos que o seno do angulo, que o eixo instantaneo
de rotaclio forma com o terceiro eixo principal, é dado pela
f 2z 2z
exprelssﬂo \/ F%'%ﬁ e portanto as quantidades p e g
sio da ordem das forgas perturbadoras.

A equago (10), como € & o maior dos tres momentos
de inercia, mostra, como ji dissemos, que serd sempre

p<ae, q<be.

Sem a acgio das forcas perturbadoras a constante ¢ seria
completamente insensivel; tracta-se agora de provar que a
acglio d’estas forgas ndio introduz na sua expressio des-
egualdades seculares que possam tornar-se consideraveis
ao fim de muito tempo, e que, portanto, as quantidades
p e ¢ serdo sempre, como hoje, insensivels.
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Differenciando a expressio (10), e substituindo por dh
e di seus valores dados pelas formulas (3), teremos

i gl ik g
Ty L e T
ede Thab\ Cd !.:ﬂdy ) (14)

Despresando as quantidades de segunda ordem em re-
laglio 4s forcas perturbadoras e considerando V como funecio
dada das variaveis % ¥, 9, bastard na equagio precedente
substituir em ¥, que ¢ ji de primeira ordem, em logar de
?» ¥, 0 seus valores independentes das forgas pertarbadoras.
Fazendo isto, e attendendo s relagdes, que facilmente se
obteriam ainda por esta considerago,

dVv dv dV
—_—— ‘.: ‘.
dg de ndt i

a equagio precedente torna-se em

.

i dVv
—_— V. — | =0,
ede 15 b(Cd _C"d'nm) 0

observando que d'V representa a differencial de ¥, que se
obtem quando se faz variar unicamente o tempo ¢, que é
introduzido pela substituicao do valor de 9, isto &, que esth
multiplicado por n, pois que nesta primeira approximacio
se podem considerar ¢ e § como constantes.
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