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A MEUS PAIS







Resumindo neste pequeno volume os trabalhos mais
importantes de Cauchy, Dirichlet, Riemann, Darboux
e Lebesgue sdbre as diferentes generalizagdes do con-
ceito de integral definido, nunca poderiamos esquecer
o notdvel estudo que o eminente professor Bruno de
Cabedo consagrou a éste assunto.

Nao se trata apenas, porém, de homenagear o Mestre
que, pelo seu vasto talento, convertia em admiradores
entusidstas os seus discipulos estudiosos: Nos estamos
absolutamente convencido de que, neste capitulo da
Andlise, os trabalhos do nosso compatriota sebrelevam
em larga escala a obra de alguns festejados aulores
estranjeiros. Ao dever moral, junta-se, pois, aqui a
obrigagdo intelectual.

Hid ainda, porém, uma outra finalidade que 86 por
8i justificaria o desenvolvimento que demos aos tra-
balhos de Bruno.




Vivendo numa época de estiolador pessimismo, jul-
gamos conveniente proporcionar aos admiradores do
nosso saudoso Mestre uma boa oportunidade para, com-
pletando a nossa tentative de eotejo e praticando-a
noutros dominios da Andlise, darem aos estudantes
portugueses o estimulo dum econfronto extremamente
lisongeiro para a nossa sciéneia.

Para o bom entendimento dos trabalhos expostos
neste livro, deverd o leitor, passando os olhos pela In-
trodugdo, recordar sumariamente os resul'ados mais
elementares da teoria dos conjuntos.

Coimbra, mato de 1924,




INTRODUCAO

CAPITULO 1

Principios gerais da teoria dos conjuntos

§1°

Definigdo de conjunto

L. A ideia de conjunto intervém na Andlise com a
mesma significagdo que se Jhe atribui na conversacio
quotidiana. Quando se afirma que um conjunto de eir-
cunstincias impediu a realizagio déste ou daquele acon-
tecimento, emprega-se uma expressio simbdlica, relativa,
sem divida, a mais do que uma circunstincia, mas sem
nenhum cardcter de individuacdo. Hi, evidentemente,
alusdo a tddas circunstancias que influiram em determ1-
nado sentido, mas, ao mesmo tempo, por mais diversas
que elas sejam, s6 uma propriedade comum interessa a
pessoa que fala: tédas se manifestaram no mesmo sen-
tido. Eis porque objectos de natureza véria podem for-
mar conjunto, para o que basta, como acabamos de ver,
& cousideragdo de uma propriedade que a todos éles per-
tenga.

Em Andlise matemitica, os objectos, os componentes de
um conjunto siio, em regra, niimeros, letras, pontos, linhas,

superficies, etc., on combinagdes metédicas déstes seres.
1




Uma letra, um ponto, etc., que faz parte de um con--
junto é um elemento désse conjunto.

Assim, qualquer niimero inteiro é um elemento do con-
junto dos ndmeros inteiros; um nimero par é um ele-
mento do conjunto dos nimeros pares.

§.2°

Conjuntos numeraveis
L]

2. Nestes exemplos, nio ¢ dificil o reconhecimento das
propriedades que caracterizam os elementos do conjunto,
porque todos nds sabemos distingunir um namero inteiro
de gualquer outro ser de diversa natureza, e 0 mesmo se
pode repetir a propésito dos niimeros pares. Além disso,
qualquer dos conjuntos considerados & susceptivel de se
apresentar sob uma forma notdvel, que deixa no nosso
espirito uma impressio deveras caracterist_&cr}. T

De facto, os elementos do segundo podem escrever-se
numa linha horizontal, de maneira que entre trés conse-
cutivos a, b, ¢, exista uma relagio da forma

a<b<e.

Déste modo, se tormarmos para ponto arbitrario de re-
ferénecia um elemento @, nds verificamos que o vigésimo
Ingar & direita de a é ocupado pelo nimero a + 40, e o lu-
gar simétrico da esquerda pelo nimero a—40. Por outras
palavras: conhecemos o elemento que ocupa um lugar
qualquer, préviamente indicado, pelo niimero de casas que
o separam da origem ou ponto de referéncia.

Se, por convengio, as casas do lado direito forem re-
presentadas pelos seus ntmeros de ordem, e as correspon-
dentes da esquerda indicadas pelos mesmos nimeros




precedidos do sinal —, poderemos escrever
(IJ bn=a + 2n

onde b, ¢ o elemento que ocupa a casa #. O elemento &
é o niimero a, e nenhum outro niimero par escapa a esta
representagio: O conjunto dos wimeros pares é inteira-
mente conhecido.

Um conjunto cujos elementos se representam indistin-
tamente por c é indicado pelo simbolo (¢).

3. A férmula (1) permite opor a cada elemento do
conjunto (b,), um ndmero inteiro: o seu indice n, e vice-
-versa, 0 que nos mostra a possibilidade de se estabelecer
uma correspondéncia univoca e reciproca entre os elementos
de (b,) e 0s elementos n do conjunto (») dos ntmeros in-
teiros.

Dados dois conjuntos quaisquer () e (b), sempre que
entre os seus elementos seja possivel estabelecer uma
correspondéncia dessa natureza, dir-se hd que (a) e (b)
tém a mesma poténcia(t).

Esta expressiio, cujo significado é meramente conven-
cional, nada nos dird pela andlise dos seus termos: mas,
integralmente apreendida, reconhece-se que ela envolve
uma generalizagdo da ideia de nimero.

Efectivamente, se é finito o nimero de elementos dos
dois conjuntos, a correspondéncia definida sé é possivel
quando, de um lado e do outro, os elementos sejam em
igual nimero.

Como era de prever, relagdes hi que nido subsistem ao
lado da igualdade de poténcias. K o que se verifica nos
dois exemplos que estudamos: o conjunto dos nimeros

(') A nogdo de poténcia deve-se a Cantor,
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pares, parte do coujunto dos nimeros inteiros, possui a
mesma poténcia que o todo.

Em compensagiio, subsistem muitas propriedades fun-
damentais. Assim, por exemplo, se (a) e (b) tiverem a
mesma poténcia e o mesmo se der com (b) e (¢), sio ainda
iguais as poténcias de (a) e (c).

4. Os conjuntos dotades da poténcia do conjunto dos
nimeros inteiros dizem-se numerdveis. Representam-se,
em regra, pelos simbolos (a,), (5,), ete.

Sdo, pois, numerdveis os conjuntos dos elementos de
uma sucessio, das poténcias sucessivas de um nimero,
ete. 4 ~4

Os nimeros racionais formam também um conjunto
numeréavel, como se verd daqui a pouco. Sendo evidente
que o conjunto dos nimeros pares tem a mesma poténcia
que o conjunto dos nimeros impares, vemos que é nume-
rdvel um conjunto que se decompde em dois outros nu-
merdveis ou, portanto, em qualquer nimero de conjuntos
nestas condigdes. Bastaria, com efsito, opor os elementos
de um dos conjuntos aos nimeros pares e os do outro
a0os numeros impares, para que ficasse estabelecida a
correspondéncia biunivoca entre os elementos do conjunto
proposto e os nimeros inteiros.

Opondo os ntimeros impares positivos aos niimeros pares
negativos, reconhece-se que ¢ numerivel o conjunto dos
inteiros positivos.

5. Mostremos agora que é numerdvel um conjunto
(@m, ), cujos elementos dependem de dois indices repre-
sentativos de numeros inteiros positivos ou nulos.

Escrevamos

ag,o=by, ajo=>ba, a,1=0b; ... ap,n=b,, Sk




onde

(m—+n) [m-l—n—%
ol g

5  FRL

Desta maneira, os elementos a,, , podem considerar-se
grupados, distinguindo-se os grupos pelo valor da soma
m+n que lhes diz respeito. Dentro do grupo correspon-
dente ao inteiro m -+ n, o elemento a,, , ocupa o lugar de
ordem n- 1, se, em cada grupo, #sses elementos forem
dispostos segundo a ordem crescente do segundo indice.

Vé-se assim que a diferencga

w—(n+1)
.

deve ser ignal ao nimero de elementos @, o encorporados
nos grupos anteriores, o que & facilmente verificdvel.

Logo, a cada elemento a,, , corresponde um elemento
by de certo conjunto numerdvel,

Reciprocamente, dado o elemento 3., subtraia-se de
w—1 a maior soma da forma

O41+248+4.00 41

contida nesse numero e tal que o resultado n dessa ope-
ragdp seja positivo ou nulo. Pondo [ —n=m, o elemento
@u,n pode considerar-se correspondente de b, visto as
operagdes precedentes serem univocas (1).

Logo, em virtude de uma observagiio anterior, recon-
hece-se que o conjunto proposto é ainda numerivel, no
caso em que os indices possam tomar valores negativos.

(1) Adiante se verd que um ntimero ilimitado de elementos, perten-
centes 4 um conjunto numerivel, forma um conjunto numerdvel, o que
torna dispensdvel a segunda parte desta demonstragdo.




Do mesmo modo se via que é numerdvel o conjunto
(am, », ... 1), cujos elementos se determinam atribuindo va-
lores inteiros a k indices m,n, ...s.

6. Se os elementos de (a) fizerem parte de (b,) e forem
em nimero ilimitado (), (a) é numerdvel.

Supondo, com efeito, representados sdbre uma linha ho-
rizontal os elementos b, (?), designe-se por a, o primeiro
elemento de (a) que se encontra a partir de bs, por a3 o
seguinte, ete. E evidente, em virtude de ser ilimitado o
nimero dos elementos de a, que a cada inteiro positivo
ficard correspondendo um elemento de (a), e reciproca-
mente. . Aplicando esta doutrina a (au,,), vé-se que éste
conjunto ¢ ainda numerdivel no caso’em que m e n nio
possam assumir certos valores, contanto que seja ilimi-
tado o nimero de inteiros que uma, pelo menos, destas
letras possa representar.

Este resultado é manifestamente extensivel ao conjunto
(@, w, ... s)

Como os niimeros racionais podem representar-se por
melo de um simbolo da forma @, »:

vé-se que, muito embora a n se nio possa atribuir o valor
zero e se excluam certas combina¢des de indices condu-
centes ao mesmo resultado, o conjunto dos niimeros racio-
nais ¢ numerdvel.

(1) Quando assim nifo fér, o conjumio diz-se finito,

(*) E indtil considerar, como ji se disse, o caso em gue n pode tomar
valores negativos,




7. Se os elementos de um conjunto numerivel (a,) séo
gles mesmos conjuntos numerdveis (') de elementos by, o
conjunto formado por todos os elementos b, que fazem
parte dos diferentes a, é também numerdvel.

Com efeito, um elemento déste Wltimo conjunto figura
em determinado @, ocupando a dentro déste conjunto
um certo lugar de ordem k, e ¢ evidente que poderemos
sempre inequivocamente determind-lo por meio de dois
indices n e k escritos em ordem convencional, e recipro-
camente. Logo, o conjunto proposto ¢ numerdvel.

8. O conjunto dos nimeros algébricos é da forma (ty)-

Recordemos que os niimeros algébricos sio as raizes
das equagdes inteiras com coeficientes inteiros. Um ni-
mero algébrico é de ordem m, se » é o menor dos graus
das equagdes inteiras a que éle satisfaz.

Como uma equa¢io de ordem n ¢ determinada pelos
coeficientes ag, @i, ... a,, de %, ", ... z%, os niimeros
algébricos de ordem n ficam determinados por meio dos
indices ag, ai, ... ay © de um outro que indique o lugar
relativo das raizes (primeira, segunda, etc.) da mesma
equagiio, e formam, por isso, um conjunto numerdvel (Cy).

Logo, a totalidade dos elementos de

(Ch), (Gy), .-+ (Ca)y v oe

isto é a totalidade dos nimeros algébricos, forma um con-
junto numerdvel.

(1) Ou finitos.




§ 3.

Conjuntos continuos

9. Todos os conjuntos sio numerdveis?

Eis uma pregunta a que é ficil responder. H4 con-
juntos que nio sdo numerdiveis, e & facil comprovi-lo.

Tomemos o conjunto de todo os ndémeros compreen-
didos entre zero e um (), e suponhamos que, por um pro-

cesso gualquer, dispomos, sem omissdes, ésses niimeros
na sucessio

bh bl, ) b._ *an

De um modo geral, teremos

?fs=0, Hl T2 e Oy,

0 que nos mostra ser igual a «; ; algarismo de ordem i o
que figura na mantissa de &,
Logo, pondo o, == &, ,, 0 nimero

i |

D> et i

nao faz parte de (,) e pertence ao intervalo considerado,
0 que nos mostra a impossibilidade de efactuar a cons-
trugio admitida. Os nimeros do intervalo (0, 1) nio for-
mam, pois, um conjunto numerdvel,

Como os nimeros algébricos désse intervalo formam
um conjunto numerdvel, segne-se que eristem nimeros ndo
algébricos. Sio o0s mimeros transcendentes. Caracteriza-os

(') Destas consideragdes podem excluir-se os nimeros racionais V,
. Tannery, Introduction & la Theorie des Fouctions.




0 facto de ndo serem raizes de nenhumas equacdes racionais
inteiras, de coeficientes inteiros (ou racionais).

Eles formam um conjunto ndo numerdvel. Resulta do
que acaba de dizer-se que do intervalo (0,1) podem ti-
rar-se muitos conjuntos numerdveis, mas nio se pode
proceder inversamente. A poténcia do conjunto zero-
-um [ednjunto (u)] nio & igual a de (5,): & maior.

A (u) e aos conjuntos da mesma poténcia'dd-se o nome de
conjuntos continuos. A sua poténcia é a poténcia do con-
tinuo.

10. Representando por
C(a b ...)

(@+®)+(e)+..

o0 conjunto formado pelos elementos de

on

{3 PR L) PR
. Temos
0(‘1! b: c}"’(ﬂ)—l" C{bJ ':Jl
C (a, b)=(a)+ @)

0 que nos mostra serem ignais as poténcias de C (a, b, ¢)
e C(a, b), quando (b) e (¢) sejam numeriveis. Vé-se,
assim, que a poténcia de um conjunto ndio é alterada
pela supressio de um conjunto numerdvel, seguindo-se
daqui que o conjunto dos mimeros transcendentes do intervalo
zero —um ¢ econtinuo.

11. E, de resto, ficil a generalizagiio déstes resultados.
Por exemplo, a férmula

z=a+u(b—a)
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faz corresponder um elemento de (x) a cada néimero do
intervalo (a, b), e vice-versa.

Além disso, um conjunto numerdvel (b,) cujos elementos sdo
conjuntos continuos de elementos ¢ é ainda uwm conjunto con-
tinuo.

Dividamos, com efeito, o intervalo (0, 1) em duas partes

ignais, subdividamos depois o intervalo (%: 1) do mesmo

modo, e assim sucessivamente. Os intervalos em gue o
proposto se decompds formam um conjunto numerivel.

A cada elemento b, podemos opor um intervalo, cujos
néimeros formam um conjunto continuo. Fazendo cor-
responder aos elementos constituidos de b, os nimeros
désse intervalo, temos demonstrado a proposigio en-
nunciada. ;

Assim o conjunto de todos os niimeros reais ¢ wm con-
tinuo, como facilmente se reconhece, notando que éle ¢
formado pelos dois intervalos

hN e (_.2’_'1}1 {"_ 1:- 0)‘1 {01 1:': ':1: 2.]1 e

12. Marcando sobre uma recta um ponto de referéncia
o0, ® fazendo corresponder a cada um dos seus pontos o
némero que exprime a distincia que o separa da origem;
trocando em seguida o sinal aos niimeros relativos aos
pontos de uma das semi-rectas de origem o, — vé-se que
a doutrina expendida a propdsito de conjuntos de nimeros
é também aplicdvel a conjuntos de pontos colineares.

Por exemplo, os pontos de um segmento rectilineo for-
mam um conjunto continuo.

13. Um comjunto continuo cujos elementos sdo conjuntos
continuos de elementos é ainda um conjunto continuo.
Pelos pontos de abeissa irracional do segmento 0—1
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do eixo o # tirem-se paralelas a o y, e limitem-se estas
rectas nos pontos de ordenada um (!). Estes segmentos
formam um conjunto-continuo. Os pontos de ordenada
irracional de cada um déles formam também um conjunto
andlogo. Logo, os pontos do plano x o y, cujas coorde-
nadas sio simultineamente irracionais e, além disso, in-
feriores 4 unidade, formam um conjunto econtinuo de
conjuntos continuos (de pontos). Se z e y sdo as cocrde-
nadas de um ponto déste conjunto x e y podem escrever-se
sob a forma
ke

“t ot =

agat...
e nés a éste par de nimeros poderemos opor, por exemplo,
0 ntmero

z=— 2
. i
ey b= 1
2 s
H+,Bi—i—...

representativo de um ponto de abeissa irracional do seg-
mento 0—1 do eixo dos 0 #. Reciprocamente da fracgio
continua, ilimitada, que representa a abcissa de um ponto
déste segmento, poderemos deduzir dois niimeros irracio-
nais x e y, abeissa e ordenada de um ponto do conjunto
considerado.

E pois verdadeira a proposigio ennunciada, visto a cada
ponto do conjunto proposto se ter feito corresponder um
ponto no conjunto cuntinuo dos nimeros irracionais do
intervalo 0 — 1.

Demonstrando éste teorema pela consideragio de certo
conjunto particular, a conclusio a que chegimos nada

() V. Borel. Theorie des Fonctions.




12

sofre na sua generalidade, porquanto a cada elemento de
um conjunto nas condigdes do ennunciado corresponde um
elemento do conjunto construido, e reciprocamente.

Podemos, portanto, dizer que o conjunto de pontos de
uma superficie plana qualquer é continuo, e é claro que
0 mesmo se dé com o conjunto dos pontos de gualguer
espaco a trés dimensdes.

14. Em virtude do que deixamos dito, limitar-nos he-
mos, quanto possivel, ao estudo de conjuntos de pontos
de um segmento ou de nimeros reais de um intervalo.

§ 40

Conjuntos derivados e conjuntos parfeitos

15. Ponto limite de um conjunto é aquele em cyja vizi-
nhanga se encontram pontos désse conjunto.

Diz-se que - (ou—a ) é ponto limite de um conjunto,
quando os pontos déste se estendam indefinidamente ao
longo da parte positiva (ou negativa) do eixo o .

O ponto limite pode ou ndo pertencer ao conjunto. O
conjunto dos niimeros inteiros positivos admite -- o como
ponto limite, sem que &éste ponto faga parte daquele con-
junto.

As extremidades A e 5 de um segmento sdo pontos li-
mites do conjunto de pontos désse segmento. Se désse
conjunto se excluem 4 e B, estes pontos continuardio sendo
pontos limites de novo conjunto,

16. Da defini¢iio de ponto-limite resulta que, em qual-
quer intervalo que compreenda um ponto dessa natureza,
existe sempre uma infinidade de pontos do comjunto.
Efectivamente, se estes se encontrassem ai em ntimero
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limitado, um déles, aproximar-se ia do ponto limite mais
do que qualguer outro, sem que estes dois pontos dei-
xassem de ficar separados por certo intervalo z. Logo,
no intervalo 2z de centro no ponto limite ndo haveria
pontos do conjunto proposto, o que vai de encentro i
definigdo de ponto limite.

17. Teorema de Weierstrass-Bolzano. 7odo o conjunto
infinito possui, pelo menos, um ponto-limite.

Suponhamos, em primeiro lugar, que os elementos do
conjunto se podem encerrar num intervalo (a,3). Divi-
dindo a0 meio &ste intervalo, um dos intervalos parciais
contém necessariamente uma infinidade (1) de elementos.

Designando-o por (asby,) é evidente que teremos

QY=a e b;=—a;~fi on m=a%'!l e by=Ah

Se procedermos sdbre (ay, b)) da mesma maneira e re-
petirmos indefinidamente esta operagio, teremos obtido
duns sucessdes de nimeros

A2 0>, .Gy . ay
PEh S e i

que formam duas classes contiguas, porque, sendo cada
intervalo metade do precedente, teremos

b—a h—ayy d—a
LS bt R T L e e
b—a
f’u—ﬂn=—'§_~—-;

por onde se vé que serd b, — a, <3, assim como a; < b;.

(') Se os dois satisfizerem a esta condicdo, lomaremos indiferente-
mente um déles,
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Seja ¢ o nlimero de separagio destas duas classes ou,
por outras palavras, o limite comum destas sucessdes; ¢
pertence, manifestamente, ao intervalo (a,5), e é sabido,
em virtude da definigio de limite, que, por menor gue
seja 0 ntmero positivo g, entre ¢—e e ¢ 4= existem todos
o8 elementos a, e b, de indice suficientemente grande.

Logo, como o intervalo (as, b,) encerra sempre uma
infinidade de elementos do conjunto considerado, é certo
que o mesmo se hd-de dar com (¢c—¢g, ¢--¢), por menor
que seja &.

Se, por outro lado, néio for possivel encerrar os ele-
mentos do nosso conjunto num intervalo finito, é claro
que um dos pontos-}- o ou —o (ou ambos) é ponto-li-
mite do conjunto.

A proposigio é, assim, verdadeira em todos os casos.

Por consequinte é mecessariamente finito o nimero de ele-
mentos de um conjunto que ndo admite pontos-limites.

Chamando primeirvo derivado de um conjunto (c) ao conjunto
(¢') dos pontos limites de (¢), vé-se que a condigdo necessdria
e suficiente para que um conjunfo seja finito é que o seu pri-
meiro derivado (') seja nulo (ndo contenha nenhum ponto
ou numero).

18. O primeiro derivado de (¢') é o segundo derivado
(e'") de (¢), ete.

Se (¢') se reduz a um ponto ¢, (¢) é numerdvel.

Antes de mais nada registemos que ¢ finito o niimero de
elementos de (c) em qualguer intervalo onde se néo en-
contre ¢, visto ¢’ ser, por hipitese, o inico ponto limite
de (e).

Consideremos, em primeiro lugar, o caso de (c) ser in-

(') Ou simplesmente derivado.
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terior a certo intervalo (a, ) e, portanto, interior também
a um intervalo da forma (¢' —&, ¢’ - a).

Nos dois intervalos (c’—a, d——;—) " (c' -i—%, c"—l—a)
é finito o niimero de elementos de e.

Representemos o seu conjunto por (¢i). Da mesma ma-
neira, é ainda finito o nfimero désses pontos a dentro dos
; @ o a i
intervalos (c ——2- §) o (c'-f—-a-, ¢ -+-—§). Seja (e2) 0
seu conjunto. De um modo geral, representemos por (c;)
o conjunto finito de elementos de (¢) pertencentes aos in-

TR / o o P &
tvﬁl'"o"ﬂ-lﬂﬂ (ﬂ —'?,C”m)ﬁ(c £+1’G+T)-

Como o conjunto

(ea)+(ea)4- oo +(en)+- -

contém todos os pontos de (¢) (salvo ¢), é claro que (¢c) é
numerdvel. .

O estudo do caso em que ¢ é um dos niimeros a ou &
(ou + ) ndo oferece dificuldades especiais, chegando-se
naturalmente & mesma conclusio.

Estas consideragdes levam-nos a concluir que sio nu-
merdveis todos os conjuntos que admitem um -primeiro
derivado finito, visto &sses conjuntos serem decomponi-
veis num niimero finito (on numa infinidade numerdvel de
conjuntos numerdiveis).

19. Anﬁlogam&nte, se (¢") se reduz & um s6 ponto (¢"),

- =l ' {0 g
nos intervalos (c y € — '+1) c] (C -+ :—-I—l’ A )

haverd apenas um ndmero limitado de pontos de (¢), e,
pelo teorema anterior, os elementos de (¢) que ai se en-
contram formam um conjunto numerdivel,




Logo, por ser
() =(e)t(ea)t...+(ed+...,

(¢) é evidentemente numerdvel, e esta conclusio subsiste,
pelas razdes atrds apontadas, caso (¢”) seja finito.

Como éste raciocinio se pode repetir indefinidamente,
vé-se que ¢ mumerdvel todo o conjunto que admite um
derivado de ordem £ finito, ou, o que é o mesmo, um de-
rivado nulo de ordem I 4 1.

Efectivamente, duvidar da veracidade desta afirmacio
corresponde a duvidar da possibilidade de construir o
nimero k& mediante a adigio de parcelas iguais i uni-
dade.

20. Um conjunto que compreende todos os elementos
do seu derivado diz-se fechado; diz-se aberto o conjunto
que nio possui nenhum dos seus pontos limites.

Um conjunto fechado & perfeito quando ndo contém
elementos extranhos ao derivado, isto é, quando coincide
com éste,

O conjunto dos nimeros racionais nido é perfeito nem
fechado, pois que sé contém alguns dos seus pontos li-
mites (0s racionais).

O conjunto formado pelo nimero dois e pelos elementos
de (u) é fechado, mas ndo & perfeito, porque aquele in-
teiro nio faz parte do seu derivado.

O nimero dois neste tltimo exemplo é um ponto isolado
(n@o é ponto limite).

Do que acabamos de dizer depreende-se que () & per-
feito (e, portanto, fechado). Vamos prové-lo.

Viu-se na Aritmética que entre dois nfimeros racionais
existe sempre um terceiro nimero da mesma natureza, e
¢ claro que daqui resulta a prova de que &sses niimeros
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siio pontos limites de conjuntos de outros niweros ra-
cionais. Af se vin também que os nimeros irracionais
podiam calcular-se, por meio dos racionais, com uma apro-
ximagdo tdo grande quanto se desejasse, o que envolve a
ideia de que os nfimeros irracionais sdo pontos limites de
conjuntos de nimeros racionais. Logo, todos os niimeros
do intervalo O —1 [conjunto (u)] sio pontos limites, e
(«') compreende (x), Mas, por outro lado, os pontos ex-
teriores ao intervalo jé citado ndo podem ser pontos li-
mites de (u), e, entdo, por sua vez, (z) compreende (u'),
visto possuir todos os seus pontos limites.

2l. Um ponto limite de um conjunto (c) é um ponto
de condensagio déste conjunto, quando nas suas visi-
nhangas se encontra uma infinidade nio numerdvel de
elementos de (c).

Todo o comjunto que ndo contém pontos de comdensagdo
€ numerdvel,

Suponhamos que os elementos de (¢) se encontram todos
no intervalo (a, 5), e decomponhamos éste intervalo em =
partes iguais EY, em cada uma parte das quais se supri-
mirdo os pontos ¢, caso éles formem ai um conjunto
numerdvel (!). Déste modo, a cada valor de n faremos
corresponder um nimero m<n de conjuntos numerdiveis,
um conjunto numerdvel, portanto.

Suprimindo neste conjunto €, os elementos que fazem
parte de Cy, Cs, ... C4—y, obter-se hd ainda uma infini-
dade numerdvel D,.

Logo,

s B TR ; IETIRE N

& numerivel,

(!} Ou finito.
2
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Ora, nio havendo em (c) pontos de condensagio, um
ponto ¢ désse conjunto é o centro de um intervalo I
onde apenas se encontra (quando muito) uma infinidade

numerdvel de elementos de (c); e, quando for 2EV< 1,
ésse ponto fard parte de uma das divisdes EY que as-
sentam totalmente em I/, sendo entdio (se o ndo tiver
sido antes) suprimido com os restantes pontos de EJ. O
ponto considerado faz, assim, parte de D, ou de Dy,
(m<n), e teremos

(@) =Dy+Dat:ortDatsen

com o que se prova o teorema, visto todos os pontos de
(¢) pertencerem & um dos conjuntos D;.
pois evidente que todo o conjunto nio numerdvel
possui pontos de condensagio, embora possa dar-se o
caso de os nilo conter todos.
A totalidade dos pontos de condensagdo forma o nicleo N
do conjunto.

22. Suprimindo em (¢) os elementos que pertengam a
N, o conjunto resultante é numerdvel, pois nido contém.
nenhum ponto de condensagio. Logo, todo o conjunto se
resolve numa infinidade numerdvel e numa parte ou na tota-
lidade do seuw miicleo.

Os nticleos niio sio, manifestamente, nimerdveis; e um
ponto ¢ de condensagio ndo pode encontrar-se isolado
dos outros pontos congéneres.

Se, com efeito, ¢ fosse o tinico ponto de condensagdo
existente no intervalo
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o0s elementos de (¢) que ai figuram formariam nm conjunto
numeravel (!).

Os nicleos sdo pois contidos nos seus derivados.

Se, em particular, (¢) é fechado, como todo o ponto li-
mite de pontos de condensagdio é ainda um ponto dessa
natureza, o nicleo contém por sua vez o seu derivado, e
6, por isso, um conjunto perfeito. Os conjuntos fechados |
decompdem-se, portanto, num conjunto perfeito e numa infini- |
dade numerduvel.

23. Por meio de uma demonstragio andloga & do
n.° 21, poderiamos mostrar que todo o conjunto que nio
contém nenhum elemento do seu derivado é, necessaria-
mente, numerdvel.

Logo, todo o coniunto se resolve no sew derivado fou em
parte, apenas) e num conjunto uumerdvel,

g 5.0

Conjuntos perfeitos e conjuntos continuos

24. Se, por menor que seja o intervalo (z, f3) contido
em (a, b), entre « e 5 houver sempre pontos de um con-
junto (c), éste conjunto dir-se hd denso no intervalo (a, b).
Consideremos um conjunto (¢), perfeito mas nio denso no
intervalo (a, ), e seja @' um elemento extranho a (¢),
mas interior a (a, b).

Como a' é um ponto isolado, existe um intervalo (a,
@' +-¢') que nio contém elementos ¢, mas existe também
um intervalo (a', @' +4¢") onde se encontram alguns désses

(") Pode ainda observar-se que se ¢ pertence a (¢) h& necessiria-
mente nesse intervalo outros ponlos de condensagiio pertencentes do
mésmo modo a (e).
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elementos, alids, ndo havendo pontos de (¢) entre a’ e b,
considerariamos, de preferéneia, o intervalo (a, «) e nio
(a, B).

Nestas condigdes, 0s niimeros @' -} ¢, por um lado, e os
nimeros a' -+¢", por outro, formam duas classes contiguas.
Num intervalo de que o extrémo superior seja um nd-
mero da primeira, nio hé pontos de (¢); tem lugar o con-
trério, se o extrémo superior pertence & segurrda.

Seja o' +¢ o nimero de separagio destas classes, o
qual é, evidentemente, um ponto limite de (¢) e, portanto,
um elemento déste conjunto: No intervalo (@', a'4¢) 86
o extrémo superior pertence a (¢). Estabelecendo-se da

* mesma maneira a existéncia de um intervalo (a—3, a'), onde
a—J é o tnico ponto de (¢), poderemos afirmar que todos
os pontos do intervalo (a, b) que nido pertencem a (c) sdo
interiores a certos intervalos, cujos extrémos, sdmente, fazem
parte daquele conjunto.

26. As hipbteses a' =a ou a'=b nio modificam sensi-
velmente esta conclusdio: b, por exemplo, pode terminar
superiormente um intervalo em que (¢) se ndo encontra
representado e contudo ndo pertencer a éste conjunto.
Sdo duas excepgdes destituidas de importéncia.

Estes intervalos nio podem ter uma parte comum, por-
quanto ficariam existindo a dentro déles pontos de (¢).
Também ndo podem ter um extrémo comum, visto ésse
ponto, elemento de (¢), ficar désse modo isolado.

Logo, os elementos de (¢) constituem intervalos com-
pletos interiores a (a, b), intervalos contiguos de (¢)(*).!

Como os extremos inferiores déstes intervalos sido pontos
isolados, o seu conjunto é numerivel, sendo, por isso,
também numerdvel o conjunto dos intervalos contiguos.

(1) Baire. Fonctions descontinues.
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Logo, os conjuntos perfeitos, infinidades numerdveis de
conjuntos continuos, sdo conjuntos eontinuos.

Esta concluséio é absolutamente geral, porque se, (c)
fosse perfeito e denso em (a, b), (¢) coincidiria com éste
intervalo.

26. A doutrina do nimero anterior mostra como se po-
dem obter, com toda a generalidade, conjuntos perfeitos.

Basta suprimir de um dado intervalo (a, ) os pontos
interiores a uma infinidade numerdvel de intervalos sem
pontos comuns. Os pontos remanescentes formam um
conjunto continno.

x

27. Os conjuntos formados pelos pontos de uma infi-
nidade de intervalos tém dado lugar a teoremas impor-
tantes, entre os quais avulta o chamado Lema de Borel.

Consideremos uma infinidade (numerdvel ou ndo) de
intervalos I, e seja (x) o conjunto formado pelos pontos

Se (x) compreende todos os pontos do intervalo (a, b),
incluindo os extremos, é possivel, recorrendo apenas aos
pontos interiores de um nimero finito désses intervalos,
formar um conjunto (') com a propriedade de (x):

(#') compreende (a, b).

Com efeito, se nio fosse possivel, com um nimero li-
mitado de intervalos, formar um segmento que compreen-
desse (a, b), ndo seria também possivel, nas mesmas con-
digdes, encerrar uma das metades (ai, &) de (a, b), nem
uma das metades (as, bs) de (ai, b), etc. Isso equivale-
ria a afirmar a impossibilidade de encerrar num nimero
finito de intervalos / um intervalo (a,, b,) tio pegqueno
quanto se queira e que converge para um ponto ¢, in-
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terior, por hipétese, a nm dos intervalos 7, o que é, ma-
nifestamente, absurdo.
Existem, pois, certos intervalos I,

I’, I!' LR Il-]

em nimero limitado, que determinam um segmento a que
a e b sdo interiores.
A extensido total

Li+h+...+4

désses intervalos privilegiados excede, evidentemente,
b—a, donde se segne que o mesmo acontece a soma das
amplitudes de todos os intervalos I. Por outras palavras,
ndo é possivel encerrar todos os pontos de (a, b) numa fami-
lia de intérvalos de amplitude total inferior ou igual a b—a.

28. Suponhamos agora que o conjunto (x), que com-
preende (a, &), ndo é apenas formado pelos pontos inte-
riores aos intervalos , mas inclui também as extremidades
désses intervalos (caso em gue, portanto, um ponto de
(a, b) ndo & necessiriamente interior a algum désses inter-
valos). ;Que modificagdes sofre a conclusdo relativa a
amplitude total dos intervalos I?

Para abreviar, suponhamos que estes intervalos formam
uma familia numerdvel

I', f], - I‘, “ew

e aumentemos, nos dois sentidos, cada um dos intervalos I,
de um segmento igunal a

s i
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Os novos intervalos Iy, I, ... I,... tém a amplitude
total

EI,+E%=EI“—|—22

e o conjunto formado pelos pontos, que lhes sdo interiores,
compreende (a, b).
Temos, portanto,

YL +2e>b—a,
0 que exige

2L, Sb—a,

Liogo, se todos os pontos de (a, b) pertencem a uma familia
de intervalos, a amplitude total da familia ndo pode ser in-
ferior a b—a.

29. ;Mas poderi acaso ter lugar a igualdade?
A resposta é afirmativa. Construindo, com efeito, a
sucessio

a=jp, Py --- Pu
que tende para o limite a', interior a (a, b), verifica-se fa-

cilmente que ndo hd em (a, 5) nenhum ponto que ndo
pertenga a um dos intervalos

(@, b), (a, pa), (paps); ...,

cuja amplitude total é b —a.

B porém fécil estudar por completo esta questio, mos-
trando que, se a igualdade tiver lugar, hd, pelo menos,
um ponto(!) de (a, b) que, ndio sendo interior & nenhum

() Além de a e b, evidentemente.
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dos intervalos I, nido é tdo pouco extrémo comum de dois
désses intervalos.

Tudo se reduz a retomar o raciocinio do n.® 28 notando
que, visto a igualdade ter lngar, néo é possivel, com os
pontos de um namero finito désses intervalos, formar um
conjunto que compreenda (a, ). O ponto e, com efeito,
ndo pode ser interior a nenhum dos intervalos I nem
tampouco o elemento comum a dois désses intervalos.
Por outras palavras, hd, pelo menos, um ponto (') dife-
rente de a e de b, que, ndo sendo interior a nenhum dos
intervalos I, nio é também extrémo superior (ou inferior)
de nenhum désses intervalos.

Pode-se interpretar &ste resultado dizendo que é im-
possivel decompor num numero ilimitado de intervalos
parciais um intervalo (¢, b) absolutamente qualquer.

30. As consideragdes anteriores permitem demonstrar
com bastante simplicidade um teorema importante devido
a Mr. René Baire.

Seja f () uma fungéo definida em (a, 4) e 3 um ni-
mero positivo absolutamente qualquer. Se em nenhum
ponto do intervalo (a, b) a oscilagiio de f(x) excede um
namero p, & possivel decompor ésse intervalo em partes
suficientemente pequenas para que em cada uma delas
tenha lugar a desigualdade

n ; |F(@)—F")| <3+

Sabe-se que a oscilagiio p; de f () no ponto 2 é o li-

(") No exemplo anterior 8sse ponto é a’. Este nimero fecha inferior-
mente o intervalo (o, 3), mas nio fecha superiormente nenhuma das
subdivisdes.
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mite para k=0 da diferen¢a
L(x, hy—1(x, k),

entre 0s limites de f(x) num intervalo de amplitude 2% e
centro 2. Ora, se p, nunca excede p, é possivel construir
a volta de cada ponto um pequeno intervalo em que (1)
tenha lugar; porque, se assim ndo fosse, a oscilagio de
f(x) em algnm ponto havia de coinecidir com ¢+3 ou
exceder esta soma, o que vai de encontro & hipétese de
que ela nio excede p. O intervalo (a, b) encontra-se assim
coberto por uma familia de intervalos parciais, em cada
um dos quais a designaldade (1) é verificada.

Logo, em virtude do lema de Borel, é possivel encerrar
ésse intervalo no segmento determinado por um certo
ntimero de intervalos privilegiados, o que demonstra o
teorema.

Pondo p=0, obtemos o conhecido teorema de Cantor.

31. Os teoremas de Baire e Cantor sio, como é sabido,
susceptiveis de nma outra forma.

Designando, com efeito, por ¢ um numero inferior a
semi-amplitude do menor dos intervalos I correspondentes
aos pontos divisérios da decomposigio precedentemente
obtida, e inferior também & grandeza de qualquer dos in-
tervalos parciais desta decomposigio, é evidente que a
desigualdade (1) terd lugar desde que seja

| —o'| <e.
~

Porque, se ' e 2" se encontram separados por um ponto
divisério, ésses pontos pertencem, por outro lado, ao in-
tervalo I. relativo a 8sse elemento de separagdo; e nio

[V i
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hé evidentemente nenhum interésse na consideragio da
hip6tese contréria,

§ 6.°
Operacdes sbbre os conjuntos
32. As consideragdes feitas no n.* 10 envolvem uma

definigio de soma de conjuntos.
Dé-se, com efeito, 0 nome de soma dos conjuntos

(1 (@) (), ... (™),

ao conjunto (¢) formado pelos pontos que pertencem a
qualquer dos conjuntos parcelares :

(C)=(e)+(¢") +. .. =Z(c)

A soma é finita ou infinita, consoante seja ou nio li-
mitado o ntmero dos conjuntos (¢?). Em virtude desta
definicdo, a adigho de conjuntos goza, evidentemente, das
propriedades associativa e comutativa.

Os conjuntos perfeitos sdo exemplos de conjuntos somas
de infinidades numerdveis de conjuntos.

33. A diferenga enire um conjunto (¢') e outro conjunto

(¢") compreendido no primeiro é, por definigio, o con-
junto (¢) que satisfaz & condigdo

@)+ = ().

O conjunto diferenga é, pois, formado pelos elementos
de (¢') méo representados em (¢’). KEscreve-se, usual-




mente,

(¢) = (¢')—(");

e, para indicar que (¢") é contido em (¢’), emprega-se a
notagio
()< ()

No caso particular de se tratar da diferen¢a entre o
conjunto formado pelos pontos do intervalo (a, ) e um
outro conjunto (#) (compreendido nesse intervalo), o con-
junto diferen¢a toma o nome de complementar de (x) com
relagio a (@, b). Representa-se o complementar pela no-
tagdo

Csi (.‘2!] |
ou mais simplesmente,

C(x),

supondo-se déste modo, que todos os complementares sio
relativos a um intervalo invaridvel, que é inttil, portanto,
especificar. Salvo expressa indicagdo em contririo, os
conjuntos que houvermos de considerar serdo formados
por pontos do intervalo (a, b), e 6 com relagdo a éste in-
tervalo que se tomardo os seus complementares.

34. O produto dos conjuntos (1) é o conjunto (¢) for-
mado pelos pontos comuns a todos os factores (c!¥)

(€)=(c) < (") < ...=TI(e

A multiplicagio de conjunto goza, portanto, das pro-
priedades associativa e destribuitiva.

A propésito da multiplicagio de conjuntos, demonstra-
remos o importante teorema seguinte.

Se todos os conjuntos (c) forem fechados e, além disso,
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foi sempre (¢")S (efHY), o produte (¢) ndo pode ser nulo.
O teorema é evidente se i é finito. Suponhamos entdo
que se trata de uma infinidade numerdvel de conjuntos.
Tomemos em (¢') um ponto ¢y, em (¢”) um outro ponto
s, ete. Pelo teorema de Weierstrass, o conjunto

ci, o3,

admite, pelo menos, um ponto limite . Bste ponto per-
tence a todos os conjuntos ¢il, visto que é limite da su-
Cessiao

Ciy . City, .
formada por elementos do conjunto (el?).

35. A consideragdo dos complementares permite de-
duzir a multiplicagdo de conjuntos & adigdo.
Nés temos, com efeito, supondo

@) = @) =< @) >,
e(@)=c@)te(@)+...




CAPITULO I

Ideas gerais dos fins do século xvi

§1.°

Os integrais indefinidos

36. Nos fins do século xvin, quando a idea de fungéo
se tornara j& independente da possibilidade de uma re-
presentaciio analitica, integrar uma fungdo f(x) era ainda
obter uma outra fungdo F(z), de que a primeira fésse a
derivada, fungdo prima ou primeiro coeficiente diferencial (*):

F' () =f ()

A fungio F(x) tomava, indiferentemente, 0 nome de
fungdo primitiva ou integral indefinido de f(x), dando-se
também éste 1iltimo nome ao simbolo

j'f(r)d-v,

inventado por Leibnitz para a representar, indicando ao
mesmo tempo a sua relagio fundamental com f(z).
Preponderando nessa época as ideas de Lagrange sdbre
a inutilidade de se comnsiderarem fun¢des desprovidas de
representacio analitica, ninguem se ocupou do problema
da existéncia das fuugdes primitivas em geral, antes se

(1) Veja, por exemplo, Lacroix, Garnier, ete.
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langaram todos, como o haviam ji feito os geémetras an-
teriores, na descoberta de artificios que permitissem re-
verter as regras da derivagdo para tdda a classe de fungdes
representadas analiticamente. Pode afoitamente dizer-se
que, ao alvorecer do século xIX, se conheciam ji as fungdes
primitivas da maior parte das expressdes que sabemos
hoje integrar.

37. A funglo F(x), que se obtinha revertendo as re-
gras da derivagdo, néio encerrava, em geral, nenhuma
constante ligada pelo sinal + 4 expressdo analitica que
envolvia a letra «; e, quando a tivesse, suprimindo essa
constante, ndo se prejudicava a propriedade caracteristica
de fungdo. Derivon daqui uma distingdo — alids pouco
generalizada — entre integral indefinido e fun¢io primi-
tiva: esta Gltima ndo devia encerrar nenhuma constante
aditiva, reduzindo-se por isso a um integral indefinido
particular:

& Jt@d@=F@+e

« Em vista da arbitrariedade da constante ¢, via-se que
o problema da integra¢io era de uma grande indetermi-
nagio; mas muito poucos gedmetras se ocuparam da
questdo de saber se a férmula (1) comportaria tédas as
suas solugdes. Aqueles que disso curaram resolviam a
dificuldade por meio da férmula de Taylor, como ainda se
vé na tradugdo portuguesa das obras de Franceur: «O
teorema de Taylor da:

f@t+h=f@)+hy+ oy + ...

F(m+h)-F(s.~)+w+%;y'+...




das quais se tira

f@+h)—F(a+h)=Ff@) —F (=) =c;

sendo ¢ uma quantidade que ndo varia, como se v8, pela
mudanga de x em x+ A, isto é, uma quantidade constante.

Portanto, as fungbes primitivas que teem a mesma de-
rivada, ndo diferem umas das outras sendo por causa do
valor do termo constante; de scrte que daremos a um in-
tegral a forma mais geral que pode ter, ajunctando-lhe
uma constante arbitrdria».

A grande maioria, porém, dos tratadistas nido se ocupon
desta questdo, sem que se possa atribuir ésse facto & na-
tureza elementar do assunto, porque, por exemplo, La-
‘eroix (1), ao integrar um polinémio, diz que ndo junta uma
constante a cada termo por isso ser o mesmo que juntar
no fim numa sé constante.

A demonstragio de Francwur revela bem a convicgio,
muito generalizada até hd pouco, de que tdda a fungdo
tinha derivada. L& se utilizam, com efeito, as derivadas
y", y" ete. da fungdo ¥ que se integron.

§ 9.0

As ideas de Leibnitz

38. Dissemos hd pouco que Leibnitz inventara o sim-

bolo
j f(@) de

para representar qualquer fungio primitiva de f(z).

(1) Traité du Calowl Différentiel et du caleul Intégral, pig. 4.
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Demoremo-nos um momento com & histéria desta in-
vengao.

Para Leibnitz, um integral indefinido é a soma de um
ntimero ilimitado de parcelas. Leibnitz considera, com
efeito, as quantidades varidveis formadas por uma infini-
dade de acréscimos infinitamente pequenos — de diferen-
ciais — acumulados a partir de uma época determinada
(origem) até ao momento em que elas se oferecem & nossa
consideragio, momento em que a sua soma se designa pelo
nome de valor actual.

Ora as fun¢des primitivas sdo quantidades varidveis,
que devem, portanto, ser formadas daquele modo.

39. Para determinar a natureza dos acréscimos infini-
tamente pequenos & custa dos quais se forma a fungio
primitiva, Leibnitz recorre & propriedade caracteristica
desta funcdo:

=f(@).

ﬁmF(z+!2-—F(:c]

Esta ignaldade mostra-lhe, com efeito, que a diferenga
entre dois valores da fungfio primitiva, quando se torne
infinitamente pequena, é ignal ao produto de f() pelo valor,
infinitamente pequeno também, de .. Ora, é precisamente
quando a diferenga F(z -+ k) — F(x) se torna infinitamente
pequena que ela se considera diferencial de F(z), assim
como, decrescendo, k se tornara na diferencial de #. Logo,
a diferencial de J'(x), — aquilo que & preciso agregar,
somar para produzir F(z) é, precisamente, f(x) da.

Daqui, pois, o sinal f, degenerescéncia da inicial da

soma, visto que era mister somar; daqui, pois, a palavra
integral, visto que F'(x) era, realmente, constituida por
tédas as diferenciais.
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Eis aqui, parcce-nos, embora envoltas ainda em consi-
deragdes metafisicas, as ideas primordiais da teoria dos
integrais definidos, -

§3.°

Os integrais definidos

40. Na época de que nos ocupamos, o integral defi-
nido deduz-se da fangio primitiva ou integral indefinido.
Para tornar univoco o que ¢ miiltiplo, determinado o in-
determinado, comega-se por firar a origem do integral, o
que se faz atribuindo & constante arbitrdria ¢ um valor
numérico qualquer ¢. Se a é o valor de @ para o qual é

vé-se que fixar a origem do integral nio ¢ mais do que
escolher entre todas as fungdes primitivas de J (=) aguela
que se anula no ponto a.

A fungiio, déste modo determinada, nio deixa por isso
de ser um integral de f(z), e o seu valor F(x) — F(a)
deve considerar-se, segundo as ideas de Leibnitz, formado
pela soma de tédas as diferenciais de f (z), desde a origem
a (em que éle é nulo) até ao momento actual z. K por-
tanto o integral das diferenciais de a até x ou, mais sim-
plesmente, o integral de @ a x. Para precisar o seu valor
actual, basta atribuir a @ qualquer valor numérico, v. B
b: nada mais restard de varidvel, de indefinido, e o inte-
gral, que abrange agora as diferenciais desde a até b,
denominar-se hd integral definido, de a a b, de f(x) de.
Fourier representa o pelo simbolo

l'f(.c} dz,
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de modo que, por definigio, vem
-y b
(1) FO)—F(a)= | f(z)da

Os ntiimeros a e b sdo, respectivamente, o limite inferior
@ 0 limite superior do integral.

41. Os teoremas elementares relativos & soma de inte-
grais, a troca dos limites, 4 decomposi¢io do intervalo de
integragio em partes, ete., decorrem imediatamente da
formula (1), como é evidents, e havia muito eram conhe-
cidos. Nés vamos apenas demonstrar como, do teorema
da decomposi¢io do campo de integragdo, se tiravam
ainda nos fins do séeculo xvm argumentos a favor das
ideas de Leibnitz.

Pondo na férmula de Taylor

glz-t-h)—g (@ =hy -]—%}l!y”—l- sive
&=z, a |} k=[5, a igualdade resultante
¢ 1
f yde=hy(x)+g5hty (@+...
permitia dar ao integral
" "# = b
J f@de=| f@dzt | f@dat...+ |  fla)de

a expressido

» i o A o
.,.",f{'”)dx_'l-“__.“}ﬂa)'rmﬁ'! fl@)+...
+o -2 f@-0+ 2L e+ .

)
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Ora, como o segundo membro ¢ iznal a
Jla) (@ —a) + fla)) (e2—2)+ .. .+ f(@ut) (b —x0y) T 8,

designando por S a soma dos termos de segunda ordem, ter-
ceira ordem, etc., vé-se que o integral proposto sé difere de

(‘) f(d} (x’ —a)+ f{wl) (a—a2) ...+ Flaa—y) [I"" — 1)

por uma quantidade que tende para zero com as dife-
rengas r;— ri—, & medida, portanto, que os produtos

f(x) (i —aiy)

se vao converlendo em verdadeiras diferenciais. Nio se
escrevia, certamente,

S @ demf@) -+
+ @) @ =2 <o F(@rer) (b= Zas),

mas isso sO confirmava as vistas de Leibnitz: a igualdade
80 viria quando as parcelas fossem diferenciais e, por-
tanto, em nimero ilimitado.

42. Antes de terminar, transcreveremos da tradugdo
portuguesa das obras de Francwur uma Nota que se
nos afigura extremamente interessante, e vem confirmar o
que dissemos sébre a influéncia das ideas de Lagrange:

«Esta demonstragdo sé prova que o integral é a soma dos
valores da diferencial infinitamente préximos, quando entre
os limites de que se trata, a fungio z nio se torna infi-
nita. No entretanto, quando aparecem valores de z, in-
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finitos entre os correspondentes valores reais de x desde
a até b, ainda é possivel fazer passar x, desde a até b,
por valores imagindrios, para os quais ndo seja z infinito ;
e entdo ainda tem lugar o teorema, de que se trata. (Veja
A. de U'Ecole Polit. cahier 18 pag. 320)».

Efectivamente, se nio fora a expressdo analitica de
2= f(x), ; como se poderia estender o campo de existéncia
desta funcdo até ao dominio da varidvel imagindria?

43, Para fechar éste capitulo, duas palavras sibre a
questdo das dreas.

H4i ainda hoje quem pense ter sido o problema do cdl- .
culo das dreas que sugeriu aos gedmotras do século XVl
a nogdo de integral,

A nés quer-nos parecer gue, com igual fundamento, se
poderia atribuir a @sse problema a nogdo de derivada.

A opinido que, actualmente, maior aceitagdo encontra
6 a de que a questio das dreas nio teve influéncia ne-
nhuma na génese da nogdo de integral. E na idea de
fungéo derivada que se deve buscar a origem da nogéo
de intégral indefinido, indiscutivelmente anterior a de in-
tegral definido (*).

(1) L'application la plus simple de la notion d'intégrale est la qua-
drature des domaines plans, A cause de cette application, on a fait
souvent remcuter la notion d'intégrale & Archiméde et 4 la quadrature
de la parabole. Il est vrai que beaucoup de quadratures ont &té effe-
ctuées avant l'introduetion du ealeul intégrale, mais les géométres n'at-
tachaient aucune importance particulitre aux domaines biens speciaux
dont il faut caleuler les aires pour avoir des intégrales definies. L'im-
portance de ces domaines n'est apparue qu'aprés l'introduction de la
notion de derivée. Lebesgue, Legons sur l'intégration, pag. 7.




CAPITULO 11

Cauchy, Dirichlet, Riemann,
Darboux e Bruno

§ 1

As defini¢gbes de Cauchy

44. Foi somente com Cauchy (1789-1857) que v estudo
tedrico da nogio de integral definido entrou num caminho
progressivo. .

Cauchy querendo, efectivamente, estender a definigdo
de integral as fun¢des que se tornam iufinitas no campo
de int,eg?mn;ﬁ.o, estudou a questdo sob um ponto de vista
geral, nio condicionando de modo algum os resultados
das suas investigagdes & possibilidade de representar ana-
liticamente a fungio.

45. Supondo, em primeiro lugar, que f(z), por qualquer
motivo, se torna descontinna em um sé ponto ¢ do inter-
valo (a, b) de integragio, Cauchy conserva ainda o nome
de integral definido de f(z), desde a até b, ao limite para
t=0 da fungio

% (e) J f(«)dx- {— )' (a.}d.r

Se ndo fossem convergentes os integrais do segundo
membro, mas a sua soma tendesse para nm limite, Canchy
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dava a ésse limite o nome de valor principal do integral

‘ ] ;hf(:_-) de .

O eminente geémetra considera em seguida o caso de
haver em (@, b) nm nimero limitado qualquer de pontos
de descontinnidade, reduzindo-o imediatamente ao ante-
rior, por uma subdivisiio eriteriosa daquele intervalo.

46. Antes de prosseguir, reflitamos nm pouco sébre a
primeira destas definigdes. Reconhecemos imediatamente
que ela envolve a convieedo de que as fungdes continuas
sdo integriveis, isto é, derivadas de outras funcédes.

Eis o primeiro facto geral que encontramos no nosso
estudo. Nio se trata evidentemente, de uma descoberta
de Cauchy, pois havia muito se chegara a tal conclusio.
Julgando-se, com efeito, que toda a fun¢do continua dava
lugar a uma curva igualmente continua, e sabendo-se,
desde Newton, que a diferencial da drea limitada pelas
linhas y =0, y=f(x), # =a, @ =, era precisamente a di-
ferencial f(z)dx, ¢ claro que a integrabilidade das fungdes
continuas parecia tdo evidente como a existdncia da drea,
e ninguém a punha em davida.

47. A definigio de Cauchy representa manifestamente
um passo considerdavel na teoria geral dos integrais defi-
nidos. Ela nio depende da natureza das singularidades,
podendo pois a fungdo tornar-se aqui ou ali infinita on
indeterminada. As intimeras e importantes aplicacdes, a
que essa defini¢do den lugar, constitniram de certo modo
uma consagragio das ideas de Cauchy. Deixou-se de re-
correr & mudanga de varidvel on ao emprégo das séries para
efectuar o o¢dlculo de integrais elementares, como por




exemplo
1

diante do qual os gedémetras se mostravam indecisos, li-
mitando-se a avaliar o sen valor aproximado (!).

=¥ ~de

o Yl—ab

48, Dirichlet (1805-1859) generalizou a defini¢io de
Cauchy, considerando, em primeiro lugar, o caso de o con-
junto das descontinuidades de f(r) admitir um s6 ponto
limite ¢’. Por definigio de ponto limite, nos intervalos
(a, ¢'—z2), (¢'+z b) hd apenas um nimero limitado de
pontos de descontinuidade e, em virtude da defini¢io de
Cauchy, poderio existir os integrais

wg’

—3 b
l f(z)de, _ }‘J“f(.c)dz.

Designando par () a soma destas fungdes de , Diri-
chlet escreve, por definigdo,

]
| F@)du=limy o).

A esta generalizacdio, seguem-se imediatamente outras
igualmente aceitdveis, terminando Dirichlet por concluir
que as fungdes cujos pontos de descontinuidade formam
um conjunto redutivel podem, em certos easos (quando
existirem determinados limites) ser integrdveis.

() Veja-se, por exemplo, Laeroix,
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49. A-pesar-de se ter progredido bastante, muito havia
ainda que fazer.

As definigdes de Cauchy, sobretudo a consideragiio de
valor principal de certos integrais definidos, trazendo a
conseqiiéneia imprevista, e, até certo ponto, revoluciondria,
de uma fungdo ser integrivel num intervalo, nio o sendo
numa das suas divisdes, deixavam em muitos espiritos a
convicgio de que a escola de Cauchy ditava arbitra-
riamente leis no dominio do pensamento, mercé da fraca
consisténcia teoria do nove ramo do Caleulo.

Nio se tendo ainda criado um critério geral de integra-
bilidade, ;quem sabe até onde iriam as fantasias dos geo-
metras que, pelo seu indiscutivel valor individual, viam.,
sem nenhuma critica severa, as suas opinides pessoais
favoravelmente acolhidas ?

g 9.0

Riemann (1826-1866

50. E neste momento que surge Riemann.

Pensador dos mais profundos, inteligéncia eminente-
mente critica, Riemann aliou a estas qualidades uma
outra que raras vezes lhes anda associada: foi um criador,
mas um ecriador fecundo pela extensio e natureza das
suas geniais concepgdes,

Autes de apresentar o sen critério de integrabilidade,
Riemann vai dar-nos uma definigio precisa, rigorosa de
integral definido.

Pondo inteiramente de parte quaisquer hipiteses sébre
a existéncia da fungdo primitiva daquela que procura in-
tegrar, e preocupando-se exclusivamente com os elementos
de que dispde — a fungiio f(2) e o intervalo (a, b) — Rie-
mann retoma, vivificandé-as, alargando-as, despindo-as
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das suas roupagens metafisicas, as velhas ideas do seu
compatriota Leibnitz.

O integral definido niio serd certamente composto por
uma infinidade de elementos diferenciais: mas deve ser
possivel efectuar o cdlculo do seu valor aproximado, me-
diante o emprégo de somas formadas por parcelas daquela
natureza, desde que essas parcelas sejam em nimero sufi-
cientemente grande.

Designando por 3, 3, ... 3, as amplitudes dos inter-
valos parciais (a, @), (w1, @), ... (¥s—y, b) em gque se
decompde (a, b); e por g, =, ... g, nimeros positivos in-
feriores 4 unidade, Riemann forma entio as somas S':

(§) S=dif(ateadi)daf(mtad)t.. .43 flE+ed)

e dd o nome de integral definido de f{(z), desde a até b,
ao limite, quando existe, para que essas somas tendem
com o decrescer indefinido dos niimeros 3,

Nenhuma hipitese, como se v8, sobre a natureza da
fungdo f(x), que éle apenas supde definida em todos os
pontos do intervalo (a, b) de integracio; nenhnm recurso,
nenhuma alusio & existéncia da fun¢@o primitiva de f(z).
Até éste momento, s6 se consideravam integréveis as fun-
¢bes que, salvo em pontos excepcionais, fossem derivadas
de fungdes conhecidas: Daqui em diante, considerar-se
hio integraveis todas as fungdes que satisfizerem & defi-
nigiio riemanneana.

hl. Aceitando, modificada, a primeira definigio de
Cauchy para o caso de f(x) se tornar infinita num ponto
¢ do campo de integragio, — hipitese em que, manifesta-
mente, as suas somas nio poderiam convergir — Riemann
regeita tudo o mais (valor principal, generalizagdes de
Cauchy, Dirichlet) e vai conduzir-nos a descoberta de um
critério de integrabilidade.

i S

b sy

W



R ————

g ey

42

52. Suponhamos que f(x) é integrdvel, isto ¢, que as
somas S convergem para um limite, quando os niimeros
% tendem, de qualquér modo, para zero, e designemos por
D; a oscilagio de f(x) em (m—y, @)

Em virtude da arbitrariedade dos niimeros ¢, a expressio

(3) DD+, +8, D,

é o limite superior da diferenca entre duas somas quais-
quer do tipo N relativas 4 decomposicio que conside-
ramos; designemos agora por A o limite superior do
conjunto das somas (2) relativas 4 decomposicio ds (a, b)
em partes inferiores a d: A serd uma funcio de d, com a
propriedade

limA=0
d—0

Ora, se s ¢ a soma das amplitudes dos intervalos em
que a oscilagdo de f(x) é superior a um nimero positivo
qualquer o, vird

Uﬂgajﬁy-i- '\jﬂj-i--.- }-a,iau.l

e, portanto,

3

[*]

Logo, devendo A tornar-se tdo. pequeno quanto se
queira, segue-se que s deve também convergir, com d,
para zero, e, portanto:

Para que a soma S convirju, quando os nimeros 5 se tor-
nam infinitamente pequenos, ¢ preciso ndo simente que f(x)
s¢ conserve finita, mas ainda que a soma total dos intervalos
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em que as oscilagbes excedem s, qualquer que s¢ja 3, possa
tornar-se infinitamente pequena com d(*).

53. Vem logo a seguir a preposigiio reciproca: «Se a
funcdo f(x) é sempre finita, e se, com 0 decrescer indefinido
das quantidades %, a grandeza total dos intervalos, nos quais
as oscilagies da funcdo excedem wma quantidade qualquer
dada s, pode tornar-se infinitamente pequena, « soma S con-
verge quando todos os mimeros b tendem para zeros. A
demonstragio déste teorema pode considerar-se dividida
em duas partes, pois s6 se torna completa com a publi-
cacio de uma Nota, a que adiante faremos referéncia.

Na primeira, pretende-se mostrar que, para uma
mesma decomposi¢io, a diferenga entre duas somas #,
absolutamente quaisquer, pode tornar-se tdo pequena
quanto se queira: Se a soma s dos intervalos em gue a
oscilacio ultrapassa o pode tornar-se, com d, infinitamente
pequena, é evidente que a contribuigdo déstes intervalos
para a soma (3), ndo podendo exceder o produto de s pela
maior oscilagio de f(z) em todo o intervalo (a qual, por
hipétese, & finita), poderd tornar-se menor que toda a
quantidade dada; e, por outro lado, as parcelas prove-
nientes dos outros intervalos dio uma soma inferior a
3 (b—a). Logo, a soma (3) pode tornar-se, com d, infinita-
mente pequena.

54. Vejamos agora a Nota a que atraz aludimos, a
qual vem, até certo ponto, completar o raciocinio anterior,
mostrando que a diferenga entre duas somas §' e S,
nio relativas 4 mesma decomposi¢iio, tende ainda para
zero, com a amplitude do maior dos intervalos empre-
gados,

(V) Ocuvres mathématiques de Riemann, pig 242,

#

R e o
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Consideremos uma terceira decomposigio resultante da
sobreposigio das anteriores (na qual, figuram, portanto,
0s pontos divisérios de §' e 5), e seja S a soma cor-
respondente.

A cada elemento (*) 3’ de S’ correspondem agora virios
elementos & de &, de modo que, qualquer que seja o valor
desta soma, a contribuigio gque lhe advem dos intervalos
contidos em 3’ estd compreendida entre os limites supe-
rior e inferior do termo de S correspondente a0 mesmo
intervalo; segue-se daqui que § estd também compreen-
dida entre os limites que encerram S'. Como esta con-
clusio é aplicivel a & e S” (e como a diferenca entre os
limites de S’ pode tornar-se tio pequena quanto se queira,
acontecendo o mesmo aos de S"), concluimos que S' e 8"
tendem para um limite tinico, comum.

53, Antes de irmos mais longe na exposigio das ideas
de Riemann, tentemos apresentar a razio que presidiu &
escolha das somas S notavelmente diferentes das expres-
sdes

() fl@) (@ —a)+. .o+ (@an) b —2a).

Parece-nos importante esclarecer éste ponto, porque,
querendo Riemann acabar com as arbitrariedades das de-
finigbes de Cauchy, a escolha das somas (§) deve, de
certo modo, ter-lhe sido imposta pela adogdo pura e sim-
ples das ideas de Leibnitz.

A nogiio de integral definido, que a todos parecia clara
e precisa em virtude da férmula

"
f fle)de = F(b)— F(a),

v

(') Os 3 representam aqui também os intervalos parciais.
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tornava-se singularmente vaga, obscura, quando se pre-
tendia adquiri-la sem recorrer s fungdes primitivas. As
ideas de Leibnitz, para quem os integrais eram somas de
uma infinidade de parcelas, eram demasiado metafisicas
para se prestarem a uma rigorosa tradugiio analitica: sé
as séries poderiam considerar-se somas de um nimero in-
finito de parcelas, e todos sabiam que as diferenciais ndo
constituiam séries.

56. ¢Onde encontrar, pois, a base da nova teoria? No
facto (j& o dissemos), por todos aceito, de que os inte-
grais sdo calculiveis, com qualquer aproximagdo, por
meio das somas (s). Kis aqui uma afirmag¢io concreta,
precisa, de uma clareza insofismdvel. Riemann aprovei-
tou-a, e se as suas somas (S) sfio mais gerais do que as
expressdes (3), nas quais a funcio aparece sempre calcu-
lada na extremidade inicial das subdivisdes, é porque
reconhecen a sua perfeita equivaléncia.

Com efeito, a consideragio do integral

7@z

mostra que o integral

P M VY

(1@ de

pode indiferentemente calcular-se por meio das somas

S(a) (@ —a) -+ f (@) (@2 —2) - ..+ F(@amt) (B —2ay)

on

(@)@ —a)+f(za) fl@a—a)+ ... +f(0) b~ xun);

em virtude destas circunsténcias, Riemann foi, sem dd-

S cr g e =t
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vida, levado ao estudo das expressdes

[f (@) — (@] (@1 — @) + [ F () — F (@)} @ —20) + .. . +
+ [fl"b:l ".f(xu—l}] {Fj == 'Tn—l} ]

estudo que, naturalmente, o conduziu 4 consideragio das

s0mas

(@) Didy+Dya4...+D,o,;

tendo ai verificado que a condigio
ALh

assegurava simultineamente a convergéncia das somas
(S) e (s) para um mesmo limite, Riemann nio podia deixar
de proceder como proceden: dar a definigio do integral
toda a sna amplitude.

57. ;Porque se ndo ocupou Riemann da integrabilidade
das fun¢des continuas?

Para responder a esta interrogagiv, reproduzamos uma
parte do enunciado da sua condi¢do suficiente.

Se a fungdo f(x) é sempre finita, e se, com o descrever
indefinido das quantidades 3, a grandeza total dos inter-
valos, nos quais as oscilagdes da fun¢io excedem uma
quantidade gualquer dada s, pode tornar-se infinitamente
pequena, etc... ;Teria Riemann elementos para atribuir
todas estas propriedades &s fungdes continuas? Indubi-
tavelmente. Havia muito que Cauchy enunciara a sua
defini¢io de continuidade, traduzida pela férmula

|[f@+8)—f(x)|<3,
|B|<s




e, a falta de mais profundo conhecimento das proprie-
dades dessas fungdes, esta designaldade mostrava-lhe,
em primeiro lugar, que f(z) ndio se poderia tornar infinita
num intervalo em que fosse continua. Por outro lado,
visto que a diferenga entre dois valores da fungdo de-
cresce com a amplitude do intervalo que @sses valores
determinam, ;quem poderia duvidar da possibilidade de
decompdr o intervalo (a, §) de integragdo em partes su-
ficientemente pequenas, para que, em cada uma delas, a
oscilagio de f(x) fosse menor do que qualquer quanti-
dade? ;

Nés ndo podemos, evidentemente, estabelecer desta

maneira, em bases rigorosas, a integrabilidade das fun-
gdes continuas: Queremos simplesmente mostrar que, ha
cincoenta anos, se poderia rigorosamente raciocinar assim.
O rigor, como a evidéncia, depende da eterna varidvel
tempo. Nos inclinamo-nos alids para outra solugdo. Em
nosso juizo, Riemann conhecia o moderno teorema de
Cantor, e até alguma coisa mais. Seja, porém, comeo for,
nenhuma divida resta de que, de uma maneira ou de
outra, Riemann estabeleceu a integrabilidade dessas fun-
gdes.
" 58. Na sua célebre meméria sébre os desenvolvimentos
em série de fangdes trigonométricas (1), depois de se ocupar
das questdes a que nos referimos, Riemann enfrenta, sem
transigio, a integrabilidade das fungdes que se tornam in-
finitas.

Nesta questdo, Riemann adopta a extensdo de Jauchy,
porque o seu critério é manifestamente impotente, mas
nem por isso se socorre da fun¢do primitiva.

Com efeito, se f(x) é integrivel no intervalo (a, b—3),

(Y Yeja Oeuvres, ete.
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por mais pa2queno que scja o positivo 3, e se o integral
=3
F(3) = J flx) de
]

tem um limite determinado para &=0, ésse limite serd
ainda representado pelo simbolo

| :f(z] der .

Nenhuma referéncia, como se vé, A fungie primitiva de
(), porque isso seria particularizar, supor continna em
(a, b—12) a funglo f(«), e ndo hé vantagem nenhuma em
proceder désse modo.

Riemann, aceitando a definigio de Cauchy, concede a
estes iut.egfaisaspacia.is a propriedade geral dos integrais
ordindrios: a continuidade em relaciio aos limites.

O caso de b representar apenas uma descontinuidade
niio lhe oferece nenhum interésse particular. A fungio &
integrdvel, porque a condigio de integrabilidade é satis-
feita, nio justificando pois a consideragio déstes pontos
nenhuma nova extensio da idea de integral (1).

59. Diante das hipiteses estudadas por Dirichlet, &
evidente que Riemann deverd manter o desinterdsse que
mostrou jé pelas descontinuidades de Cauchy. O seu
critério permite estabelecer imediatamente a integrabili-
dade de f(x).

Tomemos, por exemplo, o caso de se reduzir a um
ponto m o conjunto (x/) das descontinnidades da fungio.

(") Riemann supunha que f(z) era limitada, visto ji ter estudado a
hipdtese contréria,
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Nos intervalos (a, m —z), ‘m -} ¢, b), f(x) é integrivel. Logn,
é possivel, decompondo estes intervalos em partes sufi-
cientemente pequenas, tornar menor que qualquer quan-
tidade dada a grandeza total s das subdivisdes em que a
oscilagio de f(x) é inferior a 2. E, por conseguinte, em
qualquer decomposigio do intervalo (a, &) em partes,
hé-de necessariamente ter lugar o mesmo resultado, visto
ser sempre licito supor reduzido, pelo menos, a dois o
nfimero dos novos intervalos parciais que é mister consi-
derar (aqueles a que m pertence).

Passando pelo caso de (2) ser fiuito, facilmente se prova
a integrabilidade de f(z) em todos os casos estudados
por Dirichlet.

60. ;Que acontecerd, porém, quando nio seja possivel
isolar os pontos limites de qualquer derivado (2*) de («')?

Este caso merece a Riemann uma atengio muito parti-
cular. O eminente gedmetra comega por dar um exemplo
destas fungdes «ainda nio consideradas», citando a notdvel
série

f@=-25,

onde (nx) representa a diferenga entre naxr e o inteiro
mais préximo, ou zero, caso na seja igual a um inteiro
mais = .
2

Estudemos, com Riemann, as singularidades desta fung¢io.

Em primeiro lugar, a série ¢ uniformemente convergente,
porque, qualquer que seja @, os seus termos sido em valor
absoluto inferiores aos termos correspondentes da série

1
o
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Por outro lado, como a fungio (nr) sé se torna descon-
tinua quando seja

nr=p-+ :—1)-

1 1 2;151
“-‘”5(”5)" S

on

nds podemos, supondo ¢ primo com m, determinar com
facilidade os termos da série para os gquais

bl
2n

é um ponto de descontinuidade. Vé se, com efeito, ime-
diatamente, que o numero

q
2n

mn.
s6 serd igual a um inteiro mais um meio quando m seja
um miltiplo impar de n, pelo que os termos procurados
8o os que constituem a série

*“‘“‘({2&—{— 1) n.?:) ((2:’; m:}
hee E 0 [(2k+1)n]® “’Er (@k+1y

A fungio fi (x), se @, crescendo, tende para f tende para
k=0 _l_
L R Sl
f(zn 0) - nto(2k+1)
1 Yoo L. 1 22 o
-z (gt gt ) ~smE




61

emquanto nesse ponto o sen valor é

fi (%‘) =0;

se x decresce, vem, anilogamente

5

=2

q g Sl
fi (2}1 * 0) 1602’

fi@)=f @) —fi @)

seja, nesse ponto, uma fungio continna, teremos eviden-

temente
9 PN £ T
f(z_n_ )*f(*an) *16a

f (g5 +9)=7 ()~ 5

Em resumo: a fungio é descontinua para os valores de
& que, reduzidos & sua expressio mais simples, tém um
denominador par, e ‘messes pontos a sua oscilagio (1) &

: < . .
igual a gpi Dos restantes, em virtude da convergéncia

uniforme da série e da continuidade dos termos, f(z) é
uma fungdo continua.

61. A-pesar-da disposigio dos seus pontos de descon-
tinuidade (0s quais formam ao longo de todo o eixo real
um conjunto denso, visto em qualquer intervalo haver

sempre niimeros da forma

2%), a fungéio f(x) é integrdvel.

(") Riemann dizia varia¢do brusea,

s




Para estabelecer éste resultade, reproduzamos a de-
monstragio de Riemann:

A fungdio f(=) é finita; além disso, existem, qualquer
que seja @, os dois ntiimeros f(x —0), f(z+40), e o nimero
de variagdes bruscas que siio maiores que uma quantidade

dada é sempre finito. Poderemos, por conseguinte, es-
colher d suficientemente pequeno para que em cada um
dos intervalos que ndo contenham essas variagbes as
oscilagdes sejam mais pequenas do que g9, e que a gran-
deza dos intervalos que as contenham seja também tdo

pequena quanto se queira.

62. Antes de apresentar as consideragbes que esta de-
monstragio nos sugere, queremos limitar rigorosamente
o alcance das afirmagdes de Riemann,

Lendo o que acima transcrevemos, vé-se que Riemann
afirma que, ndo havendo num intervalo nenhum ponto

em que a variagdo brusca de uma fun¢do exceda um nu-
mero p, € possivel decompor ésse intervalo em partes sufi-
cientemente pequenas, para que em qualquer delas a sua
oscilagdo seja inferior a todo o niimero, previamente dado,
superior a p. O seu raciocinio, com efeito, decorre do modo
seguinte :

Tomemos um niimero M superior a

f(z)]

e seja ¢ um positivo arbitrério. Os pontos em qua a va-
riagiio brusca, excede, por exemplo,

=

36-a)

sio em nimero limitado e é possivel encerrd-los em inter-
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valos parciais de amplitude total inferior a

a contribulgdo déstes intervalos para a soma
() Did34+D:da+...+ D3,
é, assim, inferior a

=

como, nos restantes segmentos de (a, b), as variagdes
bruscas nféio excedem

E
50—a)

é possivel decompor ésses segmentos em partes suficientemente
pequenas para que em nenhuma delas a oscilagdo exceda(')

20—a°

Logo, a contribui¢io déstes intervalos para a soma ()
gerd inferior a

(IR

e essa soma nao pode, portanto, exceder e.

(") E elaro que, se & oscilagdo de f(x) num intervalo ¢ inferior a 3,
¢ porque ésse intervalo ndo contém nenmhum ponto em que a variagdo
brusca exceda 3.
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63. Reconstituindo, pois, déste modo (e parece-nos nio
haver outro) o pensamento de Riemann, nds somos ldgi-
camente levades 4 conclusio de que Riemann conhecia o
teorema hoje denominado de Buaire, e, por conseqiiéncia,
0 seu caso, particular, descoberto por Cantor, para as
fungdes continuas. Adoptando esta conclusio, tem-se a
explicagiio fileil da aparente falta de interésse de Riemann
pelo que respeita i integrabilidade das fun¢@es continnas.
Para quem conhece o teorema de Cantor sébre a conti-
nuidade uniforme, a integrabilidade dessas fungdes é, com
efeito, evidente.

64. Registemos, de caminho, que se acaba de provar

a integrabilidade das fun¢des limitadas que admitem ape-

nas um numero finito de variagdes bruscas superiores, em

. valor absoluto, a qualquer niimero positivo préviamente
dado.

65. Antes de terminar éste ripido esbdgo dos trabalhos
de Riemann, mostremos como o ilustre matemdtico esta-
belecen a integrabilidade das fun¢des monétonas, desde
que sejam limitadas (!).

Seja f(x) uma fungdo finita(?) que nio cresce entre os
limites @ e b, Fazendo

a=T<Ta< 3. . <y =b,
b=y — 2,

Di=f (@) —f(®i1),

vem
Dy+Da+...+Dy=f(a)—=f(b).

(') Oeuvres, pig. 273.
(*) Riemann, como j& observimos, emprega termo finito por limitado,
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Ora, como, por hipétese, a fungdo f(x) ndo cresce, (D)
serd precisamente a sua oscilagio no intervalo (i, @ip1);
por conseqiiéncia, se m é o niimero dos intervalos em que
essa oscilagio ultrapassa o, teremos

mo < f(a)—7 ()
on

n @10

Logo, se, designando por & a grandeza total désses
intervalos, suposermos todos os nimeros 3 inferiores a d,

vird

f(a)—f(®)
8 < ST, d,

com o que se prova a integrabilidade de f(x), visto o
segundo membro desta desigualdade poder tornar-se menor
que todo o nimero positivo dado (!).

Estabelecido éste resultado, Riemann observa que sido
igualmente integrdveis as fungdes que ndo passam um
nimero infinito de vezes de nma marcha crescente para
uma marcha decrescente on vice-versa.

§ 8.
Darboux

66. Embora os trabalhos déste ilustre gedmetra ndo te-
nham considerivelmente concorrido para o desenvolvimento

(") Se quisessemos apoiar-nos nos resultados obtidos no estudo da fun-
gioX ';%;1}, bastaria observar que & limitado o nimero de pontos em que

a variagilo brusca de f(x) excede 3.
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da idea de integral definido, sio de tal modo interessantes
algumas das memdrias que a éste respeito escreveu, que
nos pareceu conveniente fazer-lhes aqui uma justa, em-
bora breve, referéncia. Além disso, tem-se ultimamente
notado que certos elementos introduzidos por Darboux
nos seus trabalhos parecem destinados & um importante
papel na teoria das funcdes de varidvel real.

Darboux ndo modifica a defini¢iio de Riemann: procura
apenas dar uma outra forma & condigiio necessiria e sufi-
ciente de integrabilidade.

Resumamos as suas ideas. Considerando uma fungéo
f(=), limitada no intervalo (a, ), Darboux d&, respectiva-
mente, 08 nomes de somas superiores e somas inferiores,
relativas a decomposi¢do

PR TR RIS TR

as expressdes
SN=Li(@m—a)4 Li(@m—a)+...+ Ly (b—a4)

S8'=lh@m—a)+h(xs—a)t...+L{(d—xa_y),

onde /iy L,y designam, respectivamente, o limite infe-
rior e o limite superior de f(x) no intervalo

Bi=(a, iy1);

e, sobre essas somas, estabelece o teorema seguinte: As
somas superiores 8' admitem wm limite inferior 1, que, ao
mesmo tempo, é o limite de qualquer sucessdo

{Sr.} -“\I.:| ~ R 15 S,.i =i g
de somas superiores relativas a intervalos

1 H [
A B )
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convergentes para zero; analogamente, as somas inferiores
admitem wm limite superior 1", que goza da propriedade

I" =limS, ;

além disso, é sempre I' >1",

66. Para simplificar a demonstragio déste teorema, su-
ponhamos que a funcido f(x) é sempre positiva. Esta hi-
potese & licita, porque, como f(z) é limitada, é sempre
possivel determinar uma constante tal que se tenha

f@+ >0

e tudo se reduz a considerar, em vez da proposta, a

fungdo
¢(x)=f(@)+ C

Posto isto, observemos que a existéncia do nimero I’
é uma conseqiiéncia do teorema de Weierstrass, visto
todas as somas superiores serem positivas; do mesmo
modo, nido podendo nenhuma soma inferior exceder o

produto
L{b—a)

do limite superior de f(«) em (a, &) pela amplitude do in-
tervalo, o conjunto dessas somas admite um limite su-
perior I".

Sejam agora S' e ¥’ duas somas superiores, a segunda
das quais relativa & nova decomposigio que se obtem
subdividindo os intervalos parciais da primeira.

Grupando os intervalos

{iﬂi, wll)r (Lﬂjl:p -TII): ot . ('f.l'r]s =I"|-|-I:] {e‘ — 1, 2, 3, ass NB— 1_;!




que figaram em ¢ de modo a reconstituir os intervalos
(@, x;41) da primeira, vé-se que a cada termo

(1) Li(xi g —a;)

de &’ podemos opor a soma
(@) Li(wi—a)+ L (& —a)+. . . + L (@i — 27)

proveniente de I'; como esta soma ndo pode exceder o
produto (1), concluimos

<8,

Da mesma maneira, designando por ¥’ e §" as somas
inferiores correspondentes a X' e &', teremos

}_:H}SH
e, portanto,
i b bl 2 el L

Estas relacoes mostram que entre duas somas, uma su-

perior S, e outra inferior 8z, relativas ou néo 4 mesma
decomposigdo, existe sempre a relagio
8'=8"

- o I
=

T" .

Designemos, com efeito, por L' e L' as duas somas re-

lativas & decomposi¢iio que se obtem empregando simul-

tdneamente os pontos divisdrios de S, e S;. Teremos
P 2 -]

8 >F, D>, B>
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Resulta daqui, evidentemente,
Vi % of

Notemos ainda que a diferenga entre o produto (1) e a
soma (2) ndo pode exceder

(L-—f) (3!,'..1 —.'1’,-) = I:L —_ ij ’J.—
e que, por conseqiiéncia, se os intervalos de &' forem todos
inferiores a 3 e representarmos por & o namero de inter-

valos que foram subdivididos na passagem de S' para ¥,
a diferenga entre estas somas nfio poderi exceder

88 (L=1).
67. Para estabelecer agora a igualdade

lim Sy =TI,

=0

mostremos que, dada arbitririamente nma sucesséo (') e
um namero positivo ¢, a designaldade

S,—I<e

tem sempre lngar, desde que seja n>». Com efeito, entre

(1) I e I+ ;

hd somas superiores ; tomemos arbitrariamente uma delas
¥’ e seja m--1 o nimero dos seus intervalos.
Empregando simultdneamente os pontos de X' e os de
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S,, obteremos uma nova soma 7., menor que a prece-
dente, situada, por isso, no intervalo dos mimeros (/), e
que pode considerar-se obtida pela fragmenta¢io dos in-
tervalos de S, por meio dos m pontos de ¥'.

Por conseqiiéncia, a diferenca

Sy—T,
nio podera exceder o produto
mdy (L—1),

onde d, designa o maior dos intetvalos 3" de S,, e daqui
resulta, em virtnde da hipitese

limd, =0,

L -

que, a partir de certa ordem, S, existird no intervalo dos
nimeros

f E Ly 'IJ 1 a
Tn . 2= _2_ i ] ‘!H = ? 7
sendo portanto

Sp—1<e.

Da mesma maneira se trata a questio das somas infe-
riores, que pode ainda reduzir-se ao problema anterior
pela consideragio da fungdo

K—f(x),

onde K é um nimero positivo convenientemente escolhido.

68. Aos numeros I' e I" chamou Darboux integrais
por excesso e por defeito, respectivamente. K claro que, se
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a fungdo f(z) for integrivel, teremos
(D) I'=1";

e, reciprocamente, se esta igualdade tiver lugar, as somas
(8) de Riemann, compreendidas entre as somas superiores
e inferiores correspondentes, ndo podem deixar de con-
vergir para um limite Gnico, o integral definido de f(z).
Daqui o novo enunciado do critério de integrabilidade:
A condigdo necessdria e suficiente para que f(x) seja inte-
gravel é que sejam iguais os wimeros 1' e 1":

r=1.

Estes ntimeros representam-se muitas vezes pelos sim-
bolos

b

I'= fh_f(g,-;f.c, I"= | f(x)d=.

69. Reconhece-se, pois, que Darboux apenas consegune
dar uma nova forma aquilo que Riemann dissera; mas,
como teremos ocasido de ver, a introdugdo na Andlise Ma-
temdtica dos integrais por excesso e por defeito justifica
plenamente esta breve referéncia ao eminente professor.

Por agora, registemos apenas a aplicagiio désses inte-
grais, feita por Cantor e Jordan, a teoria da medida dos
conjuntos.

Seja (#) um conjunto limitado. A fungdo ¢(z), que &
igual 4 unidade nos pontos de (z) e a zero para todos os
outros valores do arguménto, ¢ manifestamente limitada
em qualquer intervalo (a,, X) que contenha o conjunto,
e, por conseqiiéncia, existem os dois nimeros

b

| r@de, [ 3@
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Lles sdo, respectivamente, e extensdo exterior ¢ a ex-

tensdo interior do conjunto proposto.

A extensdo exterior ndo é, pois, mais do que o limite inferior
do conjunto formado pelas somas das amplitudes dos intervalos
g em que existe pelo menos um ponto de (x); e a extensdo
interior ¢ o limite superior das somas amplitudes dos inter-
valos formados exclusivamente por pontos de (x).

Se a fungdo ¢(«x), denominada caracteristica de (z), for
integrivel, (z) diz-se mensurdvel e ao valor comum désses
dois nimeros dé-se o nome de medida do conjunto.

Sdo manifestamente mensurdveis e tém por medida zero
todos os conjuntos de extensio exterior nula.

70. Uma classe importante de conjuntos de medida
nula é a dos chamados grupos integraveis (Bois-Rey-
mond),

Um conjunto de pontos forma um grupo integrdvel se é
possivel encerrar todos os seus elementos num nimero fi-
nito de intervalos cuja amplitude total se possa tornar tio
pequena quanto se queira. 1 claro que um ntfimero finito
de pontos forma um grupo integrdvel, mas, por exemplo,
os pontos

formam também um grupo integrivel, embora o sem ni-
mero seja ilimitado.

A idea de grupo integrivel levou du Bois-Reymond a
dar uma nova forma 4 condigio de integrabilidade rie-
manneana: A condigdo necessdria e suficiente para que f(x)
seja integravel é que, por menor que s¢ja o positivo s, os pontos
em que a sua oscilagdo exceda e formem um grupo integrdvel.

A condigiio ¢ necessiria, porque, se f(x) é integrivel,
& amplitude total dos intervalos em que a sua oscilagiio




63

excede ¢ deve poder tornarse tdo pequena quanto se
queira, e s nesses intervalos poderdo encontrar-se os
pontos em que a variagdio brusca da fungdo ultrapassa .

E é suficiente. Na verdade, como os pontos em que a
oscilagio de f(z) excede s formam um conjunto de ex-
tensiio exterior nula, a caracteristica déste conjunto é
integrdvel em («, 4), Daqui resulta que ao nimero o cor-
responde de tal modo um mimero ¢, que, em tioda a de-
composigdo de (a, b) em partes inferiores a ¢, a amplitude
total das subdivisdes que encerram &sses pontos ¢ menor
que o. A fungiio é pois integravel.

71. E ainda a du Bois-Reymond que se deve o impor-
tante teorema seguinte:

Toda a funcdo continua de fungdes integrdveis é uma fungdo
integrdvel.

Por fungdio continua de fungdes integriveis entende-se
uma funcdo que, mediante a substituigio dos seus argu-
mentos (as fungdes integriveis) por varidveis continuas, se
transforma numa fungiio continua désse grupo de varidveis.

Sejam

iy Py e R

k fungdes integriveis no intervalo (a, 4) e
SOy pay oo )

a fun¢dio continua daqueles argumentos. Se f ndo é con-
tinua num ponto &' do intervalo proposto, alguma das
funcdes p; também o ndo serd. Por conseqiiéncia, os
pontos em que a oscilagio de f & superior a o siio também
pontos em que a oscilagio de alguma das fungdes p; ex-
cede o'; ora, semdo manifestamente integrivel o grupo
déstes ultimos pontos, segue-se que f é ainda integrivel,




64

Para se reconhecer a importancia excepcional desta
proposi¢do, basta reflectir sobre a extensdo das snas apli-
cagdes: soma, produto, cociente (sob a conhecida reserva),
poténcia, raiz, exponencial, ete.

Nesta proposigio subentende-se expressamente que, em-
quanto a varidvel independente se conserva no intervalo de
integragdo, nenhum dos argumentos p; deve sair do campo
de continuidade da funcdo f.

§ 4.0

Bruno

73. Acabamos de ver que os trabalhos de Darboux
néo trouxeram nenhum subsidio novo & teoria dos inte-
grais definidos, e que sdmente algumas investigagdes
modernas tém aproveitado das nogdes de integral por ex-
cesso e por defeito. A forma que ésse geGmetra deu 4 sua
condigdo necessdria suficiente de integrabilidade ndo é
de molde a torna-la facilmente utilizivel, e s6 razdes de or-
dem nio intelectual podem explicar a sua adopgido por
parte dos autores franceses. A condigio de Riemann, pelo
contrario, alia & mais genial simplicidade a mais completa
eficiéncia.

Na Universidade de Coimbra, nido se adoptou a condigio
de Darboux: conservou-se a definigio de Riemann, e
deu-se & condigdo necessdria e suficiente de integrabili-
dade a sua forma mais natural. Esse trabalho deve-se
exclusivamente ao grande e saiidoso mestre que foi o
Doutor José Bruno de Cabedo.

73. Em virtude da defini¢io de Riemann, o integral

§ o J::f(:e) dz




deve ser um niimero caracterizado pela propriedade con-
dicionada :

() ﬁf(z;-}-a,-%,-}ﬁ;—flqa.
B

Suponhamos entdo que 7 exista, e sejam (Y
Zf(a)h, Ef(E)R |
duas somas riemanneanas. Estas somas, quando seja
hi, hi<e
satisfazem & desigualdade («), de modo que teremos
® | 2 f(a) —Z (%) hi | < 23.

Eis o resultado imediato da hipétese da existéncia do
integral ; eis a sua primeira conseqiiéncia necessdria,
Ainda se ndo apresentou ao nosso espirito a questdo de
saber se f(x) é ou nao limitada, e nio se obtém a con-
digio de Riemann sem o prévio estudo dessa questdo; o
que nos ocorre, em primeiro lugar, é que, devendo a di-
ferenca entre /e as somas de Riemann tender para zero
com o decrescer dos intervalos A, o mesmo acontecerd
certamente, em idénticas condigdes, i diferenga entre duas
quaisquer dessas somas,

Uma vez de posse de uma condigio necessdria, vejamos,
como € natural, se ela serd também suficiente.

(*) Para abreviar, representaremos por um mesmo simbolo hi o8 in-
intervalos e as suas amplitudes,

b
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Para isso, consideremos numa sucessio de somas rieman-
neanas

(S) TR ASE RS

ao longo das quais os intervalos parciais tendam para

zero:
h?] < &y,
com
lime, =0
f=x

Como a diferenga entre duas somas quaisquer tende,
por hipitese, para zero, desde que o mesmo acontega aos
seus intervalos parciais, a sucessio (S) é convergente para
um limite S. Déste limite aproximam-se tanto quanto se
queira tddas as somas de Riemann que satisfagam & condigéo
relativa aos seus intervalos, porque, em virtude da nossa
hipétese, a diferenga entre qualquer delas e o termo geral
8, da sucessio precedente tende para zero, e S, aproxi-
ma-se indefinidamente de §. Como &ste niimero S goza
das propriedades caracteristicas do integral, temos

=T j ::f(z-) de,

e, como desejavamos provar, f(x) é integrivel.

74. A tradugdo analitica déste raciocinio é extrema-
mente simples. Por hipitese, a todo o niimero positivo

—;— podemos fazer corresponder de tal modo um nimero

positivo ¢, que, sempre que seja

Iy, h: <,
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tenha lugar a desigualdade
' ]
Ef(a,—) o’d.‘ ——Ef(‘z:) l’f-j ‘:: ﬁ-

Logo, se m for igual ou maior que my, serd, gualquer
que seja p >0,
Y, AP <

@ teremos
&
fSu+p——Sh <? ¥
donde resulta
ALY
‘S— Su | g -

Por conseqiiéncia, se for

h,‘ < 4
vird

|Ef (@) hi— S| <|Zf (@) hi— 8y, | +| 80, — 8| 23,

por onde se vé que S é realmente o niimero para o qual,
com o decrescer dos seus intervalos, tendem as somas de
Riemann.

A condigdo (£) de Bruno é, pois, necessiria e suficiente,
e julgamos ter de sobejo mostrado que ela se apresenta
mais natural e simplesmente do que a de Riemann.

76. Vejamos agora se elas sio igualmente uteis. Tra-
taremos, por exemplo, da integrabilidade das fun¢des con-
tinuas.

Esta questdio sé nos parece simples & luz dos trabalhos
de Riemann, porque supozemos conhecido o teorema de
Baire, ou pelo menos, o sen caso particular da continui-
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dade uniforme. Adoptando-se o eritério de Bruno, a sua
solucio, que é ainda uma conseqiiéncia do teorema de
Cantor, pode obter-se do modo seguinte.

Sejam S e &' duas somas riemanneanas relativas 4 de-

composigiao de (a, b) em partes k; e h; de grandeza infe-
rior & metade do nimero ¢ que figura na desigualdade con-
dicionada de Cantor

|F@)—fn| <52
ja' — &' | <2

Decomponhamos novamente (a, ) em partes, empre-
gando conjuntamente os pontos divisérios de S e &' e

sejam
f.';, Jr.'g, e

0s novos intervalos parciais.
Substituindo em S e &', ki e k; pelos seus valores ex-

pressos em k;, a diferencga

S8

podera escrever-se debaixo da forma

() E[ flan)—fla) | By,

visto que em ambas as somas S e S" hd uma parcela com
o factor kj. Ora, como f(z,) multiplica &;, k; é uma
parte do intervalo %,; do mesmo modo, k; é uma parte

de k. Logo, como a amplitude déstes dltimos intervalos
é inferior a é e éles tém ainda uma parte comum, a dis-
tdncia
|
|¢m""“r,
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ol A
dos pontos =z, e «, é inferior a ¢, e teremos

]
b—a

P:'—ah"i;{l'. k,'==si—d(b_d)'—a-

76. Designando por (#;) o conjunto dos pontos em que
a oscilagdo de f(x) excede ou iguala 5, mostremos ainda
que sé s@io integrdveis as fungdes para as quais () seja
um grupo integravel,

Com efeito, se os pontos (x;) nio podem ser encerrados
num numero finito de intervalos de amplitude total tio
pequena quanto se queira, a desigualdade

X (LJ. — I.) hi<3%

nio poderi manifestamente ter lugar, e 0 mesmo aconte-
cerd portanto a desigualdade () que, supondo

L
n't" = o'ﬁ 1

pode aproximar-se indefinidamente desta ultima.

Se, porém, (x,) for um grmpo integrivel, a fun¢io f(x)
serd integravel.

Para estabelecer éste resultado, recordemos, em primeiro
lugar, que os grupos integriveis sio conjuntos de medida
nula, e gque, visto a medida dum conjunto ser o valor de
certo integral, desde que as subdivisdes do intervalo (a, &)
sejam suficientemente pequenas, a soma dos intervalos
onde haja pontos (a;) serd menor que todo o mimero
préviamente dado. Seja entéio = a grandeza mdxima dos
intervalos que se devem empregar para obter a medida
de {‘T‘.!]:

-3
a9

“80—a)’

i

e

-y

o

R L Ll e T

s |

—— s
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com um é&rro inferior a
(1)

i
12(L=1"

Decompondo de uma maneira determinada (a, 5) em
partes iguais a ¢'<e s6 num certo nimero ny, dessas
partes haverd pontos x,, e, designando por D o dominio
por elas formada, a amplitude total de ) serd inferior
a (1).

Fora de D, niio hé em (a, b) pontos de x;, de modo que,
pelo teorema de Baire, decompondo essa regidio em partes
inferiores a ¢’, a oscilagio de f(z) em cada uma delas
serd inferior a

, S (&

Pésto isto, demos a forma () & diferenca
A"\f —-.S'

de duas somas guaisquer de Riemann, relativas & decom-

s gy ’ H
posi¢io de (a, b) em partes h;, % inferiores aos niimeros

=

=M
e
_2 -y _2

e consideremos separadamente as parcelas

(o) —F (=) ]
relativas:
1.° aos intervalos k; que sejam a parte comum de dois

. F s " = »
intervalos h,, h, inteiramente compreendidos no domi-
nio D;




|

2.°, aos intervalos k; provenientes de subdivisdes .,

' . i
h, completamente exteriores ao dominio I;

3.°, aos restantes kj.

As primeiras {ém uma soma de valor absoluto infe-

rior a
3 3
o of | 72 e b1

a soma das segundas é também, em valor absoluto infe-
rior
78 73
C—)x5H=a 12’

quanto as tltimas, notemos que o nimero dos intervalos
hw que tém com [) apenas uma parte comum ndo pode.
ser maior que 2ny, dando-se o mesmo com o ntimero dos

intervalos %, ; de modo que o niimero de partes k; que
devemos considerar é inferior a 4mn;, nio podendo pois
a sua extensdo total exceder quatro vezes a amplitude

de D:
i

i<y

nem tampouco o valor absoluto das parcelas correspon-
dentes ultrapassar

Logo, temos

| T3 , 44
e b §+ e~

sob a tinica condigio
o =i
=

hu hl{%l '2'!

0 que demonstra a integrabiliddde de f().

-
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77. Esta demonstragdo tio simples, que prova, ao
mesmo tempo, a integrabilidade das fungdes continuas,
mostra que a condigdo (3) de Bruno possui toda a malea-
bilidade do critério de Riemann.

Se, acaso, uma ou outra demonstragio parece tornar-se
mais longa pelo método de Bruno, isso deve-se, em parte,
a0 facto de nio serem déste eminente professor as de-
monstragies apresentadas no texto, as quais, certamente,
sdo susceptiveis de maior simplicidade.

Aparte éste factor de apresentagio, tudo o mais é fa-
voravel ao critério de Bruno: a elegante simplicidade e o
inexcedivel rigor da demonstra¢io da existéncia do inte-
gral; a maneira decisiva como éle permite tratar o pro-
blema da integragdo, ndo sendo necessario, ¢omo nos
trabalhos de Riemann, juntar a cada momento um novo
complemento is demonstragdes anteriores ; tudo concorre,
em suma, para dar a esta condigdo de integrabilidade a
importancia excepcional que lhe reconhecem todos os pro-
fessores de Andlise da Universidade de Coimbra.

78. Mas onde o critério de Bruno se mostra verdadei-
ramente insubstituivel é na teoria das fungdes de varidvel
imagindria. Ele é ai finico. Separa as fungdes integré-
veis das que o ndo sdo, prova a integrabilidade das fun-
gdes continuas, das séries uniformemente convergentes, e
permite, como se faz na Universidade de Coimbra, sem
recorrer aos integrais curvilineos, expor a teoria daquelas
fungdes, sem a converter, como Weierstrass e Méray fi-
zeram, num estudo exclusive de séries.

Este critério admirivel que funde numa sintese de ex-
cepcional beleza os dois capitules do Céaleulo Integral,
torna o nome do Doutor José Bruno de Cabedo digno
do respeito e da mais alta consideraciio intelectual de
todos os seus discipulos.




CAPITULO 111

A generalizacao Lebesgueana

§ L

Pontos de contacto com a definicdo de Riemann

7). A origem de qualquer generalizagio de nocdes
adquiridas encontra-se em regra na necessidade de siste-
matizar cada vez mais os conhecimentos humanos, fa-
zendo entrar nos limites da aplicabilidade de certas regras
alguns casos discordantes.

E geralmente interessante e instrutivo seguir passo a
passo a marcha do raciocinio criador, ndio sé porque essa
observagéio mostra amitde quais as propriedades que seriio
conservadas apos 'a generalizagdio, mas sobretudo porque,
surpreendendo todos os promenores do sen desenvolvi-
mento, adquirimos uma mais perfeita compreensio do seu
alcance e entramos na posse de inestimdveis conheei-
mentos exegéticos.

Infelizmente raro se apresentam as ocasides dessa na-
tureza. O autor moderno, compendiando apenas os seus
trabalhos definitivos, priva em regra o leitor do meio mais
simples e natural de compreender a sua obra, pois vai
colocd-lo em presenga de uma construgio inteiriga, as
mais das vezes rodeada de consideragdes artificiais, que
s6 desvantajosamente podem substituir a traga dos pri-
meiros passos no caminho da descoberta.

Os trabalhos de M. Henri Lebesgue sobre os integrais
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definidos, tal como se encontram compendiados na sua
importante obra intitulada « Legons sur 'intégration et la
recherche des fonctions primitives» enfermam déste de-
feito; e, querendo evitar uma girindola de definigdes
preliminares (¥), quem pretenda expér essa notdvel gene-
ralizagio da nogdo cldssica de integral s6 tem um ca-
minho a seguir: procurar um ponto em que as novas ideas
nio difiram essencialmente daquelas que vdo ser postas
de parte, e mostrar, mediante considera¢des simples, como
a observa¢iio pormenorizada de certos factos conhecidos
poderia conduzir-nos ao limiar de novas conclusdes.
E o que faremos.

80. Seja f(«) uma fungio integrdvel no intervalo (a, b)

smBLh S=SL

as somas de Darboux relativas a f(z) e a uma decompo-
sigio absolutamente qualquer désse intervalo em partes.
Suponhamos que f(x) seja uma fungdo crescente. Neste
caso, 08 numeros L; e I sfilo iguais e, se exceptuarmos
o extremo superior, em todos os restantes pontos do in-
tervalo %, tem necessariamente lugar uma das relagdes

(1) L<f@<lin, f(@)=l.

De resto, nenhuma destas condigdes & verificada fora
daquele intervalo, de modo que 3; é precisamente a me-
dida do conjunto

(C) Gl <f<lip]

(') Veja Mr. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, Fonctions
d'ensembles, classes de Baire.




formado pelos pontos de (a, &) nos quais f(z) satisfaz a
qualquer das relagdes (1).

Designando essa medida por mi, nés podemos entio
dizer que o integral

W
J f@de.

é 0 limite comum das somas
(a) s=Xlimy S=Tlkm;.
Como os nimeros
I=fl@)=b, ' sno e yby=i
decompdem em partes o intervalo
L)

dos limites de f(x) em (a, b), reconhece-se, em virtude
das consideragdes precedentes, que o integral da fungio
considerada poderia definir-se como o limite das somas que
se obtém decompondo arbitrariamente o intervalo (1, 1) em
partes (1;, lipq), e multiplicando o extremo inferior (ou supe-
rior) de cada um deles pela medida do conjunto C; correspon-
dente.

E evidente que esta definigiio, que denominaremos de-
finigio L (de Lebesgue), é ainda aplicdvel se f(z) é sempre
decrescente ou constante, embora neste tltimo caso nio
haja propriamente um intervalo (I, L).

Nés vamos completar éste ponto, mostrando que, no
caso de uma fungdo que nio muda de marcha sendio um
numero limitado de vezes, a definigio L conduz ao mesmo
limite que a definicio & (de Riemann).
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Imaginemos o intervalo (a, b) decomposto em partes
(aj, aj4y) ao Jongo dos quais f(z) seja constante ou varie
sempre no mesmo sentido, e subdividamos ainda em duas
partes (a;, ), (i, a;44) todos aqueles intervalos parciais
no interior dos quais se encontre pelo menos um ponto
.1'2 do conjunto €},

Os intervalos obtidos podem repartir-se do modo se-
guinte em trés classes:

A primeira é constituida pelos intervalos (a;, a;;4) nio
subdivididos; pertencem & segunda aqueles intervalos
(ar,—, x;) ou (e, aj.“} que possuem um ntmero limitado de
pontos €;; e a terceira é formada pelos restantes, havendo
por conseguinte em cada um dos seus intervalos um ni-
mero ilimitado de pontos- daguele conjunto.

A medida do conjunto formado pelos pontos de C; que
figuram nos intervalos das duas primeiras classes é, ma-
nifestamente, zero. Seja (2, §) um intervalo da terceira,
e, para fixar ideas, suponhamos que « é o extremo que
faz parte de C). Se f(x) é constante em (=, f8), todo o inter-
valo figura em G se f(x) ¢ crescente, existe um niimero
a; > a, tal que todos os pontos do intervalo (z, ;) perten-
cem a Cj, ndo havendo em (x, {) nenhuns ountros pontos
com esta propriedade, ainda que seja «; < [; finalmente,
se a fungio decresce, hd em (2, ) um ponto z que, com &,
delimita o intervalo em que se encontram todos os pontos
de (z, ) para os quais é f=li. Logo, os pontos que per-
tencem conjuntamente a C; e aos intervalos da terceira
classe formam wum nimero finito de wverdadeiros inter-
valos, aos quais 86 uma das extremidades poderd faltar.
Resulta daqui, pois, que o niimero m; nio é mais do que
a soma das amplitudes de certos intervalos, onde um,
pelo menos, dos nimeros I, ou /;;, limita os valores de
J(=).

Sendo manifestamente aplicivel aos nlimeros my, ms, . . .




tudo o que se acaba de dizer a prepésito de my, é claro
que o somatdrio

s=X1lm

coincide com uma soma de Riemann convenientemente
escolhida, ficando déste modo demonstrada a proposigio
que enuncidmos.

Tendo verificado a coincidéncia das duas defini¢des
num campo relativamente vasto, é natural indagar até
que ponto elas poderdo considerar-se ejuivalentes, pro-
curando ao mesmo tempo reconhecer se hd on ndo vanta-
gem em substituir a definigdo primitiva pela defini¢io L.

81. Se, para estudar um caso particular, se supde que
f(z) seja a caracteristica ¢ (x) m.° 69] do conjunto (z)
compreendido em (a, ), o integral rimanneano

’ .‘—.;: (=) d

é, como se sabe, a medida de (z).

Ora, tratando-se de uma generalizagdo, ¢ (¥) deve ser
integrivel pelo segundo critério, dando ainda o integral
correspondente a medida daquele conjunto. ILogo, a nio
ser que essa generalizagio nilo interésse as fungdes que
s6 tomam os valores zero e um (caracteristicas), nio &
possivel generalizar a definigdo de integral sem tornar
mais ampla-a defini¢iio de medida.

Nés vamos j4 ver que é impossivel alargar a definigdo
de integral evitando ao mesmo tempo téda a repercussdo
sobre as fun¢des caracteristicas: portanto, se, como a de-
finicdo L, se pretende obter wma generalizagdo, ¢é mister,
antes de mais nada, alargar a definicio de medida, sem g
qual ndo se podem construir as somas (o).




Seja f(«) uma fungdo limitada e % 4 caracteristica do
conjunto C}, definido no n.® 8). Fazendo

M F@)=Slgi (),

a diferenga entre as fun¢desf(z) e F(z) ndo excede nunca
0 maior dos niimeros

b—b, b—lb, ... L—l,

e poderd, por isso, tornar-se menor que qualquer quanti-
dade dada.

E, pois, possivel construir, com fun¢des andlogas a F,
uma série uniformemente convergente

Pt (B—F)+...+(Fe—Fo)t...

precisamente ignal a f(x).

Convencionemos agora, para abreviar a exposigio, dizer
que a fungdo f(z) é integrivel R, ou L, conforme seja
integrivel pelo critério de Riemann, ou segundo a defi-
nigio (L).

Se f(z) é integrivel L, as fungdes % também o sdo,
pois devem existir 08 niimeros m;; ora, como os dois cri-
térios ndo afectam diferentemente as fungbes caracteris-
ticas, essas fun¢des, e, portanto, F sio integriveis R,
Logo, visto que tdda a série uniformemente convergente
de fungdes integriveis R é uma fungdo integrivel R, f(x)
é integrivel L e R, e nio hi pois nenhuma generalizagio.
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§ 2.0

A mensurabilidade dos conjuntos

83, Demonstrada, como acabamos de ver, a neces-
sidade de tornar mais ampla a definigio de medida,
devemos antes de mais nada assentar na escolha do prin-
cipio que deve nortear essa generalizagio, atendendo so-
bretudo & conveniéncia de se conservarem as propriedades
fundamentais da medida de Jordan:

1) A medida é um nimero sempre positivo ou nulo;

2) A medida da soma de dois conjuntos é a soma das
medidas désses conjuntos, se ndo hi pontos comuns;

3) A medida do conjunto formado por todos os pontos
de um intervalo (a, b) é a amplitude, positiva ou nula,
b — a désse intervalo.

4) A medida do conjunto complementar de (x) em (a, &)
é o complemento para b—a da medida de (x).

Tédas estas propriedades siio com efeito conseqgiléncia
da definigio de medida dada no n. 86

A primeira resulta do facto de ndo ser nunca negativa
a caracteristica ¢ de nm conjunto e de se supor sempre
b>a.

Nestas condi¢des o integral de Riemann

| :? () de

nédo ¢ nunca negativo.

A segunda é uma conseqiiéncia da aditividade dos inte-
grais riemanneanos e de a caracteristica do conjunto soma,
gquando n@o haja pontos comuns, coincidir com a soma
das caracteristicas dos conjuntos parcelares,
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A terceira decorre imediatamente da igualdade
b »
]ﬁ(z)dm-f-‘[‘(z —g)dz=b—a.

Atendendo & conveniéncia de se conservarem estas
quatro propriedades fundamentais e & circunstancia de
ser a segunda a tnica que comporta uma generalizacio
util, nés devemos, por agora, se adoptarmos como prin-
cipio o critério da utilidade, limitar-nos a substitnir a
propriedade (2) por outra mais geral.

Seguindo M. Emile Borel, estabeleceremos que a medida
deverd gozar da propriedade aditiva generalizada expressa
pelo enunciado 2'), que substituird 2):

2) A medida de um nitimero finito ou' de uma infinidade
numerdvel de conjuntos que ndo tém dois a dois nenhum
ponto comum ¢ a soma da série das medidas dos con-
Jjuntos parcelares.

- A nova definigio deverd pois atribuir & medida as
propriedades 1), 2'), 3), 4), e porventura outras ainda, se
estas ndo forem julgadas suficientemente caracteristicas.

83. Encerremos de qualquer modo num ntmero finito
ou numa infinidade de intervalos todos os pontos de um
conjunto (r) compreendido em (a, b).

A soma ou série das amplitudes désses intervalos é um
ntmero s essencialmente positivo, e o conjunto (s) admite
necessiriamente um limite inferior positivo ou nulo. Este
limite ndo é nunca maior do que a extensdio exterior e, ()
do conjunto dado, visto em (s) existirem todos os ele-
mentos que figuram no conjunto de que ¢, (z) é limite in-
ferior. Seguindo Mr. Lebesgue, dar-lhe-hemos 0 nome de
medida exterior de (x), e a representagio simbdlica

m, () .
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A diferenca positiva ou nula,
my (x) = b — a— m,[e (x)]

daremos também o nome de medida interior de ().
Qualquer numero que faga parte do conjunto limitado
superiormente por ¢; (z) representa a diferenga entre b —a
e a soma deintervalos que encerram completamente C(zx).
Logo, como esta tltima soma ndo ¢ nunca inferior a
m, C(x), temos
& () < my(x).

Imaginemos agora (1) que todos os pontos de (z) se en-
contram encerrados numa familia de intervalos = e os de
, C(x) em intervalos (B).

Em virtude do teorema de Borel, vird
TatEXf=b—a,

e, sticessivamente,

m, (@) +m, [C(x)] Sb—a,
me (2) >b—a—m,[C(x)] =m(x).

Teremos, assim, em resumo
& (&) < mi(x) < me () < & ()
Mostremos agora que;, qualquer que seja a sua defi-
niglo, toda a medida que goze das propriedades funda-

mentais 1), 2), 3), 4), estd necessariamente compreendida
entre m; e m,.

(1) Veja Legons sur Uintégration, pig. 106,
(F
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Resulta, em primeiro lugar, de 1), 3), 4), que a medida
de um conjunto ndo pode exceder a amplitude de qual-
quer intervalo que contenha todos os seus pontos; por
conseguinte, em virtude de 2'), essa medida ndo poderd
exceder a soma das amplitudes de quaisquer intervalos
(em nimero finito on infinito) que encerrem todos ésses
pontos,

Em suma,

m (&) < e (Z) «
Mas, por ountro lado, de

m(@)=b—a—m[C(x)],
deduz-se
m (@) S b—a —m,[C(x)] =m;(z).

Logo, teremos
(a") G M M My €y

Decorre destas relagdes uma conseqiiéncia de extrema
importincia: quando os nlimeros my;(z) e m, (x) sejam
iguais, s6 de uma maneira é possivel, sem prejuizo das
propriedades fundamentais, definir a medida do conjunto
(x). Teremos, necessariamente, com efeito, que fazer

m (&) = m; (&) = m, () .

Em particular, a medida dos conjuntos mensurdveis J
serd a medida-de Jordan, visto ser

é(x)=e,(x).

Em virtude destas circunstincias, a definigio de me-
dida ndo comportard nenhuma indeterminagdo, se nos
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limitarmos & consideragiio dos conjuntos para os quais os
numeros m; e m, sejam idénticos. Daremos, pois, o nome
de conjuntos mensurdveis aos conjuntos que satisfizerem a
essa condigdo, ¢ a medida dum conjunto mensurdvel serd o
valor comum dos mitmeros m; e m,.

84. Vamos agora verificar se efectivamente a medida
definida déste modo goza das propriedades fundamentais.

Em primeiro lugar, a medida ndo pode ser negativa,
porque ela nio é inferior a e;(x); e a medida de um in-
tervalo (com ou sem as extremidades) é ainda a sua am-
plitude, visto tratar-se de um conjunto mensurdvel .J.

O complementar de um conjunto mensurdivel é também
mensurdvel, porque as igualdades

m[C(&)] =b—a—mi(z),
mi[C(x)] =b—a—m,(x)
dio, com efeito,

m, [C(@)] =m;[C(x)]=b—a—m(z).

Demonstremos, finalmente, que a medida goza da pro-
priedade 2'),
Seja (1) (x) a soma dos conjuntos mensurdveis

(@), (@), ... @), +--y

que supomos compreendidos em (a, b) e sem pontos co-
muns dois a dois,
Encerremos os pontos de (), (i=1, 2, ...) e 0s do seu

complementar () em duas familias de intervalos o e f,

(') Legons sur l'intégration, pig. 107.
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respectivamente, operando porém de tal modo que a di-
ferenca

Elar+a-0-a),

representativa da amplitude total dos segmentos comuns(!)

aos o e [, seja inferior a &, e a série

g
convergente e de soma z.
Teremos, em particular,
(i) Baf+Ep <b—at .

Além disso, serda sempre

(®) m (@) < Baim(2) +
porquanto
b—a—230Zm(w).

O conjunto (yi) contém (23). Logo, os intervalos «, coin-
cidirdio, total ou parcialmente, com alguns intervalos {3,
e o conjunto (x3) encontrar-se hi encerrado nos seg-
mentos () «, comuns aqueles intervalos. Havendo também
pontos comuns () e (y2), hdvera igualmente segmentos
B} comuns aos intervalos (' e f3!-

Se «' e £ tém segmentos comuns, o mesmo se di com

a, e i}, e a grandeza das partes coincidentes ndo poderd

(1) Ou exteriores a (a, b).
(¥) Considera-se o ponto como caso particular do segmento ou do in«
tirvalo.




exceder 2, Teremos, assim,

5] o'k
T4) Ta'+IB <If +es.

' r - ' 1k

O conjunto (z3) estd compreendido nos intervalos B,
porque nm ponto désse conjunto pertence s duas familias
El'l e ;1“

Logo, hé segmentos «’, comuns a o e 5, que
encerram por completo (23).

Analogamente, como hd pontos comuns as trés familias
B!, £, ', haverd também pontos que fazem parte dos in-

" 'k
tervalos 8, e [5, e, portanto, segmentos 5, comuns a estas
duas Gltimas familias de intervalos.

Como anteriormente, a amplitude das partes coinci-

I ]
dentes em z,' e ,'3,' nilo excede g3, & teremos

(13) Da'+EB <3P +e.

I,;f

. k ® =
Os intervalos [, contém (a).
De um modo geral, hd segmentos «;' que encerram (a;)

- " L 'k 'k
e sdio comuns as familias «, f_ e segmentos 5 comuns

g
-

" e 'k : - k
as familias r"jf"' e Biry. Os intervalos ou segmentos [3; con-
. R
tém (2i41) € a familia 4.
Logo encefYam também os intervalos (&), (p=1,2,...).
Teremos, ainda,

y o'k k
(T.) Eu41+klirj| <u{jj—'+zip

. . _ . b J
visto a amplitude das partes coincidentes de «’ e [ ndo
poder exceder &;.

Os diferentes intervalos.

L'} 8 ’s s

i 0 Ty ees Ogy ees {3"’:":"'“‘:“'}

formam uma infinidade numerdvel e encerram por com-




pleto (z). Logo, a sua amplitude total o, se existir, limi-
tard superiormente a medida exterior de (z):

(1) m(x)la.

O nimero o existe, com efeito. Somando ordenada-
mente as desigualdades 74), 72), ..., vem

= [Ck=wn
E[Eu:‘]zczb—a—I—E.

t={ L =1
Por outro lado, em virtude de (3), serd

(2) m(z) < a’ < m(x)+e,

e daqui tiramos

my () < Em(x)+e
on

(3) me (x)Z Zm ().

Determinemos agora uma desigualdade de sentido con-
trdrio. Para isso, observemos, antes de mais nada, que
todo o ponto que pertenga a ('(x) pertence igualmente a

. 'k
um dos intervalos ;.

Havendo, com efeito, em cada uma das familias f",... &}
um intervalo que contem #sse ponto, 8le hi-de necessiria-

mente encontrar-se num dos segmentos comuns aquelas

familias, isto é, num dos intervalos £, A amplitude total

E 8" déstes intervalos dé-nos assim um limite superior de
m,[C(z)], e, portanto, um limite inferior de m; (x).
Calculemos pois essa amplitude total.

Consideremos, em primeiro lngar, os intervalos B (ou
fragmentos) exteriores a todos os intervalos das dife-




rentes familias
) (Pag R (e NI 70 S 12

[
Eles representam as lacunas deixadas em (a, b), quando
daqui se retiram todos os intervalos (Z). A sua amplitude
total nio poderd por isso exceder a diferenga

(b—a)—o.

Passando a considerar os restantes, observemos que
todo o segmento comum & familia

(Is) &) (hZi, m=1,2, ...)

& aos intervalos [3.-*, sendo também comum a (I3) e aos

intervalas 5:, ndo pode exceder &;. A soma dos intervalos
'k & & 5 g

Bi que tem partes comuns com as primeiras familias ([)

é, pois, inferior a

g teat...+e<s;

como [ contem os restantes segmentos

(F.} (S'i,-'i—i f. exey

e nada mais possui, a amplitude total désses intervalos,
k=o

¥ g, ndo pode exceder

k=t

(b—a)—o+zte,

porque os elementos (/') formam o resto de uma série
convergente.
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Por maior razio teremos, pois,

(4) m, [C(x)]<b—a—a
ou, (1),
e [C(@)] b —a —me ().
Logo,
my () Z(b—a)—m, [C(x)] = m; (),
isto é,

My (T) = m; () ,

e o conjunto soma é mensurdvel,
Tirando-se de (1) e (2)

me(x) ol Em ()¢
ede(4) e (2

mj(@)={b—a)—m,[C(x)]SeSZm(z),
teremos
m (x) = m; (&) =m, () = Zm (z;) .

85. Antes de regressar ao estudo da integrabilidade,
registemos algumas propriedades importantes da medida,
de que nos serviremos adiante.

Mostremos, em primeiro lugar, que, embora haja pontos
comuns, a soma de uma infinidade numerivel de con-
juntos mensuriveis é ainda um conjunto mensurdvel.

Retomemos os conjuntos e as construgdes do nimero
anterior e designemos por (z)) o conjunto formado pelos
pontos de (x3) que nio pertencem a (z1); por (2) o con-
Junto deduzido de (2;) pela supressio dos pontos comuns
a soma (z) - (), ete.

O conjunto () é mensurivel. Com efeito, os seus

pontos encontram-se todos nos intervalos «', comuns is




familias o] e ], porque pertencem a (x3) e a (y1); os
pontos do seu complementar, 8sses, se figuram em (=),

encontram-se nos intervalos «; se figuram em (y), per-

‘.
tencem a fi,. Logo, teremos

me (@) Z L e,
mi(z) =b—a—m Cla)Sb—a—2a"—BF,
donde
me (22) —m; (@) 2 o' 4 Sa £ — (0 —a).

Os segmentos comuns a «, e «,, ou a estes tltimos in-
e '
tervalos e a f5,, sio também comuns a [ e «; 08 que
5 ' Tk 2
pertencem simultdneamente a x,' e 3, pertencem também

a f’e «. Logo, como a amplitude total destas partes
comuns pode supor-se menor do que qualguer positivo
dado, vem

m, (@) = m; (') .

Atendendo & igualdade
(@) + (@)= (@) + (=),

e ao facto de a soma do segundo membro ser mensurdvel,
por nio haver pontos comuns nos conjuntos parcelares,

temos

m [('rl) H '.-mf\-':] =m [(i'i) + {.rj] =m (xy) +m [:.J'.'i) .

. ™ , .
O conjunto (.r,_J é mensuravel, visto encontrar-se com
relagio a (#3) e (@) + (x2) na mesma situagio em gue es-

tava (z) com respeito a (®3) e (xy). Todos os conjuntos




! ! » . -
("«‘.)p {-EJ. ... 8ip portanto mensuravels e nao possuem
dois a dois nenhum ponto comum.

Logo, em virtude da ignaldade

(@) =(@)+ @)+ . A @) Fo. o =(2) +(z) + . Ha) +.. o,

(z) é mensurdvel e a sna medida é, precisamente,

Lm(z;), [(l'l):( )] .

Atendendo a que a multiplicagdo, infinita ou finita, se
reduz & adigdo por meio dos complementares, concluimos
que a parte comum a nm nimero finito ou a uma infini-
dade numerdvel de conjuntos mensurdveis é ainda um
conjunto mensuravel.

Achemos, para terminar, a medida do produto, no caso
de cada factor encerrar o seguinte (de indice imediata-
mente superior).

Da igualdade conhecida

C@) = Cl(@) (@) ... (@) ... ]= C(@) + ... + C@n) .-,
tiremos
m C(@)=m[C(an) +...t-Clantt ] =limm[Olen) +.octC(@n)]-
Ora, se é sempre (2;) > (%i;1), todos os conjuntos.
Oy .. Clm),
se encontram em C(z,), @ nds temos

(b) m C(x)=limm C[x,],

n=x




M

e, portanto,

(b—a)—m C(x)=km[(b —a) — m C(zy)]
ou seja B

(6) m (x) = lim m (z) .

=30

Logo, atendendo também a (5), a medida do produto
dos conjuntos de nma sucessao monétona (¥) é o limite para
n=00 da medida do conjunto de indice n.

§ 8.°
As funcdes mensuraveis
86. Generalizada, emfim, a nogio de medida e demons-
tradas as propriedades fundamentais do ntmero que lhe

corresponde, retomemos o estudo da integrabilidade.
Devendo o integral de f(x) ser dado pelo limite comum

das somas
3=EF.‘?H,‘, S_.\_‘if,;l.‘fii,
onde m; representa a medida do conjunto

(C) = QL f@) <liy]

formado pelos valores de x para os quais a fungio sa-
tisfaz a uma das condigdes

L<fl@)<lp, @)=,

(') Uma sucessdo de conjuntos (x4)  mondtona, se é sempre (2,) = (2p1)
ou (Tn) < (Bugt)-
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é claro que a definigio L sé poderd aplicar-se as fungdes
para as quais todos os conjuntos C; sejam mensuréveis,
quaisquer que sejam os ntimeros 4. As fungdes que go-
zarem destas propriedades serio denominadas fungdes
mensurdveis.

Elas sio todas integréveis L, quando limitadas.

Com efeito, para essas fungdes, a diferenca

85—

das somas o tende para zero com a maior das diferencas
liyt1— =13, porque os conjuntos C; ndo tém dois a dois
nenhuma parte comum e a sua soma ¢ o intervalo (a,b):

S—s=S@—l)m<3Em=3{b—a).
E, por outro lado, a sucessido absolutamente qualquer
8, &,

onde, de um modo geral, s, designa uma soma do tipo s
relativa a intervalos (I, I.,4) inferiores a g,, tende para nm
limite determinado quando n aumenta indefinidamente.
Supde-se, é claro, lim g, =0.

=g

Decomponhamos o intervalo (I, L) por meio do emprégo

= . { {4 -
simultineo dos ntimeros " de s, e I de 8nipy OS quUAIS

na sua ordem natural designaremos por

Estes numeros dio lugar a conjuntos €, andlogosa €,
e ¢ evidente, visto nio haver pontos comuns em quais-
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quer deles tomados dois a dois, que poderemos substituir
as medidas dos conjuntos

2 r@<in], dP[at< @) <ut]

pela soma das medidas de um certo nimero de conjuntos

[ ey ® s f .
Cr. Por conseqiiéncia, designando por m, a medida de

L6 2f@) <lri],

podemos também dar a forma

B[],

a diferenga 8, — 4, 0 que nos permite concluir
| 85 — 8ntp | < En (b —a),

porquanto (" e C"*”, tendo em eomum os pontos de
Cy, nio podem, em conjunto, possuir pontos que déem para
f(x) uma oscilagio superior a &-- &y

E, em suma, a demonstragdo do n.” 75 que mostra que
todas as fungbes mensurdveis limitadas sdo integrdveis L.

O limite da sucessiio (1) é manifestamente o limite de
qualquer outra nas mesmas condigdes, visto termos, de
facto, acabado de provar que a diferenga entre duas so-
mas absolutamente quaisquer s e &' tende para zero, com

o maior dos intervalos (I, li.y), (EI,-, lir).

87. Estes resultados sfio porém absolutamente estéreis,
se nio forem completados por um critério simples que
decida da mensurabilidade da fungio f(z), ou pela énume«
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ragio de largas classes de fungdes que gozem dessa pro-
priedade.

E desta questdo que nos vamos ocupar agora, pro-
vando em primeiro lugar o teorema seguinte: :

A condiglio necessdria e suficiente para que f(x) seja men-
surdvel é que, quando exista, seja também mensurdvel o con-
Jjunto formado pelos pontos de (a, b) onde tenha lugar a
desigualdade

fl®)>4,

qualquer que seja A.

A condigdo é necessdria, porque:

1.% se for AS L ou A< o conjunto nio existe, ou se
reduz a (a, b).

2.%, se for | <A <L, o conjunto proposto é mensurével,
por ser complementar de

[F<4],

que é também mensurdvel, como produto dos elementos
da familia monétona

[1=r<a+1];

3.°, se, finalmente, fér A =1, o conjunto considerado é a
parte comum da familia monétona

[i<rzi+].

A condigio enunciada é também suficiente,
Em primeiro lugar, como complementar de

[f>4'],




o

0 conjunto
[fZ 4]
é mensuravel.
Daqui resulta que é também mensurdvel o conjunto

[4-5<r< 4]
n -
cujo limite [parte comum da familia] é

[f = 4']
e, portanto, todos os conjuntos
[f=A]+[f>A]=[fS 4],
[f<A]=C[f> 4],
(4) (A2 f< 4]

sdo mensuraveis. Como (4) inclui manifestamente todos
os conjuntos (7;), fica demonstrada a nossa preposicio.

Em virtude destas considera¢des, ndo had inconveniente
em adoptar como propriedade caracteristica das funcdes
mensurdveis a mensurabilidade do conjunto

[f>A].

Desta maneira poder-se-ia estender a mensurabilidade
as fungdes ndo limitadas(!). Nods porém, salvo refe-
réncia em contrario, cingir-nos hemos as fungdes limi-
tadas.

(") Legons sur T intégration pig. 111 Intégrales de Lebesgue, pig. 28,
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88. Propriedades das fun¢bes mensurdveis (*).

1. A soma a-+f(x) e o produto a ><f(x), onde a é cons-
tante, sdo mensurdveis quando o seja f, e reciprocamente.

2.° A soma de duas fungies mensurdveis é uma fungdo
mensurdvel.

Com efeito, os pontos em que fi+fi excede A4, sido
aqueles em que fj excede a fungfio mensurdvel f3 = A4 — fa.
Seja « um déstes pontos e a, um nimero racional com-
preendido entre fi () e fi(«/). O ponto 2’ pertence assim
ao conjunto mensurdvel

) e (@) > a] < [ 3 () <]

Quando #' varia, a, toma uma infinidade numerdvel de
valores e os conjuntos (1) admitem uma soma mensurdvel,
Nesse conjunto soma ndo hd pontos  em que fi-fi
nio seja maior do que A, como é evidente. Logo, estd
demonstrada a propriedade relativa & soma.

8. A fungdo et é mensurdvel (2), se f ndo se anula,

f

. 1
Com efeito, os pontos em que —> 4 sdo aqueles em

¥

1 : : ;
que f < 08 quais formam um conjunto mensurivel.
o

4. O produto f) >< fa é mensurdvel.
Determinemos, com efeito, duas constantes &y, k: tais
que se tenha sempre

(fi k1) (fa+ ke) > 0.

Este produto é mensurdvel, porque os pontos em que

(") Intégrales de Lelesgue, pig. 20,
{*) Mas pode ndo ser limitada.




éle excede A, siio 0s mesmos em que a fungio fi 4k ex-
cede a funciio mensurdvel

WA
fatka’

Adicionando-lhe as fungdes mensuriveis

—kafi—kifa—lkifa
obtem-se

fixfi.

b.° O limite de uma sucessdo convergente de fungdes men~
surdveis fy (x), ... fy(x), ... é uma fungdo mensurdvel (V).

Com efeito, nos pontos em que f(x) seja maior do que
A, todas as fungdes f, (x) o sdo também, desde que n seja
suficientemente grande, e vice-versa. Logo, ésses pontos
8o u parte comum dos conjuntos mensurdveis.

C.[f“('l'l)}"’d}l le[fn+i (-"l'r')}.“l],
e formam, portanto, num conjunto mensuravel.

89. Para terminar, transcreveremos as palavras com
que o creador da teoria das fungdes mensurdveis dd conta
da extensdo desta classe de fungdes.

« As fungdes f(x)=const, f(x)=a sio evidentemente
mensurdveis ; logo, todo o polinémio é mensurdvel. Toda
a fun¢do limite de polinémios ¢ também mensurdvel:
logo, em virtude de um teorema de Wereistrass, toda a
fungdio continua é mensurdvel. As fungdes descontinuas
limites de fungdes continuas, a que Mr. Baire chama fun-
gbes da primeira classe, sio mensurdveis. As fungdes que

(1) Legons sur I Intégration, ete. pig. 111
7
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néo sio da primeira classe e que séio limites de fungdes
da primeira classe (chamadas por Mr. Baire fungdes da
segunda classe) sdo fungdes mensuriveiss.

§ 4.0
Propriedades fundamentais dos integrais L

90. Os integrais L gozam, entre outras, das seguintes
propriedades:

E .
1) [ 1da=b—a;
]
2) _ij_:r)dx}[), se >0;
"
3) / f (@) de=[14+0(L—D)](b—a);
2 0<h<t

"W o W
4) J 'r'i-:c)d.rJl—_,‘ f(;r:)da:=} fl@x)dz, a<e<b;
b) { ': [ﬁ (x) + fa {a:)j da =.__} : fi(z) dz - [ :f, (z)da;

6) limJ:fh (x) de = ’:Iim fu () da = [:If{w)dz;

T) Toda a funcdo integrivel R é integrdvel L.

91. Da primeira ji nos ocupamos no n.’ 58. As pro-
priedades 2), 3) resultam imediatamente da expressio das
somas que entram na definicido de integral.

Para estabelecer a quarta propriedade, dividamos em
partes os intervalos (I', /) (I", L") dos limites da fangdo
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em (a, c) e (¢, b) respectivamente, operando porém de tal

modo que, se entre éles houver uma parte comum, co-

muns sejam também os nimeros que a subdividem.
Sejam

r i
g=1 i.‘ my, §f=X [ My, §'=1X I!j,- my

as somas relativas aos integrais
b e ol
e o <
o B Joa o 8
respectivamente, e &s decomposi¢des obtidas.
Para simplificar a demonstragiio, diremos que um termo
] i
lymy ou lymy de 8 oun s: corresponde a um termo & m; de
81, quando seja k=i, e o conjunto de medida m; ou my
seja formado pelos pontos que representam (a, ¢) ou (¢, &)
no conjunto de medida m;.
Posto isto, observemos gque o teorema ¢ manifestamente

verdadeiro, se o menor dos nimeros L', L' coincide com
o maior dos limites /', 2, caso em que se teria

s=g -+ 8.

Suponhamos, porém, que essa coincidéncia nio tem
lugar e que, portanto, o menor daqueles niimeros, I/,
para fixar ideas, excede o maior dos niimeros /, !, neste
caso [".

0O dltimo termo de & é formado pelo produto de 4 (su-
pondo = L') pela medida my do conjunto de pontos de
(@, ¢) para os guais é

(1) hsf<I/;

Ora, os pontos de (a, ¢) que satisfazem a (1) satisfazem




também &s desigualdades
(2) LEGAN

e vice-versa; logo ésse ultimo termo pode escrever-se

!
b Mg, 43) -

Designando por my, ;4% & medida do conjunto formado
pelos pontos de (a, ¢} que satisfazem a (2). A soma &
toma entdio a forma

] ]
si=...0h— M1+ Lmgiq9.

Suprimamos L' como ponto divisério dos intervalos
@ L") e (I, L).

As somas s e 8 correspondentes a esta nova decompo-
siglo tomam & forma

" » ]
8g=.. .—E—Ik_im;,_.—l—igm{h,,-;rﬂ+i'1,+gmk+;|+. 'ey

g=... by mpg+ Lmg, g9+ bpa Mg+ . .

e, déste modo, um termo qualquer de s on de s possui
em s um termo correspondente, nio deixando, por outro
lado, nenhum termo desta iltima soma de encontrar em
ou 83, ou nas duas somas conjuntamente, um termo que lhe
corresponda.

Efectivamente, tendo suposto que L' era o menor dos
ntimeros L' e L, entre os termos de 83 e os de # hd uma
perfeita correspondéncia, porque L"=L; e é manifesto,
por outro lado, que, em &, 6 o ltimo termo prejudicava
a integrabilidade da correspondéncia entre essa soma e 0
somatério s.
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Teremos, por conseguinte,

s=48+s

0 que demonstra a propriedade 4).

92. A propriedade 5) é evidente, se uma das fungdes
parcelares se reduz a uma constante. Pdsto &ste caso de
parte, suponhamos, em primeiro lugar, que se trata de
duas fungdes que s6 tomam um certo nimero de valores
distintos :

f!.(ﬂ‘-’)...zh{“lg{...“im,
faif@)... Bis<Ba<...<B,,

e admitamos além disso que & By > A,.
Decompondo, por meio dos ntmeros 4;+ B; o intervalo

(4i+Bi, 4utBy)

em partes, facilmente se reconhece que as parcelas da
soma s relativa ao integral de fi(z)+ f:(x) sio da forma

My, g < [_A? 40 B!] )
representando por mj; , a medida do conjunto
[fi @+ fr(@)= 4+ B,].
Temos, portanto,

s8=1Lmy, o[4,+ By] -IEde‘AJ'—I—EmF»lBi:t
— S Ay[my, 11y, 5. oAy, JJ+E By [my, g+ Mg, oo g]
; 7

=X 4,m,4 L B, mg,
P i
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0 que prova, neste caso particular, a propriedade de que
nOsS ocupamos.

A significagdo dos nimeros m, e m, é evidente, O pri-
meiro, por exemplo, é a medida do conjunto

[fi=4,].

Se ndo fosse By > 4, a adigio de uma constante & fa ()
conduzir-nos-ia a0 caso considerado, sem prejuizo da con-
clusdo obtida.

Suponhamos agora que fi (z) e fi(z) sdo duas fungdes
quaisquer, e designemos por Fy (z) e F3(x) duas fungdes,
analogas a fungio F(2) do n.° 81, que difiram de fi () e
f2(2), respectivamente, em menos de e.

Teremos

%]

* b
/ f!(*fjlir=! Fy(x)dx+0e,

* & ]
| fi@de=| Fa(z)dat0e,

wd

. b b
[ f@dr= [ (fitfyde= [ (Pt R)d+20e=

b
= [Faetav.,
« @

representando por § &, 6" nimeros de médolo inferior a 1.
Ora, como Fy, Fy estiio no caso anteriormente estudado,
vird

b b b
de.r=."F|dr.—[—LF,d:c

e, portanto,

f‘f{x)d.r—ﬂﬂ'”e= ’( ‘ﬁ () dax 4 f‘bfg (@)de—be— e
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ou seja

[1@de= [ fi@det [e)de.

93. A propriedade 6) demonstra-se também com faci-
lidade, pois tudo se reduz, em virtude de b), a provar que
o integral

[ @) —fae)) da

1
tende para zero com i

Designemos por C, o conjunto formado pelos pontos
em que

F—ri<e

e seja L o limite superior de f(x).

A fungdo f—f, é inferior a ¢ em C, e menor que L em
C[C,). Logo, serd

[ @) £ @) dz<em(C)+ Lu[C(6))]-
Ora, sendo C(C,) constituido pelos pontos que se tem

f_flgs!

é claro que &sse conjunto di lugar a uma familia moné-
tona, e teremos

lim m [C’(C',. :'J = m [lim C’LC',;}]_:

mas,

lim C(C,)=0,

Lt -
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pois ndo hé, manifestamente, nenhum ponto comum a
todos os conjuntos
c[c,].
Logo,

[{frepolie<szorenr.

94. Para terminar, mostremos que téda a fungio inte-
grivel R é igualmente integrivel L, e que os dois inte-
grais

®) [fa@d, of @

coincidem.
Com efeito, decompondo (a, b) em partes

(ay @), (a1, W8) 5 iweas
temos

.’:f{w}dtﬁjjlf{m)dz+.[:'f(m)h+ Giog

Suponhamos que todos estes integrais sdo do tipo L,
e apliqguemos as parcelas do segundo membro o teorema
da média:

Wl -
@) [ f@d=m@—atm@—n)t...,
designando, duma maneira geral, por m, um nimero com-
preendido entre os limites de f(x) em (zi—y, ).

Os integrais de Lebesgue sdo pois niimeros compreen-
didos entre os integrais por defeito e por excesso de Dar-
boux; e, como estes tltimos coincidem quando f(x) seja
integrivel R, teremos necessariamente

(&) [fa)de=0) [ f@)de.
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95. Tendo sempre suposto até aqui b>a, para com-
pletar a defini¢io L de integral definido, faremos

Jir@ iz [Tf)an,

caso seja b <a.

96. Como os integrais de Riemann, os integrais de
Lebesgue dio origem a fungdes que admitem geralmente
por derivada a fungio integranda. O estudo, porém, desta
propriedade excede os limites déste trabalho, motivo por
que nos abstemos de mais larga referéncia.

Mr. Henri Lebesgue generalizou para as fungdes nio
limitadas os resultados de que nos temos ocupado, e mais
recentemente Mr. Arnaud Denjoy inventou trés outras
definigdes de integral (1).

E ainda demasiado cedo para fazer uma exposigio dos
trabalhos déste dltimo gedmetra, em virtude da escassez
dos resultados obtidos até agora; e a nova generalizagio
de Mr. Lebesgue ndo oferece nenhum interésse especial
tebrico, sob o nosso ponto de vista, porgue assenta na
definigiio construtiva L, que nés sé aplicamos as fungdes
limitadas,

(1) Com e Rendus, 1919.
8
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