A

35. Do ponto de vista dam sistema de inércia 8 con-
sideremos um sistema de pontos materiais, regressando a
unidade ordindria de tempo. As equagdes do movimento
sob a forma (24) do Cap. IV, combinadas com o prin-
cipio de d’Alembert e com o principio dos deslocamentos
virtuais, dio a equagio geral da dindmica relativista

y

(1) }:‘,”.n— d“% (mg..:-;]JEa:;-u}—. ot =0

my ¢ a massa do ponto material M, @, g, 2 sBo as suas
coordenadas, % simboliza um deslocamento virtual arbi-
trario compativel com as ligagdes do sistema no instante ¢,
e 0 ponto colocado sébre uma letra representa derivagio
em ordem ao tempo. X, ¥, Z; so as componentes da
firga dada que actua em JM;; supde-se, é claro, que as
ligacoes sdo bilaterais e sem atrito.

Geométricamente, a posiglio do sistema ¢ determinada
por um certo nimero (minimo) de coordenadas indepen-
dentes. Em fungio destas coordenadas e do tempo se
eXprimem as coordenadas cartesianas dos pountos do sis-
tema por equagoes da forma

(2) Zi=2:(q1, g8y +- -, 0).
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Um cdleulo eldssico permite dar a (1) a forma

Undl"-

sdo as componentes lagrangianas da forga. Fagamos

(4) T* = Y'm®, ot (1 o \/1—73:,#),

onde m% é a massa propria do ponto My e v; a sua veloci-
dade; atendendo a relagéio

vd= a4+ udt 2l

verifica-se facilmente que (3) pode escrever-se

= o] are d seT*
(5) L[Q:'I' —a—‘;—ﬁf(——-)]a-}‘|=[‘l.

3 qi
Uma transformagfio simples desta equagiao dé

37*+ Y Qb gi= ;t oo fc"; 3qi;
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integrando entre os instantes fy e ¢, e supondo nulos os
8 ¢; nos limites de integragfio, resulta imediatamente

ty
-

r.’(&T'-[-EQ‘ﬁq.)d:sﬂ,

que exprime em Relatividade o principio de Hamilton sob
a forma mais geral. Variando virtualmente o movimento
efectivo dum sistema entre dois instantes (mas nio néles),
infinitamente pouco e compativelmente com as ligagdes,
sem fazer variar o tempo, o integral precedente anula-se.

Se o sistema ¢ holénomo, o que admitiremos no que
segue, nio hd equagoes de ligagdo além das equagoes (2);
os 3 q; sido todos arbitrdrios, e o principio de Hamilton, ou
a equagdo equivalente (), dd imediatamente as equagbes
de Lagrange.

O principio de Hamilton, que acabamos de deduzir,
permite construir a dindmica analitica relativista. A dife-
renca em relagdo ao principio cldssico consiste em que a
fungao T* ndo é a energia cinética total, mas sim a soma
dos produtos das energias cinéticas dos pontos do sistema
pelos respectivos factores de contracgfio

!T’j,-
]. . _ci_

(cf. formula (27) do Cap. IV). Para os sistemas mate-
riais ordindrios esta diferenca ¢ geralmente”insignificante
do ponto de vista prético.

Se as forgas admitem uma energia potencial ¥ depen-
dente sé6 da posigio do sistema (campo conservativo),
tem-se

oV

Qi*_—"‘aqi
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e o principio de Hamilton dé

U

6) 3 [Ldt=0

r.
com

(7) Lo T* V.

A fungiio L é a fungio de Lagrange, ou potencial cinético
do sistema; o integral de L é a accfio hamiltoniana. 0O
principio de Hamilton exprime pois, neste caso, que a
ac¢io hamiltoniana é estacioniria no movimento real. As
equagoes de Lagrange escrevem-se agora, pois que V nio

¢(g£ “gE
dt aql 8-]'. !

e ndo sio mais que as equagoes eulerianas do problema

depende dos g;,

de variagdes (6). Assim, o movimento dum sistemahold-
nomo num campo conservativo é inteiramente determinado
pelo potencial cinético (e pelas condigdes iniciais), KEstes
resultados ficam vilidos quando a energia potencial varia
com o tempo em cada ponto do espago.

Ne caso em que as forgas admitem uma energia poten-
cial generalizada, isto é, dependente da posicio e das
velocidades, tem-se

aV . d [faV
‘:L_______ e el My e
2 5g|+frt(aql)

e verifica-se imediatamente gue o principio de Hamilton
e as equagoes de Lagrange conservam a forma precedente,
com o potencial cinético dado ainda por (7). Também
aqui a energia potencial pode variar com o tempo em
L_'.E]di.l l!lJI‘Lth (iU l:’F]Ii.ll;'U.




Quando L niio depende explicitamente de ¢, tem-se
F At AR TR

atendendo as equagdes de Lagrange, o segundo membro
poda escrever-se
d alL .
a1 E'_ = iz
o
donde resulta, representando por & uma constante arbi-
traria,
a L

(®) YL qi— L=h,
oqi

que & um primeiro integral daquelas equagdes (integral da
energia). Em particular, se o campo é conservativo e as
ligagoes sdo independentes do tempo, a soma que figura
em (8) é igual a

0

'.
E ‘-'H;-U_’.m_'

por (4) e porque os v¥ sdo formas quadrédticas nos ¢;; ora
esta expressio, como imediatamente se verifica, é idéntica
4 soma

T* 4T,

onde o segundo térmo ¢é a energia cinética do sistema, e
portanto (8) escreve-se, atendendo a (7),

T*4T—(T*—V)=h




ou

@) T+ V= h,

que é a lei da conservagio da energia. Note se que a

energia total é igual & soma de kA com a energia propria

2 m“k l‘_'i.
‘.

Consideremos um movimento do sistema entre os ins-
tantes fy e &, para o []_Ilal a constante de energia % tem
um valor determinado. Se variamos éste movimento nas
condigbes fixadas para o prineipio de Hamilton, conser-
vando o valor de h, resulta por (8)

I h 4

H ,aL .) 0 »
3 ——qi)dt=3 |(L+h)dt=3d | Ldt,
[( o ¢ };,l( k) dt J ¢

s

donde, por (6),
4

2 (E oL é;.)dr,:r_).
e dqi

Esta igualdade exprime que a acgio maupertuisiana é es-
taciondria para o movimento real nas condigoes admitidas.
Para ligagoes independentes do tempo num campo con-
servativo, tem-se

ty

a]'{rw- T)dt=0.

Iy

Bste teorema nio deixa de ter lugar quando se suprime
a condi¢io de néio fazer variar o tempo, conservando as

outras condicoes 1lll'i|1L.'.{IliU da menor :J.Ul-',i'i{}:}. Encontra-se




sem dificuldade, com efeito, que é entfio

b
L]
b

aq.'

[

i . eL
BJL:H:-(L—EQ‘ : )3!
fs
donde resulta, por (8), o principio referido.

86. Voltemos ao caso dum sistema holonomo nom

campo de for¢a que admite energia potencial, mesmo gene-
ralizado. Pondo .

] oL
(10) Pi=——3
oq;

as equagoes de Lagrange déo

. oL
(11) pi= ErTh

Com (10) e (11) as equagoes do movimento desdobram-se
num sistema de primeira ordem, de incognitas ¢ e p;.
Dando a estas incognitas variagdes infinitesimais, resultam
variagdes infinitesimais para os ¢; e p;, e tem-se eviden-
temente

AL=2(pidq+pBq)=Epigi+E(pidqi—qdp),

(12) 3 H=X(q:% pi—pi q))

com

(18) H=%p;¢—L.

Se consideramos I expressa nos ¢;, pi, t por meio de (10),
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a equagao [12) dé imediatamente

dqi oH d p; ol

TR e T T,

que é a forma candénica hamiltoniana das equagdes do
movimento.

Quando L n#o contém t, 0 mesmo sucede a funclo de
Hamilton H. Neste caso é

A o (2B 2y L
dt d gi @ p

em virtude das equagGes candnicas e
H=h

é um integral destas equagdes. Este integral é idéntico
ao integral da energia (8). Se o campo é conservativo e
as ligagoes sio independentes do tempo ¢ pois, segundo
(9),

=T+,

como na mecanica newtoniana.
Obtém-se imediatamente as equacées candmicas anu-

lando a variacio que sofre o integral
I
jq\}.lp, qi—H)dt
;l

por virtude de variages dos ¢, p; (considerados como in-
dependentes) nulas nos limites. FEsta observaciio permite

resolver facilmente o importante problema da determi-




na¢lio das transformacgdes dos ¢, pi que deixam a forma
canonica inalterada (transformag¢des candnicas).

Se designarmos por ¢, p'i as novas varidveis numa
transformaclio, é claro que é necessario e suficiente, para
que esta seja candnica, que exista nma fungdo H' tal que

ty

b (Ep'sgi—H)dt=0
i

para variagbes dos ¢, p' nulas nos limites; A’ serd a
nova fung¢iio de Hamilton. Pondo

Z'.p.—rf-r—-Hr=Ep';.j'.-—H'+K,

é pois necessdrio e suficiente que a variagio do integral
de K se anule idénticamente, isto é, que se tenha

. dW
Ko ——o,
dt
sendo W uma funglio dos ¢, p'i, t ou, 0 que é 0 mesmo,
dos ¢;, ¢, t. Assim, as transformagdes candnicas sfio as
que satisfazem & equacio

(14) - Epdq—Spidg,—(H—H)dt=dW,

onde W é arbitriria.

A equaglio (14) determina imediatamente, desenvol-
volvendo d W e ignalando os coeficientes das mesmas
diferenciais dam e doutro membro, aquelas transforma-
¢Oes candnicas para as quais é impossivel alguma relagiio
entre os ¢, q', t. Em geral, sejam

Uf{l u‘-(‘?: ‘.;"J: ﬂ'ﬁ'ﬂ

e
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as relagoes distintas déste género. A aplicagiio do método

dus multiplicadores de Lagrange dd

oW . 99
pi=n——E N,
0gi & ©4gi
16 i Dy O
llh) p‘ E’fi I_l aqul
d W dQ

T 5 .
H'= H+ S — SNt
estas equacdes, juntas as (15), fornecem, por eliminagio
dos W, tdodas as transformagbes candnicas que com (16)
sio compativeis.

O niimero minimo de equagdes (15) é zero, e 0 méximo
é¢ o numero de graus de liberdade do sistema. No pri-
meiro caso desaparecem de (16) os termos em que figuram
os d. No segundo caso, as equacoes (15) definem uma
transformagfio pontual no espago abstracto dos ¢;; a trans-
formagfio candnica é pois uma transformagio pontual pro-
longada.

E evidente que se obtém as transformacdes canémicas
combinando as equag¢des (15) com a equagiio

(17) Epdq—Epidqi=3W,

onde % indica que se fazem variar as coordenadas ¢,
¢'i sem fazer variar o tempo. A equagio (17) mostra ime-
diatamente que o produto de duas:transformac¢des cand-
nil_'-il.ﬁ ‘._: c".l.itlllii uma tr.‘_lu.qﬁlrlllacﬁl_j (_‘.{I,'[]l::lnii_::i: a (1“1‘ a il}\'er?‘::{
duma transformacfio candnica é candnica também: as trans-
formagdes candnicas formam grupo.

B ficil de ver que éste grupo é um sub-grupo das
transformagdes de contacto, as quais satisfazem & equagio

(18} a:"'E"‘Pdna'fl.'zP(a:_}:f’+a?d)n
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R —

com p fungiio dos z, g, p; ¢ dum pardmetro ¢ que nfio se
faz variar. Com efeito, no caso particular em que tais
transformagées sio determinadas por equagdes directrizes
da forma (156) mais uma da forma

Zd=z2—W(q, ¢, t)
tem-se
id=32—3W,
por onde (18) di p=1 e se converte em (17).

37. Efectuemos nas equagdes hamiltonianas

oll

{;h= i, P.i“_ %

—
api
a transformacio candnica

(19)

resultard o sistema de equagdes

SE R e
= aqr

=

onde &, por (16),

oW

ot

H'= H(q,p, ")+

Se W, como fungiio dos ¢, ¢, satisfaz & equaciio diferen-
cial pareial

al

: k3
(20) e (9
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I' anula-se idénticamente em virtude das primeiras (19).
Os ¢'i, p'i slio entido constantes arbitririas, e as equagdes
(19) dio a solugfio geral das equagbes candnicas dadas,
porque transformam estas em identidades. O problema
da integragio das equagdes candnicas reduz-se pois ao
da determinagiio dum integral completo da equagio de
Hamilton (20) (teorema de Jacobi).

A resolugiio do segundo problema simplifica-se quando
alguma das coordenadas ¢; nio entra em I (coordenada
cfclica). Se g for ciclica, com efeito, as equagdes cand-

ddo imediatamente o integral
pr=uay
e ter-se hd, segundo (19),
We=aq+ Wi,

onde W; nio depende de qi; fazendo esta substituigio
em (20), baixa de uma unidade o nimero de varidveis
independentes. No caso de serem ciclicas todas as coor-
denadas ¢, a equagio de Hamilton reduz-se déste modo
a uma equagiio diferencial ordindria, que se integra ime-
diatamente por quadratura.

Analogamente, quando I nfio depende explicitamente
de t tem-se o integral da energia

H="h
e é pois

We—ht+ ¥,

onde V nfio depende de ¢ explicitamente. Substituindo
em (20) desaparece a varidvel t. Se V(g, &, a) for um inte-
gral completo da equacio resultante, a solugfio geral das
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equagdes candnicas serd
av oV av
o e - - s
.h| E q‘_ ? T EI k ] Bj a 0‘1 ¥

o tltimo grupo, que tem menos uma equagio que o pri-
meiro, defina a trajectéria do sistema no espago das varid-
veis g;.

Basta que I contenha duas das varidveis ¢;, t para que
a reduciio precedente deixe ainda uma equagio diferencial
I}il.l‘l_‘:iﬂ!. Em muitas aplicagdes, porém, o primeiro membro
desta equagiio ¢ uma soma de termos, que dependem indi-
vidualmente duma sé varidvel e da derivada parcial res-
pectiva. Tgualando éstes termos a constantes arbitrarias
(uma das quais evidentemente nfio ¢ essencial) e atri-
buindo & funcfio desconhecida a forma duma soma em que
cada termo depende duma s6 varidvel, scinde-se a equaghio
diferencial parcial em equagdes diferenciais ordindrias que
se integram por quadratura (método da separagio das
varidveis).

Suponhamos que a fungiio de Hamilton tem a forma

Hy+ H,

e que foi possivel, abstraindo de Hj, integrar o sistema
candnico pela aplicagio do teorema de Jacobi. Encon-
troun-se pois um integral completo W4 const. da equagio
de Hamilton

; oW oW

2 A ( , —— )~ )
(21) ot + 1y i ) 7 y £ C
e formou-se a solugiio geral

e g oW
P‘_T’ A TR

oW
d
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Consideremos agora os @;,; como novas varidveis e fa-
camos no sistema hamiltoniano dado a transformagio
candnica definida por estas equagdes. A nova fungiio de
Hamilton é

oW
at’

Iy + H +

ou simplesmente 71} em virtude de (21); portanto o novo
sistema candénico tem a forma notavel

d I
aa.- ;

ﬁl'-_

Se H é muito pequeno perante Hy, os ;, f; variam muito
pouco perante os g;, p; ¢ esta circunstincia facilita o seu
cileulo aproximado quando a natureza da fungio Iy torna
impraticdvel a integraglio rigorosa. Nisto se funda a
teoria das perturbagbes, em mecénica celeste e em meci-
nica atémica, segundo o método da variagio das constantes
arbitrédrias.
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38. Vimos que tddas as tentativas, feitas nos séculos
‘passados com o fim de melhorar a teoria da gravitagdo,
resultaram infrutiferas. Afinal a teoria de Newton, ndo
obstante os seus defeitos, era preferivel pela sua extrema
simplicidade.

A teoria da relatividade especial veio removar o pro-
blema da gravitagio porque, se ela é universalmente vi-
lida, a lei da gravitagio tem de ser covariante para a
transformacio de Lorentz. Ora a isto nfio satisfaz a lei
de Newton, a qual atribui & gravitagio uma propagagfio
instantdnea que, segundo a teoria da relatividade, nfo
pode existir. Urgia pois substituir a lei newtoniana por
uma lei relativista, que se afaste dela tdo pouco guanto
possivel no caso das velocidades astrondmicas, e por um
duplo motivo: era preciso verificar se o principio da rela-
tividade, provado experimentalmente em mecénica e em
electrodindmica, se estende on néio & gravitagho; e se
sim, isto é se a lei relativista nfio cedesse vantagem a de
Newton nos factos que esta pode explicar, era necessario
saber se aquela permite uma explicagio mais satisfatoria
para os factos em que a lei de Newton se mostrou insufi-
ciente.

Foi o que procararam fazer, cada um a seu modo,
Poincaré, Minkowski ¢ Lorentz. Naturalmente, anima-
va-0s a esperanga de que o principio da relatividade nio
seria desmentido pela mecanica celeste e de que o problema
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da gravitagdo ia encontrar, pelo menos quanto & forma
da lei da acgdo mitua de dois pontos materiais, a solugiio
definitiva. Com efeito a transformagio de Lorentz difere
muito pouco da transformagio de Galileu para as veloci-
dades do nosso sistema planetdrio; e o facto de a teoria
da relatividade exigir que a gravitagio se propague com
velocidade finita vem ao encontro duma aspira¢io geral,
que hd muito ardia por satisfazer-se.

39, A-pa_-.a:w de fazer uso de métodos de cdleulo essen-
cialmente idénticos ao método quadridimensional de Min-
kowski, Poincaré (Y) trata a questio dentro da teoria
lorentziana de 1904, anterior & teoria de Einstein. Por
isso, atribuindo & gravitagio velocidade de propagagiio
finita nfio se vé& obrigado a identificd-la com a velocidade
da luz. Por fim fixa-se nesta velocidade, é corto; mas
fi-lo por puro motivo de simplicidade. Nés colocar-nos-
-hemos desde logo dentro da teoria einsteiniana ; os resul-
tados em que Poincaré se detém nfio sofrem com isto
modificagfio.

Se um ponto material estd em repouso num sistema
de indrcia &', a forga de gravitagio que éle emite deve
propagar-sé¢ com a mesma velocidade em tdédas as direc-
goes, por motivo de simetria. Segundo a teoria da relati-
vidade, esta velocidade ndo pode ser superior & da luz.
Admitamos por um momento que ela lhe ¢ inferior; entéo,
para o observador doutro sistema de inédreia 8, relativa-
mente ao qual o ponto considerado estd em movimento
rectilineo uniforme, a velocidade da gravitagiio dependeria
da velocidade do ponto e variaria com a direcgio, em vir-
tude do teorema da composi¢io das velocidades. Ora isto,
que equivaleria a aceitar que a gravitacio consiste numa

(') H. Poinearé, Sur la dynamique de Uélectron, 1906, ap, eit.
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emissio de particulas de massa prépria positiva, é alta-
mente improvavel. Deve antes admitir se que a velocidade
de propagacio da gravitaglio é independente do estado de
movimento da fonte respectiva, e portanto igual a veloci-
dade da luz (!). Vale a mesma conclusio para a velocidade
de qualquer acgiio fisica que repugne reduzir a uma emissio
corpuscular como aquela a que a luz era reduzida por
Newton.

Posto isto, procuremos a lei relativista da forga de
gravitagio que um ponto material de massa propria m'
(corpo atraente) exerce sobre um ponto material de massa
propria m (corpo atraido). Sejam, num sistema de indreia
arbitrdrio, @, y, z,v as coordenadas e a velocidade de m no
instante £, e & a forga que actua em m no mesmo instante.
Esta forga partin de m' num instante anterior ¢, no qual m'
ocupava a posicdo &', ¥/, 2’ e possuia a velocidade v'. Repre-
sentando por r o vegtor de componentes

.r—ar’, .y_.'v”: z"_z‘:

tem-se evidentemente

(1) =t —,
¢
onde » é o médulo de r.
Admitiremos que a forga & depende da posiglio actual
do corpo atraido relativa & posigio retardada do corpo
atraente, o das respectivas velocidades, isto é de v,»,v/,
mas nio das aceleragdes. Para obter uma lei que satisfaga

(1) Pode acrescentar-se que, na hipétese de a velocidade da gravi-
tagio ser menor que a da laz, se um corpo se afastasse doutro com velo-
cidade superior & daquela forga nfio haveria entre éles gravitagio
miitua; a gravitaglo deixaria de ser nniversal.
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ao principio da relatividade, o meio mais simples consiste
em introduzir os vectores do universo quadridimensional
correspondentes aos vectores considerados; uma equacdo
linear homogénea entre aquéles serd covariante para a
transformaciio cinematica relativista se os seus coeficientes
forem invariantes para a mesma transformacfio. Introdu-
zamos pois 0s vectores: forga universal

LEJ j{'"—_ l—_E:-, 1_; - — {l‘ﬁ:‘)-_ -}‘
{ r? c* ©?
(\/1—62- \/1*‘.-:—\

raio-vector universal

(2) Ri=

velocidades universais

I el i
¢ g p? \/1 pt )
(Vi-% 4/
2) Vim |\, — .41

onde v e v sfio respectivamente os modulos de v e v,
(fv) é um produto escalar ordindrio e a determinagfio
métrica do universo € a da formula (18), 1V, 26. A lei

que buscamos estara contida na expressio ceral
] I g
(3) Ki=a RiJBVidqPH

com u, i, 7 invariantes, dependentes de r, b, v".
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Estes invariantes possuem uma forma geral que ¢ fécil

de descobrir, Com efeito, os invariantes distintos que
dependem de R, V', V" hdo-de procurar-se evidentemente
entre os trés mdédulos déstes vectores

0, ¢, ¢
e 08 seus trés produtos escalares

LT er—(vr)
R V= b

1_?'

ViV, = ot = (vv') i
V(-3 (%)

siio portanto os trés ultimos, Os invariantes a,f, 1 sdo
fungoes déles e devem satisfazer a relagio

(5) aR Vi+Be+1ViV'i=0,

que se obtém multiplicando (3) escalarmente por V;.

Até aqui, duas das fungoes g, i, 7 sio completamente
indeterminadas, o que significa que hd uma infinidade de
leis relativistas da gravitagiio possiveis a priori, como era
de si evidente. Para ir mais longe deve atender-se a que
a lei de Newton representa os movimentos celestes com
uma aproximag¢iio muito grande. Assim, a lei relativista
da gravitagio tem de diferir muito pouco da de Newton
para pequenas volocidades, a ponto de se reduzir rigoro-
samente a esta no caso de dois corpos em repouso. As
investigagoes de Laplace ¢ Lehmann-Filhés, como vimos,
mostraram que a adigfio de termos de primeira ordem
torna a lei de Newton incompativel com certas observagdes
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se se atribui & gravita¢@io a velocidade da lnz. Por isso
Poincaré procura determinar os invariantes a, B, 1 pela con-
digio de que a lei relativista difira da de Newton sé em
termos de segunda ordem ou de ordem superior. Sendo
as quantidades de segunda ordem, no nosso sistema pla-
netario, cérca de 10.000 vezes menores que as de primeira,
é provavel que a lei assim obtida néo seja contradita pela
experiéncia. .

Segundo (2), as trés equagbes espaciais de (3) escre-
vem-se vectorialmente

il .
(6) .ﬂ=\/1—— EE Py

v v'?
\/1_1:*' \/1__4:5

e a nova hipdtese exige que esta lei se reduza a de Newton
pelo desprézo dos termos de segunda ordem. Para con-
frontar com a lei de Newton, porém, é preciso referir ao
mesmo instante ¢ todas as grandezas que figuram na
equacio (6). “Sejam 2",y”,2" as coordenadas de m' no
instante ¢; visto que o intervalo de tempo t—¢' é pequeno
e que sio muito fracas as aceleracies no sistema solar,
podemos ter por rectilineo e uniforme o movimento de m'
durante o tempo ¢t —1¢ e escrever, atendendo a (1),

- '] r ’
(7) r=r+?h,

onde ¥’ representa o vector de componentes
"

r—a', y—y', z—¢"

isto é a distancia orientada dos dois corpos no instante t.
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Desta formula resulta, por um lado,

(8) (pr)=(vr)+ ; (o),
(8 (v' D) =('r) + _:_ v'2,

e por outro lado, quadrando-a escalarmente e resolvendo,

v (v't") v (')
o rlil— = 3 P Sigh L T
®) ( c? ) e t \/ c? { ot r'd

Desprezando a segunda ordem tem-se

(W'r)="t), (br)=(vr),

9 I or
( } ety £ {:1.1 )
P

?

e os invariantes fundamentais (4) reduzem-se a

it RiVi=er'+(v'r')—(vr),
(10)
B Vil=eyy ViV i=et
Ora, dentro da aproximaciio adoptada, a equacio (6)

escreve-se, atendendo a (7) e (9),

of 3

J'c } “’?

(11) M=ar'+ v (-,'-]—r:z
onde em vez de a,f,7 se devem por fungdes das quanti-
dades (10) limitadas & primeira ordem. Mas esta equagfio

deve coineidir com a lei de Newton; portanto o inva-
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riante ‘@ ha-de reduzir-se a

fm'm

P

(onde f é a constante da gravitacho) e o invariante § a
zero ou a uma quantidade de primeira ordem. Poincaré
toma, e isto tem ainda um alto grau de arbitrariedade,

fm'me? ’
il 13 o/ Ad e
de (5) resulta entdo
RV,

| ot k(.

e (3) dd a lei procurada
(1) Kiw rm’wu_‘-"( ; BV I"“).

T @V T TV,

Verifica-se facilmente que o coeficiente de v em (11) é
de primeira ordem, como devia ser.

Guiado por analogia com a expressio da forga ponde-
romotriz do campo electromagnético, que é linear na velo-

cidade da carga utraida, Poincaré propde também a lei

fm'me

W K-y

(VEV' . B — RV, . V1),

a qual se obtém conservando =0 e tomando para « o

valor precedente |1111|li||Iil_'ndu por

!

4 7
e b

2
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¢ ountra lei possivel, com efeito, porque esta quantidade
se reduz a4 unidade mediante desprézo da segunda ordem.

As duas leis precedentes sio das mais simples entre
a infinidade de leis possiveis, Tddas se afastam da lei
de Newton em quantidades de segunda ordem e portanto
tédas siio capazes de explicar suficientemente, como a lei
newtoniana, a maior parte dos movimentos planetdrios.
No que respeita aos movimentos residuais que escapavam
a lei de Newton, ¢ claro que s6 uma discussio adeqiiada
poderd mostrar se elas sfio on niio aceitéveis.

40. Sem dizer como a descobriu, Minkowski (1) propos
para a gravitacio a lei seguinte.

Consideremos as linhas universais dos pontos mate-
riais m' e m, ¢ um ponto B da segunda. Construamos a
folha anterior do cone das geodésicas nulas relativo a B
e seja B’ o ponto em que &le corta a linha universal de m'
(Bste ponto existe sempre e é tinico, porque a direcglio das
linhas universais da matéria é sempre temporal). Tiremos
por B' a tangente & linha universal de m', por B a perpen-
dicular a esta tangente e designemos por D' o ponto de
intersecqfio destas duas rectas. A forga universal que se
exerce no ponto material m colocado em B serd o vector
normal a velocidade universal de m e soma geométrica
do vector

Smim  m
K7
!
¢ dam vector apropriado na direcefio B’ 1)

(1) H. Minkowski, e Grundgleichungen fiir die elel:tromagnetischen
Vorgdinge in bewegten Kirpern, 1907, Anhang; in-Fortschritte der math,
Wissenseh , Heft 1, Leipzig und Berlin, 1910,
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L . . # & - * Ll L
E facil de reconhecer que esta lei ¢é idéntica a lei (I)

de Poincaréd. Com efeito, tem-se aqui

b ! By e 5
E=_1I""_(BD+17);
|B'D|
ora a relacio
KiV,=0

:Ié. l'l-il.l'ﬂ. 0 L'u&ﬁt:iclll-' h o \'zlllrl‘

(BD-V) .
-

por outro lado, é

— el - —# — l-'["' ""l'
BD=—R+BD=—R-+ Rr—'--a—]l, ,
i i P71,
7D =BT

resulta pois
=+ fwmc (-*- B A
~= @y \" T T )‘

como tinhamos afirmado.
De outra lei proposta por Minkowski falaremos adiante.

41. Poincaré procurou a lei relativista da gravitagiio
sob as hipéteses seguintes: a) a foér¢a que se exerce no
corpo atraido dependerd da posi¢io actual déste corpo
relativamente & posigio retardada do corpo atraente e
também das velocidades dos dois corpos nessas posigdes;
b) desprezando a segunda ordem deve recair-se na lei de
Newton. Estas hipiteses deixaram o problema altamente
indeterminado. A primeira vista parecerd que temos de
conformar-nos com esta indetermina¢éio, e de ensalar uma
a uma as diversas leis possiveis enquanto se niio encontrar
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lei que satisfaga plenamente; porque, em primeiro lugar,
desde que é necessdrio admitir que a gravitagio se pro-
paga com a velocidade da luz, a hipétese a), pelo menos
(a expressio da forga poderia conter também as acele-
ragdes), ¢ inevitavel; depois, se niio queremos entrar em
conflito com as observagdes astrondmicas, a condigio b)
tem de ser respeitada. Em rigor assim ¢, Mas a fisica
tedrica mal daria um passo se se apegasse a generalidade
maxima quando pretende formular leis. IX forgoso res-
tringir criteriosamente. ;Nido é mais metodico admitir,
pelo menos numa primeira investigagiio, que a forga da
gravitagio ¢ independente da velocidade do corpo atraido,
e portanto exactamente dada pela lei de Newton, no caso
do repouso do corpo atraente? Ora sucede que, nesta
hipétese, o principio da relatividade determina univoca-
mente a lei da gravitaclio, e a lei assim determinada é
idéntica & lei (IT) de Poincaré.

Em termos mais precisos, admitiremos que num sis-
tema de inéreia, no qual o corpo atraente estd momenti-
neamente em repouso, vale exactamente a lei de Newton
qualquer que seja o movimento do corpo atraido. Reco-
nhece-se aqui um método normal na teoria especial da
relatividade. E claro que déste modo abstraimos da ace-
leragio do corpo atraente, mas o mesmo fez Poincaré
com a sua hipdtese a); demais isto é legitimo, porque as
aceleragoes astronémicas sdo muito pequenas. Seja S, 0
sistema de inéreia no qual o corpo atraente m' estava
momentineamente em repouso no instante t,,, em que
emitiu a forga de gravitagio que chega ao corpo atraido
no instante fp. Designando por rp o vector que liga estas

posicies dos dois corpos, dirigido de m' para m, ter-se-hd

(12) to=th-+ T
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e, para valor daquela forca em Sy,

P
e m

Hy=— j - 10 .
%

A forga universal correspondente, se for vg a velocidade
de m, sera

fm'm

1 5
; Y01 73 (ty05) :

et

onde deve entender-se que o factor exterior ao colchete
multiplica as duas grandezas interiores. Introduzamos as
velocidades universais e o raio-vector universal e for-
memos os seus trés produtos escalares, Atendendo a que

¢ nula a velocidade v/, de w', teremos por (4
0 : I

Daqui resulta para K, a expressfo

fm me

IAAL

(Vo Vn}; Lo,

K=
Reconhece-se agora que as grandezas que figuram no
colchete sfio exactamente o vector de espaco e a compo=
nente de tempo relativos ao vector universal
(R Vo)

-hu —— (I'I_] ﬁj' Fla:
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a nossa lei é pois idéntica em Sp & lei (II) de Poinearé;
além disso, (12) pode escrever-se

(Bo Ro) =0;

porque esta equagfio e a precedente sio covariantes, a lei
tem a mesma forma em todos os sistemas de inércia (4).

42. Pela aplicaghio de (2) e (4) encontra-se facilmente

gue a forga, que se exerce em m, é entdo, num sistema
de inércia qualquer,

Jm'm t:!) . :
on b8 -y

Aplicando (8) obtém-se

fum (1- 25 , i
-t

(14) R=—

Pi=5

onde todas as grandezas se referem ao mesmo instante ¢.
Vé-se que o desvio em relaglio & lei de Newton é de
segunda ordem, como Poincaré mostrara doutro modo.

A lei de Lorentz (?), a que nos referimos no n.* 38,
deduz-se de (14) desprezando a terceira ordem.

(') Cf. F. Kottler, Gravilation und Relativitilstheorie, in-Eneykl.
d. math. Wissensch., VI, 2B, 1.
() H. A. Lorentz, Das Relativitdtsprinzip, drei Vorlesungen gehalten
in Teylers Stiftung zu Haarlem, Nachdruck, Leipzig und Berlin, 1920,
9
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43. A primeira prova, e a mais simples, a que deve
submeter-se a lei (13) é a de verificar se ela é efectiva-
mente aceitdvel para o problema dos dois corpos, tal como
éle ¢ posto em Astronomia para o nosso sistema plane-
tario. Consideremos um planeta de massa propria m e
designemos por M a massa prépria do Sol. A equagfio
vectorial do movimento de m é

onde o segundo membro ¢ uma soma de termos da forma
(13), representativos das acgdes que o Sol e os outros pla-
netas eéxercem em m. Suprimindo o factor m, comum aos
dois membros, fica o segundo membro linear ¢ homogéneo
em M e nas massas préoprias dos outros planetas. A
equagiio do movimento do Sol é andloga & precedente; o
seu segundo membro fica linear ¢ homogéneo nas massas
proprias de todos os planetas depois da supressdo do
factor comum M. Em primeira aproximac#o podemos des-
prezar as massas dos planetas perante a massa do Sol.
Entio o segundo membro da equagic do movimento do
Sol reduz-se a zero, o que dé para o Sol um movimento
rectilineo e uniforme; e o segundo membro da equagho
do movimento de m reduz-se ao termo representativo da
acgfio do Sol. Cai-se assim num caso particular do pro-

bléma dos dois corpos: aquéle em que um déstes tem

massa infinitamente pequena perante a do outro.

Visto que, na ordem de ulu‘oximuqﬁu :i(iﬂli’(idﬂ, 0 movi-
mento do Sol nfio é acelerado, podemos utilizar como
sistema de referéncia um sistema n#o rotante ligado ao
Sql, em vez dum sistema de inéreia qualquer. Para obter
maior simplificagio suporemos além disso que o Sol ocupa
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a origenr do novo sistema. Nestas condigbes a equagéo
do movimento de m reduz-se a

AR == [ = r

(15) dt o "
c

onde r tem as componentes @, y, 2.

A equactio (15) é a equagio do movimento dum ponto
material livre, de massa pripria 1, num campo conserva-
tivo de energia potencial —Z—. H4 pois, néste caso,

- - TR '. #
potencial cinético

s T M
L=T*—] :c*(l—\/i P ;,.)+ .-f.i___,

@
=

it byt 2t, rle=at gtz
e por conseguinte ﬁm(;;‘m hamiltoniana

H=p.z+pyy+p:2—L,

f x Y z
I?I = el = ij}": — o ——

: 3T "
A . | = " | ;!
e e e
e* e* c

Como L nido depende explicitamente de £ e 0o campo é

eonservativo, tem-se simplesmente

H=T+4 V=02 { ——— ek | -

por outro lado, é

pdt+pd+pl=ct [
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as equacgdes cartesianas do movimento assumem pois a

forma candnica

de oH dp, o

i Cil T M el R i TR i

=

(16)

coIm
(17) H=¢ _1-}.\/ 1 PEER PR fM
1 Ct r -

Desenvolvendo o radical, obtém-se

+

P
H = ;— (2 + 9+ — f-]-,- + i,
onde €

)
Hy=— B P2+t +p2 ...

Anulando I, tém-se equagdes formalmente idénticas as
do movimento kepleriano. Poderia pois tratar-se o movi-
mento relativista do planeta como um movimento formal-
mente idéntico ao kepleriano, perturbado pela fungfio
muito pequena Hy; limitando esta fungfio ao sen primeiro
termo, ter-se-hia uma aproximagio suficiente. Mas o pro-
blema pode resolver-se dum modo rigoroso e com muito
maior simplicidade.

As equagies candmicas (16) admitem o integral da
energia

H=h,

e ¢ ficil formar trés outros integrais, Verifica-se com
efeito que

yp:—zpy=0,
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donde resalta por integragio

Yyp:—2zpy=4,
sendo . uma constante arbitraria; obtém-se analogamente

3P=—3'P:‘=B:
apy—ype="C.

Déstes trés integrais, que correspondem aos integrais das
areas do movimento kepleriano, resulta imediatamente

Ae+ By+ Cz=0;

logo a orbita do planeta estd situada num plano que passa
pelo Sol, como alids era evidente,
Tomemos éste plano para plano dos y. Entdo sera
I i I

constantemente

zwp_.——-D‘.

Do integral das dreas subsistente e do integral da energia
poderia deduzir-se o movimento; mas ¢ mais elegante
operar canonicamente.

Nenhuma das coordenadas @, y é ciclica, nem a equagio
diferencial parcial de Hamilton admite separagio das
varidveis. O facto de que # e y s6 entram em H por
intermédio de » indica o emprégo das coordenadas polares.

Facamos pois a transformag¢dio candnica pontual prolon-
-,

gada, definida por
Qma—rcosp=0,

=y —=rsing=0,




=

e —

Pw———

P e e T e ————

el e P2
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com W constante arbitrdria (formulas (16), V, 86). Te-
remaos

Pe=—Mh, py=—1ha,
|I“"=q_]'| cos @ — -L! sin %y
Po=Mrsing—hyrcos g,

com M invariante: resulta destas equacoes

2 1
P+ =plt+—5pt,

e portanto a nova fungdo hamiltoniana é

: RN ey M

A resolucfio do problema consiste agora, segundo o teo-

rema de Jacobi, na determinagio dum integral completo
da equacio de Hamilton

oW , 1

Visto que a coordenada g é ciclica e que ¢ também néo
figura explicitamente em H, tem-se por V, 37

[GAERICLN RER

We==hittaot Ulr),

onde & é a constante da energia ¢ u = ' ¢ a constante das

areas; a fungio U satisfaz & equagio diferencial

(19) {‘\‘j’i)ﬂ :',rz (241 "-") e (h L f"”)’,
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que se integra imediatumente por quadratura. Obteve:se
o integral completo desejado, e as equagdes

e -, aUu
Pt da’ k-t__ﬁ'_—’

(20) s

sz o, Pr= H?:r

onde B e k designam novas constantes arbitrarias, dio a
solugio geral do problema; a primeira é a equagfio da
orbita, a. segunda exprime o raio-vector em fungéio do
tempo; as outras duas sdo consequéncias delas e ndo sdo
outra coisa que os integrais das éreas e da energia.

A correcelio de relatividade em (19) é de segunda
ordem (termo em ¢—¥) e por isso o movimento dado pelas
duas primeiras (20) difere muito pouco do movimento
kepleriano. O que mais importa saber, por causa da
questio da anomalia secular do periélio de Merctrio, é
* como se manifesta esta diferenga na forma da érbita. Ora

a primeira (20) pode escrever-se
dy i(dt’)
dr _ oa \dr)’

donde resulta facilmente, por (19),

a fdr\? . 2P Q
F () =+t
com
g h? h MY,
N=oht+l popu(14k), a-Li-e
a mudanga de varidvel
1
g —
r

-y

RSP 1

et Adv gy gt

i



¢ (‘f-") N+2Ps+ Qs

dey
e, portanto,

(21)
ou

(22)
onde é

(23) g

O integral geral de (22), se 1 n#o ¢ nulo, &

'] : . cos ¥ (v )
—— g — ),
g 1 '

com ¢ e w constantes arbitririas, on

(24) - 4

1+ecosy(p—m) '

Sendo esta equagfio equivalente & primeira (20), a cons-
tante ¢ idéntica a e a constante e é funcéio de a e de k.
Vé-se que a érbita difere duma secgio conica pelo factor y
que figura dentro do coseno.

No caso dum planeta ou dum cometa sob a acgiio do
Sol, a é tal que 1 nfio 56 ¢é real, mas ¢ mesmo muito pro-
ximo de 1 por causa do grande valor de ¢*; a drbita difere
entio muito ponco duma cénica (num- sentido que a dis-

cussio seguinte evidenciard), Mas, em geral, 7 pode ter
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qualquer valor real compreendido entre 0 e 1 e até,
para |«| suficientemente pequeno, ser nulo ou imagindrio
puro; na primeira hipitese a drbita afasta-se duma cénica
tanto mais quanto menor for 7; nas outras duas difere

fM

O resumo da discussfio é o que segue. Para |a|<—
e

duma ednica essencialmente.

é { imagindrio puro. Em (24) figura entdo um coseno
hiperbélico e a érbita comporta-se na vizinhanga da origem

. . . e M,

& maneira duma espiral logaritmica. Para |a|= fT e 1=0.
Tem-se entdo Q=0 e (21) dd para r o inverso dum poli-
nomio do segundo grau em g; comportamento na vizi-

nhanga da origem andlogo ao precedente. Para ia[:)i:;'{

6 0<y<1. Entdo r é minimo para v —eo=0 (periélio).
Se for e=1, éste minimo ¢ atingido uma s6 vez: quando
% —w| cresce a partir de zero e se aproxima do limite

= Arc cos (— r-1~) 5
1 e

r cresce e tende para infinito. No caso e=1 a orbita é
. s ] \ 1

do género parabdlico e envolve a origem — vezes; no. caso

e>1 tem-se coisa analoga, mas a orbita é do género hi-

perbélico. Se for porém e <1, todos os pontos da drbita

P

estdo a distdncia finita; » ¢ miimo e vale s
o

para

B — = % (n inteiro);

¢ maximo e vale 3 P para

€

: 2n+1)=
P i
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A Orbita é entfo uma espécie de rosdcea, como a que
descreveria um ponto obrigado a mover-se segundo as
leis de Kepler numa elipse animada de rotagio uniforme,
no seu plano e no mesmo sentido, em volta do foco.

E éste o caso do nosso planeta. A distancia periélia
é atingida duas vezes consecutivas com uma diferenga de
dngulo polar igual a

-
e

a cada revolugiio hd pois um movimento perieliaco de

ou seja, desprezando as ordens superiores,

M

-2

o o

(26) Ap=

Para o cdlenlo numérico notemos que é

S50 zy—yz' 2 48 ,dS
ﬂ_llf)j._yi‘iil= "'_F Vo ?Js._‘:it _—- dt ’
y ol b
o 2

onde & representa a drea varrida pelo raio-vector e t 0
tempo préprio do planeta; @ é pois o ddbro da drea var-
rida pelo raio-vector na unidade de tempo proprio (forma
relativista da primeira lei de Kepler). Pondo em (24)

p::ﬂ':l-—-—-e’g:}’

{

6 claro que a area varrida pelo raio-vector durante uma
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revolugio é em valor absoluto

ra? V1l —ed;
tem-se portanto
(26)

onde T representa a duragio da revoluglio expressa em

tempo préprio do planeta. A formula (25) dd entio

&0 z £2 02T

"= dza(I=e)

8 lmrnrlutn fﬂf ||udl' eliminar-se. De (‘23) resulta, com
efeito,

isto é, por (26),

4z2ald * h el LIS
= (1 )+ gy

¢ a forma relativista da terceira lei de Kepler, que da

onde a parte omitida contém ¢* em divisor. Na ordem de
aproxima¢do admitida em (25) deve tomar-se para valor
de fM em (27) a parte principal escrita, ¢ tem-s¢ em de-




b, e, |

g

—————

S —

140
finitivo

473 42

=PI _me

(pela mesma razdo substituin-se T pela duracdo 7' da revo-
lagdio expressa em tempo do sistema de referéncia).

Com os valores de a, e, T relativos a Merciirio encon-
tra-se A ="7"2 por séeulo, 0 que é 86 a sexta parte do
efeito observado: a lei que vimos estudando é pois insu-
ficiente.

44. ;Que resaltado se obteria com a lei (I) de Poin-
caré-Minkowski nesta questdo do periélio de Merciirio?
Vimos oportunamente (n.® 89) que a lei (I) dd para a
forga & um wvalor igual ao produto do valor (13) pelo
factor

No caso do repouso do corpo atraente éste factor reduz-

=8 a

T,
o2
j
‘/ c?
8 a equacao (15) esgreve-se entdo

(28) d*y Dy fM

T
d 13 r¥ !

onde t, como no n.° anterior, é o tempo préprio do eqorpo
atraido,
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Ora (28) coincide com a equaglio vectorial newtoniana
do problemma, salvo a substitui¢iio do lempo do sistema de
referéncia pelo tempo proprio do mével. Portanto tdodas
as leis classicas do movimento dum planeta ndo pertur-
bado se transportam para o caso presente mediante aquela
simples substitui¢io. Como a equacio da érbita nfio con-
tém o tempo, segue-se que a lei (I), para um planeta nio
perturbado, dd Orbita rigorosamente eliptica: mfio ha
movimento do periélio, e a lel (I) resulta pior que a
lei (II).

45. Em face disto niio é tentador o estudo de outras
leis que o processo de Poincaré permite construir. Esta-
mos afinal numa posigio andloga adquela em que nos en-
contrivamos na fisica newtoniana: as leis relativistas
compativeis com a generalidade das observagdes sfio em
ntimero ilimitado e tddas arbitririas a priori; as mais
simples nfio explicam a anomalia secular do periélio de
Mercirio. Se por acaso se encontrasse uma que desse
esta éxplicaclio, com que outras razdes a justificariamos ?
Ainda mais importante & que essas leis, sendo puras leis
de acgfio pontual, mal ultrapassam o ponto de vista da
acgio a distdncia. O ponto de vista moderno é o de que
as acgoes de gravitagio devem ser acgdées dum campo
originado pela presenga das massas e modificando-se com
a velocidade da luz se a distribuigio das massas se modi-
fica; a lei elementar da acgio dum ponto material sdbre
outro serd entio uma conseqiiénecia particular das equa-
goes diferenciais do campo. Como no campo electromag-
nético, também no campo gravitacional hé de haver distri-
buigio e transporte de impulsfio e de energia; a descrigio
completa déstes fendmenos sé as equagdes gerais do campo
podem fornecé-la.

Certas teorias, que mencionamos no Cap. II, tendiam
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a satisfazer uma aspiracio fundamentalmente idéntica a
esta, concebendo a gravitagio como fendémeno elistico,
hidrodindmico ou corpuscular cinético. Mas sé depois do
aparecimento da teoria maxwelliana do ‘campo electro-
magnético é que a aspiraciio se precisou e adquiriu a forma
moderna referida. Deve-se isto principalmente a Lorentz
(1900) (*). Por duas vezes falimos da sua teoria no Cap. II;
vamos fazé-lo terceira vez, mais pormenorizadamente, ndo
sd porque ela é a primeira teoria do campo gravitacional
na ordem cronolégica, mas também porque, dado o seu
cardcter electromagnético, satisfaz ao principio da relati-
vidade, e conduz a uma lei elementar gravitacional relati-
vista que mais tarde foi proposta por Minkowski e gene-
raliza a lei (II) de Poincaré.

Como entlio dissemos, a teoria de Lorentz parte da
hipétese de que a atracglio de duas electricidades de no-
mes contrarios ¢ um pouco maior que a repulsiio de duas
electricidades do mesmo nome; neste excesso de atracgio
eléctrica reside a esséncia da gravitagio. Atracgio e re-
pulsio obedecem a lei de Coulomb no caso do repouso,
mas com coeficientes diferentes. Daqail resulta imediata-
mente a lei de Newton para duas particulas neutras em
répouso, porque o étomo neutro é constituido por elee-
troes e protdes em nimero igual. Sébre a unidade de
massa da matéria em repouso actua uma forga de gravi-
tagiio @, resultante de duas forgas elécetricas opostas e
quasi ignais. Mas se a matéria se move, a estas duas
forcas eléctricas juntam-se duas forcas magnéticas também
opostas e qudsi iguais, ligadas 4s primeiras pelas equa-
goes do campo electromagnético, cuja resultante &4 deter-
mina outra for¢a de gravitagio que actua na matéria

(1) CF. M. Abraham, Neuere Gravitationstheorien, in Jakrbuch der
Radioaktivitit und Elekironik, Bd. X1, 1914,
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juntamente com . Os dois vectores 1, 7 caracterizam
o campo da gravitacio, e estdo ligados entre si por-equa-
¢oes da mesma forma que as do campo electromagnético
E, H, salvo a diferenca de sinal na densidade de massa
da matéria. Mediante esta simples troca de sinal todos
os resultados da electrodindmica se transportam para a
teoria da gravitaciio de Lorentz.

Assim (ef. TV, 83 e 34), 6 campo da gravitagio €, §
(para simplificar a escrita suprimimos o indice ;) é um
tensor universal antissimétrico de segunda ordem Fy,

(B%, PN, )=, (P4, F4, F%= L6,

que deriva dum potencial vectorial universal
i 1 ol
¢={¥, — ’
- Ba |

onde A e ¢ sfo respectivamente o potencial-vector tridi-
mensional e o potencial escalar; tem-se

94 0% J__E)_":.:"

(29) Fu 3 R

i ek a2 i I
'lm) 2 f.. =0, D?':—g” EH_!:‘E;_ =':—8l._,

sendo &' a corrente universal de massa,
#=]pv,p|

(a densidade p é aqui a massa prépria por unidade de
volume medido no sistema de referéncia). As equagdes
do campo escrevem-se
(1) BN e _f-‘f*‘.'x o Fu + ru'*f. i

dat e B T :

nﬂ-"
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e equivalem a (30) e (29) respectivamente. Consegiiéncia
imediata da primeira (81) é a equagfio de continuidade

A densidade da for¢a ponderomotriz universal

jradd= AL B
L O — - — v} y
14 fT c:F(@"’) ! c,{f }.!
onde f é a densidade da forca ponderomotriz tridimensio-

nal, é dada pela equagiio

(32) fim = Fatt,

Consideremos a massa prépria m de volume prdprio muito
pequeno Fy, e seja V o seu volame no sistema de refe-

rénecia. A forga I}u!ltlt_'l‘ul‘uutriz que actua nela é

K =Vf,
donde
Lo R
of = _-';‘—*’—;
v
Vi-a
tem-se pois
Wof =K,

sendo K' a forga ponderomotriz universal aplicada a m.
Resulta entdio de (32)

(33) Ki=— 2 Fud,




onde u* é a velocidade universal da massa considerada.
Finalmente, tem-se

8t
(34) fl’= Dk !

onde

8 =—F, F*r 4 % gt Fyy F

é o tensor de impulsio-energia do campo. Ao contrdrio
dos n.” 33 e 84, usamos aqui a unidade de tempo ordi-
néria, como temos feito no resto déste livro.

A lei elementar da gravitaciio terda portanto a mesma
forma que a lei elementar electrodinidmica. A integragio

de (30) dd, como é sabido (1),

PR

ECu .

1 ’*pmn{_

r

onde r ¢ a distdncia do elemento de volume dV ao ponto @,
para o qual sfio calculados os potenciais no instante ¢, e

8 : r
as grandezas p e v sdo tomadas no instante i'.——e-; 08 po-
tenciais sio «retardadoss, propagam-se com a velocidade
da luz. Para a massa ]_}tmtllul m' deduzem-se destas for-
mulas as seguintes (2):

m' m'y'

. By 4?’.1‘[2_.. ——,
V) v'r
T L - D)
¢ .

onde r é o vector tirado da posicfio da massa no instante

(1) Cf. H. A, Loventz, Theory of Electrons, Note 4, 2.0d ed., Leipzig,
1916,
(%) Cf. id,, ibid., Note 19,
10
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r v :
t=t— 5 barao ponto @, ev' é a sua velocidade no mesmo

instante. As féormulas (85) traduzem em electrodinimica
a lei elementar de Wiechert. Introduzindo os vectores
universais Ri, P/ do n.” 39, e atendendo as férmulas (4),

obtém-se imediatamente

(36) drg=

Como precedentemente, designemos por &, ¢/, z' as
coordenadas de m’ no instante t' e por @, y, z as de @ no
instante t. Porque (&', y/, 2, t') = 2" sio fungdes do tempo
proprio t' de m', a relagio

R R,=0

determina t' como fun¢lio de (x, g, 2, t)=a'. Derivando

essa relagiio, vem
o R
R =0,
da*

ou, por ser Ri= g —a/i

dax' d i
o ('a?' dr

donde

S at
e o - 7

A equagiio (29) dd entdo sem dificuldade, por (36) e (37),

m

{38) ‘iﬂF,'* (R‘VJ’

(—RJ)(RV — R V) +
3 (M l,,}, (R — R JTY),

onde Ji' é a aceleragfio universal de m'.
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Suponhamos agora situada no ponto @ a massa pon-
tual m, de velocidade universal ¥'. A equagiio (33) dard
entfio, por (38), a forca universal que m' exerce em m

(89) Ki=— c(.i;!i:::l'ﬁ : (= RUIVIVY + RIVE VY] Ri—

—{CS—R‘JE*) BV..V/I—RV/.ReV; . J! i

na unidade ordindria de massa, visto que a unidade loren-
tziana adoptada nas equagdes do campo (31) é V’4_r__f vezes
menor que aquela, sendo f a constante newtoniana da gra-
vitagio. Vé-se que, na teoria de Lorentz, a forga ele-
mentar da gravitacko depende também da aceleragio do
corpo atraente. A lei (39) foi ainda proposta por Min-
kowski, que a transportou imediatamente da electrodind-
mica (1).

Por ser, segundo (29), (33) e (36), na unidade ordindria
de massa,

-] ffn'_m dd; O \ v

onde

tem evidentemente

(40) P L (aP}

dal " dx \oVi/’
i
sendo Tt o tempo proprio de m e

fm'm ViV
2 —_—_——_m_ -
(41) I o B

(") H. Minkowski, Ranum und Zeit, 1908, op. ¢it.
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Verificg-se ficilmente que (40) o (41) déio para as compo-
nentes da forca ordindria &

oL d oL
bo=—55 +az ()

onde
i (vv')
J v? fm'm i1 ig
. p D o Bt
L= fVl 3 e oE)
-

A forga da gravitagio admite pois potencial generalizado
Estas formulas correspondem exactamente a lei elementar
electrodiniimica de S(:]lWﬂTZSL‘-I]ild(I:}.

46. A teoria de Lorentz niio traz contribui¢iio nova
para o problema dos dois corpos do nosso sistema plane-
tario. Com efeito, se se faz igual a zero em (39) a acele-
ragio do corpo atraente m' (J';=0), recai-se na lei (IT) de
Poincaré (e portanto, desprezando a terceira ordem, na
lei de Lorentz mencionada no n.” 42). Incapaz de explicar
o movimento do periélio de Merciirio, esta teoria apresenta
ainda outras dificuldades. Ja no Cap. II observimos que,
em substincia, a teoria de Lorentz nfio é mais que um
transporte arbitririo das equagdes do campo electromagné-
tico para a gravitagio, que sé tem a justificd-lo a seme-
Ihanga formal das leis de Newton e de Coulomb. Podemos
agora acrescentar o seguinte. Visto que sfio as mesmas
que as da electrodinimica as equagdes da teoria da gravi-

() C&. H. A. Lorentz, Weiterbildung der Mazwellschen Theorie :
Elektronentheorie, 1903, in-Eneykl. d. math. Wissensch., Bd. V, 2, Heft 1.
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taciio de Liorentz, salvo a diferenga de sinal na densidade
de massa, deve haver em gravitacio, se esta teoria é ver-
dadeira, um fendémeno correspondente ao daindugio elec-
trodindmica. A aceleragio duma carga eléctrica provoca
forcas que actnam sdbre cargas visinhas em sentido oposto
ao dela; também a aceleragiio dum corpo deverd provocar
fércas de gravitagio induzidas que actuario sébre corpos
visinhos, acelerando-os no mesmo sentido por motivo da
diferenga de sinal. Ora a conseqiiéncia disto é que um
sistema de corpos gravitantes nilo teria estabilidade diné-
mica, 0 que parece contririo aos factos. Além disso, a
quarta das equagdes (34) escreve-se, como é ficil de ver,

. by a1V
(42) (o) +dive =21,
com
@)  S=—e[6§], We— g (E+6Y;

@ é pois a densidade da corrente de energia e W a densi-
dade da energia do campo de gravitagio. Esta densidade
é negativa, ao contririo do que tem lugar no campo elec-
tromagnético; a razio disto reside ainda na referida dife-
renca de sinal (cf. (34) e equagio (36) do n.® 34): mudando
o sinal do primeiro termo de (42) (a expressiio de f contém
o factor p) tem-se a correspondente equagio electroma-
gnética, a qual toma a-forma (42) com € ¢ W mudados
de sinal. Ora, a ser negativa a densidade de energia do
campo da gravitagiio, uma regiio do espago onde existe
campo conterd menor energia que se estivesse desprovida
déle; se pois se supdée um campo de gravitagio penetrando
numa regiio anteriormente livre, a corrente de energia
terd um sentido oposto ao da propagagio do campo. Esta
conseqiiéncia parece inaceitavel.
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47, Tais dificnldades conduziram Abraham (!) a uma
teoria do campo da gravitagio essencialmente diferente.
Enguanto na teoria de Lorentz o campo é tensorial e de-
riva dum potencial vectorial segundo (29), na tevria de
Abraham o campo é vectorial e deriva dum potencial es-
calar pela equagio

Oy

i b e 1
(44) ki - ou h'—?v—gradcp,c—i. Y &

A densidade da forga ponderomotriz do campo é

{4’-5} fl = Po kl':l

onde p, é a densidade prépria da matéria; k; e f' sio a
forga universal por unidade de massa prépria e de volume
proprio respectivamente. A equagio do potencial

L e
3 - e —— e
(46) Sk I o fo

acaba de fundar a teoria; no vicuo, o potencial propaga-se
com a velocidade da luz. Estas trés equacdes funda-
mentais correspondem respectivamente a (29), (32), (30)
da teoria de Lorentz.

De (44) e (46) resulta a equagdo do campo

ok )
R ==fos

correspondente a (31). Depois (45) di

okt

fim—higor,

(1) M. Abraham, Neuere Gravilalionstheorien, op. cit.
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por onde se verifica que é, correspondentemente a (34),

. a8k
(47) fim=—5
com
(48) S,—?;.’r—-Lg,hk

S8} é o tensor de impulsfio-energia do campo: tensor simé-
trico, como se vé elevando o indice .
A equacgiio (47) desdobra-se na equagfio vectorial

B R |
f+ div f-_?ﬂ_t
e na equaciio escalar
oW
(fv) + divE=— TR

que {_-.xprimvm respectivamente as leis da impulsio e da
energia, e onde é

| L 25 1 P i A
(49) f.:;='=r;'(!_!k"‘2 |h T (ﬁt) "

(i, k=1,2,3; %s=1se i=k, =0 se is=k),
i £ ket St L 1(5?)-|
49) g=-58, S=b3T, uf_-2-|b+c,- 55 .}

com
b=—gradg.

A densidade da energia é pois positiva, o que remove a
respectiva dificuldade da teoria de Lorentz. Quanto &s
outras dificuldades, elimina-as o simples facto de a teoria
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de Abraham ndo provir da electrodinidmica. 56 no campo
h e d d

de gravitaciio estdtico (G—T— =0') as grandezas (49) tém
expressdes formalmente idénticas as das grandezas corres-
pondentes do campo electrostitico.

Vejamos a que lei elementar da gravitagio conduz a
presente teoria. No caso estdtico, a equagfio (46) reduz-se
& equacgfio de Poisson e g ¢ o potencial newtoniano. No

caso geral, a integragio de (46) da

1 LodV
tl'__‘;I::f:j g

onde r ¢ a distincia do elemento d ¥V ao ponto @ a que

¢ : g r
se refere ¢ no instante ¢, e p, é tomado no instante t — —.
C

Para a massa qudsi pontual m' de volume préprio ¥, &

simplesmente
cagl NS
4r 7 iv, ) 3
P —
¢

onde r ¢ o vector tirado da posigio de m' no instante
r . :

t—— para o ponto @, v' a velocidade de m' no mesmo
P

instante, ¥ o volume de m' no sistema de referéncia e
também no mesmo instante. A relagio entre V e ¥, per-
mite eserever

isto €, segundo (4),

(50) drg=
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Para o campo (44) obtém-se entdo, atendendo a (37),

m' ¢

b T.f - -
(61) 4xnh B V)

(B Vi . V! —(c*— R:JY) R)).

Se no ponto @ estda colocada a massa pontual m no ins

tante ¢, a forca universal que actua sdbre ela é por (45)
Ki=mly;

desta relagéio e de (51) resulta emfim, passando & unidade
ordindria de massa como no n.” precedente,

fm'me

(62) Ky o — (R _l"f]s l(e

P_REJ) B — RE VYOV

Anulando a aeceleragiio universal do corpo atraente
obtém-se uma lei que ndo pertence & classe das leis de
Poincaré. O motivo disto reside em que nfio é idéntica-
mente nulo o produto K; V', ao contririo do que exige a
mecdnica da relatividade se a massa prépria é invaridvel,
como supusémos. Tem-se com efeito

dg

(63) KiViemhVi=m e

sendo t o tempo proprio do corpo atraido. Se se impde

4 teoria de Abraham esta exigéneia necessaria, tera de

ser, como facilmente se verifica,

bv) .
D) =
{ AL’

e ]

onde v ¢ a velocidade do corpo atraido; entfio torna-se
licito o termos tomado atrds fi=(fr); mas num campo
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estiatico a veloecidade do corpo atraido seria sempre per-
pendicular ao campo, o0 que ¢ inadmissivel.

48. A teoria precedente s6 poderd subsistir se se
admite que nio é invaridvel a massa prépria dum corpo
num campo de gravitagio. O préprio Abraham apresentou
uma modificagio da teoria, na qual a variabilidade da
massa propria é afirmada expressamente. Esta massa é
suposta inversamente proporcional ao potencial da gravi-
tagio, que por seu turno é identificado com a raiz qua-
drada da velocidade da luz; resulta dai, mediante alteracéio
de algamas das equagdes precedentes (por exemplo, da
equagio do potencial (46)), que a forca de gravitagio que
se exerce num corpo é proporcional a energia (portanto a
massa inerte) do corpo. A wvariabilidade da wvelocidade
da luz no campo gravitacional e a proporcionalidade das
massas inerte e gravitante foram bebidas por Abraham
nos primeiros trabalhos de Einstein sobre a generalizagio
do principio da relatividade. Mas Abraham repele a ideia-
-miie déstes trabalhos; a sua nova teoria colide com o
principio da relatividade, além de ser fundada em hipd-
teses demasiado artificiais e de ndio ter conduzido a nenhum
resultado importante.

Nordstrim () corrigiu a primeira teoria de Abraham
dentro do principio da relatividade especial. A equagio
fundamental da dindmica relativista

d

(h4) = pa

(m V) = K*,

que traduz as leis da impulsio e da energia, dd, se a

(1) M. Abraham, Neuere Gravitationstheorien, op. cit,
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massa propria m é varidvel, efectuando a derivagio e mul-
tiplicando escalarmente por Vi,

e 21 . dm s P
[‘EJI)) C _('-!‘I:__ K I| ‘
ou, por (b3),
dm

g W g

¢ = dg,
donde resulta
(56) m=Me*,

sendo M constante. A massa propria deve pois depender
‘exponencialmente do potencial da gravitagie. M é a
massa propria correspondente ao potencial zero, isto &,
se se escolhe convenientemente a constante arbitraria in-
separdvel de g, a massa propria na auséncia de campo.

Por ser K'=mhk', a equagfio vectorial do movimento
de m no campo gravitacional, segundo as trés primeiras
(54) (lei da impulséo), é pois

"o > v!
(G By V g e o S o3 grad g ;
1 =

a esta junta-se a equacfio nio distinta (c.f. (:':a.'n‘l\}

y ¥ i

2% d e . 1 -?— 1 Tyt de
e by e e o
l_l‘
o2

L
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proveniente da quarta (54) (lei da energia). No caso do
campo estitico, (58) dd imediatamente o integral da energia

o

i
(59) e =const.,

vt
\/l P i

or onde (BT) se converte em
P

. u"p f t:’ 3
”n} —(3!— . — ‘\1 o "i') gl ad .

Se emfim o campo estético é produzido por um sé ponto
material m’, tem-se segundo (50)

]
m
dxpmiss
r

e (60) di entéio, na unidade ordinaria de massa,

(61) ';:' =_{1_ v J LA

obter-se hia naturalmente o mesmo resultado a partir da
lei elementar (52).

A diﬂ-rum;zt entre 0 movimento definido por (h’]_} a0
movimento kepleriano é de segunda ordem, como nas leis
e teoria precedentes. Resta saber se a teoria de Nord-
strom explica © movimento do periélio de Merctirio.

As equagdes (61) admitem exactamente os integrais
das dreas do movimento kepleriano; a 6rbita estd pois
situada num plano que passa pelo Sol m'.. Tomemos éste
plano para plano dos #y. Designando por k a constante
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arbitriria que figura em (69), esta equacio permite es-
crever (60) sob a forma

_C_E t'__ rrad ﬂ! e_i:?_).
{ff = =-— hl‘tl.l’ mg 3

portanto, se pomos

ct == 1
b Rl ("r. Eeabdrt
Aegph Y ohgY

=2+, v=vl+yl),

as duas equagdes cartesianas do movimento tomam a forma
candnica com a fung¢io hamiltoniana /7 e com as varidveis
g, Uy conjugadas respectivamente de w,y.

Passemos para coordenadas polares r, 6, efectuando a
transformagdo candmica utilizada no n.” 43. A nova funciio
hamiltoniana serd

e? - 1 1
”EQ.-{-_‘-’ I 3 (p,.'-'-i-' 5 p,,i).

%

A coordenada 6 é ciclica e o tempo nio entra explicita-
mente: portanto a ruspa-t'ti\'a equacio diferencial }r!tl'ciul
de Hamilton admite o integral completo

We—1t+al} U(r),

onde ! @ « sio constantes e a funciio {7 é determinada pela

equagio diferencial

di. ol gl e
. By = i i S o L2
( o ;-') i r? b h d
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integravel por quadratura. A solugfio geral do nosso pro-
blema é pois, segundo o teorema de Jacobi,

@LY s =h =ttt B Aeth

onde B e 7 siio novas constantes; as duas ultimas equagdes
reproduzem os integrais da energia e das dreas; as outras
duas dfio o movimento sob forma finita, sendo a primeira,
em especial, a equa¢io da trajectéria. Hé a notar que,
depois de feitos todos os cdlculos, se deve por I-_—-c;-,
valor constante de /M segundo (69).

Efectuando sébre a equagiio da trajectéria um cédleulo
andlogo ao do n.” 43, da-se-lhe a forma diferencial corres-
pondente a (21)

d? s fm' —*—{.‘"'a

a0 -iale

—8,

1 ;

onde é s=—. Desenvolvendo a exponencial e despre-
r

zando as ordems superiores & segunda, obtém-se uma

equagio da forma (22) com

o ;__2?;’_“'_1 Ly T
| kate?’ p ! = kgt

donde resulta que o periélio do planeta m, a cada revo-
lugio, se desloca de

ﬁﬂ=2n(-: -1),

guantidade negativa por ser agora y essencialmente maior
que 1. A presente teoria di pois para os periélios plane-
tarios movimento retrogrado, o que ¢ contrario aos factos.
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49. Nordstrom propds uma segunda teoria da gravi-
tagiio ('), que foi geralmente bem recebida enquanto se
nio desenvolven suficientemente a teoria da gravitaciio
de Einstein, Nas teorias precedentes (salvo na teoria nio
relativista de Abraham mencionada no comégo do n.® 48)
confundiam-se inconscientemente massa inerte e massa
gravitante. A experiéncia ensina que as duas massas sfo
proporcionais em cada lugar dum campo de gravitagio
estdtico, mas nada diz directamente sdbre a varia¢iio do
factor de proporcionalidade com o lugar. Se se admite
que tal variagdo é nula, éste factor é uma constante uni-
versal e tomard o valor 1 mediante escolha adequada da
unidade de massa gravitante; esta massa e a massa inerte
serfio entio idénticas. Se se admite, pelo contririo, que
a massa gravitante M é igual ao produto da massa inerte m
por uma certa tun¢io (nfio constante) do potencial da gra-
vitagio,

(62) M=mG(3),

as daas massas serfio essencialmente diferentes. K intro-

duzindo a segunda hipitese na primeira teoria de Abraham,
8 sa]vag'uar‘daudu ainda o prineipio de relatividade, que
se obtém a segunda teoria de Nordstrim.

As equagoes (44) a (49) siio assim conservadas nesta
teoria, mas gy ¢ agora a densidade prépria da massa gra-
vitante. Valem, portanto, as equagdes (50) a (53) mediante
a substituigio das massas inertes m/, m pelas massas gra-
vitantes M', M. A fungio G (p) determina-se pela equagiio

(') M. Abraham, Neuere Gravitationstheorien, op. cit ; M. von Laue,
Die Nordstrimache Gravitationstheorie, in-Jakrbueh der Radioaktivitdt
und Elektronik, Bd. X1V, 1917.




(65), que dé presentemente

3

d m *Jd'

9
i P dt "

rl

Admitindo que a massa gravitante ¢ independente do po-
tencial, resulta desta equagdo, por (62),

2 | 1
C .'C“ G—m)ﬂd.'u,
isto é
o2
G (o)= —

]

[

englobando em ¢ uma constante. Na segunda teoria de
Nordstrém a massa inerte depende pois do potencial pela
relacio

(63) m =M -.:;f d

que substitai (i'll's].
Conclui-se de (63) que a densidade prépria da massa

gravitante estd ligada 4 densidade prépria-da energia pela

formula
(64) ..

Mas esta férmula, estabelecida para o ponto material, ndo
pode aplicar-se a todos os casos; de outro modo, segundo
(45) e (46), a energia electromagnética produziria gravi-
tagio e obedeceria & gravitagfio, e portanto a luz nio teria
propagagdo rectilinea, o que é contririo a uma das hipo-
teses fundamentais da teoria. Nio é pois a energia sé
que preduz gravitagfio, e aqui acode ao espirito que, com
efeito, tanto a matéria como o campo electromagnético
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possuem impulsdo além de energia e sé sfio descritos
completamente, sob éste aspecto, pelos tensores respec-
tivos M} e EF. Em vez de W, deve figurar em (64) um
escalar construido simétricamente com estes tensores, e
tal que a contribui¢do efectiva de E seja nula. Porque
Ei é idénticamente nulo (n.” 34), satisfaz a estas condi-
gdes o escalar

Mi+ Ef,

e assim a forma geral de (64) serd

Lo
65 o =— M.
(69) =g

O invariante M; é igual 4 densidade de energia da
matéria, diminuida da soma das respectivas tensdes prin-
cipais. Visto que as tensdes sfio muito pequenas relati-
ramente aquela densidade, a ela se reduz praticamente M.
Como, por outro lado, a densidade de energia da matéria
coincide praticamente com a densidade de energia dum
sistema material e electromagnético, a férmula (64) fica
justificada em geral como férmula aproximada.

Se o sistema é de pequenas dimensdes, a integraciio
de (64) reproduz (63). A férmula (63) ¢ mesmo rigorosa
se 0 sistema é infinitamente pequeno e perfeitamente es-
tatico.

Segundo (60), a equacgio (46) escreve-se

(66) %.09=M.

Tem-se por outro lado, segundo (48),

. 1 /0g\?
SI'=—?HMI=£§TIL(1!".F—?( ?Jt)
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e portanto é

0@ =2(.0¢+ 8.

Resulta que a equagio (66), como observou Einstein, pode
assumir a forma

3 O(gY=Mi+Ei+ 8,

onde figuram simétricamente os trés tensores de impul-
sio-energia da matéria e dos campos electromagnético e
gravitacional. Uma regiio do espago vazia de matéria
produz pois gravitagfio desde que um campo de gravitagdo
existe nela. Em tltima andlise, porém, segundo (66), a
gravitagho é devida & presenca da matéria.

A equagio do movimento dum ponto material sob a
acglio do campo,

d 7i i
= (mV) = MW,

cinde-se, por (44) e (63), na equaglio da impulsio

d v v
(67) a7 (%.\—/_.——-—.ﬁ.-) =— ‘/1 e grad ¢
1

,c_'

e na equagfio da energia

d /o 1 1 . v By
P (zi \7—;;3) -3V1-% 5%
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Se o campo ¢ estdtico, resulta de (68) o integral da ener-

gia
avﬁ___

(69)
onde k é constante; (67) escreve-se entfio

! dy A
(70) =y —T\/l—c!gmd?.

No caso de o campo estdtico ser devido & presenca dum

86 ponto material M', tem-se por (60), na unidade ordi-
naria de massa gravitante,

M
@) g=a-L,

P

onde 4 é a constante que englobdmos em ¢ ao deduzir
(68); a equagdo (70) dd agora

dv IS W) |
) @t —‘I\/l—es'T"

correspondente a (61).

Ainda aqui a orbita do planeta M estd situada nom
plano que passa pelo Sol M’, porque as equagdes (72)
admitem os integrais das dreas. Tomando &ste plano para
plano dos xy, notando que (70) pode escrever-se, por (69),

dy ¢!

ar=—&d gy

e atendendo a (71), vé-se que as equagbes cartesianas do
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movimento de M assumem a forma canénica com a fungfio

hamiltoniana

Hemgts (4— “‘")ﬁ%w,

2 k2e? r

(F=a+2, v'=vitv),

sendo respectivamente v; e v, as varidveis conjugadas
de x e y.

Passando para coordenadas polares como no n.° 48,
obtém-se

7 L (A—f‘:ﬂ)’Jr%(pH L—Pﬁ),

2 k22

donde resulta para a equagiio de Hamilton o integral com-

pleto
W=—It+alb+4 U(r),

com ! e a constantes e U (r) determinada pela equagio

(42 ed onis a1,

0 movimento finito é dado ainda por equagdes da forma
(61*). Emfim, tratando a primeira destas equagdes como
nos n.° 48 e n.° 48, obtém-se a equagio diferencial da tra-
jectéria sob a forma (22) com

e 1 fM A
T_\/1+ﬁ2a‘c=’ }?-" .“a’c“

visto ser y>1, a segunda teoria de Nordstrom, como &
primeira, d4 movimento perieliaco de sentido contrério ao

do movimento observado.




VII

50. Muito antes de Abraham e Nordstrém, Einstein (!)
comegara a tratar o problema da gravitagio dum modo
totalmente diferente. Duas questdes o impeliram a isso.
Em primeiro lugar o resultado da teoria da relatividade
especial, de que a energia possui massa inerte, abre a
questiio de saber se a energia possui também massa gra-
vitante. Em segundo lugar a limitagdo, feita nessa teoria,
do principio da relatividade aos sistemas de referéncia
niio acelerados pde a questdo de saber se éste principio é
extensivo aos sistemas de referéncia dotados de aceleragio.

Einstein resolve as duas questées em sentido afirma-
tivo, para campos de gravitagio homogéneos e sistemas
de referéncia uniformemente acelerados, por meio do prin-
cipio da equivaléncia. Sejam X, e X3 dois sistemas de re-
feréncia, o primeiro uniformemente acelerado na direcgdo
Oz (aceleragdo 1) (}), o segundo em repouso num campo
de gravitagio homogéneo que comunica a todos os corpos

() A. Einstein, Ueber das Relalivildisprinzip und die aus demselben
gezogen Folgerungen, in-Jahrbuch der Radicaktivitdt und Elektronik,
Band IV, 1907.

(%) Em rigor, deve entender-se por ponto uniformemente acelerado
aquele euja aceleragilo, relativamente a um sistema de inéreia no qual
itle estd momentineamente em repouso, ¢ sempre A mesma. E o movi-
mento dum ponto material sob a acgdo duma forga constante; relativa-
ménte a um dado sistema de inéreia a sua aceleragio decresce e tende
para zero, a sun velocidade cresee ¢ tende para a velocidade da luz.
Contudo, no caso duma aceleragiio pequena durante um intervalo de
tempo moderado, ¢ indtil atender a esta correcglio relativista.
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a aceleragio — 1 na direcgfio Oz. Sob o ponto de vista
mecénico os sistemas I; e L: sfio equivalentes, isto €, as
leis mecédnicas siio idénticas nos dois sistemas, porque
todos os corpos sdo igualmente acelerados pelo campo de
gravitagio. Nao havendo indicagéio positiva em contririo,
¢ natural admitir que as ountras leis fisicas gozam da
mesma propriedade. De facto, no estado actual dos nossos
conhecimentos nada h4 que permita supor que os sistemas
L, o Iy se distingnem sob qualquer aspecto; admitiremos
pois, e é o principio da equivaléncia, que um campo de
gravitagio homegeéneo e a correspondente aceleragio do
sistema de referéncia sio completamente equivalentes, isto
é, que todas as leis fisicas sfio as mesmas nos dois casos.

Por meio do principio da equivaléncia estende-se o
principio da relatividade aos sistemas de referéncia uni-
formemente acelerados: um tal sistema pode, com igual
direito, supor-se em repouso num campo de gravitagio
homogéneo. A substituigio inversa dum campo de gravi-
tagio homogéneo por um sistema de referéncia uniforme-
mente acelerado, o qual é directamente acessivel & inves-
tigago tedrica, permitird estudar a infludneia da gravitacéio
sdbre outros fendmenos fisicos e portanto conhecer melhor
a propria gravitagiio. Nisto reside o vulor heuaristico do
principio da equivaléncia.

Einstein comega, naturalmente, com o estudo do espago
e do tempo num sistema de referéncia uniformemente ace-
lerado. Limitar-nos-emos a indicar os principais resul-
tados obtidos, que adiante serfio demonstrados mais facil-
mente e com maior generalidade. Seja £ um sistema de
referéncia uniformemente (e fracamente) acelerado na di-
recgiio Oz relativamente ao sistema de inéreia S, moven-
do-se a origem de X no eixo Oz de S e sendo 0s eixos de
L paralelos aos de 8. Suponhamos que as réguas métricas
e os relogios de £ ¢ de S siio da mesma construcio.
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Existe a cada instante um sistema de inércia 8’ cujos
eixos, no instante considerado (isto é, num tempo deter-
minado ¢ de &), coincidem com os de X e tém relativa-
mente a S a mesma velocidade que os de £. Se se definem
como simultdneos em I acontecimentos que se produzem
no instante ¢ de §', encontra-se que a luz se propaga em
£, durante um pequeno intervalo de tempo a partir de ¢/,
com a mesma velocidade ¢ que em §'; pode pois empre-
gar-se o principio da constdncia da velocidade da luz para
a defini¢io da simultaneidade em E, sob a condigio de s6
utilizar trajectos de luz muito pequenos.

Imaginemos agora os reldgios de L regulados como
fica indicado, mas para o tempo t=0 de S (em que I estd
momentéineamente em repouso relativamente a S). A
totalidade das indicagdes dos relégios de £ assim regu-
lados denominar-se-4 tempo local s de £. O tempo local
nio pode chamar-se simplesmente tempo de E, porque, em
geral, dois acontecimentos produzidos em pontos dife-
rentes de £ e em instantes locais ignais nfio sfio simultd-
neos no sentido da defini¢io precedente. A significagio
fisica do tempo local é esta: utilizando-o para referir os
fenémenos que se produzem nos diversos elementos espa-
ciais de L, obteremos leis independentes do elemento es-
pacial considerado, se em todos estes elementos nos ser-
virmos nio s6 dos mesmos relégios mas também dos
mesmos instrumentos de medida em geral.

O tempo 1 do sistema £ podemos defini-lo como sendo
a totalidade das indicagdes do reldgio, situado na origem
de ¥, simultineas com os acontecimentos de ¥ no sentido
da definicio precedente. Na definigio de t (ao contrario
do que sucedia na definigio de o) ndo entra um instante
arbitrdrio, mas um reldgio situado num lugar arbitrdrio;
atilizando o tempo t, as leis naturais nio dependerio do
tempo, mas do lugar.
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O uso dos tempos s e T niio é indiferente, mas é imposto
pelo cardcter local ou nfio local do fendmeno a estudar.
Suponhamos que em cada um de dois lugares diferentes (de
cota diferente) de ¥ hd um sistema fisico e que desejamos
comparar as grandezas fisicas dos dois sistemas; teremos
de transportar-nos para o primeiro lugar com 0s nossos
instrumentos, fazer 14 as medigdes, depois transportar-nos
para o segundo lungar com os mesmos instrumentos, fazer
aqui também as medigdes. Se as medigdes dio os mesmos
resultados nos dois lugares, diremos que os dois sistemas
fisicos sfio ignais. KEntre os instrumentos mencionados
figurard um relégio, com o qual mediremos tempos locais
o. Por conseguinte, para a definigio de grandezas fisicas
num Jugar de £ utilizamos naturalmente o tempo s. Su-
ponhamos porém que se trata dum fenémeno em que
devam considerar-se simultineamente objectos situados
em lugares de cotas diferentes; o tempo a utilizar serd
entéio o tempo t, de contrdrio a simultaneidade ndo seria
expressa pela igunaldade dos valores do tempo.

O emprégo da transformagio de Lorentz permite a
Einstein estabelecer a seguinte relagio entre o tempo
local o e o tempo t:

5 o=t(1+13),

o2

onde ¢ é a velocidade da luz num sjstema de inércia, 1 a
aceleragio do sistema X e £ a cota, suposta ndo muito
grande, do relégio que marca s. Para um campo de gra-
vitagdo homogéneo tem-se pois
d
) o= 1(1 +— ),
c?

onde ® 6 o potencial da gravidade (nulo & cota zero):
um relogio, situado num lagar onde o potencial da gravi-




: D e
tagiio é ®, marcha 1+ — vezes mais rapidamente que um
c

reldégio da mesma construgdo situado ao potencial zero.

Esta influéncia da gravitagio sdbre a marcha dos re-
légios é observdvel, pelo menos em principio. Um obser-
vador situado num lugar qualquer de ¥ poderia receber
as indicagdes dos dois relégios p. ex. por meio de sinais
luminosos; visto que o intervalo de tempo decorrido entre
a indicagio dum relégio e a sua recepgio é indepen-
dente do tempo t, o observador verificaria existir entre
os dois reldégios a desigualdade de marcha anunciada.
Mas hd mais. Existem efectivamente «reldogios» em
lugares de diferente potencial de gravitagio, cuja marcha
pode ser medida muito exactamente: sdo os emissores das
riscas espectrais. Admitindo por agora que a relagio (2)
vale também para um campo de gravitagio ndo homo-
géneo, deve uma luz monocromética, que recebemos
duma substdncia situada a superficie do Sol, ou duma
estréla, ter menor freqiiéncia, portanto maior comprimento
de onda, que a luz produzida nas mesmas condigdes &
su[,lf-.['{"i(:ii.- da Terra; o efeito nio & tio pequeno que escape
a observagiio.

Transformando as equagies de Maxwell para o sistema
uniformemente acelerado ¥, Einstein encontra, utilizando
primeiro o tempo local g, que aquelas equagdes conservam
a sua forma, salvo que as componentes do campo electro-
magnético e a densidade eléctrica aparecem multiplicadas
pelo factor que figura no segundo membro de (1). Ttili-
zando em seguida o tempo 1, 0 mesmo sucede a veloci-
dade da luz que, portanto, num campo de gravitagio
homogéneo satisfard a relacgio

¢ = (1 - %‘]




Resulta daqui que raios luminosos, que nio tenham a di-
recglio do campo de gravitagido, sfo encurvados por &ste.
A superficie da Terra éste efeito é insensivel.

As equagdes da Electrodindmica mostram enfim que,
num campo de gravitagio homogéneo, a energia electro-
magnética £, medida localmente, figura na equagiio da

energia multiplicada pelo factor 1—1—%. A energia E

é portanto acrescida duma energia de posigio igual & que

o

corresponde & massa gravitante %; visto que &ste é
também o valor da massa inerte de E, a identidade das
massas inerte e gravitante, provada experimentalmente
para os corpos, é exigida como facto geral pelo principio
da equivaléncia. A verificagio experimental da lei da
inéreia da energia ¢ possivel em principio por meio da
balanga.

51. Num trabalho posterior (') Einstein retomou o
estudo do campo de gravitagio homogéneo, porque entre-
tanto tinha descoberto que uma das suas previsdes ante-
riores, a da propagaciio curvilinea da luz sob a acgdo do
campo, pode ser verificada pela observa¢io. Nenhuma
alteragdo essencial: o principio da equivaléncia continua
na base da investigacdo, mantém-se os resultados prece-
dentes; mas a dedugio apresenta-se consideravelmente
simplificada.

Sejam: K um sistema de coordenadas em repouso num
campo de gravitagio homogéneo (aceleragio da gravidade
=—1 na direcgio 0z); K' um sistema de coordenadas
existente numa regiio sem gravitagio e animado de movi-

(') A. Einstein, Ueber den Einfluss der Schwerkraft auf die Ausbrei-
tung des Lichtes, 1911, in-Lorents, Einstein, Minkoweki, op. cit.
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mento uniformemente acelerado na direcclio 0'2 (acele-
ragho 7). Para evitar complicagdes imiiteis podemos pri-
meiro abstrair da teoria da relatividade especial e, por-
tanto, considerar os dois sistemas, e os movimentos que
néles se realizam, segundo a cineméatica e a mecdnica
newtonianas.

Um ponto material abandonado a si mesmo move-se,
tanto em K como em K', segundo as equagoes

d*z d?y diz .
e S ¢ e IR el

Assim sucede em K’ pelo principio da inéreia. Em X
pela lei experimental de que, num campo de gravitagiio
homogéneo, todos os corpos caem com a mesma acele-
ragio constante. N#o obstante ser uma das mais gerais
que se conhecem, nio se dava a esta lei, antes de Einstein,
lugar algum nos fundamentos da nossa concepcio do
mundo.

Ora esta lei interpreta-se satisfatoriamente supondo
que os sistemas K, A’ siio fisicamente equivalentes: assim,
K pode considerar-se existente numa regifio sem gravi-
tagiio, mas dotado de movimento uniformemente acelerado.
Compreende-se agora a queda igual de todos os corpos
num campo de gravitagio, Além disso, torna-se ilicito
falar de aceleracdio absoluta dum sistema de referéncia.
O problema da gravitagio e o problema da relatividade
geral estiio em via de resolugio simultdnea.

E claro que um campo de gravitagio qualquer nem
sempre pode ser completamente substituido por um sistema
de referéncia acelerado. Mas isto nfio significa que o
principio da equivaléncia perca importéncia neste caso
geral. Localmente ¢ momentdneamente qualquer campo
gravitacional pode ser assim substituido, o que basta,
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gracas ao método infinitesimal, para permitir a utilizagio
daquele principio na teoria geral do campo de gravitagao.

A equivaléncia de K e K' é certa para os fenémenos
mecdnicos do domfnio de validade da mecénica newto-
niana, Mas, se ela se restringisse a &stes fenémenos, de
nada nos serviria o seu conhecimento. Postulando-a para
os outros fendmenos fisicos, isto &, supondo que as leis
da natureza em K sdo as mesmas que em K, poderemos,
caso a suposicAo seja exacta, descobrir as leis dos fend-
menos num campo de gravitagio homogéneo por meio do
estudo tedrico dos fenémenos num sistema de referéneia
uniformemente acelerado. Esta significacfio heuristica, so
por si, justificaria a introdugio do principio da equiva-
léncia. Mas pode mostrar-se que a teoria da relatividade
especial dd & exactiddo do principio uma grande probabi-
lidade.

Segundo esta teoria, a massa inerte dum corpo cresce
com a energia absorvida. O aumento £ de energia da o

E : : :
aumento —- de massa inerte (¢ = velocidade da luz). ;Cor-
= 3

responde-lhe também um aumento de massa gravitante ?
Se nio, um corpo cal num campo de gravitagio com dife-
rentes aceleragdes, segundo a maior ou menor energia
que contenha; e a fusio da lei da conservagio da massa
com a lei da conservagio da energia seria verdadeira para
a massa inerte, mas néo para a massa gravitante. Isto é
altamente improvdvel., Ora, da teoria da relatividade
especial ndo pode deduzir-se que o péso dum corpo de-
penda da sua energia; o principio da equivaléncia, porém,
exige-o necessariamente.

Sejam, com efeito, Sy e Si dois sistemas fisicos situados
numa vertical do campo de gravitagio homogéneo K, &
distancia mitua %, de modo que o potencial da gravitagio
em S exceda o de Sy em yh. As dimensoes de Sy e S:




supomo-las muito pequenas relativamente a A, De S:
enviemos a energia radiante E: (medida em S3) para Sy;
: que valor terd esta energia em S, medida com instru-
mentos da mesma construgdo ? (1)

Para responder & pregunta (o que é impossivel a priori,
porque desconhecemos a influéncia da gravitagio sbbre a
radiagio e sobre os instrumentos de medida), substituamos
ao sistema K, segundo o principio da equivaléncia, o
sistema K’ sem gravitacio, mas animado de movimento
uniformemente acelerado no sentido 8; S:. Seja Kp o
sistema de inércia no qual K’ estd momentdneamente em
repouso quando Ss emite a energia radiante Ey. A ra-
diacio chega a S; decorrido o tempo ; (em primeira
aproximagio); mas, néste instante, S; tem a velocidade

1h

v=-'"— relativamente a Kp e, portanto, segundo a teoria
C

da relatividade especial (equagiio (16), IV, 25), a radiagio
tem em S, em primeira aproximagiio, a energia

EwB (14 %)=E,(1 i3 -T;f-)

No campo de gravitagio K tem-se pois

; TR -
E.=bz(1+ -C—,-),—_Lﬁ e,

sendo ® a diferenga de potencial entre S3 e S;. Esta

(1) Os instrumentos utilizados em &; terfio a mesma construciio
que os utilizados em §; se, transportados para um mesmo lugar do
campo e al comparados, forem completamente iguais,
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equagiio mostra que a massa inerte f% de Ea: é também

massa gravitante de Fs; o térmo g:- ®, com efeito, repre-

senta a energia potencial da massa gravitante -{:;’-, ou seja
c

a energia que deve atribuir-se a Es: em virtude da sua

posigio antes de ser emitida de 83, conforme ao principio

da conservagio da energia.

A gravidade da energia (e a sua identidade com a
inéreia da energia) pode deduzir-se ainda mais ficilmente.
Com efeito, segundo o principio da equivaléncia, a massa
gravitante relativa a K coincide com a massa inerte rela-
tiva a K'; logo a energia deve ter massa gravitante, igual
& sua massa inerte. Em K" um corpo de massa inerte M,
portanto com o péso aparente My, adquire o péso apa-

E
rente (M+ g

da equivaléncia, 8stes pésos siio pésos reais em K.

)T se absorve a energia E; pelo principio

Justifiecado assim o principio da equivaléncia, aplique-
mo-lo ao estudo de outros fenémenos num campo de gra-
vitagho homogeéneo. Consideremos de novo a emissio de
radiagiio de S para Sy, supondo que se trata duma ra-
diagio monocromdtica cuja freqiléncia em S;, medida com
um relégio situado em Sz, é v3; em 8§, a sua freqiiéncia,
medida com um relégio da mesma construgiio situado
em Sy, serd, para o sistema de referéncia X7,

como o prova um racioeinio idéntico ao anterior apoiado
na equaglio (11), IV, 256 do efeito Doppler (bastaria alids
notar que a energia e a freqiiéncia duma radiacgfio se trans-
formam analogamente, como em IV observdmos). No
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cami)u de gravitaciio A ter-se-d pois
L
(3) vi=vy (1+c_i).

Este resultado importante permite a seguinte previsfio.
Seja v a freqiiéneia dum emissor de luz, medida com um
relogio situado junto déle; é claro que esta freqiiéncia é
independente do lugar onde se encontrem juntos o emissor
e o reldgio. Suponhamo-los ambos situados & superficie
do Sol; parte da luz aqui emitida chegard & Terra, onde
medimos a sua freqiiéneia v com um relégio da mesma

V=\‘ﬂ(1—|——3):

construgiio ; serd

supondo que a formula (3) € verdadeira (em primeira
aproximagfio) também para um campo ndo homogéneo. @
é agora a diferen¢a (negativa) de potencial de gravitaglio
entre as superficies do Sol e da Terra. 10 pois v<vo,
isto é, as riscas do espectro solar devem apresentar-se
deslocadas para o lado do vermelho em relagiio As riscas
correspondentes dos espectros emitidos por fontes ter-
restres (primeiro efeito de Einstein). O valor relativo do
deslocamento,

vy — ¥ —bd 2}
e - 2,106,

¢ acessivel 4 medida; mas por ser muito pequeno e por
haver outras causas que influem na posigio das riscas
espectrais, como p. ex. a pressfo, ¢ dificil verificar se ha
aqui realmente uma infludncia da gravitagio.

Pode-se ser tentado a objectar o seguinte ao resultado
precedente: visto que o campo de gravitaglio K é estdtico,
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se a radiacio considerada é permanente o nimero de
ondas existentes entre S: e 8 é independente do tempo;
a freqiiéncia da radiagio em S ndo pode pois diferir da
freqiiéneia em Si:. Mas deve notar-se que a objecgiio
supde que se definiu um tempo para todo o sistema K,
o que ainda se niio féz. As freqiiéncias v e v sio me-
didas localmente com reldgios da mesma construgio, mas
nada prova que marchem igualmente relégios idénticos,
quando situados em lugares onde o potencial da gravi-
tacio nio € o mesmo. Pelo contririo, de que o tempo
do sistema K deve ser definido de modo que a emissiio
de luz de Sy para 8, seja um fenémeno estaciondrio
resulta precisamente, por (3), que o relégio de S: marcha

P ; : ey :
1+ — vezes mais rapidamente que o relogio idéntico
"

de 8;.

Se queremos que o tempo do sistema K seja indicado
por l‘t']ljgii)s locais, éstes niio puduln ser da mesma cons-
trugio; o relégio a colocar em Si:, quando (roznp&mdo

num mesmo lugar com o relégio a colocar em Sy, deve
1) ;

marchar 14— vezes mais lentamente que @ste. Isto
C

conduz a outro resultado importante. Medindo no sistema
acelerado K' a velocidade da luz em diferentes Iugares,
com relégios da mesma construgiio, acha-se sempre o
mesmo valor. Pelo principio da equivaléncia, o mesmo
sucede no campo de gravitagio K. Utilizando portanto
os relogios de desigual construgfio mencionados, a-fim-de
introduzir o tempo geral de K, serd a velocidade da Inz,
num lugar onde o potencial da gravitagio é @, dada por

4) cscn(l—l—%).

Num campo de gravitagdo, a constincia da velocidade da
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luz mantém-se s6 no sentido de que a velocidade da luz
¢ independente do estado de movimento da fonte lumi-
nosa. No principio da constdncia da velocidade da luz,
que & uma das bases da teoria da relatividade especial,
o essencial é justamente esta independéncia; a igualdade
da velocidade da luz em todos os lugares de todos os
sistemas de inércia resulta desta independéncia, da uni-
formidade da propagagio num sé sistema e do principio
da relatividade.

Sendo a velocidade da luz fungio do lugar, raios lumi-
nosos que nio tenham a direcglio do campo de gravitagio
devem ser encurvados por éste, como resulta imediata-
mente do principio de Huygens. Se ¢q, e1 sdo os valores
da velocidade da luz nos pontos vizinhos Py, Pi, atin-
gidos por uma onda luminosa no instante ¢, ¢ evidente
que o respectivo raio luminoso se encurva, entre os ins-
tantes t,t+d ¢, dum dngulo

{er—e)dt - e

- Py Py dn

contado positivamente se o raio se encurva para o lado
dos n crescentes. Por unidade de caminho, o dngulo sera

oun, segundo (4),
L 2%,
o on’

para um caminho finito qualquer ter-se-d
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para valor do dngulo das direc¢des inicial e final. Por
conseguinte um raio luminoso que passa perto dum astro
desvia-se, no sentido do campo, da quantidade

c" fM cos & d s,

onde f é a constante da gravitagiio, M a massa do astro,
r e & as coordenadas polares correntes do raio luminoso

(polu no centro do astro, —%( <+ ; ). Utilizando a

.I
relagio

: rdﬂ-_
de r'

onde A é a distdncia do centro do astro ao raio luminoso,
obtém-se imediatamente

u| A

;!f!if

r".':l. f cos 9

":

0 que di «a=4.10-°=0"83 para um raio luminoso que
passe junto da superficie do Sol. Durante um eclipse
total déste astro deve observar-se um aumento na dis-
tancia angular do seu centro as estrélas vizinhas (segundo
efeito de Einstein).

No que precede, mais uma vez transpertimos para
um campo ndo homogéneo resultados obtidos no caso
dum campo homogéneo; e demos a ® o seu valor newlo-
niano, como fizemos também para o efeito anterior. Até
que ponto isto é legitimo vé-lo-emos adiante,
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52. Obtidos os resultados precedentes, cumpria gene-
ralizé-los. Tornava-se claro que a construgio da teoria
da relatividade geral seria a0 mesmo tempo a da teoria
geral dos campos de gravitagio. E como qualquer campo
de gravitagio ¢ localmente e momentdneamente homo-
géneo, o principio da equivaléncia e o método infinitesimal
deviam ser suficientes para aquela construgio. Os ensaios
de Einstein neste sentido situam-se entre os anos de 1912
e 1916; neste Gltimo ano, numa memdria célebre (4),
Einstein apresentava a teoria como concluida nas suas
linhas gerais.

Como atrds observimos, a equivaléncia dum sistema
de referéncia em repouso num campo de gravitagio homo-
géneo e dum sistema de referéncia uniformemente acele-
rado num espago sem gravitagho constitni uma primeira
justificagfio do prineipio da relatividade geral. Outra nfio
menos importante é a seguinte. Tanto a meclnica newto-
niana como a teoria da relatividade especial pretendem
explicar o comportamento fisico excepcional dos corpos
em repouso num espago de inéreia (p. ex. a auséneia de
certas deformagdes) dizendo que as leis da mecénica, ou
da fisica, valem sim para o espago de inércia mas ndo
para um espago diferente. Ora esta explicaciio é apenas
aparente, porque o espago de inércia é nma causa ficticia,
niio uma coisa observdavel. Se dois corpos da mesma
constitui¢iio, um em repouso num espago inercial, outro
em repouso num espago nio inercial, tém formas diferentes,
a causa disto deve ser qualquer coisa de material existente
fora do sistema formado pelos dois corpos; o préprio sis-
tema nada mais contém que os dois corpos animados de
movimento relativo (acelerado). As leis gerais do movi-

(1) A. Einstein, Die Grundlage der allgemeinen Relativitdtstheorie,
1916, in-Lorentz, Einstein, Minkowski, op. eif.

e
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mento devem ser tais que a diversidade de comportamento
mec@nico dos dois corpos seja devida & presenca de massas
distantes de que tinhamos abstraido, nio a uma vantagem
do espago inercial sbre o outro espago. Noutros termos,
as leis da fisica devem ser tais que valham para todos os
sistemas de referéncia.

Mas éste enunciado do principio da relatividade geral
deve por sua vez ser generalizado. Na teoria da relativi-
dade especial as coordenadas de espago e de tempo eram
determinadas imediatamente por meio de réguas rigidas
idénticas (segundo as regras da geometria enclidiana) e
por meio de relégios idénticos. Uma régua rigida em
repouso tinha um comprimento independente do lugar, da
orientagio e do tempo; um reldgio em repouso tinha uma
marcha independente do lugar e do tempo. Ora esta con-
cepefio simples do espago e do tempo ndo pode manter-se
na teoria da relatividade geral. Ji sabemos que num
campo de gravitagiio homogéneo (ou num sistema de refe-
réncia uniformemente acelerado) relégios idénticos mar-
cham em geral diferentemente. Consideremos agora um
sistema de referéncia A" animado de rotagdo uniforme re-
lativamente a um sistema de inéreia A, e suponhamos que
as origens e 0s eixos dos zz dos dois sistemas coincidem
permanentemente. Por motivo de simetria, um circulo do
plano zy de K centrado na origem é também um circulo
do plano &'y de K'. Imaginemos que a circunferéncia e
o didmetro do circulo sio medidos com uma pequena régua
unitéria, em K ¢ em A'; o quociente dos dois nimeros
achados serd em K igual a z, em K’ porém, por causa da
contraccio sofrida pela régua quando colocada sdbre a
circunferéncia (mas nio quando colocada sdbre o didmetro),
maior que =. A geometria de K" nfio é pois euclidiana.
A consideraciio da marcha de relbgios idénticos em K'
levar-nos-ia a uma conclusfio andloga & que citdmos sdbre
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sistemas uniformemente acelerados. Assim, a determi-
nacfio das coordenadas de espago e de tempo dos sistemas
de inéreia, que supde a validade da geometria euclidiana
e a independéncia da marcha dum relégio relativamente
a0 lugar e ao tempo, é inaplicdvel aos sistemas acelerados;
na teoria da relatividade geral as diferengas de coorde-
nadas espacio-temporais ndo podem medir-se imediata-
mente com a régua unitiria e com o relégio normal.

Desta maneira desaparece o meio de fixar no universo
quadridimensional sistemas de coordenadas cujo emprégo
permita formular as leis da natureza dum modo particular-
mente simples. 86 resta considerar todos os sistemas
de coordenadas possiveis como equivalentes para a des-
ericio da natureza. As coordenadas serio pardmetros
quaisquer, enjos valores correspondem a todos os pontos
do universo quadrimensional de maneira univoca e con-
tinua. Esta descricio do universo é suficiente: todas as
medidas fisicas resultam da verificagio de coincidéncias
espacio-temporais, fora das quais nada hi de observivel:
ora, se dois acontecimentos tém iguais coordenadas num
sistema, 0 mesmo sucede noutro sistema, que resulta do
primeiro por uma transformagio pontual. O principio da
relatividade geral deve pois enunciar-se déste modo: as
leis gerais da natureza tém de exprimir-se por equagdes
que subsistam para todos os sistemas de coordenadas do
universo quadridimensional, isto é, que sejam covariantes
perante quaisquer transformagdes de coordenadas. Este
enunciado generaliza evidentemente o anterior, porque
em todas as transformacoes de coordenadas contém-se
também as que correspondem.a todos os movimentos re-
lativos dos sistemas de referéncia tridimensionais.

53. Ji aludimos & forma que toma o principio da
equivaléncia no caso geral dum campo de gravitagio qual-
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quer, isto #, no caso em que o universo real estd referido
a um sistema de coordenadas arbitrdrio. Modificando um
pouco os termos que empregdmos, diremos agora: para
cada regifio infinitesimal do universo quadridimensional
(isto é, suficientemente pequena para que possa despre-
zar-se a variagio local e temporal da gravidade) existe
um sistema de coordenadas Ky relativamente ao qual nio
existe gravitagiio (onde, portanto, vale a teoria da relati-
vidade especial). Em suma, em cada regifio infinitesimal
do universo pode eliminar-se a gravitagiio por uma escolha
conveniente das coordenadas. Um pequeno corpo em
queda livre durante um pequeno intervalo de tempo rea-
liza um sistema Kj.

Se Xj, X3, Xi, Xi=et sio coordenadas galileanas em
Ky, o intervalo de dois acontecimentos da regido infinite-
simal considerada ¢ dado por

(5) de?=—d X;® —d Xa* —d Xs? + d Xi*,

onde as grandezas do segundo membro sio medidas direc-
tamente em Kp por meio de réguas unitarias e reldgios
normais. Considerando agora o sistema de coordenadas
!, a* &%, x* a que estd referido todo o universo, é claro
que as diferenciais d X; sdlo fun¢des lineares homogéneas
das diferenciais d' e tem-se

{fi] d3’=g|'_l| da\:"dn:",

onde o segundo membro representa uma forma quadrdtiea
de diferenciais com coeficientes fungdes das coordenadas.
E evidente que, dado o sistema de coordenadas ', as
medidas feitas em Ky determinam os valores correspon-
dentes dos g;.

Visto que ds ¢ invariante, os g; sdo componentes
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covariantes dum tensor de 2.* ordem. A equagdo (6)
significa que o universo quadridimensional tem estrutura
métrica pseudo-riemaniana.

Se o0s gi, numa certa regiio do universo, tém os va-
lores que figuram em (b), vale nessa regido, para o sistema
de coordenadas dado, a teoria da relatividade especial.
Passando para outro sistema de coordenadas, porém, os
gir deixardo em geral de ser constantes nessa regido,
deixa de valer nela a teoria da relatividade especial; o
movimento dum ponto material abandonado a si mesmo,
que dantes era rectilineo e uniforme, é agora curvilineo e
variado, independentemente da natureza do ponto mate-
rial: na regifio considerada hd agora um campo de gravi-
tagio. A presenga dum tal campo estd pois ligada & varia-
bilidade dos gis-

Assim os g caracterizam simultineamente a métrica
do universo (em particular a geometria do espago tridi-
mensional) e o campo de gravitagio. O principio da equi-
valéncia resolve pois satisfatoriamente dois problemas
considerdveis: o problema da gravitagio e o problema da
geometria. O movimento dum ponto material num campo
de gravitagfio é curvilineo e variado, nfio porque o ponto
material sofra a accio duma forga, mas porque o uni-
verso quadridimensional é nido-enclidiano. A geometria
do espaco niio é dada a priori, mas é determinada pela
matéria.

Podemos agora precisar o sentido da covaridncia das
leis da natureza que exige o principio da relatividade
geral. As equagbes que as exprimem devem consistir na
anulagio dum tensor do universo quadridimensional dotado
da métrica (6) (ou na igualdade de dois tensores da mesma
ordem, o que é 0 mesmo). Tais equagdes mantém a sua
forma numa transformac¢io de coordenadas, porque as
componentes dum tensor se transformam linear e homo-




184

géneamente. A prépria equagio (6) é o primeiro exemplo
de lei covariante.

Procuremos a lei do movimento do ponto material
num campo de gravitagiio. No sistema Kp, em qua"a gra-
vitaglio estd eliminada, o movimento é rectilineo e uni-
forme, ou seja uma geodésica universal; como a geodésica
tem definigdo covariante, ela representa ainda o movimento
em referéncia a qualquer sistema de coordenadas e tem-se

dtai | dab dak
(0 - R P P

onde os IY, sdo idénticos aos simbolos de 2.* espécie de
Christoffel. O raciocinio ¢ concludente se Ky é finito.
Se Kj é infinitesimal, é necessdrio admitir que a lei pro-
curada nio contém as segundas derivadas dos g;;.

Se os I, se anulam, 0 movimento é rectilineo e uni-
forme. Estas grandezas sio pois as componentes do
campo de gravitagio; como elas sdo construidas linear-
mente com as primeiras derivadas dos g4, segue-se que
08 gix sdo as componentes do potencial da gravitagdo,
que na teoria de Einstein, portanto, é um tensor simétrico
de 2.* ordem.

Analogamente se mostra que a linha universal dum
raio luminoso é uma geodésica nula, definida por ds=0
e por uma equa¢do da forma (7), na qual, porém, a va-
ridavel independente é um pardmetro arbitririo.

b4. A equagiio (7) simplifica-se consideravelmente se
supomos que a velocidade do ponto material é pequena
perante a da luz e que o campo de gravitaglio é fraco,
isto é, que os g;; diferem pouco dos valores galileanos
que tém em (5). Desprezando a segunda ordem, a quarta
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(7) desaparece e as trés primeiras dio simplesmente

d? !

- e —cy (§=1,2,8; et =ci).

Supondo além disso que o campo é estitico ou quasi

estdtico, de modo que possam desprezar-se as derivadas

dos g relativamente ao tempo, V44 on, 0 que é o mesmo

segundo as suposigoes precedentes, —I% i pode ser subs-
1 dgu

tituido por R tém-se as equacdes newtonianas
.

d t? dxt’

d? gl ad

20
ot

SR
gu=1-+—
A constante aditiva ligada a @ foi escolhida de modo
que g tenha o valor galileano 1 para ®=0.

No facto de sé figurar nas equagies do movimento,
com a aproximagfio adoptada, a componente gu do poten-
cial tensorial einsteiniano é que reside a possibilidade da
descrigio newtoniana do campo de gravitagio por meio
dum potencial escalar.

A mesma circunstdncia permite também calcalar a
influéncia do campo de gravitagio sébre os reldgios sem
conhecer a lei da gravitagio a que deve satisfazer o
potencial einsteiniano. Visto que o elemento de linha
universal dum relégio em repouso ¢ dado por

ds? = gus (d 29,

tem-se aproximadamente
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o reldgio marcha tanto mais lentamente quanto mais baixo
é o potencial de gravitago do lugar onde estd situado.
Obtém-se assim um resultado que j& conhecemos, mas
agora generalizado para campos fracos e qudsi estdticos,
homogéneos ou nio. O deslocamentaq das riscas espectrais
do Sol ou duma estréla para o lado do vermelho estd
agora bem demonstrado tedricamente. No caso do Sol,
como vimos, o valor numérico do deslocamento relativo
é 2.10-5%, correspondente ao efeito Doppler duma veloci-
dade radial de 0,6 km / sec.

H4 muito tempo que se observavam no espectro solar
pequenos deslocamentos das riseas para o lado do ver-
melho; éstes deslocamentos eram explicados como efeito
da pressiio. Mostrou-se mais tarde que &le ndo coincidia
com o cfeito da pressiio observado em fontes luminosas
terrestres: certas riscas que no laboratdrio eram muito
pouco influenciadas pela pressdio apareciam no espectro
solar tdo deslocadas como as outras. Lembrou natural-
mente explicar éstes deslocamentos pelo efeito de Einstein.
As primeiras medidas pareceram desfavordveis a teoria;.
mas as medidas posteriores de Grebe e Bachem, efectuadas
na banda do cianogénio (que niio sofre efeito de pressfo),
mostraram que as riscas nilo perturbadas por sobrepo-
sigio apresentam deslocamentos que coincidem com o0s
seus valores tedricos; e outras medidas de Grebe pro-
varam que & média dos deslocamentos de 100 riscas per-
turbadas e nio perturbadas corresponde & teoria. Sem
que se possa dizer que o efeito de Einstein estd definiti-
vamente comprovado, é legitimo, do ponto de vista heu-
ristico, partir déle e atribuir os desvios a causas pertur-
badoras, como p. ex. correntes de matéria solar acompa-
nhadas de efeito Doppler.

Quanto & verificacio do efeito nas estrélas, é claro
que ela s6 é possivel para aquelas cujas velocidades
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radiais sio bem conhecidas; mas ainda aqui surgem difi-
culdades. Weber ¢ Eddington indicaram uma possibili-
dade de verificagiio excepcional na estréla dupla Sirius;
das duas estrélas, a menos luminosa tem uma densidade
extraordinariamente grande, portanto um campo de gra-
vitagio muito intenso & superficie, donde se deve esperar
um forte deslocamento relativista nas riscas do respectivo
espectro. A velocidade radial é conhecida pelo efeito
Doppler da estréla mais luminosa, para a qual o efeito
de Einstein é insignificante. Ora Adams observou efecti-
vamente em Sirius B um deslocamento para o vermelho
de 0,3 angstroms, que coincide com o valor tedrico calcu-
lado a partir dos dados astronémicos (1),

55. Antes de estabelecer a lei da gravitagio da teoria
de Einstein é necessdrio tratar da influéncia do campo de
gravitagiio sobre os fenémenos materiais (tomaremos aqui
o térmo matéria no sentido lato, para significar tanto a
matéria propriamente dita como o campo electromagné-
tico). Exprimir-se-4 essa influéncia dando forma cova-
riante geral as equagdes désses fendmenos, tais como as
encontrdmos na teoria da relatividade especial. Com
efeito, seja Ko um sistema de coordenadas no qual os g;;
tém os ‘valores galileanos de (5) numa regiio universal
finita. Neste sistema as leis naturais sio as da teoria da
relatividade especial. Passe-se agora de Kp para um sis-
tema de coordenadas qualquer e deduza-se pelo célculo a
forma das leis no segundo sistema; segundo o principio
da equivaléncia, tem-se assim a forma das leis dos fend-
menos materiais num campo de gravitagfio. O resultado

(1) Cf. W. Pauli jun., Relativitdtstheorie, Leipzig, 1921; F. Kottler,
Gravitation und Relativititstheorie, op. cit.; G. Beck, Allgemeine Relati-
vitdtstheorie, in-Handbueh der Physik, Band 1V, Berlin, 1929,
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obtido vale também para o caso em que sistemas como Ky
sé existem para regides infinitesimais, contanto que se
admita que naquelas leis ndo figuram as segundas deri-
vadas dos gi.

Temos um exemplo déste processo na dedugio da
equacio (7) do movimento do ponto material (cf. equagdes
(21), IV, 28). A sua aplicacio & equagio do movimento
da matéria continua (equagiio (28), IV, 81) e a equagdo da
impulsio-energia do campo electromagnético (equagdio (36),
1V, 84), que nos interessam particularmente, di eviden-
temente &ste resultado: as divergéncias no sentido pseudo-
-euclidiano, que figuram nessas equagbes, sfio substituidas
por divergéncias no sentido pseudo-riemanniano, conforme
& equaciio (6). Déste modo a equagdo (37), IV, 34, que
exprime a lei da impulsfic-energia da matéria (no sentido
lato) na auséncia de campo de gravitagio, dard

o i

9) o + B =0,

onde T'* designa a densidade tensorial de 7'%. No se-
gundo térmo do primeiro membro é visivel a influéncia
da gravitagiio por intermédio das componentes do campo.
Por causa déste segundo termo, a integracfio de (9) ndo
pode dar leis de conservagiio para a energia total e para
a impulsio total da matéria; e na verdade pode haver
passagem de impulsio e de energia da matéria para o
campo de gravitagio e reciprocamente,

Podemos agora estabelecer a lei da gravitagio. Se-
gundo o principio da equivaléncia, a forga de gravitagio,
que ¢ proporcional & massa gravitante, é também propor-
cional 4 massa inerte e portanto & energia. Porém a den-
sidade de energia nio é um escalar universal, mas s a
tltima componente do tensor de impulsdo-energia 7j;. Na
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lei da gravitagfio deve pois figurar &ste tensor como repre-
sentativo das grandezas de estado da matéria. Por ana-
logia com a equagio de Poisson

(10) AD=4xfp),

admitiremos que o tensor Tj; é proporcional a um tensor
formado com os g, e suas derivadas até 4 segunda ordem,
linear nestas dltimas; a lei que procuramos serd pois da
forma

(11) ey Ryt eagu R+ esgin=k T,

onde ey, €2, c3 sio constantes, B é o tensor de Riemann
contraido (1) e R o escalar de Riemann ¢'* R;;. Sabe-se
com efeito que o 1.° membro de (11) é o tunico tensor que
satisfaz s condigdes precedentes. Quanto a determinagio
das constantes, deve observar-se que, supondo dada qual-
quer solucdo das equagdes do campo (11), pode deduzir-se
dela uma infinidade de outras solugdes (fisicamente equi-
valentes) por meio de transformagdes de coordenadas;
como a transformacgfio arbitrdria das coordenadas contém
quatro fun¢des arbitririas, quatro fung¢des arbitrarias con-
terd a solugfio geral de (11) (para condigdes iniciais dadas),
Entre as dez equagdes do campo (11) para as dez inco-
gnitas g;; devem portanto existir quatro identidades. Ora
o tensor T, satisfaz as quatro equagoes (9); isto faz ocorrer
a suposicio de que a lei da impulsio-energia da matéria
resulta idénticamente das equagbes do campo da gravitagdo
ou, o que é o mesmo, que a divergéneia do primeiro
membro de (11) se anula idénticamente. Admitindo esta

ary gl
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suposigfio tém-se em (9) as quatro identidades referidas, e
encontra-se a relagio

3= ——

Ci-

Finalmente, desprezando o térmo c3 gi; que, como mostrou
Einstein, s6 é sensivel no problema cosmoldgico, tem-se a
lei da gravitacdo einsteiniana

(12) fi'.i.--—é-_,ruﬂ’=*—l Tix,
a qual pode também escrever-se

T I "
{13) R“,-=—H (TH—?Q”P),

sendo T o escalar da impulsio-energia da matéria.
Notemos que Einstein demonstrou que (9), em virtude
de (12), pode escrever-se sob a forma

0 (T 4 tF)

et

da qual se deduzem, por integragio, leis de conservacio
da impulsfio ¢ da energia. As grandezas t} sfio as com-
ponentes da impulsfio-energia do campo de gravitacfio;
contado t* ndo ¢ uma densidade tensorial.

56. Viu-se no n.” 54 que a lei einsteiniana do movi-
mento do ponto material se reduz & lei newtoniana num
campo de gravitagio fraco e quési estdtico. B fécil de
ver que num tal campo também a lei da gravitacio (13)
se reduz a lei de Newton. Para valor de 7% podemos
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daot da*

g i sendo a velo
cidade da matéria muito pequena em relacio a da luz,
todas as componentes déste tensor podem ser desprezadas
salvo T =gy, Na aproximaglio adoptada tem-se também

Tiy=T=ypy e portanto 0 segundo membro da tdltima das

tomar a sua parte principal po

dez equagdes (13) reduz-se a —-é—-xpn. O seu primeiro
membro, Ry, como se vé sem dificuldade, reduz-se a
——%—Agu, onde A é o operador de Laplace, Tem-se pois,

atendendo a (8),

1 e
Aill=§xc po,

que ¢ idéntica & equagiio de Poisson (10) com

A teoria de Einstein contém pois a de Newton como pri-
meira aproximagdo.

Resta saber se ela pode explicar correctamente fend-
menos que escapam & teoria newtoniana, por exemplo o
movimento do periélio de Mercirio. E sabido que neste
caso a maior parte do movimento observado se explica
pela teoria das perturbacdes, e a esta explicagio parcial
nada tem a objectar a teoria de Einstein, porque os
campos de gravitagiio produzidos pelos planetas sio sufi-
cientemente fracos para que a teoria wvewtoniana lhes
seja aplicdvel. A questdo deve ser decidida pela resolugao
do problema dos dois corpos dentro da teoria einsteiniana;
noutros termos, é preciso caleular a partir de (13) o campo

=l

W

. i
Sy

e
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de gravitacfio do Sol e depois, a partir de (7), o movi-
mento de Mercirio neste campo.

Ora o campo de gravitagio do Sol é estitico e de
simetria esférica, e neste caso as equagdes (13) podem
integrar-se rigorosamente, como pela primeira vez mostrou
Schwarzschild. Um campo é estaciondrio quando os g
sio independentes do tempo. Para que, além disso, éle

seja estdtico, é preciso que nio existam correntes de

matéria. KEstas sio descritas pelas componentes Ty (k=1,
2, 8) do tensor material; e vé-se imediatamente que, se
elas sfio nulas, as componentes mixtas ou contravariantes
correspondentes s6 podem anular-se se forem gy = gz =
=gi1=0, Num campo estitico, portanto, a expresséo (6)
nio contém termos lineares em da*. No caso particular
da simetria esférica deve ser, em coordenadas polares,

(14) ds*=—2*dr*—r2(d 9+ sin? B de? 4 2 (d =')?,
'+ 17 (a =)

onde % e f sdo fungdes de r, como se reconhece por con-
sideragoes de simetria sdbre a métrica das superficies
coordenadas. O cdlculo das componentes R;; para os
valores (14) dos g, mostra que sfio idénticamente nulas
aquelas em que é i =k; igualando a zero as outras (pre-
tende-se o campo de gravitagio do Sol fora do astro),
obtém-se quatro equagdes diferenciais que sdo simulté-
neamente satisfeitas por

onde « e § sfio constantes arbitrarias, Substituindo em (14),
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ff fande-se com a* e tem-se finalmente

dr?
S

s

(15) dst=—

—r‘(d&’—l—sin’-{}dqa’)-i-(l-—;-)(dm‘)’;

para r—+m tem-se o ds* da teoria da relatividade especial
em coordenadas polares, como devia ser.
O confronto com (8) da

2:0  Of M
e

=

onde M ¢é a massa do Sol, f a constante newtoniana da
gravitagio. A solugio (15) é singular para r =gqa, mas a é
extraordinariamente pequeno em relagiio ao raio do Sol;
isto ¢, a solugio torna-se singular dentro da massa M,
onde jé nio é vilida.

Segundo (1B6), a influéneia do campo sdbre a marcha
dum relégio é idéntica & que ji conhecemos. A influéncia
do campo sébre o comprimento duma régua depende da
orientagiio desta: colocada numa direcgfio radial, é tanto
mais curta quanto menos dista do Sol; colocada numa
direcgio transversal nfio sofre alteragfio de comprimento.
No campo considerado, uma regiio do espago ¢ tanto
menos euclidiana quanto mais préxima fica do corpo que
gera o campo.

O movimento do planeta no campo (15) podia caleu-
lar-se por (7). Mas é mais simples partir da equagfio
equivalente

3 j:is i
13
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Variando primeiro g, obtém-se

d [ q:gpn @P)
m(r sln B‘WJ=O,

donde
d

-8

r?sin? o = const.

|

=9

&

Se o valor inicial de dy/d s é zero, o que sempre se con-
segue orientando convenientemente o sistema de coorde-
nadas, ¢ fica portanto constante durante o movimento.
A 6rbita é aplanan,

Variando depois & e atendendo a g = const., obtém-se
o teorema das dreas

ds

i(r!i{l)zﬂ, on r’.._._._=_
8

sendo. €' constante; em vez do tempo ¢ entra porém o
tempo préprio nesta equagio.
Variando finalmente a* encontra-se

o\ da'
(1 S ) —d-é——cunst.,

¢

eliminando da* /d s entre esta equagio e (15) resulta

(L:.E.) ! + (1 — %) =rl (%2) !—{- ]{ = const. ;

eliminando nesta d s por meio do teorema das dreas vem
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emfim a equagdo da drbita

e
| d =
. r p ek o c? u
(16) ( di ) A SV, Fumre Aot aod

Esta equagio difere da correspondente equagiio newto-
niana pelo ultimo térmo do 1.° membro, que é muito
pequeno, mas n#io nulo; éste térmo deve produzir movi-
mento do periélio. Efectivamente a substituigio

a(l—e?)
1+ecosyd’

onde y é uma constante muito préxima de 1, d4 aproxi-
madamente
3 a

St Yo

donde resulta que o periédlio, a cada revolugio, se desloca

de

1 3na 24 73 o?
2= (7 —1) =~ sa=a ~ A=

atendendo ao valor de a e & terceira lei de Kepler. Este
deslocamento é exactamente o séxtuplo do que foi obtido
em VI, 43 (pig. 140); o movimento do periélio de Mer-
curio é assim completamente explicado pela teoria de
Einstein.

A aplicagio da férmula precedente aos outros planetas
interiores (para os planetas exteriores o efeito é insensivel)
também estd de acordo com as observagdes, como mostrou
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De Sitter. De resto, o movimento perieliaco a explicar é
nestes casos muito mais pequeno.

87. A equagio dum raio luminoso que atravessa o
campo de gravitagio do Sol podia obter-se directamente
dum modo semelhante ao anterior. Mas tem-se essa
equagio imediatamente se se efectna uma passagem ao
limite no precedente resultado. No caso dum raio lumi-
noso, com efeito, ¢ da=0; o teorema das dreas di
entio C'=aw, e (16) converte-se em

E a equagio procurada. Se ndo existisse o Gltimo térmo
do 1. membro, a equagfio daria

A

T=Cos®’

isto €, o raio luminoso seria uma recta & distincia A do
centro do Sol; é a solugho em primeira aproximagdo.
Em segunda aproximagdo obtém-se

1 cos a :
? = T + ?E (1 + Slﬂ' ’D':I.

O que nos interessa é a direcgio desta eurva a grande
distancia. Pondo

- 1
e pLan W
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no 2. membro, igualando éste a zero e desprezando a
2.% ordem, resulta
2a 4FfNM

B oA
para valor do desvio total sofrido pelo raio luminoso que,
como se vé, ¢ concavo do lado do Sol. Este desvio é
duplo do que encontrimos no fim do n.° b1 utilizando a
lei de Newton. Para um raio que passe junto da super-
ficie do Sol tem-se e=1",756. Ora as observagdes dos
eclipses totais do Sol confirmam &ste nimero, pelo menos
muito melhor que a sua metade.

A existéncia déste efeito, que é produzido em partes
iguais pela gravidade da energia e pela curvatura do es-
pago, constitui numa prova experimental de ambas. Também
0 movimento do periélio do Mercirio, que em parte é
devido & variagio da massa com a velocidade (VI, 43) e
noutra parte i curvatura do universo, prova experimen-
talmente esta curvatura.

As outras aplicdgbes da teoria da relatividade geral &
mecédnica celeste dio resultados, ou inobservdveis por
muito pequenos, ou iunverificiveis no estado actual da
ciéneia por incerteza s6bre os valores de certos elementos
orbitais. Por isso nos limitamos a referi-las sumaria-
mente (1). Tratando o movimento dum astro num campo
de simetria esférica como um movimento newtoniano per-
turbado, De Sitter mostrou que se obtém uma sé desi-
gualdade secular além da que precedentemente encon-
trdmos para a longitude do periélio: é a da longitude
média da época, da mesma ordem de grandeza que aquela.

(1) Cf. F. Kottler, Gravitation und Relativitilstheorie, op. eil.; também
J. Chazy, La théorie de la relativilé et la mécanique céleste, tome T, 1928,
tome II, 1980, Paris.
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Esta designaldade, em certos casos, modificaria a duracgio
da revolugfio sideral do astro duma quantidade superior
ao érro de observagfio; mas basta uma correcgfio quasi
insensivel da distincia média do astro ao corpo central
(1 km. no caso de Merciirio) para que o acérdo com a
observagiio fique restabelecido. Resta pois o movimento
do periélio como desigualdade secular decisiva. Além
dos planetas interiores, de que jd faldmos, @ste efeito-é
sensivel para diversos satélites, como os de Marte e os de
Jupiter e de Saturno mais préximos do respectivo planeta.
O sen valor pode atingir aqui alguns minutos, mas os ele-
mentos de todos éstes satélites estdo ainda tdo mal deter-
minados que por ora é impossivel utilizd-los para uma
verificagéo.

Servindo-se duma solugio aproximada das equagdes do
campo para o caso de n corpos animados de velocidades
muito pequenas relativamente a da luz, De Sitter encon-
trou, para o caso dos planetas, que as perturbagdes ndo
tém a sofrer correccfio relativista, devendo portanto ser
sempre calculadas segundo a teoria newtoniana (como era
de prever). Para o caso da Lua, o efeito da relatividade
no movimento do satélite sob a acefio da Terra resalta insi-
gnificante e 0 mesmo se dd com o efeito da interferéncia
dos campos da Lua e do Sol (caracteristico da teoria de
Einstein, cuja lei de gravitagio ndo é linear); resta a
acclio perturbadora do Sol, que di desigualdades seculares
de 1”,91 para as longitudes do perigeu e do nodo ascen-
dente, e do quddrupulo déste valor para a longitude média
da época. HKste efeito, contudo, estd dentro dos érros de
observacgio e das incertezas tedricas. Reduzido de dois
tergos, o efeito aparece também nos satélites’ de Marte.
E notdvel que na expressio do seu valor nio figuram os
elementos do satélite.

De Sitter, e depois Lense e Thirring, investigaram a
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influéncia da rotagio do corpo central sébre o campo res-
pectivo. O resultado obtido foi uma desigualdade secular
negativa na longitude média da época e na do periélio, e
outra positiva, dupla daquela em valor absoluto, na lon-
gitude do nodo ascendente. Para os planetas o efeito ¢
insensivel. Nao assim para os mais préximos satélites de
Jupiter e de Saturno, onde atinge muitos segundos de
arco; mas também aqui se deve atender 4 mé determi-
nagiio dos elementos déstes satélites.

Sao pois trés os efeitos relativistas nos movimentos
do sistema solar. O terceiro, como se disse, tem por
causa a rotagiio do corpo central e consiste no movimento
do pericentro e dos nodos (!). O segundo é um efeito de
precessio no espago nio euclidiano (o eixo do planeta,
deslocando-se paralelamente a si mesmo em volta do Sol,
adquire outra direc¢lio no fim de cada revolugio) e con-
siste também no movimento do pericentro e dos nodos.
O primeiro tem por causa a rapidez do movimento (ou, o
que é 0 mesmo, a proximidade do corpo central e a grande
massa déste) e consiste no movimento do pericentro.

Em conclusio, a teoria da gravitagiio de Einstein nio
sO & a mais satisfatoria do ponto de vista filoséfico, mas
é mesmo a tnica que a observacio da natureza parece
confirmar suficientemente.

¢ 00 o9
. 1 BT

(') Abstraindo da desigualdade da longitude média da época, pela
razdo indicada a propdsito do primeiro efeito.
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