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S U R D E S F O R M U L E S D E J A C O B I 

P A R 

R. H. GERMAY 
A S S I T A N T 1 L / U N I V E R S I T É D E L I É G B 

(Sesión dei 15 de jun io de 1925.) 

I. Jacobi a démontré la proposition suivante (i). 
Théorème. Soit X (qt, q2, ..., qn ; ax, a2, ..., an) une fonction de 

deux séries de n variables q^ ..., qn , a^ ... an, admettant des dérivées 
partielles jusquau second ordre inclusivement. Posons 

3X 3X 
[1J ——=p;, —— = òi, i—l,...,n. 

Çi 

Ie Si les q et les a sont les variables indépendantes, on a 

™ 1 { / . * - > . - . - ) • 

2e Si les a et les p sont les variables indépendantes, on a 

™ u - i = I * 

3e Si les p et les b sont les variables indépendantes, on a 

m «»• 

4e Si les b et les q sont les variables indépendantes, on a 

W & »>• 
(1) Vorlesungen iiber Dynamik, pp. 395 et suivantes. 

T O M O I I I 9 
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Aux formules [2], [3], [4], [5], on peut ajouter respectivement les 
suivantes: 

[2 'j 

[3'] 

[4'] 

[5'] 

2pk dPj 2bk • *bj 
2 qj 2qk 2 aj 2ak 

2qk 2bj 2bk 

dPj 2pk ' 2ak 2 aj 

2qk 2ak 2ãj 
2pj 2pk ' 2bj 2 bk 

2pk dPj 2ak 2 ãj 
dqj 2qk 2 bj 2bk 

( / , k—\,..., n)\ 

Ces formules peuvent se démontrer par 1'application du théorème 
des fonctions implicites. Le théorème s'étend à une fonction X dé-
pendant de / séries de « variables. C'est ce que nous allons montrer 
en nous bornant pour la facilité de l'écriture au cas d e / = 3. 

2e Théorème. Soit X (a 
une fonction dépendant des 3 séries de n variables a^ ..., an ; bj, ..., bn ; 
c1, ..., cn . Supposons que X admette par rapport aux a, b, c, jusqu'au 

second ordre inclusivement, des dérivées partielles continues en un point 

a° a° ; b° .... . b° : c° . . . . . c° , et dans son domaine et que Von ait 
T j ' n ' T 3 ' n ' T ' n 

[6] 

D 
2X 
2a1 

2X 3X 
' 2b1 ' 

2X 
àc, 

dX 
2c„ 

D 
I dx_ 

Uv 

D (av ..., a„ ; bv ..., bn ; cv ..., c„) 
X \ 

D' 

_l o 

+ 0 

D (av ..., a„) 
+ 0, 

o 

I2X 2X 2X S XV 
Sa„' 2 b 2 b , , ) 

D (aly ..., a„ ; bv ..., b„) 

etc., etc. 
o 

[7] 

Ecrivons les équations 

a z a j 
= « / > -nr = BM 

3X 

Ie Si les variables indépendantes son les ãy, bj, Cj, on a 

[8] 

2 ak 3-í> 2T* 
2bj 2ak 2cj 2bk ' 2 a-j 2ck 

2ak . 2u_j 0 0 <> \Jk _ sT, 
2 aj 2ak dbj 2bk ' 2Cj 2ck 
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2e Si les variables indépendantes sont les aj, [íj, y, on a 

[9] 

3 3, daj 3 ck dbj 3 a, d Cj 
daj 3 ~ 3 T , ' 3 7/ 3 a, 

d bk 3 c, _ 3 ak daj 

3fi 3,3, ' 9 7/ 3 T* daj dak 

3e Si les variables indépendantes sont les a,, bj, y, on a 

[10] 

í 3P* 3a, 3 a, dCj 3,3, 3c, 
1 daj 33, ' ST, dak ' ST, 3 bk 

j 3 a, 3 a, 3,3, 3|3,' dck 

f daj " 3a, ' dbj 33, ' 3T* 3"0 

4e Si les variables indépendantes sont les bj, Cj, aj, on a 

3 7* 3,3, 3,3, _ 3a, 3T, _ 3a, 
dbj 3c, ' 3a, 33, ' 3 a, 3c, 

= ± U _ = I j L —
 d ã h 

dbj dbk ' dcj 3c, ' 3a, daj 

[11] 

5e Si les variables indépendantes sont les c,, ãj, (},, on a 

[121 

3 a, 3T, 3T* dbj 3 a, 33, 
3a, ' 3|3y dck ' 3,3, 3 a, 

3T* 3-0- 3 a, 3a, 33, _ 33, 
3c, 3c, ' daj 3a, ' 3,3, 

6e Si les variables indépendantes sont les a,, fo, Cj, on a 

[13] 

[14] 

1 3a, 33, 3 7* daj 3 7* dbj 

) 3 fe 3 a, ' 3a, 3 c, ' 3p> 3 c, 

j 3 a, 3a7- 33, dbj 37, ' 3T, 
f 3a, 3a, ' 3(5, 3p, ' 3 c, 3c, 

Si les variables indépendantes sont les T/, a,, on a 

l 33, 3 c, 3 a, 33, 3 a, _ 
3T, 3,3, ' ap, 3a, ' 3 7/' 3 a, 

j dbk dbj 3 c, 3c, 3a, 3 a, 

1 3,3, 3,3, ' 3-r, 3 - , ' 3 a, daj 
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8e Si les variables indépendantes sont les y, a,-, bj, on a 

3ck daj 3?k dCj daj 
daj ^ > 3yk SV d bk ' daj 3bk 

dck dCj dak daj % . 3 P* 
dy dUj 3ak ' dbk dbj 

Démonstration: 
le Les formules [8] sont d'évidence immediate. On a en effet: 

dgk _ J 5 _ / 3X\ _ 3*x _ 3*X_ _ / j m _ d$j_ 
L ' d bj ~~ dbj \ daj 3ak 3bj ~ dbj 3ak ~ 3ak \ dbj 1 ~ 3ak 

On obtient de même les autres formules [8] 
2e Prenons comme variables indépendantes les aj, (3y, y. Les dé-

rivées, par rapport à des fonctions ak, bk, ck sont données par les 
équations 

lí = n 32X 3au 
S 

[17] 

_ , daK 3a^. 3 ftj 

a = n d2X 
' 2 

, dbx 3 «u. ' 3fij 

d2 X 3tfu 
s 

Ia = 

n d2X 3bu. + 
Ia = , d a-) dbu. dfr + 

u. 

n d*-x 

u. 1 3a-f 3Cu, 

.'. = 

+ s 
t1 = 

n d* X 3 Òy. + .'. = 

+ s 
t1 = 

1 2 bt 3bu. + 

V * 
v- — 

n d2X d Cp 
V * 

v- — 1 dbx 1 

u. = 

n 3 2 X 3 ia 

u. = , 3 c^ 3 b\± " Sfij 

u. = 
+ ' S 

u. = 

n d2X d Cu u. = 
+ ' S 

u. = ! 3 C-K 3 Ca 33/ 

= I
 dck dav- ' db 

ÇK = I, 2,..., n\ sv = O si l 4:J, s-tJ = 1 si K —j). 

Le déterminant de ces équations est le déterminant symétrique 

/ a z a z , _ a z dX dx\ 

[181 _ 3 y " ' " ã 5 T : 

A = D (av ..., a„; by, ..., bn\ • cv ..., cn) 
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Soit \ „ + j le déterminant obtenu en supprimant dans \ la k' co-
lonne et la (n + j)e ligne (k < n, j <_ ri). II vient inmédiatement 

On obtient de même 

2b- » + » + / 4 , . . 
[20] 

Or \ est symétrique. Donc 

[21] ^k.n+j = Lj.n+k-

Par conséquent 

[22] da" U j 

3«* ' 

Par permutation des índices j et k, on a la première formule [ 9]; 
on démontre de même les autres formules [9]. 

3e Prenons comme variables indépendantes les aj, bj, y. 
Les équations 

dX 
[23] — = y, (7 = 1,..., n), 

définissent les comme fonctions implicites des aj, bj, y. 
Les ak, s'expriment par les formules 

d X d X 

[24] a" = ^=JbT> ( * = l . ••••.«), 

ou les ck sont remplacés par leurs valeurs en fonction des ajt bj, y. 
Les dérivées des par rapport à y sont définies par les équations 

[14] 

(k = ! , . . . , « ; % = ° si = I si l = j ) . 



1 3 4 ASOCIACIÓN ESPANOLA PARA EL PROGRESO DE LAS CIÊNCIAS 

Le déterminant de ces équations est le déterminant symétrique 

D 
idX dX\ 

[26] A* = 

D ( clt ..., cK) 

Appelons A*>, k le déterminant obtenu en supprimant la j' colon-

ne et la k' ligne de Nous avons immédiatement: 

On obtient de même 

dc- j + k A* • , 
ro 

Mais A* étant symétrique, on a 

[29] A*A, j = A*)-, k • 

Donc 

[30] dy dy, 

La dernière formule [10] est démontrée. 

Nous avons 

dak _ \ = n d*X dc 
L 1 ' dv 

Par le formule [27] 

3«(» _ r _ T / ' 7 , J _ < 32 x - '"«•» 
— v ' . * 

D(dc,' ) 

[32] 
dy ~~ A* [dakdc1 D (cv.. cj_lycj + 1>..cn) 

idX dX dX\ 
d*X \dc1 ' ''"' dcJ 

dak dc2 ' D{cv ..., Cj — X) 9+1' c») 



p 
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»-' 32X 
+ ••• + ( - 1 ) 

D ( M , .... - i ^ ) i 
\ dct ' ' 3£„_,/ y = 

3 a, dc„ D(c v ...,cH) 

)dX dX dX\ 

[32] { = O 
d \ — — \ 

\ 3c1 ' 3c2 ' "" 3c„ I 
D(ak, clt ..., Cj— cj+1,..., cn) 

<dX dX\ 

A* D (cv ..., ak, 9 + c„) " 

D'autre part, les dérivées des c par rapport à a, son données par 

les équations 

roo-, 32 Jf , V- = " 32X 3Cn „ , [33] r 5— + S r — . — ^ = 0, X= 1 ,2, ...,«). 

On en tire 

1 . \dci' ' 

[35] 

3a, A* D(cv ...,cj_1,ak,cj+l, ...,c„) 

Par la comparaison des formules [32] et [34] 

3ak 3cj 
3-f j 3 ak 

on a ainsi la 2de formule [10]-
Par le théorème de dérivation des fonctions composées 

r_„ 3 ̂  d2 X X = « 32^l 3c, 
-*T7 = T7 T . s 
3a* dãjdak i=t 3 a y - 3 a , 

La formule [34] s'écrit encore 
/ 9J dX\ 

3Cj , J I ~ \ 3c t ' ' " ' 3c J 
= = ( - I) 3 a, • A* D (a,, c t , . . . , r> „ ..., cH) 

[14] 

= J_ \ 3 a , ' " 3 c , - - . ' 3 c , + I " " 3c„ ' 
1 Z>(cIf . . . , cH) 
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r . . . L expression de ^ devient 

dX t 3 Z [ 3 Z \ 

_ \ 2c1 dc2 ' dcH f 
dak ~~ A* l dãjdak D(cíyc2, ..., cn) 

a z a z a z i 

a«y- _ 1 t a 2 Z 

a 2 Z 
D 

[38] 

/ az az azv 
\ 3ak ' dc2 ' ' ) 

da} dct D (cv c2, ..., c„ ) 

1 az az az \ \ 
4. | , ' ' 3gl ' -' 3í„_J 
~T" 1 > daj dc„ D (cv c2, ..., cK) ) 

/ az az az \ 
\ dak ' acx ' '"' 3cn I 

D 

\ A* D (a,, cv ..., ) 

Permutons j et k, il vient 

I a z a z 3 Z \ 
\ 3fly 3Cj 3c„ / 

[39] 

Z? I 3 Z 3 Z 3 Z ) 
_3cci_ _ J_ 
daj A* D (ak, cv ..., c„ ) 

„ / az az az\ L) | 3 > *••) 1 
I \dak dct dc„ I 

D (aj, cv ..., c„ ) 

Par suite 

[40] 
ddj dak 

dak daj 

41] 

On démontre de même la formule 

dbj dbk 

II reste à démontrer la première et la troisième formules [10]. 

j. 
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Nous avons aussi 

[42] -
d'{j X= I dbk dcl 3Tj 

38* \ = n d*X 1 = Z 

Par les expressions des ^ , il vient 

[43] 

ap* = = ( ~ I ) 
9T/ A* 

D 
idX dX 
\ dc2 ' '"' 3c„ I 

33, dcx ' D{Cv ..., <;,_„ ..., c„) 

32X Û  » ' •"' dcj 

+ . . • • + ( - 1 ) 

( - O 

dbk 3c2 Z? (q, ..., .w, C„) 

33, 3c„ Z? ..., Cj—„ Cy+i, ..., c„) 

- D i M ) 

D ( dX 
\ dcí ' 3c„ l 

D (cv £y_„ 3,, Cj+ ,, ..., c„) 

D'autre part, les dérivées des par rapport aux 3, sont don-

nées par les équations 

[44] * X 

3 a 33, • , 3 a 3C|i 33, 
— ^ = o, (X = I, 2, ..., «) 

Nous en tirons 

dX dX) 

[45] 1 '"" * 

/d A 
'"377 

33, A* D (Cp ..., 3,, Cj+j, ..., c„) 
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[46] 

Par comparaison des formules [43] et [45] 

3 % le. 
dy dbk 

La 3e formule [10] est démontrée. 
La lè re s'obtient d'une façon analogue. 
Nous avons en effet 

da,- d2X \ = n d*X dei 
[461 1 2 

3 bk dajdbk x = , day dcx ' 3bk ' 

3 c-
Par les expressions [45] des —r7—, il vient 

3 bk 

J J I d X dX dX\ 
daj _ I l ã ã j ' dci ' "^T ' 

[47] 
3bk A* D (bk, cv c2, ..., c„) 

De même 

[48] daj dbkdaj -k = 1 dè* dc\ d<*j 

Par les formules [37] oíi l'on remplace l'indice k par 1'indice J, il 
vient 

D í dX dX d X 

[49] = J_ . ' 3aj ' ~ãgT" '"' 
daj A* D [bK clt ..., cH ) 

Par comparaison des formules [47] et [49] 

[50] d a j = 
3bh daj 
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Les formules [10] sont complètement démontrées. 
4e et 5e Les formules [11] et [12] se déduisent des formules 

[10] par permutation circulaire des lettres a, ,3, t> b, c. 

6e Prenons comme variables indépendantes les a,, pL cfi les fonc-
tions sont les aj, bj, y. Des équations 

[51] 3 X S X 

dãj J' db; 

nous tirons les a et les b en fonction des aj, py, Cj, puis nous rempla^ 
dX 

çons dans les —— de façon à avoir les y en fonction des aj, fij, Cj. 
dCj 

Nous avons 

I- ' — . ^ a^. a-. ' a„. ^ daj x = 1 dCk daL Saj n = i dck dh\í daj 

D'autre part, les , ^ sont données par les équations li-
caj daj 

neaires 

[53] 

\ = n 32 X dax d2 X dbj* 

X = 1 3<z"> n = 1 3a«) dbp daj 
= <D j 

v 

\ = n d*X daX , V- = » &X dbn 
2 . _ _U 2 . C- — o 
= i 33o) 3a^ da, \ = 1 33u> dby. daj 

(<0=1 ,2 , ..., n\ zmj — O si (047", s mJ- =1 sim =j). 

Le déterminant de ces équations est le déterminant symétrique 

dX dX dX dX \ 
D 

[54] A** = — 
3a, ' 3aH ' dbl ' " ' db„ 

D (av ..., a„ ; bv ..., b„ ) 
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On déduit de ces équations 

D I— — — — \ 
r 5 5 1 ! f i = ( _ M L - • W * a j " " g V 2bn I e t c 

daj A** Z ? ^ , _ v aJ+ v ..., an\bv ..., £„)' 

En substituant dans 1'expression de - 1- , il vient 
daj 

nl d X d X d X d X \ 
Sjk = (— i) 1 aai' "•' 3a.' dbí ' •"' dbn I 
daj A * * D (ck, a2,..., aj_ 1( j, ..., £„) 

/ 3J 3 j az dX\ 
—

 1 1 ggi ' 3a, ' ' I 
A** ' D (av ..., aj_p c*, + ..., £„) 

[56] 

Mais les dérivées des ay, par rapport aux ck sont données par les 

équations 

a 2 z 
+ 

\=n 3 2 Z . da^ = n d2X dby. _ 

[57] 
da0>dck k __ j daludax dck ^ _ , 3a(JJ 3£|i 3c, 

3 2 Z , *. = » a 2 Z 3ax p = » 3 2 Z 3 ^ 
S 3 A V ' J , " F " S 

3 £ T U 3 C * X. = 1 H = 1 

( ( 0 = 1 , 2 , ... «). 

Nous en tirons 

[58] " 

/ 3 Z 3 Z 3 Z 3 Z \ 

dck A** K , ..., p ck, aj+1, ..., £„) 

Par comparaison des formules [56] et [58] 

[59] _?Ií_ = _ 
a«y 3c* 
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[60] 

On a de même la formule 

3Y* W 
% dck 

Les 2e et 3e formules [13] sont ainsi démontrées. 
Démontrons la première formule [13]. 
Les dérivées des a-), bu. par rapport à fíj sont données par les 

formules 

[61] 

X = n dax . |i = " dbn _ 

X _ , dam da-k (JL = , dãm Sba 3,3, 

\ = n ' dax n = « d2X dby. _ 

l = , Mv dax ' + Í , M^Wy. ' ~ Su"'; 

(u> — 1,2, ..., n\ Ewy = o si O) £(0y = I si (O = j). 

Soit A le mineur obtenu en supprimant dans A la co-
t. n + j 

lonne et la (n -f- ff ligne (,k <n,j< n. Nous tirons des équations [61] 

[gol =
 + 

L J % A** ' 

De même, les équations [53] oii l'on remplace j par k donnent 

3A. ( _ 
[63] ^ = ^ • A** . 

Sa* A** .»+>,* 

Mais A** étant symétrique 

[64] A** = A** • 
k. n -\-j n-\-j,k 
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[65] 

La comparaison des formules [62] et [63] donne 

% 

dak db: 

% ' 

et la lè re formule [13] est démontrée. 
Des formules [53] on tire des expressions telles que [55], savoir 

rcci d a k (— 1)*+J . ** 
[ 6 6 ] ^ o T = Ã 5 * " • • 

En permutanty et k il vient 

[ 6 7 ] = v ' . A * * . L J 2ak A * * j.k 

Comme on a 

[68] a * * = A * * , 
Kj j. k 

il vient 

[69] 
dak daj 

daj dak 

On démontre de tnême que 

[70] 
dbk _ dbj 

% 

et les 4e et 5e formules [13] sont ainsi démontrées. 
Pour obtenir la dernière formule [13], observons que 

r 7 i ] dV =
 d " X 1 X = £ n 3 2 X - | 11 = * 3 2-T . 

dck dcj dck 2cj daX dck , dcj db». dck 
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Par les formules telles que [58], il vient: 

[72] 

dX dX dX 

_ 1 . 3a,' '" ' 3a „' 3 V " ' 3 J 

3ck A** D (ck\ av ..., an; bv ..., òn) 

En permutanty et k, le second membre ne change pas de valeur; 

on a donc 

[73] - 3T* 
3 Ck dCj ' 

et la dernièré formule [ 1 3 ] est démontrée. 
7e et 8e Les formules [14] et [15] se déduisent des formules 

[13] par permutation circulaire des lettres a, 7, a, b, c. 

Liége, le 3 Novembre 1924. 
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