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{Sesitn del 15 de junis de 1925.)

I. Jacobi a démontré la proposition suivante (1).
Théoréme. Soit X (qy, Qay s Qn ; Ay Bay weey 3,) #ne fonction de
deux séries de n variables qyy .o, Qu , 8y, ... 3y, admettant des dérivées
r
partielles jusqu’an second ordre inclusivement. Posons
2X 2.Xx

[1] 3!,7. :'Pi" da; zéh T — I, ..., .

1* - Siles g et les a sont les variables indépendantes, on a

(h k=1, ., m).

2¢ Si les a et les p sont les variables indépendantes, on a

1‘:‘(1),‘ e Pﬁ-

3 3b;
[3] L 2 & LA E—T1, n)

3® Siles p et les 4 sont les variables indépendantes, on a

2a; :
(4] egk - :;»; (o k=1, ..., n).

4° Siles & et les ¢ sont les variables indépendantes, on a

2P da;
5] LR

(1) Vorlesiingen iiber Dynamik, pp. 395 et suivantes,

Tosmo 111 9
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Aux formules [2], [3], [4], [5], on peut ajouter respectivement les

suivantes:
(2')
(3]
(4]

(5]

3 3 3by . 3"\
2g; 2gy - da; T 94,
o __ 2g; 20; 9
gy af/’ ay 9a;
3 _ 3  2a 2
P B Pn A Eb‘,- _3—‘53#'
Ay 8P eay  ?a;
d3g; Oqx ' BY b, |

(o k=1, ey )5

Ces formules peuvent se démontrer par 'application du théoréme
des fonctions implicites. Le théoréme s'étend a une fonction X dé-
pendant de p séries de # variables. C'est ce que nous allons montrer
en nous bornant pour la facilité de I'écriture au cas de p = 3.

2= Soit K sy By ors, B3 B0y DG 5o Lery )
une fonction dépendant des 3 séries de n variables a,, ..., @y ; by, vy ba;
Cyy vy Cn - Supposons que X admette par rapport aux a, b, ¢, jusqu'an
second ordre inclusivement, des dérivées partielles continues en un point

Théoréme. y Da’s €4 g,

al, .yan; b, L, bl €, ., c), o dans son domaine et que I'on ait
= D 2X aX X aX aX EX) ]
Eﬂll B mnay _Eﬂ,, 1 ab] iy EJ!,, ' éfl 3 =auy E‘C,' #0
B i O e e e )
[6) ~ =
_D(é‘.‘;' -?_‘f) (EI X X X
da,’ " 2a, +o0,| D Ea,_':" da,’ 36" 35,1 |20
\ Bila:, i) Day oy @i by o bn) |,
etc., etc.
Ecrivons les équations
2.X 2 X 2 X :
— @ = K. — & F =T, .y W)
[?] 3:1),- @iy E.lf!_; F'.n” ECj LFE (f ¥ :]
1° Si les variables indépendantes son les a;, 4;, ¢;, on a
e, 3 % _ 3y n _ 9
8] 3b; ~ 2ay g ~ b’ da; do, "
¥m 0s; ofy - 80y . @iy
\ EJJ- = Eﬂ'* 3&’1 i EJ)& » ECJ Eck
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2¢  Si les variables indépendantes sont les a;, 3, 1;, on a
‘ Ebk iy aﬂ).' Efk g1 1) 35'). l?ﬂ'* ri; E‘CJ.- y
= 1] — L] s 1
[9] ) 3&) ? aﬁj EI’* E'i'_’ c g
f 23b, 24; ey ¢ 2ay % 2a;
3* Siles variables indépendantes sont les a;, &5, 1, on a
Eﬁk i bif 3-‘1‘.} Eu'* T EC_;' 9:* o ct,'_, 4
1 da; % Eflk’ 2 & 0o Edk' R T, T 3[&;@‘
I_lﬂ] s T. i L
day g T ey L b
da;  om’ Ay Akt A 3
4° Si les variables indépendantes sont les &, ¢;, «;, on a
‘ o RS R
3’6_ $% Efg y EGC,' e Egﬂk ! EE.E} il aﬂ} !
papf S | il
’ S LR e e e da
\ E'bj S 3[‘)‘ - E.z'{f_,.' i 3{* ¥ Ea* Sf.(, 3
5¢ Si les variables indépendantes sont les ¢;, a5, f;, on a
I\ aﬂ_} = E"L. ETA‘ ol N Eb, E A EbJ
E‘c- =5 3(1* 1 38 Tk 3{:* ! Js iy :
[12] ! S I}J
' (?T; 155 E'D_ a'ﬂ:k EG'.J- foy e E‘é*
[ % ey’ g 2ay B 28;
6°¢ Si les variables indépendantes sont les a;, §;, ¢; on a
Lﬂ* J- i SN t?d., 3‘“, A8 Wi Eb} ;
\ a?if aﬂj < S'Elil, e Ef* # SJ?IJ,. SCk !
Ea,.' Ef.', Eb‘., ET, 3"“
3-1_,- Ea* 3 Eﬁi =N 313* . dcy 35_,‘
7¢ Si les variables indépendantes sont les Bs tanona
\ . L AR | et [ R TN
3y; @ 28; da,’ 2%; 2ay’
[14] { 1] ,..'j ] % u
é‘b; e Cq‘.’?}' EC* e -:C_.,' EE-‘.J- o Eu,,
' B 2 v ok 2%’ day da;
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8¢ Si les variables indépendantes sont les y;, «;, &;, on a

\ % _ da A d¢; B da;
Faaaer L LT e e - E= e g
psy | 2% M T 3
( da g day 2a; aB; 28:
3y o Bm L GRe ok
Démonstration:
1° Les formules [8] sont d'évidence immediate. On a en effet:
16 dag ( ) axX L SR (39{ 2
B8l 55 =55 ol " mos, om G VIEI T %

On obtient de m&me les autres formules [8] k
2¢ Prenons comme variables indépendantes les a;, §;, 7. Les dé-

rivées, par rapport a j;, des fonctions ay, &, ¢, sont données par les
équations

=n 212X 2 p=n X 26
"% 3 s Wy eu .3
p=1 d} adl-l ¥ p=1 a;‘. = %
p-= i o 2
IR
p=1 % 3G
FER El‘:"_ “EF +'!-l§ﬁt ax : E‘ﬂ!lu_ "l‘
e -f5,- aﬂy. E'F; p=1 ‘?bh E="J“t"l’- 3-3;' *
(17] ! e=s BX 06
5 . ——— =gy
+F_ 1 88, 3y 28; 4
p=n 22X dap _|_”x=~" ax a&F‘ -+
P; ; 9¢, day  3f; }L; ; 9 by E?.J
w=a E?Ar a{'u_

w=1 Ec-,_ 5{.'1_1 331

A=1,2,.,m 5 ;=0s8ikhfj8;=1si k= 7).
Le déterminant de ces équations est le déterminant symétrique

pl?X eX JIEIFRUEEE TSy
(18] TR T TN ] N T I
A i

1
7 (e vy Nl Ois winy O3 Bya vy i)
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Soit 4, , 4 ; le déterminant obtenu en supprimant dans A la 4¢ co-
lonne et la (# - /) ligne (&£ <<, ; < m). Il vient inmédiatement

2a Atudtj A :
19 — il Sl 5 AL
19] = A
On obtient de mé&me
b KEsti A
(20] 0 ={—=1) TART

Or 3 est symétrique. Donc
(21] Snti =i ntu

Par conséquent
Ea;, 2b,
22 ===
(22] - ol 1%

Par permutation des indices j et £, on a la premitre formule [ 9];
on démontre de méme les autres formules [9].

3* Prenons comme variables indépendantes les a;, & 1

Les équations

[23] E-C = (j =1, .y, ﬂ),

définissent les ¢, comme fonctions implicites des a;, 4, §;.

Les a, 3; s’expriment par les formules B,
X ax
(24 S oy = % (£ =1,..., n),

ol les ¢; sont remplacés par leurs valeurs en fonction des a;, &, ..

Les dérivées des ¢, par rapport 2 y; sont définies par les équations

25 ',-Lfﬂ ?3-‘.’ EC?_
E ——— . =t=un,
[ } g=1 363_ Ean 4T, B
A=1,.m g, =0 si Lty ey, =1 si A=j)
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Le déterminant de ces équations est le déterminant symétrique

( aX 3.-1')
(26] PR L
' FE (e, marieed

Appelons 4%; ; le déterminant obtenu en supprimant la j* colon-
ne et la £° ligne de A* Nous avons immédiatement:

F =k A% .
=(—1) .-
A

127] 3
o

On obtient de mé&me

2¢;
G-}y =

(28] o

Mais A* étant symetrique, on a

el i= &% &+

(29]
Donc
E‘ck I E'C_I,'
(30] 2 I
La dernitre formule [10] est démontrée.
Nous avons
I Sy A=n 22X dc
) TR TR N 17
Par le formule [27]
: : 2.X 2.X
oy ]J'-:‘I 2X D{E' e E‘.s,,) %
3, Yol e [2ay3c; Dleyy e G—nr Gitrr - Co)
aX 83X :—’.'1')
e
7] (Cl, seey Cf — I Ef -1 )

day 3c,

132]
|
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aX "‘()
w=1 1Y TR =
wes — 1 e 3
s shte ol ) 2ay dc, D{cl,... _,_.,rH_,.... &)
18X kX P
-+ B o)
[32] ¢ =(— I) : 3c; 24 dca |
_'l.,‘L L’.(I'-z.t:f:[p--*;f_.r'—ncj-{-l!'"!c',]
a.X e X
A AR e )

2.0 l* ULC]!"'lcj—llakF‘C_J-'{-l!"'l Cl).

D’autre part, les dérivées des ¢ par rapport 2 a4, son données par
les équations

X p=n 22X Sey

— 4 = . —— =0, k=1, 2, «u., &)
98] et g (h=1,2, ...%)
On en tire
aX 3-‘(')
ey weny —
(3 < L 24 Gl
5 - D 4
\ iy A rlfﬂ.---;51'..._"!51&‘!:}_'_“---,f,,]

Par la comparaison des formules [32] et [34]

E!Ii 5 E'CJ.

(35]

Hy o e

on a ainsi la 2% formule [10].
Par le théoréeme de dérivation des fonctions composées

da; . A=n X 2¢;
(36] = 4 E o o
(-4 3 dd; cdy L=1 ¢98;9cy a2k
La formule [34] s’écrit encore
P ¢ aX
| D(3=, - 5
35_; s [}Jr i d¢, ac,
371 3:1.{- w0 -_\* D (ﬂ*.‘ Ciy vy €5 — 13 Ej 4 13 »omy C,‘.}
= ( 1 Ea"-l. E‘cs—é—-.“ 3¢
. A* D {c:,, 1ig 2a)
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2a;

L’expression de devient
2a
D 0.X X . 13X
da; 1 ( NX (Ec1 PR )
3a, A*| 2a; 2a, Bl . ut) Ex
axX X X
22X - (_aa,,‘ oy _E‘.(,_)
da; o, b CEI S N
(38] ¢ . 2
D( X 33X e X '
n X Saglidg T Ec*_,),
it S e e s O
X X 2.
!-) (-._'l 1 waby :: : )
LB L : °a, ?c‘l Cly
SR Pty ) ;i
Permutons ; et £, il vient
D _&‘_X_ 2 X o X
2uy E ' ( da; ;A )
2a; A* Bilas, gl v By ARt
[39] { J [:_k 1
2X - X aX
D(. e ! ._)
i _[_ E_'T*_.__ c.‘_’l_ €Cy
g L‘L* D {a_u Cpy weey c«)
Par suite
au}- Eﬂk

41]

Il reste 2 démontrer la premiére et la troisitme formules [10].
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Nous avons aussi

! 2 A=n BYX ac
42) =
i, L=1 e  2y;
x EC}, s
Par les expressions des ——, il vient
\s
N 2X e.r)
B (—1) aX (3:2 G e R
s S A 303 9e, " DE, A G ey e B)
% X X axX
A D ( 1 p swey )
22X de; 9y P,
00 ey 2 [Bheis s a6
ax a X
[43] : n—rt 32X D ( - RGe . éc,_.)
+ i (— 1) - s o
: 20y e, | B v B i B dyee i)
F—1 '34‘[ 5 aeny 2 }
(=1 dey dCx
Nat -.‘l3 -D(éﬁ.c“ --'1":_:'—|: Cj—{—n"'! fn]
oX e X
gl e e
A* ﬂ{cl,...,cj_t, by, Cid ...,li',,:) i

D’autre part, les dérivées des ¢, par rapport aux &, sont don-

nées par les équations

a2 X n
N Af o
CCp 35;, ®

(44]

il
I
°
Il
w
)

Nous en tirons

2 X dX
85 . I D(E‘_c, ST Ec,)

36‘* h J."n* EE""'! Cimny ‘éh f}'—-—r! "‘!{'")

(45]
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Par comparaison des formules [43] et [45]

2B 3

[46] - =—

La 3¢ formule [10] est démontrée.
La 1%*= g’obtient d'une fagon analogue.
Nous avons en effet

2a; 2X  A=n BX 25
(46] 7 e T RS I e el
oy ca; ciry % .,a‘, CCL =g |
- a(.'j AT
Par les expressions [45] des o il vient
&
D 2 X X eX
7] R ( o e T ]
Cl{’k o A* D {bk, Cyy Cgy wney Eu)
De mé&me
23 . ¢ , h=nrn X éc
R LT i SR
cd; abk E.ﬂj ey Eb* I-C" aﬂ}'

Par les formules [37] ot I'on remplace I'indice £ par I'indice j, il
vient

4

=, ax ax

PR e R
dx; . B Dy ¢y v o) : (

Par comparaison des formules [47] et [49]

(50] e
Eﬁ‘* aaj
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Les formules [10] sont complétement démontrées.

4° et 5° Les formules [11] et [12] se déduisent des formules
[10] par permutation circulaire des lettres g, §, 1, &, 4, ¢.

6° Prenons comme variables indépendantes les a;, j;, ¢;; les fonc-
tions sont les a;, &;, 7. Des équations

: i 2 X . bt
(51] da = 2b; = Bp
§ nous tirons les a et les & en fonction des «;, §;, ¢;, puis nous rempla-

2 X
cons dans les —— de fagon 2 avoir les §; en fonction des a; §;, ¢

CG,

Nous avons

. PX A _|_'r‘_-‘f X by
s 2ay, da; ey OCx by da;

2 A
(52) - =

I eall

- 3&'} 3&]4 . z
D’autre part, les t, ——— sont données par les équations li-

Su; Su;
néaires
| A\ =n 22X 2a, p=n X 25
R e e + B g e = e
=1 Bﬂm gay Bﬂ} p=1 aam \.bl]_ cly
LS _
A=8 BX day +P$" $LX o S
p i ; 1 Bhw aﬂ)‘ 30., ; I 2bw ab}l 35[}
(@=1,2,..,7¢,;=0 si ofj, g,;=1si ©=)).

Le déterminant de ces équations est le déterminant symétrique

aX X X o
‘D‘ D R Oy L
LDilay, <00 8 wu )

(54] A% =-
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On déduit de ces équations

D (E‘X 2 X AX X X
I 2a,’ 2a, " 2, 3," " 30
A“ 0{5” sy aj -1t aj—|— i1 == ﬂ#;fﬁp seay bn)

(8152 =(— 1)

, efc,

En substituant dans I'expression de ?l, il vient
o

Y ( 2X 23X X X
TR d—) AR T T 2, |
|556] E?‘, i3 A it D (Eh gy weey @j— gy Ajp 13 seny (5‘,.}
X e X B8X e X
R 5 e e 5]
A s ; D (an weey @i 4y Cpy Ajde gy eny 61]

Mais les dérivées des a;, &; par rapport aux ¢; sont données par les
équations

22X h=n X 11 =n 22X 2h
ot E a3t =0,
E‘au, Cly Yy Sy aﬂ"h af‘ F‘ T aﬂm El?ll; al.'-'g
157] X _|_ A ; n X 3“-«. | : n X Ebu e
w3, ' 32 wlday Ay 3w by By
(v=1I 2 ..85).
Nous en tirons
D ( _&‘ & X X
(58] 3a; I TERANRAT TTRAR TRl
afa -z &** D {dl, ooy @i gy Cly @iy gy wany 5,‘-}

Par comparaison des formules [56] et [58]

(59] oL ISR O o A

3{.‘,__. 35"
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On a de méme la formule

: ¢ 27
] R
(60] -~ ke gt

Les 2¢ et 3¢ formules [13] sont ainsi démontrées.
Démontrons la premitre formule [13]. .
Les dérivées des a;, &y par rapport & j§; sont données par les

formules
ASr PX M ke AL
= 2w EH;,‘ aﬁ, po=1 2am by S'j,.
61] { | ,
h=n #X da, w=n 22X bu
z o -E,-‘— + = s AT t = =— B
A== 1 51'” ), B g b ® i

(w=1,2, ., #en;=0si0F], ca; =18 w=])

Soit _‘\:: _le mineur obtenu en supprimant dans A ** la & co-
, =+ F

lonne et la (% + 7)< ligne (£ <, 7 < n. Nous tirons des équations [61]

3 Y h4n+j
62] 5. el mdl SERIES

a3 AY® bt

[63] — A Fla. . AR

Mais A ** étant symétrique

64] ARY =R
k.m—+j a7k
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La comparaison des formules [62] et [63] donne

J
o C ¥
s Sy

et la 1% formule [13] est démontrée.

Des formules [53] on tire des expressions telles que [55], savoir

E‘I} [_ I}k i %
[Gﬁ‘l qu A*H i &*'; 3

En permutant j et £ il vient

-~

AR+
ca; =1
(67) S =l e
cty A jok

Comme on a

[68] A* =A"",
&, j Jo b
il vient
dag da;
[69] g ko o

On démontre de méme que

i b _
179} B B

et les 4° et 5° formules [13] sont ainsi démontrées.

Pour obtenir la derniére formule [13], observons que

SEaE %

:.‘_’ I-}f* A

(71] g X . d=mE P aa;‘_r_?

-,_; 90y Ocy
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X Par les formules telles que [ 58], il vient:

gy o loag Re TR AR 9,
3¢y A** D Ra oyl Bty B)

En permutant j et £, le second membre ne change pas de valeur;
on a donc

&, 3
(73] L

?ﬁk oc F

et la dernitre formule [13] est démontrée.
7° et 8¢ Les formules [14] et [15] se déduisent des formules
[13] par permutation circulaire des lettres «, f, 1, 4, &, ¢.

Liége, le 3 Novembre 1924.
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