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Sir William Rowan Hamilton começou em 1844- a tractar nos 
Philosophical Magasine, Irish Aeademy Transactiom e Irish Aea-
demy Proeeedings, um novo calculo, a que deu o nome de Methodo 
ou Calculo de qualerniòes. 

Em 1853 publicou as Lectures on quatemions, e n'ellas expli-
cou e justificou o caminho e as considerações que o levaram a 
formar o seu calculo e fez a exposição da sua theoria. Continuou 
ainda depois a publicar em differentes jornaes applicações dos 
quaterniões a diversas questões mathematicas, e finalmente logo 
depois da sua morte appareceram os Elements of quatemions, que 
constituem um compendio de toda a theoria do calculo dos qua-
terniões e conteem um grande numero de applicações. 

Em Inglaterra, AlIemanha e America foi este novo calculo t3o 
bem recebido, que muitos auctores se teem dedicado a elle, es-
crevendo livros e artigos em differentes jornaes com o fim de 
apresentar simplificações e augmentar o campo das suas applica-
ções. 

M. G. Bellavitis com o calculo das equipollencias pôde dizer-se 
que estabeleceu o calculo dos factos geometrieos em um plano, e 
seria natural portanto procurar estabelecer o calculo dos factos 
geometrieos no espaço. Attingiu este fim Hamilton apresentando o 
calculo dos quaterniões. 



VIII 

As maiores dificuldades que este novo calculo apresenta são 
devidas a que as regras do calculo algébrico ordinário não são 
sempre applicaveis, emquanto que o são no calculo das equipol-
lencias. 

Ainda que os quaterniôes se não appliquem vantajosamente a 
todos os ramos das Mathematicas, introduzem porém em alguns 
d'elles uma grande concisão e dão ás suas soluções um manifesto 
caracter intuitivo. 

Attendendo á novidade (entre nós) do assumpto e á sua im-
portância, resolvemos escolher para dissertação inaugural, a que 
por lei somos obrigados, a exposição elementar dos princípios do 
calculo dos quaterniôes, reservando para mais tarde o fazer a sua 
applicação á Mecanica. 

N'esta exposição, em vez de seguirmos exclusivamente o ca-
minho analvtico ou o geometrico, adoptamol-os conjunctamente, 
por nos parecer que damos assim mais simplicidade e clareza á 
interpretação dos resultados. 

Dizemos também alguma cousa relativamente ás propriedades 
das operações, limitando-nos porém ao que julgamos indispensável 
para o estudo que temos em vista; e não tractamos do calculo 
das variações de quaterniôes, dos integraes de funcçôes de qua-
terniôes e das funcçôes exponenciaes, em que os expoentes são 
quaterniôes, e por meio das quaes Hamilton definiu os logarithmos 
de quaterniôes, por exigirem uma grande extensão que nem sem-
pre pôde ser feita elementarmente, e mesmo porque são assum-
ptos que ainda não estão completamente assentes. 

Coimbra, junho de 1884. 
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Propriedades das operações 

1. Operação 6 o acto que transforma um phenomeno em ou-
tro, correspondendo uma combinação de operações a uma suc-
cessão de phenomenos. 

As operações podem ser simples ou complexas: as operações 
fundamentaes de Álgebra são simples, e as construcções geomé-
tricas são complexas. Em geral estas ultimas podem ser decom-
postas em operações simples e as theorias que tractam d'esta de-
composição designam-se por theorias analylicas. As theorias fun-
dadas no emprego de operações complexas são denominadas theo-
rias synthelicas. 

Abstrahindo dos effeitos reaes das operações e do modo por-
que se executam, reconhece-se que ellas apresentam certas pro-
priedades geraes e que podem ser chamadas propriedades com-
binatórias. 

Empregaremos, para indicar operações, signaes differentes dos 
que se usam em Álgebra, segundo fez Grassmann; assim os si-
gnaes ^e t indicarão duas operações diíFerentes uma da outra e 

a ^ b 

a operação que resulta da combinação do objecto a com outro b. 
i 



2 

2. Quando dois objectos se podem substituir mutuamente em 
uma operação sem que o seu resultado seja alterado dizem-se 
eguaes, e a operação em que se faz uma tal substituição chama-se 
uniforme. 

A uniformidade de uma operação exprime-se por 

a ^xft = a' ^b1 (I) 
sendo 

a = a1, b — V. 

Uma operação diz-se commutativa quando o seu resultado se 
conserva o mesmo pela mudança de logar dos seus objectos, e 
esta propriedade exprime-se por 

a ^ s b = b ^ a (2) 

Chama-se associativa uma operação que, resultando de uma 
serie de combinações de qualquer numero de objectos, dá o mesmo 
resultado, qualquer que seja a ordem porque se effectuem estas 
combinações; pôde exprimir-se esta propriedade por 

a ^sb c = a /--N (6 ^ c) = (a ^ b ) ^ c (3) 

Uma operação ^ áh-se distributiva em relação a outra t quando 
se tenha a relação 

(a t b) c = (a c) t {b ^ c) J 
ou > (4) 

a ss (b t c) = ( a ^ ò ) | (a ^ c). J 

Se a primeira operação é commutativa teremos 

a = c ^ a e b ^ c — c ^ b 
e 

(a t b) /-N c = (c ^ a) t (c ^ b) = c ^ (a t b), (5) 
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que indica ter logar a propriedade distributiva em relação a ambos 
os termos da operação. Exprime-se esta circumstancia dizendo 
que a operação é completamente distributiva em relação â ope-
ração t ; quando porém se não der esta circumstancia, a opera-
ção ^ dir-se-ha parcialmente distributiva em relação ao primeiro 
ou ao segundo termo. 

5. Se representarmos por r o resultado da operação a ^ b , 
chamaremos operação inversa de a operação que serve para 
determinar um dos dois objectos, considerado desconhecido, por 
intermedio do resultado e do outro objecto, considerado conhecido. 

A operação directa sendo commutativa terá uma só operação 
inversa, de contrario haverá duas operações inversas distinctas 
relativas ao primeiro e segundo objecto. 

No primeiro caso, indicando a operação única inversa de 
por w (combinado inversamente com ), teremos 

a = r w 6, 6 = r w a, 

o no segundo, indicando as operações inversas relativas ao pri-
meiro e ao segundo objecto por e 

b = r w a, a = r b (6) 

Substituindo na primeira d'estas ultimas expressões o valor de 
r, teremos 

6 = (a ^ 6) w (7) 

e, substituindo em a ^ b — r o valor (6) de b e mudando depois 
r em 6, 

a ^ (b ^ a) = 6 (8) 

Analogamente se acharia em relação á segunda expressão (6) 

(a ^ b ) ^ub = a, (a b) ^ 6 = a, (9) 
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e estas expressões podem servir para definir as relações que ha 
entre as operações inversas. 

Se a operação directa é commutativa, as relações (9) estão 
comprehendidas em (7) e (8). 

As propriedades das operações inversas dependem das proprie-
dades das operações directas. 

Quando as inversas de uma operação são uniformes diz-se que 
a operação 6 completamente uniforme. 

4. Da propriedade associativa de uma operação resultam-lhe 
outras propriedades importantes, que vamos indicar. 

Chama-se modulo de uma operação um objecto m que com-
binado por essa operação com outro dà este ultimo; teremos por 
definição 

a /^Nm = a (10) 

Sendo uma operação associativa, teremos 

a /-N (m s-^b) = [a ^m) ^ b = a ^ b , 

e sendo completamente uniforme 

m^b = b (11) 

Ora, como por definição é b s~^ m = b, segue-se que a proprie-
dade do modulo subsiste tanto para quando elle seja o primeiro 
como o segundo termo da combinação; isto é, a operação entre 
o seu modulo e um objecto qualquer é commutativa. 

As operações inversas de ^ dão 

a \ ^ m = ( p i ^ a ) \ ^ m = a , a w m = ( m s ~ ^ á ) w m = a , . . (12) 

que mostram que o modulo combinado pelas operações inversas 
com um objecto reproduzem este. 



De 
( a ^ m ) w a = m = a ^ a (13) 

deduz-se que o modulo de uma operação é dado pela combinação 
respectivamente inversa de um objecto com o mesmo objecto. 

Chama-se objecto reciproco de outro, a, o resultado da 

operação inversa m ^ a e representa-se por a. Como é 

a ^ a = a ^ ( t n ^ a ) = m (14) 

teremos um outro modo de determinar o modulo de uma operação. 

Se a é reciproco de a, inversamente a será o objecto reciproco 

de a; com effeito, o reciproco de a será por definição 

x = m^s a, 

e como é também (14) 

a x = m, 
teremos 

o (a ^ x) — a /-N m, 

e, sendo associativa a operação 

[a (m w a)] x = m x = a /-> m; 
logo 

^ = m v_y a = a. 
Por ser 

a /-N a = a ^ (m a) = m = a ^ a (15) 

vê-se que a operação entre objectos recíprocos é commutativa. 
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6. A introducção dos objectos reciprocos pôde transformar as 
operações nas suas inversas. Com effeito, tendo-se 

será por definição 
a = b ^ x; 

e sendo ^ associativa 

6 ^ a = (b ^ b) x = x, 

logo a operação inversa a w b transforma-se na directa b ^ a. 
Teremos reciprocamente 

a /~^b = b ^ / a (16) 
Como é 

a ^ x = (b x = b 
e portanto 

x = b\sa, 

vê-se que a b e b ^ a são resultados reciproco^ _ 
Das relações anteriores deduz-se facilmente que a ^ b e b ^ a 

são reciprocos de a ^ b . 

7. Quando tem logar a propriedade distributiva podemos de-
duzir as consequências seguintes. 

Seja m! o modulo da operação f e a o objecto reciproco de a 
em relação a esta operação, teremos 

(a t a) = t (a ^ c) = m! c; 

e sendo /-N uma operação que dê m ' ^ c = m', teremos 

(a /-N c) f (a ^ c) = m\ 



que dá, designando por | uma operação inversa de t. 

o ^ c = m! | (a ssc) = a s-^c; (17) 

isto é, que em relação á operação t a ^c é reciproco d e a / ^ c , 
Achar-se-hia analogamente, suppondo que a mesma operação ^ 

dá a ^tn' = m', 

a ^ b = a ^ b (18) 

Se a operação ^ é completamente distributiva ter-se-ha, at-
tendendo a (17) e (18), 

(a t t 6) = m ' ^ f f l ' = m' = ( a ^ J ) t (« ^ b), 

d'onde se tira 

a s~\b = m' | (a ^ 6) = a /-N 6 (19) 
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Vectores e sua composição 

8. Vector. A linha recta que une dois pontos A e B , repre-
sentando o caminho que um ponto movei seguiria para ir da po-
sição inicial A á posição final B, chama-se vector do ponto B 
com origem em A (the vector of the point B, from the point A) 
ou mais concisamente vector. 

Como esta linha tem um comprimento e direcção definidos no 
espaço dependerá de tres quantidades numéricas, uma correspon-
dente ao seu comprimento e duas á sua direcção. 

A linha assim definida será representada simbolicamente por 
AB, escrevendo-se primeiro a lettra indicativa da origem. 

O vector AB pôde ser considerado como representando a dif-
ferença geometrica entre a posição no espaço do ponto B e a do 
ponto A, e n'este sentido deu-lhe Hamilton o symbolo B — A, em 
que o signal — tem a significação ordinaria de Álgebra, e pelas 
lettras B e A se indicam as posições respectivas dos pontos B e A . 
E, como a posição de qualquer ponto no espaço depende de tres 
quantidades numéricas, também o symbolo B —A dependerá de 
tres números. 

Diremos portanto que o ponto A é levado á posição B pelo 
vector AB, ou que a diferença de posição no espaço do ponto B 
em relação a A é o vector B — A. 
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9« A significação dada a um vector é muito difíerente da que, 
em geral, tem um raio-vector; este é caracterisado por uma só 
quantidade numérica, que dá o seu comprimento, em quanto o 
vector para ser determinado exige o conhecimento de tres: uma 
que exprima o comprimento (raio-vector) e duas a sua direcção. 

Alguns geómetras teem dado ao que chamamos vector o nome 
de linha dirigida por ser a direcção um dos elementos essen-
ciaes da sua definição. 

Por simplicidade representaremos um vector por uma lettra 
grega pequena, e por isso os tres symbolos de um mesmo vector 

ÃB, B - A e a 

podem ser considerados como equisignificantes. 

10 . Vectores eguaes. Os vectores que teem o mesmo compri-
mento e a mesma direcção no espaço (parallelos e com o mesmo 
sentido), dependendo evidentemente das mesmas tres quantidades 
numéricas, podem ser chamados eguaes e representados pela mes-
ma lettra. 

Indicando a egualdade entre os dois vectores AB e CD pelo 
signal =, teremos 

AB = CD = a, 

que mostra ter o signal =, que liga dois vectores, uma significação 
mais ampla que em Álgebra, porque comprehenderá tres equa-
ções numéricas ordinarias ligando as quantidades que os definem. 

11. Addição e subtracção de vedores. Considerando tres pontos 
A, B, C no espaço e para maior generalidade não existentes em 
uma mesma linha recta, como o resultado da vecção de um ponto 
movei da posição A a B e depois d'este ponto a C equivale a 
uma vecção única de A a C; e como, considerando os vectores 
como di/ferenças de posições, a differença das posições de C e A 
equivale evidentemente a tomarmos a differença da posição de B 
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em relação á de A e depois a de C em relação à de B anterior-
mente achada; podemos pôr 

A B + BC = AC 
ou 

(B — A) + (C — B) = C — A, 

e em geral para um numero qualquer de pontos 

ÃB + BC + CD + . . . + Y Z = AZ ou 
(B — A) + (C — B) + (D — C) + . . . + ( Z - Y ) = ( Z - A ) . 

Indicamos pelo signal + esta combinação successiva de vecções, 
e á operação pela qual se obtém a vecçâo resultante equivalente 
daremos o nome de addição de vectores. 

Se os diflerentes vectores que quizermos addicionar tiverem 
posições diversas no espaço, tomaremos para origem de vectores 
respectivamente eguaes a cada um d'elles a extremidade do ante-
cedente, formando-se d'este modo uma linha polygonal. A addi-
ção de vectores indica portanto uma composição de vecções analoga 
á composição das forças e velocidades simultaneas em Mecanica. 

1 2 . Se o ponto C coincidisse com A teríamos 

ÃB + BÃ = ÃÃ = 0, 

representando pelo symbolo 0 um vector nullo. 
Definiremos o signal — pela relação 

BA = - A B (*), 

(#) Ao vector de comprimento egual ao dc outro mas de direcção op-
posta (parallelos e de sentidos contrários) deu Hamilton o nome de revector 
(de revehere). 
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que mostra que este signal applicado a um vector lhe inverte JO 
sentido. 

A expressão dada pelos tres pontos A, B e C pôde então es-
crever-se 

AC = A B - C B , 

e á operação pela qual obtemos o vector resultante AC pela com-
binação indicada pelo signal —, e que é inversa da addiçào, 
daremos o nome de subtracção. 

E vô-se que a subtracção de vectores se reduz á addição logo 
que invertamos o sentido da direcção dos vectores affectados do 
signal —. 

1 3 . Se os vectores que queremos addicionar são parallelos, 
então o vector resultante pôde ser representado por um d'elles 
multiplicado por uma quantidade numérica, que, em geral, pôde 
ser commensuravel ou incommensuravel, positiva ou negativa. 

Assim, para tres pontos A, B, C, collocados em linha recta, 
teremos 

BC = x AC, 

sendo x um numero; e, tomando na mesma direcção de um ve-
ctor a um vector de comprimento egual à unidade, que repre-
sentaremos por OL\, e sendo a o comprimento de a, teremos 

a = ac/L\. 

1 4 . Decomposição de vectores. Os vectores existentes em um 
mesmo plano chamam-se coplanares, e os que teem uma mesma 
origem coiniciaes. 

Para representarmos que tres vectores a, (¾, y são coplanares 
poremos, segundo Hamilton, y a, 
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e, por ser n.° 13, 

ÕQ = íbÕÃ, QP = JfOB 

Supponhamos agora que sejam dados os tres vectores coiniciaes 
e não cop!anares_OA = a, OB = ^, OC = y; para um vector 
OM = p, tirando MP parallelamente a OC, teremos 

OM = OP + PM 
logo 

p = xa + y$ +zy. 

Como os pontos P e Q são determinados, segue-se que a de-
composição de um vector segundo duas direcções ou tres não co-
planares só se pôde fazer de um único modo. 

Um outro vector p', com a mesma origem de p, seria decom-
posto segundo a, e y pela expressão 

?' = x'a + y'£ + z'r, 

e a relação p' = p envolveria evidentemente as tres equações or-
dinárias x = x\ y = y', Z = Z1. 

Supponhamos dados (em comprimento e direcção) dois vecto-
res coiniciaes e não parallelos 

Cv is. ÕÃ = «, ÕB = [J, fig. ^ e c o n -
\ 1 \ sideremos um terceiro OP copla-

\ \ nar e coinicial com a e 3; te-
\J \ remos, tirando-se PQ parallela-

. / „ mente a OB, 

OP = O Q + QP' 
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No caso de a, [5 e f estarem em um mesmo plano, qualquer 
d'el!es se poderia exprimir em funcção dos outros dois, e por-
tanto teríamos em p' = p apenas duas equações numéricas distin-
ctas, se p e p' além d'isso estivessem também no plano de a, 3 e y. 

Se estes tres vectores forem vectores-unidades (vectores de com-
primento egual á unidade) e perpendiculares entre si denotal-os-
hemos por t, j, k, conforme fez Hamilton, e teremos para ex-
pressão geral de um vector em funcção d'elles 

p = xi + yj + zk 

e do seu comprimento 

^ Xi + y'1 + Zi-

1 5 . Propriedades da addição de vectores. Como os vectores 
eguaes dependem das mesmas quantidades numéricas, a substi-
tuição na addição de vectores de alguns ou de todos estes por 
outros que lhes sejam eguaes não alterará o resultado, e portanto 
esta operação será uniforme. 

A figura 1 mostra ter-se 

ÕP = Õ Q + QP = ORH-RP = QP + Õ Q ; 

e, como os pontos P e Q podem ter qualquer posição, teremos 
sempre a relação 

a + 3 = p + a, 

que exprime ser a addição de dois vectores uma operação com-
mutativa, e esta propriedade facilmente seria estendida ao caso 
de se ter um numero qualquer de vectores. 

Considerando quatro pontos no espaço A, B, C, D teremos 

AD = Ã B + B D = Ã C + C D , BD = BC + CD, ÃC = Ã B + B C , 
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logo 

AB + (BC + CD) = (ÃB + BC) + CD; 

ou para tres vectores quaesquer 

a + (3 + y) = ( a + p ) + y, 

que exprime ser a addição de vectores uma operação associativa. 
A subtracção de vectores terá estas mesmas propriedades como 

operação inversa da addição. 

16 . Equações vectoriaes. Pelo que se disse no n.° 13, a equação 
de uma recta tirada parallelamente a um vector dado 3 e tendo 
a mesma origem será 

representando por x um numero indeterminado que será tomado 
para variavel, porque a cada valor particular que lhe dermos te-
remos um vector correspondente. 

A equação de uma recta tirada pela extremidade de um ve-
ctor a e parallelamente a outro 3 será 

p = a + x3-

Das tres equações numéricas comprehendidas n'estas duas ul-
timas equações vectoriaes, uma deve servir para eliminar a in-
determinada x, e portanto a equação de uma linha recta vem a 
depender de duas equações ordinarias distinctas. 

A equação de um plano tirado pela origem de dois vectores 
coiniciaes dados, «, 3 e comprehendendo-os é 

p = z a + y3, 

sendo x e y dois números indeterminados. 
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A equação de um plano tirado pela extremidade de um vector y 
e parallelamente aos dois a, (¾, 6 

p = y + .ra + 2/p. 

Estas duas ultimas equações veem a depender de uma só equa-
ção numérica, porque as duas outras que ellas comprehendem 
servirão para eliminar as duas indeterminadas. 

A equação 
p = xa + + sy 

representará para cada valor determinado das quantidades x, y, z 
a equação de um ponto; e considerando-as variaveis indetermi-
nadas representará todo o espaço e apenas um determinado es-
paço se tiverem de satisfazer a condições especiaes. 

1 7 . Em geral, a equação 

f=pa+p'd' +PrO.''+ . . . =Ipx, 

em que a, a', a", . . . são vectores dados, e p, p, p", . .. quan-
tidades numéricas, pertencerá a uma linha se estas quantidades 
dependerem de uma só variavel independente, a uma superfície 
se dependerem de duas, e a um volume se dependerem de tres. 

Poderemos pôr no primeiro caso, sendo t a variavel indepen-
dente, 

P = ?(<)-

no segundo, sendo t e u as variaveis independentes 

p = f ( t , u), 

e no terceiro, sendo t, u e v as variaveis independentes 

p = <p(<,u, v). 
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18- Sendo a e [3 dois vectores coiniciaes, o vector p que une 
as suas duas extremidades será expresso por e a equação 
da recta que tem a mesma direcção será 

p = <x +#((3 — a) 
ou 

p + (a; — 1) a — ÍC [J = 0. 

Esta equação pôde ser escripta sob a fórma 
i 

junctando-lhe a condição 

p+p' +p1' = 0. 

Considerando os tres vectores coiniciaes e não coplanares a, 
(¾, y, os vectores que unem as extremidades de a e 3 e as de 
[i e y são representados respectivamente por (3 — a e y — logo 
a equação do plano que passa pelas extremidades dos tres ve-
ctores é 

ou 

que se pôde escrever 

e junctando-lhe a condição 

p + p'+p"+p'" = 0. 
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Podemos portanto enunciar os dois theoremas seguintes: 
Quando uma funcção linear de Ires vedores é egual a zero e a 

somma dos eoefficienles numéricos dos vectores é nulla, as extremi-
dades dos vectores estarão em uma mesma linha recta. 

Quando uma funcção linear de quatro vectores é egual a zero 
c a somma dos eoefficienles numéricos é nulla, as extremidades dos 
vedores estarão em um mesmo plano. 

1 1 ) . APPLICAÇÕES. As rectas que unem as extremidades do mes-
mo lado de duas rectas eguaes e parallelas são também eguaes e pa-
rallelas entre si. 

Sejam AB e CD as duas rectas dadas; teremos pela addição 
de vectores 

ÃD = ÃB + B I ) = Ã C + CT), 
donde se tira 

Ã ] Í - C D = A C - Í Í ! ) . 

Por liypothese 6 

logo será também 

e portanto as rectas AC e BD serão eguaes e parallelas (10). 

20' As diagonaes de um parallelogrammo cortam-se mutua-
mente em partes eguaes. 

Sejam AD e BC as diagonaes do pa-
rallelogrammo ABDC, e O o ponto em 
que ellas se cortam; teremos 

ÃB = ÃÕ + ÕB, CD = CÕ + ÕÍ), A— 

d'onde se tira 

Ã Õ - Õ D = C Õ - Õ B 
2 

A B = C D , 

Xc = IHJ, 
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que só pôde ser satisfeita, representando vectores com direcções 
difFerentes, por 

ÃÕ = ÕD, CO = OB. 

2 1 . ^s medianas de um triangulo encontram-se em um mesmo 
ponto que trisecta cada uma d elias. 

Seja o triangulo ABC e O o ponto de encontro das medianas 
Aa, Bi>, Cc. Para determinarmos a intersecção das meridianas 
Aa e Bò temos 

ÃÕ = a:Ãã, BÕ = j / B i ' 

Ã^ = 1 ( Ã B + Ã C ) , B6 = - i ( Ã C - Ã B ) , ÃÕ = ÃB + BÕ, 
2à A 

que dão 

e que só pôde ser satisfeita por 

1 
— x + y — 1 = 0, y-x = 0; 

logo será 

ÃÕ = ^ Ã ã e BÕ = ^ B 6 . 
O U 

Determinando a intersecção de Aa e Cc teremos analogamente 
a equação 

~{x~z)KB-(í—£»-*)ÃCf 

que dá 
9 2 

AO = - A a e CO = - C e . 
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Logo as tres medianas cortam-se em um mesmo ponto t r i -
sectando-se. 

2 2 . Sendo ABCD um parallelogrammo e E o meio do lado 
AB, as rectas AC e ED cortam,-se mutuamente a um terço do seu 
comprimento. 

Seja O o ponto em que se cortam 
as rectas AC e E D ; teremos v c 

ÃÕ = xÃC, EO = J/ÊD 
e J^ J £ 

Ã Õ = A E + EO; 

e por ser 

virá 

que dá 

e portanto 

AC = A B + BC e ED = B C - ^ A B , 
dá 

i — — i — 
AO = - A C e EO = - E D . 

o O 
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Producto e quociente de vectores. Quaterniôes. 

2,>. Definição dos signaes x e -f. Pela addição de vectores 
procuramos o operador capaz de fazer com que um ponto movei, 
partindo de uma dada posição inicial, chegasse a uma dada po-
sição final; procuremos agora o operador capaz de fazer com que 
um vector dado possa construir ou coincidir com outro vector tam-
bém dado. 

Sendo a e (3 os dois vectores, representaremos por 

o operador necessário para que a construa (3, e a operação da 
construcção por 

((J t *) x a = (¾. 

Esta relação define os signaes x e -f» e por analogia com as 
operações algébricas daremos ás operações que elles indicam os 
nomes de multiplicação e divisão. 

Logo, o operador da transformação do vector * no vector P 
será o resultado da divisão de [3 por a, e a operação da trans-
formação consistirá na multiplicação de a por aquelle operador. 
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Analogamente também aos usos algébricos poderemos substi-
tuir o signal x por um ponto e mesmo supprimil-o, quando d'esta 
suppressão nào provenha ambiguidade; e o signal i substituil-o-
hemos por um traço horisontal separando os dois vectores, col-
locando superiormente o que resulta da transformação. 

2 4 . Definição de quaternião. A transformação de um vector a 
em outro (3 pôde considerar-se produzida pelas duas operações 
parciaes e successivas seguintes: l .a variando o comprimento de 
a até que elle se torne egual ao de Ji, e 2." fazendo gyrar a ao 
redor da origem commum até coincidir com [3. 

A primeira d'estas operações parciaes exige o conhecimento 
de uma quantidade numérica (relação dos comprimentos dos dois 
vectores), e a segunda o conhecimento de tres, duas dando o plano 
da rotação e uma o valor d'esta rotação. 

Estas duas operações podem succeder-se evidentemente em 
qualquer ordem, e sempre o operador da transformação de um 
vector em outro dependerá das quatro quantidades a que nos re-
ferimos; por esta razão deu Hamilton a este operador o nome 
de quaternião (quaternion). 

2 o . Tensor e versor. Ao factor parcial, que opera a variação 
em cotnprimento e que é uma quantidade numérica, chama-se 
tensor, e ao factor que opera a rotação chama-se versor, e desi-
gnam-se pelas lettras características T e U antepostas ao sym-
bolo do quaternião. 

E, como em um quaternião podemos considerar o seu tensor 
ou o seu versor, estas duas características servirão também para 
representar as operações de tomar o tensor e de tomar o versor 
(of taking the tensor and of taking the versor). 

Indicaremos um quaternião pela divisão de dois versores ou, 
mais simplesmente, por uma Iettra italica minúscula, e pelo que 
fica dicto teremos 

q = Tq . Vq = Uç . T <7, 

sendo Tq dependente só dos comprimentos e Uq das direcções 
dos vectores no espaço. 
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É claro que se estes teem o mesmo comprimento, Tq serA egual 
á unidade e o quaternião reduz-se ao seu versor, e se os com-
primentos são diíTerentes mas os vectores teem a mesma direcção 
o quaternião reduz-se ao seu tensor. 

26« Veremos depois que a multiplicação n'este calculo não é, 
em geral, uma operação commutativa, por isso estabelecemos 
como regra geral collocar o multiplicador á esquerda do multi-
plicando (*). 

Podendo a rotação de um vector em um plano fazer-se em dois 
sentidos oppostos, convém distinguil-os, e para isso convenciona-
remos considerar positivas as rotações feitas de modo que um ob-
servador collocado sobre o plano de rotação e com os pés na 
origem as veja executar da direita para a esquerda, isto é, em 
sentido contrario ao movimento das agulhas de um relogio (**). 

Chama-se eixo de um quaternião ou de uma versão á recta 
tirada pela origem perpendicularmente ao plano do quaternião 
ou da versão e de modo que indique ser positiva a rotação. 

27» Quaterniôes eguaes. Do que fica dicto conclue-se que um 

quaternião — se conserva o mesmo substituindo os vectores por 
GC 

outros que 
1.° tenham entre os seus comprimentos a mesma relação que 

ha entre os de a e jj, 
2.° estejam no mesmo plano ou em plano parallelo ao de « e [3, 
3.° façam o mesmo angulo e contado no mesmo sentido. 

. S f i ' . 
Dando-se estas condições os dois quaterniôes — e '— dizem-se 

eguaes. a a 

(V) Sabe-se que a multiplicação (las quantidades numéricas é uma ope-
ração commutativa, por isso quando entrarem no calculo com vectores ou 
quaterniôes conservarão a mesma propriedade. 

(##) É claro que esta convenção é perfeitamente arbitraria; e estabele-
cendo-a seguimos alguns auctores que teem tractado de quaterniôes e ainda 
que a convenção feita por Hamilton seja a opposta á nossa, as consequên-
cias são as mesmas. 
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O angulo de um quaternião representa-se por < AOB, 
OA 

devendo comprehender-se que deve ser contado positivamente do 
vector OA para OB. 

2 8 . Quaterniões inversos ou reciprocos. Se depois da trans-
formação do vector a em (J fizermos a transformação de 3 em «, 
esta segunda operação será inversa da primeira e chamaremos reci-

. 8 a procos ou inversos os dois quaterniões respectivos ~ = q ^ ~ = q • 

O modulo da multiplicação de vectores e quaterniões é a uni-
dade e por isso podemos (5) representar o quaternião reciproco 

1 

de q por — ou q~'e temos entre dois quaterniões reciprocos a 

relação q.q-\ = q-l.q=l. 

Pelo modo porque se consideram executadas as duas operações 
inversas, vê-se que o tensor do quaternião reciproco é o inverso 
do tensor do quaternião directo, e que os dois versores differem 
apenas no sentido da contagem dos ângulos. 

2 9 . Quaterniões conjugados. Chamam-se conjugados dois qua-
terniões que teem tensores eguaes, estão no mesmo plano e os 
seus ângulos são eguaes em valor mas contados cm sentidos op-
postos. Representa-se um quaternião conjugado de outro ante-
pondo ao symbolo d'este a Iettra característica K, que também 
servirá para indicar a operação de tomarmos o conjugado de 
qualquer quaternião. 

Será então por definição 

T K i = T 7 , U K i = U(^ - I ) ; 
e pelo n.° 28 

T ( r > ) - ± , , - i = , i . u { r i ) . 
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Substituindo em 

Kry = TKq. UKq 

os valores anteriores, tem-se 

K9 = ( T 9 ) ' ¢ - 1 , 
d onde (*) 

q. K 9 = K 9 . ? - ( T g ) « ; 

logo, o producto de dois quaterniôes conjugados é um numero egual 
ao quadrado do seu tensor commum. 

3 0 ' Vimos que, quando os dois vectores de um quaternião 
teem comprimentos eguaes, este se reduz ao seu versor. Podemos 
n'este caso representar o versor pelo arco comprehendido entre 
os seus vectores e pertencente á circumferencia de raio egual ao 
comprimento commum dos vectores, e 6 claro que qualquer arco 
da mesma circumferencia egual áquelle e contado no mesmo sen-
tido representará o versor. Segundo esta convenção, sendo OB 
do mesmo comprimento que OA, teremos 

OA 

não se devendo confundir este symbolo com o que ordinariamente 
representa o arco AB. 

A definição dada de quaterniôes conjugados permitte estabe-
lecer que o symbolo do versor conjugado de AB seja BA. 

(#) Quando se oporá sobre uma expressão por um factor qualquer é pre-
ciso que a collocaçào d'este factor seja idêntica em ambos os membros da 
expressão, por isso que a multiplicação não é, em geral, operação commuta-
tiva; ora, operando sobre a expressão precedente por qX, teremos 

q.Kq = (Tq)>q.q-\ 
e operando por X q, teremos 

Kq.q=(Tq)*q-i.q, 
que pelo n.° 28 dão o resultado do texto. É pois commutativa a multiplica-
ção de dois quaterniôes conjugados. 
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3 1 . Addição e subtracção de versores. Dados os dois versores 
O B r - O D f -

= AB e = AD com a origem e um vector communs, 
OA OA 
definiremos as operações da addição e subtracção de versores 
pelas relações 

OB 
I ° D O B + OD 

ÕÃ OA ÕÃ 

ÕB ÕD Õ B - Õ D 

ÕÃ ÕÃ ÕÃ 

Se os versores dados não tivessem a mesma origem e um ve-
ctor commum, seria possivel (27) substituir um d'elles por outro 
que satisfizesse a estas condições. 

O que se diz em relação a dois versores estende-se a um nu-
mero qualquer e vê-se que a addição e subtracção de versores 
são operações uniformes, associativas e commutativas, por isso 
que as suas propriedades dependem das da addição de vectores. 

A addição e subtracção de quaterniões far-se-ha do mesmo 
modo, porque podemos substituil-os por outros que tenham um 
vector commum, coincidindo com a intersecção dos seus planos 
e satisfaçam ás condições do n.° 27. 

3 2 . Multiplicação de vectores. Considere-

mos os dois versores —— = AB e -^2- = BC, 

OA OB 
que teem a mesma origem O e o vector OB 
commum; definiremos a operação da multi-
plicação do primeiro versor pelo segundo pela 
relação 

ÕC ÕB ÕC 
x = 

OB OA OA 
ou 

B C x A B = AC, 
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Segundo esta definição, a multiplicação de versores equivale á 
composição de versões, porque uma versão trazendo OA para ÕB, 
sendo seguida de outra versão que leve OB para OC, equivale a 
uma só versão que faça com que OA coincida com OC. 

A regra para a multiplicação de dois versores é: — fazer com 
que o segundo termo do versor multiplicador coincida em posição 
e grandeza com o primeiro termo do multiplicando, e o producto 
será um versor cujo primeiro e segundo termos são respectiva-
mente o primeiro do multiplicador e o segundo do multiplicando. 

Como a divisão de versores pôde ser definida pela operação 
inversa da multiplicação, a consideração dos versores reciprocos 
referil-a-ha a esta operação. 

5 3 . Os versores conjugados de AB, BC e AC sendo Í3A, CB 
e CÁ, teremos pela regra anterior 

CA = BA x CB 
ou 

K ( B C x A B ) = K A B x K B C ; 

logo o conjugado do producto de dois versores é egual ao produ-
cto dos conjugados dos factores multiplicados em ordem invertida. 

E, como os quaterniões differem dos versores em terem um 
factor numérico (tensor), o que deixamos dicto em relação á mul-
tiplicação de versores estende-se aos quaterniões. 

5 4 . Podemos ver já que a multiplicação de versores não ó uma 
operação commutativa; para isso consideremos em uma esphera-

. , . ÕÃ ÕC 
unidade (de raio egual á unidade) os dois versores e 

_ OB OA 
ÕÊ ÕÃ 

e tomemos nos seus planos os versores e ^rnr que Ines se-
OA OD 

jam respectivamente eguaes. 
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Teremos entre estes quatro versores 

õ c ÕÃ õ c 
x = 

OA OB OB 

Õ l ÕÃ _ ÕÊ _ ÕÃ ÕC 

Õ Ã O D Õ B Õ B Õ Ã 
ou 

AC x 1ÍÃ = BC 

ÃTi x D A = D E = B A x ÃC; 

mas não coincidindo nem sendo parallelos os versores BC e DE 
não podemos chamal-os eguaes (27), e portanto a multiplicação 
de dois versores não é, em gerai, uma operação commutativa, e 
o mesmo acontece na multiplicação de dois quaterniôes. 

3 5 . Versores-quadrantes.Quandoum K 
quaternião tem o seu tensor egual á -r 
unidade e o seu angulo é de 90°, re- \ 
duz-se a um versor que chamaremos 
versor-quadrante (quadrantal versor). j HtL -T 
Supponhamos um systema de tres ve-
ctores-unidades, coiniciaes, perpendi-
culares entre si, na posição da figura 
juncta, e representemol-os por i, J e K. 

Cada um d'estes vectores-unidades 
representa o eixo do versor-quadrante formado pelos outros dois; 
assim, uma rotação positiva de 90° em torno de i fará coincidir 
J com K e este vector com o prolongamento de J; e analogamente 
em relação aos outros dois. 

Representaremos os versores-quadrantes, que são os operadores 
d'estas rotações de 90° em volta de I, J e K, pelas lettras i, j e k; 
e, sendo considerados positivos os vectores i, J e K, OS vectores 
do mesmo comprimento e de direcções contrarias devem ser ne-

Q 
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gativos bem como as versões-quadrantes eífectuadas em volta 
d'elles (*). 

Teremos então as expressões seguintes: 

K — J 
T 

J — K 

J K 
1I 

K J 

I — K . K — I 

K I 
b 

I K _ " 

J — I 
k, 

I — J 

I J 
k, 

J 
-—: — J 

I 

se tira 

K = i J , - J = i K, J i K, — K 

I = J K, -- K = J I , K / 1 . - 1 

J = Ai , — I = AJ , I = — AJ , — I = — H\ 

Suppondo que o signal —, affectando um vector ou versor, pro-
vém da sua multiplicação por —1, podemos comprehender as ex-
pressões anteriores no grupo seguinte 

? J = K , JK = I , A L = J 

ÍK = — J , J I = - K , Aj = — L' 

Estas expressões dão 

- J = J I J , - K = J I K , — I = F T 2 I ; 

(2) 

(#) Consideraremos a multiplicação como uma operação uniforme, as-
sociativa e distributiva, e mais tarde demonstraremos estas propriedades. 
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logo será 
/4 = - 1 , P = - I , A2 = - I (3) 

Ora, como a orientação do svstema de vectores-unidades, que 
consideramos, é completamente arbitraria no espaço, segue-se 
que o quadrado de um versor-quadranle qualquer é egual á uni-
dade tomada negativamente. 

Pela consideração geometrica seguinte podemos achar este 
mesmo resultado muito facilmente: sendo OB perpendicular a 

AA' e sendo OA = OA', e representarão dois versores-
OA OB 

quadrantes eguaes, e designando-os por i teremos (n.° 32) 

. . OA' OB OA' - O A 
I X l = x = = = — 1. 

OB OA OA OA 

Vô-se também claramente que um versor-quadrante pôde ser 
considerado como um semi-inversor, e representar geometrica-
mente a raiz quadrada da unidade negativa. 

3 6 . Operando pelos versores j, k, i sobre as expressões 

I = - A J , J = — «K, K = - J I 

teremos 
/I = —JAJ, A:J = — /CIK, IK = — #YI, 

que por ser 

_/'I = — K = — Ú , AJ = - I = - J K , ík — — J = - A I , 

dão 
jk = i, ki =j, ij = k (4) 

Operando analogamente por A, i e j sobre 

I = J K , J = Ai e K = IJ 
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obteremos 
kj = — >, Uc = —j, ji = — k (5) 

Finalmente da primeira expressão (4) tira-se 

= /2 = - 1 (6) 

3 7 . Os productos dos versores-quadrantes dois a dois podiam 
ser obtidos facilmente pela applicação do n.° 32 ; para o mostrar-
mos consideremos a esphera-unidade com o centro no ponto O 
da figura do n.° 3 5 ; as partes d'essa esphera, representadas nas 
figuras seguintes, dão, pondo por simplicidade i, J, K pelos ve-
ctores 01, OJ, OK e attendendo ao n.° 32, 

K — I K 

— I J J 

I — J I 

- J K K 

— J K — J 

K — I — I 

J I J 
I K K 

K J K 
J I I 

I K I 

K J J 

K 

K 

K 
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que pelas expressões (1) dão 

jk = i, ki=j, ij = Ic 

kj = — i, ik = —j, ji = — k. 

3 8 . Convenção para a suppressão dos symbolos i, J e K. 0 
grupo formado pelas expressões (4) e (5) dão as leis analyticas 
correspondentes á composição dos versores-quadrantes no espaço; 
assim, jk = i indica que uma versão de 90° ao redor do eixo K, 
sendo seguida de outra do mesmo valor ao redor do eixo j, pro-
duz o mesmo resultado que uma só versão de 90° ao redor do 
eixo i, suppostas as versões executadas positivamente. 

O grupo (2) comprehende seis resultados differentes, correspon-
dentes cada um a uma só versão e não a combinações de versões. 

São portanto expressão de concepções differentes; como porém 
ha entre elles uma grande analogia de fórma, podemos conven-
cionar que um d'elles, o formado pelas expressões (4) e (5), seja 
a expressão commum da representação dos dois. Esta convenção, 
muito importante n'este calculo, resulta de suppormos — que um 
vector-unidade, quando representa o papel de factor, se pôde con-
siderar como um versor-quadrante, cujo plano lhe é perpendicular. 

Assim, encontrando-se o producto JK dos dois vectores-unidades 
J e K, faremos a substituição de J pelo versor-quadrante j, que 
lhe é perpendicular, e teremos então JK = i, que podemos ainda 
pôr jk = i. 

Por esta convenção as relações (3) e (6) applicam-se também 
aos vectores-unidades, e d'aqui se segue—que o quadrado de um 
vector-unidade qualquer é egual á unidade tomada negativamente. 

3 9 . Representação de versores por potencias de vectores-uni-
dades. Consideremos um vector qualquer, a, e multipliquemol-o 
por um vector-unidade, i, que lhe seja perpendicular, teremos 

i a = 3 , 

sendo [3 um vector de comprimento egual ao de a e que lhe será 
perpendicular. 



32 

Operando agora por i sobre esta expressão e as que successiva-
mente se obteem, teremos 

Logo, sendo m um numero inteiro e positivo, — im representará 
um versor que faz com que um vector que seja perpendicular a i 
execute uma rotação positiva de m ângulos rectos ao redor de i. 

Assim como i2 é um inversor, isto é, um operador produzindo 
duas versões-quadrantes successivas no mesmo plano e sentido, 

por uma fácil generalisaçâo consideraremos o symbolo i2 como 
um operador executando meia versão-quadrante e em geral il, 
sendo l um numero positivo, inteiro ou fraccionario, como um 
operador produzindo uma rotação egual a t x 90°. 

Se as rotações fossem negativas, teríamos para symbolo de 
uma inversão feita negativamente i~2 e para uma versão negativa 
correspondente a t x 90° o symbolo i~K 

Logo — a potencia de um vector-unidade, cujo expoente é um 
numero qualquer, representa um versor (em geral não-quadrante); 
a base será o vector-unidade na direcção do eixo do versor, e o 
expoente numérico a relação entre a amplitude (ou angulo) da 
rotação e um quadrante, tendo este expoente o signal + ou —, 
conforme a rotação for positiva ou negativa. 

Se operarmos então sobre o vector a por i 3, por exemplo, te-
remos 

j 2 a = i j â = — a 

IiT. = - ia= — 3 

i 4 a = — í'[S = a 

2 

y , í 3 a = — y 

10 
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Vé-se pois que é sempre possivel representar uma versão por 
uma potencia do vector-unidade, que Ihe é perpendicular. 

4 0 . Para se fazer coincidir o vector a com o vector y do n.° an-
terior podemos executar ao redor de i uma rotação positiva egual a 
2 
— x 90°, ou uma rotação que exceda esta de um numero inteiro 
o 
qualquer de circumferencias, e portanto o svmbolo mais geral 

• /1+1«) 
desta versão seria representando-se por n um numero 
inteiro positivo. Esta indeterminação desapparece porém conven-
cionando-se tomar para valor do angulo de um versor o angulo 
comprehendido entre os dois vectores, sendo este contado a partir 
do vector, que lhe serve de origem, até se encontrar o segundo 
vector. Fica assim determinado para symbolo da versão a que nos 
referimos i 3 . 

Em geral, tomaremos em vez do expoente (4n + l) o expoente 
t, e chamaremos a il valor principal do versor. 

4 1 . Como um quaternião qualquer q se pôde exprimir por 

q = Tq . Uq, 

e pelo numero anterior, o versor Uqf pôde ser representado pela 
potencia de um vector-unidade perpendicular ao plano do versor 
(que é também o do quaternião), segue-se que podemos escolher 
um tensor e um vector-unidade taes que, elevando-os a uma mesma 
potencia, representem o quaternião dado. 

Ora o producto do vector-unidade pela base do tensor é um 
vector, logo—um quaternião pôde representar-se pela potencia 
de um vector. 

42« Multiplicação de vectores rectangulares de qualquer com-
primento. Vimos no n.° 13 que um vector se podia representar 
pelo producto do vector-unidade com a mesma direcção por um 
numero; logo, querendo-se multiplicar o vector 3 pelo vector «, 

3 
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que lhe é perpendicular, e suppondo-os eguaes a ai e bj, sendo 
i e j vectores-unidades com a mesma direcção de a e (2, faremos 
primeiro com que o vector bj execute uma rotação de 90° em 
torno do vector-unidade i e operaremos depois sobre o resultado 
pelo factor numérico a. Teremos, portanto, 

ixbj = bk e ai x bj = ahIc, 

sendo k o vector-unidade perpendicular a i e j. 
Analogamente se acharia 

bj xai - — abk. 

Podemos pois dizer que — o producto de quaesquer dois ve-
ctores rectangulares é um terceiro vector perpendicular aos dois 
e de comprimento egual ao producto dos comprimentos dos fa-
ctores, considerando-se positiva a rotação do vector-multiplicando 
no sentido do vector-producto ao redor do vector-multiplicador. 

Segundo a ordem porque se faz a multiplicação de dois vectores 
rectangulares, assim o vector resultante terá uma das duas dire-
cções oppostas; podemos pois escrever como equação de "perpen-
dicularidade de dois vectores a, p, 

que exprimirá analyticamente ser « J _ 3 (a perpendicular a 3). 

4 3 . Multiplicação de vectores parallelos. Sejam dados os dois 
vectores a. = ai, 3 = bi, sendo a e b os números que exprimem 
os comprimentos dos dois vectores, e i o vector-unidade que tem 
a mesma direcção. Para eflectuarmos a multiplicação d'estes dois 
vectores procederemos do modo seguinte: consideremos um vector 
arbitrario perpendicular a i, representado por xj, e multiplique-
mol-o successivamente por j3 e a, teremos pelo numero antecedente 

bi x xj - bxk, 

ai x bi x x j = — abx xj, 



que mostra ser o effeito das duas operações successivas egual ao 
que produziria a operação uniea x (— ab); logo será 

a[3 = — ab. 

Se os dois vectores parallelos tivessem direcções oppostas, um 
d'elles deveria ser affectado do signal —, e portanto ter-se-hia 

oc3 = ab. 

Logo — o producto de dois vectores parallelos quaesquer é 
egual ao producto dos números que exprimem os seus compri-
mentos, sendo tomado negativa ou positivamente, conforme tive-
rem a mesma direcção ou direcções oppostas. 

Por ser $ol = — ba = — ab, podemos pôr como equação de pa-
rallelismo dos dois vectores a, |3, 

«3 = 3», 

indicando assim ser a || £ (a parallelo a 3)> 
Como consequência da regra de multiplicação de vectores paral-

lelos tem-se 
a 2 = - O 2 = - ( T G C ) 8 . 

4 4 . Multiplicação de dois vectores com direcções quaesquer. Sup-
poremos primeiro que os dois vectores a e 3 são vectores-uni-
dades, e seja o angulo, que elles fazem, expresso por í x 9 0 ° ; 
tomaremos a para multiplicador, e representaremos por y e í 
dois vectores-unidades existentes no plano de a e 3 e perpendi-
culares a cada um d'estes, e por e um terceiro vector-unidade 
perpendicular ao plano de a e 3- As direcções d'estes vectores 
serão determinadas pelas expressões 

£ = 35, r = Gce, y = t 2 - ' S , 

que facilmente podem ser representadas em uma figura. 
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Teremos então 

Y = ^ = S 2 - i S, 
d'onde 

ajâ = S 2 - ' . 

O producto de dois vectores-unidades quaesquer é pois um ver-
sor, cujo eixo-unidade é o vector-unidade perpendicular ao plano 
dos dois vectores e cuja amplitude é o supplemento do angulo 
que elles formam, sendo positiva a rotação do vector-multiplicador 
no sentido do multiplicando. 

Se os vectores tivessem porém comprimentos differentes, pode-
ríamos applicar ainda o mesmo raciocínio combinando-o com a 
composição dos temores, isto é, multiplicando o versor resultante 
da construcção anterior por um tensor egual ao producto dos com-
primentos dos factores. 

Resulta d'aqui que — o producto de quaesquer dois vectores 
é, em geral, egual ao producto de um tensor e de um versor, sendo 
o tensor o producto dos números que exprimem os comprimentos 
dos factores, e o versor a potencia do vector-unidade, que tem a 
direcção do eixo da rotação do multiplicador no sentido do mul-
tiplicando e cujo expoente é o supplemento da relação do angulo 
de rotação e um quadrante. 

O producto de dois vectores será, em geral, um quaternião (41). 
Este caso comprehende os de vectores perpendiculares e paral-

lelos. 

4 5 . Vectores reciprocos e conjugados. Chamam-se reciprocos ou 
inversos os vectores que teem comprimentos inversos e direcções 
oppostas, e conjugados os vectores que teem o mesmo compri-
mento e direcções oppostas. O vector inverso de a é representado 

1 por — ou a - 1 , e o conjugado por Ka = - a. 
OL 

Se a é um vector-unidade, o seu inverso e o seu conjugado 
serão eguaes e expressos por — a. 

Teremos, qualquer que seja a, 

a x K a = - a 2 = (Ta)4. 
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46« Como um vector a qualquer se pôde escrever ai, sendo a 
o seu comprimento e t o vector-unidade com a mesma direcção, 
teremos 

af — a1 il, 

at. ot' = **!+» e 
(a <)<' = a<'X«; 

e resultados analogos para quaterniôes. 

47« Decomposição de um quaternião em parle scalar e vecto-
rial. Sejam dados os dois vectores coiniciaes OA e OB com di-
recções e comprimentos differentes, e representemos por q o qua-

ÕB 
ternião . Se por B tirarmos BC perpendicularmente a OA, 

OA 
teremos 

_ D: 
OB = O C + CB : 

OB ícOA + VOA 
q = . = = T i = X + y , 

OA OA 

representando por x um numero e por y um vector perpendicular 
ao plano do quaternião e attendendo aos n.os 13 e 42. 

Vê-se que qualquer quaternião se pôde decompor na somma 
de duas partes distinctas—uma quantidade numérica e um vector. 
Estas duas partes chamam-se scalar e vector, e representam-se 
antepondo ao symbolo do quaternião as características S e V. 

Estas Iettras são também indicativas das operações de tomar 
o scalar e tomar o vector de uma expressão. 

4 8 ' Por um quaternião ser susceptível da decomposição ante-
rior propoz-se dar-lhe o nome de grammarithmo, de duas pala-
vras gregas (ypap^vj, àpi9[/.ò<r) que significam linha e numero. 
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Quando a parte scalar de um quaternião se annulla, este re-
duz-se a um vector; logo — os vectores podem ser considerados 
como casos particulares de quaterniões. 

Tem-se, em geral, 
q = Sq + Yq, 

sendo a parte scalar representada na figura por —— e a parle 
. , C B 0 A 

vectorial por . 
OA 

49« Relação entre scalares e vectores de quaterniões conjugados. 
Prolongando na figura do n.° 47 BC até ser CD = BC, teremos 

OB' OC - B C 
Kg = ^ r = = = x — y, 

OA OA 
e, por ser 

Kg = S K g + VKg, 

SKq = X = Sq, YKq = - I = - Y q . 

Logo — dois quaterniões conjugados terão scalares eguaes e ve-
ctores conjugados. 

O conjugado de um scalar sendo o mesmo scalar e os vectores 
conjugados differindo só nos seus signaes, podemos escrever 

SK 9 = KSg e VKg = KVg; 
e por ser 

Iq = Slq + Ylq = 2Sg + 2 Vg 
tem-se 

ISq=Slq, IYq = Ylq; 

logo — os symbolos S, V, K e 1 são commulativos. 
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oO« Como um vector qualquer se exprime em funcção dos 
tres vectores-unidades i, j, k, formando um systema trirectangular, 
por 

xi + yj + zk, 

se representarmos por w a parte scalar de um quaternião q, po-
demos pôr este sob a fórma 

q = w + xi + yj + zk. 

Se attendermos ás relações (4) e (5) do n.° 36, e a que um 
quaternião é, em geral, o quociente ou o producto de dois vecto-
res, esta fórma de um quaternião seria dada pelo resultado da 
divisão ou producto de duas expressões da fórma anterior de um 
vector. 

51. Propriedades da multiplicação de vectores e quaterniões. 
Quando se tem um producto de vectores ou de quaterniões e se 
substitue um ou mais dos factores por outros que lhes sejam re-
spectivamente eguaes, como estes dependem das mesmas quanti-
dades numéricas e teem expressões idênticas, a substituição não 
alterará o resultado, e portanto a multiplicação é uma operação 
uniforme. 

Para estabelecermos a propriedade distributiva consideraremos 
primeiro o caso em que os factores são vectores. Pela definição 
do n.° 31 tem-se 

A + j l = L ± I , 
a a a 

que, representando por S o vector 1 inverso de a, se pôde pôr 

( 3 + f ) J - P i + Y*, 

indicando ser distributiva em relação ao multiplicador a multi-
plicação de vectores. 

Tomando os conjugados dos dois membros d'esta ultima ex-
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pressão, representando por p', /, os vectores conjugados de 
[s, y, S e attendendo ao n.° 33, teremos 

que exprime ter Iogar o principio distributivo em relação ao 
multiplicando. 

Se agora substituirmos por a somma dos dois vectores 3 e 
y, teremos 

Logo — é completamente distributiva em relação á addição e 
subtracção a multiplicação de vectores. 

Vejamos agora o caso em que os factores são quaterniôes e 
consideremos o producto (a + a) q, em que substituímos um dos 
quaterniôes pela somma da sua parte scalar e vectorial. O qua-
ternião q pôde ser representado pelo quociente de dois vectores 
3 e 8 taes que satisfaçam a 

indicando a ultima relação que [3 seja perpendicular a a e y; posto 
isto, teremos 

Tomando os conjugados do primeiro e ultimo membros e re-
presentando por a', q' os conjugados de a e q, teremos 

(P + ?) (?' + ' / ) = + +12/ + T/'-

arf)j 

3 P • 3 

q> (a + a') = q'a + q'a!; 
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e substituindo q' pela somma do seu scalar 6 e do seu vector [3, 
virá 

(6 + (B) (a + a') = ba + (3a + 6«' + f3a'. 

Faremos n'esta expressão 

b = Oi + a2 , a = 6i + í>2, |3 = + «2, « = (3j + [32, 

desenvolvendo depois e ordenando convenientemente, virá 

[(a, + «,) + ( a > + «2)] [(bt + (3,) + (b2 + (32)] = (ffll + «,) (ft, + (3,) 

+ (a2 + «j) (6, + f3,) + (a, + «,) (6, + (32) + (a2 + «2) (ò2 + (3,), 

que, pondo-se 

a , + a , =p, a 2 + *2 = g, + (3i = r, &2 + P2 = s, 

dá finalmente 
(p + q)(r + s) =pr +qr + ps + qs. 

Logo, — a multiplicação de quaterniões é uma operação com-
pletamente distributiva em relação á addição e subtracção. 

Demonstraremos a propriedade associativa tomando os tres ve-
ctores 

x = xi + yj + zk, (3 = xi + y'j + z'k, y = x''i + y"j + z"k, 

ou os tres quaterniões 

q = to + a , r = w' + {3, S = W7 + / , 

e effectuando as multiplicações 

a x ((3xy), ( a x ( 3 ) x y ; qx(rxs) e ( q x r ) x s ; 

que darão os mesmos resultados. 



42 

Se effectuarmos os productos 

« (3, (3. a, </ . r , r . ¢, 

confirmaremos não ser commutativa a multiplicação de dois ve-
ctores ou quaterniôes. 

O que acabamos de dizer tem logar para um numero qualquer 
de factores, e a divisão gozará das mesmas propriedades, como 
operação inversa da multiplicação. 

32« Um quaternião sendo, em geral, o resultado da divisão 
ou da multiplicação de dois vectores, teremos 

q = (xi + yj + zk) (x'i + yj + zk) = w + + rj + '(Ic. 

No primeiro caso os valores de to, n, ' ( em funcção das quan-
tidades numéricas dos vectores são 

x'i + y'j + z'k 
ic + + vi; + Zk 

xi + yj + zk 
ou 

xx' + yy' + zzr\ 
X t + y* + Z i 

c yz'~zy' 
K x* + y* + z* 

ZX — XZ 
* Xi + t/S + S 2 
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e no segundo caso 

to = — [xx' H yy1 + zz') 

l = yz'-zy' 

H =zx' — xz' 

Ç =xy'-yx> 

53- Conjugado do producto de um numero qualquer de qua-
terniões e vectores. Yiu-se no n.° 33 que se tinha para dois qua-
terniões q e r 

Kqr = Kr.Kry. 

Podemos estabelecer este mesmo resultado pelas considerações 
seguintes: supponhamos tres vectores (3, y, que satisfaçam a 

(3 = ra, y = qfi; 
teremos 

y = qr.v., 

Kq.y = Kq.qÇ> = Tq*.Ç„ 

K r . Kq. y = Tq9- Kr . r. P=Tqi T r* (3 = (T qrf fi=Kqr .qrfi=Kqr.y, 

logo Kr .Kq = Kqr. 

Substituindo o quaternião r pelo producto de dois quaterniões, 
rs, virá 

K[q . rs) = Krs . K i = Ks . Kr . K i ; 

e, em geral, para um numero qualquer de quaterniões 

K {qi qt, .. qm-1 qm) = Kqm . K i m _ i . . . K i 2 . K i t . 
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Logo — o conjugado do producto de um numero qualquer de 
quaterniôes é egual ao producto dos conjugados dos factores to-
mados em ordem invertida. 

Se os factores forem vectores, pelo n.° 45 teremos 

Kaf3 = (3«, 

Kaj3y = — y|3a, 

Kafíyò = 3y(3a, 

K (a{3 . . . = ( - 1)" H » . . . (3a), 

representando-se por n o numero de factores. 
Logo — o conjugado do producto de um numero qualquer dé 

vectores è egual ao producto d'estes em ordem invertida, tomando 
este producto com o signal + ou — conforme o numero dos vectores 
fôr par ou impar. 

Representando pela característica II o producto de um numero 
qualquer de factores e por n' o producto dos factores tomados 
em ordem invertida, teremos simbolicamente para o caso de qua-
terniôes 

K n - n ' K 
e de vectores 

Kri = ( - i ) » n ' . 

5 4 . Fórmulas importantes. Comparando os resultados de a. (3 e 
(3.«, sendo 

x = xi + yj + zk e (3 = x'i + y j + z'k, 
teremos 

Sa^ = SlSa (í) 

V«p = _V[3a (2) 

a[3 + (3a = 2Sa(3 (3) 

a(3-(3a = 2Va(3 (4) 
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5 5 . Considerando os dois quaterniões q\, i 2 , decompostos nos 
seus scalares e vectores, se tomarmos o scalar do seu producto, 
e attendermos a que um vector multiplicado por um scalar é um 
vector e portanto tem um scalar nullo, virá 

S i I i 2 = S i I S i 2 + S . V i l V i 2 , 

S i 2 i i = S i 2 S i l + S . V i 2 V i l ; 

logo, pela fórmula (1) do numero anterior, é 

S i l i 2 = S i 2 i l (5) 

Substituindo o quaternião i2 por q i -q i teremos 

S i I i J i S = S i 2 i 3 i l , 

e pela substituição de i l por i 3 < i l 

S i S i I i i = S i 2 i 3 i I ; 
logo, será 

S i I ia i3 = S i 2 i 3 q\ = S i 3 i t i 2 , 

e para um numero qualquer de factores achar-se-hia 

S i I i2... im-i qm = S i 2 i 3 ••• qmq\ = S i 3 i 4 . . . i ( i 2 = . . . = 

= S i m _ 1 qm ... q\ i 2 = S i m i l . . . i m _ i (6) 

isto é, o sca/ar do producto de quaterniões não depende da ordem 
circular em que elles estejam. 

56« Se os quaterniões se reduzem ás suas partes vectoriaes, 
o que dissemos no numero anterior, sendo applicado a tres ve-
ctores a, (3, y, dá 

S«j3y = Sfiya = Syccfi (7) 
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Pelo principio associativo da multiplicação de vectores tem-se 

e pela fórmula (2) do n.° 54 

Safiy = - S . a Vy[3 = - Say|3; 

logo — o scalar do producto de Ires vectores muda de signal se al-
terarmos a ordem circular dos factores. 

5 7 . Multiplicando a expressão 2 VfBy=j3y—y/3 por a e tomar-
mos a parte vectorial do producto, isto é, operando por V . a x , 
teremos 

2V. ccYfiy = Va1Sy - VaylS; 

junctando ao segundo membro o vector nullo Vf3ay — V|3ay, virá 

2V.aVf íy=V.(a (3+ |3 a )y -V. (3(Say + V a y ) - V. (Say + Vay)(3 

= 2y SaTS — 2|S Say, 

supprimindo a característica V no ultimo membro por ser des-
necessária. 

Teremos finalmente 

V(«V(3y) = ySa/3_(3Say (8) 

3 8 . Applicando a fórmula anterior ao producto (3Vy5, vem 

V((3Vy5) = 3 S ( 3 y - y S ^ , 

e operando sobre esta expressão por S . a x 

S .«V(í3Vy3) = S. a<3S|3y —S.aySj3<5. 
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O primeiro membro transforma-se em 

S.a (fBVy3-S-(BVyS)=S.«(BVyS= S.(Sa(3 + Va(B)VyJ=S.V«(B\ 

logo, será 
S.Va(BVya = S«aS(By-S«yS(Bâ 

3 9 . Pela fórmula (8) tem-se 

V.(BVy« = «S(By — yS(3a, 

V.yVa(B = (3Sy« —«Sy(3, 
logo, será 

V («V|By + (3 Vya + y Va(3) = 0 

Teremos também, attendendo ao n.° 56, 

S (aV(By + (3 Vya + y V«(3) = 3S«f3y; 

e junctando os dois últimos resultados 

aV(3y+(3Vya + yVa(3 = 3S«íBy 

6 0 . Junctando aos dois membros da fórmula (8) 

aS(3y = V.aS(By, 
vem 

V«,3y = aS(By-(3Sya + yS«(3; 

e mudando n'esta fórmula a em y e vice-versa, teremos 

Vy (Ba = y S ( 3 a - (3S«y + «Syf r 

que, por ser commutativa a addição de vectores, dá 

Va(3y = Vypa 
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Considerando primeiro Va(B e depois Vy3 como vectores sim-
ples, temos 

V (VafSVya) = as«f3y -ys«f33, 

V (Vy3 Vap) = - p Syai _ « S Py3; 

mas pela fórmula (2) do n.° 54 é 

V (V a(3 V y3) = — V (V y3 V a|3), 
logo, teremos 

3S<iy = aS(Bya+(3Syaa + ySapa, (15) 

fórmula muito importante porque dá o modo de decompor um 
vector segundo as direcções de tres outros dados a, |3, y, 

No caso porém d'estes tres vectores estarem em um mesmo 
plano, a fórmula anterior não daria a decomposição desejada, 
porque qualquer d'elles, podendo 'exprimir-se em funcção dos 
outros dois, daria para o primeiro membro um valor nullo, e 
sendo a coplanar com a, p, y, cada um dos termos do segundo 
membro seria nullo. 

6 1 . Suppondo que os tres vectores Va(3, Vf3y, Vya não são 
coplanares vamos procurar decompôr segundo elles o vector a e 
empregaremos para isso o processo seguinte. 

Teremos 

3 = ^ V a p + y V p y + zVya; 

operando por S . a , S .p , S.y, vem 

Saa = t,SaPy, Sfid = zS<xpy e Sy3 = a:SaPy, 

porisso que no primeiro caso é 

<rS. aV«P = írSa4(3 = O, zS . aVya = zSaya = zSya2 = O 

e analogamente nos outros dois casos. 
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Vem então, segundo os valores de x, y, z, dados anteriormente, 

aSa(3y = Va(3Sy5 + V(3ySa<5 + Vy«S(35. (16) 

EfFectuando permutações circulares successivas nas lettras a, 
(3, y, 5 d'esta fórmula e sommando os resultados, vem 

a S (3y$ + (3 S ySa + y S 5a(3 + SS «(3 y = 2 (V«(3 S y$ 

+ V(3ySaa + VyaS«P + VáaS(3y) (17) 

62« Viu-se no 53 que é 

K(a(3 . . . | w ) = ( - l )»(6« |» . . .(3a); 
e, por ser 

a(3. . .<|>u = S(a(3. . .tjiw) + V(a(3. . 

(—l)n(a(3. . .<J,co) = S(a|3. . 4 « o ) - V ( A P . . .<|MU)) 
teremos 

a(3. . . $ » + ( - 1 ) " ( « + . . .(3«) = 2S (a(3. . - H ) 

«,3. . . ^ 0 , - ( - 1 ) " ( 4 - . .(3a) = 2V(a(3. . - H l 

e analogamente 

«•J». . . (3a + ( - 1 ) " ( « p . . . + « ) = 2S ( « 4 . . . (3a) 1 

<4- . . j3a — (—l)n (a(3. . .<[fe>) = 2 V H / . . . (3a)) 

Estas expressões dão facilmente 

S (a (3 . . .'{«) = ( - 1 ) " S ( < 4 . . .(3a)j m 
V(«(3. ..«],<•>) = - ( - l ) » V H / . . .(3a)) 

2 
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que comprehendein alguns dos resultados já apresentados por 
isso que teem toda a generalidade. 

Para quaterniôes temos 

qm• • • <fr = s (qm • • • Í») + v ( q m . . . ? » ) i 

K(gig 2 . • . g » ) ~ S ( ç i 9 a . • . ? « ) - V ( ç i } i . • .g„)' 

que dão 

2 S ( g i j j . . . gn) = [q\qi . .. g») + (K g„. . . Kg i Kg1) j 
M 

2 V f a q i . . .qn) = { q m - • . g » ) - ( K g B . . .Kg4Kg,)) 

ou symbolicamente 

2 S n = n + i i ' K | 

2 V n = n - n ' K ) 
6 3 . Pela fórmula (13) do n.° 60 tem-se 

Vf3y3 = f3Sy3-yS5f3 + <5Sf3y, 

e operando-se por S . « vem 

S.«(3y5= Sa(3Sy5- S«yS3(3 + S«dS(3y. 

Por ser 
af3 = S«p + V«P, yd = Syí + Vy3 

vem 
Sa(3y3 = S«(3Sy3+S(V«|3Vy3), 

e egualando este valor ao anterior de S. a(3y<5 resulta a fórmula 
(9) deduzida no n.° 58. 
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Interpretação e transformação de expressões 

6 4 . Representemos na figura da pag. 37 OA, OB e < A O B 
por a, (3 e 6; teremos 

OA = Ta, OB = Tp, OC = TpcosO, CB = Tp sen 0. 

A parte scalar do quaternião q = —, sendo representada por 
ÕC — — 

- = - , dá por terem OC e OA a mesma direcção 
OA 

s ? = s i - = ^ c o s 0 , ( 1 ) 

CB e a parte vectorial, que é representada por . dá 
OA 

V 3 = T V Í . . D V Í - T S . U S , 
« a OA OA 

donde se tira 

T V 9 = T V - = ^ s e n O ; (2) 
a Ta 
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c, por ser CB J_ OA, o versor de será o vector-unidade per-
_ 0 A 

pendicular a CB e OA, que representaremos por t, logo 

UVO = UV — = E (3) 
OC 

Teremos pois 
B T (3 

o = — = — (cos 9 + e sen 0), 
« l a 

que se pôde escrever sob a fórma 

q = Tq (cos 6 + « s e n 0) (4) 

Nesta expressão chama-se a Tq, 0 e s modulo, angulo (ou am-
plitude) e eixo do quaternião. 

6 5 . Consideremos o producto dos dois vectores a e (3 e re-
presentemos por q1 o quaternião resultante; teremos 

qi = a|3 = ÕÃ" (ÕC + CB) = ÕÃ x ÕC + ÕÃ x ÕD, 

d'onde 

Sq' — ÕÃ x ÕC, Wq' = ÕÃ x ÕD. 

Representando por U(3' o vector-unidade perpendicular a a e 
existente no plano do quaternião, temos 

ÕÃ = Ta . Ua, 

OC = T(3 cos O • Ua, 

OD = Tp sen 6 . U/3'; 
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logo será 

Safi = T«T(3 cos 0 (Ua)4 = — T«T(3 cos 0, (5) 

V«(B = TaTf3 sen 9 . UaUfB'. 

Ua e U(3' sendo dois vectores-unidades perpendiculares entre 
si e existentes no plano do quaternião q, o seu producto dará o 
vector-unidade e, perpendicular a este plano, e portanto será 

Va|3 = TaTfB sen 9.6, 
d'onde se tira 

TVa(3 = TaT[3 sen 9, (6) 

UVaf3= U V - = e (7) 
a 

Estas ultimas fórmulas dão as seguintes regras: 
O scalar do producto de dois vectores é egual ao producto dos 

seus tensores pelo coseno do supplemento do angulo formado por 
elles. 

O tensor do vector do producto de dois vectores é egual ao pro-
ducto dos seus tensores pelo seno do angulo comprehendido. 

O versor do vector do producto de dois vectores é egual a um 
vector-unidade perpendicular aos dois vectores e no sentido que in-
dique fazer-se positivamente a rotação do primeiro na direcção do 
segundo. 

A fórmula (6) indica também que o tensor do producto de dois 
vectores representa a area do parallelogrammo de que elles são 
lados contíguos. 

O quaternião q' = afi será expresso por 

q1 = TaTfi (cos 0 + e sen 0) 

que é da fórma (4). 
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6 6 . Se os dois vectores a e (3 são perpendiculares, teremos 
cos O = Oe portanto 

Sa(3 = 0, 

e se são parallelos, teremos sen 0 = 0 e 

VajS = O; 

e estas duas relações podem por isso servir para exprimir que 
se tem 

«_LP e « H p . 

Se introduzíssemos nas fórmulas (3) e (4) do n.° 54 as rela-
ções dadas nos n.os 42 e 43, acharíamos também as condições 
anteriores. 

O ser a perpendicular ou parallelo a (3 pôde ainda exprimir-se 
pelas relações 

a = Vyf3 e a. = x\3, 

sendo y um vector perpendicular a a e p e x um numero. 
As relações 

3 3 
S - = O e V - = O 

a a 

teem significações analogas a Sa3 = 0 e V<*3 = 0. 

6 7 . Supponhamos dados os dois vectores OA = a, OB = p e 
consideremos um terceiro OP = p com a mesma origem de a e 3. 
mas de direcção indeterminada. 

Se tivermos a relação 

S - ^ - = O, 
a 

que indica ser p perpendicular a a, concluiremos que o logar de 
P no espaço é o plano que passa pela origem dos vectores e é 
perpendicular a «. 
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Analogamente, tendo-se 

= 0, 

indicando ser p — 3 _|_a e por que p —3 representa o vector que 
une as extremidades de p e [3, o logar do ponto P será o plano 
tirado pela extremidade de [j perpendicularmente a a. 

A relação 

S - l - i 
P 

dá, sendo 9 o angulo formado pelos dois vectores, 

Tp = Ta cos Q, 

que indica ser a projecção de a sobre p egual ao comprimento 
de p; logo, o logar de P será uma esphera de que a é diâmetro. 

Como é PA J_ OP, e s ^ a mesma es-
phera pôde ser representada por 

_ n — p 
S ° = 

Se unirmos o ponto C, meio de OA, com a extremidade de p, 
teremos 

C P = P - { « , 

e portanto podemos ainda representar a esphera anterior, con-
siderada como o logar da extremidade de p, por 

Para transformarmos esta ultima expressão nas anteriores, que 
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teem a mesma significação, procederemos do modo seguinte: ele-
vando-a ao quadro, virá 

- ( e - ! a ) 2 = - ( l a ) 2 = - | a 4 ; 

e, desenvolvendo o primeiro membro, 

p « - S « f = 0 , 
que dá 

S - = I e S ( a — p) p = 0 = S — 
P P 

6 8 . Tomando o scalar do producto de tres vectores «, ji, y, 
teremos 

S«(3y = S (V«j3. y) = T«T(B sen G Sey, 

c, representando por <p o angulo comprehendido entre i e y, por 
ser 

Ssy = —Ty cos <p, 

SaPy = - T a T p T y sen G cos <p (8) 

Ora TaTPsenG representa a area do parallelogrammo de que 
são lados contiguos os vectores a e p, e Tycosip a projecção de 
-> sobre a direcção de e, logo — o scalar do producto de tres ve-
ctores representa, em geral (com differença de signal), o volume do 
parallelipipedo de que eVes são as arestas contíguas. 

Este scalar será nullo quando fòr sen G = 0 ou cos<p = 0, cor-
respondendo o primeiro caso a ser a || p e o segundo a y j | | a, p. 

Pelo n.° Í3 teríamos, sendo a [| p, 

« = ÍC p, 

e pelo n.° 14 teríamos, sendo y ||| a, p, 

y = ífa + y p ; 
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substituindo estes valores em SalS-/ e attendendo a que o qua-
drado de um vector é um numero e o producto de um vector por 
um scalar é um vector, obteriamos como anteriormente para os 
dois casos 

S«(3y = 0. 

A condição para que tres vectores a, [3, y, que não são paral-
lelos, sejam coplanares pôde exprimir-se portanto por 

S a P 7 = O . 

6 9 . Effectuando a multiplicação dos tres vectores 

OL = X i + y j + z k , 

P = x ' i + y ' j + z ' k , 

y = x ' ' i + y " j + z " k , 

teremos 

Sapy = - {yz' - zy') x" - (za/ - xz') y1' - {xy1 - yx') z", 

que se pôde escrever, usando da notação dos determinantes, 

x y z 

y Z Z X x y 

S a P y = - x " - y " -

y' z' Z x' x ' y' 

Vè-se como ha ligação entre a theoria dos determinantes e o 
novo calculo dos quaterniões. 

Ora a theoria dos determinantes dá, empregando por simpli-
cidade uma notação abreviada, 

| x y ' z " | = I x ' y " z \ = \ x ' y z ' I = - | / ' V I = - 1 x ' y z " | = - 1 x " y ' z \ , 
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que exprimem ser como no n.° 56 

Sapy = SPya = Syap = - Sayp = - S p a y = - Sypa. 

E, como em um determinante se podem mudar as columnas 
verticaes em linhas horizontaes e vice-versa sem que o seu valor 
seja alterado, teremos 

X y Z X X'' 

x' y' Z1 
= y y1 y" 

x" y" z' Z Z1 z" 

logo, tendo-se conjunctamente com os vectores a, P, y, os tres 

a' = xi + X1 j + x"k, p' = yi + y'j + y'k, y'= zi-{-z'j + z"lc, 

e sendo SaPy = O, será também 

Sa i PY = 0. 

7 0 . Em um triangulo plano ABC tem-se 

AC = A H + BC, 

e operando-se por S . A C x sobre esta expressão, vem 

S (ÃC x ÃC) = S (ÃC x ÃB) + S (ÃCx BC), 

que, pela primeira regra do n.° 65, empregando a notação usual 
de Geometria e simplificando, dá 

í> = c cos A + a cos C. 
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Operando por TVAB x sobre a primeira expressão d'este nu-
mero e attendendo a que o quadrado de um vector é um scalar, 
vem 

TV (ÃB x AC) = TV (ÃB x BC); 

que, pela segunda regra do n.° 65, dá 

6 sen A = a s e n B ; 
analogamente se teria 

TV (BC x ÃC) = TV (BC x ÃB), 
d'onde 

b sen C = c sen B; 

logo, pela combinação d'estes dois resultados, vem a fórmula im-
portante de Trigonometria 

sen A sen B sen C 
a b e 

De 

ÃC x ÃC = (ÃB + BC) (ÃB + BC) = Ã B á + 2 S (ÃB x BC) + BC2 

operando por S x, virá 

ò2 = a 2 — 2 ac cos B + c2. 
P 

71« O versor de um quaternião q = ~ pode ser expresso, se-

gundo se viu no n.° 64, por 
P U — = cos 0 + e sen 6, « 

sendo 0 o angulo comprehendido entre a e p e e o vector-unidade 
na direcção do eixo do quaternião. 
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Representando por y um outro vector coplanar com a e [3 e 
fazendo com este ultimo vector o angulo 9, teremos 

y 

U — = cos 9 + e sen <p, 
P 

mas é 

U — = cos (9 + <p) + s sen (9 + 9); 
a 

OL P OL 

logo, tem-se 

cos (9 + 9) + e sen (9 + 9) = (cos 9 cos 9 — sen') sen 9) 

+ e (sen 9 cos 9 + cos 9 sen 9), 
d'onde se tira 

cos (9 + 9) = cos 9 cos 9 — sen 9 sen 9, 

sen (J + 9) = sen 9 cos 9 + cos 9 sen 9. 
Na caso particular de ser 9 = 9, teremos 

(cos 0 + e sen 9)8 = cos 29 + £ sen 29, 

e, em geral, para m qualquer teremos a fórmula conhecida de 
Moivre 

(cos9 + £ sen 9)m = cos m9 + t senmO. 

7 2 . Consideremos uma esphera-unidade e na sua superfície 
um triangulo ABC, e representemos os tres vectores-unidades 

ÕÃ, ÕB, ÕC por «, (3, y; teremos (n.° 65) 

S P y = - C o s a , TYPy = sen a 

S y a = - cos b , T V y a = sen b 

S a p = — cosc, TVaP = Senc 
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Os vectores-unidades correspondentes aos vertices do triangulo 
polar de ABC serão expressos por 

UY «P, UV7«, UV Py, 
e teremos 

S. UVya UVap = cos A, T. UVya UV « p = sen A . 

S. UV ap UVPy = cos B, T. UV ap UV Py = sen B . 

S. UV Py UVya = cos C, T. UV Py UVya = sen C) 

A fórmula (9) do n.° 58 dá 

S. Vap Vpy = P 2 S a y - S a p S p y , 

e tem-se também 

S . VapVjTy = T (Vap VPy) S .U (Vap VPy); 
logo, será 

- Say = SapSPy + TVapTVpyS.UVapUVpy , 

que pelos valores anteriores se transforma em 

cos 6 = cos c cos a + sen c sen a cos B. 

Analogamente teriamos 

S. VyaVaP = a 2 Syp - S y a S a P = T (VyaVap) S . U l VyaVap) , 

S . VPy Vya = y 2 S a P - S p y S y a = T ( V p z V y a ) S - U ( V p y V y a ) , 

que dão 

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A, 

cos c = cos a cos b + sen a sen b cos C. 
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Pela fórmula (8) do n.° 57 é 

V(VafBVPy) = - P S a l S y , 
que dá 

T V . V « p V P y = S . y V a p ; 

e, por ser B o angulo formado pelos dois vectores Vap, Vpy, o 
n.° 65 dá 

T V . V « p V P y = T V a P . T V P y . s en B . 

Ora, representando por pa, pi, pc os arcos tirados de A, B, C, 
perpendicularmente aos lados oppostos, as duas expressões ante-
riores dão 

sen c sen a sen B = sen a sen pa = sen b sen pi = sen c sen pc. 

Do que fica dicto tira-se 

Vap Vpy = sen c sen a (cos B + p sen B), 

que dá 

T . V a p VPy = sen c sen a, 

U. V a p VPy = Cos B+ P s e n B , 

e achar-se-hia facilmente 

U . VyP V p a = cos B - p sen B. 

7 3 . Como exemplo das transformações que se podem obter de 
uma dada expressão, apresentamos o seguinte. Dada a expressão 

Tp = T a (a) 
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teremos as transformações seguintes 

(Tf ) 2 = (Ta)2 , 

pKp = aKa , 

p2 = a2 (6) 

( p 4 +a 4 + 2Sap)—2Sao—2a 2 =(p + a)2—2Sa(p—») = 0. . (c) 

p4 + ap — ap — a4 = (p + a) p — a (p + a) = 0 (d) 

p = (p + « ) - U ( p + a) (e) 

S ( p 2 ) - S ( a 4 ) + S a p - S p a = S(p4 + « p - p a - a 4 ) 

= S(p + « ) ( p - a ) = 0 (/•) 

T(p + a) (p - a ) = T(p4 - a 4 + a ? - pa) = T(ap - pa) 

= T ( V a p - V p a ) = 2 T V a p (<g) 

Tp- = T - = 1 W 
l a a 

t ( t ) 8 - ' W 
— K — = 1 
a a 

Estas differentes transformações correspondem a propriedades 
de uma esphera. 



Equações do primeiro grau. Biquaterniões. 

7 4 . Representando por f[q) uma dada funcção, em que o qua-
ternião indeterminado q entra combinado com outros conhecidos 
e cujo valor é r, a equação 

f(q) = r (I) 

pôde, em geral, ser decomposta em quatro equações algébricas 
ordinarias, involvendo as quantidades w, x, y, z, que determina-
rão o quaternião q. 

Suppondo que é n o maior numero de vezes, que o quater-
nião q entra como factor em um mesmo termo de f[q), diremos 
que a equação (1) é do grau n. 

Assim, 
aqb + a'qV + .. . = Iaqb = c, 

em que a, b, a',b' . . . c são quaterniões ou funcções de quater-
niões conhecidos e q é o quaternião desconhecido, é uma equação 
do primeiro grau ou uma equação linear de quaterniões; 

Iaqbqc+ Idqe = f 

representará uma equação do segundo grau ou quadratica; e assim 
successivamente. 
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Substituindo na equação do grau n o quaternião q pelo seu 
valor q=w + xi+yj+zk, e os quaterniões conhecidos pelos seus 
valores analogos, decomporemos a equação dada em quatro, li-
gando os quatro scalares procurados to, x, y, z com os conheci-
dos, sendo cada uma d'estas equações, em geral, do grau n. 
Pelos princípios conhecidos de eliminação de Álgebra cada um 
dos quatro scalares será dado por uma equação, em geral, do 
grau n 4 ; e portanto uma equação linear terá uma só raiz; uma 
equação quadratica terá 16 raizes; uma equação cubica terá 81 
raizes; e assim successivamente. 

Yê-se d'aqui a difficuldade que naturalmente apresentará a re-
solução de uma equação por estes processos. 

Até agora apenas se tem dado a resolução geral e completa 
das equações do primeiro grau e é d'estas equações que vamos 
tractar. 

A fórma mais geral de uma equação linear de quaterniões 
é, sendo q o quaternião desconhecido e podendo conter ou não 
as características S ou V, 

a = S bq + lVcqd (*) (2) 

(*) É fácil de ver que a esta fórma se reduz a equação 

a = ^bqc +zd.Sb'qc' + ze.\b"qc" . f ; (a) 
porque, por ser 

\b"qe" = b"qc" — S b"qc" = b"qc" — S c"b"q, 
teremos 

ie.\b"qe".f= 2 (eb") q (c"f) -Zef S [c"b") q 

e a fórmula (a) reduz-se a a = tbqe + zdSeq; (i) 

e, por ser 

\bqc= zSbqc + zYbqc = SbLq-fzXbqe, ZdSeq = Sdrf+^d^q, 

(b) reduz-se finalmente a a — Sbq -j~ zXeqd. 

2 
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Operando por S. e V . , virá 

Sa = Sbq = SbSq+ S.YbYq 

Ya = 2 V . cqd = Sq. 2 Vcd + 2 V . c (Vq) d[ 
(3) 

e, eliminando entre estas duas expressões Sq, para o que opera-
remos sobre a primeira por jVcd e sobre a segunda por — Sb, 
e sommaremos depois, virá 

(2Va.Vq.d) Sc-(IVcd) S. VqVb = Ya.Sc- (IVcd) Sa, 

que se poderá reduzir sempre á fórma geral 

sendo a, p, y, . . . vectores conhecidos e o o vector desconhecido. 
Determinado o vector p e substituindo-o em Sa, teremos Sq 

e ficará completamente determinado o quaternião q. 

76« Equação vectorial linear. Representemos por fp o pri-
meiro membro de (4), será ç o symbolo de uma funcção vectorial 
linear ou do primeiro grau em p. Designaremos por <p—1 a fun-
cção inversa de 9, isto 6, que satisfaz á relação 

e representaremos symbolicamente que estas duas funcçôes são 
commutativas por 

Quando sobre uma funcção <pp operarmos por çp, poremos 
<p(<pp) = 9 sp, e, em geral, operando m vezes ^m p; e analogamente, 
poremos mp quando tomarmos a funcção <p~~'m vezes. 

2 a . Spp = y, 

<p-l (çp) = p, 

= (J1-1Ip = í. 
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A fórma da funcção 9 mostra que se tem 

* ( P + P ' + P " + . . . ) = ?P + 9 P ' + < P P " + - - -

<pxp = ajçp 
e 

(Tl
m^ml

tp—nç—»»'. . . = ^m+m'...-n-n'—. .. 

7 7 . Funcçôes conjugadas. Operando sobre <pp=2«S[3p por Sp', 
sendo p' um vector qualquer differente de p, teremos 

Sp'<pp = 2Sp'«S(3p = Sp (2 [3 Sap'), 

e, representando por 9' a funcção que resulta de a e (3 mudarem 
de logar em 9 e que chamaremos funcção conjugada de 9, teremos 

Sp'9p = SpiZp' (5) 

Quando fôr o ' = 9 diz-se que a funcção 9 6 conjugada de si 
mesma. 

Se á expressão (5), que dá a propriedade fundamental das fun-
cçôes conjugadas, junctarmos Sp'9'p = Spf-p' teremos 

s ?'(? + ?') P = s P (?' + ?) p'> 

que indica ser a funcção 9 + 9' conjugada de si mesma. 
Applicando a expressão (5) a Spy (^'p'), teremos 

Spq>(<p'p') = Sçp'p'ç'p = Sçp'pçpV = Sp'ç(9'p), 

que indica ser também 99' uma funcção conjugada de si mesma. 
Como se tem 

S09P = Spy p ou S p (9 — 9') p = O, 
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segue-se (n.0 6 6 ) que ( 9 — 9 ' ) P representa um vector perpendicular 
a p e portanto podemos escrever 

(çp-<p')p=Víp, 

que exprime que uma funcção vectorial linear não conjugada de 
si mesma di/fere de uma funcção conjugada de si mesma, deduzida 
da primeira, em conter um termo da fórma Víp. 

É claro que, sendo a funcção conjugada de si mesma, se tem 
S = 0 . 

78« Inversão de y. Qualquer vector ç; = 2«S|3p, expresso em 
funcção de 2/i vectores, suppondo que são n os termos de 2, pôde 
ser reduzido à somma de tres termos só; com effeito, pelo n.° 66 
temos, considerando os tres vectores X, p v, 

1 
9p = — ( X S p f p + pt-SvXfp + vSXppp. 

Pela fórmula (5) tem-se 

SV^-vyp = S p 9 ' V p } 

SVv^p = S P ? ' V v X ! , 

SVty fp = Sp9'VX[A / 
e, fazendo-sc 

9 ' V p = 2 3 S a p = X j SXjJtv j 

9 ' V v X = 2 3 S avX = [X1 SXy.v>, 

9'VX/ = 2 3 Sa).pi = vi S X p / 
virá 

9P = XSXi P + (aSJJI-IP + v S vi p, 

em que X, ^ e v são tres vectores arbitrarios e Xi, p, vi serão 
dados em funcção d'elles e de a, |B, -/. 
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79« Decompondo um vector <p3p segundo as direcções dos tres 
p , ç p , f 2 p , que e m geral não serão coplanares, teremos 

cp3p = a;p + t/9p + Z f 2 p , ( 6 ) 

e, operando por <p—1, virá 

- ® f - 1 p = ;/p + z f p — f 2 p , (7) 

expressão que dá a funcção inversa f — 1 por intermedio de fun-
cções directas. 

Substituindo p pelos tres vectores-unidades i, j, k, teremos tres 
equações que servirão para determinar os valores de x, y, z. 

No caso de ser x nullo, operando por f — 2 sobre (6), viria 

- y f - 1 p = z p - f p ; 

e, sendo conjunctamente x e y nullos, teríamos ainda 

Z f " 1 p = p. 

Se os tres vectores p, ç p , f ' p fossem coplanares, poderíamos pôr 
f 2 p = ®'p + y ' f p 

e a expressão (6) tornar-se-hia em 

f 3 P = [x + zx1) P + (y + Zyr) f p, 

e ainda a expressão (7) tem logar. 

8 0 . Vamos applicar este methodo de inversão á expressão se-
guinte, muito importante no estudo das superfícies de 2/ ordem 
com centro, 

fp = — m2Sip - Jft2Sjp — Icci S/if. 
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Fazendo a substituição de p por i, j, k, temos 

<p t = ia2, 9 j =jb-, 9 k = Ztc4 1 

(f-i = ia4 , 92J =jbl, <f-k = Ac4 >; 

93i = ia6, 9¾' =jb6, 9% = Ac6 / 

e, fazendo as mesmas substituições em (6), vem 

a® = x + ya 4 + za4 J 

b ^ x + yP + zb* . 

c6 = x + yc4 + zc4 / 

Estas ultimas expressões mostram que a4 , ô4, c4, são as tres 
raizes da equação do 3.° grau 

T3 — Z F 2 - y l — x = 0, 
e portanto tem-se 

x = a4ò4c4 | 

y = _ ( a 4 i 2 + a2c4 + ò4c4) , 

z = a 4 + ò4 + c4 ) 

e (6) transforma-se em 

?
3 p = a W p - ( a s 6 2 + a 2 c 4 f 6 2 c 4 ) ? ? + (a 4 4-6 4 +c 4 ) ?

4 p, . . (8) 

que dá 

a W ç " 1 p = (a464 + a2c2 + 62c2)p - (a4 + ò4 + c4)?p + 

A expressão (8) póde-se pôr sob a fórma symbolica 

(9 — a4) (9 — í>2) (9 — c4) = 0. 
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8 1 . Melhodo de Hamilton. Consideremos dois vectores X e (A 
taes que se tenha 

TP = VXf, (9) 

Operando por SX e SJA teremos 

Sx9D = O, S a 9 p = 0, 

e, introduzindo as funcções conjugadas, 

Sp9 'x = 0, Sp 9 V = O. 

Por estas expressões tem-se 

p J_ <f'\ p J_ <F»V> 

logo, podemos pôr, representando por m um scalar dependente 
de X, ft e p, 

m; = V<p'x 9 ' p 
E, como de (9) se tira 

p = "P-tVXfA, 
teremos 

WKp-1VXf i = V i X f V (10) 

Resta pois determinar m e exprimir o segundo membro em 
funcção de VXfA, para se ter a inversão de <p. 

Seja v um vector não coplanar com X e p e operemos sobre (10) 
por S<p'v, teremos 

M S. q/v f - 1 VX;j. = S.<P'vV <p'X 
que, por ser 

S . 9 ^ 9 " 1 VXfA = S9-1XfAfv = S v 9 9 - 1 VXfA = SXfAV, 
e 

S 9
i VV 9

f X 9 V = Sf 1 X 9 Vf i V, 
dá 

B = W (11) 
S X p 
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Este valor de m é independente dos que dermos a X, IA, V, por-
que substituindo, por exemplo, X por X4j9|A, teremos 

S f V f A q / v + J 9 S ( f ' | A ) 2 ? ' v S f f X o W v 
IfH — — • 

SllAV pS (A2V S XlAV 

ora, fazendo modificações successivas analogas á anterior, podemos 
fazer com que X, [A, v tenham tres valores quaesquer, sem que o 
valor de m seja alterado (*). 

(*) Podemos demonstrar a independencia de m dos valores dados a x, a 
e » do modo seguinte: sejam x', u!, »' tres vectores não coplanares e diffe-
rentes de x, p, *; pelo n.° 14 temos 

X' =x x + y p 4 Z 1 j 

fi '=<r'x + yV + ^ )> 

= * " x + y'V + *" ' ' 

que dá operando-se por <p' 

<p'x' = X <f'x 4 - Y 4 z 

<p'iJ = x' <p'x + y' <f'(x + *' ? \ >. 

? V = i C ' y x 4 y V i ' + «'V') 

Estes dois grupos dão facilmente, fazendo-se por simplicidade 

x y z 

x' y' z' 

x" y" z" 

= A, 

logo, será 
S ?'xV(t'?'»' = A s ?WW* > s = 4 S xpv; 

L P V Sxp» 
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8 2 . Se na expressão (10) mudarmos 9 em 9 + (7, sendo g um 
scalar, teremos 

Mt+ti-^w-vti+gW+g)? 

= Y?"X?V- + 9V(XçV + + ^ 2 V t y . 

Façamos 

teremos ro,(? + S)-iVX;x = ( m 9 H + ff<& + ff«)Vty (12) 

A expressão (11) torna-se em 

Ing = M + m'g + TO''<72 + </3 , 

fazendo-se por simplicidade 

m' = — S (y'1. |iç'v + çp'v + ç ^ q / j t . vj 

1 
m" = — — S (yj <p'v + 9'¾. y v + . v) 

o Al/.V 

(13) 

e sendo os valores de m' e m' independentes também dos que 
dermos a u e v. 

Substituindo em (12) este valor de mg e operando depois por 
9 + g, virá 

(M + m'g + m'g* + ^ 3 ) V).(A 

= [ M + g ( 9 $ + TO 9 - 1 ) + 0 2 ( 9 + ¢ ) + 0 3 ] W . 

que dá, pela comparação dos coefficientes de g e ¢72, 

TO* = 9 (J) + WI9 I j 

TO" = tp + ¢) J 
(14) 
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A segunda d'estas expressões, dando 

<t> = m" — 9, 

indica que 4> é uma funcção vectorial linear, e a primeira dá pela 
eliminação de <£ 

my—1 = m! — m"ç + 92 , (15) 

que resolve completamente uma equação vectorial linear pelo me-
thodo de Hamilton. 

8 3 . Exemplos. Applicando este methodo ao exemplo do n.° 80 
e tomando para valores de X, v os vectores-unidades i, j, k, 
acharíamos facilmente 

9'I = í'a2, Ç ' j '=j62 , 9'/E = À'C2,\ 

m = a W , f 

m1 = a2c2 + I-Ci + a2ò2 , 

m" = c2 + a 2 + 6S, ) 

que substituídos em (15) dão para o vector p 

aW 9 - 1 p = (a2c2 + IA? 4 a262) p - (c2 + a2 + 62) 9 p + 9 2p. 

84» Muitas vezes uma dada equação vectorial linear pôde ser 
resolvida mais facilmente pelo emprego de processos particulares, 
de que não podemos apresentar regras, porque dependem só de 
habilidade e práctica. Para se ver a vantagem d'este emprego 
apresentaremos os dois exemplos seguintes, que serão resolvidos 
pelo methodo geral e depois por um processo particular. 

Seja proposta a equação 

Vaoji = X, 



75 

em que a, [3 e •) são vectores dados e p é o vector desconhecido; 
teremos, attendendo ao n.° 60, 

Cpp=VapP, ?'p = V|3pa = çp?, 

e, tomando para valores dos dois vectores X, (/., v os tres a, j3, y, 
se não forem coplanares, virá 

? ' « = J3a2, = V a y S 

m _ SlSaVayP _ gtp> SfBa ( e t f - S c t f ) _ ^ 
SaiSy Sa1Sy 1 1 

S ( 2 a 2 p 2 V a y p + a 2 p 2 S « y ) 
^ = Sapy = " a í 3 

S ( a p V a y P + 2 a ^ y ) SPaVayP 
m ~ Sapy S ^ y j 

Substituindo estes valores em ( l o ) e applicando ao vector y, 
vem 

p a 2 p 2 S «p = - y a 2 p 2 + V a y p S ap + V. a (Vayp) p; 

mas, por se ter 

V. a ( V a y P ) P = P a 2 S p y + ap 2 S a y - V a y p S a p , 

esta expressão transforma-se em 

p = s V a ~ 1 S a 7 + í 3 - 1 S í 3 y - 7 ) -

8 4 . Em vez de se seguir o processo geral, attenderemos a 
que pela fórmula (13) do n.° 60 se tem 

V « p p = y = a S p p + p S a p - p S a 3 , 
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e, operando sobre a equação proposta por S. a x e S. (3 x, teremos 

S .aVapp = »4Spp = Say, 

S-PVap^ = P i S a p = S P y , 
que dão 

aS3p = a ~ l S a y , PSap = P - 1 S P p . 

Substituindo estes valores na expressão precedente de y, tere-
mos a solução pedida 

p = g ^ ( a - i S « y + p - i S p y - y ) . 

85« Consideremos agora a equação 

VaPo = y; 
teremos 

<pp = VaPp e <p'p=Vpap. 

Tomando para valores de X, JA, v os vectores a, (3, y, teremos 

<p'a = /3a8, = [ía[i, ç'y = V(3ay, 

que, substituídos em (11) e (13), dão 

m =««/3« Sap ] 

m' = 2(SaP) 2 + a4p* > (*). 

m" = 3S«p ) 

(*) As fórmulas (11) e (13) dão 

M = S I P S T I P X P V P ^ = * Í P Í S ^ R I = T T ' P L S A P ' 
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Applicando a fórmula (15) a y teremos 

pa2p2SaP = y [2(SaP)2 + a 2p 2 j - 3 VafiySa1S + V. apVapy; 

e por se ter 

V. ap VaPy = ap2 S ay - pa2 S py + VaPy S ap, 

Va1Sy S aP = ap2 Say - 0 S ay S ap + y (S ap)2, 

virá finalmente 

pa2p2 S ap = ya2p2 - ap2 S ay + p (2 S ap S ay - a2 S Py). 

8 6 . O processo particular seguinte conduz mais facilmente á 
resolução da equação: substituindo ap por S a p + Vap, virá 

y = pSaP + V.(V«P)p, 

m' = - i - S[(«p)*Vpa7 + a ^ V g a - r + «'p*ap7] = 2 . 2 p 2 + S (,p)2 

»«PTf 

W = - S [«p Y p n + ap. aP-, + . i P 2
7 ] 

O «PT 

= g^ S [ap (pa7 + Sap-f) + a? (Sap7 + VafJ7) + a2P2
7] 

= —í— [2SxPS»p7 -f SaPV7Px] = 3S»p. 
JiaP7 

Attendendo a que é 

S(aP)2 = S [(Sap)2 + (VaP)2 + 2 VaP S ap] = (S*P)2 + S (VaP)2, 
virá 

mas a fórmula (9) do n.° 58 dá 

S (Vap)2 = (SaP)2 - . 2 P 2 , 

logo m! transforma-se em 
2 ( S a p ) 2 - « ' p 2 . 
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e operando por S. VaJB sobre a equação proposta 

Sa|3y = Sa£pSa3, 
d'onde se tira 

S«3y 
s»p 

Sommando esta ultima expressão com a equação proposta vem 

S «3 V 

que dá 

Resta mostrar que esta solução, com uma fórma muito mais 
simples, é idêntica á achada pelo methodo geral; para isso, mul-
tipliquemol-a por a2jS2SajS e virá 

p««(Bi S «(3 = (3«y S «13 + S «Py = V p«y S ap - Vap S apy. 

Applicando a fórmula (16) do n.° 62 aos quatro vectores cr, 3, 
Vap, y, teremos 

O = - yS(V«í3)2 - a S . V«p VPy + p S . V«P V«y + V«(3S«f3y, 

e, por ser 

S. V«(3V(3y = (32S«y —S«(3Spy, 

S . Vap Vay = Say Sa(3 - «2 S(3y, 

S. (VajS)2 = (S«|3)2 — a2|32, 

V pay S a(3 = - a S a|3 S (3y + |S S a(3 S ay + y (S a(3)2, 

virá, junctando as duas ultimas expressões, 

pa2p2S«p = ya2p2 - ap2S«y + p (2 Sap Say - «2Spy). 
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8 7 . Discussão da cubica fundamental. Pelo methodo de Ha-
milton chegamos á expressão symbolica 

ç 3 — 4 + m'q> — m = 0 , 

que se chama cubica fundamental. 
Representando por gi, as raizes da equação 

</3 — m''</2 + m'g — m = 0, 

podemos pôr a cubica fundamental sob a fórma symbolica 

(<f-9i)(<f-9*) ( ? - 0 3 ) = 0. 

Para que o vector desconhecido p seja parallelo a çp deve ter-se 

Vp9 p = 0 OU (f p = t f p , 

e a cubica fundamental transformar-se-ha em 

(x3 — m"x- + mx — m) p = 0, 

sendo x um dos valores g\, g%, que supporemos reaes e des-
eguaes. 

Terá portanto p um dos tres valores pi, p2, P3, que satisfazem a 

( ? - f f l ) p l = 0 , (çp—Í2)P2 = 0, (ç — g3)(3 = 0, 

e chamaremos ás direcções d'estes tres vectores direcções prin-
cipaes. 

Decompondo p segundo estas tres direcções, vem 

e = ypi+j/ 'p2+y"p3> 
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e operando sobre esta expressão por (9 — <71), (9 — ^2), (9-173) 
separadamente, 

(? - 01) ? = y ! '(ji - 91) P2 + y"{93 - 01) ?3 j 

(? - gi) p = y {91 - 9i) fi + y" Í9i - 91) f3 , 

( ? - 0 3 ) p = j / [gi-9i)h+y' (02-03)Pa) 

que indicam que a operação (9—gi) faz perder a p a sua com-
ponente segundo pj. 

Teremos ainda 

( ? - f f í ) ( T - f f s ) p = y ( f f i — ̂ a) Cfft — ̂ s)Pi j 

(? - 0i) (? - 03) p = y1 (9i ~ 9i) (02 ~ 93) p2 ; 

( ? - g\) ( 9 - s i ) P = y" [93 - gt) ( 9 3 - g\) p 3 ' 

logo, as direcções principaes serão dadas por 

( 9 - 0 2 ) ( 9 - 0 3 ) = 0 j 

( ? ~ 0 l ) ( ? — f f 3 ) = 0 . 

( 9 - 0 1 ) ( 9 - 0 2 ) = 0 ) 

quando as tres raizes <71, <73 forem reaes e deseguaes. 

88« Supponhamos porém que duas d'estas raizes são eguaes, 
por exemplo <71 = 02; operando por (9 —Si) e (9 — 03) sobre a ex-
pressão de p, teremos 

( ? - 0 l ) p = 0 ' ' (03-0 l )p3 . 

( ? - 0 3 ) p = (0 i -03 ) (yp i + y'p2); 
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n'este caso a direcção principal P3 será dada por (9 — <7i)p = 0, 
e qualquer vector, p', existente no plano de pi e pa satisfará á 
condição (9 — (73) p' = 0. 

Se as tres raizes g\, g%, g3 são eguaes, então qualquer vector 
no espaço é uma direcção principal, porque se tem sempre 

( 9 - 0 , ) p ~ 0 . 

8 9 - Quando a funcção 9 é conjugada de si mesma, as tres 
raizes são reaes e as direcções principaes formam um systema 
trirectangular. Supponhamos para o demonstrarmos que uma raiz 
é imaginaria e da fórma g\ + Zi1 /— 1, sendo / — l o imaginario 
da Álgebra, e representemos por P1 + <r, /— 1 a direcção prin-
cipal correspondente a este valor; teremos 

9 (p, + c, / = T ) = (9l + A1 / = T ) (p, + «T, / = T ) , 
que dá as duas equações 

?Pi = S f I f i - h J 

IFLTI = H1 P1 + 01 (T1) 

Operando por S-H1, S . p j , estas duas equações dão 

Scr19P1 = <7i SffJ pj — Zi1 U1
9 j 

) 9 

sPi 9*1 = Al Pia + Si SP1UJ ) 

d'onde, por ser ç conjugada de si mesma, se tira 

M P I S W H O ; 

ora, sendo pj e a, dois vectores reaes, esta equação só pôde ser 
satisfeita por A1 = 0, logo a raiz considerada não pôde ser ima-
ginaria. 

2 
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Por ser 

W l = S l P l . <PP2 = S2P2» <PP3 = 03P3. 
teremos 

Sçpiçpa = Sp2<p4pi = Spi<p4pa (*) 

SlS2SpiP2 = Sl 2 Spip2 = S24Spip2> 

que, sendo g\ e g2 differentes, só pôde ser satisfeita por 

Spjp2 = 0, 

que mostra ser pi _L P2- Analogamente acharíamos 

Spip3 = O, S p 2 P 3 = O; 

logo — as direcções principaes, sendo as raizes g\, g% des-
eguaes, e <p conjugada de si mesma, formam um systema tr i -
rectangular. 

Se porém duas raizes, g\ = <72. são eguaes, teremos 

Spip3 = O. Sp2P3 = O, 

mas nem sempre será Spi?2 = 0; logo, duas das direcções prin-
cipaes estarão em um plano perpendicular a p3 e podem fazer 
entre si um angulo qualquer. 

Se as tres raizes forem eguaes, então todas as direcções são 
principaes. 

(*) Pelo n.° 77 é 
S<pfl(pp2 = sp 2 í , ' (<pfi), 

e por ser <p' = tp virá 
Swiif t = s M l H i 

e por ser 
s W P f t = s W W i ' 

teremos também 
S<fPl?P2= S?l?2ft-
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9 0 . Sendo <p conjugada de si mesma e f j , pj, p3 as tres di-
recções principaes de p, a fórmula (16) do n.° 62 dá 

pSpip2p3 = piSpp2p3 + paSppspi + psSpfipa; 

e suppondo que estas direcções principaes sào vectores-unidades, 
substituil-as-hemos por i, j, k, e teremos 

— <pp = Igf1Sip +jg%Sj? + kg3Skf, 

fórmula que se presta a transformações que são de grande im-
portância nas applicações. 

91» Resolvida a equação vectorial determinaremos o quater-
nião desconhecido segundo se disse no n.° 7o. Muitas vezes porém 
a resolução de uma equação vectorial ou de um quaternião apre-
senta-se indeterminada, o que depende das condições expressas 
pela equação proposta. 

Iíamilton deu um methodo geral para a resolução de uma 
equação linear, cuja incógnita é um quaternião, e que é analogo 
ao da resolução de uma equação vectorial, chegando-se porém a 
uma equação do 4.° grau em vez da cubica fundamental. 

9 2 . Resolução de uma equação do 3." grau de quaterniões. As 
equações de grau superior no primeiro nào teem ainda sido re-
solvidas de um modo geral; apenas se sabem resolver alguns 
casos particulares. 

Apresentaremos, como exemplo, a resolução da equação do 
2.° grau 

g2 = qa + b, 

em que a e b são quaterniões dados e q é um desconhecido. 
Fazendo 

1 
ç = — (a + te + p), 
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sendo to e p o scalar e vector, não de q mas de um quaternião 
2q — a, teremos 

(to + p)2 + ap — p a = a 2 + 4ò2 , 

que, pondo-se 

Va = «, a 2 + 4ò2 = S (a2 + 4Ò2) + V(a 2 + 4Ò2) = c + 2 y , 

se transforma em 

(to + p)2 + 2 V a p = c + 2y. 

Operando separadamente por S. e V . , vem 

S (to + p)2 = to2 + p2 = c j 

V(tO + a ) o = y J 

A ultima equação dá, segundo o n.° 86, f M ^ , S(to + a )y S a y (to + a) p = y + — = y + 
' S(to + a) te 

d'onde se tira 

S(to + a)p = - ^ . 
w 

A solução anterior da equação vectorial pôde pôr-se sob a fórma 

top = («) + «)—1 (tOy + Say) = y + (to + (X) -1Vya, 
que dá 

to2p2 = - / - ( t o 2 - a 2 ) - l (Vay)2, 

e substituindo p2 por c — to2 

(tc2 - a2) (to4 - Ctvi + y2) - (Vay)2 = 0. 

Esta equação do 6.° grau em to e que tem a fórma cubica, 
sendo resolvida, dará o valor de to, que, substituído na expressão 
de p, determinará o valor d'este vector. 
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Por ser y 2 = — ( T y ) 2 < 0 , representando por y2 e — A2 as raizes 
reaes de to4 — ctc2 + y2 = 0, e fazendo a2 = — (Ta)2 = — t* e 
(Vay)3 = — m2, teremos 

/•(u>2) = (to2 - </2) (u>2 + A2) (to2 + Z2) + m2 = 0, 

que mostra ter /"(to2), em geral, tres raizes reaes e deseguaes: 
uma, tcj2 , positiva menor que g i ; outra, to2, negativa e algebrica-
mente maior que os dois números - A 2 e - I i ; e finalmente a ter-
ceira, u>32, negativa e menor que — A2 e - I i . 

As raizes da equação do 6.° grau serão portanto duas reaes 
e quatro imaginarias. 

Estes valores imaginarios de to dão para p quatro valores ima-
ginados, e podemos dizer que a equação proposta terá para q 
quatro valores também imaginarios. 

9 3 . Biquaterniâo. Vè-se que a resolução de uma equação de 
quaterniões pôde conduzir a soluções da fórma 

Q = J + ^ , 

sendo q e q' dois quaterniões reaes e 1 o symbolo imaginá-
rio de Álgebra. Este symbolo deve ser considerado um scalar, e 
portanto distincto do symbolo da raiz quadrada da unidade nega-
tiva empregado no calculo de quaterniões, pois que este representa 
uma linha real e considerado como factor não é commutativo. 

Á expressão anterior dá-se-lhe o nome de biquaterniâo. 
A egualdade de dois biquaterniões q + q' V — l e r + r' /—~1 

exige que se tenha separadamente 

q = r, q' = r ' , 

e portanto esta egualdade comprehenderá oito equações numé-
ricas ordinarias. 
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9-5. Em geral, um biquaternião pode ser decomposto em parte 
scalar e vectorial, porque, sendo 

<7 = t c + p , q' = w' + p ' , 

teremos 

Q = (to + to' V 7 ^T) + (? + ? ' V / ^ T ) = S Q + Y Q ; 

e como as partes scalar e vectorial são de fórma imaginaria po-
deremos por analogia designal-as por biscalar e bivector. 

Estas duas partes componentes de um biquaternião distinguem-
se em calculo por ser o biscalar (numero imaginario) commuta-
tivo quando factor, em quanto o bivector (ainda que uma linha 
imaginaria no espaço) não é, em geral, commutativa quando factor. 

Poremos também por analogia com os quaterniôes, 

K Q = S Q - V Q , 

exprimindo que o conjugado de um biquaternião é egual ao bi-
scalar menos o bivector d'este; e para um numero qualquer de 
biquaterniões teremos 

K n = I i K , 

tendo n e n' a mesma significação do n.° 53; e será 

Q K Q = ( T Q ) 2 , 

Q = T Q . U Q = U Q . T Q . 

9£5« Sendo dado o biquaternião q + r^—l, determinaremos 
a fórma x + y ^ — 1 do biquaternião que lhe é reciproco, 
(<7 + r 1 ) — p e l a s equações 

qx — ry = 1 1 

rx + qy = O ) 
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A segunda d'estas equações dá os valores 

x = — r-*qy, 

y = — q~1rx, 

que, substituídos na primeira, dão 

x= {q + rq—lr)~ 

y = -{r + qr~iq)-K 
Será portanto 

(q + r / 3 7 ) - 1 = (g + rg~l r)~1 - (r + qr~* q)~ 1 / 3 7 . 

9 6 ' Sendo Q = g + g ' / — 1 teremos 

( T Q ) S = ( g + g' / 3 1 ) (Kg + Kr/ / 3 1 ) 

= (gKg - q'Kq') + (qKq' + g'Kg) / 3 7 , 
e, por ser 

gKg = (Tg)2, n + n 'K = 2 S n e K ( K g ) - = ? , 

TQ2 = TGS _ Tgfi + 2S {qKq') / 3 7 . 

Ora, sendo 
Tg = Tg', S(gKg') = 0, 

teremos 
T(g + g ' / 3 1 ) = 0; 

logo o tensor de um biquaterniâo pôde ser nullo sem que os ten-
sores dos quaterniões reaes, que o compõem, o sejam. 

A condição SgKgf = O pôde ser substituída por K g ' = g~ 1 «, 
representando a o vector egual ao producto gKg', d onde, ope-
rando por K, se tira 

g' = - « K g ' - i , 
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que pelo n.° 29 se transforma em 

g' 
aq_ 

Tq2' 
que dá 

Tg' = ^ - , Ug' = - U a Ug. 

O biquaternião, cujo tensor é nullo, toma então a fórma 

q + qr \ f Z i = ? ( 1 _ Ua / ^ T ) = (í - Ua V ^ ) q. 

9 7 . O producto de dois biqualerniões pôde annullar-se sem que 
qualquer d'elles seja nullo. Com effeito, temos 

(q + q1 (r + r ' \/-Ã) = (qr - q'r') + (gr' + q'r) V ^ l , 

que, para ser um producto nullo, exige as condições 

qr = g'r', qr1 = — q'r. 

A primeira d'estas condições dá 

q1—1 qr = r ' , 

que transforma a segunda em 

qq'~1 qr = — q'r, 
donde se tira 

qq'~l fI = - f I ou (q'~'g)2 = — i. 

O producto q'~*q será representado pois por um vector-uni-
dade, p, e teremos 

g = g'p. 
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V * BKfè ' - '. ki? ^¾¾ 'mm 

89 
J * 

Este valor de q, substituído nas duas condições antecedentes 
e attendendo a que é P - 1 = — 3, transforma-as ambas em 

pr', 

e portanto os dois biquaterniSfes, que dão um producto nullo, 
podem ter a fórma 

e o seu producto serã 

- + (p - V /3T)r' + l)r' = 0. 
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Diffferenciação de quaterniôes 

9 8 . Definição de differencial. Em geral, as funcçôes analy-
ticas das quantidades complexas admittem uma derivada; assim, 
sendo dz o accrescimo dado à variavel z, e f[z) uma funcção 
dada, tem-se para expressão da parte principal do seu accrescimo 
f[z)dz. 

Quando porém a variavel é um quaternião, vamos ver que não 
acontece, em geral, assim. 

Seja 
r = Fq 

a expressão de uma funcção de fórma dada do quaternião varia-
vel q; definiremos differencial de r a relação 

{ 1 ) 

A = O 

representando-se por h uma quantidade numérica real que con-
verge para zero, e por dq um quaternião qualquer. 

Hamilton, depois de estabelecer esta definição, accrescenta: 
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«esta fórmula é evidentemente verdadeira (*) no calculo diffe-
rencial ordinário, e porque não involve o principio commutativo 
da multiplicação é justo que a estendamos, como definição, à dif-
ferencial de uma funcção de quaterniôes.» 

A fórma de dr será 
dr = f(q, dq), 

representando-se por f uma funcção dependente de F, homogenea 
e do primeiro grau em dq, que, em geral, se não pôde pôr sob 
as formas f{q)dq e dqf[q). 

99« Se em (1) substituirmos dq por r + s, sendo r e s dois 
quaterniôes, teremos 

, . F[q + h(r + s)]-Fq 
f(q, r + s) = hm 4 — 

A=O ft 

= ]im F(q + hr + hs)-F(q + hs) + ^ F (q + hs)-Fg 

A=O h A=O h 

= f(<l>r) + f(q, s). 

Podemos pois dizer que f(q,dq) é distributiva em relação a 
dq; e deduz-se também da expressão antecedente que, sendo x 
um scalar, é 

f(q + xr)=xf(q, r). 

1 0 0 . Sendo dado r = teremos 

d (?2) = I i m + h d ^ - I i
 = q . d q + d q . q 

A=O h 

(*) Se em vez dos quaterniôes q e dq tivermos os scalares x e dx e fi-
zermos hdx — h', a fórmula (1) torna-se em 

F (x 4 - h') F r 
d F (ar) = Iim 1 ^ J dx = F' (ar) dx. 

h'=0 

(**) Atteudendo a que dq representa um quaternião, podemos suppri-
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Esta expressão não se pôde pôr sob a fórma r'dq sem que r' 
dependa ao mesmo tempo de q e dq. 

Para r = — teremos 
9 

1 1 

i b . lim ( - - J i - . 1 ) . - - L l i i - L 1 
A = O h A = O \ q + hdq q/ q q 

que também se não pôde pôr sob a fórma r'dq. 
Vô-se, pois, pelo que fica dicto, que uma funcção de quater-

niões não tem derivada, o que é devido a não ser n'este calculo 
a multiplicação uma operação commutativa. 

1 0 1 . Sendo r = r' + r ' ' + r ' " + . . . e r', r " . . . funcções de um 
mesmo quaternião variavel, e se tomarmos para todas o mesmo 
augmento d'este, teremos 

dr = dr' + dr" + dr"'+ . . . , 

que indica ser a differencial de uma somma egual á somma das 
diíferenciaes das parcellas. 

Decompondo r na sua parte scalar e vectorial, teremos 

dr = d S r + d V r = Sdr + Vdr , 
que dá 

d S r = Sdr, d\r = \dr; 

e tomando o conjugado de r, teremos, por ser Kr = Sr — Yr, 

d K r = d S r - d V r = KSdr + KVdr = K d r ; 

logo — os symbolos S, V, K são commutativos com d. 
mir o signal de multiplicação e além d'isso substituir (dq)2 por dq7-, que se 
não deve confundir com d(q*). 
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1 0 2 - Definição de differencial de uma funcção de quaterniões. 
Se F depender de muitos quaterniões variaveis em vez de um só, 
teremos por definição 

i W („, f . . . . ) - Iin1 F ( , + M 9 . + M i ' + . . . ) - F ( , . , ' . . . . ) 
h=O " 

= /"(?, q', ..., dq, dq', ...), 

sendo f uma funcção dependente de F, homogenea e do l .° grau 
em relação a dq, dq', .... 

Tendo-se 
r = qq' q".. ., 

será 
dr = dq q' q". . . + qdq' q". . . + qq' dq".. + 

No caso de a, b, c, . . . se considerarem quaterniões constan-
tes, e q, q', q'1, . . . quaterniões variaveis, teremos 

d(aq) = adq, 

d (qb) = dqb, 

d(aqbq'cq''...) = adqbqcq" ... + aqbdq'cq" ... + ...; 

differindo estes resultados dos do calculo differencial ordinário 
em que cada factor deve ser differenciado no seu proprio logar. 

Sendo 

r 9 

Y ' 
leremos 

q = q'r, dq = dqr + q'dr, 
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d'onde se tira 

dr = —(dq d q ' q , 
? \ g g'/ 

1 
que, fazendo-se g = í, dá o resultado já achado para r = —. 

1 0 5 . Differenciaes de tensores e versores. Por ser Tg2 = gKg, 
teremos 

2 T g d T g = d g K g + g K d g = 2SKgdg; (*) 

Tg2 . mas, por se ter Kg = , virá 

dTg = s r f g 
Tg g 

ou (**) 
(ZTg = SUg-1CZg. 

Substituindo o quaternião g pelo vector p, as ultimas expres-
sões dão, attendendo a ser UKp = - U p , 

dT? dp 
Tp p ' 

dTp = - S U p d p = S ^ - . 
Up 

De 
g = Tg . Ug 

(*) É qKdq = K (dqKq), logo virá 

dqKq + K(dqKq)=2S(dqKq) = 2S(Kqdq). 



tira-se 

que dá 

d'onde 

U q q 

Para um vector o tem-se 

9 5 

dq = dTq. Uq + TqdUq, 

dq dl q ^dUq 
q Tq Uq' 

dUq dq sdq = ydq 

dup dP 

U p - v p ' 
que dá 

^ u p = - U p M w . 

1 0 4 . DE 

d (q%) = dqq + qdq 
tira-se 

d (9
2) = ZSqdq + V [dqq + qdq), 

e, pela decomposição de q e dq em scalar e vector, 

d (g2) = 2Sqdq + 2Sq.\dq + 2Sdq. Yq. 

Applicando esta fórmula ao quadrado de um vector, teremos 

d(p2) = 2 S p d p . 

I \ V PdC V Pri5" JfT IT vPd? (*) -TT- = v T T = - v T l ' d u P = - u P - ^ T -
L P P I P - I P I 
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De 

d ( ± ) = - ± d i - L 
V 9 / 9 9 

tira-se para um vector inverso 

d ( p - i ) = _ V ( p - i d p r i ) , 

que pela fórmula (13) do n.° 60 se transforma em 

Achar-se-hia também facilmente 

( 7 ) -
4 s i . p* p 

103. Diferenciações successivas. Applicando ás differenciaes 
já obtidas o processo que acabamos de apresentar, obteremos as 
differenciaes de ordem superior á primeira. 

Assim, de 

d (</s) = dqq + qdq 
tira-se 

dl (qr4) = d^qq + 2d</s + qd*q, 

D3 (?2) = D3QQ + Stfqdq + Sdqdi
q + qd\ 
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E no caso de um vector teremos 

d(p2) = 2Spdp, 

tI i (p2) = 2 dp2 + 2 S p d* p, 

d3 (p2) = 6Sdpd 2 p + 2Spd 3 d, 

Se a variavel independente tem o seu augmento constante, os 
cálculos de differenciação tornam-se muito mais simples, porque 
serão nullas as differenciaes da variavel que forem de ordem su-
perior á primeira. 

1 0 6 • Quando a funcção F de quaterniões tem como variavel 
só um scalar to, então a definição dada de differencial dá o re -
sultado da fórma ordinaria 

d F (to) = F ' (to) dto, 

apparecendo aqui dw como um factor com o coeíficiente F'(to), 
que se pôde chamar funcção derivada de F. 

Se um vector p é considerado como uma funcção dada, F(<), 
de um scalar variavel t, a sua extremidade descreverá, em geral, 
uma curva no espaço e teremos 

dp = d F (í) = F' (!) dl = p 'dl, 

sendo p' um novo vector tangente á curva na extremidade de p e 
tendo o seu comprimento egual á unidade se t denotar o com-

7 
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primento do arco da curva medido de um certo ponto fixo; e 
como uma segunda differenciação dá 

d*p = d*F(l) = F"(í)d< = p"d<, 

chamaremos a p" o vector de curvatura. 
Nas questões de Mecanica podemos chamar a p vector de po-

sição, a p' vector da velocidade e a p' vector da acceleração. 

107- Serie de Taylor. No caso de ser constante o augmento 
dado a um quaternião ou vector variavel, a serie de Taylor pôde 
ser applicada a uma funcção de quaterniôes; assim, teremos 

1 1 
f(q + xdq) =fq + ccdfq + — xWfq + xhfifq + . . ., 

que podemos escrever symbolicamente 

Com effeito, pela definição de difíerencial o quociente differen-
cial 

dfq _ Hm f{q + xdq)-fq 
dq j=o xdq 

em que x é um scalar variavel e dq um quaternião arbitrario 
dado e podendo ter um tensor qualquer, dá, suppondo o limite 
finito e tendo x um valor pequeno, que consideraremos de pri-
meira ordem 

]im f{q + xdq)-fq-xdfg ^ 
J = O X 
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e o numerador d'esta expressão deve ser considerado de uma 
ordem superior á primeira. 

Em geral, sendo diq=0 e considerando finitas as differenciaes 
successivas de fq até á ordem n, a expressão 

«n = f{q + xdq) - fq - x d f q - - — d t f q - . . . - — dnfq 
1 . a 1 . 2 . . . « 

será relativamente ao scalar x de uma ordem superior a n; ou, 
fazendo-se 

d _ D 

dx 

teremos não só sn = 0, mas também 

Dsn = O, D2Sn==O, . . . Dns„ = 0, 

quando fôr x = 0. 
Logo, annullando-se x depois das differenciações, teremos 

D f(q + xdq)=dfq, D f(q + xdq) = d* fq, .. • J 

D nf(q + xdq) = dnfq, 

porque se tem 

D f(q + xdq) = Iim 
f(q + xdq + hdxdq) — f (q + xdq) 

A = O Iidx 

= Iim 
A ' = 0 

f(q 4- xdq + bidq) — /*(</ + xdq) _ df(q + xdq). 

suppondo que d opera só sobre q e não sobre dq nem x, e ana-
logamente para as outras ordens superiores. 



1 0 0 

Fazendo então x = 0 depois das differenciaçôes, vê-se que os 
primeiros n quocientes differenciaes do polvnomio Sn tomados em 
relação a a: se annullam, ou que, sendo x de primeira ordem, 
será sn de uma ordem superior a n. 

Para fq = g2 teremos 

ilfq = dqq + qdq, 

d 2 /g = 2dg 2 , 
e portanto 

(q + xdq)% = g2 + x (dqq + qdq) + Xi dq2. 

Para fq = g3 teremos 

dfq = dgg2 + qdqq + gs dq, 

( f l f q = Zdq1H + 2(/(V + 2<%dg, 

d 3 /g = 6dg 3 , e 

(q + xdq)3 = g3 + X (dqq2 + qdqq + qidq) 

+ Xi (d(f-q + qdq* + dqqdq) + Xsdq3. 

Í 0 8 . Differenciação de uma funcção de funcção. Seja 

r~ÍP e p = ?q; 

a definição de differencial dá 

« m r w s + m - f M ) < 

h=0 n 

d p - i n -
A=O h 
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Fazendo 

9 (q + hdq) = yq + hl [h, q, dq) = p -f h •]•„, 

teremos 

•}o = ty (O, q, dq) =d<pq = dp, 

e portanto será 

r f r - r f f l n ) - l i m f [ P + 1 f i - f P = d Í P . 
A=O h 

Obteremos pois o mesmo valor para dr (que deve ser um qua-
ternião) quer diferenciemos r como uma funcção ( f ) do quater-
nião p, que é uma funcção (<p) de outro quaternião q, quer dif-
ferenciemos r immediatamente como uma funcção composta (/"<p) 
do ultimo quaternião q. Podemos exprimir symbolicamente este 
resultado por 

d f ( r l ) = d(fy)q. 

1 0 9 . Differenciação de uma funcção implícita. Se q c r forem 
dois quaterniôes variaveis e f uma funcção de fórma conhecida, 
a equação 

f(q,r) = 0 
dará 

df{q,r) = 0; 

e esta ultima equação conterá as differenciaes dq e dr e será uma 
funcção homogénea e linear d'ellas. 

Resolvendo então esta equação, obteremos o valor de uma das 
differenciaes expressa em funcção de r/, r e da outra. 

I t O . Exemplo. Como exemplo do emprego de calculo diffe-
rencial damos a seguinte applicação gcometrica: procurar o ve-
ctor que é a mais curta distancia entre duas rectas dadas. 
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Sejam as equações das rectas dadas (n.° 16) 

p = a + ícp, p '=-a ' + a / p ' ; 

teremos para expressão do comprimento do vector, que une dois 
pontos d'estas rectas, 

T ( P - P % 

e para que elle seja minimo a condição 

d T ( p - p ' ) = 0, 

que, pelo n.° 102, se transforma em 

S M = 0 . 
P - P ' 

Esta expressão pôde ser transformada em 

s (p-PViP-PO=O, 

que, pela substituição de </p, í/p' dados pelas equações das rectas, 
se torna em 

S (p — p') ($dx — $'dx') = 0; 

e porque x e x' são independentes vem 

S ? ( P - P ' ) = 0 j 

S 3 ' ( p - p ' ) = 0 ) 

logo, o vector (p —p*), que é a mais curta distancia entre as 
duas rectas, é-lhes perpendicular e portanto parallelo a V £ 3 ' 
(n.° 44). 
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Tem-se então 

• + ^ - « ' - « ^ ' - y V P Ê ' , (a) 

e, operando por S 3 3 ' sobre esta expressão, 

S. (« - a') = y S. 3 3 ' V 3 3 ' = y (V33')2> 

que dará o valor de y; teremos portanto 

e tomando os tensores 

Para determinarmos os vectores das extremidades da menor 
distancia entre as duas rectas, teremos, operando sobre a equa-
ção (a) por S . 3 e S . 3 ' , duas equações que darão os valores de 
x e x' correspondentes. 

111. Definição do operador SJ. Hamilton introduziu o sym-
bolo definido pela fórmula 

. d . d ^ d 
dx dy dz 

como uma característica de operação effectuada sobre um scalar, 
vector ou quaternião, considerados como funcção de tres scalares 
independentes x, y, z. 

Assim, operando por V sobre o vector 

p = it +ju + kv, 
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em que t, u, v são funcçôes de x, y, z, teremos 

ZdtAu dv 
v ( . < + , » + * » ) - -

/dv dw\ . / d f dv\ Zdu dt\ 
\dy dz) \dz dx/ \dx dy J 

Considerando x, y', z' como tres novos scalares variaveis e in-
dependentes, podemos pôr 

i • d . . d t l d 

e combinando-o com V v ' r á 

/ d 2
 + d 2 d 8 

\dxdx' dy dy' dzdz 

dy dz' dz dy') \dz dx' dx dz1/ \dx dy' dy dx'/ ' 

Esta ultima operação refere-se pois a uma funcção de seis 
scalares x, y, z, x, y', z'. 

Tem-se também 

dx 2 di/2 d s 2 / ' 

que, applicada a um quaternião, u, funcção dos scalares x, y, z, 
dá a fórmula importante 

d 2v ^ d2v ^ d2v 

d x 2 dyi dz2 
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A inspecção (Testas fórmulas mostra a ligação que o calculo 
dos quaterniões tem com a Physica Mathematica. Assim, se v re-
presenta a temperatura de um corpo solido no ponto, cujas co-
ordenadas rectangulares são x, y, z, o symbolo — Vv represen-
tará o fluxo do calor n'este ponto. Se v é o potencial de um svs-
tema de corpos, que se attrahem, ou a somma das suas massas 
divididas respectivamente pelas suas distancias a um ponto varia-
vel (x, y, z), então SJv será um vector representando em gran-
deza e direcção a força acceleratriz n'esse ponto, produzida pela 
acção dos corpos do systema. E, se v é uma funcção scalar das 
tres coordenadas rectangulares x, y, z, o symbolo repre-
sentará um vector normal á superfície, que tem por equação 
v = const. 

FIM. 

2 
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