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Sir William Rowan Hamilton comegou em 184% a tractar nos
Philosophical Magasine, Irish Academy Transactions e Irish Aca-
demy Proceedings, um novo calculo, a que deu o nome de Methodo
ou Caleulo de quaternides.

Em 1853 publicou as Lectures on quaternions, e n’ellas expli-
cou e justificou o caminho e as consideracdes que o levaram a
formar o seu calculo e fez a exposicio da sua theoria. Continuon
ainda depois a publicar em differentes jornaes applicagdes dos
quaternides a diversas questdes mathematicas, e finalmente logo
depois da sua morte appareceram os Elements of quaternions, que
constituem um compendio de toda a theoria do calculo dos qua-
ternides e conteem um grande numero de applicagdes.

Em Inglaterra, Allemanha e America foi este novo caleulo tao
bem recebido, que muitos auctores se teem dedicado a elle, es-
crevendo livros e artigos em differentes jornaes com o fim de
apresentar simplificacdes e augmentar o campo das suas applica-
¢oes.

M. G. Bellavitis com o caleulo das equipollencias pode dizer-se
que estabeleceu o calculo dos factos geometricos em um plano, e
seria natural portanto procurar estabelecer o calewlo dos factos
geomelricos no espaco. Atlingiu este fim Hamilton apresentando o
calculo dos quaternides.
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As maiores difficldades que este novo calculo apresenta sio
devidas a que as regras do caleulo algebrico ordinario nio sio
sempre applicaveis, emquanto que o sdo no caleulo das equipol-
lencias.

Ainda que os quaternides se ndo appliquem vantajosamente a
todos os ramos das Mathematicas, introduzem porém em alguns
d'elles uma grande concisiio e dao ds suas solugdes um manifesto
caracter intuitivo.

Attendendo & novidade (entre nés) do assumpto e & sua im-
portancia, resolvemos escolher para dissertagdo inaugural, a que
por lei somos obrigados, a exposigio elementar dos principios do
calculo dos quaternides, reservando para mais tarde o fazer a sua
applicagiio & Mecanica.

N'esta exposigio, em vez de seguirmos exclusivamente o ca-
minho analytico ou o geometrico, adoptamol-os conjunctamente,
por nos parecer que damos assim mais simplicidade e clareza a
interpretaciio dos resultados.

Dizemos tambem alguma cousa relativamente 4s propriedades
das operagdes, limitando-nos porém ao que julgamos indispensavel
para o estudo que temos em vista; e ndo tractamos do calculo
das variagdes de quaternides, dos integraes de funcgdes de qua-
ternides e das funcgdes exponenciaes, em que os expoentes sdo
quaternides, e por meio das quaes Hamilton definiu os logarithmos
de quaternides, por exigirem uma grande extensio que nem sem-
pre péde ser feila elementarmente, e mesmo porque sio assum-
ptos que ainda ndo estio completamente assentes.

Coimbra, junho de 1884%.
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Propriedades das operagses

1. Operagdo ¢ o acto que transforma um phenomeno em ou-
tro, correspondendo uma combinagdo de operagdes a uma suc-
cessio de phenomenos.

As operagdes podem ser simples ou complexas: as operagdes
[undamentaes de Algebra sdo simples, e as construcgdes geome-
tricas sio complezas. Em geral estas ultimas podem ser decom-
postas em operagdes simples e as theorias que tractam d'esta de-
composigio designam-se por theorias analyticas. As theorias fun-
dadas no emprego de operagdes complexas sio denominadas theo-
rias syntheticas.

Abstrahindo dos effeitos reaes das operacdes e do modo por-
que se executam, reconhece-se que ellas apresentam certas pro-
priedades geraes e que podem ser chamadas propriedades com-
binatorias.

Empregaremos, para indicar operagdes, signaes differentes dos
que se usam em Algebra, segundo fez Grassmann; assim os si-
gnaes ~~ e 1 indicardo duas operacdes differentes uma da outra e

a—~b

a operaciio que resulta da combinagdo do objecto a com outro b.
i
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9, Quando dois objectos se podem substituir mutuamente em
uma operaglio sem que o seu resultado seja alterado dizem-se
eguaes, e a operagio em que se faz uma tal substitui¢do chama-se
uniforme.

A uniformidade de uma operaglio exprime-se por

sendo
a=a', b="V.
Uma operagio diz-se commutativa quando o seu resultado se
conserva o mesmo pela mudanga de logar dos seus objectos, e
esta propriedade exprime-se por

b=l cseeiinirens (B)

Chama-se associativa uma operaglio que, resultando de uma
serie de combinagdes de qualquer numero de objectos, da 0 mesmo
resultado, qualquer que seja a ordem porque se effectuem estas
combinagdes; péde exprimir-se esta propriedade por

a~b~c=a~(b~c)=(a~b~e..... (3

Uma operagiio ~ diz-se distributiva em relagdo a outra 1 quando
se tenha a relagio

(@atd) ~e=(a~e)t(b~e)
B¢ P e DDA I el atitee< b ame £ vos (8)
a~(bte)=(a~b)t(a~c).
Se a primeira operacio é commulaliva teremos

a~c=c—~aeb—~c=c—~b

(@th) ~e=c~a)tfe~b)j=c~(ath),..... (5)
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que indica ter logar a propriedade distributiva em relacio a ambos
os termos da operacio. Exprime-se esta circumstancia dizendo
que a operaglio ~~ & completamente distributiva em relacio 4 ope-
ragio t; quande porém se ndo der esta circumstancia, a opera-
¢lio ~ dir-se-ha parcialmente distributiva em relagio ao primeiro
ou ao segundo termo.

3. Se representarmos por r o resultado da operacio a — b,
chamaremos operagao inversa de —~ a operagio que serve para
determinar um dos dois objectos, considerado desconhecido, por
intermedio do resultado e do outro objecto, considerado conhecido.

A operagiio directa sendo commutativa terd uma s6 operagio
nversa, de contrario havera duas operacdes inversas distinctas
relativas ao primeiro e segundo objecto.

No primeiro caso, indicando a operagio unica inversa de ~
por s (combinado inversamente com J» teremos

a=rb b=r_ a,

e no segundo, indicando as epera¢des inversas relativas ao pri-
meiro e ao segundo objecto por - e w,

b=r._a, a=rwh. .c.ooveeinens (6)
Substituindo na primeira d’estas ultimas expressdes o valor de
r, leremos
Bkl D) s By arkinge alabiniat ol o (7)
e, substituindo em a —~ b =r o valor (6) de b e mudando depois
rem b,
a~(b_aj=b...oco.vvvueen. (8)

Analogamente se acharia em relagio & segunda expressio (6)

@~bwb=a, (@awh ~b=a,........ (9)
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e estas expressdes podem servir para definir as relagdes que ha
entre as operagdes imyersas.

Se a operacio directa ¢ commutativa, as relagdes (9) estdo
comprehendidas em (7) e (8).

As propriedades das operages inversas dependem das proprie-
dades das operagdes directas.

Quando as inversas de uma operagio sio uniformes diz-se que
a. operagiio ¢ completamente uniforme.

A. Da propriedade associativa de uma operagio resultam-lhe
outras propriedades importantes, que vamos indicar.

Chama-se modulo de uma operagio um objecto m que com-
binado por essa operaglio com outro da este ultimo; teremos por
definigao

B A= s ons- Fainmie sinh as (10)
Sendo ~— uma operagiio associativa, teremos

a~(m~b=(@ > m)~b=a~b

e sendo completamente uniforme

Ora, como por definicio é b~ m=2b, segue-se que a proprie-
dade do modulo subsiste tanto para quando elle seja o primeiro
como o segundo termo da combinagdo; isto é, a operaglio entre
o seu modulo e um objecto qualquer é commutativa.

As operagdes inversas de — dio

a—m=(m~a)—m=a, avm=(ma)wvm=a,.. (12)

que mostram que o modulo combinado pelas operagdes inversas
com um objecto reproduzem este.




De

(@a~m)—a=m=a—a.......... (13)

deduz-se que o modulo de uma operagio ¢ dado pela combinagio
respectivamente inversa de um objecto com o mesmo objecto.

8. Chama-se objecto reciproco de outro, a, o resultado da

operacdo inversa m - a e representa-se por a. Como é

a~a=a~(m_a)=m..........(1%)

teremos um outro modo de determinar o modulo de uma operacao.
Se a é reciproco de a, inversamente a seré o objecto reciproco
de a; com effeito, o reciproco de a serd por defini¢io

r=m-_—a,

e como ¢ tambem (1%)
a~ T=m,
teremos

aﬁ(Er‘- x)=a—~m,

e, sendo associaliva a operacio —,

[a~(m—a)] ~z=m~z=a~m;

logo

=M\ ad=4a.
‘Por ser

a~a=a~(m_a=m=a~a......(15)

vé-se que a operaglo entre objectos reciprocos é commulativa.
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6. A introducglo dos objectos reciprocos pode transformar as
operagdes nas suas inversas. Com effeito, tendo-se

a b=z,
serd por defini¢io
a=b~a;

e sendo — associativa
b.f“\a=:bf‘\b:];“‘\x=$'

logo a operagiio inversa a_ b transforma-se na directa b — a.
Teremos reciprocamente

Como ¢
a~z=0b~z)~z=b
e portanto

.?J=bx._/ﬂ,

vé-se que a-_ b e b-_ a sdo resultados reciprocos.
Das relagdes anteriores deduz-se facilmente que a_beb—~a
slio reciprocos de a — b.

7. Quando tem logar a propriedade distributiva podemos de-
duzir as consequencias seguintes.

Seja m' o modulo da operagio t e a o objecto reciproco de a
em relagio a esta operagdo, teremos

(@ata)~e=(a—~c) t(a~e)=m~c;

e sendo ~ uma operaciio que dé m' ~ c=m/, teremos

(@a~¢)t (@ ~¢)=m',




que d4, designando por | uma operaclio inversa de t,

Er\c:m' ¢ :ar\c)=ﬂf"'\l;”,-------- “7}

isto &, que em relagiio 4 opera¢io t a ¢ é reciproco de a ~ ¢.
Achar-se-hia analogamente, suppondo que a mesma operagdo —
diga—m=m,

Pt PR SR a i .. (18)

Se a operaglio — & r.'omplut;lmentc distributiva ter-se-ha, at-
tendendo a (17) e (18),

(@ata)~(bth=m ~m=m=(@a~b)t(a ~b),

d'onde se tira

a~b=m|(a~b=a~b ........ (19)
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Vectores e sua composigiio

8. Vector. A linha recta que une dois pontos A e B, repre-
sentando o caminho que um ponto movel seguiria para ir da po-
sicho inicial A & posicdo final B, chama-se veclor do ponto B
com m:iyml em A (the vector of the point B, from the point A)
ou mais concisamente vector.

Como esta linha tem um comprimento e direcgiio definidos no
espago dependera de tres quantidades numericas, uma correspon-
dente ao seu comprimento e duas & sua direccdo.

A linha assim definida serd representada symbolicamente por

AB, escrevendo-se primeiro a lettra indicativa da origem.

O vector AB pode ser considerado como representando a dil-
ferenca gi’{lm'l,tl‘ild entre a posicio no espago do ponto B e a do
ponto A, e n'este sentido deu-lhe Hamilton o symbolo B — A, em
que o signal — tem a significacio ordinaria de Algebra, e pelas
lettras B e A se indicam as posigdes respectivas dua pontos B e A,
E, como a posi¢io de qualquer ponto no espaco depende de tres
quantidades numericas, tambem o symbolo B— A dependera de
tres numeros.

Diremos portanto que o ponto A ¢ levado & posicio B pelo
vector AB, ou que a differenca de posicio no espago do ponto B
em relacio a A é o vector B— A.

A
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9. A significagio dada a um vector ¢ muito differente da que,
em geral, tem um raio-vector; este ¢ caracterisado por uma sd
quantidade numerica, que di o seu comprimento, em quanto o
vector para ser determinado exige o conhecimento de tres: uma
que exprima o comprimento (raio-vector) e duas a sua direcciio.

Alguns geometras teem dado ao que chamamos vector o nome
de linka dirigida por ser a direc¢gio um dos elementos essen-
ciaes da sua defini¢io.

Por simplicidade representaremos um vector por uma lettra
grega pequena, € por isso os tres symbolos de um mesmo vector

AB, B—A ¢ «
podem ser considerados como equisignificantes.

10. Vectores eguaes. Os vectores que teem o mesmo compri-
mento e a mesma direcgdo no espaco (parallelos e com o mesmo
sentido), dependendo evidentemente das mesmas tres quantidades
numericas, podem ser chamados eguaes e representados pela mes-
ma lettra. rarrete

Indicando a egualdade entre os dois vectores AB e CD pelo
signal =, teremos

AB=CD =gq,

que mostra ter o signal =, que liga dois vectores, uma significa¢io
mais ampln qltc em ;\.|gt'hrﬂ, ]ll‘lrt{lll‘! l’UmprL‘]ll.llldl!rE'l tres L’l]lli!-
¢bes numericas ordinarias ligando as quantidades que os definem.

11. Addicao e subtracio de vectores. Considerando tres pontos
A, B, C no espaco e para maior generalidade ndo existentes em
uma mesma linha recta, como o resultado da vecedo de um ponto
movel da posicio A a B e depois d’este ponto a C equivale a
uma veegdo unica de A a C; e como, considerando os vectores
como differengas de posicies, a differenca das posicdes de C e A
equivale evidentemente a tomarmos a differenca da posigio de B




10

em relaglio 4 de A e depois a de C em relaglo a de B anterior-
mente achada; podemos por

AB+BC=AC
ou

(B—A)+(C—B)=C—A,
e em geral para um numero qualquer de pontos

AB+BC+CD+... -t YIRAT

ou

(B—A)+(C—B)+(D—C)+ ... +(Z—Y)=(Z—A).

Indicamos pelo signal + esta combinaclio successiva de vecgdes,
e & operaclio pela qual se obtem a vecglio resultante equivalente
daremos o nome de addigio de vectores.

Se os differentes vectores que quizermos addicionar tiverem
posigdes diversas no espago, tomaremos para origem de vectores
respectivamente eguaes a cada um d’elles a extremidade do ante-
cedente, formando-se d'este modo uma linha polygonal. A addi-
¢lio de vectores indica portanto uma composicio de vecgdes analoga
& composi¢lio das forgas e velocidades simultaneas em Mecanica.

12. Se o ponto C coincidisse com A teriamos
AB +BA =AA =0,

representando pelo symbolo 0 um vector nullo.
Definiremos o signal — pela relagio

BA=—AB (»),

(%) Ao vector de comprimento egual ao de outro mas de direecio op-
posta (parallelos e de sentidos contrarios) deu Hamilton o nome de revector
(de revehere).
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que mostra que este signal applicado a um vector lhe inverte o
sentido.

A expresslio dada pelos tres pontos A, B e C pide entlo es-
crever-se

AC=AB—CB,

e & operacio pela qual obtemos o vector resultante AC pela com-
binacdo indicada pelo signal —, e que é inversa da addigdo,
daremos o nome de subtracgdo.

E vé-se que a subtracgiio de vectores se reduz & addigao logo
que invertamos o sentido da direc¢do dos vectores affectados do
signal —.

15. Se os vectores que queremos addicionar sdo parallelos,
entdo o veclor resultante péde ser representado por um d'elles
multiplicado por uma quantidade numerica, que, em geral, péde
ser commensuravel ou incommensuravel, p-:)qllna ou negativa.

Assim, para tres pontos A, B, C, collocados em linha recta,
teremos

BC =z AC,

sendo £ um numero; e, tomando na mesma direc¢io de um ve-
ctor « um vector de comprimento egual & unidade, que repre-
sentaremos por 24, ¢ sendo a o comprimento de a, teremos

=aay.

14. Decomposicao de vectores. Os veclores existentes em um
mesmo plano chamam-se coplanares, e os que teem uma mesma
origem coiniciaes.

Para representarmos que 1r4,s vectores a, B, y sdo coplanares
poremos, segundo Hamilton, y | a, 3.
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Supponhamos dados (em comprimento e direcgdo) dois vecto-
res coiniciaes e nio parallelos
OA=a, OB=3, fig. 1, e con-
sideremos um terceiro OP copla-
nar e coinicial com « e 3; te-
remos, tirando-se PQ parallela-
mente a OB,

A OP = 0Q + QP

e, por ser n.° 13,
00 =z0A, QP =yOB
m‘=£a+y3.

Supponhamos agora que sejam dados os tres vectores coiniciaes
e nio coplanares OA =g«, OB =3, OC=1y; para um vector
OM =g, tirando MP parallelamente a OC, teremos

OM = 0P+ PM
logo
p=xatyd+sy.

Como os pontos P e ) sio determinados, segue-se que a de-
composigio de um vector segundo duas direcgdes ou tres niio co-
planares s6 se pode fazer de um unico modo.

Um outro vector g/, com a mesma origem de g, seria decom-
posto segundo a, 3 e y pela expressdo

PF ke x!a + yia + zr'r‘;

e a relacio p'=p envolveria evidentemente as tres equagdes or-
dinarias z=2/, y=y', s=17.
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No caso de a, § e ; estarem em um mesmo plano, qualquer
d’elles se poderia exprimir em [uncgdo dos outros dois, e por-
tanto teriamos em p'=p apenas duas equagdes numericas distin-
ctas, se g e p' além d'isso estivessem tambem no plano de a, 3 e y.

Se estes tres vectores lorem vectores-unidades (vectores de com-
primento egual & unidade) e perpendiculares entre si denotal-os-
hemos por i, j, k, conforme fez Hamilton, e teremos para ex-
pressdo geral de um vector em funccio d'elles

p=axi+y +zk

e do seu comprimento

13. Propriedades da addigdao de vectores. Como os vectores
eguaes dependem das mesmas quantidades numericas, a substi-
tui¢io na addi¢io de vectores de alguns ou de todos estes por
outros que lhes sejam eguaes ndo alterard o resultado, e portanto
esta operaglio serd uniforme.

A figura 1 mostra ter-se

OP =00Q + QP = OR + RP = QP + 0Q;

e, como os pontos P e Q podem ter qualquer posigiio, teremos
sempre a relagiio

G'.+_3-=$+R|

que exprime ser a addi¢do de dois vectores uma operacio com-
mulativa, e esta propriedade facilmente seria estendida ao caso
de se ter um numero qualquer de vectores.

Considerando quatro pontos no espago A, B, C, D teremos

AD=AB+BD=AC+CD, BD=BC+CD, AC=AB+BC,
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logo

AB+ (BC+ CD)=(AB+ BC) + CD;
ou para tres vectores quaesquer
at(3+y)=(2+8)+7.

que exprime ser a addi¢io de veclores uma operagdo associativa.
A subtracglio de vectores terd estas mesmas propriedades como
operacio inversa da addicao.

16. Equacaes vectoriaes. Pelo que se disse no n.” 13, a equacio
de uma recta tirada parallelamente a um vector dado 2 e tendo
a mesma origem serd

p=x3,

representando por  um numero indeterminado que serd tomado
para variavel, porque a cada valor particular que lhe dermos te-
remos um vector correspondente.

A equacio de uma recta tirada pela extremidade de um ve-
ctor o e parallelamente a outro § seri

p=a+z3.

Das tres equagdes numericas comprehendidas n'estas duas ul-
timas equacdes vectoriaes, uma deve servir para eliminar a in-
determinada z, e portanto a equacdo de uma linha recta vem a
depender de duas equagdes ordinarias distinctas.

A equagio de um plano tirado pela origem de dois vectores
coiniciaes dados, «, 3 e comprehendendo-os é

p=xatyB,

sendo x e y dois numeros indeterminados.
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A equacdio de um plano tirado pela extremidade de um vector y
e parallelamente aos dois «, 3, &

p=-;-+.ra+y;3.

Estas duas ultimas equacdes yeem a depender de uma s6 equa-
¢do numerica, porque as duas outras que ellas comprehendem
serviro para eliminar as duas indeterminadas.

A equacdo

p==zat+yp+zy

representard para cada valor determinado das quantidades 2, y, =
a equagdo de um ponto; e considerando-as variaveis indetermi-
nadas representara todo o espago e apenas um determinado es-
pago se tiverem de satisfazer a condigdes especiaes.

17. Em geral, a equaciio
p=patpa+p'a'+t ... =3pa,
em que a, &', &', ... sdo vectores dados, e p, p', p", ... quan=
tidades numericas, pertencera a uma linha se estas quantidades
dependerem de uma s6 variavel independente, a uma superficie
se dependerem de duas, e a um volume se dependerem de tres.

Poderemos pdr no primeiro caso, sendo ¢ a variavel indepen-
dente,

p=2(0)
no segundo, sendo ¢ e u as variaveis independentes
p=p(tu)

e no terceiro, sendo (, u e v as variaveis independentes

¢ =gt u,v),

|
_-_. —
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18. Sendo « e @ dois vectores coiniciaes, o vector p que une
as suas duas extremidades serd expresso por § —a, e a equagio
da recta que tem a mesma direcciio serd

p=ataz@—a)

pt(z—1)a—zp=0.

Esta equaclio pode ser escripta sob a [orma
pptpatp'p=0,
junctando-lhe a condigio

ptp+p'=0.

Considerando os tres veclores coiniciaes ¢ niio coplanares a,
B, y» 08 vectores que unem as extremidades de a« e % e as de
B e y sio representados respectivamente por 3 —az € 1—B8; logo
a equagio do plano que passa pelas extremidades dos tres ve-
clores é

p=atz@—a)t+y(y—8)
ou
ptla—1)a—(z—y)p—yy=0,
que se pode escrever
pptpatpptply=0,

e junctando-lhe a condigio

o =0,




Podemos portanto enunciar os dois theoremas seguintes:

Quando uma funcgio linear de tres vectores ¢ equal a zero e a
somma dos coefficientes numericos dos vectores ¢ nulla, as extremi-
dades dos vectores estardao em wma mesma linha reeta.

Quando uma funccao linear de quatro vectores ¢ equal a zero
¢ a somma dos coefficientes numericos ¢ nulla, as extremidades dos
veclores estardo em wm mesmo plano.

19. AreLicagdrs. As rectas que unem as extremidades do mes-
mo lado de duas rectas equaes ¢ parallelas sio tambem equaes e pa-
rallelas entre si.

Sejam AB e CD as duas rectas dadas; teremos pela addigao
de vectores

AD =AB+BD = AC+CD,

d'onde se tira

AB—-CD=AC—BD.

Por hypothese &
AB=CD,

logo serd tambem

AC = BD,
e portanto as rectas AC e BD serdo eguaes ¢ parallelas 10).

20. As diagonaes de um parallelogrammo cortam-se mutua-
menle em parles equaes.
Sejam AD e BC as diagonaes do pa-

D
rallelogrammo ABDC, e O o ponto em e T
que ellas se cortam; teremos / 4
& h

AB=A0+0B, CD=CO+0D, A

d'onde se tira

AO —0D =CO—0B




18

que s6 pode ser satisfeita, representando vectores com direcgdes
differentes, por

A0 =0D, CO=0B.

9. As medianas de um triangulo encontram-se em um Mmesmo
ponto que trisecta cada uma d ellas.

Seja o triangulo ABC e O o ponto de encontro das medianas
Aa, Bb, Ce. Para determinarmos a interseccio das meridianas
Aa e Bb temos

AO=2zAa, E{_J=yli_ﬁ»_!
i et BRI L e W e - S
Aa= (AB +AC), Bo= (AC—AB), AO=AB+BO,

que dio
| ==4IN | —

e que s6 pode ser satisfeita por

;::+y—l=0. y—z=0;

logo seré

Determinando a intersecciio de Aa e Ce teremos analogamente
a equago

que da
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Logo as tres medianas corlam-se em um mesmo ponto tri-
sectando-se,

99, Sendo ABCD wm parallelogrammo e E o meio do lado
AB, as rectas AC e ED cortam-se mutuamente a wn tergo do seu
comprimento.

Seja O o ponto em que se cortam
as rectas AC e ED; teremos

AO=aAC, EO=yED

AO =AE + EO’

e P(I!‘ ser

vird

que da

e portanto

= 1
,’m—:MJ e EO=ED.




I

Producto e quociente de vectores. Quaternides. -'L

3. Definicio dos signaes >< e . Pela addicio de vectores
procuramos o operador capaz de fazer com que um ponto movel,
partindo de uma dada posicio inicial, chegasse a uma dada po-
sigdo final; procuremos agora o operador capaz de fazer com que
um veclor dado possa construir ou coincidir com outro vector tam-
bem dado. -4

Sendo « e § os dois veclores, representaremos por

fia

0 operador necessario para que « construa B, e a operagio da
construcgdio por

Esta relagio define os signaes > e +, e por analogia com as
operacdes algebricas daremos as operagdes que elles indicam os
nomes de multiplicagio e divisao. |'
Logo, o operador da transformagio do vector « no vector B |
serd o resultado da divisio de 3 por «, e a operagio da trans-
formagdo consistird na multiplicagao de « por aquelle operador.
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Analogamente tambem aos usos algebricos poderemos substi-
tuir o signal > por um ponto e mesmo supprimil-o, quando d’esta
suppressio niio provenha ambiguidade; e o signal + substituil-o-
hemos por um trago horisontal :-i{-parzmdn os dois vectores, col-
locando superiormente o que resulta da transformacio.

QA. Definicio de quaternido. A transformagio de um vector a
em outro @ pode considerar-se produzida pelas duas operagdes
parciaes e successivas seguintes: 1.* variando o comprimento de
a até que elle se torne egual ao de 3, e 2. fazendo gyrar a ao
redor 3;! origem commum até coincidir com B.

A primeira d'estas operagdes parciaes exige o conhecimento
de uma quantidade numerica (relagio dos comprimentos dos dois
vectores), e a segunda o conhecimento de tres, duas dando o plano
da rotacio e uma o valor d'esta rotagdio.

Estas duas opera¢des podem succeder-se evidentemente em
qualquer ordem, e sempre o operador da transformaciio de um
vector em outro dependera das quatre quantidades a que nos re-
ferimos; por esta razio deu Hamilton a este operador o nome
de quaternido {quaternion).

Q1. Tensor e versor. Ao factor parcial, que opera a variacdo
em comprimenlo e que ¢ uma quantidade numerica, chama-se
tensor, e ao flactor que opera a rolacio chama-se versor, e desi-
gnam-se pelas lettras caracteristicas T e U antepostas ao sym-
bolo do quaternido.

E, como em um quaternido podemos considerar o seu tensor
ou o seu versor, estas duas caracteristicas servirdo tambem para
representar as operagdes de tomar o tensor e de tomar o versor
(of taking the tensor and of taking the versor).

Indicaremos um quult!rt:ii‘lu pela divisio de dois versores ou,
mais simplesmente, por uma lettra italica minuscula, e pelo que
fica dicto teremos

q=Tq.Ug=Uq.Tq,

sendo Tq dependente s6 dos comprimentos e Ugq das direccdes
dos vectores no espaco.
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E claro que se estes teem o mesmo comprimento, Tq seré egual
& unidade e o quaternido reduz-se ao seu versor, e se os com-
primentos siio differentes mas os vectores teem a mesma direcciio
0 quaternido reduz-se ao seu tensor.

26. Veremos depois que a multiplicaglio n'este calculo nao é,
em geral, uma operagdo commutativa, por isso estabelecemos
como regra geral collocar o multiplicador & esquerda do multi-
plicando (x).

Podendo a rotagiio de um vector em um plano fazer-se em dois
sentidos oppostos, convém distinguil-os, e para isso convenciona-
remos considerar positivas as rotacdes feitas de modo que um ob-
servador collocado sobre o plano de rotagio e com os pés na
origem as veja executar da direita para a esquerda, isto ¢, em
sentido contrario a0 movimento das agulhas de um relogio (s+).

Chama-se eixo de um quaterniio ou de uma versio & recta
tirada pela origem perpendicularmente ao plano do quaterniao
ou da versiio e de modo que indique ser positiva a rotagao.

27. Quaternides equaes. Do que fica dicto conclue-se que um
% B % .
quaternilio — se conserva o mesmo substituindo os vectores por
o

outros que
1.° tenham entre os seus comprimentos a mesma relagio que
ha entre os de a e 3,
2.% estejam no mesmo plano ou em plano parallelo ao de « e B,
3.% facam o mesmo angulo e contado no mesmo sentido.

- al
Dando-se estas condi¢des os dois quaternides — e — dizem-se
equaes. B

(#) Sabe-se que a multiplica¢do das quantidades numericas ¢ uma ope-
racio commutativa, por isso quando entrarem no ealeulo com vectores oun
quaternioes conservario a mesma propriedade.

(»#) K claro que esta convencdo é perfeitamente arbitraria; e estabele-
cendo-a seguimos alguns auctores que leem tractado de quaternides e ainda
que a_eonvengiio feita por Hamilton seja a opposta 4 nossa, as consequen-
CIA% 540 45 mesmas.
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2 OB
O angulo de um quaterniio —— representa-se por < AOB,

0A

devendo comprehender-se que deve ser contado positivamente do
vector OA para OB.

98. Quaternides inversos ou reciprocos. Se depois da trans-
formacdo do vector = em § fizermos a transformagio de 3 em «,
esta segunda operaclio serd inversa da primeira e chamaremos reci-

: 3 : T a
procos ou inversos os dois quaternides respectivos —=gq e BT q.
@

0 modulo da multiplicagio de vectores e quaternides ¢ a uni-
dade e por isso podemos (5) representar o quaternido reciproco

de ¢ por — ou g1, e temos entre dois quaternides reciprocos a

relacio
g-g'=g¢1.9=1.

Pelo mode porque se consideram executadas as duas operagdes
inversas, vé-se que o fensor do quaternilio reciproco ¢ o inverso
do tensor do quaternido directo, e que os dois versores differem
apenas no sentido da contagem dos angulos.

29, Quaternides conjugados. Chamam-se conjugados dois qua-
ternides que teem tensores eguaes, estiio no mesmo plano e os
seus angulos siio eguaes em valor mas contados em sentidos op-
postos. Representa-se um quaternifio conjugado de outro ante-
pondo ao symbolo d’este a lettra caracteristica K, que tambem
servira para indicar a operacio de tomarmos o conjugado de
qualquer quaternido.

Sera entdio por definicio

TKg=Tq¢, UKq=U(g"");
e pelo n.” 28

| |
T, (I S 4 1,
Tl =g =7, U
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Substituindo em
Kqg=TKq.UKgq

os valores anleriores, tem-se

Kg=(Tq?*q~",
d’onde ()
q.-Kg=Kq.q=(Tq}*

logo, o producto de dois quaternides conjugados é um numero egual
ao quadrado do seu tensor commum.

530. Vimos que, quando os dois vectores de um quaternido
teem comprimentos eguaes, este se reduz ao seu versor. Podemos
n'este caso representar o versor pelo arco comprehendido entre
os seus vectores e pertencente & circumferencia de raio egual ao
comprimento commum dos vectores, e é claro que qualquer arco
da mesma circumferencia egual dquelle e contado no mesmo sen-

tido representara o versor. Segundo esta convengdo, sendo OB

do mesmo comprimento que OA, teremos

OB
- : -=AB,
0A

niio se devendo confundir este symbolo com o que ordinariamente
representa o arco AB.
A definicio dada de quaternides conjugados permitte estabe-

lecer que o symbolo do versor conjugado de AB seja BA.

(#) Quando se opera sobre uma expressio por num factor qualquer ¢ pre-
ciso que a collocacio d'este factor seja identica em, ambog 02 membros da
expressio, por isso que a multiplicacio nio ¢, em geral, operacio commuta-
liva: ora, operando sobre a expressio precedente por g 2<, leremos

g.-Kg=(T4Rq.q",
e operando por < g, teremos
Kg.q=(Tqgrq.q

que [;Mu n.” 28 dio o resnltado do texto, E pois commutativa a multiplica-
¢io de dois quaternides conjugados.
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Sk, Addicao e subtraceio de versores. Dados os dois versores
OB e b O :
——=AB e — =AD com a origem e um vector communs,
0A OA
definiremos as operagdes da addigio e subtraccio de versores
pelas relagbes
OB i Oob  OB+0D

OA OA 0A

OB OD OB—OD

-

OA OA 0A

I

, Se os versores dados niio tivessem a mesma origem e um ve-
clor commum, seria possivel (27) substituir um d'elles por outro
que satisfizesse a estas condigdes.

i O que se diz em relagiio a dois versores estende-se a um nu-

| mero qualquer e vé-se que a addicdo e subtracgdo de versores

sio operagdes uniformes, associalivas e commutativas, por isso
que as suas propriedades dependem das da addigio de vectores,

A addigdo e subtraccio de quaternides far-se-ha do mesmo
modo, porque podemos substituil-os por outros que tenham um
vector commum, coincidindo com a intersec¢do dos seus planos

e satisfacam s condigoes do n.° 27,

32, Multiplicagao de vectores. Considere-

: OB —~ OC -~
mos 0s dois versores —— = AB e — = BC,

0OA OB
que teem a mesma origem O e o vector OB
commum; definiremos a operacio da multi-
plicagio do primeiro versor pelo segundo pela

relagio
OC OB OC
e P e
OB OA OA
ou
BC < AB = AC,
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Segundo esta definigio, a multiplicacdo de versores equivale &
composigdo de versies, porque uma versio trazendo OA para OB,
sendo seguida de outra versio que leve OB para OC, equivale a

uma s6 versio que faga com que OA coincida com OC.

A regra para a multiplicacio de dois versores é: — fazer com
que o segundo termo do versor multiplicador coincida em posicao
e grandeza com o primeiro termo do multiplicando, e o producto
serd um versor cujo primeiro e segundo termos sdo respectiva-
mente o primeiro do multiplicador e o segundo do multiplicando.

Como a divisio de versores pide ser definida pela operagio
inversa da multiplicacdo, a consideracdo dos versores reciprocos
referil-a-ha a esta operaciio.

53. Os versores conjugados de AB, BC ¢ AC sendo BA, CB
e CA, teremos pela regra anterior

py g U ge—

CA=BAx<CB
ou
K!iﬁ-ﬁxﬁ}=ﬁﬁlxﬁﬂﬂ:

logo o conjugado do producto de dois versores é equal ao produ~
cto dos conjugados dos factores multiplicados em ordem invertida.

E, como os quaternides differem dos versores em terem um
factor numerico (tensor), o que deixamos dicto em relacio & mul-
tiplicagio de versores estende-se aos quaternides.

54. Podemos ver ji que a multiplicagdo de versores nio ¢ uma
operacio commutativa; para isso consideremos em uma esphera-
. 4 . . 0A OC
unidade (de raio egual & unidade) os dois versores — ¢ —
0B OA

OE OA
e tomemos nos seus planos os versores — e —— que lhes se-

OA OD
jam respectivamente eguaes.
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Teremos entre estes quatro versores

OC OA QE

—_— = —
0OA OB OB
OE 0A OE OA_ OC
e O e, S e e N e
OA OD D OB OA

ol .
AC < BA =BG

;ﬁx]ﬁi=i}_ﬁ=[‘ﬁxﬁ;

mas ndo coincidindo nem sendo paralle
ndo podemos chamal-os eguaes (27), e
de dois versores ndo ¢, em geral, uma
o mesmo acontece na multiplicacio de

33. Versores-quadrantes. Quandoum
quaterniio tem o seu tensor egual &
unidade e o seu angulo ¢ de 90° re-
duz-se a um versor que chamaremos
versor-quadrante (quadrantal versor).
Supponhamos um systema de tres ve-
ctores-unidades, coiniciaes, perpendi-
culares entre si, na posicio da figura
juncta, e representemol-os por 1, J e K.

Cada um d'estes vectores-unidades

representa o eixo do versor-quadrante formado pelos outros dois; !

assim, uma rotaciio pﬂﬁiti\'ﬂ de 90° em

J com K e este yector com o prolongamento de 5; e analogamente

em relaciio aos outros dois.

los os versores BC e DE
portanto a multiplicacio
DPEI'EH,"&O commutativa, e
dois quaternides,

b=t

:
1
i
- N\
I
i
- K

torno de 1 fara coincidir %

Representaremos os \'ersnr{es-qu;ldrantes. que slio 08 nperadurcs

d’estas rotacoes de 90° em volta de 1, 3
¢

e K, pelas lettras i, j e k;

e, sendo considerados positivos os vectores 1, J e K, 0s vectores
do mesmo comprimento e de direcgdes

contrarias devem ser ne-
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cativos bem como as versdes-quadrantes effectuadas em volta
d'elles (x).
Teremos entlio as expressdes seguintes:

K =5 . I —K .|

—_— ==, —_—— ———— — ]

J K K J

1 —K K —1

__=_____.‘ —=—-—=-—. TEEEREEEE l
K 1 d I K A 2
J —1 1 =g
— —=_I|" — __—‘—l’l

J J 1

K=iJ),—J=iK, J=—1iK, —K=—1J
| =JK, —K=J1, K=—JI,—1=—)K}.
3=k, —1=ki, 1=—ki,—3=—ki1

Suppondo que o signal —, affectando um vector ou versor, pro-

vém da sua multiplicagdo por —1, podemos comprehender as ex-
pressdes anteriores no grupo seguinte

Estas expressoes dao

—i=it), —EK=j, —1=k;

(#) Consideraremos a multiplicacio como uma operacio uniforme, as-
sociativa e distributiva, e mais tarde demonstraremos estas propriedades.




logo sera

P, t=—1, B=a—-1........ .. (3)

Ora, como a orientagiio do systema de vectores-unidades, que
consideramos, é completamente arbitraria no espago, segue-se
que o quadrado de um versor-quadrante qualquer é equal d uni-
dade tomada negativamente.

Pela consideracio geometrica seguinte podemos achar este
mesmo resultado muito facilmente: sendo OB perpendicular a

0B OA

OA OB

qllﬂdmnlcs eguaes, e dcsigmmdu-us por i teremos [n.“ 32

AA' e sendo OA =0A/,

representardio dois versores-

OA' OB OA' -—DA

IXl=—— X —— =—— = =—1.

O Ok 0 O

Vé-se tambem claramente que um versor-quadrante péde ser
considerado como um semi-inversor, e representar geomeltrica-
mente a raiz quadrada da unidade negativa.

36. Operando pelos versores j, k, i sobre as expressoes

=—ki, J=—iK, K=—]I
teremos
Ji=—jks, ki=—kig, ik=—1ij,
que por ser
JI=—K=—iJ), ki=—1=—K, ik=—J)=—}1,
dao

Bk i, hiseg, Gk oo uiasornene (B)
Operando analogamente por k, i e j sobre

I=JK, J=ki e K=1iJ




obteremos

37. Os productos dos versores-quadrantes dois a dois podiam
ser obtidos facilmente pela applicacio do n.° 32; para o mostrar-
mos consideremos a esphera-unidade com o centro no ponto O
da figura do n.° 35; as partes d'essa esphera, representadas nas
figuras seguintes, ddo, pondo por simplicidade 1, 3, k pelos ve-

clores Ol, OJ, OK e attendendo ao n.* 32,




e

31

que pelas expressdes (1) dao
Jhk=i, ki=j, ij=k
0 e, k= —j, ji=——k.

58. Convencio para a suppressao dos symbolos 1, 3 ¢ K. O
grupo formado pelas expressdes () e (5) dao as leis analyticas
correspondentes & composiciio dos versores-quadrantes no espaco:
assim, jk =i indica que uma versdo de 90° ao redor do eixo K,
sendo seguida de outra do mesmo valor ao redor do eixo 5, pro-
duz o mesmo resultado que uma s6 versio de 90" ao redor do
eixo 1, supposlas as versoes executadas positivamente.

O grupo (2) comprehende seis resultados differentes, correspon-
dentes cada um a wma sd versio e nio a combinacdes de versdes.

Sao portanto expressio de concepgdes differentes; como porém
ha entre elles uma grande analogia de f6rma, podemos conven-
cionar que um d'elles, o formado pelas expressdes () e (5), seja
a expressio commum da representacdo dos dois. Esta convengio,
muito importante n'este calculo, resulta de suppormos — que um
vector-unidade, quando representa o papel de factor, se péde con-
siderar como um versor-quadrante, cujo plano lhe ¢ perpendicular.

Assim, encontrando-se o producto Jk dos dois vectores-unidades
J e K, faremos a substituicio de s pelo versor-quadrante j, que
Ihe é perpendicular, e teremos entio Jk =1, que podemos ainda
por jk=1.

Por esta convenglio as relagdes (3) e (6) applicam-se tambem
aos vectores-unidades, e d’aqui se segue—que o quadrado de um
vector-unidade qualquer ¢ egual & unidade tomada negativamente.

39. Representagdo de versores por potencias de veclores-uni-
dades. Consideremos um vector qualquer, &, e multipliquemol-o
por um vector-unidade, i, que lhe seja perpendicular, teremos

P =3,

sendo B um vector de comprimento egual ao de « e que lhe serd
perpendicular,




32

C'II[?I'EI.II(II) ng[‘-ra I'l'Dr I Sﬂbrl‘. (‘fﬁlil Eﬂl?rCSS{-iﬂ © as ([IJL‘ ."tl]ﬂl.‘L‘SSi\'ﬂ-
mente se obleem, teremos

ifa= 1p=—u
iy =—ia=—§
I‘r:---—r';?:: a

Logo, sendo m um numero inteiro e positivo, — i™ representara
um versor que faz com que um veclor que seja perpendicular a {
execute uma rotagdo positiva de m angulos rectos ao redor de .

Assim como i ¢ um inversor, isto é, um operador produzindo
duas versdes-quadrantes successivas no mesmo plano e sentido,

1
por uma facil generalisagio consideraremos o symbolo i% como
um npt’rudur executando meia versio-quadrante e em geral i,
sendo ¢ um numero positivo, inteiro ou fraccionario, como um
operador produzindo uma rotagio egual a ¢ < 90°.

Se as rotacdes fossem megativas, teriamos para symbolo de
uma inversio feita negativamente i—2 e para uma versio negativa
correspondente a ¢ < 90° o symbolo i—. 3

Logo — a potencia de um vector-unidade, cujo expoente ¢ um
numero qualquer, representa um versor (em geral ndo-quadrante);
a base serd o vector-unidade na direcciio do eixo do versor, e o
expoente numerico a relagio entre a amplitude (ou angulo) da
rotacdo e um quadrante, tendo este expoente o signal + ou —,

conforme a rotagho for positiva ou negativa.
2

Se operarmos entiio sobre o vector z por i, por exemplo, te-
remos

2 ok
ida= vy, ida=—7y
L 3 »
13 = T" l':l-::z-—-r’
ila=—a, ila= a.
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Vé-se pois que & sempre possivel representar uma versao por
uma potencia do vector-unidade, que lhe é perpendicular.

40, Para se fazer coincidir o vector « com o vector y do n.° an-
terior podemos executar ao redor de i uma rotagio positiva egual a

g 90° ou uma rotaclio que exceda esta de um numero inteiro

qualquer de circumferencias, e portanto o symbolo mais geral

: . (g
d’esta versdo seria i\ 3 » representando-se por n um numero
inteiro positivo. Esta indeterminagiio desapparece porém conven-
cionando-se tomar para valor do angulo de um versor o angulo
comprehendido entre os dois vectores, sendo este contado a partir
do vector, que lhe serve de origem, até se encontrar o segundo

vector. Fica assim determinado para symbolo da versiio a que nos
2

referimos ¢ 3.
Em geral, tomaremos em vez do expoente (§n+ () o expoente
t, e chamaremos a i valor principal do versor.

41, Como um quaternido qualquer ¢ se pode exprimir por
q=Tq.Ug,

e pelo numero anterior, o versor Ugq pode ser representado pela
otencia de um vector-unidade perpendicular ao plano do versor
Fque & tambem o do quaterniiio), segue-se que podemos escolher
um tensor e um vector-unidade taes que, elevando-os a uma mesma
potencia, representem o quaternido dado.
Ora o producto do vector-unidade pela base do tensor ¢ um

vector, logo—um quaternidio péde representar-se pela potencia
de um vector.

A2+ Multiplicacao de vectores rectangulares de qualquer com-
primento. Vimos no n.” 13 que um vector se podia representar
pelo producto do vector-unidade com a mesma direccio por um
numero; logo, querendo-se multiplicar o vector 3 pelo vector a,

J
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que lhe ¢ perpendicular, e suppondo-os eguaes a ai e bj, sendo
iej vectores-unidades com a mesmna direccio de a e £, faremos
primeiro com que o vector bj execule uma rolacio de 90° em
torno do vector-unidade i ¢ operaremos depois sobre o resultado

pelo factor numerico a. Teremos, portanto,
ixbj=0bk e ai < bj = abk,

sendo k o vector-unidade perpendicular a i e j.
Analogamente se acharia

bj <ai = — abk.

Podemos pois dizer que —o produeto de quaesquer dois ve-
ctores rectangulares ¢ um terceiro vector perpendicular aos dois
e de comprimento egual ao producto dos comprimentos dos fa-
ctores, considerando-se positiva a rotagdo do vector-multiplicando
no sentido do vector-producto ao redor do vector-multiplicador.

Segundo a ordem porque se faz a multiplicagdo de dois vectores
rectangulares, assim o vector resultante terd uma das duas dire-
cgdes oppostas; podemos pois escreyer como equaglo de perpen-
dicularidade de dois vectores a, B,

ad =—Pa,
que exprimira analyticamente ser « | 3 (« perpendicular a 3).

A3. Multiplicacao de vectores parallelos. Sejam dados os dois
veclores a=ai, 3=>0i, sendo a e b os numeros que exprimem
os comprimentos dos dois vectores, e i 0 vector-unidade que tem
a mesma direc¢do. Para effectuarmos a multiplicago d'estes dois
vectores procederemos do modo seguinte: consideremos um vector
arbitrario perpendicular a.i, representado por zj, e multiplique-
mol-o successivamente por B e &, teremos pelo numero antecedente

bi x< aj = bak,

ai < bixaj=—abx j,
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que mostra ser o effeito das duas operagdes successivas egual ao
que produziria a operagdo unica > (— ab); logo sera

o =—ab.

Se os dois vectores parallelos tivessem direccdes oppostas, um
d'elles deveria ser affectado do signal —, e portanto ter-se-hia

a3 =ab.

Logo—o producto de dois vectores parallelos quaesquer &
egual ao producto dos numeros que exprimem os seus compri-
mentos, sendo tomado negativa ou positivamente, conforme tive-
rem a mesma direcglio ou direcgdes oppostas.

Por ser Bx = — ba =— ab, podemos pér como equaclio de pa-
rallelismo dos dois vectores «, §,

«3 = Ba,

indicando assim ser a&] 3 (a parallelo a B),
Como consequencia da regra de multiplicagdo de vectores paral-
lelos tem-se .
a?=—a?=—(Ta)l

AA. Multiplicacdo de dois vectores com direcgdes quaesquer. Sup-
poremos primeiro que os dois veclores « e B siio veclores-uni-
dades, e seja o angulo, que elles fazem, expresso por > 90°;
tomaremos « para multiplicador, e representaremos por y e §
dois vectores-unidades existentes no plano de « e 3 e perpendi-
culares a cada um d'estes, e por & um terceiro vector-unidade
perpendicular ao plano de « e 3. As direcgdes d'estes veclores
serdo determinadas pelas expressoes

£= ;3‘81 1= ag, s "g_'81

que facilmente podem ser representadas em uma figura.
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Teremos entio
L — 'ﬂ,?i 3= 1343.
d'onde
ap =t

O producto de dois vectores-unidades quaesquer é pois um ver-
sor, cujo eixo-unidade ¢ o vector-unidade perpendicular ao plano
dos dois vectores e cuja amplitude ¢ o supplemento do angulo
que elles formam, sendo positiva a rotaglio do vector-multiplicador
no sentido do multiplicando.

Se os vectores tivessem porém comprimentos differentes, pode-
riamos applicar ainda o mesmo raciocinio combinando-o com a
composicao dos tensores, isto ¢, multiplicando o versor resultante T
da construe¢do anterior por um tensor egual ao producto dos com-
primentos dos factores.

Resulta d’aqui que — o producto de quaesquer dois vectores
¢, em geral, egual ao producto de um tensor e de um versor, sendo
o tensor o producto dos numeros que exprimem os comprimentos
dos factores, e o versor a potencia do vector-unidade, que tem a
direcgdo do eizo da rotagio do multiplicador no sentido do mul-
tiplicando e cujo expoente ¢ o supplemento da relacio do angulo
de rotagio e um quadrante.

O producto de dois vectores seri, em geral, um quaternido (41).
: IEsle caso comprehende os de vectores perpendiculares e paral-
elos.

AB. Vectores reciprocos e conjugados. Chamam-se reciprocos ou
inversos 0s vectores que teem comprimentos inversos e direccdes
oppostas, e conjugados os veclores que teem o mesmo compri-
mento e direcgdes oppostas. O vector inverso de a ¢ representado

por — ou a=1, e o conjugado por Ka=—a.
o

Se a ¢ um vector-unidade, o seu inverso e o seu conjugado
serlio eguaes e expressos por — a.
Teremos, qualquer que seja a,

@ K = — a? = (Ta)2.
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/6. Como um vector « qualquer se pide escrever ai, sendo a
o seu comprimento e i o vector-unidade com a mesma direcciio,
teremos
af=af

at. o =aftt+
(@ =at;
e resultados analogos para quaternides.

A7. Decomposigio de um quaternido em parte scalar e veclo-

rial. Sejam dados os dois vectores coiniciaes OA e OB com di-
recgbes e comprimentos differentes, e representemos por g o qua-

. OB . .
ternidio ——-. Se por B tirarmos BC perpendicularmente a OA,

teremos
OB=0C+CB

OB  20A+y0A
oA 0A

r

=z+Y, B

representando por  um numero e por y um vector perpendicular
ao plano do quaternifio e attendendo aos n.”™ 13 e 42.

Vé-se que qualquer quaterniio se pode decompdr na somma
de duas partes distinctas— uma quantidade numerica e um vector.
Estas duas partes chamam-se scalar e vector, e representam-se
antepondo ao symbolo do quaternido as caracteristicas S e V.

Estas lettras sio tambem indicativas das operacdes de tomar
o scalar e tomar o vector de uma expressio.

/8. Por um quaterniio ser susceptivel da decomposicio ante-
rior propoz-se dar-lhe o nome de grammarithmo, de duas pala-
vras gregas (ypapun, dpldse) que significam linka e numero.
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Quando a parte scalar de um quaterniio se annulla, este re-
duz-se a um vector; logo — os vectores podem ser considerados
como casos particulares de quaternides.

Tem-se, em geral,

q=S8q+ Vg,

: 0C
sendo a parte scalar representada na figura por — e a parte

; C
veclorial por —.

0A

A9. Relagao entre scalares e vectores de qualernides conjugados.
Prolongando na figura do n.® 47 BC até ser CD = BC, teremos

OB OC—BGC
q= =Ty,

0A 0A

e, por ser
Kg=SKq+ VKg,

SKg=x=Sq, VKq=—y=—Vq.

Logo — dois quaternides conjugados terdo scalares eguaes e ve-
ctores conjugados.

O conjugado de um scalar sendo o0 mesmo scalar e os vectores
conjugados differindo s6 nos seus signaes, podemos escrever

SKg=KSq e VKq=KVyq;
e por ser
2q=953q+ Vig=28¢ + 3Vyq
tem-se
38q=18%¢, 3V¢=Vig;

logo — os symboles S, V, K e X sdo commutativos.
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$0. Como um vector qualquer se exprime em funccio dos
tres vectores-unidades i, §, &, formando um systema trirectangular,

pnr
ai+ yj + sk,

se representarmos por w a parte scalar de um quaternido g, po-
demos por este sob a férma

q =w + xi+ yj + k.

Se attendermos &s relagdes (¥) e (5) do n.” 36, e a que um
quaternido ¢, em geral, o quociente ou o producto de dois vecto-
res, esta forma de um quaternido seria dada pelo resultado da
divisio ou producto de duas expressdes da [orma anterior de um
veclor.

$1. Propriedades da multiplicagio de vectores e quaternides.
Quando se tem um producto de vectores ou de quaternides e se
substitue um ou mais dos factores por outros que lhes sejam re-
spectivamente eguaes, como estes dependem das mesmas quanti-
dades numericas e teem expressdes identicas, a substituicdo ndo
alterard o resultado, e portanto a multiplicagdo ¢ uma operagio
uniforme.

Para estabelecermos a propriedade distributiva consideraremos
primeiro o caso em que os [actores siio vectores. Pela definicao
do n.® 31 tem-se

1.0 e % §

-3 [ ] x
que, representando por § o vector a—! inverso de a, se pode por
B+ )8=03+73
indicando ser distributiva em relagio ao multiplicador a multi-

plicagdio de vectores.
Tomando os conjugados dos dois membros d’esta ultima ex-
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pressio, representando por ', 7/, &' os vectores conjugados de
2y 7» ¢ e attendendo ao n.° 33, teremos

; ¥ @' +7)=¥8+37,

que exprime ter logar o principio distributivo em relagio ao
multiplicando.

Se agora substituirmos por §' a somma dos dois vectores Be
7» teremos

B+7)B'+7)=pp"+B'+87/+7.

Logo — ¢ completamente distributiva em relagio & addiciio e
subtracciio a multiplicaciio de vectores.

Vejamos agora o caso em que os factores sdo quaternides e
consideremos o producto (a +a) ¢, em que substituimos um dos
quaternides pela somma da sua parte scalar e vectorial. O qua-
ternido ¢ pode ser representado pelo quociente de dois vectores
P e § taes que satisfagam a

iy
q—'31 o ﬁg

indicando a ultima relaciio que 3 seja perpendicular a « e y; posto
isto, teremos

AN By 3 LB apiy B AP
(u-i-g}qﬁ(u+-::);=< %.-{—%)'_j_,;ﬂl"!'/ I=ﬂ; " 4
r/ o >/ d

Tomando os conjugados do primeiro e ultimo membros e re-
presentando por &', ¢' os conjugados de « e ¢, teremos

¢ (a+a)=qa+q4;
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e‘substiluindu q' pela somma do seu scalar b e do seu vector B,
¥ (b+F) (a+a)=ba+ fa+ b + Ba'.
Faremos n’esta expressio
b=ay+ay, a=by+by B=oy+ag x=p+f,,

desenvolvendo depois e ordenando convenientemente, virh

(a1 + 24) + (ag + 29)] [(by + £y) + (B2 + Fa)] = (ag + o) (by + y)
U + (ag+ a3) (b1 +By) + (ay + o) (b + Ba) + (ay + aa) (ba'+ ),
| que, pondo-se
Gta=p, ayta=gq b+fi=r, by+Pa=s,

da finalmente
(p+q)(r+s)=pr+qr+ps+ gs.

Logo, — a multiplicagio de quaternides é uma operaciio com-
pletamente distributiva em relacio & addigdo e subtraccao.

Demonstraremos a propriedade associativa tomando os tres ve-
ctores

a=aityjtak, f=aityj+k, y=a"i+y"j+2",
ou os tres quaternides
g=w+ta r=uw'+p, s=w"+y,
e effectuando as multiplicagdes
ax(Bxy), (ax<P)xy; gx(rxs e (g><r)><s;

que dardio os mesmos resultados.
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Se effectuarmos os productos
6.
ax I¢|jofxv (j‘,r, r.q,

confirmaremos nlio ser commutativa a multiplicacdo de dois ve-
ctores ou quaternides.

O que acabamos de dizer tem logar para um numero qualquer
de factores, e a divisio gozara das mesmas propriedades, como
opera¢do inversa da multiplicacdo.

$2. Um quaternido sendo, em geral, o resultado da divisdo =
ou da multiplicagio de dois vectores, teremos
xi+yj+z'k gl
=———=w+§i+ny+k

1= i +y + sk g SR

ou
q = (wi +yj + zk) (@'i + yj + zk) =w +&i +vj + k.

No primeiro caso 0s valores de w, &, #, { em funcclio das quan-
tidades numericas dos vectores sdio

xx' + yy' + z3'|
W=

z+yt + 32
- ys' —zy'

2-:1:,"—+y‘+55 ;

‘ zgh— a3’
S R N
J ay —yz’
i a‘.i v yt +='2
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€ no nglllldﬂ Caso
w=— (xrz'4 yy' + 33"\

> = '
E=yz'—2zy
n =szx — x5

{ =ay —ya .

33. Conjugado do producto de um numero qualquer de qua-
terniies e vectores. Viu-se no n.” 33 que se tinha para dois qua-
ternides g e r

Kqr=Kr.Kq.

Podemos estabelecer este mesmo resultado pelas consideragdes
seguimes: sup[:-nnl!ztmns tres vectores e, {3, 7> que satisfacam a

I@‘ =T, I - fﬁ?'I
teremos
e A
Kg.y=Kq.q8=T¢ .G,
Kr. Kq.7=T¢@*Kr.r f=T@Trf=Tqr)*f=Kqr.qrl=Kqr.y;

logo

Kr.Kg=Kgr.

Substituindo o quaternidio r pelo producto de dois quaternides,
rs, vird

K(g.rs)=Krs. Kg=Ks. Kr.Kg;
e, em geral, para um numero qualquer de quaternides

Kigi92- - gm—1qm) = Kqm - Kgn_1 . . . Kga. Kqy.
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Logo — o conjugado do producto de um numero qualquer de
quaternides ¢ equal ao producto dos conjugados dos factores to-
mados em ordem invertida.

Se os factores forem vectores, pelo n.° 45 teremos

Kaﬁl = .GG!'
Kol vile,
Kafsy3 = 3yfa,

K{af... do)=(—1)"(u}...p,
representando-se por n o numero de factores.

Logo—o conjugade do producto de um numero qualquer dé
veclores € egual ao producto d'estes em ordem invertida, tomando
este producto com o signal + ou — conforme o numero dos vectores
[or par ou impar.

Representando pela caracteristica IT o producto de um numero
qualquer de factores e por 11' o producto dos factores tomados
em ordem invertida, teremos symbolicamente para o caso de qua-
ternides

Kn=nkK
e de vectores
Kin=(—1m'

BA. Formulas importantes. Comparando os resultados de .5 e
fi.a, sendo

a=aity+zk e f=2i+y)+3%k,

teremos
SaB =8P +rvernerrarnnnan . (1)
Vel —Vix,....0. ... o
B+ Ba=28aB .. .eeiiinn.ll (3)
oA —Pr=2VoB . ernnnnss - A (&)
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$5. Considerando os dois quaternides ¢y, g3, decomposlos nos
seus scalares e vectores, se tomarmos o scalar do seu producto,
e attendermos a que um vector multiplicado por um scalar ¢ um
vector e portanto tem um scalar nullo, vird
S¢192=5¢1S¢2 +5 . V1 Ve,
Sqaq1 =Sqa5¢1 +5.VgaVqy;
logo, pela formula (1) do numero anterior, é
Sq1=5¢q1 e+ ceveereacrnna. (B)
Substituindo o quaterniio ¢a por ¢a.qg teremos
Sq19293=Sqaq3 01
e pela substituigio de qq por ¢3.qy
Sq39192=Sqaq3q1
logo, sera

Sq19293 =S92 9391 = Sq371 42,

e para um numero qualquer de factores achar-se-hia

Sq192 -+ fm—19m = 5923+ In q1 = SYg G -+- 1 2= 100 =
“’S']'m-l m -+ N1 r."!:S'?m']'l eIl oncsnnene "ﬁ)

isto &, o scalar do producto de quaternides ndo depende da ordem
circular em que elles estejam.

B6. Se os quaternides se reduzem é&s suas partes vectoriaes,
0 que dissemos no numero anterior, sendo .'Lppllcudo a Lres ve-
ctores «, 3, 7, da

Sa:r?r..'=s,3;.'azs:(aﬁ......”..-.-. {7)
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Pelo principio associativo da multiplicagio de vectores fem-se
S iﬂ J'H =8§.aVf =7
e pela formula (2) do n.” 5%

Safsy=— S .aVyfs = — Sayfs;

logo — o sealar do producto de tres veclores muda de signal se al-
terarmos a ordem circular dos factores.

57, Multiplicando a expressio 2V [y = foy— P por « e tomar-
mos a parte vectorial do producto, isto ¢, operando por V.ax,
teremos

2V.aVfy = Vafly — Voy;
junctando ao segundo membro o vector nullo Vfay — Vfuy, virh
2V.aViy=V.(af+fa)y—V.5(8ay + Vay)— V. (Say+ Vay) g
= 2y8af} — 2038y,

supprimindo a caracteristica V no ultimo membro por ser des-
necessaria,
Teremos finalmente

V(@VBy)=ySaf—FLSap....uuu... «s (8)
38. Applicando a férmula anterior ao producto BVy3, vem
V(BVy9) =38y — 7559,
e operando sobre esta expressio por 8.z

S.aV(EVy3)=8.23Sy—8.aySEd.
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O primeiro membro transforma-se em

S.a(EVy3—S8.EVy3|=8.a3Vyi= S.(Saf+Vafi)Vyd= S.VafVyd

logo, sera
S.\’aﬁ\'y'3=5155;‘ﬁ?-—-—S:Z;as;’aa..... ..... 9)

39, Pela formula (8) tem-se
V.BVyx =aSEy—ySBe,
V.yVaf=[(Syz—aSyB,
logo, seri
V(@Vey+BVyatzVaf)=0. ..on.... (10)
Teremos tambem, attendendo ao n.° 56,
5{1\',’3}'4—ﬁ«'\'yx+y\'a,’3}=352j3;:; ....... (11)
e junctando os dois ultimos resultados
aVPy+BVya+yVaf=38afy....... « iR
60. Junctando aos dois membros da férmula (8)
«Sfy=V.a8fy,
vem
Vafy=aSy—PLSyx+ySal;...ou.n. (13)

e mudando nesta f6rmula = em 7 e vice-versa, leremos

Vofox=78fa— (Say+aSyp,

que, por ser commutativa a addi¢io de vectores, da
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Considerando primeiro Vzf e depois Vy3 como vectores sim-
ples, temos

V (VafVipd) = dSafiy — y Safid,
V(Vy3V2f) =—[Syad — 28y3;
mas pela f6rmula (2) do n.” 5% &
V(VaBVyd) =—V(VAVaf),

logo, teremos
382y =aSEyd+ LSyad+ySafd, ....... (15)

férmula muito importante porque da o modo de decompér um |
vector segundo as direcgdes de tres outros dados =, 5, 7.
No caso porém d'estes tres vectores estarem em um mesmo
plano, a férmula anterior ndo daria a decomposiio desejada,
porque qualquer d'elles, podendo exprimir-se em [funcgdo dos
outros dois, daria para o primeiro membro um valor nullo, e
sendo 3 coplanar com =, f, 7, cada um dos termos do segundo
membro seria nullo.

61. Suppondo que os tres vectores Vaf, Vfy, Vyz ndo sio
coplanares vamos procurar decompdr segundo elles o vector J e
empregaremos para isso o processo seguinte.

Teremos

d=aVaf+yViy+zVya;
operando por 8.2, 8.8, 5.7, vem
porisso que no primeiro caso ¢

28.2Vafd =a8a2f =0, 38.aVyx=38ayz =382 =0

e analogamente nos outros dois casos.
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Vem entiio, segundo os valores de z, y, z, dados anteriormente,
3Safy=ValS43+ VEySad+ VyxSE3. . .. .. (16)

Effectuando permutacdes circulares successivas nas lettras z,
B, 7, 9 d'esta formula e sommando os resultados, vem

aSEy3+ LSyda+ ySdaf + 6Safy =2 (VafiSy3

+ VPySdx+ Vy3Saf+ VéxSfy). .o...... (17)
62. Viu-se no 53 que é
K (8. . o) =(—1) (0. .. d);
2B Yoo = S(af. . .Yw)+ V(- . .fu)
(1) (aB. . . yt0) = S (aB. <) = V (oB. . .Ml'

teremos

e, por ser

aB. .ot (1) (). . fo) =28 (5. . .bu)

B . (1) (. . .0) = 2V (a5. . .4u)
e analogamente

o, . .fat (—1)" (f. . .Jo) =28 (w.. .ﬁ:x:];
0. . .Ba— (1) (aB. . .fu) =2V (w}- . . fa)

Estas expressoes dao facilmente

S (.. du)= (1) S(ob. ..a)
Vigh. . do)=—(—1V(e}. . .fz)
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que comprehendem alguns dos resullados ja apresentados por
isso que teem toda a generalidade.
Para quaternides temos

q1g2- - -4n =S(@ga- - - 4a) T V(12- - -%)1

K(q1q2- « -qa) =S(q192- - qa)— Vq1q2- - «Qn)
que dio

28 (q1q3- - - o) = (q192+ - - ¢2) + (Kgn. - . KqaKqy)

2V (q1g- - @)= @192+ - - 9n) — (Kgn. . .KqaKq)

ou symbolicamente
28SMN=n+ 0K

2Vl=n-nk
65. Pela formula (13) do n.° 60 tem-se
VByd =[Sy —yS3E+ 8Ly,
e operando-se por S.z vem

S.a2fyd = SafSy3 — SayS 9P + SIS fy.

Por ser
uf =SB+ Vap, P=8p3+Vp
yem

Safyd =SafSy3 + S(VaB Vi),

e egualando este valor ao anterior de S.«f;3 resulta a férmula
9) deduzida no n.° 58.
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- Interpretagdo e transformagfio de expressdes

64. Hcpres[-nlcmm na figura da pag. 37 OA, OB e < AOB
por «, 5 e §; teremos

OA =Tz, OB=TB, OC=TEcosh, CB= Tf sen 6.

A parte scalar do quaternido q=£, sendo representada por
{JG “
» di por terem OC ¢ OA a mesma direcgo
8 Tg
Sqg=S§ =—£il‘ﬂﬁﬂ, ............ (1)
e a parte vectorial, que é representada por ——, da
OA
CB _ CB
Vg=TV. 'j_ w——'r ==
OA O0A
d’'onde se tira
TVqg=TV 2 2P senf; (2)
q i e LU ICEREER TR )
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—

e CB ;
e, por ser CB | OA, o versor de — serh o vector-unidade per-

pendicular a CB e OA, que representaremos por ¢, logo

Teremos pois

5

g_Tp
q=?=ﬁ({:osﬁ+asen&).

que se péde escrever sob a forma
g=Tq(cos +esenb).............. (%)

N'esta expressio chama-se a Tq, 6 e « modulo, angulo (ou am-
plitude) e eixo do quaternido.

63. Consideremos o producto dos dois vectores « e B e re-
presentemos por ¢' o quaternidio resultante; teremos

q’=2ﬁ=ﬁ'(ﬁ+ﬁ]=mxﬁﬁ+mxm}.
d’onde
Sq’=mxﬁﬁ, Vq'=6§x[_ll_).

Representando por UZ' o vector-unidade perpendicular a « e
existente no plano do quaternido, temos

OA =Tz . U,
U_C.z']'ﬁcnsﬂ . Ua,

OD =T sen b . Up';
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logo sera

Safi="TaTfcosd (Ux) =—TaTfcosh, ...... (5)
Va3 =TaTpBsend . UzUpB'.

Ux e UB' sendo dois vectores-unidades perpendiculares entre
si e existentes no plano do quaternido ¢', o seu producto dara o
vector-unidade ¢, perpendicular a este plano, e portanto serd

Vo =TaTGsenh . e,
d’onde se tira
TVaf=TaTsend,ec.vcnveenn... (6)

UVaﬁ=UV%=| ..... o PRI

Estas ultimas férmulas dao as seguintes regras:

O scalar do producto de dois vectores ¢ equal ao producto dos
seus tensores pelo coseno do supplemento do angulo formado por
elles.

O tensor do vector do producto de dois veclores € egual ao pro-
ducto dos seus tensores pelo seno do angulo comprehendido.

O versor do vector do producto de dois veclores ¢ equal a um
vector-unidade perpendicular aos dois vectores e no sentido que in-
dique fazer-se positivamente a rotagio do primeiro na direccio do
sequndo.

A formula (6) indica tambem que o tensor do producto de dois
vectores representa a area do parallelogrammo de que elles sio
lados contiguos.

O quaternido ¢'=«f serh expresso por

¢ =TaTp (cos § + e sen )

que é da férma (4).
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66. Se os dois vectores z e 5 sdo perpendiculares, teremos

coslh=0e¢e portanto
Safi=0,

e se sdo parallelos, teremos senf =0 ¢
Vaff=0;

e estas duas relagdes podem por isso servir para exprimir que
se tem
a|Beajp@.

Se introduzissemos nas f6rmulas (3) e (%) do n.° 5% as rela-
¢oes dadas nos n.”* §2 e 43, achariamos tambem as condigdes
anteriores,

O ser « perpendicular ou parallelo a # péde ainda exprimir-se
pelas relagdes

a=Vf e a=2zf,

sendo y um vector perpendicular a @ ¢ g e & um numero.
As relacoes
S i =0 eV E =0
o @

teem significagdes analogas a Sa =0 e Va8 = 0.

67. Supponhamos dados os dois vectores DA = a, OB=g e

consideremos um terceiro OP =p com a mesma origem de a e 2,
mas de direccio indeterminada.
Se tivermos a relagio

L
-4

que indica ser g perpendicular a a, concluiremos que o logar de
P no espago ¢ o plano que passa pela origem dos vectores e ¢
perpendicular a a.




Analogamente, tendo-se

indicando ser p—8 | « e por que p—3 representa o veclor que
une as extremidades de g e B, o logar do ponto P serd o plano
tirado pela extremidade de 3 perpendicularmente a a.

A relacio

§ —=1
P

da, sendo § o angulo formado pelos dois vectores,
TP - Tﬂ cns 151

que indica ser a projec¢io de a sobre p egual ao comprimento
de p; logo, o logar de P serd uma esphera de que a ¢ diametro.

Como é PA | OP, esta mesma es-
phera pide ser representada por

s’;9=0. u/j‘g\A

_

P

Se unirmos o ponto C, meio de m, com a extremidade de p,
mmmm
1

i:_P-P“—EI,

e portanto podemos ainda representar a esphera anterior, con-
siderada como o logar da extremidade de p, por

1

1
T(e—- :}mETu.

2

Para transformarmos esta ultima expressiio nas anteriores, que
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teem a mesma significaciio, procederemos do modo seguinte: ele-
vando-a ao quadro, vird

4= -

e, desenvolvendo o primeiro membro,

¢ —Sap=0,
que da
8Lt o Bx—p)p=0m8——.
P P

68. Tomando o scalar do producto de tres vectores a, 3, v,

teremos
Safly =S(Vafi.y) =TaTSsenb Sey,

e, representando por ¢ o angulo comprehendido entre & e , por
ser

Sey=—Tycos g,
Safty=—TaTBTysenlcosg. ... ...... (8)

Ora TxTfsen§ representa a area do parallelogrammo de que
sio lados contiguos os vectores « e 3, e Tycosg a projecgio de
1 sobre a direcgdo de ¢, logo— o scalar do producto de tres ve-
clores representa, em geral (com differenga de signal), o volume do
parallelipipedo de que elles sao as arestas conliguas.

Este scalar serd nullo quando for sent =0 ou cos ¢ =0, cor-
respondendo o primeiro caso a ser « || # e o segundo a y || «, .

Pelo n.” 13 teriamos, sendo « | £,

a=xf,

e pelo n.° 14 teriamos, sendo y [|| =, 5,

y=xa+yp;
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substituindo estes valores em Safy e attendendo a que o qua-
drado de um vector ¢ um numero e o producto de um veclor por
um scalar é um vector, obteriamos como anteriormente para 08
dois casos

A condigiio para que tres vectores a, [3, y, que niio sio paral-
lelos, sejam coplanares péde exprimir-se portanto por
Safy=0.
69, Effectuando a multiplicacio dos tres vectores
a=zity)tzk,
B=a'i+y'j+5'k,

y=x"i+y"j+ 5"k,

teremos
Safty=— (y5' —3y) @' — (32! — 2) y" — (ay —y2) 2",

que se pode escrever, usando da notaciao dos delerminantes,

=98
" | /
: y 5| |F .1‘ = y | ' | ’
Safy=— x'— y— =2 § #
g X 12 2| |7 y]| | |
i.r" yn zu|

Vé-se como ha ligaciio entre a theoria dos determinantes e o

novo calculo dos qnnlerniﬁes.
Ora a theoria dos determinantes d4, empregando por simpli-

cidade uma notaglio abreviada,

\zy's | =|2y's| =|2"ys | =—|ay"'s | =—|Tys" | =— |2"y's],
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que exprimem ser como no n.° 56
Safy = Sfyx =S yaf = — SayB = — S By = — Syf.

E, como em um determinante se podem mudar as columnas
verticaes em linhas horizontaes e vice-versa sem que o seu valor
seja alterado, teremos

z y s 2 o 2

iy Himlgy ¥

a" y' st

s 5 5"
logo, tendo-se conjunctamente com os vectores z, f3, 7» 05 tres
o =git+alj+a'k, f=yit+yj+y'k 7 =3zi+35+3"k
e sendo Safy =0, seri tambem
SaBy =0.
70. Em um triangulo plano ABC tem-se
AC=AB+BC,

e operando-se por S.AC >< sobre esta expressio, vem

S(ACx AC)=S(AC = AB)+ S (ACx< BC),

que, pela primeira regra do n. 65, empregando a notacio usual
de Geometria e simplificando, da

b=ccos A+ acosC,
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Operando por TVAB x sobre a primeira expressio d'este nu-
mero ¢ attendendo a que o quadrado de um vector é um scalar,
yém

TV(AB > AC) =TV (AB x< BC);

ue, pela sezunda regra do n.® 65, da
o

bsen A = asenB;
analogamente se teria

TV(BC < AC) = TV (BC < AB),
d'onde

bsenC=csenB;

logo, pela combinacio d'estes dois resultados, vem a férmula im-
portante de Trigonometria

senA senB  senC
a b ¢

De
ACxAC=(AB+ BC)(AB + BC)=AB*+2S (AB < BC) + BC?
operando por S <, vird

b= a—2accos B+ ¢

]
71. O versor de um quaternidio ¢ el pode ser expresso, se-
&

gundo se viu no n.” 64, por
P :
U? =cos )+ esenf,

sendo § o angulo comprehendido entre « e 5 e ¢ o vector-unidade
na direcgdo do eizo do qualernido,
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Representando por 7 um outro vector coplanar com « € 5 €
fazendo com este ultimo vector o angulo g, teremos

U%—zcoscp+usenq>,

Ul=cns{ﬁ+qa}+eseu(ﬂ+q;);
[ 4

mas ¢
AT -
a ' Bl Sy
logo, tem-se
cos (0 + ¢) + e sen (8 + ¢) = (cos 0 cos ¢ —sen  sen g) ﬂ

+ ¢ (sen § cos ¢ + cos 8 sen g),
d'onde se tira
cos (68 + ¢) =cos O cos g —sen O sen g,

sen (! + ¢) =sen { cos ¢ + cos O sen p.
Na caso particular de ser ¢ =09, teremos o
(cos § + e sen §)2 =cos 20 + e sen 2,
e, em geral, para m qualquer teremos a formula conhecida de
Moivre

(cos & + e sen )™ = cos m§ + e senm).

72. Consideremos uma esphera-unidade e na sua superficie
um triangulo ABC, e representemos os tres vectores-unidades

OA, OB, OC por , 3, 7; teremos (n.° 65)
SPy=—cosa, TVPy=sena
Syx=—cosh, TVyx=senb).

Saff=—cose, TVaffi=senc
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s vectores-unidades cf'rn'l_'s|mllllt‘lll‘.(!ﬁ aos vertices do lriungulo
polar de ABC serfio expressos por

UVaf, UVye, UV Gy,
e lteremos

S.UVyaUVap=cos A, T.UVyxUVal=senA|
S.UVafUVPy=cosB, T.UVafUVfy=senB,.
S.UVPyUVyz=cosC, T.UVPyUVyz=senC
A f6rmula (9) do n.° 58 da
S. VoV 3y = (S ay— SuB Sy,
¢ tem-se tambem

S.VapVEy=T(VaB V) S.U(VapVEy);
logo, seré

— Say=S8a35fy+ TVaBTVEyS. UV UV £y,
que pelos valores anteriores se transforma em

cos b= cos ¢ cos a + sen ¢ sen a cos B.
Analogamente teriamos
S.VyaVaf=0a?SyB—SyaSaf= T{Vy2Vaf)S.UVyxVaf),
S.VfyVya =138af — SPySya =T (VEy Vy2)S.U(VEy Vya),

que daio
cos a=cos b cos ¢ + sen b senc cos A,

08 ¢ = cos @ cos b+ sen a sen b cos C.
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Pela férmula (8) do n.° 57 ¢

T IV wl® RT fa.) fa fa.
A (VaBy f7) = — BSafy,
que da
TV.Vaf VEy=8.yVafi;
e, por ser B o angulo formado pelos dois vectores Va3, VBy, o
n." 65 da

TV.VafVfy=TVa3.TV y.senB.

Ora, representando Por Pay Py pe 0s arcos tirados de A, B, C,
perpendicularmente aos lados oppostos, as duas expressdes ante-
riores dao

sencsen a sen B = sen a sen p, = sen b sen Pb=sencsen p;.
Do que fica diclo tira-se
V«5Vfy=sencsena (cos B+ BsenB),
= ' [ /
que da
T.VafVfy=sencsena,
U.\’:ﬁvﬁy= cos B+ BsenB,
e achar-se-hia facilmente

U.Vy2Vfx=cos B—fsenB.

75. Como exemplo das transformacoes que se podem obter de
uma dada expressiio, apresentamos o seguinte. Dada a expressio

Tyl Baordose 50l e ue (a]
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teremos as transformagdes seguintes

(Tg)? =(Ta)?
PKp=2aKg,
Pi= G* ...................
(*+a? +28 ap)— 25 29— 2a—(p+2)2— 28 (p—0)=0. .
pttap—ap—al=(pta)p—2fpta)=0.....
s ik s v diee

S(p%) —S(a¥) +Sap — Spa =S (p + 2p —pa—a?)
25[:F+1‘-’p—1)=0 .............

i N

T(p+a)(p—a)=T(p* —o® +ap — pa) =T (xp —2)

=T(Vap—Vpa) =2TVep ...........
To T
Tf;'—' ";' I. ................
3
T(—F-) il S el pdins g g
[ 4
Tl iy
o 4 o

(S%Mr%) (s E-vi) =(5%Y (v%)Lt..

Estas differentes transformacfes correspondem a propriedades
de uma esphera.

)
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Equagdes do primeiro grau. Biquaternides.

74. Representando por f(g) uma dada func¢lio, em que o qua-
ternido indeterminado ¢ entra combinado com outros conhecidos
e cujo valor é r, a equaglo

flg) =t covonasse o vashine G

pode, em geral, ser decomposta em quatro equagdes algebricas
ordinarias, involvendo as quantidades w, z, y, 3, que determina-
rio o quaternido q.

Suppondo que ¢ n o maior numero de vezes, que o quater-
nido ¢ entra como factor em um mesmo termo de f(g), diremos
que a equagio (1) é do grau n. .

Assim,

agh+a'qt/+ ... =Zagb=c¢,

em que a, b, a’, b’ ... ¢ sio quaternides ou funccdes de quater-
nides conhecidos e ¢ & o quaternido desconhecido, ¢ uma equagio
do primeiro grau ou uma equagio linear de quaternides;

Saghqe + Ydge =

representard uma equagiio do segundo grau ou quadratica; e assim
successivamente.
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Substituindo na equagdo do grau n o quaterniio ¢ pelo seu
valor g=w +ai+yj+ sk, e os quaternides conhecidos pelos seus
valores analogos, decomporemos a equagdo dada em quatro, li-
gando os quatro scalares procurados w, z, y, = com os conheci-
dos, sendo cada uma d'estas equagdes, em geral, do grau n.
Pelos principios conhecidos de eliminagio de Algebra cada um
dos quatro scalares sera dado por uma equacdio, em geral, do
grau n¥; e portanto uma equacio linear terd uma s6 raiz; uma
equagio qua-:‘lra!ica terd 16 raizes; uma equacdo cubica terd 81
raizes; e assim successivamente.

Vé-se d'aqui a difficuldade que naturalmente apresentara a re-
solugio de uma equagiio por estes processos.

Até agora apenas se tem dado a resoluglo geral e completa
das equagdes do primeiro grau e ¢ d'estas equagdes que vamos
tractar.

73. A [érma mais geral de uma equacdio linear de quaternides
¢, sendo ¢ o quaternido desconhecido e podendo conter ou nao
as caracteristicas S ou V,

a=Sbqg+3Veqd (¥) «envrnrinnn. (2)

(#) E facil de ver que a esta forma se reduz a equaciio

a=3bge | 2d.Sblge +-3e. VVgd" .f; vevvvuva.. (a)
porque, por ser

\-"b”gc”:b”gc” L SFI?I.'H — b”q ! scﬂbﬂ' A
teremos
2. VV'qc" .[=2(eV) ¢ (¢/f) — 3ef S (€")g

e a formula (a) reduz-se a

a=12bgc| 5d8eg; ..o.iinrnrnneasias (B)
e, por ser

2bge==x8bgc -3 Vbge—=Sb,g - 2Vbge, 2dSeq—S8d,g+Vd,g,

(b) reduz-se finalmente a
a=8bg - 3Veqd,
b
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Operando por S. e V., virh

Sa = Shq = SbSq+ 5. VbVq

s B
Va=23V.cqd =Sq.3Ved+3V.c(Vq)d

e, eliminando entre estas duas expressdes Sq, para o que opera-
remos sobre a primeira por 3Ved e sobre a segunda por — Sb,
e sommaremos depois, vird

(2Va.Vq.d) Sc— (2Ved) S. VgVb = Va.Sc— (£Ved) Sa,
que se podera reduzir sempre 4 [6rma geral

T PR A S AL %)

sendo a, B, 1, . . . vectores conhecidos e o o vector desconhecido.
I}u,prmmadu o veetor p e substituindo-o em Sa, teremos Sg
e ficara completamente determinado o quaternido ¢.

76. Equagdo vectorial lincar. Representemos por gp o pri-
meiro membro de (%), serd ¢ o symbolo de uma funcgdo vectorial
linear ou do prlme:ro grau em p. Designaremos por ¢—! a fun-
cchio inversa de g, isto ¢, que satislaz :.'1 relagio

¢ (ep)=ps

e representaremos symbolicamente que estas duas funccdes sdo
commutativas por

¢ =¢"lg=1.

Qua[tdo sobre uma funcglio gp operarmos por g, poremos
¢ (7p) =9, €, em geral, operando m vezes ™p; e analogamente,
poremos ¢—"p quandﬂ tomarmos a func¢lio g—'m vezes,
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A forma da funecdo ¢ mostra que se tem

v te+e"t..)=pptop'tep't...

PXp=29P
e
?m?m'q‘—n?-—-n"_ i ___?m ol —n—n—. .

77. Funcgdes conjugadas. Operando sobre gp=3x S@p por S/,
sendo ¢’ um vector qualquer differente de p, teremos

Sp'pp = 2Sp'«SPp=Sp(2fS),

e, representando por ¢’ a funcgdo que resulta de « e £ mudarem
de logar em g e que chamaremos funegdo conjugada de g, teremos

Quando for ¢'=¢ diz-se que a funccio ¢ & conjugada de si
mesmil.

Se & expressiio (5), que da a propriedade fundamental das fun-
cgoes conjugadas, junctarmos Sg'g's = Sppp’ teremos

Se'le+9)p=8p(s'+9)¢,

que indica ser a funcgdo ¢ +¢' conjugada de si mesma.
Applicando a expressiio (5) a Spp(s/s), teremos

|
oo

Spp(9'e) =S¢'p'y'p = So'pe's' =Sp'p(¢'p),

que indica ser tambem 3¢’ uma funcglo conjugada de si mesma.
Como se tem

Seop=S¢pp ou Sp(p—9)e=0,
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segue-se (n.° 66) que (p—¢')¢ representa um vector perpendicular
a p e portanto podemos escrever
"

(g—¢)e=Va,

que exprime que uma funcgdo vectorial linear ndo conjugada de
si mesma differe de uma funcgio conjugada de si mesma, dedusida
da primeira, em conter um termo da férma V 3p.

E claro que, sendo a funegdo conjugada de si mesma, se tem
§=0.

78. Inversio de 3. Qualquer vector g: = 32S8p, expresso em
funccio de 2n vectores, suppondo que sio n os termos de X, péde

ser reduzido & somma de tres termos s6; com effeito, pelo n.° 66
temos, considerando os tres vectores }, p, v,

1
op = —— (AS{vy L ¥ .
%= Tt TR e ¥ iDhe

Pela féormula (5) tem-se
SVpvgp =Spg Vpv |
SVvigp = See'Vw 2,
SVipge = Spg’ Vo
e, lazendo-se
o' Vv =23 Sapy =2 Sipv
¢V =3238Savd = pySauv},
o' Var=3BSadp=vq Shpv
vird
op=21S%1p+ pSpip+vSvyp,

em que 3, ¢ e v slo tres vectores arbitrarios e %y, £y, vy serlo
dados em funccio d'elles e de =z, £, 7.
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79. Decompondo um vector % segundo as direcgdes dos tres
¢» 99y 5°¢» que em geral ndo serdo coplanares, teremos

¢ =xptypptaetp...eiannn.n. (6)
e, operando por g—1, vira

—zoglp=yp+5p—oMrerrececr.ea (7)

expressdio que da a funccio inversa g—! por intermedio de fun-
cgoes directas.
Substituindo p pelos tres vectores-unidades i, j, k, teremos tres
equacdes que servirlio para determinar os valores de x, y, =.
No caso de ser z nullo, operando por =2 sobre (6), viria

—y7 o =5p—9p;
e, sendo conjunctamente x e y nullos, teriamos ainda
29~ p=p
Se os tres vectores g, gp, % fossem coplanares, poderiamos pdr
Pe=aetyg
e a expressio (6) tornar-se-hia em
% =(z+ ) p+(y+2y) g0,

e ainda a expressdo (7) tem logar.

80. Vamos applicar este methodo de inverslio 4 expressio se-
guinte, muito importante no estudo das superficies de 2.* ordem
com centro,

9p =— ia?Sip — jb2Sjs — ke Skp.
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Fazendo a substituicio de ¢ por i, j, k, temos
gi=iat, ¢j=j5b% ¢k=Fke?
¢i=tat, oY =4, oYh=ket);
ohi=iaS, ¢% =jb5, o3k =k

e, fazendo as mesmas substitui¢des em (6), vem
a® =z +ya? + zat
b =z+ ybt + bt ).
b =z + yet + zct

Estas ultimas expressdes mostram que a, 8%, ¢2, sido as tres
raizes da equaglo do 3.° grau

B—z—yl—2=0,
e portanto tem-se
x = alc?

y=—(a®?+ a2+ b%*)e,
z=a*+b*+ct ,
e (6) transforma-se em

g%p=acp— (a2 +a%c® + b%2)gp+ (a4 12+ cY) 5%, . . (8)

que da

a*b¥2g—1p = (a2? + a¥c? + b%?)p — (a® + B + ¢ pp + ¢%.
A expressio (8) péde-se por sob a forma symbolica

(p—a® (p—b% (p— %) =0.
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81. Methodo de Hamilton. Consideremos dois vectores X e p
taes que se tenha

Pe=VMh soverccsnnnnans .+ (9)
Operando por Sk e Sy teremos
Sige=0, Spge=0,
e, introduzindo as funcgdes conjugadas,
Spp'a=0, Spz'p=0.
Por eslas expressdes tem-se

p Lo plogu

logo, podemos pér, representando por m um scalar dependente
de ), p e p,

m: =Veire'p.
E, como de (9) se tira
p=9""Vap
teremos
me— Vip=Verg/p............ (10)

Resta pois determinar m e exprimir o segundo membro em
funccio de Vi, para se ter a inversio de ¢.

Seja v um vector ndo coplanar com % e i1, e operemos sobre (10)
por S¢'v, teremos

mS.gvy—1Vau=5.¢vVe¢r¢'p,
que, por ser
S.¢vp— 1V =S¢~ hppv= Svee—1Vap = Sipy,

SevVere'u=S¢rg'nehy,
da
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Este valor de m é independente dos que dermos a 2, iy ¥, por-
que substituindo, por exemplo, X por X+ py, teremos

_ S 7rev +pS ()% _ Soliguh
e Sipv + pSpdy Shpv

ora, fazendo modificagdes successivas analogas 4 anterior, podemos
fazer com que 3, p, v tenham tres valores quaesquer, sem que o
valor de m seja alterado ().

(*) Podemos demonstrar a independencia de m dos valores dados a 3, B
e y do modo seguinte: sejam 3/, u', ¥ tres veclores nio coplanares e diffe-
rentes de &, g, v; pelo n.* 1§ temos
V=azr4yptn
F,“’:;b’l—l—yiij.-l-:rv ¥
‘J' — EHJ. +y”!l.—§—‘”¥
que dd operando-se por ¢
|p'.l.r=.1' opfi.—E—y UF}*““‘ ?:“
?'r,._‘r: z' p'l —f— y’ qrrp. —]— s flfg .
q.’u' = .r”:P'J. - yng'p S l“lp'v

Estes dois grupos dio facilmente, fazendo-se por simplicidade

& Y 4
t.’ y! x.l =4 3
;cr.r yr.r ;J.r

Sy’i'q’p’p’r" =AS f.’qa’y.fv. 5 ).'rp.’-r' = A 5}.,“ H
logo, serd
y. s_,?lfv!p.rws*i 14 SQ'"W’P-F =
SJA.Jp.J'IF S).P.uu

m
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82, Se na expressio (10) mudarmos 3 em 3+ g, sendo g um
scalar, teremos
my )~ Vo = Vig' + g5 +
=Vohe'n+gV(i¢'x+o%.p)+ g% V.
Facamos
1'."’?" -+ ?rl o = (IJ-\"}..'J..
teremos
mg(o+g)"'Vivn=mo—1+gd+¢% Vap..... (12)

A expressio (11) torna-se em
my=m+m'g+m'g2+ g%,
fazendo-se por simplicidade

f
ml e LR i

1 L
m' = S SQuevtei.uv+iage.y)

e (48)

e sendo os valores de m’ e m” independentes tambem dos que
dermos a 2, 1 e v.
Substituindo em (12) este valor de m, e operando depois por
¢+g, virh
(m+m'g+m"g2+ g% Vop

=[m+g(zl +mg=) + g (5 + ) + 4%] Vg,
que da, pela comparaclio dos coeflicientes de g e g2
m' =g +mo—1

m'=o+P
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A segunda d'estas expressdes, dando
b=m'"—yg,

indica que ® ¢ uma funeglio vectorial linear, e a primeira da pela
eliminagio de
myd=m'—mo+¢% ........... (1B)

que resolve completamente uma equagio vectorial linear pelo me-
thodo de Hamilton.

83. Exemplos. Applicando este methodo ao exemplo do n.® 80

e tomando para valores de X, p, v os vectores-unidades i, j, k,
achariamos facilmente

i =1ia?, olj=jbt, o'k = ke%,

m =alb%?,

m' = a?+ b2% + a2l

m' =c?4 a4+ B2,
que substituidos em (15) dao para o vector p

a®h2e2y—1p = (a¥%2+ 0%+ a®b¥p — 2+ a2+ 1Y) pp +9%.

84. Muitas vezes uma dada equacio vectorial linear péde ser
resolvida mais facilmente pelo emprego de processos particulares,
de que ndo podemos apresentar regras, porque dependem s6 de
habilidade e practica. Para se ver a vantagem d'este emprego
apresentaremos os dois exemplos seguintes, que serdo resolvidos
pelo methodo geral e depois por um processo particular.

Seja proposta a equagio

Vapp =1,
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em que «, 3 e y slo vectores dados e p é o vector desconhecido;
teremos, attendendo ao n.” 60,

op =VapB, ¢'0=VBpa=g

e, tomando para valores dos dois vectores %, i, v 0s tres a, B, 7,
se ndo forem coplanares, vird

Pa=0a?, ¢'f =a3% o'y=Vay3

SfBaVayB S fa (ayp— Sayf) :
m = aﬁ{’;!Tﬂ_= P T \ :,;"J E il 2228 af
afdy afdy
2 S (22202V a3 + 222 fary) -
= de m——
Safy
m,’_‘ipﬂi ayf +2a%0Y) _Sﬁx\ ayd St
Safsy Safy )

Substituindo estes valores em (15) e applicando ao vector ,
vem
pa 8 af = — 72?2+ Vay3Saf + V. a(Vayf) s

mas, por se ter
V. a(VayB) =P85y + afi2Say— VayiSaf,
esla expressio transforma-se em

eA,
F_S:{:‘a

(e=18ay + —1SEy—7).

84. Em vez de se seguir o processo geral, attenderemos a
que pela férmula (13) do n.° 60 se tem

Vapp =y=aS3p + ESap —pSad,
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e, operando sobre a equaglio proposta por S.ax e §.8 <, teremos
S.aVop3 =02820 = Say,
S.AVeap: =382 =88y,
que dao
aS2p=a~18ay, [Sap=3-153p.
Substituindo estes valores na expressio precedente de y, tere-
mos a solugio pedida

1
P~ g5 (@' Sey +5~18pyr—1). 4

83. Consideremos agora a equaciio

VaB:=1y;
teremos
9p=VaZp e ¢'p=Vpap.

Tomando para valores de 2, p, v os vectores «, £, 7, teremos
ga=[a?, ¢B=paf, ¢'y=Vpay
que, substituidos em (11) e (13), dao
m =x2318.3
m' =2(Saf)2+ a2 (%),
m" =3Saf

(s) As formulas (11) e (13) do
SafVpay

T $
Sgﬂ!" alpSap

1
m= S_:ﬁ; 85 (Ba?BaBY Bay) = ?f?
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Applicando a férmula (15) a y teremos

pa¥32Saf =y [2(Saf)+ %t —3VafySafi+ V. afs Vafy;

e por se ter
N ac,f‘i Va:,fr‘; = z..'rjiﬁ:r'.' — ,’3215‘5}: + Vaﬁ{j;zs::ﬁ,
VafySaf = aff®Say — (S aySafi + y(Saf),
vird finalmente

9.:!':3251{3 = ;-':x!ﬁ! — o328 ay + -"3-:"25::{5 Sar..' — '8 By)-

86. O processo particular seguinte conduz mais facilmente &
resolucdo da equagdo: substituindo «f por S« + Vaf, vira

7=pSaf 4+ V.(Vaf)p,

1
m = gy SUoB) VBay -+ o8V Bay - o] = 2477 - S op)?

1 3
m'= Saby S[afVBay 1 af.afy + af2y]
1 -
3=ﬁ15!=5r5=1+5mh1 + aB (Sapy + Vaby) + o]

1 .
= ——[25288afly - Sap Vyfa] = 38ap.
Sapy

=

Attendendo a que &
., S(aB)*=S[(Sap)* + (Vah)* +2VapSap] = (Sa8)* + S (Vap)?,
e m' =243 | (Sap)? 4 8(Vap)?;
mas a formula (9) do n.° 58 dé
S(Vag)? = (S2B)* —a’p?,

logo m' transforma-se em

2(Sap)? —apt.
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e operando por S.Va3 sobre a equacio proposta

SaBy="Sa3pSa3,
d'onde se tira
Saly
_S ’F —_ Sn‘.ﬂ?.

Sommando esta ultima expressdo com a equa¢do proposta vem

SuﬁT
S :;ﬁﬂ ==
que da
=3_|=_1 + SgBT) 5
P T S’;& &

Resta mostrar que esta solugio, com uma [6rma muito mais
simples, ¢ identica 4 achada pelo methodo geral; para isso, mul-
tipliquemol-a por 2232820 e vira

pa*BSaf = faySaf + faSafy = VaySaf — VafiSaly

Applicando a férmula (16) do n.” 62 aos quatro vectores a, 2,
Vap, v, teremos

0=—7S(VaB)t— 8. VaBVfy +£S. VahVeay+ VaBSaly,

e, illﬂ' ser
S.VafVfy=[28ay— S«pS

S.VaBVoy = SaySefi—alSpy,
5. (Ve = (Saf)t— a2,
VfaySafi=—aSaBSfy+ LSafiSay + 7(S=f)},
vird, junctando as duas ultimas expressoes,

pa2BS ot = yu®3t — a2 S oy + B(2S a3 Sy — 428 fiy).
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87. Discussio da cubica fundamental. Pelo methodo de Ha-
milton chegamos & expressiio symbolica

¢ —m'yt+m'g—m=0,

que se chama cubica fundamental.
Representando por gy, ga, gs as raizes da equaciio

g*—m'gt+m'g—m=0,
podemos por a cubica fundamental sob a f6rma symbolica
(¢—91) (¢ —92) (¢ — 98) =0
Para que o vector desconhecido p seja parallelo a zp deve ter-se
Vegp=0 ou gp=ap,
¢ a cubica fundamental transformar-se-ha em
(3 —m'"z+m'z—m)p=0,

sendo z um dos valores gy, ga, g3, que supporemos reaes e des-
eguaes,
Teri portanto p um dos tres valores gy, pa, p3, que satisfazem a

(p—g1)p1=0, (p—ge)pa=0, (3—g3)p3=0,

e chamaremos &s direccdes d'estes tres vectores direcgdes prin-
cipaes.
Decompondo ¢ segundo estas tres direcgdes, vem

e=vypr1+ypatyes
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e operando sobre esta expressio por (p—gy), (3 — g2\ (3 —gs)
separadamente,

F—g1)e=y lg2—g1)ea+y" (g3 —g1)ps |
(?—g)e=y (G1—ga)e1 Ty (91 —ga)es )
(p—gs)e=y {p1—ga)p1 +y (9a—gs)ea

que indicam que a operacio (p—gi) faz perder a p a sua com-

ponente segundo p;.
Teremos ainda

(7—92) p—gs)e =y (1—92) (91 —gs)er |
(F—91)@—gs)e =Yy (93— 1) (92— ga)pz |3
(P—91) G—92)p=y" (93— 93) {yu—ynJPs!
logo, as direcgdes principaes serdo dadas por
(7—92) (g —98) =0
(—m)(2—9s)=0),
(7—91) (p—92) =0
quando as tres raizes gy, g3, g3 forem reaes e deseguaes.

88. Supponhamos porém que duas d'estas raizes sio eguaes,
por exemplo gy =gs; operando por (3—gy) e (3—gs) sobre a ex-
pressio de p, teremos

(e—g1) p=Yy"(95—91) p3s
(3—g3) ¢ = (91—g3) (ypr + ¥ pa)s
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n'este caso a direcgdo principal pg serd dada por (3—g1)p=0,
e qualquer vector, ¢/, existente no plano de py e pq satisfari 4
condigdo (3 —g3) p'=0.

Se as tres raizes gy, gs, g3 sdo eguaes, entdo qualquer vector
no espago é uma direcgo principal, porque se tem sempre

(#—g1)p=0.

89. Quando a funcgio ¢ é conjugada de si mesma, as tres
raizes slio reaes e as direcgdes principaes formam um systema
trirectangular. Supponhamos para o demonstrarmos que uma raiz

¢ imaginaria e da forma g;+h; /—1, sendo V—1 o imaginario

da Algebra, e representemos por py+ oy V—1 a direcglio prin-
cipal correspondente a este valor; teremos

@ (1 +o1V—1) =gy + hy V=T1) (g1 + oy V— 1),

que di as duas equagdes
o1 =91p1—h1oy
991=hip1+ 910 l
Operando por 8.0y, S.py, estas duas equagdes dao
So19p1= 9150191 —hyoy?
Sp1971=hipe* + g18py 9y ]’
d’onde, por ser ¢ conjugada de si mesma, se tira
hy (o1 + ey =0;
ora, sendo py e gy dois vectores reaes, esta equaclo sé péde ser
satisfeita por hy =0, logo a raiz considerada nio péde ser ima-

ginaria,
(1]
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Por ser

01 =161, Fp2=02P2 %E3=03P3
teremos
Sop19p2=Spa9¥1 = Sp19%ee (*)

g192Ser1pa=913Sp1p2=94*Sp1pa,
que, sendo gy e gy differentes, s6 pode ser satisleita por
Se1p2=0,
que mostra ser py | pa. Analogamente achariamos
Sp1pa=0, Spaps=10;

logo — as direcgdes principaes, sendo as raizes g1, g2, g3 des-
eguaes, e ¢ conjugada de si mesma, formam um systema tri-
rectangular.

Se porém duas raizes, gy = g3, slo eguaes, teremos

Spipg=0. Spaps=0,

mas nem sempre ser Spypg=0; logo, duas das direcges prin-
cipaes estardo em um plano perpendicular a pg e podem fazer
entre si um angulo qualquer.

Se as tres raizes forem eguaes, entdo todas as direccies sdo
principaes.

(») Pelon.® 77 é
[
_ Sonse=Spy (en)

¢ por ser ¢’ =g vird

Sepigpe =S¥’
(5] pl)r ser

S pp1pp2 = S epavers
teremos tambem

S spi9p2 = Spe'ee
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90. Sendo ¢ conjugada de si mesma e gy, pa, g3 as tres di-
recgdes principaes de p, a formula (16) do n.° 62 dé

pSp1oaps = p1Spraps+ paSppspr + paSpprpes 1

e suppondo que estas direcgdes principaes sio vectores-unidades,
substituil-as-hemos por i, j, k, e teremos

—gp=1ig1Sip +jy2Sjp + kgaSke,

formula que se presta a transformagdes que sdo de grande im-
portancia nas applicagdes.

91. Resolvida a equacido vectorial determinaremos o quater-
nido desconhecido segundo se disse no n.° 75. Muitas vezes porém
a resolugdio de uma equagdo vectorial ou de um quaternido apre-
senta-se indeterminada, o que depende das condigbes expressas
pela equacio proposta.

Hamilton deu um methodo geral para a resolugio de uma
equagio linear, cuja incognita é um qu:llurni?m. e que ¢ analogo
r ao da resolugio de uma equagdo vectorial, chegando-se porém a
uma equagdo do 4.° grau em vez da cubica fundamental.

92. Resolucio de uma equagio do 2.° grau de quaternides. As
equagdes de gran superior ao primeiro nio teem ainda sido re-
solvidas de um modo geral; apenas se sabem resolver alguns
casos particulares.

Apresentaremos, como exemplo, a resolu¢lio da equagdo do
2.° grau

*=qa+b,

em que a e b sio quaternides dados e ¢ & um desconhecido.
Fazendo

1
q=?(_a+w+p}.

s
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sendo w e p o scalar e vector, ndo de ¢ mas de um quaternido
2q —a, teremos

(w+g)+ap—pa=al+4bl,
que, pondo-se

Va =g, at+ 4 = S (a? + 45%) + V(a? + 4b%) = ¢+ 2;,

se transforma em
(w+p)t+2Vap=c+2y.

Operando separadamente por S. e V., vem
S(w+p)=wt+pt=¢c
V(w+a)p=y

A ultima equaglio d4, segundo o n.° 86,

S(w+a)y Say
e R S Ty o
d'onde se tira
Scx;.!
S[w+a.]p=T.

A solugiio anterior da equagdio vectorial péde por-se sob a férma

; wp = (0+a)~1 (wy+ Say) =7+ (10 + )~ Vya,
que da
whet = — (= o)~ (Ve 8,

e substituindo p? por ¢ — w?
(w? — o) (wh — cw0? + 92 — (Vay)2=0.
Esta equagio do 6.° grau em w e que tem a férma cubica,

sendo resolvida, daré o valor de w, que, substituido na expressio
de p, determinari o valor d'este vector.
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Por ser y=—(Ty)2 <0, representando por g* e —h? as raizes
reaes de w!—cw?+12=0, e fazendo a®=—(Ta)2=—D ¢
(Vay)3 =—m?, teremos

f(10%) = (w2 — g?) (s0 + %) (w? + 1) + m? = 0,

que mostra ter f(w?), em geral, tres raizes reaes e deseguaes:
uma, w;%, positiva menor que ¢*; outra, w?, negativa e algebrica-
mente maior que os dois numeros —h? e —[2; e finalmente a ter-
ceira, wg?, negativa e menor que —h® e —[2,

As raizes da equagdo do 6.° grau serfio portanto duas reaes
e quatro imaginarias.

Estes valores imaginarios de w dio para p quatro valores ima-
ginarios, e podemos dizer que a equagdo proposta terd para q
quatro valores tambem imaginarios.

93. Biquaternido. Vé-se que a resolucdo de uma equagdo de
quaternides péde conduzir a solugdes da forma

e=gq+qV—1,

sendo ¢ e ¢ dois quaternides reaes e V—1 o symbolo imagina-
rio de Algebra. Este symbolo deve ser considerado um scalar, e
portanto distincto do symbolo da raiz quadrada da unidade nega-
tiva empregado no calculo de quaternides, pois que este representa
uma linka real e considerado como factor nio ¢ commutativo.

A expressio anterior di-se-lhe o nome de biquaternido.

A egualdade de dois biquaternides g+ ¢'V—1 e r+r'v—1
exige que se tenha separadamente

] '
q—r“ q=r'

e portanto esta egualdade comprehenderd oito equagdes nume-
ricas ordinarias,
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94. Em geral, um biquaternido pode ser d{'composlo em parte
scalar e vectorial, porque, sendo

g=w+p, ¢=w'+p,
teremos

Q=[:w+w'b”-_l)+{g+?' 'I"Ij)ESD‘i‘VQ;

e como as partes scalar e vectorial sio de férma imaginaria po-
deremos por analogia designal-as por biscalar e bivector.

Estas duas partes componentes de um biquaternido distinguem-
se em caleulo por ser o biscalar (numero imaginario) commuta-
tivo quando factor, em quanto o bivector (ainda que uma linha
imaginaria no espago) ndo &, em geral, commutativa quando factor.

Poremos tambem por analogia com os quaternides,

Ko =S¢ — Vo,
exprimindo que o conjugado de um biquaterniio é egual ao bi-
scalar menos o bivector d’este; e para um numero qualquer de
biquaternides teremos

KH L H'Kn

tendo IT e [1' a mesma significagio do n.° 53; e serd

oKo=(To)%,

o=To.Up="Ug.To.

93. Sendo dado o biquaterniio q+r V—1, determinaremos
a forma x+y V' —1 do biquaternido que lhe & reciproco,
(q+rV—1)=1, pelas equagdes
qgr—ry=1
re+qy=0
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A segunda d'estas equacdes da os valores
z=—1"1qy,
y=—gq"'ra,

que, substituidos na primeira, dio
z= (q+rgir,
y=—(r+g=1g~"

Serd portanto

(q+r V=1t = (g +rg )=t = (r+grig)—1 V—1.

96. Sendo q=q+¢ V—1 teremos
(To)t=(g+q V—1) (Kg+Kg' V1)

= (qKg— ¢Kq) + (¢Kq' + ¢Kq) V1,
e, por ser

¢Kq=(Tq®, m+0K=2S0 e K(Kg) =g,

Tot=Tqt— T¢ + 25 (gKq) V—1.
Ora, sendo .
Tq=Tq, S(gKq)=0,
teremos

T(g+qV—1)=0;

logo o tensor de um biqualernido pdde ser nullo sem que os ten-
sores dos quaternides reaes, que o compdem, o sejam.

A condi¢io SqKq' =0 pdde ser substituida por K¢'=g¢—1a,
representando « o vector egual ao producto gKg', d'onde, ope-
rando por K, se tira

g =—aKg=1,
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que pelo n.° 29 se transforma em

que da

T¢ =$_;, Ug' =— Ualg.

O biquaternido, cujo tensor é nullo, toma éntna a férma
q+gV—1=q(1—UsV=1)=(1 —TVaV—1)q.

97. O producto de dois biquaternides pdde annullar-se sem que
qualquer d'elles seja nullo. Com effeito, temos

g+ V=1)(r+rV—1)=(gr—gr)+ (@' +gr) V=1,
que, para ser um producto nullo, exige as condi¢des
gre=gr) giam—gy;
A primeira d'estas condi¢des da
¢ igr=r,
que transforma a segunda em

qq1gqr=—q'r,
d'onde se tira

g9—'g=—¢ ou (¢—1g=—1,

O producto ¢'—1¢ sera representado pois por um vector-uni-
dade, B, e teremos

q=q'8.
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Este valor de ¢, substituido nas duas condigdes antecedentes
e attendendo a que ¢ B—!=—8, transforma-as ambas em

r=—pr,

e portanto os dois biquaternides, que dao um producto nullo,
podem ter a férma

q'(,-s +V—1), —3—V—1)r,

¢ o seu producto sera

—¢@+V—1)(3—V—=1)r'=—g @+ 1)r 0.

A
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Differenciagfio de quaternides

98. Definicao de differencial. Em geral, as funcgdes analy-
ticas das quantidades complexas admittem uma derivada; assim,
sendo dz o accrescimo dado & variavel z, e f(z) uma funcgio
dada, tem-se para expressdo da parte principal do seu accrescimo
f (z)ds.

Quando porém a variavel é um quaternidio, vamos ver que nio
acontece, em geral, assim,

Seja

r=Fq

a expressio de uma funcglio de férma dada do quaternido varia-
vel ¢; definiremos differencial de r a relagio

dr=dFg=lim i s ik
=0 h

P e

representando-se por h uma quantidade numerica real que con-
verge para zero, e por dq um quaternido qualquer.
Hamilton, depois de estabelecer esta deflinigdo, accrescenta:

A
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cesta férmula é evidentemente verdadeira (+) no caleulo diffe-
rencial ordinario, e porque nio involve o principio commutativo
da multiplicagio ¢ justo que a estendamos, como defini¢do, & dif-
ferencial de uma funcglio de quaternides.»
A férma de dr serd
dr=/{(g, dq),

representando-se por fuma funcgio dependente de F, homogenea
e do primeiro grau em dg, que, em geral, se ndo pode pdr sob
as formas f(q)dq e dqflq).
99. Se em (1) substituirmos dgq por r+s, sendo r e s dois
quaternides, teremos
. Flqg+h(r+s]—Fq
10 %4 e i E

i Flathrh)—F(g+hg) . Flg+he)—Fg
h=0 h h==0 h

=flg: )+ (g, 9)-

Podemos pois dizer que f(q,dq) é distributiva em relaglo a
dq; e deduz-se tambem da expressio antecedente que, sendo x

um scalar, é
[(q+ar)=zf(q, r).

100. Sendo dado r=¢®?, teremos

2_ g1
d(qg¥) =lim Ml——q-nq.dg+ dg.q (»#).
h=0 h

{#) Se em vez dos qualernides g e dg livermos os scalares « e dx e fi-
zermos hdx =4/, a formula (1) torna-sec em
. Fle+N)—Fa
d F (z) = lim f"‘+ dr =F(z) dz.

A=

(##) Attendendo a que dg representa um quaterniio, podemos suppri-
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Esta expressio ndo se pode por sob a forma r'dg sem que r'

dependa a0 mesmo tempo de ¢ e dyg.

Para r =— teremos

1 1

. g+hig ¢ 8.~ 3 .
ERy e S BERS P SRERE e SIARTIR PSRRI T
Vo] ol ni_.“L( g+ hdg q) g g

que tambem se nido péde pér sob a forma r'dq.

Vé-se, pois, pelo que fica dicto, que uma func¢lio de quater-
nides ndo tem derivada, o que é devido a niio ser n'este calculo
a multiplicagdo uma operacio commutativa.

101. Sendo r=r'+r"+r"+... e ¢, " ... funcgdes de um
mesmo quaternidio variavel, e se tomarmos para todas o mesmo
augmento d’este, teremos

dr=dr'+dr'" +dr'"+...,

que indica ser a differencial de uma somma egual 4 somma das
differenciaes das parcellas.
Decompondo r na sua parte scalar e vectorial, teremos

dr=dSr+dVr=Sdr+ Vdr,
que da
dSr=8dr, dVr=Vdr;

e tomando o conjugado de r, teremos, por ser Kr=Sr—Vr,

dRr=dSr—dVr=KSdr+KVdr=Kdr;

logo — os symbolos S, V, K sdo commutativos com d.

mir o signal de multiplicacio e além d'isso substituir (d¢)? por dg?, que se
nio deve confundir com d{qg?).

- .
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102. Definigiao de differencial de uma funcedo de quaternides.
Se F depender de muitos quaternides variaveis em vez de um so,
teremos por defini¢io

dF (¢, ¢", -..) = lim F(g+hdq,q'+hd¢ +...)—F(q,q,...)
h=0 h

=f(g ¢ ..., dg, dg, ...),

sendo [ uma funcgio dependente de F, homogenea e do 1.° grau
em relacio a dg, dy, .... :
Tendo-se

r—qq,l]'”.. .y
serd
dr=dgqq'...+qd¢q"...+q¢d¢"..+.....

No caso de a, b, ¢, ... se considerarem quaternides constan=
tes, e ¢, ¢, ¢, . .. quaternides variaveis, leremos

d(aq) = adg,
d (gb) = dgb,
d(agbq'cq"...)=adgbg'eq" ... + agbdg'cq" ... +...;

differindo estes resultados dos do caleulo differencial ordinario
em que cada factor deve ser differenciado no seu proprio logar.

Sendo

..,
I
-&a_[..g;

leremos

q=4q'r, dg=dq'r+ ¢dr,
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d’onde se tira

1 i 1
dr=— (rf i '_.) :
g 1q q q 7 q

; |
que, fazendo-se g=1, da o resultado ja achado para r=—.
]

1035. Differenciaes de tensores e versores. Por ser Tq*= qKg,

teremos

2Tqd Ty = dgKq+ gKdg=25Kqdg; (+)

Tg¢?
mas, por se ter Kg=—q. vird
IT i
bl ML |
g g

ou (#»
(x) dTq=SUq—1dy.

Substituindo o quaternido g pelo vector g, as ultimas expres-

stes dao, attendendo a ser UKp =— Up,

iT: d
{ ms-i,

Tp

dp
dTp=—SUpdp =8 .
P i
De

q=Tq.Ug

(«) E gKdg =K (dgKg), logo vird

dgK g+ K (dgK ) = 28 (dg K ) — 28 (K gdg).

o Kgdg
[:n !:] d']'q—.s T?

Ty

TK UK gd ,
—8.—1 99 __g URqdg—S.Ug"dg.

“a

-



. semcscmea e B

‘ 95
|
i tira-se
dg=dTq.Uq+ TqdUg,
que da i ]
dqg dTq dUg
— =1,
q Tyq Ug
d'onde

| it SO0 s"i=vﬁ.
' Ug ¢ q q

Para um vector p tem-se

vy _, d
' Up Dk
que da
: . Vede
-.‘f[p=—l,? ]f" (f).
104. De
d (rﬁ) =dqq+ qdq
tira-se

d(q¥) =28qdq + V dqq+ qdq),
e, pela decomposicio de q e dg em scalar e vector,
d(q*) =28¢dg+289.Vdg+28dq.Vy.
Applicando esta férmula ao quadrado de um vector, teremos

d(p*) =28pd;.

du ] ol
(s) it R o [ = S| R | .

Up ¢ T
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De
| | |
d —-)=——d —
Ermrrl

tira-se para um vector INYETso
d(p—1) ==V (e—1dpp=),

que pela formula (13) do n.” 60 se transforma em

- (c2)

Achar-se-hia tambem facilmente

10i3. Differenciagies successivas. Applicando s differenciaes
i4 obtidas o processo que acabamos de apresentar, obteremos as
q

differenciaes de ordem superior & primeira.
Assim, de

d (q*) = dqq + qdq
tira-se

d® (q?) = d?qq + 2dg* + qd*q,

d% (¢%) = d%q + 3d%qdq + 3dqd®q + qdq,

-------------------------------
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E no caso de um vector teremos
d (p?) =28pdp,
d? (0%) = 2dpt+ 2S5pd?,

d3 (p?) = 68dpd?p + 2S5pd34,

calculos de differenciagio tornam-se muito mais simples, porque
serdo nullas as differenciaes da variavel que forem de ordem su-

Se a variavel independente tem o seu augmento constante, os
perior & primeira.
|

| 106. Quando a func¢do F de quaternides tem como variavel
s6 um scalar w, entdo a definicio dada de differencial da o re-
sultado da [6rma ordinaria

dF (w) = F' (w) duw,

. apparecendo aqui dw como um factor com o coefliciente F'[w),

i que se péde chamar funegdo derivada de F,

| Se um vector g ¢ considerado como uma funcciio dada, F(t),
de um scalar variavel ¢, a sua extremidade descreverd, em geral,

‘ uma curva no espaco e leremos

| dp = dF (1) = F (t)dt = 'dt,

| sendo p’ um novo vector tangente d curva na extremidade de p e
tendo o seu comprimento egual 4 unidade se ¢ denotar o com-
7
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primenln do arco da curva medido de um certo ponto fixo; e
como uma segunda differenciaglio da

d!‘a = d:F (1) = l“"'flf}d! = pr‘rrﬂ',

chamaremos a ¢ o veetor de curvatura.
Nas questdes de Mecanica podemos chamar a p veclor de po-
sicdo, a p' vector da velocidade e a p’ veclor da acceleracio.

107. Serie de Taylor. No caso de ser constante o augmento
dado a um quaternido ou vector variavel, a serie de Taylor pode
ser applicada a uma [unc¢do de quaternides; assim, teremos 4

| |
’“’q 'i“;]:‘d(j:::s q+:t'rfﬁf+ -}—J'!’I!fff+ﬂ1'3{rafg+ pra——

que podemos escrever symbolicamente

o Ad8 ;
(1 +x(1+ﬁ + T:l_:i + .. .) fq=f"njlfri,l_

Com effeito, pela definiciio de differencial o quociente differen-
cial
i . flg+xdg)—
g _ .. flat=dg)—[q

dg 20 axdyq ;
em que z ¢ um scalar variavel e dq um quaternifio arbitrario
dado e podendo ter um tensor qualquer, da, suppondo o limite
finito e tendo & um valor pequeno, que consideraremos de pri=
meira ordem

iy [0+ 2d9) —fa—2dfg _,

=0 T
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e o numerador d’esta expressio deve ser considerado de uma
ordem superior & primeira.

Em geral, sendo d*¢=0 e considerando finitas as differenciaes
successivas de fg até a4 ordem n, a expressio

b A n

2
M=~

sa = [(q + zdq) — fg—adfqg— 1.2.0

d*[q

sera relativamente ao scalar £ de uma ordem superior a n; ou,
fazendo-se

d
— =0,
dx

teremos nio s6 s, =0, mas tambem
Ds,=0, D%,=0, ... D, =0,

quando for z=0.
Logo, annullando-se  depois das differenciagdes, teremos

Df(q+adq)=dfq, D*f(q+adg)=dfq, ...,
D*[ (g +dg) = d* fy,
porque se Lem

[ g+ xdg + hdxdq) — [ (q + zdq)
hie

Df(q+ xdg) =1lim
h=0

; (g + xdg + K'dg)— (g + xdq)
= lim \q q 1 \q 1)
h=0 W

=df(q + adq),

suppondo que d opera s6 sobre ¢ e ndo sobre dg nem x, e ana-
logamente para as outras ordens superiores.
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Fazendo entio 2 =0 dvpnis das differenciacdes, vé-se que os
primeiros n quocientes differenciaes do polynomio s, tomados em
relacio a & se annullam, ou que, sendo x de primeira ordem,
serh s, de uma ordem superior a n.

Para fq=¢* teremos

dfq =dqq + qdq,

dfq=2dg?,
e portanto
(¢ + 2dq)t = q + = (dqq + qdg) + x2dg?.

Para fq=¢® teremos

<
dfq=dqq*+ qdqq + q*dg,
dfq=2dq g+ 2qdg® + 2dqqdg,
d3fq = 6dg,
e I
g+ xdq)® = ¢* + = (dqq* + qdqq + ¢*dg) .

+a? (dgq + qdq® + dgqdq) + 23 dgP.
108. Differenciacio de uma funcgio de funcedo. Seja
r=[fp e p=9¢;

a definicio de differencial da

[[3(q+hdq)]—f(pq)
£ ;

dr=df (pq)=lim
h=0

(q+ hdg) —+
dp=dypq=Ilim M
h=0 h




101

Fazendo
¢(gt+hdg)=9q+hih, q.dg)=p+his
teremos
Y= (0.4, dg) = dgq = dp.

e porlanto serh

(m+ N
dr=df(gq) =lim [,'J—-'f.jm—_f,ﬂ =dfp.
h=10

Obteremos pois o mesmo valor para dr (que deve ser um qua-
ternido) quer differenciemos r como uma funcgo (f) do quater-
nidio p, que é uma funecio ”.I;‘, de oulro (I1Ia’lll‘[’l]iﬁl1‘ ¢, quer dif-
ferenciemos r immediatamente como uma func¢do composta (fo)
do ultimo quaternido ¢. Podemos exprimir symbolicamente este
resultado por

df (vq)=d([9)q.

109. Differenciaciao de uma funcgao implicita. Se ¢ e r forem
dois quatermides variaveis e [ uma funccdo de férma conhecida,
a equacdo

flg.1)=0
dara
df (g, r)=0;

e esta ultima equacio conterd as differenciaes dg e dr e sera uma
func¢io homogenea e linear d'ellas.

Resolvendo entdo esta equacio, obleremos o valor de uma das
differenciaes expressa em funccio de ¢, r e da outra.

110. Exemplo. Como exemplo do emprego de caleulo diffe-
rencial damos a seguinte applicaciio geomelrica: procurar o ve-
clor que € a mais curia distancia enire duas recias dadas,
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Sejam as equagdes das rectas dadas (n.° 16)
P==lﬁ+$3, P!___ﬂp_l_z_lsf:

teremos para expressio do comprimento do vector, que une dois
pontos d’estas rectas,

Tle—¢)
e para que elle seja minimo a condiglo
4T (—¢) =0,

que, pelo n.” 102, se transforma em

d(p—9)

S
p—¢'

0.

Esta expressiio péde ser transformada em
S(p—¢)d(p—¢)=0,
que, pela substituigiio de dp, dg’ dados pelas equagdes das rectas,
s¢ torna em
S (p—¢) (Bdz—B'dz) = 0;
e porque & e ' sdo independentes vem
SB (p—¢)=0

S3'(s—p) =0)

logo, o vector (p—¢'), que ¢ a mais curta distancia entre as
duas rectas, é-lhes perpendicular e portanto parallelo a V33’
(n.° 44).
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Tem-se entio
atzf—a' — B '=yVBR,........... (a)

e, operando por S35’ sobre esta expressio,
S.pg’ (a—u*)=yS.E§‘VS§'=y(V33’)!,
que dara o valor de y; teremos portanto

o SIVBS (a—a)]

e tomando os tensores

TS.VAE (a—a) 5 ,
T—p)= T\EB%' =TS.(UVEE) (a—a).
i

Para determinarmos os vectores das extremidades da menor
distancia entre as duas rectas, teremos, operando sobre a equa-
¢io (a ) por 5.8 e S.B', duas equagdes que darlio os valores de
x e &' correspondentes.

111. Definicao do operador 7. Hamilton introduziu o sym-
bolo definido pela formula

Vnti+1d +h—dH

como uma caracteristica de operagio effectuada sobre um scalar,
vector ou quaternido, considerados como funcgio de tres scalares
independentes z, y, 3

Assim, operando por 77 sobre o vector

p=it+ju-+kv,
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em que f, u, v sio funcgdes de @, y, 3, teremos

dt  du de
I‘. 1 "‘:_,—_~_ —_— — T —
V (it +ju+ kv) (dx-i_dy f d'z)

Lfde  dud Jfdt. do du  di
(G a8 )

Considerando &', y', 3’ como tres novos scalares variaveis e in-
dependentes, podemos por

. d d

e combinando-o com 57 vira

s d? d? d?
L <d.rrLr: dy dy' 5 ds dz’)

d* d? f B 1 1 2
b e AT
dyds' dzdy dsdx’ dxdsd dedy' dydz

Esta ultima operacio refere-se pois a uma funcgio de seis

scalares x, y, 5, &, v, 3'.

Tem-se tambem

V*-——(—di—'i' d? n ff*)

dx¥ * dyt  ds?

jue, applicada a um quaternido, v, func¢io dos scalares z, y, z,
4 a formula importante

dw  d i d2v
det  dy*  ds?

= — 7.

!
l
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A inspecgdo d'estas formulas mostra a ligagdo que o caleulo

| dos quaternides tem com a Physica Mathematica. Assim, se v re-

presenta a temperatura de um corpo solido no ponto, cujas co-

ordenadas rectangulares sio x, y, 3, 0 symbolo — /v represen-

tara o fluzo do calor n'este ponto. Se v é o polencial de um sys-

tema de corpos, que se attrahem, ou a somma das suas massas

divididas respectivamente pelas suas distancias a um ponto varia-

vel (z, y, 5), entdo /v serd um vector representando em gran-

deza e direcgiio a forca acceleratriz n'esse ponto, produzida pela

acglo dos corpos do systema. E, se v é uma funcgio scalar das

tres coordenadas rectangulares x, y, 5, o symbolo ==57v repre-

, sentarh um wvector normal a supfrﬁcie. que tem por equagiio
v = consl.

il

FIM.
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