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TRIGONOMETRIA RECTILINEA

1. Os theoremas de Geomeltria Synthetica, Eucl, L. 6, p. 2, 8 ou

31, que ligam entre si o seno, coseno, langenle e secante do arco «, podem
R.sen.a

.+ (1);

CoS.x
It
cos.g (3)3

escrever-se, como se segue; cos.a sen.x : Ritg.a; oulga=

2

sen.’a+cos.’a=R" . ., (2); cos.a:R:: R:sec.a; sec.a=

Rt lga=sec.’ ve .. (§)

As cotangentes, co-secantes, senosversos siio funccdes conhecidas das
linhas, que figuram nas equacdes precedentes: R ¢ o raio do circulo de
cuja circumferencia ¢ parte o arco «,

Tomando para unidade de medida das linhos sen.a, cos.a...., a linha

recla R, as [6rmulas (1) (2) (3) (%) podem ser substituidas por tg.a_—;se"'“

cos.a
cn}s.a""(?); S

sec.’a. . .. (8). 'Nesta hypothese, que d’aqui- por diante admittiremos, os
signaes analyticos sen.z, cos.z, 1g.a, . .., significam os numeros, que dao
a medida das rectas sen.z, cos.z, tg.z...., quando se toma para unidade
de medida a linha recta R: mas quewudu que 0s signaes, sen,z por
exemplo, empregados "neste sentido, continuem a ser cmprcg'ldob mas na

. (8); sen.’x + cos’a=1.... (6); sec.a =
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-
hypothese de que significam linhas rectas, aonde estiver escripto sen.a,
- 8e0,o
escreva-se
sen.a

, € assim para as oulras linhas trignometricas; e sen.a

em

representa uma linha recta.

2. Representando ¢ a circumferencia do circulo do raio R, e 2 uma
parte de ¢, ¢

Seja g uma parte aliquota de ¢, ¢ designe-se pelo termo grau o arco g;
de (1) tira-se

¢ @ c a

— =, ... {2).
27 g 2R'R 2)

i ¢ i P
S d : S Iﬂﬂ : ¢ = Tan e — 2 . 1‘: i I.? ¥
o5 J 360 ¢ ° 2% se gl 300 de ¢ 5 00. Na divisic

moderna da circumlerencia é g=——-de ¢; na divisdio antiga, (que d’a-

400
qui por diante empregaremos, menos quande explicitamente declararmos
4 1
o conlrlirio) ¢ g:_-f{-}dc ¢. Por abreviar escreveremos em (2) 180° em
U
a ¢
vez de =3 A’ em vez de —; = por—

3 e 3R 3 1A°] por i ficara

R
180°: A° s ®: [A%).. .. (3).

O primeiro termo de (3) diz que a semicircumferencia se considera
dividida em 180 arcos eguaes, chamados graus: A° & o nimero de graus
do arco « . = ¢ o nimero que significa a semicircumferencia quando se
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toma o raio d’ella R por unidade: [A®] & o ndmero, que representa o
arco a, quando a unidade ¢ R. Podemos pois estabelecer

180° : A® -.;.::[A“]......(&-); 180 60/ : A’ i m:[A]......(B);

180:60.<60":A" :: %:[A"]....(6): 180 <60:x60x60" ;A" :: w:[A")...(7);
18060606060 : A ::5:[A" ]....(8); e assim por diante.

Aos quartos termos d'estas proporc¢des di-se tambem o nome de ar-
cos reclificados: ¢ o mesmo que dizer [A®], [A']....[A™] sio os numeros,
que significam os arcos de A®, A',... A", quando se toma por unidade o
raio R do circulo, com que os arcos z sdo deseriptos. As formulas (%),
(8), (6), (7). (8), tomando por = o nimero, dado por Euler. Int. d An.
dos Inf. ou Callet, Taboas de Log., approveilando unicamente vinte e
duas decimaes, translormam-se em: .

[A°] = 0,01745.32025.19943.20576.92 x A°.. ... (9)
[A] = 0,00029.08882.08665.72159.62 < A" . ... (
[A”]= 0,00000.48481.36811.09535.99 < A"... .. (
[A”]=0,00000.00808.02280.18492.27 x A" ... (12)
[A™ 1=0,00000.00013.56705.66974.87  A™ ... (

(

[AY '=10,00000.00000.22545.07782.91 x A" ....

Se na praxe trigonometrica ndo entram arcos menores do que0°,0000001
ou proximamente, do que um minuto quarto, regeitaremos (14), que
niio teremos de empregar. Os coeffecientes de A°, A’ ... A", multipli-
cados por 10'*, dio productos maiores do que a unidade: o que nlo se
verifica relativamente ao coeffeciente de A¥. Se quizessemos achar os nu-
meros [A°] [A']....[A™], na hypothese de que a unidade linear (dsse

——, multiplicariamos os coflecienles de A%, A',, ... A" por«10*°,
r a
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3. Posta a doulrina de Legendre, Geom. 14.* Ed. L. 1, Def, 3,
L. &, p. 9, conclue-se que, sendo « um arco menor do que o quadrante,

élg.a>a.....(1) a>sen.a .... (2); logo
L
n. < E
i : Z, ou Bucl. L. 6, sen. o > a (1 —sen.” )
cos, = @
3 i a’
e, a fortiori, 0. 8> 8—5.. .. (3).

Se, por exemplo, fosse 2 ==1", a differenca (n.” 2, eq. 11) entre o
sen. 1 e [1"] seria menor do que 0,00000.00000.00000.2.... (4);
se a=1', [1'] —sen, 1' < 0,00000.00000.09. ... (5); se a=1°, vem
[1°]—sen.1°<0,00000.2. ... (6). Por conseguinte

Quando nas questdes que houvermos de traclar nos for permitiida a
approzimagio de nove decimaes podemos por (0.°2, eq. 10e 11) sen. I'=
13

1] 0000290888__-1 YTk .. (7) sen. 1""=[1"]==10,000004848

=iso.60.60° - (8 e [AT=A"sen.t', ... (9) : [A"]= A" sen. 1", .

. (10); que servem para converter os arcos dados em minulos, ou segun-
dos nos arcos rectificados; e reciprocamente.

0 seno de um minuto quarto, sem erro na vigesima segunda deci-
mal ¢ 0,00000.00013.4670%.66974.87 (n.° 2, eq. 13), e como cos. a=

V"1 —sen.’a, teremos cos. 17 =10,99999.99999.99999.99909.82. . .. .
{II}; que differe da unidede em 0.00000.00000.00000.00090.18; e
muito menores portanto serdio as differencas entre os cosenos e o raio,
quundo os arcos forem menores do que 0°,00000.01, ou, proximamente,
do que um minuto quarto.

O nimero de graus do arco, egual ao raio, com a uppm\lmnl:an de
onze decimaes ¢ 57,°20577.95130 7, que ¢ dado por (n.° 2, eq. #)

A= 180 5720877951307 .. (12)

e ——

i
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O seno de um minuto segundo, exacto alé & decima quinta decimal,
¢ 0,00000.58481.36811 =sen. 1" (n.° 2, eq. 11)....(13); e por ser

cos. 1"=""1 — sen* 1" resultara cos. 1" = 0,99999.99999.88248. . ..
(14); com a mesma approximacio do seno,

O coefficiente de A° em (n.° 2, eq. 9), multiplicado por 6 x 3 <10,
di em producto o nimero =, com erro menor do que a unidade escripta
na vigesima casa decimal.

4. A formula cos.’a + sen.z=1 pide escrever-se assim

(cos.z + ¥ —1 sen. ) (cos.a —¥ —1 sen.«)=1: os factores cos. « +

V' 1 sen. a, cos.a—" —1 sen. a, sio as raizes y, ¥, da equaglo do se-
gundo grau y"—2ycos.«+1=0: supponhamos pois que sio dadas m
equacdes do segundo grau y*—2y cos.a+ 1=0,y “—2y' cos.a’' - 1=0,y"
—2y" cos. «”4+-1==0....; multipliquem-se entre si as raizes d'estas equagdes,
que forem da férma y = cos. A4V _lsen.A; e depois todas as raizes
da forma y, —cos. A —¥ T sen.A; e alcancaremos

(]

Y, ¥, oo g1 =cos. (a + a'....alm—1)) + I —1 sen. (ata..).

2 A1)
Y ¥, ey, V=08, (& + &0, alm—1)—F 1 sen, (a+4'....). . . o (2).

Se em (1) e (2) fizermos ¢ —a'—a"....=al"=1, (1) e (2) se trans-
formariio em

y,"= (cos.a V"1 gen. a)m = cos.ma 4+ ¥ =1 sen. m 2.,..(3)
y," == (cos, x — ¥ —1 sen. «)"— cos. ma— V" "Tsen.m a....(¥)
D’estas f6rmulas conclue-se

2 cos. m x=(cos. a + ¥ —1 sen. &)+ (cos.« —¥ " —1 sen. a)m.... (5)

2V 1 sen. m a=(cos. -+ ¥ —1 sen. a)"—(cos. x —¥ —1 sen. z)".... (6)




8 TRIGONOMETRIA

Advirtindo em que + V A=V 1V AP =1 [V =1)
=__V'___1:[ ‘;-V—I]'=—t—1: applicando a férmula do Binomio; e
fazendo as reduccdes algebricas, resulta o seguninte

! m(m—1) (m—2) : "
sen, Mma=—m sen. > cos, ™Iy -----1 ------E'-.r-—---# sen. o cos.W—Yg

s — 2 (m—3) (m —4&) : Y
B m(m—1) (m ) (m ) (m l_-—"sen.‘:: con ke

§ini 8k 3. §. b,

m (m—1)(m—2)(m—3) (m—4) (m—5) (m—~6)
1. 3. 4. b. 6. y f

sen.’ «0s.™—7a 4-...(7)

mm—1)
COS. 1 2 == €08, "e ~— T———5—=sen.a cos." 2

, m(m—1) (m—2) (m—3) ‘ m—j
R P PR TS Tias e o R

m l'm_i:l ‘m_g] [;nir.-ﬂa} (m—4 ‘:I ""]_5)
— x . § M =—fy 1 f
L ko) o (B T et e 8

Conhecido pois o seno ¢ o coseno de um arco «, o que nio ¢é diffi-
cil de alcancar, sendo o arco pequeno (n.” 3), as férmulas (7) e (8) dao
o seno e o coseno do arco multiplo ma.

Significando por i o niimero de lermos successivos do segundo mem-
bro de (7), contando do segundo por diante, o iltimo dos i termos, que
pode servir de termo geral, ¢

- By iy R
\ - I
I—— ) 1—1.[1—)
T \ m ) m/ n, 1901 i—(2i1-1) 9
T e [ « &)= COS, pdae tW)3
' O R, B T e R Sk
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¢ o lermo seguinle e successivo ¢

2i - l-;’[ 2i 4 2,
m ) m /(msen, a)

(2i +2) (2i 4- 3) cos. '

(1—

T ,.1_]=—T,' (10)

O signal de Ti serd o superior, quando i for impar, e o inferior,
quando ¢ for par.

{a
Sendo a menor do que o quadranle ¢ sen, a=—=a — | 1—-—.*.-" Lhek

X

o g ' o £
- menor do que 3 e (msen, a)=m u—{mu—{ — k*m ); facamos mae=—z,
] ¢ [ x 8. b i,
ex<,dedonde se tira (m sen. )= m sen, -—).:c-—:'_ —;—k'm ...(11),
2 \ m hm

e leremos ainda 'ne;ta [ormula x <.';;-; mas ;— =1,57...; logo em (11)

éx'<4....(12): e (9), (11), (12)
2 3 i 2 3y 'I'E
. T, é muito menor do que dois tergos, . . .1 <gee .(13); e[msen.a]

r = I
<2,85....(18)

Quando = fosse egual & quarta parte da semicircumferencia, e i=1,
(28 4 2) (20 +3) cos.”a==10, e por consequencia

(2i + 2) (2¢ 4 3) cos.”a> 10, ... (18),

quando « € menor do que melade do quadrante: logo quando for ma
menor do que o quadrante, ¢ m maior do que a unidade, ¢

(m sen. a)?

2i 4 2) (2 + 3) cos.’x
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menor do que a unidade, e por isso Tj; 1) < Ti....(16): entendendo-
se que fallamos somente dos valores numericos de Tji1) e T;. E porque
(7) os termos sdo allernadamente positivos e negalivos, segue-se (14)
(18) que

Approveitando-em (7) os primeiros i - 1 termos successivos, e des-

presando os seguintes, o erro commeltido serd muito menor, do que a
quarta parte do wltimo termo approveitado, T;.

Sabe-se que (1 —l)(I —_ E)ki _ 5; B 28 (1 —?—i)=1 _A‘

m m m m
A A Ag; X b :
R L DR e (17). Seja, para um dado valor de i, M
Wi W Ar As Ag ‘
o maior numerador das fraccdes precedentes, e resultura——-—i—:—a....
S M m md m

—_— e

= < : representando por B; o primeiro membro da desegual-
mi m—1 M

dade, serd B; <———.... (18).

;e

A unica relaglo, que se da entre m, e i é m > 1.

Tome-se o quebrado mui pequeno ¢, e delermine-se m pela condigao

M g
< 7» Ou porm> 1+ —......(19), e seri B; muito menor do =
m— : i
que :: ora a {ormula (7), separando os termos em B;, fica, como se se-
gue, mais commoda para ser ulleriormente examinada,

n—13 m="0
(msen a)3cos,a  (msen.z)’cos. a

{8 .8 T4.a 4.1 8

m—a =0
By (m sen. «)% cos. « Bs (msen. «)% cos.a

- - 1.8 11 A

sen.m ==(m sen.o) cos." 1 g —

Depois de i =15 o0s denominadores 1, 2. 3. ... (2i 4 1) crescem tio
rapidamente que se for 1. 2. 3...(2i+1)=N, sera 1. 2. 3...(2i+3) > 100 N; -
¢ para o duodecimo termo da primeira linha de (20), ou undecimo da
segunda, ¢ 1. 2. 3. 4..,.23 =25852.01673.88849.76650.000 ... (21).
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Os termos da primeira linha de (20) convergem para zero 'numa ra-
zio mais rapida do que T contando do termo i==1; por conseguinte

pode escolher-se i tal que dé para Tj; 4y na primeira linha (20) uma
fracclio inattendivel.

. 1 WY s UYL Y GOy
B| e dﬂdo pOT (I _— m)('l —n':j(l — Ej. o :l H__-)‘_""'_B“

m/

do que se infere que B; & positivo, menor do que a unidade, porém
lanto maior, quanto maior for 1.

Tomando pois para i o namero que faz T}; 1), na primeira linha (20),
inattendivel; e delerminando m, para este valor de i, por (19), a segun-
da linha (20) dard um namero menor do que §, sendo

§= Tj (msen. a)? cos."Ja, ... (22)
Logo (20) péde reduzir-se & sua primeira linha.
Seja i um nimero par 2p; cos.i p==(1-—sen’3) P :e cos.i 5 > (1—3")P:

cup PPl PP hp=S
—ANP =1 — _-JJ-.—:.i—..._—_—_j,G_f_,._:
b Mrmd TP P om0 9.

e fazendo @ m=u, resulta

: 2
1.!-*7‘!

, & Fod i\’ o i
conszt> 1 —(50). (3) 4 T“—e'.‘(ai) (x—)
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Se ¢ & um nimero impar 2p 4 1, teremos cos.i & > cos. & (1—=27%)p,

" §—
fazendo tambem & m =2, e notando que p= TR ficard

gty ey} e
cos.i-;; :-»cos.g[i—(:—"l)(")'* (l. gl_)K 1) (;)

\2m \m 2m

L A 1 |

. % 3 " \Im/\m

. o j w

Suppondo m > i tanto em (23) como em (24), e <> 08 termos
successivos dos segundos membros de (23) e (24) approximam-se conti-
nuamenle de zero, e com tanlo maior rapidez, quanto maior for m; e
para um dado valor de i & sempre possivel determinar m de modo (n.°2,
eq.™ 10, 11, 12, 13, 14) que (23) o erro que se commette tomando

cos,’ —==1 scja menor, do que uma fraccio muilo pequena.
m

Na egualdade (24) podemos pér, com uma approximacao da ordem da
precedente

. @ & WA - \
€08.! —==co0s.—, ou cos.—| cos.~1.— — 1 | =0
m m m m

x . - o, @
mas sendo — um arco pequeno nio poéde admitlir-se cos, — ==, logo
m m

R, , s z
08,1 — —1=0, o que di cos. ' —=- 1, e cos.—=|1;
m n m

o

e ¢ com effeito 1 o unico niimero, que pide lomar-se, como raiz nu-
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- i s
merica da equacio cos,'~!— — 1 =0, porque sémenle o nimero uni-
m

dade ¢ que db as polencias eguaes & raiz.
Por consequencia, podendo tomar-se m mui grande, e m 2=, sendo

x menor do que 3¢ estamos auctorisados a escrever na primeira linha de
(20) a unidade em vez de cos.'—, ou de cos.ia.
‘ m

Nas mesmas circumslancias, e advertindo que

¢

[ msen. — ‘ =2 -—J &———m k" | podemos, por | m sen. —
m Am I

a

!-:-:.r: (20)

m
e por isso (20) se transforma em

sen.r=—=r—

pu. : o5 . Py z? i
L23'Laakﬁ!Lzaxa&7+1zataﬂﬁﬁﬂ“”"“’

¢ do mesmo modo

22 o 26 1

=1 —— e IR T Y =
& "1334 123456 ' 12345678 (B

1.2

Sejam m e n dois nimeros inteiros e posilives, e m < n: o arco em

m . ; m =
graus a®==~—, 90° da o arco rectificado [z°]=—. 5 © s formulas
n 1l
procedentes se transformam em
mx md? gz m =5

sen. —, 90° = — e o
n T n2 n 1239 T 13338

@ al §

m m? 2 mi A
e c08 —. 90 —p ——
n n= 1.2.22 nt
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O chleulo numerico dos lermos 3 nio offerece compli-

™
123442
eacho: feito elle, ¢ contentando-nos com a approximagio de quinze deci-
maes, vird :

(€}

¥ m

sen, T" 90° =(1,57079.63267.918966] . —
i

— [0,64596.50975.062463].

+[0,07969.26262.461670]. =
—[0,00468.17541.353187) .

+[0,00016.044 1 1.847874], —
—[0,00000.35988.432352] . —
-+ [0,00000.00569.217292) . 2
—[0,00000.00006.688035] .
[0,0b000.00000.0606&9] =
— [0,00000.00000.000538] . —

+[0,00000.00000.000003) . ~5

(D] . %
cos, 2 90°= 1,00000.00000.000000
n

2
—[1,23370.05501.361698] . -

n=
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i
- [0,25366.95079.010480] . =

— [0,02086.3§807.63353 1. %
-[0,00091.92602.748394) . 75
— [0,00002.52020.423730] . ™
-+ [0,000“0-0-—171 0.87-5-779? L
— [0,00000.00063.866031). 2

. [0,00000.00000.656596] . ™

— [0,00000.00000 00529%], ——

+ [0,00000.00000.000034]. %

n .
Fazendo em (C) m =1, n==10 teremos sen.— 90°=sen. 9° (di-

n
visio antiga)==sen™>10° (divisao moderna) — 0,15643 4465040231 ;
que &, como devia ser, o mesmo nimero, que vem para o seno do arco
de 10° (d."m.) nas taboas de Callet [Senos naturaes). As formulas pre-
cedenles, que servem para a construcgdo de uma Taboa dos Senos, sio

: : m :
tanto mais faceis de calcular, quanto menor for —: de maneira que se
n

B oA oy
" -§. isto &, se .
em (C) (D), quando muito; porque 2'* = 32368, 2'* = 64736, 2''=
129472

< &5° niio tem de calcular-se sendio oilo termos

5. 1. Se forem dadas duas linhos rectas, e um anglo menor do que
dois rectos, com eslas reclas, como lados, que comprehendam o angulo
dado, pide construir-se um triangulo. Euel. Geom. L. 1, p. 3, 23, ¢
post. 1. Todos os triangulos assim construidos, e com o0s mesmos ele-
menlos, siio eguaes por justa-posicio Euel. Greom, L. 1, p. §.

.i




16 TRIGONOMETRIA

Il. Se dois angulos, tomados junctos, sio menores do que dois re-
clos, com elles ¢ com uma recta qualquer, que deva tomar-se como ad-
jacente, ou como opposta, aos dictos angulos, pd-dn: construir-se um trian=-
zulo, Eucl. Geom. L. 1, p. 3, 32, 23. Todos os triangulos construidos
com esles elementos, e do mesmo modo, slo eguaes por justo-posiclo,
Euel. Geom. L. 1, p. 26.

[1. Se tres rectas sdo taes, que duas quacsquer d’ellus, tomadas
como se quizer, sio maiores do que a lerceira, ¢ possivel construir um
riangulo, que tenha por lados as tres rectas propostas, Eucl, L. 1, Greom.
p. 22. Todos os triangulos, que se coustruirem com as Ires reclas dadas,
slio eguaes por justa-posiglo, Eucl. Geom. L. 1, p. 8.

tV. (a) Sendo dado um angulo recto, ou um angulo obtuse menor
do que dois rectos, e tambem duas rectas deseguaes, pode construir-se
um Iriangulo, no qual a maior das rectas dadas seja lado opposto ao an-
gulo dado, e a menor adjacente ao dicto angulo, Eucl. Geom. L.1, p. 3,
93, def. 15, post. 3. Todos os triangulos construidos d’este modo, ¢ com
estes dados, sdo eguaes por justa-posicdo, Eucl. Geom. L.1, p.47, L. 2, p.13.

() Se o angulo dado & agudo, e se pode escolher para lado opposto
ao dicto angulo a maior das rectas dadas, deduzem as mesmas conclusdes
precedentes (a). :

(¢) Se o angulo dado ¢ agudo, e deve escolher-se para lado opposto
ao dicto angulo, no triangulo que pertende construir-se, a menor das re-
ctas, formaremos, Euel. Geom. L. 1, p. 12, um triangulo rectangulo, que
tenha por hypothenusa a maior das linhas dadas, e por um dos angulos
agudos o angulo dado; e a respeito do catheto, oppbsto a este angulo, se
realisarh uma das tres condicdes seguintes: ou este catheto é egual & me-
nor das reclas dadas, ou é maior, ou ¢ menor do que a dicta recta: no
primeiro caso o triangulo rectangulo, que acaba de construir-se é o trian-
gulo unico, que pode formar-se, com os dados supposlos; no segundo
podem construir-se, com esses mesmos dados, dois triangulos differentes;
no ferceiro ¢ impossivel a construcglo do triangulo: logo

Com duas rectas, ¢ um angulo, que deva ficar opposto a uma d’ellas,
e menor do que dois rectos, pdde construir-se um triangulo, dois, ou
nenhum ; e por isso a este Gltimo caso de resoluclio de triangulos, se
chama Caso duvidoso.

V. Com tres angulos, os quaes tomados junctos sejam equivalentes
\ B quat : 1

a dois rectos péde formar-s¢ um nimero de triangulos tio grande quanto
se quizer: porque posta uma recla qualquer, e com dois dos angulos da-
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dos, construe-s¢ um triangulo; e construido este construem-se os mais
que se quizer por meio de systemas de tres rectas parallelas respectliva-
mente aos tres lados do primeiro triangulo.

Todas as combinacdes (res a tres, que podem formar-se com os seis
elementos do tripngulo, a saber, os tres lados e os tres angulos, ficam
comprehendidas nas cinco divisdes precedentes (1, 11, 111, 1V, V): porque

» Al

1.2.3
binacdes as nove, em que entra um lado e dois angulos, dados, estio col-
locadas em (I1); as nove em que gntram dois lados e um angulo ficam
comprehendidas em (1), (IV); uma em que entram os tres lados pertence
a (I1); e a dos tres angulos a (V).

Se o namero dos dados, offerecidos para construir um triangulo, &
maior do que o namero tres, o excesso d'aquelle nimero sébre o nimero
tres representa um nimero de dados inutil; ou entdo o problema pro-
posto & absurdo. &

E com effeito, sendo dados mais de tres elementos para a construc-
¢do do triangulo, a construcgdo se péde sempre reduzir a uma das tres
hypotheses (I, II, [II) tomando entre os dados unicamenle os convenien-
tes: e construido assim o triangulo, ou os dados satisfazem & constrocgio
supposta, e 'neste caso ha dados inuteis; ou ndo salisfazem, e enllo as
supposicdes sdo contradiclorias,

Se o nimero de dados para construir um triangulo ¢ menor do que
tres o problema ¢ indeterminado: isto ¢, com dois elementos podem
consiruir-se muitos triangulos.

Ultimamente advirtiremos: que dois angulos, os quaes, tomados jun-
ctamente, sio maiores do que dois rectos, ndo podem ser os dois angulos
internos de um triangulo, Euel. L. 1, p. 17; ¢ tambem que: como tres
angulos A, B, C, dados por A + B+ C 2 = nlio ¢ possivel construir um
triangulo, Eucl. L. 1, p. 17, 32. Relativamente aos lados do triangulo
advirta-se tambem que nio péde construir-se um triangulo, se dois la-

dos tomados, como se quizer, ndo forem maiores do que o terceiro, Eucl.
L. 1, p. 20.

o namern das diclas combinagdes &

==20; ora d’esta vinte com-

6. Represenlem a, b, ¢ os tres lados de um triangulo; A, B, C os
angulos d’elle; de sorte que seja A opposto ao lado a, B opposto ao lado
b, e € a c: entre os pontos A e B da recta ¢ tome-se um ponto, e oulro
entre os pontos A e C da recta b, e de modo que a distancia r do pon-
to, tomando em ¢, ao ponto B, seja egual 4 distancia a C do ponto to-

u
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mado em &; abaixadas dos ponlos escolhidos em ¢ e &, e de A, perpen-
diculares a_a, designem-se estas perpendiculares por p, P, p/, conlando-as
successivamente da que ¢ abaixada de ¢, depois de A, e por fim de b;
feito isto, virh Eucl. L. 6, p. 2; ricup:P....(1)sribup' P .. (2);
significando pelos signaes rP, ep, bp', os rectangulos de r e P: de ce p:
de b e p': resulta, Eucl. L. 6, p. 16; rP ==¢p....(3) ; rP =bp'....(4); e
ep=bp'.. (B); e por fim, Eucl. L. 6, p. 16, b:c::p:p'....(6); mas
esla proporglo ¢ o mesmo que bic:Rp:Rp'.... (7), Eucl. L. 8, p. 15:
representando R uma recta qualquer: mas se a recta R é o raio do cir-
culo, em que se construem as linhas trigonometricas dos arcos, os quaes,
como ¢ sabido, Eucl. L. 6, p. 33, podem servir de medida dos angulos,
uma mui simples consirucgdo dé p.sen.B::r:R....(8); pisen.C:'r:R
..... (9); ou Euel. L. 6, p. 16, pR=rsen.B....(10); p’'R=rsen.C

.. (11); o que reduz (7) o, b:c::rsen. B:rsen.C....(12); do que
resulta, Euel. L. 5, p. 15;

b:c:: sen.B:sen.C.... (13).

Semilhantemente se podia achar; b:a:: sen B:sen. A. ... (14) Das
proporcies (13) e (14) e de Eucl. L. 5, p. 11, resulta:

a:c:sen.A:senC....(15).

Adoplando para unidade de medida das linhas rectas a, b, ¢, a uni-
dade u, ¢ para unidade nas linhas trigonomelricas a recta R (n.° 2), e

5 a b e
continuando a representar por a, b, ¢ os nameros dados por — ,—,—,
U u u
g sen. A sen.B
e por sen. A, sen. B, sen. C, os niimeros formados por R R

sen, G T e
R equagdes (13), (14), (15), podem escrever-se, como se segue,

b sen. C=csen, B... (a); b sen. A==asen, B... (b); asen. C=c sen. A...(c].

As tres equacdes “precedentes involvem unicamente numeros abstra-
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clos, ou antes os signaes de numeros abstraclos, e por consequencia po-
demos usar d'ellas empregando os recursos, que offerece a Algebra.

Ja vimos tambem que das tres equagdes (a), (b), (¢), sémente duas
stio distinctas, por quanto qualquer d’ellas & consequencia necessaria da
existencia das outras duas. Logo, tudo o que dizem as tres equagdes (a),
(b), (c), se resume no seguinle typo:

asen, B=bsen.A. ... (A). asen.C=csen.A....(B)

Da analyse, convenientemente applicada s formulas (A) e (B), se conclue:

Primo: Quaes sdo as hypotheses, em que o problema proposto da re-
solugdo de um (riangulo tem muitas solugies, uma, ou nenhuma.

Secundo : Quaes sio as formulas, com que, dado o mimero suffi-
ciente de elementos de um (riangulo, se determinam os elementos restan-
tes. E é o que passamos a moslrar.

7. Asférmulas (A) (B) (n.° 6), applicadas aos triangulos.rectangu-
los, em que se péde decompur um trmn"ulu qualquer, abmxando de A,
por exemplo, sdbre a uma perpendicular, mostram que a==b cos.C + ¢ cos.B;
e consequentemente teremos o systema das tres [ormulas seguintes:

a==bcos.C + ¢cos, B....(1) b=acos. C+4-ccos, A....(2)

c==acos.B + b cos. A, ... (3

; b
A férmula (3) ¢ o mesmo que L —cos.B } —.cos. A, ou (A) (B)
(n.? G‘J_ a a

sen, C==sen. A cos. B} sen,. Bcos. A; mas C==— (A+B),

logo sen. (A 4+ B)==sen. A cos. B 4 sen.Bcos. A. ... ()

A f6rmula (%) é uma identidade para lodos os valores positivos de A e B,
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em que se ndo copsidere A=>0, ou B=0; ou tambemA | B==;0uA+DB>=,
Ora cos. (A + B) =4V 1T "sen*(A+B); mas1 —sen.* (A + B)==1
—sen.* A cos.* B—2sen. A cos. A sen. B cos. B—cos.* A sen.* B=1—
(1—co0s." A) cos.* B—2 sen. A sen. B cos. A cos. B— (1—sen.” A) sen.” B
=1 —co05.” B4 cos.” A cos.” B—2 sen. A sen. B cos. A cos. B —sen.” B
4 sen.” A sen." B= (cos. A cos. B —sen. A sen. B)*; ou a (sen. A sen. B
—cos. A cos. B)” logo:

cos. (A + B)== == (cos. A cos.B—sen. A sen.B)....(5).

A f6rmula (5) deve verificar-se para o caso B==90°, com lanto que
A<90°; e por isso cos. (A4 90°) = == (—sen. A)===sen. A; mas
uma mui simples constroc¢io geometrich mostra que, sendo = um arco
positivo qualquer & cos. (x—+90°) =—sen.»...... (6); assim como
sen. (a—=90°) == cos. «....(7) ; logo em cos. (A + 90°) = == sen. A deve

LY

tomar-se o signal superior, e por isso (B) & o mesmo que
cos. (A 4 B) ==cos. A cos. B—sen. A sen.B....(8).

As férmulas (4) ¢ (8) sao identidades; isto é, verificam-se sempre, s¢ja
qual for a grandeza, ou o signal, que se aliribua a A, ¢ B.

Com cffeito, escolha-se o arco A’==A- 90°, e serd A’ B=A+B+90°
e por conseguinte sen. (A + B~ 90°) ¢ egual (eq. 7) a co. (A +B); e
cos. (A+B+90°) — — sen. (A + B) : logo sen. (A’+ B) =cos. A cos. B
—sen. A sen. B....(9) e cos. (A'4-B) = — sen. A cos. B—sen. B cos. A....
(10) ; eliminando, sen. A, e cos. A pelas relagdes A =A'—90° cos. A=
sen. A’ (eq. 7) ; sen. A==—cos. A’ (eq. 6), fica

sen, (A" 4 B) ==sen. A'cos. B+ sen. Beos.A'.... (11), e

cos. (A’ +B) = cos. A’ cos. B — sen. A’ sen.B...... (12)

que sio o mesmo que (4) (8).
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Repetindo o mesmo raciocinio concluiremos que (%) e (8) se verifi-
cam, por muito grande que se supponha o arco A—+B.

Sabe-se que sendo A— B um arco qualquer, posilivo, ou negalivo, é
sempre sen, (A — B) =sen, (A + 2m = —B) ; cos, (A — B) ==cos. (A+
2m= —B) sendo m um nimero inteiro positivo: escolha-se pois m de
modo que 2m = seja maior do que B, e alcangaremos (11) (12)

sen. (A +2mn —B)=—sen. A cos, (2m =—B) 4 cos. Asen, (2mz—B) e
cos. (A 42 m = — B)=cos. A cos. (2m =—B)—sen. Asen. (2m =—B); ou

sen. (A — B) =sen. A cos. (— B) + cos. A sen. (— B)

sen, (A — B)==sen. A cos. B—sen.B cos. A.... (13)

cos. (A — B) =cos. A cos. (— B) —sen. A sen. (— B)
c08. (A — B)==cos. A cos. B +sen. B sen. A, ... (14).

Se em (§), (8); (11), (12); (13), (1%) fizessemos B==0, resultaria
sen. A==sgen. A, cos. A==cos. A; sen. A" =sen. A’, cos. A’ =cos.A': e
pondo em (13) (14) A=0, fica sen. (— B) =sen. (— B), cos. (—B)
==cos, (— B). Por consequencia, sendo « e 3 dois arcos quasquer em
grandeza e signal, verificar-se-hdo sempre as formulas seguintes, que por
isto sdo perfeitas identidades:

(A)....sen, (@ + ) =sen.a cos.B + sen. 3 cos.z:
(B)....cos. («+p)==Ccos. « cos. 3 — sen,« sen. 2.

Comparadas estas férmulos a (A) (B) do (n.” 4) conclue-se que o
seno e o coseno de um arco « sio funepdes conhecidas do arco «, embora
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seja a > %: e por conseguinte (A) (B) do niimero precedente importam

o mesmo que duas f6rmulas, que ligam entre si os tres lados e os Lres
angulos: mas para que o triangulo possa existir é necessario que A + B
4+ C=m=; logo a

{CJ...,asan.(A+C)=bsm.A:' asen.C==csen.A.... (D);

LY

podemos dar a férma;
a—bF(A,C)=0,...(16); a—cf(A,C)=0....(16)

E d'estas Gltimas expressdes se conclue que:

I. E possivel a determinacio numerica de A e ¢, e por tanto de B,
quando forem dados b, a, C (n.° 5, I); e com effeito; (C)

asen. A cos.C+acos. Asen, C=bsen.A; e tg.A (b—acos.C)=asen.C;ou

asen. C

o =

(17); e se for C < 90, facamos

a Vﬁnsm.Ccus.fp
(18)is i Ecus.{] = lg. g, eresultard 1g. A = S (" (19)
Se for C>90° poremos
V3,
E-SEH. {C . 9!}0) =slg. +‘ e lg. A=- a sen, C cos. 4’ y (20:

b 2b sen, (45 + ¢) " °
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Determinado assim A, deduz-se B==z — (A -+ C); ¢ (D) assigna o va-
lor de ¢; e fica d’este modo resolvido o triangulo.

Il. K possivel determinar dois lados de um triangulo, sendo dado
um lado e dois angulos, (e por conseguinte tres angulos:; a0 que se
prestam (C) e (D), sem necessidade de transformacdo (n.° 5, ).

II. Podem determinar-se os angulos do triangule, sendo dados os
tres lados, porque (C) asen. A cos. C 4 a cos. A sen. C=bsen. A, ¢ (D)

acos, C+ ccos, A="b, =a¥ 1 —sen” C+ccos. A=b, ¢ (D) =
Va—¢ sen.” A=b—ccos. A, ou

a‘=b"4¢c'—2 bccos. A....(21);
e advirta-se que se pode achar do mesmo modo

b*=a’+4 c*—2accos. B....(22);

ora fazendo a4 b+ ¢==2p, resulta

'- | be

A \/plzp—afl ; A [(p—c) p—1D) e
cos. o= T—....fﬂi, sen, —=\/ ———— (25)

Conhecido assim A péde semilhantemente determinar-se B; ou enldo re-
correr a (19) 20). O valor de ¢ (I) péde tambem deduzir-se de (23), e
depois A de (19) ou (20).

IV. Em quanto & hypothese de ser dado, por exemplo, a, ¢, A:
diseorreremos como se segue.

Pt csen. A
(@) De (D) tire-se sen. C=

——....(26) ; s A=90°, ou A>90",

C ¢ agudo, isto &, deve ser €< 90°, alids o problema supposto seria im-
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possivel de resolver; assim como seria impossivel, se fosse A= 90°, e c2a,
Eucl. L. 1, p. 5, 18, 19, 32: e’nisto se vé um dos muitos exemplos,
que podem dar-se, por onde podemos convencer-nos de que a raiz nu-
merica da equagao nem sempre ¢ a resposta ao problema, que tracta de
resolver-se, podendo o problema ser impossivel por causa da contradigio
entre as hypotheses. Mas sendo A > 90°, ou A ==90°, e ¢ < a, (26) darh
entre [n0.° 5, 1V, (a)] as raizes uma para C, que satisflaz ao problema; e
¢ C < 90° a raiz procurada.

(b) Semilhantemente se for A <90° e ¢ <a, (26) dari entre as
suas raizes uma, que salisfaz ao problema, e ¢C < 90° e C < A [n.%'8,
IV, (b)) e

(E:‘I Se A<90°% e c>a, mas a>csen, A, (26) db duas raizes C<90°,
e C>90° porém < 180, que satisfozem ao problema; o qual tem por
tanto duassolucdes ; sendo « 0 menor arco, que satisfoz a (26) isto ¢ 2<90°,
e C'==; a outra_raiz & C'"=—=180°— ngn.' 5,1V, (ch Se [dsse a<esen. A,
(26) mostrava logo a impossibilidade de solugdio.

V. A simples inspecgao de (C), (D) ou (15) (16) mostra que o
problema tem tantas solucdes, quantas se quizerem, sendo dados A e C,
1sto ¢, sendo dados os tres angulos do triangulo. Pelo mesmo modo se
péde concluir o que se disse (n.° 5,V) se forem dados mais ou menos
de tres elementos do triangulo.

8. ds formulas (1), (2), (3) do niimero precedente; ou (21), (22),
(23) do mesmo niimero, que podem ser empregadas para a resolugao dos
triangulos, conduzem aos mesmos resullados, a que ji chegamos pelas
formulas (A) e (B) do niumero seis.

Primeiramente; a=>bcos. C+4ccos.B. .. ..(1) ; b==acos. C+e¢cos. A
ov(2); e=acos. B+ beos.A....(3); eliminando de (2) ¢ (3) a
por meio (1), fica

b sen®C—c [cos. A + cos. B cos.C]==0 ..... (4)

b [cos. A + cos. B, cos. l[:] —csen,’B=0,.....(5)

i

bsen*C ¢ 4
Te=— i i (0]

de donde :
csen.'B & 3
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csen.B_

sen, C '

e b*sen." C==c"sen.” B, que dé b= =%

mas B, e C sio menores do que dois rectos, logo;

bsen.C=csen.B.... (7);

iy

eliminando entre (1), (2), (3) b, e depois ¢, resulta
¢ sen. A=asen.C,...(8); bsen.A=asen.B..,.(9)

que sio 0 mesmo que (n.° 6, A, B.).
As equagdes (4) e (5) representam uma equagdo unica, quando ‘nel-
las suppomos desconhecidos b, ¢, e dados A, B, C: porque (Algebra) para

que (%) e (5) nio sejam contradictorias deve entre os dados verificar-
se a clausula seguinte

sen.” B sen.”C= (cos. A 4 cos. B cos.C)*;

ou sen. Bsen. C= == (cos. A + cos. B cos. C);
ou cos, A= — co0s, B cos.C = sen, B sen. C; mas deve ser A+B+C=x:
logo cos, (B —+ C) =cos. B cos. C == sen. B sen.C;

ou anles cos. (B4 C) =cos. B cos. C — sen. B sen. C
regeitando o signal inferior; logo (4) ¢ o mesmo que

bsen, C —e¢sen, B=0;
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e (5) ¢ tambem bsen.C —esen. B=0.

Convem advirtir que de (1), (2) e (3) sahem (21), (22) (23) do mesmo
(02 7).

Se quizermos servirnos da regra de Cramer para obter as expressdes
algebricas das raizes a, b, ¢, de (1), (2), (3), suppondo A, B, C, dados
acharemos os numeradores das expressoes das incoguitas nullos; o deno-
minador commum das diclas, expressdes ¢

D=cos."A + cos.” B 4 cos.” A cos.” B+ sen.” Asen.” B
—2sen. A sen, B cos. A ¢0s. B + 2cos. A cos. B cos. G

—1=—(1—cos.*A) 4 sen.” A, sen.” B+cos.” B4-cos.” A cos.” B

—2c0s. A cos. B (sen. A sen. B4 cos. A cos. B—sen. A sen. B)

porser cos. C=—cos. (A+B); ¢ D=—sen." A4 sen.” A sen.” B4 cn.s.’ B
4 c0s.” A ¢05.” B—2 cos.> A cos.” B=—sen." A cos.” B -+ cos.” B

+cos.® A c0s.* B—2 cos.” A cos.*B=0:

=]
=]
=]

serfa pois er g Beg i e =g

(=)
=

Um dos systemas de raizes, que satisfoz s equagdes, mas nldo ao
problema, ¢ a=0, b =0, ¢=0, que nio contradizem as expressdes

geraes —g- dos lados do triangulo.

Tomando agora, a*==b"+ ¢*—2be cos. A, ... (10) : b"=a" + ¢"
—2ac cos. B.... (11) : ¢'=a"+ b* — 2ab cos. C.... (12): que sho a lra-
ducgiio analytica das propriedades conhecidas, Eucl., liv. 2, p. 12, e 13;
e liv. 6, p. 2, e eliminando a de (11) (12) por meio de (10), fica:
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(e—0b cos.A) "= (b"4c¢'—2bc c0s.A) cos’B, e (b—c cos.A) "=

(b*4 ¢"— 2 be cos. A) cos” C;
e resolvendo estas equacdes em ordem a b, e a ¢ acha-se:
b (sen.B cos. A == sen. A cos. B) + ¢ sen B=0... (13) _
b sen. C—c¢ (sen. C cos. A —.J.-scn. A cos. C) =0...(1§);

e para que seja possivel a co-existencia d’eslas equacdes ¢ necessario que
entre os dados se verifiquem todas ou algumas das condigdes seguintes:

sen.B sen.C=(sen.B cos.A | sen.A cos.B) (sen.C cos.A | sen.A cos.C)...(15)

sen.Bsen.C=(sen.B cos. A+sen.A cos.B) (sen.C cos.A—sen.A cos.C)...(16)

e como para existir triangulo ¢ necessario que A + B + C==, segue-se
que (15) se verifica, mas nio (16): "nestes termos (13) e (1%) reduzem-se
4 equacio unica

bsen.C=csen. B... (17);
se eliminassemos depois b; e ultimamente ¢, entre (10) (11) (12) alcan-

cariamos:

asenC=csen A, .. (18) asen. B=10 sen.A... (19);

0 que € 0 mesmo que (A) e (B) do (n.° 6). E por fim sommando duas
aduas (10) (11) (12), primeiro membro de uma com primeiro da outra,
e segundo com segundo, rejeitando a==o0, b=0, ¢=n0, resullam as
equagdes (1) (2) (3) d'este numero.
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9. Sejioa! §,exdoisarcos:sen. (a+43§) — sen. x=sen a (cos, §—1)

| i |
-+ sen. § cos. @ = 2 sen. -é-.i cos, ES cos, & — 2 sen.” T 4 sen, «

): e se representarmos por o signal A sen. «

| =

i
=2 sen, E&' cos. (e +

a differenca, sen. (x + §) — sen a, resultard:
d .
A sen, a =2, s, - Cos. (@4 =)s. . (A).

Se, por exemplo, §==A", sendo A”<60", ¢ nos bastar a approximagio
de quinze decimaes, acharemos:

A sen. a==A", sen, 1", cos. (« + %}. isto &,

A !
A sen, a=A", sen. 1" cos. (a + =) (B).

Do mesmo modo cos. (& +§)—cos a==)\. co8. a= —cos. = (1 —cos §
\ \

1 i
—gen, a sen, §=—2 seu.’-z— S cos, &« — 2 sen. x sen. % .1 cos.i—b‘:

\

2 sen, %3‘ 5cn,( o+ g}:ﬁ €05. 4. . « » (C).
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Se, por exemplo, o arco & < 60", e §=A", resultaria, sem érro na
decima quinta decimal

A. cos. a=—A" sen. 1" sen. (a + —)...(D)

sen. (¢ +3) sen.a OF: sen. §
cos. (a+8) cos. A e con. (at ) ik

As formulas (A) (C) mostram que os senos, e os cosenos sao [unc-
¢dies conlinuas dos arcos: islo & que a mui pequenas varia¢des nos arcos
corresponde mui pequenas variacdes nos senos e nos cosenos, seja qual
for a grandeza dos arcos. Se, por exemplo, § fdsse 17, a differenca entre
sen. (z+ 1') e sen a; ou entre cos. (1Y) e cos.  seria menor (n.°2, eq. 14)
do que 0,00000.00000.3; ou A sen.« < 0,00000.00000.3; e, prescin-
dindo do signal, A cos.'z < 0,00000.00000.3 ; ¢ o mesmo que dizer, pe-
dido o seno, ou coseno de um arco, que differe de oulro arco em 1%, o
seno, e o coseno procurados sio eguaes ao seno e coseno do arco_primi-
tivo, augmentado ou diminuido de 17, quando queiramos a approxXimagio

de dez decimaes.
A formula (E) mostra que, sendo cos. « consideravel, e § convenien=

temente pequeno, se podem tirar a respeito de A 1g. @ as mesmas con-
clusdes que a respeito do A sen. «. Nio acontece porem 0 mesmo, quando,
conservando-se § mui pequeno for cos. « mui proximo de zero; "nesta hy-
pothese A 1g. « ¢ mui grande; e A tg. = & insignificanie mesmo, ou in-
finito, se z ¢ tol que dd cos. x==0, por muilo pequeno, que seja 8. A
tangente ¢ pois uma funcgio discontinua do arco; o que ja sabiamos da
Geomelria.

Das formulas (A) (C) (E), tirdio-se:

sen. (a4 §) —sen.z __cos. (u + %) (F)

sen. § o TR ey
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o8, (2 + &) —cos. & sen. \ 2

e s n s | (G)
sen. § 0s.; & '
tg. (x+ 8) —1g. = 1 y
= Sy
sen. § cos. « cos, (z + 3) y

Se ‘nestas formulas, ndo dando a « valores particulares, queremos
dizer, suppendo consideravel a fracgio cos. », para H, fizermos approxi-

mar & de zero os primeiros membros se approximardo de g o8 segun-

dos das expressdes finitas, cos. a:— sen,«: 4 —  : e as egualdades
0 0 0 1 i i

=008, x| —==-—S8eN. & | —=-——01 lem uma significacio alge-
0 0 0  cosa 1 . 8

brica, que ¢ acceitavel. Querendo deixar nos resultados os indicios das
operacdes que se fizeram para os obter, e nolando que para mui peque=

nos arcos sen. § ==§ == (« + §)— a==A« : poderemos dizer que no Li-
mite dds decrescimentos J, isto &, quando

Asen, x ACOS, a
Je==9: ==co8. . ... (I): —_—— —gen.a ... (K):
{ Aa '
Ag. a i 1
Aa coste U

E ndo suppondo § =0, mas lao proximo de zero, quanto quizermos,

A
cos® a

A sen. a=Au cos. a; A cos.a=—A asena:Alg a=
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Se Aa=(a+8) —a=A", e A< 60" podemos escrever

Asen. a=A"sen, 1"cos. a. ., . (M) : Acos, a=—A" sen. 1" sen. a...(N):
A" sen. 1"
Atlg a==——m....(P)

cos.” a

advertindo-se que, para cos.a =0, (P) ¢ falsa: e inutil para o calculo
numerico nas proximidades de cos. » = 0.

10. Se dois triangulos lem, um os lados a, b, ¢ e os angulos op-
postos A, B, C; outro os lados a +-Aa, b+ Ab, ¢+ Ac, e 0s angulos
oppostos A + A A, B+ AB, C + AG, conclue-se que

AA4 AB+ AC=0....(1); e que a==b c6s.C + ¢ cos.B.... (2);
a+Aa=(b+Ab)cos. (C+AC)+ (c+ Ac) cos. (B4 AB)....(3);

feitas as multiplicagdes indicadas em (3), e tirando depois ordenadamente
(2) de (3) fica

A a=b [cos. (C+ A C)— cos. C] + ¢ [cos. (B +AB)— cos. B]

+Abcos. (C+AC)+Ac cos. (B+AB)....(4)

e (eq. C n° 10)

Aa=Abeos, b+ Accos. B+(b+Ab) A cos. G+ (c+A ¢) Acos, B...(A).
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Se for permittido tomar 9-2—, E; em vez de sen. ;12_[3' sen.%, e
despresar Ac A B; A b A C;. ... podemos pdr em (A) ¢ sen B=b sen. C;
AB+AC=—A A (1), e resultara

Aa=Abcos. C4+Accos. B4 b A A sen. C....(B).
11. As formulas (n.° 9) A sen. a==2 sen. - cos. (a—]— —g—) (1)
Acos. a=—2 snn.% sen, '{u 4 -g-}. o s v 03

mostram que, sendo & pequeno, as differencas numericas A sen. «, A cos. a
serio unicamente sensiveis, em geral, quando as linhas trigonometri-
cas estiverem calculadas com muitas decimaes; e esta proposicho é tanto

§ i » -
mais exacta, quanto menor for cos. « -k%}ym (1); ou quanto menor

for sen.(a 1 %\J em (2). E o mesmo que dizer: dado um numero menor

/

do que a unidade, porém mui proximo d'ella, se este numero represenia
um seno, seria necessaria uma externa precisdo no caleulo n umerico para
estabelecer com sequranga que o arco, do qual ¢ seno o numero dado, € o
arcox | §, ou o arco «: e tambem, dado wm numero menor do que a uni=
dade, porém mui prozimo d'ella, s6 com muila precisio no caleulo nu-
merico se poderia concluir que o numero dado, que significa um coseno,
daria o arco a - 3, ou o arco «, Logo, como na praclica nao ¢ exequivel
essa precisio indefinida, ou € pelo menos muito laboriosa, leremos o cui-
dado de calcular os arcos pelo seno, quando os senos sao pequenos: e de
caleular os arcos pelo coseno, quando 0s cosenos sao pequenos.

12. Seas linhas rectas b m z n sio commensuraveis, tomando uma li-
nha recta u, a que chamaremos unidade linear, acharemos que a razao com-
: b = m.n y
posta de b para m, ¢ de z paran, Eucl., liv. 5, Del. 11, é —. =2 —.— ou
uw u u u
simplesmente, bz mn, expressio em que b m x n significam os numeros

que ddo a medida de b m = n.
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Representem R’ ¢ dois rectangulos, R’ comprehendido por b e x, ¢
por m ¢ n, e Eucl. liv. 6, p. 23, sera

R:g:bximm.,.,(1)

Se R’ ¢ ¢ sdo commensuraveis, tomando ¢ por unidade de superficie,

R ¢ o AMK ey K
—:=:1bx:mn, ou —=-—; s¢ja R o numero —, e teremos:
q , q mn q
i
bx
R=gq— 2)

Se no rectangulo ¢ é m = n=u==45 unidade linear, que pode ser
a toeza, o metro, a milha, a legua. . .., ¢ serd o guadrado formado sobre
u, e (2) pode eserever-se:

Re=gq. bz....(3)

Ora dado o parallelogrammo P das rectas b e ¢, que comprehendem
o angulo A, péde achar-se um rectangulo R’ de b ¢ @, que seja equiva-
lentes a P. Eucl,, liv. 1, p. 35, tomando z==¢ sen. A; logo

P=gq bc sen. A, ou simplesmente P= be sen. A. ... (¥)

"Nesta formula, suppondo & a base do parallelogramo, ¢ sen. A é a |

altura. !
Vé-se pois que, tomando a unidade linear u e formando sobre ella

o quadrado q (3), e depois formando com u o0s numeros b e z, deduzi= 1

remos o numero P (4) de quadradoes ¢, que se contém em P, multipli-

cando b por &, ou b por ¢ sen. A. Presuppostas pois estas restriccoes, ]

poderemos dizer :

LH
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A superficie do parallelogrammo ¢ egual ao producto da base pela
altura.

D'aqui se conclue que, sendo dados ¢, b, A em um triangulo recti-
: . b y
linco, a superficie do triangulo & T=§Escu.A. Euel. liv. 1, p. #1.

Se no triangulo ABCG siio dados dois angulos e o lado b, que toma-
b sen. C

sen. B

remos por hase, primeiramente c.b::sen, C:sen. B, ou c= . ea

b sen.C sen. A
allura 6 £ —=—————; logo
sen. B

b' sen. A sen.C__ b*sen. A sen. (A4 B)

2 sen,.B 2 sen. B

Se stio dados os tres lados do triangulo ABC, tomando & por base a
altura é x =¢c sen. A ; mas (n.° 7)

. P
sen. A== /p (p—2) (p—B) (p—c); logo
T=Vp(p—a) (p—b (p—0)
No caso duvidoso deve primeiramente construir-se o triangulo, ou

triangulos, se os houver, e depois T se ochara facilmente,

13. O calculo numerico das formulas de Trigonometria Rectilinea
é tho facil, que sdémenle, para exemplo, converleremos em numeros a

formula

a)

i i p P =
Cos, §A =\/ bt quando for

a==142"985:b = 106",836 : ¢ = 103",357.
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V'3 b sen. A cos. ] b
E lg. B= § - EI)S_. (15:': ?)' sendo !g. = _f_: y COS. A;
e b==539",07:c = 1202",32: A — 68°.40'.44" 4.
Exemplo X

os. L a\/P(P—0)
008, 5 Aﬁ_\/ e

p=176",589:p— a=33",604: lg. p—=2,2469636
lg. (p — a)=1,5263910

Cp. lg. b="7,9712824

Cp. lg. ¢=17,9856600

lg. cos.’F;-A =19,7302970

lg. cos. %A =9,8651485
A =85°.42'38"

Exemplo X

V'3, b sen. A 08, @

b
L‘L q:-:r;.(.‘.ﬁ!. A' ig-n=';!—c. €08, r'i:-;n ?:I

35
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b=539"07: c=1202",32: A= 68°.40".44",%

lg. %:9.6516252 Ig.V'2 = 0,1505150

lg, cos. A =19,5606151 Ig.% = 9,6616252
lg. 1g. $=19,2122403 lg. sen. A = 9,9692099
o= 9°.15".32" Ig. cos. v = 9,9943046

§5°+ o = B4°.15',.32" Cp. 1g.2 = 9,6989700

Cp. lg.cos. (45°++ ) = 0,2334951

lg. tg.B = 9,6981198

B=26°.31".12",7

Como se acaba de ver, este calculo é um pouco laborioso, por causa
do angulo auziliar ¢, que se empregou: mas pode calcular-se B, C por
outra formula muito mais simplies.

sen. B b ) -
=g € por conseguinte

Sabe-se que

sen.Btsen.G___bic. o sen.B+sen.C b4c¢
sen. C g sen.B—sen.C  b—r¢

que por (n.° 7, A) se transforma em

B-—(It .(B—FG)_:b-r ¢

. : LB C= s
cot. 2 > gy mas A 180
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C—B c¢—1b 1
k — L, o iy I\I
logo tg.—-—-é—-—.._c_‘_b. col.ﬂh... (1)
Ora ¢—b=66326.c+4+0=1741,39 :% A=34"20/292"9.
e por isso Ig. (e—b) = 2,8216773

Cp. Ig. (b+¢)= 6,7591039
Ig. cot. -;—A= 0,1654748

(C-—B)
2

Ig. tg. = 9,7462560

C— B=58"16".50",0
C4+B=111.19.15,

C=284".48.2"8
B=26".31'.12".8

No fim da Trigonometria Espherica transcreveremos algumas das
formulas, que tem mais uso nas transformagdes.
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14. Triangulo espherico ¢ a figura construida na superficie da es-
phera por tres arcos de circulo maximo. O triangulo espherico péde con-
siderar-se como a base d’'um angulo solido triedro, que tenha todas as
arestas eguaes ao raio da esphera, e o vertice no centro d’ella. Suppo-
remos que cada angulo plano dos que formam o triedro, que tem por
base o triangulo espherico, & assim como cada angulo de dois dos dilos
planos, menor do que dois rectos; o que, sem faltar 4 generalidade do
que temos para dizer, se conforma com as construcgdes de Euclides, Eucl.
Ed. de Coimbra de 1846. Liv. x1.

Chamaremos face do triedro ao plano comprehendido por duas ares-
tas do triedro

Lados do triangulo espherico sio os arcos de circulo maximo, que
formam a figura triangulo espherico: e os representaremos pelas letras
a, b, c

Angulos do triangulo espherico sao os angulos diedros do triangulo
espherico. Significaremos por A aquelle angulo do triangulo espherico
que fica opposto a a; por B o qué fica opposto a b e por C o opposto a ¢.

15. Dois lados quaesquer do triangulo espherico sio, Eucl., liv. x1,
p. 20, maiores do que o terceiro: e lodos Lres tomados junclos, sio
Eucl., liv. x1, p. 21, menores do que quatro reclos.
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16. De um ponto tomado dentro da esphera, e tambem dentro do
triedro, que tem por base o triangulo espherico ABC, abaixem-se per-
pendiculares sdbre cada plano das faces do triedro; e d’esta construcciio
resultard :

I.  Que as tres perpendiculares niio existem no mesmo plano: por-
que se existissem todas no mesmo plano, cada duas arestas do triedro
seriam, Eucl., liv. x1, p. 6, parallelas; conclusdo absurda.

Il.  Que as tres perpendiculares sio as tres arestas d'um segundo
triedro, que terd por base um segundo triangulo espherico A'B'C/, situado
sObre uma esphera egual & proposta, se forem convenientemente pro-
duzidas as perpendiculares.

A este segundo triangulo A’B'C' chamaremos triangulo espherico
supplementar ou polar, de ABC.

L. Que cada par de perpendiculares determina um plano, que &
perpendicular, Euel., liv, x1, p. 19, a seccio commum ou aresta das duas
faces, sdbre as quaes se abaixaram as duas perpendiculares; e que por
isto, o angulo, Eucl., liv. 1, p. 32, formado pelas duas perpendicula-
res, e que ¢ opposto ao augulo diedro dos planos sdbre os quaes as per-
pendiculares foram abaixadas, ¢ supplemento do angulo diedro d’estes
dois plonos, Sendo pois @', I/, ¢’ os lados do triangulo supplementar, res-
pectivamente oppostos a A', B, C', lemos

g=n —AlV=n—B¢d=2—20,

E por quantd cada aresta do triedro, que tem ABC por base ¢ per-
pendicular a cada face do triedro, que tlem A'B'C’ por base, segue-se, do
mesmo modo, que

a==z— A, b==x —'—Bf, c=gx—0C';:
ou que A=z —aB=5—0:C=z—c¢

17. Em dois (riangulos esphericos, construidos na mesma esphera
ou em espheras eguaes, serdo eguaes lodos os elementos, cada um a
cada um:

I. Se tiverem os res lados eguaes cada um a cada um. Eucl., liv.
x1, p- A. Be 22
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II. Se liverem os tres angulos eguaes, cada um a cada um, Trian=-
gulo supplementar.

III. Se um angulo diedro d’um dos triangulos ¢ egual a um angulo
diedro do outro, sendo tambem eguaes cada um a cada um os lados, que
comprehendem os angulos diedros eguaes. Euel., liv. x1, p. 22; ¢ A, B.
Pyramides triangulares symelricas.

IV. Se tiverem um lado d'um egual a um lado de outro, e eguaes
cada um a cada um os angulos adjacentes a este lado egual. A mesma
raziio.

18. No triangulo espherico isosceles os angulos diedros da base sio
eguaes: porque fazendo passar pelo vertice do angulo diedro opposto &
base, e pelo meio da base um circulo maximo, o triangulo isosceles fi-
cava partido em dois, que estavam como (n.° 17, I). Se a proposigio re-
ciproca se ndo verificasse cahiriamos em uma contradic¢io palpavel.

0 circulo maximo, que acima dividio em dois triangulos com todos
os elementos eguaes o triangulo isosccles, divide tambem o angulo die-
dro do vertice do triangulo isosceles em dois angulos diedros eguaes.

19. Em qualquer triangulo espherico ao maior angulo oppde-se o
maior lado: e reciprocamente. Eucl,, liv. x1, p. 20.

20. Se dois triangulos esphericos construidos na mesma esphera, ou
em espheras eguaes, tem dois lados eguaes a dois lados, cada um a cada
um, e se os angulos que comprehendem a estes lados sio deseguaes, fi-
card opposto um _lado maior ao angulo que for maior. Eucl., liv. x, p. 20.
A reciproca ¢ verdadeira. ,

21. Tragando nasuperficie curva do hemispherio a semicircumferen-
cia de um circulo maximo, perpendicular &4 base do hemispherio, e cha-
mando a esla semicircumferencia meridiano, conclue-se que:

1. O raio do hemispherio, perpendicular ao plano da base, divide
em parles eguaes a linha meridiana, e todas as semicircumlerencias de
circulos maximos, perpendiculares & base do hemispherio. Chamaremos polo
ao ponto que designa o meio des supra mencionadas semicircumferen-
cias.

Por este modo se vé que dois triangulos, que tem o vertice no polo,
e por base uma parte qualquer da circumferencia da base do hemisphe-
rio sdo isosceles; que os angulos diedros da base sio rectos; que os lados
eguaes equivalem cada um ao quadrante; e que a base do lrinngulo éa
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medida do angulo diedro do vertice; que se cada um dos dois angulos
diedros d’um triangulo espherico ¢ recto, cada um dos lados oppostos a
estes angulos é um quadrante; e reciprocamente,

1l.  Dividida a linha meridiana em dois segmentos deseguaes, e por
isto em um ponto, que ndo é polo, e fazendo passar por este ponto mui-
tas semicircumferencias de circulos maximos:

(a) Os planos d'estes circulos fazem com a base do hemispherio
angulos diedfos agudos para o lado do segmento menor do meridiano;
porque a parte ¢ menor do que o todo.

(b) Daisarcos das semicircumlerencias de circulos maximos, cada um
dos quaes tem uma extremidade na base do hemispherio e a outra no
ponto de divisio em partes deseguaes da linha meridiana, se sio equi-
distantes d’esta linha, sdo eguaes. (n.° 17, L)

(¢) Os arcos equidistantes do meridiano serdo successivamente me-
nores a0 passo que se approximarem do segmento menor do meridiano

n.” 19). :
( (d)J O menor arco de circulo maximo, que se pode tracar sdbre
o hemispherio, sujeito a terminar no ponto de divisio do meridiano em
partes deseguaes de um lado, e do outro na circumferencias da base do
hemispherio, ¢ o segmento menor do meridiano.

22. Se um triangulo espherico dado tem, adjuncto a base, um lado
egual ao quadrante, lado que chamaremos recto, e se o oulro lado nio
é recto, podemos sempre construir um triangulo espherico isosceles, que
tenha, cada um dos lados eguaes, recto, e por angulo diedro opposto 4
base, o mesmo angulo diedro, opposto & base no triangulo espherico pri-
milivo.

Para conseguir isto basta designar no lado ndo recto do triangulo
espherico primitivo, ou, se for necessario, no prolongamento d’esse lado
para debaixo .da base do sobredicto triangulo espherico, um ponto tal
que o arco de circulo maximo da esphera comprehendido entre este ponto
e o vertice do angulo diedro opposto & base no triangulo espherico dado,
seja um quadrante: ligando o extremidade d’este arco & do lado recto
dado, por meio d'um arco de circulo maximo, opposto ao angulo diedro,
a que tambem fica opposta a base do triangulo espherico dado, fica feito
o que se desejava.

Alem d'este triangulo espherico e isosceles, que acabamos de cons-
truir fica construido oulro, cujos elementos tem com os elementos do
triangulo espherico dado as relagdes seguintes:

Um dos lados que pode tomar-se, como base, ¢ o base do triangulo
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dado: o segundo lado ¢ a differenca entre o quadrante e o lado nlo
recto, dado no triangulo espherico primitivo: o lerceiro lado é o arco,
que serve de medida ao angulo diedro opposto & base do triangulo es-
pherico dado.

23. Dado um triangulo espherico, e produzidos os lados d’elle para
debaixo da base até se completar a lunula espherica, construe-se assim
um segundo triangulo espherico, que tem com o triangulo espherico
dado as relagdes seguintes.

A base do segundo triangulo espherico é a base do triangulo esphe-
rico primitivo e cada um dos lados d'este ¢ supplemento respectivamente
de cada um dos lados do segundo triangulo espherico construido. Os an-
gulos diedros oppostos 6s bases siio eguaes; e cada um dos adjacentes &
base em um triangulo espherico ¢ supplemento respectivamente de cada
um dos adjacentes 4 base no outro triangulo espherico, .

24, Ullimamente adyertiremos que abaixando do verlice d’um an-
gulo diedro d'um triangulo espherico dado um arco de circulo maximo
perpendicular ao lado opposto ao angulo diedro, lado que lomaremos por
base do triangulo espherico, ou ao lado opposto produzide, se for neces-
sario, se construem dois triangulos esphericos rectangulos.

Ambos estes triangulos esphericos rectangulos tem o arco de circulo
maximo, que se abaixou perpendicularmente sdbre a base, ou sébre a
base produzida, por catheto commum+ um dos triangulos esphericos rectan-
gulos lem por hypothenusa um lado, o outre, o outro lado do triangulo es-
pherico dado. Ao catheto commum fica opposto em um triangulo espherico
rectangulo um dos angulos diedros adjacentes a base do triangulo espherico
dado, no outro triangulo espherico rectangulo o outro angulo adjacente tam-
bem & base no triangulo espherico dado, ou o supplemento d’este angulo.

A base do triangulo espherico dado é, ou egual aos dois outros ca-
thetos dos triangulos esphericos rectangulos, ou & differenca dos ditos
cathetos,

O angulo diedro opposto & base no triangulo dado ¢ egual aos dois
angulos diedros dos triangulos esphericos rectangulos, e cujos angulos
diedros sdio formados no vertice do dito angulo diedro opposto a base do
triangulo espherico dado: ou ¢ egual a differenca dos ditos angulos die-
dros dos triangulos esphericos rectangulos.

25.  Seja dado o triangulo espherico ABC, tragado na superficie de
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A4

uma esphera, cujo raio seja a unidade (n.”* 1 e 2), Sopponha-se que os lados

T = »
b tisf digdes b < —, ¢ <—.
e ¢ satisfazem as condigdes 3 <

Pelo vertice do angulo diedro A tirem-se as tangenles e secanles tri=
gonomelricas dos arcos b e ¢: e unam-se por meio d'uma recta § os pon-
tos em que as tangenles corlam as secantes: e teremos assim dois trian-
gulos rectilineos, com um lado commum J : os outros dois lados, em um
dos triangulos, sdo as tangentes de b, e de ¢, que comprehendem o an-
gulo A: no outro triangulo siio as secantes de b, e de ¢, que compre-
hendem um angulo, cuja medida ¢ o lado a.

Empregando as formulas (n.° 7, eq. 21, 22) acha-se:

=182 b+1g. ¢ — 2 1g.b 1g.c cos. A
e §'=sec.” b 4 sec.” ¢ —2 sec. b sec. ¢ cos, a;
ou sec.” b+sec.” e—2sec. bsec. e cos. a=1g." b | 1g." ¢ —21g. b 1g. ¢ cos. A;
do que s¢ deduz

sen, b sen. ¢ cos. A==cos.a —cos. b cos. c.... (1)

Esta [6rmula verifica-se seja qual for a grandeza de b e ¢; ficando
sempre b e ¢ entre os limites 0 e =.

I. Seja b=%. c=%; e a [érmula (1) se transforma em cos. A

= cos. @, o que ¢ exaclo escolhendo a raiz A =a, (n.° 21, 1). Asoutras
raizes slio inconvenientes.

2
alé se completar a lunula espherica, cujo angulo diedro ¢ C; e obtere-
mos assim um segundo triangulo espherico, cujos elemenlos sio = — b,
¢ lados que comprehendem o angulo diedro = — A: o lerceiro lado é

Il. Sejab> %, ¢ < —. Produzam-se b e a para debaixo da base ¢
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% — d, 08 outros dois angulos diedros sio C, e =~ B. Logo, como =—b
< %. ec< -;;, tiraremos de (1)

sen, (m — b) sen. ¢ cos. (s — A) =cos, (8 — a) — cos. (v — b) cos. ¢;

ou sen. b sen. ¢ cos, A=cos. a—cos, b cos. ¢ (2)... como se [dsse t‘m—;;

III. Seb> E. c> -%, feita a construc¢lio precedente, com a diffe-

ren¢a de ser B o angulo diedro da lunula, da qual o triangulo ABC faz
parte, achamos (II)

sen. b sen. (= — c) cos. (v — A) =cos. (= — a) —cos. b cos. (= — ¢),

que ¢ o memos que

-

sen. b sen. ¢ cos. A==cos. a — cos. b cos. ¢....(3)

IV. (a) Se b=-g—, e cc:—;'--, faremos o que segue. Com o angulo

diedro A, e o lado b construa-se o triangulo isosceles, de que se traclou
(n.222): e fica d’este modo construido tambem outro triangulo, que tem
o angulo diedro, opposto & base de ABC, recto (n.° 21, 1); um dos lados

. K .
adjocenles a esle angulo & 3 — & 0 outro adjacente, que chamaremos

a', é a medi ; i : (—b=
: medida de A ; o terceiro lado ¢ a: ora se a_b=-i. serd tam-

bem (n.° 21, I) a’=b=a=~%: ora fazendo em (1) ﬂ=5=%ﬁ“
0==0 0 que é verdade.
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(b) Senmdoé u’=-g-,, do triangulo espherico rectangulo, que tem por

lado opposto ao angulo diedro recto o lado a, tiramos

H

™ 3 y T ) {
sen. - — C) sén.a COS. — =—CO08.4d — CO0S8.a CoOs. (— -
2 2 L9

ou c0s. @ — sen. ¢ c08. A ==0; isto &, cos.a==s8en.c cos. A ;

¢ fazendo em (1) "‘—‘**;'* resulta tambem cos. a==sen. ¢ cos. A.

Emfim, se fdsse ¢ > %e b==g— o triangulo espherico isosceles, que

J 5 = - v
se construio acima, para quando ¢ < ¢ ¢ b=—2— serfa agora comprehen=-

dido pelo triangulo dado ; mas attendendo s6 a esta modificagio, e applicando
. ol ™ 3
convenientemente o raciocinio, que se fez para o caso de ¢ <3 chegariamos

& mesma conclusiio, a que entio chegamos. Logo a formula (1) verifica-se
para todes os valores de b e de ¢, comprehendidos nos limites o e =.

Podemos pois escrever .

cos. a—cos. b cos. ¢
sen. b sen.e

cos, b —cos. a cos, ¢
sen.a sen.¢

- (8)

cos. A = . (a): cos.B=

C0S, ¢ — COS, @ 08, b o
sen.a sen.b

cos. C=

Cumpre advertir aqui mais explicitamente o que em outro logar in-
dicamos )4, e vem a ser, que dois triangulos esphericos nos quaes os seis
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elementos d’'um slio eguaes aos seis elementos do outro, cada uma a cada
um, devem denominar-se triangulos eguaes, ou por justa posigiao; ou
por symelria.

Comparando as formulas («) (2) () com o que se disse (n.° 17)
conclue-se que sio seis as hypotheses ou casos differentes, em que pelo
conhecimento de tres elementos d'um triangulo espherico se poderio de-
terminar os outros tres. Tractaremos de transformar =, €, ™ de modo
que se prestem a resoluclo dos triangulos esphericos nestas seis hypo-
theses, ou casos differentes.

As formulas («) (3) (y) sdo o mesmo que

sen. b sen. ¢ cos, A =cos.a — c0s. b cos.c. ... ()
sen.a sen, ¢ cos. B ==rcos. b — cos.a cos.c.... ()
sen. a sen. b cuf.'g=cq_s_..!:_— €0s. g cos. beo o (3)
De (x) e (2) tira-se
sen, ¢ (sen. b cos. A -+ sen. a cos. B) =cos.a - cos. b

— cos. ¢ (cos.a + cos. b) = (cos.a | cos.b) (1 —cos.c). ... (1)

e sen.c (sen.b cos. A — sen. a cos. B) = cos.a —cos. b

— cos. ¢ (cos. b — cos. a) = (cos. a —cos. b) (1 +cos.¢). ... (2)

Multiplicando entre si (1) e (2) o primeiro membro de (1) pelo pri-
meiro de (2), o segundo de (1) pelo segundo de (2), notando que
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1 —cos.” e==sen.” ¢, e supprimindo sen.* ¢ de ambos os membros dos pro-
ductos eguaes, fica
sen.” b cos.” A —sen.”q cos.” B=co0s.>a—cos.” b =1
—sen."a— 1+ sen.” b=—sen.” b —sen." a;
e sen.’ b (1 —cos.” A)=sen."a (1 — cos.” B):

logo sen.’ b sen.” A =sen.”a sen.’B. ... (3)

Extraindo a raiz quadrada de (3), e tomando somente a raiz arithme-

" 13 7 k3 ™
tica, por ser b <i" A<—y@< —i , B< 4 resulla

sen.a sen, B==sen.b sen.A. ... (4)

Eliminando, pelo mesmo modo, &, e depois a, acham-se resultados
da mesma forma (4). Logo

sen, a sen, B=sen b sen. A, . ia) sen, a sen, C=sen. csen. A, . [:a}
sen. b sen, C==sen. ¢ sen. B, . (2)

Estas formulas podem ser traduzidas em vulgar do seguinte modo:

Em todo o triangulo espherico os senos de dois lados quaesquer estdo
entre si, como estio os senos dos angulos diedros respectivamente oppostos
aos ditos lados.
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26. Se o triangulo espherico ¢ rectangulo em A ; isto ¢, se A =%.
(») da
cos. a==cos. b cos.c. . ( }; e de (§) e(e)
tira-se sen, b==sen. a sen. B. . (i)

sec. c==sen. a sen.C.. (B) Por conseguinte:

No triangulo espherico rectangulo o coseno da hypothenusa € egual ao
producto dos cosenos dos cathetos: e o seno d'um

Qualquer dos cathetos do triangulo espherico rectangulo é egual ao
producto do seno da hypothenusa multiplicado pelo seno do angulo diedro
comprehendido pela hypothenusa e pelo outro cathelo.

27. Eliminando sen. ""_f,l.'f (a) e (2) por meio de (e n.° 25) resulta

cos. @ sen. A ==cos. b cos.c¢ sen. A -+ sen. a sen, b sen. C cos. A. . (5)
e cos.b sen. A ==cos.a cos.c sen. A + sen.”a cos. Bsen.C.. (6);

e pondo em (5) cos. ¢, tirado de (y), fica

L ]

cos. @ sen. A =sen. a sen. b sen. C cos. A 4 cos.a co0s.” b sen. A

+ sen. a sen. b cos. b sen. A cos.C.. (7) '.

eliminando de (7) sen. b por meio de (3), resulta

cos, a sen.” A==sen.” a sen. B sen. C cos. A + cos.a cos.” b sen,” A

+sen.” a cos. b sen. A sen. B cos.C. . (8);
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ou cos.a sen.* A (1 — cos.”h) =

sen.” a [sen. B sen. C cos. A + cos. b sen. A sen. B cos. C], ¢

cos. a sen.” a sen.? B—sen.” a [sen. B sen. C cos. A

~+ cos. b sen. A sen. B cos. C).. (9);
cos.a sen. B=sen. C cos, A -+ cos. b sen. A cos. C. . (10)
Pondo em (6) cos. ¢, tirado de () vem

cos. b sen. A = sen.” a sen. C cos. B + cos.*a cos. b sen, A

sen. a cos. a sen. b sen, A cos. C,

ou cos, b sen. A sen.® a=sen.* a sen. C cos. B

sen. a cos.a sen. b sen. A cos.C, e (§)

cos. b sen. A sen.” g =sen.” a sen. C cos. B
+ sen.” a cos.a stn. B cos. C,

que é 0 mesmo que
cos. b sen. A = cos. B sen. C + cos. a sen. B cos. C.. (11);
multiplicando tudo por cos. C

cos. b sen. A cos. C==cos. B sen. C cos. C 4 cos. a sen. B cos.”C; e (10)
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cos. a sen. B=sen. C cos. A + cos. B sen. C cos, C 4 cos.a sen. B cos.* C;

& 0 mesmo que

cos. @ sen. B sen.” C=sen. C cos. A + cos. B sen, C cos,C;

ou sen. B sen. C cos. a ==cos. A + cos. B cos. C. . (12)

Construido ( Euel., L. XI, p. 23, en.” 16) o triangulo espherico, sup-
plementar A'B'C' de ABC, que teria os lados

g=nr—A, Y=5—B, d=n—C;
e os angulos respectivamente oppostos

Al=mr—a, B=n—b, ﬂi:-—-ﬂ —:
e usando de (), resultava

sen. b sen. ¢ cos. A'=cos. a'— cos. b' cos. ¢,

eliminando a', ¥, ¢, e A', fica, como acima (12),

sen. B sen. C cos. a =cos. A + cos, B cos. C.

Alcancaremos pois ou pela eliminaglio, ou pelo triangulo espherico sup-
plementar

sen. B sen, C cos.a==cos. A 4 cos. B cos. C.. . (a')
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sen, A sen, G cos, b==rcos. B + cos. A cos, C.. (%)

sen, B sen. A cos, ¢ ==c0s. C + cos. A cos. B . (y')

28. Fazendo 'nestas tres formulas A=f;'-obtem-se

cos.a==cot, B cot.C.. (') ‘cos. B==sen. C cos. b. . (")
cos, C=sen. B cos.c.. (E"): quer dizer

O coseno da hypothenusa no triangulo espherico rectangulo ¢ egual ao
producto das cotangentes dos angulos diedros, que estdo adjacentes 4 mesma
hypothenusa. (')

O coseno de angulo diedro, adjacente d hypothenusa no triangulo es-
pherico rectangulo, ¢ equal ao seno de outro angulo diedro, adjacente tam=
bem a hypothenusa, multiplicado pelo coseno do lado opposto ao primeiro
angulo diedre. (V') (B').

29. Substituindo em (n.° 25, «) em vez de sen, b, o seu valor tirado de

(3 n.° 25) e de cos. b o segundo membro de (2 n.° 25), achamos

C08, a==c08, ¢ (c0s. a cos. c-}sen, a sen. ¢ cos. B)+-sen. a sen. ¢ sen, Beot, A

==(08. @ c08."¢-| sen.a sen.c cos.¢ cos. B 4 sen.a sen.c sen. B cot. A:
e €08. @ sen.c=sen, @ cos. ¢ cos, B+ sen, a sen. B cot. A;
e sen. ¢ cot, a==cos.¢ cos. B | sen.B cot. A;

ou cos. ¢ cos. B==sgen. ¢ cot.a-—sen. B cot. A. . (1)




ESPHERICA 53

Podemos fambem eliminar (n.° 25) ¢ de () por (y) e (¢); e com effeito

cos. a==cos. b (cos.a cos. b+ sen.a sen. b cos. C)
4+ sen.b sen.a cot. A sen, C==cos.a cos.*b-! sen.a sen,b cos. b cos. C

-+ sen. b sen. a cot, A sen.C;

e cos. a sen, b —=sen. a cos. b cos. C + sen. a cot. A sen, C,
e sen. b cot. a==cos. b cos. C 4-sen. C cot. A;
ou * cos. b cos. C==sen. b cot,a— sen. C cot. A.-. (2)

Eliminando a de (2) por () e (3),

cos. b==cos. ¢ (cos.b cos. ¢ 4-sen. b sen. c cos, A)
+ sen. ¢ sen. b cot. B sen. A ;

-

cos, b sen.” c =sen. b sen. ¢ cos.c cos, A-} sen. ¢ sen. b cot. Bsen, A;

col. b sen.c==cos8. ¢ cos. A -+ col. B sen. A;

ou © C08.¢ ws.A#sen.c cot.b—sen, A cot. B, . (3);
e eliminando ¢ por (y) (),

cos, b ==cos. a (cos. a cos. b + sen.a sen. b cos, C)

5 : -+ sen. a sen. b sen. C cot. B;
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cos, b sen. a==cos.a sen, b cos.C + ser;. b sen. C cot. B;
ou cos. a cos. C==sen. a cot. b — sen.C cot. B. . (4)
Empregando, em (y), (a) (¢)

cos. c==co8. b (cos. b cos. ¢ + sen. b sen. ¢ cos. A)

+ sen, b sen.c sen. A cot.C;
ou cos, ¢ sen, b =sen, ¢ cos. A cos. b4 sen, ¢ sen. A col. C;
e cos. b cos. A =sen. b cot.¢ —sen. A cot.C.. (B):
¢ eliminando de (y) b por (B) (5),

C0S. ¢== 08, @ (C0S, @ coS. ¢ + sen, @ sén, ¢ cos. B) )|

+ sen. a sen.c cot. C sen. B,

de d’onde cos, @ cos, B=sen.a cot.c — sen. B cot.C. . (6)

30. Fazendo A=%nas formulas precedentes, resulta

cos. B==1g.c cot.a.. (1) cos.C=tg.b cot.a..(2)

sen, ¢ ==1g. b cot. B, . (3) sen.b==1g.c cot.C..(%): logo

No triangulo espherico rectangulo o coseno d'um dos~angulos die-
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. dros, adjacentes & hypothenusa, ¢ egual ao producto da cotangente da

hypothenusa pela tangente do catheto, adjacente ao dito” augulo diedro.
E tambem:

No triangulo espherico rectangulo o seno d'um dos cathetos ¢ egual
ao producto-da cotangente do angulo diedro, nio recto, que fica adja-
cente ao dilo catheto, pela tangente do outro catheto.

31. As formulas até aqui deduzides sdo:

TABELLA [A]

Triangulo Espherico A B C.

.
I. C0s. @==cos. b cos, ¢ + sen, b sen. ¢ cos. A
II. cos. b=1cos. a cos.c 1+ sen. a sen, ¢ cos. B
TII.  cos. ¢=¢cos,a cos. b -+sen.a sen. b cos. C
IV. sen. a sen. B=sen. b sen. A

V.  sen. a sen. C=sen. ¢ sen. A
V1. sen. b sen. C=sen. ¢ sen. B

VII. cos. A= —cos. B cos.C -+ sen. B sen. C cos. a
VIII. cos. B==—cos. A cos. C 1+ sen. A sen, C cos. b
IX. cos. C=—cos. A cos. B I-sen. A sen. B cos. ¢

X cos: ¢ cos, B==sen, ¢ cot. a —sen. B cot, A
XI. cos. b cos. C=sen. b cot. a —sen. C cot. A

XII. cos. ¢ cos. A=—sen. ¢ cot. b —sen. A col. B
XIII. cos. a cos, C=sen. a cot. b —sen. C cot. B
X1V. cos. b cos, A =sen. b cot. ¢ — sen. A col. C

XV. cos. a cos. B=nsen. a cot.-c — sen. B cot. C
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TABELLA [B]

Triangulo Espherico A B C; rectangulo em A.

L. cos. a==cos. b cos. ¢ VI. cos.C=cos.c sen. B
Il. sen. b= sen.asen. B VII. cos. C=1g. b col. a
Ill. sen. e=sen.a sen.C VIIL sen. ¢ =1tg. b cot. B
IV. cos. a==cot. B cot.C IX. sen.b=1g. ¢ cot. C
V. cos. B==cos. b sen.C X. cos.B=tg.c col.a

A memoria relem com pouco esldrgo as nove primeiras formulas da
tabella (A). Em quonto 4s seis ultimas de X a XV adverliremos que na \
entrdio os elementos A, ¢, B,a: na XI, A, b, C, a: em XII, B, ¢, A, b:
em XIIl, B, a, C, b: em X1V, C, b, A, ¢ em XV, C, a, B, ¢. Por isto,
podemos contar os quatro elementos, que entram em cada uma d’eslas seis
formulas, de um modo continue, sem que entre um elemento e o immediato
esteja no triangulo um dos elementos, que falta nas formulas, ou ambos elles.
Dos quatro clementos, contados como se v& acima, dois sio um lado e um
angulo, que ficam medios dos extremos angulo e lado. Assim as formu-
las de X a XV podem comprehender-se debaixo do seguinte enunciado :

Dados quairo elementos contiguos de um triangulo espherico, serd
o producto dos cosenos das partes medias egual d somma dos productos
dos senos das mesmas partes, multiplicados pelas eolangentes das exire-
mas; lado com lado, angulo com angulo: sendo. positivo o produeto, em
que entram lados; negalivo o oulro.

As formulas da tabella (B), relativas 4 solugio do triangulo espherico
reclangulo, comprehendem-se nus dois seguintes enunciados, que tem o
nome de

Regras de Neper

No triangulo espherico rectangulo o coseno da parte media € egual
ao producto dos senos das partes separadas.

No triangulo espherico rectangulo o coseno da parte media ¢ egual
ao producto dus cotangentes das partes conjunctas.




| S et B e O e S S

ESPHERICA ' 87

'Nestas regras o angulo diedro recto é considerado, como niio exi-
stente: e pelas linhas trigonometricas, de que as regras de Neper falam,
se devem tomar as complementares, se o elemento a que as linhas trigo-
nometricas pertencem ¢ a algum dos dois cathetos.

As formulas VIII e IX da tabella (B) do tg.b==sen.c 1g. B; tg.¢
==sen. b 1g. C; logo b e B; ¢ e C, sdo ambos menores ou ambos maiores
]
especie: ¢ e G sdo da mesma especie.

do que—; oque tambem se costuma exprimir dizendo: b e B sdo da mesma

32. Pelo que referimos em (n.° 17) sabe-se que pela Geometria Syn-
thetica se péde construir um triangulo espherico, ou dois symetricos um
do outro, em quatro hypotheses ou Casos: agora compararemos o que se

{ referiu n'aquelle nimero com o que dizem as formulas da tabella (A).

As formulas 1, 11, III, dao immediataments em numeros os angulos
! diedros de um triangulo espherico, quando sio dados os tres lados do
dicto triangulo: ¢é solugdo em numeros do primeiro problema ou Primeiro
caso, que (n.° 17) alli indicamos como susceptivel de solugio pela Geo-
‘ metria Synthetica.

Pelas formulas VII, VIII, IX se obtém egualmente em numeros os
| tres lados do triangulo espherico, quando se conhecem os tres angulos )
| diedros do mesmo triangulo: isto concorda com o que se sabe da Geo-

‘ metria Synthetica: (n.° 17, 11) é o Segundo caso.

- Finalmente por X, XI, XII, XIII, X1V, XV, v&m a alcangar-se os
numeros que represenlam dois angulos diedros e um lado de um triangulo 4
espherico, quando sio dados dois lados do triangulo, e o angulo que elles
comprehendem ; e &o Terceiro easo (n.° 17, I} : ou se determinem dois la-
dos do triangulo e um angulo diedro, quando sio dados um lado e os
dois angulos adjacentes ao dicto lado: é o Quarto caso (n.° 17, IV).

"Nestas quatro hypotheses, ou casos, ndo ha multiplicidade de raizes,

que satisfagam aos problemas, porque vs incognitas sio dadas por cose-
nos e colangentes; por consequencia, das raizes que salisfazem s equa-
¢des somente podem approveitar-se, para cada problema, uma. J& assim
nio aconteceria, em geral, se nos servissemos em um dado problema das
equagdes 1V, V, VI; ou mesmo de qualquer das outras, quando a inco-
gnita fosse prncurudn pelo seno: 'nestas circumstancias podem approvei-

: tar-se mais do qué uma raiz para cada incognita, ficando assim a soluciio

duvidesa: serh este o Quinto caso, ou caso duvidoso,
= Se empregassemos as formulas (tabella A) no estado em que ellas se

| et R o i
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apresentam, além do trabalho excessive do calculo numerico, cahiriamos
facilmente em inexactiddes: por isto convem transformar as dictas for-
mulas, accomodando-as ao uso dos logarithmos; o que encurta o traba-
Iho, e diminue o niimero de causas, que podem viciar as raizes procura=
das em cada problema. E d’isto especialmente que nos vamos occupar.

PRIMEIRO CASO

33. Sendo dados os tres lados do triangulo espherico, determinar-
os tres angulos.

c08, @a—cos, b cos. ¢

Daformula (I, T.A.) tira-se cos.A=
sen. b sen. ¢

: mas 1 —cos. A

=9 sen.’—é A: logo

o1 €0s. b cos.c—sen.b sen.c—cos.a  cos. (b—c)—cos. a
2 sen'— A= =

sen, b sen. ¢ sen, b sen. ¢

38 2 sen. Kﬂ A f;—c) sen. (u ;. ;_ b)
e sen. b sen, ¢ [

e (ﬂ+b—c)wn.(a+c—b~}

| 2 2 )
=A== ——— — :
sen. 5 or, b VaD sisated B85

Pode tambem fazer-se 1 +- cos. A=2 cosf%.&; €

1 cos. @ — [cos, b cos. ¢ — sen. b sen. ¢
DR [ b sen. e
2 sen. b sen. ¢

__cos.a—cos. (b+4¢) 2sen.i(atb+tc)seni(bte—a)
0 i gemb uehae VAN sen. b sen, ¢ -5
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at+b+te

/ bhte—a
sen, | ———— | sen, [(—————
€OS. %—A == \/ ( . ) l‘ 2 )

R

sen. b sen.c

A expressio, que esta debaixo do radical em (a) e (%) ¢ sempre po-
sitiva (n.® 18). Na extrac¢dio da roiz quadrada toma-se unicamente o si=
gnal positivo, por quanto é A <%, A formula (a) ndio di duas solugdes

A
para %-; dos dois valores de 3 deve escolher-se aquelle, que dér A< .

Niio se dio formulas para ter B, C, porque podemos permutar no trian-
gulo espherico as letras, que designam os angulos diedros e os lados de
1 sorle, que sejo sempre A o signal, que designe a incognita.

SEGUNDO CASO

34. Determinar os tres lados do triangulo espherico, sendo dados
os tres angulos do dicto triangulo.
A formula (VII, T.A) &

’

e cos. A ~-cos. B cos. C i el gy 1
b — — 2 — s == n, —
sen. B sen, C 2 2

— [cos. B cos. C— sen. B sen. C]—cos.A  —cos. (B + C) —cos. A

sen. B sen, C _ " sen. B sen. C
— 2 cos. | A+B+C\cus. (B+C_éﬁ
e S e b
T sen. B sen, C 8
oy (AEBECY B4 C—A
s¢n l _V .( 2 )c . LT :
Ty sen. B sen. C weve(a)
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1
Ora 1+cos.a==2 cns.’—2- a: logo

. | cos. Bcos.C 4-sen. Bsen.C 4 cos. A cos. (B—C) +cos. A
2cos. 39= =

sen. B sen. C sen. B sen. C
A+B—C A+C—B
—2 cos. (__.2_) GOS.(————E—)‘ :
sen. B sen. C ;

A+B ~-C A+C—B
08, -—d=-\/ ) °°5'( <. ) (®)

sen. B sen.C

Seja A' B'C' o triangulo supplementar de ABC, e serd (16)
a4V 4 ¢'=3 s—(A+B+C), ou A4+B+4C=3 n—(a'+'db+¢); mas(15)
a4+ b4 e'<2x:logop A4+B4C>=

e por conseguinte — cos. | | & um niimero positivo () : e tambem

B+C—~A=2z—(V+{¢)—x+d=n—(V4c—a); mas (n.°15)

b+ ¢>a': logo B+ C—A <x; e por conseguinte os factores (a) (%)

k] L v

B4-C—A\ A+B—C A+C~B
cos.k-—'—]' 3 - 05.—-—-2—-—-;

e ! 1
siio |]0ﬂ-ltl'|'05; € por 1580 sen E @y COS. E a slio reaes.
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As formulas () (3) (n.° 33) applicadas ao triangulo A’ B' €, supplemen-
tar de A B C, sdo

a'4- br as o— U
\/sen. sen. £ :
o sen. i sen. e - saedl)

2+ b’+c | Yto—d
2
e cos. —AL-.\/ DOk L

sen. b’ sen.c

o'+ b—¢
2

A+B—C a+¢'—b = A4+C—B,
ki A R

o ™
as =
2

TR 2'222

substituindo em (1) e (2) estes valores, assim como o0s deé-_%——,

(1) da
Al B— a4 A+C—B
\/ S
-l = »
sen. B sen, C
que é 0 mesmo que (B) d'este segundo caso; e (2)

111L+B-r B4+C—A

cos.
sen_—a—\/ Uk e 2__
sen. B sen. C A

como tambem se tinha achado.
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TERCEIRO CASO

35. Dados dois lados do triangulo espherico, ¢ o angulo que os
dictos lados comprehendem, achar o outro lado, e os dois outros angulos.

Sejam dados b, ¢, A: da formula (XII, T.A.) tira-se -

sen. ¢ cot. b — cos. ¢ cos, A cot. b
B=— = col. A [sen, ¢ ——— — cos. ¢];
sen. A cos, A -

e fazendo EE:;% = cot, 9, ou cos. A ==col. b tg.¢.. (1)

g cot. A
tira-se s:n, : sen. (c—g).. (a)

col. ¢
08.

De (n.° 31, X1V) deduz-se cot. C=col. A [sen. b i — (08, b];

C

e pondo S ot J, ou cos.A==col. ¢ tg.}..(2)
cos. A

cot. A
resulta cot, C=——- sen (b—1¢)..(5)
sen. v

Como na hypothese actual se conhecem os tres angulos, péde deter-
minar-se o lado a pela formula (2) ou () do segundo caso: ou tambem
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-

pela formula (X, T.A.), como se segue:

cot. A cot. A'];
cot, a==col. ¢ cos. B+ sen. B =cot. ¢ | cos. B+ sen. B ]
sen. ¢ v’ oo Ol
¢ tomando o P tg. ¢, ou cos,c==cot. A col. .. (3)
cos, ¢
X L.
viria cot.a == — cos. (B—1)....(y)
CO08. =
Como ™ (e—¢) _sen.[(c—g)—r] o 08 (B—¢)  cos.[(B— :,]-—-1:]:

sen.g  sen.(p+m) cos.t €08, (¢ )

segue-se que no calculo (4), (2), (3), devemos tomar os menores arcos
ou angulos ¢, =, ¢, que salisfizerem s ditas equagdes (1) (2) (3).

A equacdo (1) tem por logar geometrico um triangulo espherico re-
ctangulo, que tem um angulo diedro A, comprehendido pela hypothenusa
b, e pelo catheto ¢ (n.° 31, T. B ; e pide tambem dizer-sé que ¢ geometri-
camente representada pela figura triangular, comprehendida pelos arcos
de circulo maximo b, 9 que comprehendem A, e por um terceiro
arco de circulo maximo gili.\'ﬂdﬂ de C perpendicularmente sdbre o plane
do arco ¢. Em quanto a (3) o seu logar geometrico é um triangulo es-
pherico rectangulo, que tem ¢ por hypothenuma, e pelos dois angulos
diedros, adjacentes & hypothenusa, A e .

Poderiamos ter comecado por determinar a pela formula (n.° 31, 1),
como se segue:

€0s. @ ==c0s. ¢ (cos. b+ sen. b tg.c cos. A);

e fazendo tg.c cos, A==1g.® ou cos. A=cot.c tg.o.. (¥)

03,
fica o8, a = E—u— s c0s.(b — w). . (8);

08,
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aonde, como acima, se deve tomar por » o menor arco, que satisfizer a
(%) : e (4) significa um triangulo espherico rectangulo, cuja hypothenusa
¢ ¢, e que tem o angulo diedro A, comprehendido por ¢ e w. Conheci-
dos assim os tres lados a questio proposta acaba de resolver-se pelo pri-
meiro caso. "

QUARTO CASO

36. Dado um lado do triangulo espherico, ¢ os dois angulos adja-
cenles a este lado, achar os outros elementos do triangulo.

Sejam B, a, C os dados; e a formula (n.° 31, VII) dé

cos, A =cos.a sen. B (sen. Ca- w'}
cos.a

cot. B
e pondo o 893 0u cos. a= col. Bcot. ¢.. (f)
.a sen. B sen., (C'—
resulta E T NPT sl s i ki 11 9:}. . (a)

Cos. @

E como por este modo sio conhecidos os tres angulos A, B, C, o
problema péde considerar-se resolvido pelo segundo caso.

Podemos tambem comecar pela determinagiio dos lados b e ¢, e aca-
bar de resolver o problema pelo primeiro ou terceiro caso; e com effeito
a formula (n.” 31, XIII) &

cot. B
cos. a’

cot. be=cot, a Lcns. C + sen, C

cot. B ,
—— ==1g. ¢, ou cos.a==cot. B cot. .. (2)
c0s. a
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dé em resultado d

ol. . (G — _
et |

cot. b=

Do mesmo modo escrevendo em (XV)

cot. a cos. (B —m)

cos,a==cot.C cot.» (3) vem col.c=
COSs, «

)

e assim ou se calculard b e ¢ por () (y) e depois A pelo primeiro caso:
ou se calculara sémente (3) ou (y), e se terminara a questdo pelo ter-
ceiro caso,

Antes de tractarmos do quinto caso estabeleceremos alguns principios,
que podem esclarecer a discussio.

37. Sejadado um triangulo espherico CPA, rectangulo em P: sendo
% © lado opposto ao angulo A, que supporemos agudo; isto ¢, A c:-%:tla

seri o lado opposto a C,b serd a hypothenusa. Pelas formulas (n.° 31, T.B.)

tg.y==sen.§ tg. A.. (1) cos.b==cos. g cos.{.. (2);

cos. b ==cot. A cot. C; ou cot. C==cos.b tg. A.. (3).

Vq-se por esla ultima formula que sendo dados b,A se determina C; e de-
pois cos, A==cot. b tg. ¥, da §; e cos. C==1tg. ¢ col. b, da 9. Assim o
triangulo CPA ¢ determinado por b, A.

™ =
Na hypothese actual, A < 9 é ¢ <g» Por conseguinte o supple-

mento do arce ¢ ¢ maior do que ?, isto &, = —g> —§ Chamaremos

segmento menor do meridiano ao arco ¢ < —: ¢ segmento maior do

wl A

E

___#J
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meridiano ao arco = — g, construido no mesmo plano do arco ¢, e do
mesmo lado, em respeito do plano de ¢.

Supponha-se (2) que g & invariavel, e procurem-se as variagdes de
b, conrespondentes as variagdes de §. Fazendo em (2) {=o, fica b=g.. ..
'§) =2, mui pequeno, d& cos.b < cos. g, e por isso b'>g.. .. (5)

' — E' dé
Piams  {B) b= B, c08. b 3co tanto "> = 4 (7
—_— Hy) == = f q, 0 A e \
s A {8, cos sen. § cos. g, portanto 3 (7)
LP = Ty dﬁ b“‘=“ p— ?b . {S).
Reproduzem-se resultados analogos ou se faga = —, ou §=2%—¢:

portanto: dado um hemispherio, e na superficie curva d’elle um ponto C,
que ndo seja o polo do hemispherio, ‘neste e por C fagamos passar muitas
semicircumferencias de circulo maximo, sendo o plano de uma d’ellas,
a meridiana, perpendicular ao plano da circumferencia da base do hemis-
pherio, € 'nesta circumferencia contem-se os §: ¢ de G esteja lirado para

circamferencia da base o arco de circulo maximo b < -2—11 uma distancia

{ do segmento menor ¢ do meridiano: o angulo A, que faz o plano de
b com a base do hemispherio, e que fica opposto a ¢, ¢ menor do que um

: ™ S 2 .
recto; isto é, A < 3 semicircumferencia, de que b é parte, e que existe

sobre o hemispherio, divide o hemispherio em duas lunulas esphericas:
uma tem o angulo diedro A; ontra = — A: supposto isto:

I. O menor arco de circulo maximo, que se pode tirar de C para a
circumferencia de § ¢ @: 0 maior é = —=g.

Il.  Os arcos de circulo maximo tirados de C para a circumferencia
de ¢ sdo successiva ¢ gradualmente maiores ao passo que se desviam de <.

1. Dois arcos de circulo maximo tirados de C para a circumfe-
rencia da ¢, e que sdo equidistantes do arco g, slio eguaes.

IV. Na lunula, em que existe o menor segmento g do meridiano,
o parn intervallo 2) da circumferencia da base do hemispherio, contando
de A, podem firar-se de C muilos pares de arcos de circulo maximo,
sendo o arco d'um par egual ao outro do mesmo par; e qualquer dos
arcos d'um par ¢ menor do que b.




ESPHERICA 67

V. Similhanlemente na lunula em que estd o segmento maior x—g )
do meridiano, e para o intervallo correspondente a (} 4 =) — (x —1)
da circumferencia da base do hemispherio, sendo ¢ contado do segmento
menor do meridiano, se podem tirar de C muitos pares de arcos de cir- +
culo maximo eguaes, sendo cada arco menor do que = — g, e maior que
= —b. Na lunula do segmento = — ¢ do meridiano ha um par de arcos
eguaes, cada um a = —b. .

V1. Todos os outros arcos de circulo maximo, tirados de C para a
base do hemispherio, e que ndo pertencem aos pares, de que acabamos
de fallar (IV, V), e que nio séo g, ou x—3, sdo maiores do que b, na lu-
nula do angulo A, e menores do que x—&; na lunula de = — A os ditos
arcos sio todos maiores do que b.

Supponhamos agora que se propde o problema seguinte (n.° 32).

i

QUINTO CASO

38. Dados dois lados a, b, e o angulo diedro A, que deve ser op-
posto a"a, achar B, C, e c.

1
2 i
l. SEJE A:-'é—, eb < -;T.
A formula  cos. a=cos. b cos. ¢ dé cns.c==m"ﬂ.
cos. b

Se a<b, cos.a ><cos.b, e por conseguinte cos.c > 1, resultado absurdo.
Se a="0, cos.a==cos.b, e por conseguinte cos.c=1, ou c==o,
que se deve rejeitar, porque ¢==0 diz que ndo ha triangulo,
Sea>b, ea+ b<m=, faremos

a4 b=x—ad, e b=%-—-—i’j'
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do que se tira

w g L
v b;= 5. — ', _ — (b — a') [, fe
a+t 3 r—a,ea 2—|—|\b a') oua 3 (o' — ¥)

mas a nem ¢é zero, nem =, nem negativo, por conseguinte

4l . bl‘__ r
b—a', ou a—1¥'éagudo;e PO oo e .\ £ 17 ( a)'
sen. a

sen. (a'—¥') . =+ sen. (b'—a')
ou €0§. 6= ———— ! |5l0 &, C08.c=
sen. b sen. Y

conforme for b'> a', ou ¥’< a’: logo o valor numerico de coseno ¢ me-
nor, do que a unidade, e por isso ha uma soluglio admissivel.
Sea>bh, e at b== serh tambem

cos. b
cos. b

=1

CO8, = —

logo ¢ ==, soluglio, que se deve rejeitar.

Sea>b, ea+b> = faremos

a b=rr—{- a', e a 4 -;i —b’=1'r—|--aj
do que se deduz a=%+a’+ b, logo a'+4 ¥'< %,

— sen, (a'+ b')
sen. b

por conseguinte €08, ¢ ==

e o valor numerico de cos. ¢ she maior do que a unidade, conclusiio ab-
surda.
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Il. Seja em sequndo logar A=% y Do

(C1E

cos. a
Se a<b cos, e=

==, oque significa impossibilidade de so-

lugiio nos termos, em que foi posto o problema.

Se a > b, temos, como acima, cos.c=o2.

Se a=20, écos. c= %, e pode, portanto, construir-se um nu-
mero de triangulos Ao grande, quanto se quizer, com os dados A =%,
b=%, a=~—;-: 0 que concorda com o que se sabe (n.” 21) pela Geo-

metria Synthetica.

L  Seja finalmente A= —, ¢ b> —.
2 2
Sea<b, eas+b<r lazendo

a+b=nr—a,e b=%-§-b’,

resulta Ao (a+ b)), et a+ll< 1=~; logo
2 2
— sen. (a'+ b')
o8, (== ——————
sen. b’

numero maior do que um, prescindindo do mgnal logo a hypothese
actual conduz ao absurdo.

Se a<bh, e a4 b=m, cos,c = -1, ou =7, o que se deve rejeitar.
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Se a<b, ¢ a+b > =, faremos

™

a+b==n+d,ea+ 3

+b=x+ad, ouv a=% + (@'—=b"),

y *
aonde a'— b ou V' - d ¢ menor, do que 3 logo

o o B0 a’)' ) <1;

£os, ¢ =
sen. b sen, b

logo a presente hypothese d4 uma soluglo acceitavel.

= i
Se a>b; como b:a—g—, eb<%; e tambem a > 5 @ <, segue-se

que cos. a > cos, b, e por isso cos.c > 1, o que ¢ contradictorio.
Se a==b, cos.c=1, e c=0, o que ¢ inadmissivel.
: £
Antes de comegar-se a discussio dos casos correspondentes a A S 3

advertiremos que, convertido em numero o arco g, segmento menor do

meridiano, se devem rejeitar como impossiveis de resolver, os casos, em

que seja a < ¢, e o triangulo tenha de conslruir-se na lunula do angulo
w o8 : ;2 dins

A< 37 @ rejeitar, pela impossibilidade de solugo, as hypotheses, em que

¢ a maior do que ®—¢, quando tivesse de construir-se o triangulo na

lunula, cujo angulo ¢ = —A e A < %- (n.

T =
b —

-
1V, < i ? L
- 2 9

Se a < b, o problema tem duas soluges; isto ¢, podem consiruir-se
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dous triangulos esphericos differentes, mas que tem os mesmos elemen-

tos A < %, b< %. a <b, ficando ambos os triangulos na lunula, cujo i

angulo ¢ A, (n.® 37, IV). ‘
Se a==2», ha sémente uma soluclo (n.° 37, V.). |
Sea>b,ea-+b<= oua<=—>b, ha uma solucdo (n.° 37, VI).
Se a>b, e a4+-b=m, ou a==—>b, nio ha solugio, porque (n.’ 37,

VI) 56 o arco a, que esth em direitura de b, isto ¢, no mesmo plano, ¢

que satisfaz & condigio a=%—0.

Sea>b,eatb>= oua>n—D>0b lambem ha, e a fortiori, como
na hypothese precedente impossibilidade de solugao.

® . .5
v. Ao =—-—.—"
2 e 2

'Nesta hypothese  cos. b ==cos. ¢ cos. =0, di n].r:l;-. 2 y=r.
Se a < b, ha duas solucdes (n.° 37, IV)., .,
Se a=1b, nio ba soluggo (n.° 37, IV). :

Se a < b, pelo mesmo motivo, e a fortiori, nio ha solugio,

VI Kol
b>2

[T

Nas construcgdes para esla hypothese escusamos de mudar as prece-
dentes, tomando aqui por b o que anleriormente era = — b: e ‘nestes 4
termos :

Se a<b e ai b<=w, ou a<=—>b, acham-se duas solugdes. (n.° 37,1V).

Se a<b, e a + b=, ou a==—0b, lemos uma solugiio (n,°37,V).
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Sea<beat b>r oua>=—>b, ha uma solucio (n.° 37, V).

™ ®
VIl A::-E.bx—é.

Se a < b, ndo ha solugao (n.° 37, VI).
Se a=1, o mesmo.

Sea>b,ea+t+b<=m oua<s—>~, ha uma solugdio (n.® 37, VI).

Se a>b, ¢ a+b=r, ou a==—b, ha uma soluglo (n.* 37, V,VI).

Sea>b, ea+b>=, oua>n—b, vem duas solucdes (n,° 37, ILIID).

VIII. A>

o] A

o] a

Se a < b, niio ha solugdo (n.° 37, VI).
Se a=1b, 0 mesmo.

Se¢ a > b, ha duas solucdes (n.* 37, V).
IX. A>=:b>

Sea<b, ea+tb<=, oua<w—b, ndo ha triangulo (n.° 37, ILVI).
Sea<b, ea+ b==x, 0 mesmo.

Sea<beatb>x oua>x—>b, ha um triangulo (n.° 37,VI].
Se a==>4, ha um triangulo (n.° 37, V).

Se a > b, ha duas solugdes (n.” 37, HI).
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Reunindo em um s6 typo, ou tabella, os resultados precedentes,
porém omittindo, por inuteis, as hypotheses que ndo offerecem solugaio

numerica, fica :

¥ o .——ﬁ

TABELLA C
Aﬂlél::::l:i&- Arco & | Relacies de ¢ com & N::I‘;::;ﬁ‘;'te A“fjl:LuBﬂic-_Egu[o diedro B
a< Beosulls Duassol. B < 90°  [B"=—180°— B
b <90° a=b...... Umasol, B=A
a>b, a < 180°—b{ Uma sol. |B < 90°
A<90%|b=90°la<h.......... Dusssol. B <90°  |B'—180°—B
*a-:b. a < 180°—b Duassol. B < 90° |B"=180°—B
b > 90°{la<b, a==180"—h Uma sol. B > 90°
(la<b, a > 180°—Bb Uma sol. B > 90°
b < 90° las b, a < 180°—B Uma sol. | < 90°
A=90°{|b=90°la=h.......... M."** gol, [B—=A=—00°B"=B"'=90"
b > 90° la<bh, a > 180°—b Uma sol. [B ~ 90°
(a:-ﬂ, a < 180°—b Uma sol. [B < 90° "
b <90° ja>b, a==180°—b Uma sol. |B < 90°
(la>B, a > 180°—b Duassol. B < 90°  B'=180"—B
A>90°/|5=90°la>b........... Duassol. B < 90° B'—180°—B
(ja < B, a>180°— B Uma sol. B > 907
b >90%la===b ., visnal, Uma sol. B=A
(a 5B, doneanil, . i‘nuas sol.[B <90°  B'=180°'—B

ST TR ——
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seguinte tabella.
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Formada uma tabella, como C, para o triangulo espherico A' B' C/,
u_ supplementar de A BC, para o qual C foi construida, ¢ mudado depois,
y na tabella relativa a A’ B C/, A’ em 180°—a, B’ em 180°—b, C' em
180°—C, a' em 180°— A, b' em 180°— B, ¢’ em 180°— C, resulta a

TABELLA D
Arcos a dt:ﬁl; Relagles de A com B N;:;::;ﬁe Arcos b Arcos &
/ A <GB i o sntl, Duassol.| b > 90° b'=180"—=b
B<90°A=B.......... Umasol.|b=a
A > B, A <180—B Umasol. |5 < 90°
a<90%|B=90°%A<B.......0.:. Duassol. | b > 90° V'=180"—b
‘t\'CB. A< lSﬂ"—BIDuasml. k> 90° b'==180°—b
B> 90° |A<B, A=180°—B| Umasol. | 5 > 90°
(|A<B.A > 180°'—B Uma sol. | 5 > 90°
B < 90°A>B, A < 180° - B Umasol.| 5 < 90°
a=90°{{B=00°A=B ., .. .......|M."™s0l. b=a=90° | V/'=b""=90°
B >90°A<B, A > 180°—B|Umasol. | b > 90°
» A>B, A< 180"—B| Umasol.| b < 90°
B< 90°(A > B, A=180°—B| Uma sol. |5 < 90°
(A>B, A > 180°—B Duassol. (5> 90°  |5'=180°—b
a> 90/ B=90°A~B........ . Duassol. |b > 90° b'=180"—b
A<B, A > 180°—B| Uma sol. | b > 908
B> 90°(A=B........... Umasol.|b=a
.......... |[)uas sol.| b > 90° U'=180"—0
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A

A tabella C offerece um meio de reconhecer se o quinto caso ¢ ou
ndo determinado: e a tabella D presta um similhante servigo, quando
tivermos de discutir o seguinte problema, que pide ser o:

SEXTO CASO

Resolver um triangulo espherico, quando sio dados dois angulos e
um lado, opposto a um dos angulos dados.

39. As Regras de Neper, que deduzimos, como hypothese particu-
lar, da equagio (n.° 25,a), podiam ser demonstradas directamente pela
Geometria Synthelica, o que se vé leito em Legendre Geom. 14.* Ed. de
Paris, pag. 387 a 390 : mas, seja qual for o processo empregado para esta-
belecer as Regras de Neper, temos a certeza de que as diclas regras res-
pondem és questdes de trigonometria espherica com a mesma generali-
dade, com que responde a férmula (n.° 25, z).

E com effeito, esteja obaixado do vertice B do triangulo espherico
ABC um arco de circulo maximo B P que chamaremos p, e cujo plano
seja perpendicular ao plano de b: e supponha-se que p divide b em dois
segmentos §, b—3; e, pelas Regras de Neper, cos.c=cos. p cos. §,
cos. a==cos. p cos. (b —§); logo I

cos.a cos. (b—3) cos. a r ‘l
= g | =co08. b -} btg. 8. .. (2);
o8, ¢ c0s..§ (1) oS, ¢ il L @)
mas cos. A==1g.§ cot. ¢, ou tg. §==cos. A tg.c.... (3)
. @:por isso' (2) cos.a=ms.b+scn.b sen. ¢ Cos. A'
. COS. ¢ COS. ¢
ou cos. @ ==c0s. b cos.c | sen.b sen. ¢ cos. A, .., (§)

e (4) ¢ o mesmo que (n." 25, «).
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Um processo analogo da a equaclio (4) quando p cahe fora de b
As formulas (1) (3) ou

cos. ¢ cos. (b —§)
ig. 3 = 5 «Cy 3= 1
g.d==cos. A tg.c, cos.a g

Servem para resolver o Terceiro caso, fazendo-o depender do Primeiro
Caso.

40. Demonstra-se com facilidade na Geometria (*) Synthetica que

L. A superficie da lunula espherica é proporcional ao angulo A da
lunula. De sorte que representando por E a superficie da esphera, sobre
a qual esté descripta a lunula; e por A o angulo da Junula, ou o arco,
que mede o dicto angulo; por 2= R a circumferencia de um cireulo
maximo da esphera, por L a superficie da lunula, teremos

L:E:A:2zR....(1)

Adoptando para unidade de superficie a oitava parle da superficie da
esphera, ou a superficie do triangulo espherico trirectangulo, e para unis

. c R 7
dade dos arcos o quadrante, oun TT, e chamando alda L ao nimero

8L 8E 2A iR
-ﬁ'.ﬂ ﬂ*ﬁ',& a ﬁ,-ﬂiﬂ 'ﬁ';.llml:l)

B2 wATE T (), o
L=2A.... ....(b);

I Dados dois triangulos esphericos symetricos, a superficie de um
¢ equivalente & do outro: e por consequencia

HI. -A superficie T do triangulo espherico A BC, junctamente com
a superficie de dois triangulos trirectangulos, ¢ equivalente & semisomma

(") Geometrias de Legendrg 14, Ed. de Paris, L. 7, p. 20, 21, 22, 23 : de
Sonnet, Ed. de Paris, de 1853, n.° 667—670: de Cirodde, 2.* Ed, de Paris,
pag. 321 —323

|
l
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das lunulas dos angulos A, B, C: isto ¢

T+2=A+B+C......(c)

1. Se fizermos N==cos. a—cos. b cos, ¢, e D==sen, b sen. ¢, resulta

cos. A =% (n.°25, «): mas (n.° &)

n‘l al b'—! bl ( c?- cl
N:I _E—i‘ﬂ—....-’—(l _E_!_E-i_ -...) l

------

T EEEER

Se for permittido o despresar em cos. A todos os termos, em que en-
trarem polencias dos arcos a, b, ¢ superiores & segunda, e os productos
que entrarem na mesma ordem, resultard, feita a divisio algebrica:

3 3 a7 T a™ l_bl_ l_ﬁb'l "
cus.A:b_H a(i ¥ ,c)i_a 5 g

2be 6 24 be
b*+e'—a* b'4-c'4-2b'c’—a’b'—a’ c=+a‘._b'—.-,‘_ﬁb1¢=*
T 35¢ 9hbe

cos. A

Vg ct—a® a'+ b+ c'— 2a’0*—2a'c"—2D* ¢
N " 2hbe "
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No triangulo rectilineo A’ B’ €/, que tenha os lados a, b, ¢, ¢

b'+ '—a’ .
Eb;:__"’ e por conseguinte

C0s, A':

ﬂ-l-b-i-c——ﬂa'b—ﬂac.—-ﬂb ¢ (%)

A =cos. A4 e ]
CcDS§ CcOos T \

a b‘.! '4_' {b'?.: ﬂ".-— a’l):

ecomo 1-—cos.*A'= =sen.” A, resulta

sb%c"
ayy Wb C—b'—c'—a'—20' ¢+ 2a* b+ 24
sen.” A'= — , OU
0°¢
sy G4+ V+et—2a0'—2ac*— 2B ¢
—sen A= = , ou
b ¢*
_bcsew.”h'_uw blye*—2a*b*—2a*c*—20"c* I (%)
PR 2%be i
be sen? A
cos. A =cos, A’ ——E—Z(—'-"—i ...... (5)

6

Vé-se pois que cos. A —cos. A’ é da segunda ordem relativamente a
b, ¢; e como A, e A’ siio, cada um, comprehendidos entre 0 e = segue-se
que A—A’ é da mesma ordem que cos. A—cos. A': sendo pois A—A'=$,

é (n.° 9)
c0s. A—cos, A'l=—3 sen. A'= — E"_ﬁ[ﬂ;ﬁ ; logo 3= be scn.A‘_
6 6
e por conseguinte :
besen. A’ acsen, B
A= I"'__'_;-...lr ~ =R — Sl =~
e Phe e e i)
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i
C=C,__abs;n.0 ..(8)

-

0s arcos a, b, ¢ estdo aqui referidos ao raio R das thboas; mas os’
arcos, que sublendem o mesmo nngu!o siio proporclcmnes aos respectlvos
a

raios ; logo a:a'":R:R/, o3 = ;:F. em vez pois deR R R podemos
ad ¥ ¢ b
tomar RORCR ou por mais sumphmdade R"R"R" e as formulas (6)

(7) (8) podem escrever-se

becsen A acsen B

— !_-.-og—_. : —_ F—___"_.'.,
A=A o caweld) B=B oR" (10)
, absen.C'
C=G-———6~RT....(H].

'Nestas [ormulas as arcos a, b, ¢ estdo tracados na esphera do raie R'.
Suppondo que a circumferencia do circulo maximo da esphera ter-

Bf
restre ¢ 2= R, e que %: 10000000 metros resultard

i 20000000 __ 5266197,7237 metros; o

™
Raio da esphera tervestre=6366197",7237. .. . (a)
log. do raio da esphera terresive =6,803880122969847. ... (b)

Querendo R’ expresso em segundos decimaes, faremos

, 2000000
’i;i =200 (100)* ou R'=

— 636619,77237

™

sequndos decimaes. . . . ()




80 TRIGONOMETRIA

Podemos empregar as linhas trigonometricas para ter (¢), por quanto

200.(100)°(R' 4
R'= —-[——i-{—l procedendo como fizemos (n.° 2, 3) ; mas g_gfj{,ﬁﬁ)ﬁf‘
=20 seno do arco de um segundo decimal, sendo R’ o raio do circilo,
em que se construem os senos, e sendo permittido o tomar o arco de 1"

pelo seno de 1”: mas R":R ::sen. 2’ : sen. «; logo

= (R")—1 0

200.(100)°~ 200.(100)*

=§en, 'l'l'l'

contado no circulo cujo raio ¢ R=1, logo

B B0 - ()

sen. 1"

aonde ‘seno de 1" ¢ tomado na divisio moderna.

200000
Como pois (¢) a\'=-—_-—-'-)-, e por (d) tambem achamos R’ appro-

ximadamenle, segue-se, que dentro dos limites da approzimagio (d) os
dois valores de R' devem coincidir,

Nao ha pois motivo rasoavel para julgar que ¢ digna de nota a coin-
cidencia de (c) com (d).

e b*+¢"—a’

Tambem se deve nolar que ¢ vicioso o pir cos, A= — — — — em
gy e 25:: ¥ o
RORC R OO 08 arcos a', ¥, ¢,
como & facil de ver por (3): e além d'isso a hypothese, o triangulo es-

pherico confunde-se com o rectilineo, contradiz a proposicio 2.* do L. 3,
da Geom. de Eucl.

(3), por muito pequenos que sejam
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Resolucao numerica dos triangulos esphericos
Exemplo X

Sejio a==158°.0.5",28; b=88°.18".28",80; ¢=94°.52".40",80
os tres lados d’um triangulo espherico ; o angulo A ¢ dado (n.° 33 «) por

sen, a-{—b-—c) sen.(t-l_!_;__b)
sen. —-A—

sen. b sen.c
ﬂ—l-b"'-c - I o a—:ﬂ_b I ak
Ora S T 25°.42',56", 64 ; HoT i 32°.17'.8",64
at+b—e
Ig. sen. ——-—2—-:.9,6373961
Ig. sen. f‘.i.;:‘.:g,ﬁmssa

Comp. Ig. sen. b=10,0001894

Comp. lg. sen. c =0,0015758
Ig. sen.”‘% A=9,3668178

lg. sen. % A =19,6834089

;!"ﬁ=28“.50'.32",58;1‘-&::57".41'.5”.16

Por este modo se pdde proceder na reducgio dos angulos ao hori-
sonle,
¥
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Exemplo Hl

Sejio A=115°.7".30",14; b=41°9"45"94; ¢=60°.56'47",15;
os dois lados b, ¢, e o angulo A de um triangulo espherico; o lado a &
cos, . (b —«

(n.® 35) dado por cos.a= oL Tb "-—u}: sendo lg, w==cos. A 1g.c.
08, (0

lz. cos, A=29,6114358

s, 15, ¢ —0.0776713

Ig. tg. w=="9,6801071

w=153"57".6",74; e b—0 =—112".47'20",8

lg. cos.c=9,80719%9

lg. cos. (b — «w)=19,6880928

Comp. 1g. cos.w=0,0565180

lg. cos,a=29,4418057
a="73"56.39",7T7

Assim se procederad quando, por exemplo, se quizer achar a ménima
distancia entre dois pontos situados sdbre a esphera terrestre, se for dada
a differenga das Longitudes Geographicas dos dois pontos, e a Latitude
Geographica de cada um d'elles.

O comprimento do quadrante terrestre em metros ¢ 10.000.000; o
arcoa éa=73"9443805555: logo90°:73°,9 143805555::10.000.000:4™

739543805.555 T3944380,5655
e o™ =- “‘iﬂ iSO g = 8216042°2839, ¢ como
o myriametro tem dex mil metros serd a=73°56',39",77 —821,6052839
myriamelros

Exemplo INE

'Neste exemplo supporemos a circumferencia dividida em 400 partes
eguaes (n.° 2): e 'neste supposlo, seja

A=53°.T.41": b=156°23.64": c=94°51'.39": ¢
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tg. (100°—c)

; .
cos, ¢ cos, (b — w)
col, o= — — —

cos. A e
Ig. tg. (100°— ¢) =8,9364603
Comp. lg. cos. A=0,1725330
lg. cot. w==9,1089933
w=91°.86'24"
Com. lg. cos. o =0,8945671
lg. cos.c=8,9348458
lg. cos. (b — ) =9,8773617
Ig. cos.a = 9,7067746

a=65°.99'.81",4

E como o myriametro tem 10000 metros, ¢

a="659,9814% myriametros.
Formulas trigonomeiricas

Das formulas (n.° 7, A, B) tira-se

2sen.acos 3 (1),
B)=2cos.« sen.3 (II)
2

cos. « cos. 3 (TII)

cos, (a—@) —cos, (x4 3)=2sen. « sen. 3 (IV)
Fazendo 'nestas formulas a + f=a, a — 3 =1, fica
fa 4+ by fa—Db .
sen, a 1 sen, b =2sen, | —— | cos. | -——). Sl
2 2 (
a+ b ‘a—b,

sen, @ — sen, b =2 cos. ( —5—)sen, | ——). ... (2)

83
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€08, @ - cos. b==2 cos, {ﬂ—;j) cos, (‘E_'; b). e (3)

a+b a—b
cos. b — cos. a =2 sen. ('_2_) sen. ( 5 ) oo (4)

Sendo em (I) (II) «+f =a, a — 3 =90°—1b, resulta

sen. a + cos. b =2 sen, (wﬂ—) Cos. (Eﬂ:ﬂn). .+ (8)

2 2

L b 90“) COS. (a —b2+ gno)q - (6)

sen, @ — cos. h=2 scn.(

Dividindo sen. (« + 3) por cos. (x4 £); sen. (« — ) por cos, (a—3),
acha-se
flg. a41g.b

8. (u+b)=i-—tg.ﬂ tg. b

svaal®)

Fazendo "neslas duas formulas a = 45°,

et o i-tg.b _
ig. (46 —}-b)_1 ot 1 S (9)
1 —1tg.b
lg. (§6°— b) = vk e AR
B—b) =i 10)

Pondo ae==b em (7}

tg. 2'q ==
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Dividindo (1) por (2); e (1) por (3); e (2) por (3);

sen. a + sen. b (@ +b) (a—0) '
= ==1g, 3 cot, = 3 vaee (1)

sen,a — sen, b

sen. a—sen. b L (a—-b)
cos.a—cos. b .

sen. @ — cos, b (a — b)
e tg.
cos. a 4+ cos. b

|

. Fazendo a=90° em (12)

1 4+ sen.b
1 —sen. b

= tg. (45“ + %) cot. (w— %}=:g.= ['\w + %) .(18).
Suppondo a =3 ==a em (I) (II) (IV). vem
sen, 2a=2sen.a cos.a.... (16)
| 1+ cos.2a=2co08.7al........ (17)

1—cos.2a=2sen.*q........(18).

Sendo a=90 em (1) e (2)
b b
1-4-sen. b-—:2scn.( -_2, ] €08, ( i—' P |—-2 sen.” ( B4 2) ..(19)

b / b\ = X
1 —sen, b=—2 cos. (-‘i?i”-l— = | sen. f 15“—; | =2 cos.” [-iEi" I :

45"+ 5 )ous(20).

Multiplicando (1) por (2), e usando de (16) fica

sen.a —sen,” b==sen. (a + b) sen. (a—0)..,. (21)
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Fazendo o mesmo com (3) (4)
cos.” b — cos.” a==sen. (a + D) sen. (a —b). ... (22),
Fazendo a==90° em (12)

14 sen. b o= 3§ =
ey et o ke E) A8

Reduzindo a0 mesmo denominador tg. a—+ tg. b, tg. a—1g. b, ¢
usando de (n.° 7, A)
sen, (a +b)

. b=
gea--18 cos. a cos, b

Ste o L 2W)
sen, (a—b)

sias s | D)
c0S, @ cos, b

tg.a—1g.b=

Suppondo 'nestas duas formulas a = 45°

__sen, (45°4-b)  cos. (45°—D)
" cos.45° cos. b cos. 45°cos. b’

1+1g.b ... (26)

L

sen. (45°—b)  cos. (§5°+ b)

cos.45.°cos. b cos. 45°cos. b "

1—tgb— .+ (27)

Pondo a==>0 em (5) (6):
sen. a--cos, a==2 sen. 45° cos. (§5°—a)==2 sen, 45° sen. (#5°+4-a)...(28)
cos. a—sen, a=2 sen, (45°—a) cos, §5°=2 cos, 45° cos, (45°+-a)...(29)
Escrevendo =&, a=230" em (n.° 7, A, B)
sen. (30°4 b) = cos. b — sen. (30°— D). ... (30)

cos, (30°+- b) ==cos. (30°-—b) — sen, b....(31)
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Fazendo as operagdes indicadas nos primeiros membros das seguintes
formulas, por meio de (n.° 7, A, B); e.dividindo por cos. a cos. b ambos os
termos das fraccdes equivalentes aos primeiros membros:

sen. (a+b) __ig.a+1g. b
sen. (a—b)  lg.a—1g. b

sen. (a-+b) tg.a—+1g. b
cos. (a—b) 1+lg.atg.d "’

. [33)

sen. (a—b) tg.a—1g. b
cos. (a+b); 1—tg.atg.b’

... (38)

COS. {ani—_t_;) __1—tg.a lg.b‘ ... (38).
cos. (a—b 14+tg.atg.b

., Pelo (n,° 4) se exprime o seno e coseno do arco multiplo m a no
seno e coseno do arco a,

Pela formula (7) e (8)

|
'3
|

(A=B 2 ’ -
1g. —tg.( 3 ): ; mas (n.” 33) fazendo

o | =
.
| =

a+b+c=2p

'sen. (p—b) sen. (p — B /sen. (p—a) sen. (p—¢)
tg. 2:\ \/ !Ef:1p ‘ sen, p c Vg - jsen. (p—2a) Sl‘:tl P ‘C;
p sen. (p—a) 2 sen. p sen. (p—2b)

Vscn (p—a) sen. (p—b)
sen. p sen, (p— ¢) N

e ( p—=b) (p—a)
tg.itg.-li=mn Ap—¢) i ;_H ET_-_sen.\p b;;tg.EthE_sen..{p a
272 sen. p . sen. p 272 sen. p

(A=B) sen, (p—0) == sen. (p—a)

e sen, p==sen. (p—¢)' "




88 TRIGONOMETRIA

(2p—a—b) (a—D)

mas (1) (2), sen.(p—b)+ sen.( p—a)=2 sen.

o —

2

. |2 "-"'f.. [ A
sen. P — Sen, '.PF_' f‘ :2(:03 E PQ - §én. —

CO8. l ot bj
Logo lg. (A L_ B/I = = '{‘___‘iéJcot. %C. . «+ (36)
‘\72
F'omando o signal inferior ¢
sen {\H_b}
g R |

" A—D, o
g‘( 2 ) ~ sen, (:r + b 2

E empregando o triangulo supplementar

A—B\l
008, | i
a+—b'ﬁ \ 2 / 1 - .
 cos. | )
- S
A—B
sen. |
(“—": oo )w L eves (80)
2 9 scn.{; T
'2_)

As formulas (36), (37), (38), (39) denominam-se analogias de Neper.

FIM.

PR



o i F o ¥ —
lf\l-.}.\..lrl’!-. P Ty

i












	[Encadernação]
	[Rosto]
	TRIGONOMETRIA RECTILÍNEA
	Exemplo I e II

	TRIGONOMETRIA ESPHERICA
	TABELLA [A]
	TABELLA [B]
	Regras de Neper
	TABELLA C
	TABELLA D
	Resolução numérica dos triângulos esphericos
	Exemplo I
	Exempo II e III
	Formulas trigonométricas


	[Encadernação]

