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P R I V I L E G I O . 

EU ELREY. Faço faber aos que efte 
Alvará virem: Que Havendo Eu Or-
denado pelos Eftatutos Noviílimos , 

com que Reftaurei, e Mandei de novo fun-
dar a Univeríidade de Coimbra, que os Ef-
tudos das Sciencias Mathematicas conftituif-
fem nella huma indifpenfavel Faculdade: E 
fendo ao mefmo fim Servido pela Minha 
Carta de Ley de dez de Novembro de mil 
fetecentos fetenta e dous abollir, e caíTar os 
Titulos Nono , e Decimo dos Eftatutos do 
Collegio Real de Nobres ; pelos quais os 
referidos Eftudos deviaò também fer eníina-
dos no fobredito Collegio ; para que ÍÓ , 
e unicamente foíTem promovidos , e culti-
vados na dita Univeríidade, em commum be-
neficio de todos os Meus Fieis VaíTallos : 
Por quanto pela fobredita Abolliçaõ ficárao 
os referidos Eftudos proprios^ e privativo« 
da Univerfidade ; e veio a ceifar o fim do 
Privilegio exclufivo , que para a imprelTaõ 
dos Livros Clafficos Havia concedido pela 
outra Carta de Ley , e Doaçaõ perpetua 
feita ao dito Collegio em doze de Outu-
bro de mil íetecentos feífenta e íinco ; na-
quella parte , que he refpe&iva aos Livros 
Mathematicos: Hey por bem transferir pa-
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VI 
ra a fobredita Univerfidade de Coimhra o 
meímo Privilegio excluíivo para a impreíTaõ 
dos Livros de Euclides , Archimedes , ô 
outros Claílicos dás Sciencias Mathemati-
cas ; âílim , c da maneira que na fobredita 
Doaçaõ Eu o havia concedido ao referido 
Collegio : Revogando , como Revogo , a 
efte Hm a mefma Doaçaõ naquella parte, 
que na generalidade delia ío he comprehen-
liva das impreíToens dos ditos Livros , ou 
de outros , que hajaó de fervir aos fobredi-
tos Eítudos Mathematicos , e pelos quais 
fe devaõ enílnar na mefma Univeríidade de 
Coimbra. 

Pelo que : Mando ao Marquez de Pom-
bal , do Meu Ccnfelho de Eftado , e Meu 
Lugar-Tenente na FnndaçaÕ da Univeríida-
de de Coimbra ; á Real Mefa Cenforia ; 
Aíefa do Defembargo do Paço ; Regedor 
da Cafa da Supplicaçaõ ; Confelhos da Mi-
nha Real Fazenda ; e dos Meus Dominios 
U'rra-marinos ; Mefa da Confciencia , e 
Ordens ; Governador da Relaçaõ , e Cafa 
do Porto ; Senado da Camara , e bem af-
ílm a todos os Defembargadores , Correge-
dores , Provedores , Ouvidores , Juizes , 
Jnítiças , e mais PelToas deites Meus Rei-
nos , e Dominios , a quem o conhecimento 
deíle Álvara' deva pertencer , que o cum-
praõ, e guardem, e façaõ cumprir, e guar-
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dar fem duvida , ou embargo algum , qual-
quer que elie feja , naò obftante a fobredi-
ta Carta , Ley , e Doaçaõ perpetua de do-
ze de Outubro de mil fetecentos feíTenta e 
finco, que Tenho revogado ao fobreditofim 
na parte , que fó refpeita ás fobreditas im-
prefloens; ficando para tudo o mais em feu 
vigor , e inteira validade. E efte valerá co-
mo fe paífaífe pela Chancellária, pofto que 
por ella naõ ha de paífar ; e o feu eifeito 
haja de durar hum , e muitos annos ; naõ 
obftantes as Ordenaçoens em contrario as 
quais Hey por derogadas para efte effeito 
fomente. Dado no Palacio de Noífa Senho-
ra da Ajuda em defefeis de Dezembro de 
mil íetecentos fetenta e tres. 

R E Y : . 

Marquez de Pombal. 

^ Lvará , porque Vojfa Magejlade pelos mo-
tivo? nelle exprejfos : He fervido transfe-

rir para a Univerfidade de Coimbra o Privile-
gio exclufivo para as impreffoens dos Livros 
Clafficos dos EJltidos Mathematicos j havendo 

cejfado 
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cejfado o fim , com que antes fora Concedido, 
e Doado ao Collegio Real de Nobres } na for" 
ma ajfma declarada. 

Para VoíTa Mageítade ver. 

João Chrifofomo de Faria e Soufa de Vaf-
concellos de Sá o fez. 

Cnmpra-fe , e regifte-fe. Nofla Senho-
ra da Ajuda em 4 de Janeiro de 1774. 

Marquez Vifitador. 

» 

No Livro de Providencia Li iteraria 
defta Secretaria de Eftado dos Negocios do 
Re ino fica regiftado efte Alvará. NoíTa Se-
nhora da1 Ajuda em 3 de Janeiro de 1774. 

JóaÕ Chrifojiomo de Faria e Soufa de Vaf-
concellos de Sá. 
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MECHANICA. 
I N T R O D U C Ç A Õ . 

Divisões, e Definições. 

i. 

MECHANICA em geral he a Sciencíá 
que tem por objeélo o Movimento dos cor-
pos , e o Equilíbrio das Forças oppoftas. 

Quando a Mechanica trata em particular 
dos princípios, leis , e effeitos do movimen-
to , chama-fe Dy u a mie a, fendo nos corpos fa-
lidos ; e fendo nos fluidos, Hydrodynamica. 

Do mefmo modo , quando trata do equilibrio das for-
ças oppoíhs , também fe divide em St atiça, e Hydrojlati-
t a , conforme fe occupa em determinar as condições necef-
íarias para o equilíbrio dos folidos, ou dos fluidos. 

Como a Statica e a Dynamica fervem de fundamento aos 
outros ramos da Mechanica , por ellas he que deve prin-
cipiar-fe o eftado defta Sciencia, e ambas feraõ a matéria 
defte Tratado. 

2 Dizemos que hum corpo efiá em movimento , todas 
as vezes que elle muda de lugar. Para fe effeituar efta mu-
dança , he neceífario que o movei deixe o lugar onde eftá, 
c tendo paffado por todos os lugares intermedios chegue fi-
nalmente ao lugar que deve occupar. 

Efta paífagem fucceffiva de hum lugar para outro humas 
vezes fe faz mais depreffa , outras mais devagar. Afíim nos 
relogios, o ponteiro dos minutos faz o giro do moftrador na 
duodécima parte do tempo, que gafta o ponteiro das horas 
em dar omefoio giro. Aflim os relampagos, annunciadores 

A dos 
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dos rayos, atraveflaõ mais rapidamente a atmofphera, do» 
que o eftampido dos trovões. 

J A idea do movimento inclue pois tres objeítos prin-
cipais , que faõ como elementos da Mechanica. I. O efpa-' 
ço corrido feio mnnel. II. O tempo, em que fie corrido. III. A 
rclaçaõ entre o efpaço , e o tempo. Efta relaçsõ he o que to-
do o mundo entende pelo nome de Velocidade ; e delia ferâ 
conveniente, que formemos aqui huma idea bem diftinta. 

4 Seja qual for a natureza do efpaço, fobre a qual tan-
tas vezes fe tem difputado a perder de v ida , podemos con-
cebello como hama extenfaõ immenfa , e penetrável , na 
qual todos os corpos do Univerfo eftaõ mergulhados , oc-
cupando todos buma porçaõ maior , ou menor , conforme 
faõ de mais , ou menos volume. He pois o volume dos cor-
pos a medida da porçaõ do efpaço que elles enchem, e que 
fe chama o Lugar dos mefmos corpos. 

Ifto pofto, imaginemos nefta immenfidade dous pontos, 
que eftejaõ a. huma diftancia finita hum do outro , de hu-
jna braça por exemplo. Se hum corpo pofto em movimen-
to, por qualquer caufa que for, correr o efpaço defta diftan-» 
cia , nafi o poderá fazer fenaÔ em hum certo tempo. E 
feja também qual for a natureza do tempo , he provado pe-
la experienciâ, que o mefmo movei animado de mais forte 
movimento corre a mefma diftancia em menos tempo da 
forte , qae fendo o movimento duplo , por exemplo , na$ 
lhe ferá neceflarie mais doque ametade do tempo. 

y Mas como no efpaço indefinido , que imaginamoí 
confufamente, podemos tomar diftancias determinadas, quff 
chamaremos pollegaàas, fés, braças &c, e que feraõ me-» 
didas lixas, ou unidades de comprimento , ás quais fe repor* 
taráõ todas as dimensões da meíms efpecie : aílim também 
no profundo abyfmo do tempo podemos determinar certas 
medidas fixas e conhecidas , que ferviráS como unidades 
de tempo para termo de comparaçaõ de quaifquer outras du-
rações , com tanto que fejaõ finitas r e lhes daremos o no» 
me de horas , minutos , Segundos &c. 

Defte modo pois, fe acharmos que o movei, em virtude 
cio primeiro movimento referido, gafta hum minuto em cor-
ret o efpsço de huma braça ; diremos , que em virtude do 
fegundo o correrá em meio minuto , e que pela imprelíaÔ 
de hum movimento feílenta vezes mais rápido o correria 
em hum fecundo de tempo. 

6 Ago-
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ê Agora he fácil de ve r , que fe hurca parttí , huma 
íhedicfa , huma unidade de efpaço requer , para haver de: 
fer corrida pelo movei, huma, ou duas, ou tres unidades 
de tempo , o numero n de unidades de efpaço n,5 poderá 
íer corrido fenaõ em hum numero it, ou 2il, ou jrt de uni-
dades de tempo, fuppondo que o mOvel conferva o inef-> 
mo movimento por toda a carreira do efpaço , por onde 
caminha. Donde fe vê , que há fempre huma certa rela-* 
çaõ entre o numero das unidades de efpaço , e o das uni-
dades de tempo •, relaçaõ bem fácil de determinar pelà 
íimples divifaõ deftes dous números. O quociente exprune 
cm todos os cafos a velocidade do movei. 

7 Daqui fe entenderá àquelle principio taõ conhecido 
ta Mechanica ( aindaque muito mal enunciado ) , que a 
'velocidade hs igual ao efpaço dividido pelo tempo. 

Mas tomemos as coufas de mais alto , e tendo-nos po-
fto no ponto de vif ta , em que os primeiros defcobrid-.>-
res da Mechanica deveriaÕ olhar para a matéria que tra-
tamos , procuremos feguir os feus paífos , e analyzar os 
primeiros esforços das fuás meditações. 

8 A matéria, e o movimento, fe offerecéraõ por toda a 
parte ás fuas attenções, como ainda fe offerecem cada iti-
ftante ás noífas. Sem duvida que familiarizados, alfim co-
mo nós j defde a infância coin todas as maravilhas que 
xefultaõ do movimento, mais fe haveriaÕ de afadigar em 
fervir-fe dos effeitos , doqtie em procurar as caufas. Qr.al 
porem deveria fer o alTombro daquelles , que primeiro fe 
occupáraó neftas indagações ! E com effeito , que outra 
coufa fe pôde confiderar mais pafmofa nas obras da na-
tureza , doquc a íimples communicaçaÔ do movimento , 
para quem lhe contempla as maravilhas ? 

Tenho hum braço em quietaçaõ minha alma ordena 
que fe mova , e logo fe move ! A' minha maõ eftá pre-
fente hum corpo , que pela fua quietaçaõ pnrece que de-
veria defcançar em huma inacçaõ eterna ; e de repente 
efte mefmo corpo fendo arraftado , impellido , ou arre-
mefTado , fe poem em movimento ! Acha outros corpos 
na fua carreira ? com elles reparte as fuas forças, por h:;« 
mas leis as mais confiantes, aindaque pareçaõ diverfificar-
fe ao infinito. 

Hurnas vezes pára repentinamente , e fuas forças pare-
gçtn «niquilar-fe em hum inftante j outras vezes torna pa-

A 2 ia 



to T R A T A D O 

ra traz , ou , fe continfla o primeiro caminho , he com 
huma velocidade fenfivelmente enfraquecida, que naô efti 
longe de extinguir-fe. Ella fe acaba , e eifahi o corpo 
reííituido ao ellado de deícanço, donde eu o tinha tira-
do. Qual he pois a mola fecreta , que o pode obrigar 
ao movimento ? qual a intelligencia, que prefide a huma 
diftribuiçaõ taÕ exafta das fuas forças ? que he feito do 
movimento delle, e dos corpos que tinha impellido , le-
vado comíigo , ou ao menos abailado na fua pallagem ? 
Eifaqui já muitas queftóes , ás quais poderiaó ajuntar-fe 
muitas outras. E á vifta de tudo ifto , he por ventura de 
efpantar , que os mais celebres Filofofos da antiguidade^ 
de concerto neite ponco com os Modernos mais Sábios, te-
nhaõ confiderado a exiítencia e a communicaçaô do mo-
vimento , como huma prova íem replica da exiílencia da 
Deos ? 

9 A eftas primeiras obfervaçÕes fe ajuntarão bem de-
preíTa as da gravidade , e da fricção. Sempre os corpos 
fe tem vifto fujeitos a efta lei imperiofa , que confiante-
mente os follicita para a terra. Mas qual he o principio 
delia ? nada fe fabe^/Os effeitos porém naÕ faõ por iifo 
menos palpaveis, nem menos univerfais em todos os cor-
pos , que nos rodei aõ. 

O mais ordinário deites effeitos he de deftruir pouco 
a pouco os movimentos oppoftos á direcção da gravida-
de. Lançai huma pedra ao ar ; e vereis , que a gravi-
dade enfraquecendo-lhe a velocidade chega em breve tempo 
a extinguilla , e depois a produzir huma velocidade to-
da contraria, com que a pedra cahe acceleradamente para 
a terra. NiíTo naÕ há coufa , que naô feja muito com-
mua , antes fe teria por hum prodigio , fe affim naõ fuc-
cedefle. Mas , qual he a rafaõ porque ella cahe ? porque 
naõ continua a afaftsr-fe da terra, feguindo a fua primi-
tiva direcção , com toda a velocidade que lhe tendes im-
primido ? Porquê, direis vós ? he porque huma potencia 
fuperior repelle continuamente todos os corpos para a ter-
ra. Porém , que potencia he eiTa ? ninguém a pôde defi-
nir , aindaque todo o mundo experimenta os feus effeitos. 
Tem-fe affentado em dar-lhe os nomes de pezo, gravidade, 
gravitaçaS &c. , termos todos fynonimos , que exprimem 
efta tendencia geral, que todos o» corpos tem para o cen-
tro da terra. 

lo Efls 
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TO Efta propriedade naõ he com tudo eflencial á ma-
téria.. Pelo penfamento Ce pôde confiderar defpida del ia , 
fem alterar em nada a lua natureza. Nefte eftado naõ of-
ferece mais doque hum comporto de partes mais ou me-
ios chegadas Irumas ás outras , conforme os interfticios 
que houver nos corpos , que refultaõ do ajuntamento e 
uniaõ das mefmas partes. Também fe tem afíentado em 
dar á quantidade deftas partes o nome de majfa. Aílim , 
quando hum corpo tem duas vezes as partes materiais de 
outro , dizemos que tem huma malfa dupla. 

í i A naõ confultar , fenaõ o que vemos , e as proprie-
dades da matéria que nos faõ conhecidas, he coufa aifen-
tada que hum corpo he abfolutamente indifferente para to-
da a forte de direcções no feu movimento. A bomba que 
fe atira de hum morteiro , a bala que fahe de hum canhnõ , 
todos os corpos lançados por quaisquer direcções, naõ fa-
hiriaõ jámais da linha do feu movimento primitivo , fe 
caufas externas lhes naõ oppuzeífem obftaculos invenciveis; 
c confervariaõ eternamente a fua primeira velocidade , fe 
a gravidade, fe o ar , a agua , ou qualquer outro meio , 
por onde atravelfaõ , e fe as fricções multiplicadas que de-
vem vencer, naõ concorreirem a deftruilla. 

Como todos eftes obftaculos eftaõ fujeitos a variações 
infinitas , feria impoflivel lixar coufa alguma na fciencia do 
movimento, fe naõ fe tiveffe principiado por fazer huma ab-
ftracçaõ geral de todos elles. Fez-fe com effeito; e depois 
de fe haver procurado quais feriaõ as leis do movimento , 
fe naõ houvefíe coufa alguma na natureza , que lhes per-
turbafle a harmonia , tranfportáraõ-fe ao eftado natural das 
coufas, a fim'de poder avaliar os effeitos produzidos pelos 
referidos obftaculos. Affim foraõ poftos os fundamentos da 
Mechanica. 

12 Seguindo o mefmo procedimento, fupporcmos pois: 
I , que os corpos r.aÕ tem pezo , ou gravidade alguma ; 
II , que no feu movimento naõ experimentaõ refiftencia al-
guma do meio por onde caminhaÕ, nem fricçaõ alguma dos 
planos fobre os quais fe movem. 

Feitas eftas fuppofições, determinaremos as leis do mo-
vimento ; e depois de havermos calculado os effeitos, paf-
faremos a comparallos com os refultados da expefiencii. 
Tal he em geral o plano , que feguiremos no curfo delta 
Obra. Mas antes de começar, he neceílaiio que ajuntemos 
aqui outras noções preliminares. J3 Cha-
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ij Chama-fe movimento uniforme o de hum corpo , quç 
em tempos iguais corre efpaços iguais. Se há na natureza 
exemplos defte movimento , devem fer bem raros, por cau-
fa de todos os obftaculos , que fe oppoem á fua uniformi~ 
dade. O melhor relogio naõ offerece mais doque glandes 
approximações defta igualdade rigorofa e abfoluta , tanto 
no giro regular das rodas e ponteiros, como nas ofcillações 
da pêndula. Naõ deixa por iffo de conceber-fc a poífibilida-
de do movimento uniforme ; e a definição que ternos dado 
naó fuppoem mais doque iíTo. 

14 Se os efpaços corridos pelo movei vaõ cadavez feri* 
do maiore- , chama-fe efte movimento acceíerado. Naõ há 
coufa mais çommua, que efta efpecie de movimento no efta* 
do prefente das çoufas. Vede , com que acceleraçaõ chega 
á terra h im corpo, que fe deixa cahir de huma altura con-f 
fiderave'. 

i f Ao contrario , fe os efpaços corridos em tempos 
iguais vaõ cadavez fendo menores , entaõ o movimento fe 
chama retardado. Entre milhares de exemplos, que temos 
cada dia debaixo dos olhos , bafta trazer á lembrança hum 
corpo atirado para o ar , e huma bóia correndo por hum 
plano. Primeiramente fe v ê , que o movimento começa fea-
livelmente a enfraquecer , e bem deprefla o corpo torna 3 
defcer, e a bóia perde todo o movimento. 

16 Tudo o que dá , tudo o que imprime o movimento 
f m hum corpo , fe chama em geral, potencia, força, catu 
fa motriz, agente Mas fe efta força obra fem interrupção 
alguma fobre o movei , chams-fe em particular força ac-
celeratrh5. A gravidade eftá nefte cafo a refpeito de todos 
os corpos em movimento, confiderados no eftado natural. 

17 Como o movimento he huma paffagem fucceffiva de 
hum lugar para o outro, o defcanço, ou quietaçaõ he hu-
ma perfeverança continua no mefmo lugar. Diftingue-fe 
de duas mameiras, quietaçaõ abfoluta, e relativa. 

A primeira he , quando o corpo naõ fomente naõ tem 
movimento algum proprio , que o faça mudar de lugar, 
mas também naõ participa de movimento algum commum 
dos corpos, que o rodeiaõ. Exifte por vçntura no mundo 
huma quietaçaõ femelhante i iflb he o que fe ignora: e a 
queftaÕ he de bem pouca importancia. Defde o homem, que 
repoufa no fornno mais tranquillo, até ás maíT ŝ enormes dos 
rochedos e montanhas, cuja quietaçaõ parece taõ fixa e 

fegu-
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fegura , tudo gira inceflantemente ao redor do eixo da 
t e r ra , e tudo com a meíYna terra he tranfportado com paf-
ino fa velocidade pelo immenfo efpaço da orbi ta , que ella 
defcreve. 

Quanto á quietaçaÕ relativa, naÕ pôde negar-fe a fua 
çxiftencia. Efta he a que tem hum corpo, que fe confer-
V» no mefmo lugar relativo , ifto he , que naõ muda de 
diftancia a refpeito dos corpos, que o rodeiaõ immediata-
mente. Allim o mareante deitado em hum navio eftá em 
quietaçaõ , por muita que feja a velocidade comque na-
vega a embarcaçaõ. 

Poftas eftas noções preliminares , eifaqui os fundamen-
tos da Mechanica. 

Princípios gerais da Mechanica. 
Principio I. 

18 rp odo o corpo que efld em quietaçaS, nella fe con-
J. fervaria eternamente, fe por alguma caufa, ex-

terna naõ fojfe pojlo em movimento. 
Efle principio he fóra de toda a conteftaçaõ. Porque 

de duas coufas huma : ou he neceffaria huma caufa ex-
terna que lhe imprima o movimento, ou elle mefmo pô-
de tirar-fe da quietaçaÕ em que e f tá , e dar-fe a fi mef-
mo o movimento que naõ tinha. Mas em que tempo há 
de começar a mover-fe , e que direcçaõ ha de tomar, quan-
do na5 há mais rafaÕ para que fe mova agora, na5 fe ten-
do movido antes, nem para que fe mova para efta parte , 
e naÕ para aquella ? 

Sobre efte principio fundou Defcartes, e depois delle 
Hewton , a theorica das forças Mechanicas. Sabemos, que 
o primeiro tendo fuppofto o eípaço cheio de matéria, naõ 
pedia mais doque movimento para explicar o Mechanifmo 
do Univerfo. Tinha muito bem comprehendido , que a ma-
téria deixada a fi mefma ficaria para fempre na inércia e 
quietaçaÕ. Recorreu pois ao Ser Supremo, para dar fomen-
te o primeiro aballo áquelle montaõ informe ; e encarre-
gando-fe, para o dizer affim , do refto da obra , elevou 
aquelle vafto edifício , cujas ruínas ainda caufaõ efpanto 
pela magnificência e oufadia, que defcobrem no feu plano. 
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Porem Newton advertido pela fragilidade áaqoelle fjr-
í lema, da neceflidade de tomar outro caminho, fez todos 
os feus esforços para achar o verdadeiro. Subio , como Def-
cartes, á origem das coufas; e lá naõ vendo , como elle , 
na matéria mais doque hum fer puramente pallivo , fem ac-
çaõ , fem força , e fem movimento , julgou que ella por 
fua natureza tinha fido condenada a eterno defeanço, fe o 
Creador a naõ tiraife delle. Suppoz pois , que todos os cor-
pos do fyftema folar tinhaÕ fido lançados pela maõ omni-
potente , cada hum por fua linha refta differente, mas to-
dos com huma gravitaçaÕ univerfal para hum centro de-
terminado ; e defta fappofiçaõ fe elevou por cálculos no-
vos aos defcobrimentos immortais , cujas confequencias 
quanto mais fe tem defenvolvido, e comparado com as ob-
fervaçôes , tanto mâis tem confirmado a hypothefe , em 
que fe fundaõ. 

Principio II. 

jp y Odo o corpo po/lo huma em movimento, nelle 
continuaria para fempre uniformemente , e em linha 

rctta , fe naõ fojfg impedido pela acçao de caufas externas. 
Efte principio naõ he menos certo , que o precedente; 

Porque aífim como hum corpo em quietaçaÕ naõ pôde dar-
fe a li mefmo o movimento , do mefmo modo naõ pôde 
deftruir, nem ainda alterar o movimento que tiver rece-
bido , pois que para ambas as coufas fe requer huma for^ 
ça , acçaõ, e energia, que a pura matéria naõ tem. He poi» 
necelTario ; i° , que o corpo conferve perpetuamente , 
quanto he da fua parte , o movimento recebido. 

, Que o movimento feja uniforme. Porque fe em 
tempos iguais o movei na6 andaíTe efpaços iguais, aumen-
taria , ou diminuiria elle mefmo o feu movimento, o que 
naõ he polfivel. 

3° , Como na origem do movimento , a dirécçaõ he 
determinada pela caufa motriz , naõ ha mais rafaÕ para 
que o movei fe defvie delia para huma parte doque para 
3 outra. Deverá logo continuar naõ fomente com o mef-
mo grão de velocidade , mas também na mefina direcçaÔ 
primitiva. 

Tal feria , torno a dizer , O movimento de todos os 
corpos, fe 3 gravidade fricçaõ , e a reliílencia do meio, 
junta com a de tantas outras partículas de matéria , ou 

agi-
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eghsâ?s 5 ou em quietaçafí , que encontraS na paflagem 
fuccelfiva de huns lugares para outros, naõ aniquilarem 
em fim tanto as maiores , como as mais pequenas veloci-
dades. e naõ mudaffem quafi todas as direcções. 

Principio III. 

io /'; Efptcie de refijlencia, que todos os corpos oppoem 
á fua mudança de ejiado , tanto para a quieta-

çao, ccmo para o movimento (Newton lhe deu o nome de 
força de inércia ) he fempre proporcional d maffa dos mef-
Wios corpos. 

Efta reíiftencia com effeito he o refultado de todas as 
refiftencias que oppoem as partes de matéria , de que os 
corpos fe compoem, pois cada huma reíifte á mudança do 
feu eftado. Logo quanto mais partes materiais houver em 
hum corpo , ifto he , quanto a fua maffa for maior , tan-
to maior ferá a força de inércia. 

21 He neceílario haver advertencia em naõ confundir 
efta força com a da gravidade: I o , porque ella teria lu-
gar , ainda na fuppoíiçaõ de que os corpos na& foflem gra-
ves. 2° , porque ella refifte igualmente a todas as direc-
ções , e a gravidade naõ fe oppoem fenaõ aos movimen-
tos que lhe faõ oppoftos. 3° , porque a acçaõ inftnntanea 
da gravidade naõ he fufceptivel de comparaçaÕ alguma 
com as potencias finitas, e a força da inércia, ou a re-
íiftencia que oppoem os corpos á mudança de eftado , he 
fempre proporcional á força motriz , que nelles obra efíi 
mudança, e vence a dita reíiftencia. 

Principio IV. 
22 Â Quantidade de movimento de qualquer corpo, que 

fe move uniformemente, he igual ao produilo da 
maffa pela velocidade. 

A maífa de hum corpo he a foma das partes materiais, 
cie que elle fe compoem ; e o feu movimento total refulta 
de todos os movimentos particulares deffas meímas partes. 
Porém todas ellas tem a mefma velocidade, que he a do mo-
vei , e cada huma fe confidera ter huma unidade de mo-
vimento. Logo multiplicando a foma das partes pela ve-
locidade commua, o produílo ferá o movimento total. 

23 Se 
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23 Se o movei naó tivefle , fenaõ hum movimento âe 
rotaçaó, todo o mundo fabe que entaõ as fuas partes naõ 
teriaõ todas a mefma velocidade. Mas aqui naõ fe t rata , 
fenaõ do movimento reíHlineo, que qualquer potencia lhe 
pôde imprimir. 

24 Chamando pois M a maffa do movei, e V a fua ve-
locidade , teremos geralmente MV por expreflaÕ do feu 
movimento. 

Efte modo de avaliar as forças de hum movei , tem ex-
perimentado muitas contradicçoens, depois que Leibnitz 
introduzio na Mechanica a celebre diftinçaõ de forças -vi-
mas e mortas , fobre as quais fe tem difputado por tanto 
tempo. Seguido de muitos Geómetras illuftres pertendia 
Leibnitz, que para avaliar as forças de hum corpo em mo-
vimento era neceífario multiplicar a mafla pelo quadrado 
da velocidade ; e a efte produíto deu o nome de força viva. 
Por jorça morta porém entendia fomente o fimples esforço, 
ou preflaõ de hum corpo , ou de huma potencia contra hum 
obftaculo infuperavel; e efta conftíTava , que devia medir-
fe multiplicando a maffa pela velocidade, que neífe cafo 
naó era mais do que virtual. 

Os outros Geómetras pouco contentes defta novidade 
e naturalmente apercebidos contra as fubtilezas Metaphy-
{icas daquelle grande homem , perfiftiraõ na opiniaÕ antiga. 
Muitos também a defenderaõ com fucceíTo , e o incêndio 
da difputa fe ateou vivamente. Mas depois de fe ter bem 
altercado de parte a parte , cad3 hum ficou no feu parecer, 
eomo fuccede quafi fempre , e as coufas naõ ficáraõ por iflb 
de peor condiçaõ , nem para huns , nem para outros ; pro-
va certa de que os fundamentos da Mechanica naõ eraõ in-
tereiíados na queftaÓ. 

Bafta efta confideraçaó para nos defviar de tomarmos 
partido naquella efpecie de fcifma. O objeélo naõ vale cer-
tamente o trabalho , depois que por exames reiterados de 
ambos os methodos tem conftado , que daÕ sbfolutaraentç 
os mefmos refultados na foluçaõ dos mefmos Problemas. 

Nós pois diremos , que a quantidade de movimento he 
igual so produto da mafla pela velocidade. E porque o ef-
feito de qualquer potencia confifte em imprimir no corpo 
huma quantidade certa de movimento ; accrefcentaremos , 
«jue a medida mais natural e mais uniforme da acçaõ da 
mefma potencia fobre qualquer maffa, he o p r o d u t o da d i -

ta maf* 
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ta mafla pela velocidade que lhe he communicada , fendo 
claro , que a acçaÕ deve fer tanto maior , quanto for maior 
a maífa que fe ha de mover , e a velocidade com que fe ha 
de mover. 

2Ç Muitas vezes nos fuccederá chamarmos força , oa 
potencia aquillo que naõ he realmente mais do que o effei-
t o ; porque na Mechanica , as caufas naõ intereffsõ coufa 
alguma , fenaõ pelos effeitos que produzem. Pela maior par-
te ignoramos a fua natureza, ainda que os effeitos fejaô 
muito conhecidos. Affim as leis ,e os effeitos da gravidade , 
ainda que de hum feculo a efta parte fe tenhaõ averigua-
do com toda a exa&idaõ , de quaíi nada tem fervido para 
Cos dar luz alguma fobre a caufa phyíica defte phenomeno. 

Baftará pois ter huma vez fixado o fentido dos termos 
força, e potencia, tantas vezes repetidos nas obras de M e -
chanica , para naõ haver já mais embaraço no íignilicado, 
e ufo deli es. 

16 Obfervemos por fim deíle artigo, que huma mefma for-
a applicada a differentes corpos deve imprimir velocidades 
iverfas, para que o effeito teju o mefmo. Porque fendo V 

a velocidade , que ella pôde communicar a huma maíTa dada 
JA., e u a que deve communicar a outra maífa m , para que 
as quantidades de movimento fejaô iguais , teremos mv — 

M.V 

JAV; donde fe tira v ~ —- por expreffaó da velocidade 

do fegundo movei m. 

Formulas do Movimento Uniforme. 

17 T) Or quanto no movimento uniforme os efpaços 
Ji corridos em tempos iguais faõ iguais, he evi-

dente que os efpaços fempre devem fer proporcionais aos 
tempos, que o movei gafta em os correr; e reciprocamen-
te , que feudo os efpaços proporcionais aos tempos , o mo-
vimento he uniforme. 

Chamando pois V a velocidade de hum movei , ou , que 
vem a fer o mefmo nefte cafo, chamando V o efpaço que 
elle anda em huma unidade de tempo , em hum fegundo, 
por exemplo; e chamando E o efpaço proporcional que de-
ve andar em hum numero T de fegundos, teremos V •• E 
t: 1: T i e por confeguinte £ ~ VT; formula geral do 

movi-
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movimento uniforme, da qual fe deduz V — ~ , { T3 

E 
de for te , que fendo dadas duas deitas quantidades 

JZ , V , T , a terceira fe determina immediatamente. 
£ 

28 Como pois temos V ES ~, fegue-fe que também 

qualquer outra velocidade uniforme -VEs —. Logo ferá 

E e 
V • v : : ~ • ; e por confeguinte E n í S r VT. Dell» 

formula fe deduzem os Theoremas íeguintes. 
I. As velocidades de dous moveis animados de hum mo-

vimento uniforme faõ entre fi na rafaõ direãa dos efpa-
ços, e na inverfa dos tempos. Porque a equaçaõ geral Evt 

eVT fe refolve nelta proporção V: v : : Et :eT. 
II. Sendo iguais os tempos, as velocidades faõ na rafaS 

dos efpaços. Porque na equaçaõ geral tirando T E - t , fi-
ca Ev ~eV,e confeguintemente V: v : : E : e. 
• III. Sendo os efpaços iguais , as velocidades faõ recipro-
camente como os tempos. Porque tirando da mefma equaçaõ 
E — e , fica vt — VT, c por confeguinte V1<v ' : t: T. 

IV. Se os efpaços corridos por dous moveis forem propor-
cionais aos tempos , as velocidades feraõ iguais. Porque ea-
taõ fendo E : e : : T :t, teremos EtzzeT,e confeguiit-
temente V —v. 

V. SC os efpaços forem na rafao inverfa dos tempos; 
as velocidades feraõ na rafaõ inverfa dos quadrados dos mef-
mos tempos. Porque fendo E : e :: t : T , e fubftituinda-por 
E, e os feus valores VT , vt, teremos VT : vt:: t: T, 
€ VT- — vt1, donde fer i ra V:v:: t* :TX . 

VI. Na mefma fuppofiçaõ precedente , fera.õ as velocida-
des na rafaõ duplicada dos efpaços. Porque fendo E : e :.: 
*: T , e fubftituindo em lugar de t, T os feus valores 
• e E _ e E . J „ . 

, — , teremos E : e : ; — : ~ 3 donde fe tira Ve - C2 

• S E ' , e confeguintemente ferá V- v :: E e*. 
29 Pela mèfma equaçaõ Evt — cVTÍs v è , que OS 

efpaços corridos uniformemente por dous moveis fa& na 
« f a õ compofta dos tempos e d3s velocidades. L o g o í e 

asve-
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fis velocidades forem iguais, os efpaços feraõ como os 
tèmpos ; e fe os tempos forem iguais, como as velocida-
des. Logo também , fe as velocidades forem reciproca-
mente proporcionais aos tempos , os efpaços feraõ iguais &c. 

Com a mefma facilidade fe vê , que os tempos faõ nai 
rafaõ direita dos efpaços e inverfa das velocidades &c. &c. 

R?Jlexoen.f fobre o Movimento Uniforme. 

30 A ' Primeira vifla parecerá , que o efpaço , tempo, 
e velocidade , fendo como faõ quantidades re-

almente heterogeneas, naõ eraõ fufceptiveis de compara-
çaõ alguma entre fi. Mas reparando bem 11a fórma em 
que as temos confiderado no artigo precedente , naõ ha 
coufa que fe opponha á comparaçaÕ de humas com as ou-
tras. Temos confiderado a velocidade V, como reprefenta-
da pelo efpaço corrido pelo movei no tempo 1, ifto he , em 
huma parte lixa e determinada de tempo , que tomamos 
por unidade ; logo V he comparavel a E. Quanto á quanti-
dade T, nefta fuppofiçaõ naõ he mais doque hum nume-
ro abftrafto, que fe pôde comparar com outra qualquer 
quantidade. 

31 Por muito grande que feja a efcuridade das dif-
cníloens Metaphyficas fobre a natureza do tempo , he cer-
to que nós todos o concebemos como correndo uniforme-
mente. Deve pois bufcar-fe a medida da fua duração no 
movimento uniforme. Mas como por huma parte naõ po-
demos eftar feguros da uniformidade do movimento , íaiaa 
pela igualdade dos tempos que o movei gafta em correr ef-
paços iguais, e por outra parte naõ podemos julgar da igual-
dade dos tempos, fem termos huma medida fixa regulada 
por algum movimento uniforme , he claro , que efia-
mos metidos em hum circulo viciofo, e que em rigor 
naõ temos meio exa&o para medirmos o tempo.He neceffario 
pois , que nos contentemos com huma fimples approxi-
maçaõ. 

32 Defte modo h e , que o movimento de hum relogio de 
pêndula, feito com todo o cuidado , fe julga uniforme , 
como he realmente , fein erro fenfivel. Aílim também o 
movimento de rotaçaõ , que o Globo Terreftre faz todos 
es dias ao redor do feu eixo, e que nos faz parecer que 
todo o Ceo gira ao redor de nós era fentido contrario, coal 
^ u i t a rafaõ he tido por uniforme. Quan-
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Qiando porém fe tranfporta efte movimento sff Soí j 
domo fe pratica no ufo civil , para medir o tempo pelas 
revoluçoens diurnas defte aftro , achaõ-fe nelle algumas 
pequenas irregularidades, que fazem os dias humas vezes 
mais curtos, e outras mais compridos. Mas para remediar 
o pequeno inconveniente deftas deírgualdades , regulaõ-fe 
as peadulas Aftronomicas, naõ pelo movimento verdadei-' 
ro do Sol, qual o daõ as meridianos , o que feria quaíi im-
poílivel ; mas pelo movimento médio , ou pela rervoluçaõ ap-
parente das Jixas. Com efta precauçaÕ , huma pêndula bem: 
regulada naõ fe aparta fora de certos limites , conhecidos 
e calculados para cada hum dos dias , da hora que moftraõ 
os melhores relogios de Sol, e que fe chama tempo verdor 
deiro. A hora da pêndula he o tempo médio , e a dífferenç* 
de hum a outro em cada dia chama-fe EquaçacE, para o 
dizer de palfagem , pêndulas de equaçaS faÕ as que tem 
dous ponteiros de minutos, hum que moftra o tempo mé-
dio , outro o verdadeiro. 

JJ Em quanto naó podemos dar a theorica do movi-
mento dos pêndulos , baftará obfervar que os Angulares pro-
greffos dos Artiftas modernos tem conduzido os movimen-
tos da relogiaria a hum ponto raõ fubido de exactidaõ, 
que naõ pôde achar-fe mais dificuldade alguma em quan-
to á medida do tempo. Obfervemos também, que he cof-
rume na Mechanica contallo por fegundos"; e defta forte 
tomaremos fempre daqui por diante hum fegundo por uni-* 
dade do tempo. 

Problemas fobre o Movimento Uniforme. 

?4 T) ROBL. I . Movendo-fe uniformemente dous cor» 
X pos A e B pela refta AB com as velocidades V e vt 

e eftando aftualmente a huma diííancia AB =r d ; achar 
em que tempo eftaráõ em huma dif tancia=:c. ( Fig. i. ) 

Seja pe o tempo, que bufeamos. EntaÕ, fe os dous moveis 
Va5 para a niefma parte , quando for paflado o tempo 
achar-fe-ha B em B', e A em A', de forte que a fua dif» 
tancia A' B' ferá igual a c. 

Ifto pofto, t e r n o s . ^ ' V*, e B B ' = w ( n . 7 . ) , l o g o 
d Arvx — Vx + c. Ponho + c , ainda que fomente o final 
-í- convém á figura, porque pôde fucceder que o ponto A' ef-

TCJF 
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tfcja para diante do ponto B'. Será pois * sr • + 

K - D 
Adira he fufceptivel efte pequeno Problema de duas fo-> 

luçoens, como he fácil d e v e r , relieflindo que os dou s mo-
veis de huma e outra parte do ponto do encontro podem 
achar-fe na mefma diftancia c. Para determinar o tempo, eia 
que deveráô encontrar-fe , faremos c —o , e teremos 

* S — - — ; valor, que he o meio arithmetico entre os 
V - v 

dous que refultaõ do cafo geral. Mas para que efta formu-
la tenha lugar , he neceífario fuppor que os moveis faS 
dous pontos, porque de outra forte haverá collifaô entre 
elles, quando c for igual á fora a dos feus raios , fendo elles 
esféricos. 

EXEMPLO. Supponhamos, que A corre 4 pés, e B 2 4 em 
4 

hum fegundo, e que diftaõ aflualraente 20 pés. Pergunta-
íe , quando deveráõ eftar cm diftancia de 6 pés ? 

2 0 + 5 80 + 24 Teremos x = —- = 1 - Achar-fe-haS po-
4 — -LI ' 

" 4 1 is na diftancia pedida tanto no fim de 11" ~, como de 

2 0 " —, cujo meio arithmetico 16'' dá o momento do en-
contro ; bem entendido , que para ter lugar a fegunda fo-
luçaõ he neceffario fuppor , que os dous corpos, fendo como 
realmente faõ inpenetraveis, naõ fe movem precif»mente 
na mefma linha, nem no mefmo plano , mas em linhas paral-
lelas diftantes entre fi quanto baftar , para que os corpos 
naõ padeçaõ collifaô no encontro. Defte modo fe encontra 
o ponteiro dos minutos com o das horas , e e a Lua com 
o So l , quando o eclipfa a nofio refpeito. 

PROBL. II. Dous moveis A e B , animados de diffe-
rentes velocidades uniformes , giraõ ao redor de huma 
mefma circumferencia , e ambos para a mefma parte : a fua 
diftancia aftual he a ; quando ferá c? ( Fig. 2. ). 

Seja V a velocidade do corpo A , que fupponho fer o que 
a tem maior , e v a velocidade do corpo B; e feja x o tem-
po procurado. Se os dous inoveis andaÕ na direcçaõ AB , 

acha-
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acharemos como no primeiro Problema * ss-* - vptf-i-
V-v. 

rém fe a direcção de ambos for de B p a r a ^ , én .:6 fe-
+ c-d 

ií x— Se elles andaflem em direcçaõ còntra-
V — t 

ria A para B , e B para A , far-fe-hia a velocidade v nega-
tiva , e o denominador feria V •+• v. 

EXEMPLO. A velocidade do corpo A he t a l , que corre 
huma fexta parte da circumferencia e;n hum fegun lo , e a 
do corpo B tal que naÕ corre fena& huma oitava parta da 
circumferencia no mefmo tempo. Eftaõ aílualmente diftan-
tes huma quinta parte da mefma circumferencia , e ambos, 
fe movem para a parte AB. Pergunta-fe , quando deverá» 
eftar nadiftancía de huma vigeíima parte da circumferencia? 

i i i 
Temos pois nefte cafo g , u — ' § f , r— v =r — , 

d «-• , c zz • Donde acharemos x — 24 ( — T ) ; 
$ ' 2o ^ Ç -r 20' * 

que dá os dous valorqs 3" ~ > e 61', cujo meio ari thme-

tico 4" — moftra o inftante da conjunção dos dous moveis: 

Se com as mefmas velocidades giraflem de B para A , 

teríamos entaõ' * rr 24 ( ^ — — * - ) —• 3" —. ou =3 
\ 20 í ' J 5; 

— 6'' valores negativos , que moftraõ fer já paíTado o inílan-
te que fe procura. 

Suppontlo as velocidades na rãfaõ de 1: — , e de 1: 

pelo primeiro cafo fe refolveráõ todas as qneftoens defte gé-
nero peio que refpeita ao movimento dos ponteiros das horas 
e dos minutos , e dos ponteiros dos minutos e dos fegundos. 

Quando naõ fe trata de mais , que de faber o tempo do 
encontro de dous moveis quaifquer , que do modo fobredi-
to andaõ á roda de hum circulo , de dous caminhantes, por 
exemplo , que caminhaÕ pelo contorno de huma ilha , baf-
ta a Arithmetica ordinaria para refolver facilmentte efta 
efpecie de Problemas. 

Huma i l h a , por exemplo , tem 3p léguas de circuito. 
Dous 
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Dons ciminliWes partem do mefmo ponto, e ao mefmo 
tempo , fázeMo hun* delíes 14 léguas de jornada por dia , 
e o outro 11. rergunta-fe , quando fe haõ de encontrar ? 

Por quanto o primeiro ganha 3 léguas por dia mais que 
o fegundo , e tefido ganhado 39 (ieveráõ ambos encontrar-fe 
em hum mefmo ponto do circuito , ferá iilo no tim de 13 
dias, porque temos 3 1 : 3 9 1 ; ; i d : — j ^ d , £)0 mefmo 
modo fe praticaria em todas as outras fuppoíiçoens, <jue fe 
podem fazer. 

36 Todas as vezes que dous corpos fe movem na mefma 
circumferencia,que pôde confeguintemente tomar-fepor uni-
dade, he manifeílo que fe acharáõ realmente na mefma diftan-
cia c, quando o intervallo que os feparar for c, i + c , 2 + f , 
3 + c, ou geralmente £ + entendendo por E qualquer 
numero inteiro. Podemos pois generalizar as formulas pre-

. . , d+ E+c 
cedentes; e teremos no primeiro cafo x rr — •> e no 

±E+c—d 
fegundo * —f / '—" , donde fe tira huma infinidade 

de foluçoens. 

Defte modo , fe na formula * t= ~ C " ^ fizeffemos fac-
V — v 

ceflâvamente 1 + — , c í= 2 + •— &c, teríamos acha-
20 20 

a 2 
do os valores pofitivos x ~ 2 0 " j - , 2 4 " + 2 0 " ~ ; e 

aflim por diante, aumentando fempre 24 / r . 
37 PROBL. III . Tendo os mefmos corpos A e B entre fi * 

diftancia d contada pela circumferencia AB : pergunta fe, em 
que tempo fe encontrará» pela primeira vez , ou eci geral 
pela vez m ? (F ig . 2 . ) . 

A reporta naõ tem dificuldade. Porque he manifsfto,, que 
íi fu3 diftancia deve fer entaô m — 1 ; e por confeguinte , 
fe A que tem a maior velocidade for adiante de 2 em ordem 

n — d . , 
so movimento , teremos x ~ • ^_ e pelo contrario, fe 

i. r , , w — 1 + d 
A for no alcance de B , teremos ,v ;=:—,y , por ex-

Y v 
frêífiÕ do tempo do encontro. 

B EXEM-
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EXCMPIO. Seja ~ <v — á s r SL O primelnS, 
6 8 

Cafo dará x E= 24 m~ —^ , e o fegundo # ír 24 ( M — 1 } 

24 * 
+ y i e fazendo m s 1, acharemos que fera& neceíla-

rios 19" y para fucceder o primeiro encontro no primeiro 

cafo , e 4" i no fegundo. 

33 PROBL. IV. Tres corpos A ,B, C partem de hurtt 
mefmo ponto a defcrever a circumferencia de hum mefmo 
circulo com as velocidades refpeítivas delignadas por v, i>', 
n " . Pergunta-fe , em que tempo fe tornaráó a ajuntar todoa-
em hum mefmo ponto ? 

Seja x o tempo procurado ; vx, v'x, v"x feraõ os ef-
paços corridos no momento do eneontro. Ora o maior def-
tes efpaços deve exceder a cada hum dos outros em hum 
numero inteiro de voltas ; logo ferá v'x —1íxzc E , ev"» 
-v'x — E'. Onde notaremos, que o encontro geral dos tres 
corpos ferá quando os corpos A, B fe tiverem encontrado 
as vezes E, os corpos B e C as vezes-E7 , e os corpos A e 
£ as vezes E + £ ' . 

E 
As duas equaçoens precedentes daraS x ET . — 

V— <v 

t f T Z r ^ r > e r p r ^ j ~ ^ i Jogo f e a fracçao _ _ de-

pois de abbreviatía aos termos mais fimples fe reduzi* 

P 

a — , teremos no primeiro encontro E~ p, e = e 

no fegundo E 2 p , E' t= 2 q Scc ; logo x zz da* D' T) rá o inftante do primeiro encontro geral dos tres corpos. 
1 x 41 

EXEMPLO. Supponhamos-vrr — , D' ~ ~ , V — 

Será H-? . — —, p — s , e x — 26" — • Achar-fe-
v" ~v' 7 í 

hsõ pois os tres corpos reunidos pela primeira vez no finj 
de 
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«e 16" —; mas efte primeiro encontro geral ferá o quinto 

particular de A com B, o feptimo de B com C , e o duodé-
cimo de A com C. 

Se algum dos corpos fizeíTe as fuás voltas ao contrario 
•dos outros, deveria fazer-^fe negativa a fua velocidade nas 
equaçoens precedentes. 

39 Eifaqui como fe pôde difcorrer, para dar pela Arith-
metica ordinaria a foluçaõ deita efpecie de Problemas. CnaÕ 

corre fenaõ a ^ parte da circumferencia no tempo que A 

4t 9 
corre — ; logo A ganha de avanço — em cada fegundo , 

Jê 
e por confeguinte eíles dous corpos fe eacontraõ de a" —• 

2 1 
em 2'1 —• Do mefmo modo , n*Õ correndo C mais que — 

9 ' 16 

em quanto B corre —, ganhará B fobre C em cada fegundo o 
4 3 

adiantamento de — j logo os dous corpos A e C fe encon-

trarão de <" ~ em —• Com o mefmo difcurfo scha-

3 3 
temos , que A e B concorreráõ no mefmo ponto de 3' ~ 

em 3 '* Ora para que eftes tres períodos coincidaõ, 

ifto h e , para que os tres corpos venhaõ a huma conjun-
ça5 geral , naõ temos m3is que bufcar tres números intei-

4 1 
ros que feiaõ entre fi c o m o z ' ' —: 3" J- : <'' —• Os 

. 9 S 21 5
 3 

mais pequenos faõ f. 7. e 12. Logo o primeiro encontro 
geral ferá o 5 o encontro particular de A com B , ou o 7 0 de 
B CòmC, ou o n ° d e - 4 cora C, como acima achámos, E 
o inftante , em que ha de fucceder, fe determinará confe-

guintemente multiplicando j ' ' ~ por j, ou 3" — por 7, 
3 21 

B a - ou 
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ou 2 J / — por li , que fe achará como acima fer no fim de 
9 

3 
4o PROBI,. V. Quatro moveis A,B,C,D partem de Rum 

nvelino ponto, e ao mefmo tempo , a defcrever a circumfe-
rencia de hum circulo com as velocidades refpeclivas v , 
m ' , V , . n ' " , todas na mefma direcçaô. Pergunta-fe, quan-
to tempo haõ de gaftar, para tornarem a encoutrar-ie todo» 
em hum mefmo ponto ? 

Seja x o timpo buícadc- os efpaços nelíe corridos fc-
raõ %v , n)'sc, t i " x , u '"*. Donde teremos como no Proble-
ma antecedente as equaçoens ( V — x =; E , (v"D' ) 
* s E; ( d"' — v'J ) xzzE" i e confeguintemente *= : 

E E' E" > _ £ 
~ £ í * 

nj' — v E 
e -a»; "" "Ê77 " 

Supponhamos a g o r a , que tendo abbreviado a fracçaS 

r-, aos termos mais fimples fe reduz a — , e que 

• "V fe reduz também a . Entaõ ferá E — ep ,c 
1)11! g' r ' 
E zs e'f' ( fendo também ?, í' números inteiros ) ; logo 

tr 
* p = e'i>'} e por confeguinte ~ — ~ . Logo, fe reduzir-

Í 

í»' c 

mos a fracçaõ — á exprelTa5 miis fimples - j , teremos pri» 

meiramente o valor de Í , depois o de £ , e finalmente o 

de * — Oí' — 
EXEMPLO. Seja 1» =3 X , u^S f,li ?T>1'zz 1,24a , 

-J' — V 0,11 F — V 
.= 1,2805. T e r e m o s ; = — - ? , e ,.3777^-

5,*'=:»,£-4 , í = 4 , c 

4.? 2000 n 
em fim >v — ti • — 181" — . SsrzS pois neceíTrf» 

0,11 11 11 * 
rios 



D E M E C H A N I C A . 1 * 

tíos j* i" í , para que os quatro moveis venhaõ á primei-

ra conjunçaõ geral. 
O methodo ferá o mefmo para hum numero maior de 

corpos , e para o cafo em que elles naõ partirem todos do 
mefmo ponto. 

Theorica cio Movimento Compoflo, 

4r T Maginemos que o corpo A ( F i g . j. ) eftá fitna-
X do fobre hum plano AC a, que fe move unifor-

memente na direcção Aa, e com huma velocidade t a l , 
que a cada unidade de tempo caminha hum efpaço igual â 
linha redta A a. He evidente , que efte corpo confiderado 
relativamente ao plano AC a naõ tem movimento algum j 
mas fendo vifto por hum obfervador immovel , polto fóra 
do plano , achar-fe-há que realmente fe move com huni 
movimento igual , e parallelo ao movimento do dito plano. 

Ifto pofto , confideremos que qualquer potencia P obr* 
fobre o mefmo corpo, fegundo a direcçaó P A C , e que 
lhe imprime huma velocidade tal , que em cada unidade 
de tempo deva correr o efpaço A C. Naõ pôde duvidar-fe, 
que em virtude defta velocidade própria ha de aehar-fe o 
corpo fobre o plano no ponto C, quando findar a primeira 
unidade do tempo. Mas como , em virtude do movimento 
do plano, a linha AC fe adianta com hum movimento pa-
rallelo e uniforme para ac , e deve realmente coincidir 
com ac no fim da mefma unidade de tempo , eftá claro que 
o ponto C cahirá fobre o ponto c, e que participando o cor-
po A do movimento commum do plano deve achar-fe ení 
c no fim da primeira unidade de tempo. 

Do mefmo modo fe prova , que no fim de qualquer par-
te T da mefma unidade de tempo o corpo A animado da 
mefma velocidade AC ha de correr hum efpaço proporcio-
na! A B = T . A C , em quanto o movimento commum tran-
fporta a linha AB parallelamente a íi mefma por hum ef-
paço A a' zzBb ~T . A a ; logo a linha A B coincidir» 
com a'l>, c cor.feguintemente ferá b o lugar do corpo A 
no fim do tempo T. Mas he fácil de ver , que todos os pon-
tos b determinados defta maneira fe schaõ fobre a mefma 
diagonal Ac, por quanto he A B : B b :; A C ; C c ; log9 
o corpo A defcreverá realmente a diagonal A í. 

Tvías 
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Mas ainda na5 temos dito tudo. O movimento do corpo 
A pela diagonal Ac deverá fer uniforme. Porque he A b : 
Ac : : AB : AC ; e fubftituindo em lugar de A B o feu va« 
lor T.AC, ferá Ab : Ac: :T . AC : AC : : T : i; logo 
ferá Ab para Ar como o tempo empregado em cor re re i» 
para o tempo empregado em correr A c , e confeguintemen-
te ferá uniforme o movimento do corpo A pela diagonal 
A c ( n. 2 7 . ) . 

42 Por quanto hum corpo em defcanço fobre hum plano 
novel tem toda a velocidade abfoluta delle , he manifeíto, 
que fe hum corpo fe mover uniformemente fegundo a li-
nha reéta ÇKA a com a velocidade A a , z receber no pon-
to A da potencia P huma velocidade AC na direcçaõ PACt 

ha de defcrever uniformemente a diagonal Ac de hum pa-
rallelogrammo formado fobre os lados A a , AC , que r e -
prefentaráÔ as velocidades do movei fegundo as direcções 
A a, AC , reprefentando a diagonal Ac a fua nova direc-
ção , e velocidade. 

43 Mas , como a velocidade fegundo a direcção A a , 
feja qual for a fua caufa , pôde coníiderar-fe como effeito 
de huma potencia Q, que obra ao mefmo tempo que a po-
tencia P , cujo effeito fe dirige fegundo AC ; e como efias 
duas potencias, ou eítas duas forças faÕ proporcionais ás 
velocidades, que ambas haveriaõ de produzir feparadamen-
te no movei , fe ellas naõ obraffem em commutu : eítà 
claro , que as podemos fubltituir em lugar das fobreditas 
velocidades, reprefentando-as da mefma maneira pelos la-
dos de hum parallelogrammo , que daqui por diante cha-
maremos o paralie logr ammo das forças. 

Huma vèz que forem bem comprehendidas todas eítas 
coufas , naõ haverá difficuldade em admittir, e fixar na lem-
brança o principio feguinte, cujo ufo he de fumma frè-
quencia e utilidade em toda a Mechanica. 

Principio ão Movimento Composto. 

44 r x i O daí as vezes que duas potencias obrarem ao mef-
mo tempo, e Cobre o mefmo movei, por direcções 

diferentes ; o movei defcreverá a diagonal ás bum paralle-
logrammo formado fobre as direcções das potencias , com 
os lidos proporcionai: ds mefmas potencias. 

Con-
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Eonfequencias que refultao deste Principio. 

TA Uas potencias P e Q, reprefentadas por AB e AS 
J L / ( Fig. 4. ), produzem pois o mefmo eífeito que 

huma fó potencia R , reprefentada por AD diagonal do pa-
rallelogrammo ABCD. Podemos chamar P e potencias 
componentes , e R potencia refultante. Ifto pofto teremos 
fempre, em femelhante cafo , efta ferie de proporções mui-
to conhecida na Mechanica: 

P : R : : AB : AC : AD. 
46 Como no triangulo C AD temos por outra parte 

'AC : CD : AD : : fen ADC : fen D AC : fen ACD : : fen DAR : 
fen D AC : ftn CA B ; ferá também P : &: R : \ fen DAB ; 
fen D AC : fen CAB confequencia muito u t i l , da qual ap-
prendemos, que qualquer deftas tres potencias be fempre como 
o feno do angulo comprehendido pelas direcções das outras 
duas. • 

47 Donde fe fegue , que fendo os ângulos DAB , D AC 
infinitamente pequenos , e confundindo-fe entaõ os fenos 
Xefpedlivos com os arcos que lhes fervem de medida , te-
remos fen ( D AB + D AC ) , ou fenCAB zzfen DAB -4-
fen D AC , e confeguintemente R ~ P •+• Q^ Logo quando 
duas potencias obraõ pela mefma linha, a refultante terá a 
mefma direcção, e ferá igual d foma de ambas \ e fe obra-
rem por direcções contrarias, a refultante ferá. igual d fua dif-
erença. 

Applicaçoes do Principio precedente. 

48 T) Elo principio do movimento compofto naõ fo-
JL mente pôde deterininar-fe a refultante de duas 

potencias , que obraõ juntamente fobre o mefmo ponto de 
hum corpo ; mas também he fácil de fe determinar , fendo 
maior o numero das potencias. Para efte effeito , efcolher-
fe-haõ duas delias , quaifquer que fejaÕ , e fe bufeará a fua 
refultante pelo principio geral. Depois fe paliará a compa-
rar efta primeira refultante com outra qualquer das poten-
cias componentes , e fe achará huma fegunda refultante , 
a qual por íi fó terá o lugar das tres potencias já compara-
das. Logo comp3rando-a com a quarta potencia , e conti-
nuando allim por diante , finalmente fe chegará a determi-
nar a refultante geral de todas as potencias propoftas. 

4p Por huma refoluçaõ oppofta á compofiçaÕ preceden-
t e . 
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te , facilmente podemos tornar a achar as potencias ímp!es£ 
que tem concorrido, ou podiaÕ concorrera formara ulti-
ma refultante cue temos determinado. Muitas vezes nos 
ha de fer neceíTario coníiderar qualquer potencia , como re-
fuliante de outras duas reprefentadas pelos lados de hum 
parallelogrammo, do qual ella reprefentará a diagonal , e 
íubftituir em leu lugar eíks forças laterais, que lhe faõ 
equivalentes, porque produzem abfo luta mente o mefmo ef-
feito. Elia compofiçaõ , e refoluçaõ das forças faõ os dous 
recuríos principais de toda a Statica. 

fo Se as potencias que obraÕ fobre o mefmo corpo naõ 
forem todas applieadas a hum mefmo ponto , eifaqui o me-
thodo de determinar a fua refultante. 

Primeiramente devemos notar , que fendo o effeito de 
qualquer potencia P (F ig . y. ) dar a todas as partes de 
hum corpo M huma velocidade igual, que as faça mpver 
por direcçoens parallelas á da mefma potencia , como 
íuppomos aqu i , pouco importa o ponto da recta PK eni 
que ella exercita a fua acçaõ, ou feja por meio de huma 
slavanca , 011 de huma corda , ou de qualquer outro inf-
trumenío. A única condiçaõ neceíTaria , para que ella pro-
duza couílantemente o mefmo eifeito , coníifte em fuppor-
Ihe fempre a mefma força , e a mefma direcção P X , fe-
ja qual for o ponto defta direcção , em que ella exercita 
a fua acçaõ. 

Ifto fuppofto , confideremos as tres potencias P , 2 , , £ 
(Fig . d . ) actuando juntamente fobre o corpo M pelas di-
recções Pp, QJI , S s lituadas todas em hum mefmo plano. 
Produzaõ-fe Pp e Qq até concorrerem no ponto H ; e por-
que as potencias P e ^ í e podem coníiderar applieadas no 
ponto H , ferá a refultante delias H K , diagonal do paralle-
logrammo formado fobre os lados / Í P , Í Í O , que repre-
fentaõ as velocidades , que cada huma das duas forças com-
municaria feparadamente ao movei. 

Agora produzindo a direcção da refultante HK aié en-
contrar no ponto I a direcçaõ da potencia S, pela mefma 
rnfa5 confiàeraremos a refultante applicada ein I, e re-
preTentada pela reíta I L , que feja igual a H K. E como 
no mefmo ponto I fe julga também applicada a potencia 
S reprefentada pela rèíta IS' , naõ fr.lta mais do que com-
pletar o parallelogrammo S'ILG , para determinar o valor, 
£ a direcçaõ da refultante l G. Eni virtude pois das poten-
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ciás P , Q, S tomará o movei huma velocidade igual , e 
parallela a IG , como fe experimentaffe a acçríõ de huma 
fá potencia reprefentada por efta ultima refultante. 

^r Por efte meio poderemos fempre determinar a re-
fultante de quantas forças quizermos, e refolver também 
qualquer força eni muitas outras , que tenhaõ certas con-
dições, fem as quais feria indeterminado efte ultimo Pro-
blema. 

Mas ainda que o methodo precedente naõ exige mais 
do que huma conftrucçaõ geometrica bem Íimples, naõ he 
eom tudo próprio para fer pofto em calculo. Por iífo paf-
íaremoô a outro , que encherá melhor o nolfo obiecio. 

Dos Momentos, e dos fcus TJfos. 

52, Hama-fe Momento de huma potencia o produ-
fto da mefma potencia pela diftancia da fua d i-

recçaõ a qualquer ponto iixo tomado arbitrariamente. Co-
mo efta efpecie de produftos te;n grandiffimo ufo em to-
das as partes da Mechanica , pareceu mais íimples deíig-
nallos pelo único termo de momentos , do que repetir de 
eada vez a fua dcfiniçaÕ. 

çj No plano do paraiíelogrammo A B D C ( Fig. 7. ) 
tome-fe hum ponto fixo M , do qual fe conduzsõ para a 
diagonal AD} e para os lados AB , AC produzidos , le 
for neceífario , as perpendiculares refptíiiv.is M P , Aí P ' , 
MP". Seja o angulo BAD-=za , o angulo DA Czz 
i,AP ~X)MP = y ,MPJ n y ' , MP" ~ y". 

Primeiramente teremos o angulo A1AP'~ M AP ~ 

logo fen MAP', ou ~fen MAP . cof a - fen a . cof 
A M 

MAP — cofa fen a • loiro ferá v' — y cofr. — 
AM AMJ ' b J 

H fen a. 
Depois teremos o angulo AI A P" ~ b + M A P , don-

de concluiremos da mefma maneira y''~ycofb + x fc:ib. 
Eliminando» deftas duas equações , teremos y" fer. a + 
y' fen b—y ( fen a cof b -+• ftn b a f a ) =z y fen ( a + b ): 
porem fen a : fen b : fen ( í r i ) 1: AC : AB: A D •, lo-
go AD.MP~AB.MP' -f- A C . M P". 

Se o ponto M for comprehecdído e.itre os lados do an-
culo 
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guio B AD í Fig. 8. ) , he claro, que a diftancia M P' ffi 
torna negativa. Àílim pôde o ultimo refultado applicar-fe 
aos dous cafos, efcrevendo-o defta maneira: AD. MP r: 
AC.MP" + AB.MP'. 

Donde fe fegue, que podendo fempre duas poten-
cias P , 2 , , com a fua refultante R, exprimir-fe pelos la-
dos, e diagonal de hum parallelogrammo ABC D (Fig ,ç.)T 

fe de qualquer ponto M tomado no plano do mefmo paral-
lelogrammo fe conduzirem perpendiculares fobre as direc-
ções das tres forças ; o produélo da refultante pela per-
pendicular I P ( que mede a diltancia da fua direcção ao 
ponto M ) he igual á foma , ou á differença dos produftos 
refpeétivos das duas componentes pelas perpendiculares 
MP', MP" conduzidas do mefmo ponto M fobre as fuas 
direcções refpe&ivas. 

Toma-fe a foma dos ditos produclos, quando o ponto 
M eftá fóra do angulo B A D ; e a difterença , quando eltá 
dentro. Porém elles dous produftos faõ os momentos refpe-
ílivos d2S potencias componentes , e o outro produdo he 
o momento da fua refultante. Logo podemos concluir ge-
ralmente , que o momento de qualquer força refultante be 
igual d foma, ou d diferença dos momentos das duas compo-
nentes , conforme fe tomar o ponto fixo fóra , ou dentro do an-
gulo por ellas comprehendido. 

ç? Eftes dous cafos fe diftinguem fempre com muita 
facilidade , imaginando o parallelogrammo das forças de 
tal forte unido e fujeito ao ponto M , que naõ poffa girar 
fenaõ ao redor delle. Porque entaõ , fe o ponto M naõ for 
comprehendido dentro do angulo das potencias B A D , el-
las tenderáõ a fazer girar para a mefma parte o plano cota 
todo o fyílema das linhas nelle defcritas. Mas fe o ponto 
M fe tomar dentro dos lados do angulo BAD, as duas 
potencias tenderáõ a fazer girar toio o fyftema para partes 
contrarias. Pôde logo dizer-fe , que o momento da refultan-
te he igual á foma , ou á differença dos momentos das duas 
componentes , conforme eítas tendem a fazer girar o fyfte-
ma para a mefma parte , cu para partes contrarias. 

Em geral ; Qualquer que feja o numero , e a direcção 
das poter.cias , o momento da refultante fempre ferá igual d 
foma dos momentos dr.s componentes que tendem a fazer gi-
rar o fyftema para buma parte, menos a foma dos momen-
tos daqucílas que tendem a fc.-x.cllo girar para a parte con-
traria. Efta 
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E f t á he huma das Propoíições mais úteis da theorica 
8os momentos. Alem de que ella fe fegue immediatatnen-
te do que acabamos de moftrar, ainda fe pôde fazer mais 
fenfivel por hum raciocinio bem fimples , 'como he o fe-
guinte. 

Duas potencias quaifquer das componentes tem huma 
refultante, cujo momento he igual á foma , ou diferença 
dos momentos de ambas ellas. Efta refultante fendo compa-
rada com huma terceira componente dá huma fegunda re-
fultante , cujo momento he igual á foma ou differença dos 
momentos das tres componentes, e aflim por diante. Logo 
o momento da refultante geral he igual á foma , ou differen-
ça dos momentos de todas as componentes ; ou , que vem 
a^fer o mefmo , o momento da refultante geral he igual á 
foma dos momentos que tendem a fazer girar o fyftema pa-
ra huma parte, menos a foma dos momentos que tendem 
a fazello girar para a parte contraria. 

57 Logo , fe o ponto fixo M fe achar na refultante , a 
foma total dos momentos das componentes ferá nenhuma. Quer 
dizer , que entaÕ a foma dos momentos das forças que ten-
dem a fazer girar para huma parte, he igual á foma dos mo-
mentos das que tendem a fazer girar para a parte contra-
ria ; conclufaõ, que he neceffario naõ perder nunca de 
vifta. 

Vejamos agora, como a theorica dos momentos pôde 
ter ufo na compoíiçaÕ das forças ; e para começarmos pe-
las applicações mais fimples , confideremos primeiro duas 
forças parallelas, que obraõ no mefmo plano. 

58 Sejaõ poisP e 2, as potencias propoftas ( Fig. 10. ), 
e feja M. o ponto fixo , ao qual fe reportaõ os feus mo-
mentos. Conduzindo a perpendicular M p r q , e fuppondo 
que ambas as potencias obraõ para a mefma parte , tere-
mos geralmente R . M r — P . M p + M q. Se repor-
taffemos os momentos a outro qualquer ponto fixo m, to-
mado fobre a mefma linha M q , teríamos igualmente R . r,i r 
~ P. mp- l -Q.mq. Logo tirando efta ultima equaçaõ da 
primeira , e dividindo por M n , acharemos R zz. P -f ÇK 

<9 Efte refultado he muito util para a compoíiçaÕ das 
forças parallelas , e pôde enunciar-fe defta maneira : A 
refultante das forças parallelas , que obraõ para a r.isfma 
farte , he igual d fua foma. 

60 Do mefmo modo fe prova , que a refultante Li; for-
ças 
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ças parallelai, que oiraõ para partes confrarias , he igual 
d fua diferença ; e ifto naõ fomente eftando o ponto fixo , 
ao qual fe reportaõ os momentos, fóra do intervallo que fe-
para as direcções das forças , mas também dentro delias, 
como nefte exemplo. Porque fem embargo de que achan-
do-fe o dito ponto , como v. gr. o ponto O , dentro daí 
direcções , naÕ podem entaõ as forças P e Q, actuar para 
partes oppoftas fem tender a fazer girar a linha p O q para 
a mefma parte , a refultante naõ deixa por iflb de fer igual 
á fua diiferença. E por eonclufaõ , efte ultimo cafo nos ad-
verte , que naÕ devemos indiíferentemente confundir as 
forças , que tendem a fazer girar para a mefma parte , 
com as forças que obraõ para a mefma parte. 

61 Do que temos dito fe fegue , que fe o ponto M coin-
cidir com o ponto p, teremos R . p r , ou ( P -í- (£,) p r 
^ ÍL-T1 '•> donde tiraremos P ,pr — Q,. qr , e P • Q:i 
gr: pr. Logo as forças fao entre Ji na rafaõ inverfa, dar 
fuas diftancias d refultante. O mefmo fe acharia , reportan-
do os momentos ao ponto r da mefma refultante. 

6z Por quanto r.o cafo propofto temos eftas duas equa-
ções P . pr — Q,. ijr , cR.pr — Q,.pq, delias tirare-
mos P : Q: R :: q r: p r : p q. Donde fe deduzem as confe-
quencias feguintes : 

I. Que todos os pontos r da refultante eftaõ refpeíUva-
mente em diftancias iguais dos pontos que lhes correfpon-
dem nas direcções das fuas componentes ; e por confeguin* 
t e , que a direcção da refultante he parallcla ás direcções 
das componentes. 

II. Que pófe qualquer das três potencias P re« 
prefentar-fe peia linha comprehendida pelas direcções das 
outras duas. Por exemplo , fendo P reprefentada por q r , 
ferá O,reprefentada por? r, e R por pq. 

III. Que feudo dadas as potencias P , com as fuas di-
recções , fempre poderá facilmente achar-fe o ponto r, 
pelo qual deve paífar a fua refultante , por meio da equa-
çaõ ( P + Q,) p r ~ £>,. p q t que dá a diftancia procurada 

íj Supponhamos a»cra qualquer numero de forças pa* 
Tallelas , as quais todas eftejaõ fitusdas no mefmo plano. 
Claro e f tá , que a fu» reialtatte he igual á foma daquellas 

que 
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iÇne obrarem para huma parte, menos a foma dsqueHas que 
obrarem para a parte contraria. E porque o momento da 
mefma refultante he igual á foma dos momentos de todas 
as componentes, a diftancia da fua direcção a bum ponto da-
do fe achará dividindo a foma dos momentos das forças com-
ponentes pela mefma refultante , ou pela foma das forças , que 
metn a fer o mefmo. Porém he neceliario ter bem na lem-
brança , que fe entre eftas forças houver algumas, que ten-
daõ a fazer girar o fyftema ao contrario das outras, devem 
tomar-fe os feus momentos com íignais negativos e fe hou- , 
ver alguma, que obre para parte contraria ás outras , deve 
também eferever-íe com fignal negativo na foma total das 
forças. 

O que acabamos de dizer , he baftante para determinar 
a refultante de quantas forças parallelas quizermos, com 
tanto que todas eftejaõ li tua das no mefmo plano. Pairemos 

Í
iois ao methodo de a determinar , quando as forças faõ ob-» 
tquas , fempre porém no mefmo plano. 

64 Supponhamos quatro forças P , g . , 5", T ( Fig. 11. ), 
jque reprefentaremos pelas reílas obliquas Pp, Q_q , Ss ,Ttt 

as quais indicaõ juntamente a direcçaõ das fu as acções ref-
peftivas. Tome-le no plano das mefmas forças qualquer 
ponto C , ç por elle fe conduzaõ as rectas C P'1, C p" per-
pendiculares entre íi. Depois difto refolvendo cada huma 
das forças ( n. 49. ) , como Pp , em outras duas P P ; , P p' 
xefpeftivamente parallelas ás perpendiculares C P" , C p" t 

teremos por tudo oito forças , quatro das quais feraõ pa" 
lallelas a C P " , e outras quatro a Cp' ' . 

A refultante das quatro forças parallelas a C p " obra 
de alto para baixo , e o* feu valor he T T ' •+ S S ' -r O 0| — 
f P ' , e a fua direcçaõ pôde determinar-fe pela diftancia 
que deve ter a refpeito da linha Cp" , 3 qual diftancia fe 
exprime geralmente por - - - - - - - - - - -
SS' .S f " - f ÇjQJ.Çjq" - P P ' . Pp"-TT' . T t" 

"T T, + sS'-t- O O' — PT' ' 
E 3 refultante das forças parallelas a C P " obra da di-

teita para a efquerda , cujo valor he T t' -t- S s' — g j j ' 
— Pp' •, e a diílancía da fua direcçaõ á linha C P he - - -
f j ' .TT" + Ss' .SS"- O q1 . Q,QJ'-Pp' . P P" 

1t'fSs' — iif—pf' 
Sej? 
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Seja pois reprefentada por CR" a diftancia da primei-» 
ra refultante alinha Cp" , e por Cr" a diftancia da fegun-* 
da á linha C P" . Se completarmos o reítengulo R" C r" R , 
teremos R" R por direcçaõ da primeira refultante, e r" R 
por direcçaõ da fegunda. Eftas duas refultantes uniráõ pois 
cs feus esforços no ponto de interfecçaõ R ; e confeguinte-1 

mente fe tomarmos de huma parte R R' r= T T' 4- S S' M 
— PP', eda outra R r' — T t' + í s' — — Pp^ 

he evidente que completando o redlangnlo r'RR'r , a 
diagonal R r dará em fim o valor , e a direcçaõ , da reful* 
tante geral que bufeamos 

Naõ he logo difficultofo o achar a refultante de quantas 
forças quizermos, ou fejaò parallelas, ou obliquas, com 
tanto que todas fe fupponhaõ exiftentes no mefmo plano. 
Faltanos determinar a mefma refultante , quando as poten-
cias de que fe compoem eftaõ em planos diíferentes. 

A fim de procedermos fempre do mais fimples para 
o mais compollo, primeiramente fupporemes, que as poten-
cias naõ faÕ mais do que t res , que acluaõ todas para a 
mefma par te , e que as fuas direcções faÕ todas paralle-
las , ainda que exiftentes em tres planos diíferentes. 

SejaÕ pois P , 2 , , S eftas tres potencias ( Fig. 1 2 . ) ; e 
feja TCP' hum plano perpendicular ás fuas direcções (He 
neceflario faprir aqui hum pouco pela imaginaçaõ ao que 
pelas figuras naõ pôde reprefentar-fe , fenaõ imperfeitamen-
te. Pôde , por exemplo, conceber-fe hum prifma triangu-
lar reílo , cujas tres faces 1'eraõ os planos das potencias , e 
liuma das bafes ferá o plano perpendicular T C P'). Tetí-
do tomado nefte plano qualquer ponto C , por elle fe con». 
duzaõ as linhas CT ,CP' perpendiculares entre fi. 

Ifto pofto , a refultante Aí das duas potencias Pp , Q.Ç 
ferá igual á faa foma, exiftirá no feu mefmo plano, ferá 
parallela a Cada huma delias, e paliará a huma diftancia 

(> 
P M — p n 

P-bO 
Do mefmo modo , a refultaftte R das potencias M m , S S } 

ferá igual á fua foma P ÇM- S, eítará no plano de am-
bas , ferá parallela a cada huma delias , e paflará a humj| 

S 
diftancia MR~ M S, 

P + Q + s 
66 Donde fe fegue em jjera!, que a refultante de qual* 
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5ttsr numero de forças parallelas, fituadas em guaifquer pla-
nos , he igual á fua foma, quando ellas obrai todas para a 
mefma parte. 

Para determinar a faa pofiçaõ, dos pontos P, M, O , R, S 
fe conduzirão outras tantas perpendiculares a CP', e fa-
zendo CS' — a,CQ~b.CP'—c , teremos P' 2' = 
c — b , gj S' —b- a, P' S' — c- a. Ifto pofto , as pa-
rallelas PP' ,.MM', , R R ' , S S ' daraõ em primei-
ro lugar P' M': P' Q :: P M : P 2-= : P + Q- > I oS° 

2 ( c ~ b ) 
fubftituindo o valor de P ' 2 J , teremos P' AL'— — -

p + 2-
Em fegundo lugar daraÔ S' R' : S' M':: S R : S M :: 

S'M'( P + O) 

P + 2: P •+• í l + J i logo ferá = 

p r c — a ) 4- Q ( b — a ) - - p ^ S - ''loso ' = * + ' ' « 
« s wf. b Q,-f c p _ p .c P1 4-q.ç qi^-s .c s' 

p -+- íl-t- s ~ * p -^ 2,-í- $ * 
Supponhamos agora huma refta C V parallela ás direc-

ções das potencias , e teremos a diftancia R R" da refultan-
te a hum plano VCT ( o qual fe acha neceífariamente pa-
rallelo ás mefmas direcções ) dividindo a foma dos momen-
tos relativos ao dito plano pela foma das forças. 

Procedendo da mefma forma conheceremos a diftancia 
RR' da mefma refultante a outro piano VCP 1 psrallelo ás 
direcções das potencias , e perpendicular ao primeiro. Se-
rá logo determinado o ponto R , por onde deve paliar a re-
fultante , cuja pofiçaõ ferá confeguintemente determinada. 
Porém já temos calculado o feu valor ; logo temos conhe-
cido , e determinado a refultante de qualquer numero de 
forças , que aéluaõ em planos differentes, fendo todas pa-
rallelas entre li. 

67 Em fim , fe as forças forem obliquas ( Fig. 13. ) , 
imaginaremos conduzidas de qualquer ponto A tres linhas 
AB,AC,AD perpendiculares entre li ( reprefentem-fe 
como os tres lados , ou as tres efquinas , que em hum cu-
bo , por exemplo , terminaõ no vertice do mefmo angulo 
folido ) ; e fuppondo que Pp he huma das potencias obli-
quas , refolvella-hemos em outras duas , das quais huma 
P P ' f e j a paralíela ao plano A B D , e a outra Pp' paralle-
la ao plano D AC. Do 
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Do mefmo modo refolveremos efta feginda potencia P f'~ t 

em outras duas P p" , P p"', huma parallela a AC, á * 
outra a A D. Aflim teremos em lugar da força Pp ires for-
ças , cujas direcções feraõ refpeítivamente paralleilas a tres 
lLih.is dadas de pofiçaÕ. 

Depois de ter aliim refolvido cada huma das forças pro-; 
poftas ém outras tres parallelas ás meímas tres linhas, p e ! 

lo que já temos dito bnfcaremos a refultante particular de 
todas as forças parallelas á reíla A B , depois a das forças 
parallelas v. A D , e em fim a das forças parallelas a AC. 
Teremos logo por ultima analyfe para determinar a reful-
tnr.te geral das tres particulares , íituadas fim em planos 
differentes , mas parallelas entre fi ; circunítancia, que fi-
nalmente reduz efte cafo aos termos do precedente. 

<53 Seguindo pois efte methodo , podemos reduzir qual-
quer numero de forças propoftas a tres forças refpeftiva-
niente parallelas a tres linhas perpendiculares entre li. Pa-
deriaô também reduzir-fé a duas , naõ fazendo de cada hu-
ma mais do que huma íimples refoluçaõ. Mas naõ he poífi-
vel reduzillas geralmente a huma fó , como fe pratica nas 
forças que exifteni todas no mefmo plano. 

Reficxves f j b r c as matérias precedentes. 

69 I . \T Aõ ha coufa mais ordinaria na natureza, que 
xN cs exemplos do movimento comporto. O ba-

tel , que atravelfando a corrente de hum rio defcahe da li-
nha , por onde o leva o impuifo dos remos; a chama , e o 
fumo , que o menor aífopro aparta da direcçaõ vertical a 
chuva , a neve , e a faraiva , que cahem mais , ou msnoS 
obliquamente, conforme o vento he mais , ou menos im-
pctuofo; os balanços, que fe exoerimentaõ em duas carrua-
gens , que fe embaraçaõ ; o rifco a que fe expõem o cavai» 
leiro , que falta do cavallo no meio da carreira ; o pe ixe , 
que batendo com a cauda para partes encontradas fe adi-
anta pela direcçaõ media: tudo nos oíferccc applicações 
fem numero do fecundiífimo principio da compofiçaõ das 
forças. 

Peio difcurfo defta obra fe verá também de qne utili-
dade he a fua refoluçaõ , cílios exemplos naó faÕ menos 
f requentes , a qual na medida das forças obliquas he fo-
bre tudo muito nccefíaria, 

70 II, 
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70 II. Na5 he fem rafaõ, que na Mechanica fe diftin-

guem duas efpecies de movimento , abfoluto , e relativo. 
S,aõ muito diíferentes hum do outro , como fe pôde julgar 
pelo exemplo feguinte. 

O mareante , que dorme focegadamente na fua embarca-
ção, eftá fem duvida em defcanço a refpeito das diíferentes 
partes do navio mas o fangue , que lhe cirsula inceífaute-
mente pelas veias e artérias, realmente fe move a refpei-
10 delle. Também fe move a refpeito dos objectos lituados 
fóra da embarcaçaõ , de cujo movimento participa. Será 
logo o movimento do fangue produzido por duas caufas fi-
multaneas, das quais huma he a acçaô do coraçaõ , e do 
fyftema arteriofo , e a outra o impulfo que move o navio. 
Elias duas forças produzirão primeiramente hum movimen-
to comporto no langue do mareante. 

Mas fe elle acorda , fe corre pelo convcz , fe fobe , ou 
defce pelas enxarcias , eifsqui hum terceiro movimento , 
do qual participará igualmente o fangue. Se o mar he tem-
peíhofo , eiíahi quarto movimento, procedido dos balan-
ços do navio. Se a terra fe move fobre o feu eixo , eifahi 
lium quinto; e fe ella alem diífo he tranfporuda pela va-
lia circumferencia daEcliptica , fe o feu eixo experimen-
ta natações , fe a Eciiptica mefma tem movimento pro-
prio relativamente ao efpaço abfoluto, fe as correntes par-
ticulares defviau o navio da fua derrota , e fe a todas eftas 
caufas fe ajuntarem outras que talvez ignoramos, he evi-
dente que o movimento abfoluto do fangue do mareante fe-
rá compofto de todos eftes movimentos particulares. E 
quem poderá dizemos, qual he a fua intenfaõ , qual a direc-
çaõ , e por confeguinte qual deve fer a fua influencia ? 

71 III. Por elta fimples expofiçaõ he fácil de ver , que 
naõ lia no mundo hum fó movimento abfoluto, que conhe-
çamos com alguma apparencia de exaflidaõ ; e ifto por falta 
de objeflos abfolutamenre ímmoveis , fituados fóra naõ fo-
mente da terra, mas de tudo o que forma o f/ftema folar , 
aos quais, como a pontos fixos e invariaveis, pudeffemos 
reportar todos os movimentos expoftos aos noffos fe.-tidos. 

He verdade , que as eílrellas fixas nos fervem de pontos 
de comparaçaõ , porque ellas nos parecem confervar entra 
fi diítancias inalteráveis. Mas pôde fer que o naõ julgemo» 
affím , fenaõ por huma confequencia daquella illufafi taõ na-
tural , que nos move a crer que a tmbarcaçaõ era que efta-

Ç mos 
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mos naõ tem movimento algum , porque ns5 vemos bulir-f© 
nada de quanto nos rodeia. Pôde fer rambem que aqueP 
les aftros tenhaõ movimentos taõ compofíos como os nolfos , 
e que a prodigiofa diftancia qae nos fapara faça as fuas va-
riações infeníiveis aos noffos olhos. Sobre ilfo ha mais do 
que íimples conjecturas, depois que os Aftronomos moder-
nos fe tem aperfeiçoado tanto na arte de obfervar. 

71 IV. Em conclufaõ, as leis do movimento naõ feriaír 
menos invariáveis, no cafo de fuppermos eis movimento o 
mefmo efpaço , no qual ellas tem o feu effeito ; porque to-
dos os movimentos particulares fe executariaõ da mefma ma-
neira. Que huma embarcaçaÕ navegue a todo o panno , que 
efteja ancorada, ou encalhada fobre hum banco de areia, 
o piloto com a mefma facilidade traçará as linhas, e figu-
ras neceífarias para a determinaçaõ da fua derrota , e os ma-
rinheiros igualmente faraõ as manobras convenientes. Que 
a terra feja tranfportáda pelo movimento annuo , que róde 
fobre o feu eixo pelo movimento diurno, ou que efteja 
perfeitamente immovel, tudo he indifferente pelo que to-
ca á percuílaõ dos corpos, e ao equilíbrio das potencias, 
de que havemos de calcular os effeitos. Os movimentos re-
lativos faõ os únicos, que nos intereílaõ. Paliemos ao u l t i -
mo principio geral da Mechanica. 

Tbeorica do Equilíbrio. 

73 ( T \ Equilibrio, como fabe todo o mundo, refult» 
V^ do esforço mutuo , que as potencias iguais, é 

oppoftas fazem humas contra outras. Se hum corpo , por ex-
emplo, he follicitado ao movimento por duas forças abfolu-
tamente iguais, e diametralmente oppoftas, he evidente 
que deve ficar immovel, porque naõ pôde obedecer com 
preferencia a nenhuma das ditas impreffões. Entaõ as for-
ças , que o follicitaõ fícaÕ em equilíbrio, e aífim fe con-
fervariaõ para fempre, fe outras forças naõ vielfem a ter* 
minar efta efpecie de combate. 

74 Do mefmo modo , fe duas maífas iguais animadas de 
igual velocidade por direcções oppoftas vierem a encon-
trar-fe huma com a outra , devem neceífariamente ficar em 
defcanço de;:ois da collifaô , porque nenhuma delias pode-
rá prevalecer fobre a outrs. Fazemos aqui abftracçaõ de to-
das as qualidades puramente acceíforias da matéria , e por 
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í.ffo fuppomos as maífas deftituidas de toda a elaftícidade. 
75 O mefmo feria no cafo de que duas maflas deíiguais 

M , m vieífem a eccontrar-fe de partes oppoftas com as ve-
locidades reciprocamente proporcionais a M ,m. Por-
que entaõ as quantidades de movimento feriaõ iguais ( n. 
z i . ) , e deveriaõ confeguintemente contrabalançar-fe igual-
mente', em perfeito equilíbrio. 

Por outra parte , podemos reduzir efte fegundo cafo ao 
primeiro. Porque fupponhamos a velocidade V do corpo Al 
dupla da velocidade v do corpo m mas ao mefmo tempo 
a maífa defte dupla da maífa daquelle. Logo poderá coníide-
rar-fe o corpo m como partido em duas maílas , huma ante-
rior , outra pofterior, cada huma delias igual á do corpo 
M , e cada huma animada com a mefma velocidade com-? 
mua u. Mas em lugar defta velocidade podemos fubftituir 
na parte anterior a velocidade li) para diante , e a veloci-
dade u para traz ; e por efta decompoíiçaõ, que naõ he 
nem fem exemplo , nem fem utilidade , a parte anterior 
animada da velocidade z v para diante fará equilíbrio ao 
corpo M ( por quanto tem a mefma maífa , e a mefma ve-
locidade que elle ) , ao mefmo tempo que animada da ve-
locidade -upara traz fará equilíbrio com a parte pofterior, 
pela mefma rafaõ ; logo o todo ficará em equilíbrio. 

Mas para generalizar hum pouco efte exemplo , fuppo-
nhamos que as duas maífas IA, m faÕ entre fi como dous 

_ _ tn E 
números inteiros quaifquer E , e. Teremos pois M — — , 

c 
/ v , »» v \ e -J — , ou r fazendo — s s p , e — 

C \. € f / 

e u — Eq. Porém em lugar da maífa M — E p animada da 
velocidade V~ eq , podemos fubftituir hum numero E . e 
de maífas p animadas da velocidade q •, e do mefmo modo 
em lugar da maífa tn — e p animada da velocidade v E q 
podemos fubftituir hum numero E. e de maífas p anima-
das da velocidade q. Logo haverá geralmente equilíbrio na 
hypothefe prefentè entre dous corpos quaifquer, todas as 
vezes que as fuas maífas M, m tiverem entre fi huma ra-
faõ racional. 

Efte equilíbrio naõ deixará de ter lugar no mefmo cafo 
de fuppormos incommenfuravel a rafaõ das duas maífas , por 
quanto ferá ferapre poílível exprimir efta ralíõ em iiume-

C 2, ros 
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ros racionais de maneira , que o erro feja menor que quaf-' 
quer allignavel quantidade. Logo , quando as niaffas faõ re-« 
ciprocamente como as velocidades em dous moveis, que 
aílúaó hum contra o outro por direcções diametralmente 
oppoftas , fempre haverá equilíbrio. Já temos moftrado^ 
que o deve haver também , quando as maflãà, e as velo-
cidades oppoftas faõ iguais. Logo deve ter-fe por iacoote-' 
Itavel a PropoíiçaÕ feguinte. 

Principio do Equilíbrio'. 

76 Ou.< corpos fazem equilíbrio entre f i , todas as nie* 
^ zcs que, fendo as direcções diametralmente oppoflaj$ 

as quantidades de movimento ferem iguais. 

Confequencias que refultao dejle Principio. 

77 I. Se dous corpos M , m ( Fig. 14. ) aftuarem hunl 
contra o outro por meio de huma alavanca inflexível, ou, 
fe unidos por hum fio incapaz de extenfaõ, tenderem a fe-* 
parar-1'e hum do outro , com quantidades de movimento 
iguais, haverá neceffariamente equilíbrio entre elles: por-
que entaõ a fua acçaÕ reciproca ferá independente da dif-
tancia M m. 

78 II. Se^de tres corpos M ' , M , m ( Fig. i ç . ), liga-
dos ao mefmo fio , os dous últimos tirarem para a parte con-
traria á do corpo M ' , ferá rtecelíario para haver equilíbrio, 
que a quantidade de movimento do corpo M' feja igual á 
foma das quantidades de movimento dos outros dous, 

79 III. Em gerd , feja qual for o numero dos corpos , 
que atados pelo mefmo fio , ou ligados pela mefma vara , 
a&uarem huns contra os outros, todo o fyftema ficará eni 
equilíbrio , fe a foma das quantidades de movimento da-
quclles que tiraõ para huma parte for igual á foma das quan-
tidades de movimento daquelles que tiraõ para a parte con-
traria. 

80 IV. E porque as potencias fe medem pelas quantida-
des de movimento, que elks faõ capazes de produzir em 
inalías dadas , fegue-le que aílaando quaifquer potencias 
mutuamente humas contra as outras, devem guardar equi-
líbrio em todos os cafos, em que a foma das que obrarem 
para huma parte for igual á foma das que fizerem o feu ef-
íorço para a parte oppolta. 81 V. 



D E M E C H A N I C A . 1* 

V. Logo hsverá fempre equilíbrio entre qualquer 
liumero de potencias, fejaõ quais forem as fuas direcções, 
todas as vezes que a refultante geral de todas fe reduzir a 
nada. 

Os princípios, que até agora temos explicado nefta In-
troducçaõ , podem fer conliderados como leis gerais , que 
te derivaõ unicamente da fimples exiftencla da matéria , e 
do movimento, fazendo abftracçaõ de toda a hypothefe 
phyíica. Eftas leis teriaõ pois lugar na natureza, fe naõ re-
eebeíTem innumeraveis modificações de huma grande mul-
tidaõ de obftaculos. 

Vejamos agora até que ponto podem eftes obftaculos in-
fluir em tudo o que refpeita ao equilíbrio , e ao movimento. 
Para procedermos com ordem , naõ examinaremos as con-
dições do equilíbrio nas Maquinas, fenaõ depojs de haver-
mos tratado com miudeza da Theorica dos centros de gra-
vidade , que he de muita importancia. A' difcuffaÕ deftes 
dous objeílos faõ deftinadas as duas fecções da Statica. A 
primeira contém os methodos , e as formulas neceffarias 
para determinar ein todos os cafos o centto de gravidade. 
E a fegunda tem por fim a defcriçaõ , as propriedades , o 
calculo, e os ufos das Maquinas principais. 

Depois de termos affim difcutido na Primeira parte de-
lia Obra o que refpeita ao equilíbrio, trataremos na Se-
gunda do que pertence ao movimento. 

/ 
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P R I M E I R A P A R T E 

MECHANICA 
o u 

A S T A T I C A 

SECCAÕ I. 
i 

DOS CENTROS DE GRAVIDADE. 

S2 f • \ Odos experimentamos, que hum corpo dei-
I xado a fi mefmo cahe perpendicularmente 

ao horizonte , e que ainda quando he fuften-
tado tende fempre a caminhar para a fuperficie da terra 
por hum esforço determinado fegundo a mefma direcçaõ. 

Obfervaçoens fem numero nos atteftaÔ , que fuccede o 
mefmo em todos os paizes, e que efte phenomeno naô 
tem menos lugar fobre os cumes das mais altas montanhas, 
do que nos campos rafos, e na profundidade dos valles. 
Por toda a parte , até aos mais profundos abyfmos , buf-
caõ os corpos, para o dizermos aflim , chegar-fe mais pa-
ra hum ponto fixo , que he vifivelmente o centro da ter-
ra , porque ella he fenfivelmente redonda, e as direcço-
ens perpendiculares aos diverfos horizontes vaÕ confeguin-
. temente unir-fe no feu centro. 

Mas efta tendencia univerfal naõ he certamente eflen-
eial aos corpos. He hum esforço real , de que a matéria 
-por li mefma naõ he capaz. Na fua natureza na6 ha cou-
ía que affim o peça, nem que o polfa produzir ; e a fua 
inércia he hum obltaculo de mais á exifteacia de feme-

lhante 
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lhante impulfo. He logo neceflario , que tenha por prfs» 
cipio alguma força exterior d.rigida psra o centro da ter-
ra ; e efta força he a que fe chama, como jí di{Temos> 
GravidadeGravitaçaõ, ou At tracção. 

Ainda que naõ ha mais doque opinioens, quando mni-
to veroíimeis , fobre a csr.fa da gravidade , he com tudo 
fácil de provar a fua exiflencia , e de conhecer os feus ef-
feitos. Averiguada huma vez a fua exiftencia , e conheci-
dos os feus effeitos , naõ he necelfario mais para expli-
car tudo o que refpeita ao movimento, e ao equilíbrio 
dos corpos graves. Eisaqui pois as obfervaçoens mais conf-
iantes fobre a força da gravidade. 

83 I. Ella obra igualmente fobre todas as partes mate-
riais dos corpos terreftres , ifto he , a todas imprime a 
mefma velocidade no mefmo temj"o. Tem-fe averiguado 
ifto , deixando cahir no mefmo inílante , e da mefma al-
tura , maffas muito defíguais. O tempo do defeenfo heab-
folutair.ente igual , quando fe faz a experiencia dentro do 
recifitnte d3 maquina pneumatica. Todos os Phyíicos fa-
bem , que o ouro , por exemplo , aindaque o mais com-
paflo dos metais , quando fe deixa ao único impulfo da 
gravidade , naõ defee mais veloz do que a laá , e a pluma 
mais leve. Se o tempo do defeenfo naõ he o melmo fora 
do recipiente , he porque o ar fe oppoem deligualmente 
ao feu movimento. Concluamos pois, que a gravidade he 
huma força, que tende a imprimir em todos os corpos 
B mefma velocidade no mefmo tempo. 

84 II. Em hum mefmo lugar da terra , e em todas as 
eftaçoens do anno, a gravidade faz correr aos corpos li-
vres o mefmo efpaço no mefmo tempo , ao menos fem 
differença alguma fenfível. Logo he huma força conftante , 
que obra fempre igualmente. 

8ç III. E porque a acçaõ da gravidade íe renova a ca-
da inftante fobre todos os corpos, quer eftejaõ em def-
canço, quer em movimento, devemos também concluir, 
que he huma força acceleratriz univerfal, e conftante. Da-
qui vem , que em todos os paizes defee hum corpo com ve-
locidade tanto maior, quanto he maior o tempo que l i -
vremente efteve fu jeito á impreílaÕ da gravidade. 

85 IV. Alem difto , a velocidade que a gravidade im-
prime em qualquer corpo em hum inílante he infinitamente 
pequena 3 porque de outra forte no fim de qualquer tem-

po 
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po finito feria infinita, o que he impoffive!. Na5 he lo-
go comparavel a acçaÕ inftantanea da gravidade com po-
tencia nenhuma finita, por muito pequena que fe fup-
ponha ; porque efta produz huma velocidade finita em 
hum inftante. Somente depois fer paflado hum tempo fi-
nito , he que o effeito accumulado da gravidade pôde com-
parar-fe com o das outras potencias motrizes. 
» 87 V. As direcçoens da gravidade faõ parallelas em hum 
mefmo lugar. Dous fios a prumo , por exemplo, guarda5 
entre li hum pirallelifmo fenlivel em hum mefmo edifí-
cio , na mefma cidade , e geralmente em todos os luga-
res , que tem fenfivelmente o mefmo horizonte. Ifto na6 
impede, que as direcçoens concorraõ realmente no cen-
tro da terra , porque efte centro pôde reputar-fe a huma 
diftancia infinita a refpeito do pequeno mtervallo, que fe-
para as mefmas direcçoens nas circumftancias que temos 
propofto. 

88 VI. Por obfervaçoens exa&as e frequentes fe tem 
achado , que hum corpo na Latitude de Paris corre no pri-
meiro fegundo do feu defcenfo livre , em virtude da gra-

7 
vidade, iy pés huma pollegada huma linha — do pé re-

9 
gio de Paris, ou i y p , 098 , ou mais exactamente 217?, 
631356 linhas. No fegundo feguinte corre 45 pés 3 polle-

gadas y linhas e no terceiro 75 pés y pollegadas e p 

linhas. 
Daqui fe podiaõ deduzir facilmente as formulas necef-

farias para determinar no movimento dos corpos graves o 
tempo do defcenfo , as alturas donde cahem, e as veloci-
dades adquiridas a cada inftante Mas refervamos ifto pa-
ra a Dynamica. Aqui naõ fe trata , fenaõ do equi/ibo -, ,e 
fe temos principiado poreftas noçoens , foi para fazer mais 
intelligivel a theorica dos centros de gravidade} que agora 
entramos a expor. 

De-
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Definição do centro de gravidade, com ometho-
do de o determinar, quando os corpos efiao 

em huma mefma linha recía. 

T3 Or quanto a gravidade exercita a fua acçaõ igu-
JT almente fobre todas as partes da matéria , de que 

fe compoem a maíla de qualquer corpo , cada huma deftas 
partes faz huma força igual para defcer pela direcçaõ, que 
fe encaminha ao centro da terra. De todas eftas forças par-
ciais unidas juntamente refulta o esforço geral , com que 
o corpo inteiro tende a caminhar para o mefmo centro , C 
efte esforço total he o que chamamos pezo dos corpos. * 

90 He pois o pezo de qualquer corpo igual á quanti-
dade de movimento, que a gravidade tende nelle imprimir 
continuamente em cada inftante. Logo he proporcional á 
maífa , porque a velocidade de todas as partes he igual. 

Ora efte pezo naõ pôde fer fuftentado , fenaõ por hu-
ma potencia, cuja energia feja , quando menos , igual * 
cite. Logo pôde o mefmo pezo confiderar-fe como huma 
potencia rea l , cuja acçaõ fe exercita perpendicularmen-
te ao jiorizonte; e confeguintemente dous, ou muitos pe-
zos podem comparar-fe entre l i , e contrabalançar-fe mu-
tuamente , como todas as outras forças mechanicas. 

Mas por caufa do ligamento, com que as diverfas par-
tes de hum mefmo corpo fe achaõ enlaçadas entre l i , naõ 
pôde huma obedecer ao impulfo da gravidade, fe todas as 
outras lhe naõ obedecerem ao mefmo tempo. Logo, fendo 
parallelas as direcçoens, pelas quais a gravidade follicits 
todas as fobreditas partes, a refultante de todas deve paf-
far por algum ponto intermedio, que he dc alguma fórma 
o centro de reunião de todas as forças particulares. Efte 
ponto, único em cada corpo, he o que chamamos centro 
de gravidade. 
t 91 E c o m o , fendo efte ponto fuftentado, o corpo fica 
neceflariamente em equilíbrio , porque a refultante fe reduz 
entaõ a nada-, também reciprocamente naõ pôde o corpo 
ficar em equilíbrio , fe o dito ponto naõ for fuftentado , 
porque entaõ terá effeito a refultante , e o corpo cahirá. 
Concluamos pois que o centro de gravidade de bum corpo 
le bum ponto, uo qual todo o psw de He fe concebe reunido 

e «o»-
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t concentrado , de maneira que fufientando efte único ponto , 
ú corpo inteiro fe fufientará em equilíbrio em todos os cafus. 

92, Pôde também dizer-fe, que o centro de gravidade 
de qualquer fyftema de corpos he hum ponto , pelo qual 
paíla fempre a refultante de todos os esforços particulares, 
que fazem as partes do fyftema em virtude da gravidade, 
feja qual 4for a íituaçaÕ do mefmo fyftema. 

93 Para fe determinar efte ponto , bafta pois confiderar 
o fyftema em duas íituaçoens diíferentes , e determinar pa-
ra cada huma delias a direcção da refultante. Porque pro-
duzindo eftas duas direcçoens , neceífarianiente haõ de con-
correr , e o ponto do concurfo ferá o centro de gravidade 
que bufcamos. 

Para nos convencermos difto , baftará demonftrar que 
em qualquer outra fituaçaõ do fyftema a refultante palia-
rá fempre pelo ponto do concurfo das duas primeiras. Para 
ilfo , fejaõ quantos corpos fe quizerem Aí , P, ( Fig.i<?0, 
íituados fobre a mefma linha refta , a qual fupporemos in-
flexível , e fem maífa : e a fim de fimplificar mais , con-
federaremos eftes corpos , como outros tantos pontos, nos 
quais as fuas maífas eftejaõ concentradas. Seja g a velo-
cidade que a gravidade lhes imprime em hum tempo 
d a d o , em hum fegundo por exemplo , pelas direcço 
ens Mm , Pp , Qq perpendiculares ao horizonte e fe-
raô Alg , Pg , Qg as quantidades refpeélivas de mo-
vimento. Eftas forças podendo fer confideradas , como 
outras tantas potencias , applicadas aos pontos M. , P , Q., 
e parallelas entre li , tomaremos arbitrariamente hum 
ponto C no prolongamento da linha QM , e por elle 
faremos paliar a reda C q' perpendicular ás direcçoens 
das ditas potencias. 

Ifto pofto , acharemos a diftancia Cr' á direcçaõ da re-

íultante, fazendo = 
Mg -r Pg 4- Qg 

.~M.Cm' + P.Cp> + £.Ci[ d Q n d e u n a t u r e z a d a s U . 
M+P+Q v 

Ilhas proporcionais acharemos a diftancia do centro de gra-
. , 1 rj „ > r Aí. CM P. CP -f- O. CÓ, Vidade R a o ponto C , o u C R S = . . . „ w — • 5 M -t-P-i-ÇL 

Efte valor de CR na5 depende em maneira alguma da obli-
fjuidade da linha Aíg ,a refpeito da horizontal. Logo a re -
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fultante deite fyftema de corpos, paliará fempre pelo cês-
tro de gravidade que acabamos de determinar, feja qual 
for a íituaçaõ do mefmo fyftema. 

94 Difto fe fegue , que em qualquer numero de corpos, 
tonfiiierados como pontos, e Jituados fobre a mefma linha , 
acharemos a diftancia do centro de gravidade a qualquer 
ponto tomado na dita linha , multiplicando cada huma das 
tiiaffas pela fua diftancia ao mefmo ponto , e dividindo a 
foma dos produíios pela foma das maffas. 

çt Chamando pois momento o produfto de qualquer 
Wafia pela fua diftancia a hum ponto , ou a huma linha , 
teremos fempre a diftancia do centro de gravidade ao mef-
mo ponto, ou á mefma linha, dividindo a foma dos mo-
mentos pela foma das mallas. 

Obferve-fe porém , que no cafo de eftarem os corpos 
íituados para huma e outra parte do ponto fixo , naõ de-
ve tomar-fe a fom3 totai dos momentos, mas a differençi 
das fomas que ficaõ de huma e outra parte , ou , que vent 
a fer o mefmo , na foma total dos momentos devem tomar-
fe como negativos os que ficarem para a outra parte do 
ponto fixo , a refpeito dos que arbitrariamente fe tomarem 
corno poíitivos 

96 Obferve-fe também , que no cafo de ferem os cor-
pos , cujo centro coinmum de gravidade houvermos de 
procurar, todos homogeneos , e confeguintemente de igual 
denfidade , como fupporemos daqui por diante , podem 
fubftituir-fe os volumes em lugar das mallas, a fim de re-
duzir a indagaçaõ dos centros de gravidade a huma quef» 
ta6 de pura Geometria. 

ItidagaçaÕ do centro de gravidade, quando os cor-
pos nao eflaÕ na mefma linha, aindaque to-

dos fitnados no mefmo plano. 

97 Ç Upponhamos , que os tres corpos M. , P, 
O ( Fig. 17. ) , confiderados como pontos , em 

«jue fe reúnem os esforços particulares da gravidade 
das partes materiais de que a fua maffa fe compoem, 
eftaõ difpoftos em triangulo em hum mefmo plano. Enta5 
por qualquer ponto C tomado no dito plano conduzindo 
huma reíla horizontal CP, e outra vertical Cp' , podere-

mos 
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íflos tirar de Cada hum dos pontos graves para eftas duas 
rechs as perpendiculares Pp , Pp' ; Mm, Mm' Qq , Qq'. 
Por meio deftas perpendiculares acharemos bem facilmen-
te , que a refultante do fyftema triangular , confiderado aa 
fua pofiçaÕ aflual , ha de pafTar a huma diftancia 

0..1 „ MJdm' + P.Pt'+ 0,0.1' 
* ~ M + P + Q, 

E fuppondo agora, que todo o fyftema faz hum quar-
to de revolução, de maneira que a horizontal Cp venha 
a fer vertical, acharemos do mefmo modo que a reful-
tante deve pafíãr a huma diftancia 

„ _ M. Mm + P. Pp + Q. Og 
K l M-t-P + Õ, 

Será pois determinado o centro de gravidade R. Mas 
falta moflrar, que em qualquer outra lituaçsÕ do fyfte-
ma , deve paliar a refultante por efte ponto , que temos 
achado. 

Já fabemos Ç n. J7. ) , que a foma dos momentos em 
ordem a qualquer ponto da refultante fe reduz neceífa-
xiamente a nada •, de for te , que podemos fegurarnos de 
que hum ponto pertence á dita refultante , todas as ve-
zes que a foma dos momentos em ordem ao dito pento 
for nenhuma. Logo , fe AB ( Fig. 18 . ) he a refultante 
de qualquer fyftema na primeira lituaçaõ , e fe em fegun-
da poíiçaõ perpendicular á primeira , a refultante he CD 
perpendicular â AB, bailará provar que a refultante em 
qualquer outra poliçaô eftá neceífariamente lujeita a psf-
far pelo ponto do concurfo G , ou , que vem ã fer o mef-
mo , bailará provar que a foma dos momentos em ordeiu 
a qualquer linha EF , que palia pelo ponto G , he nenhuma. 

Seja pois M hum dos pontos graves do fyftema, do 
qual fe tirem as perpendiculares MP , MQ,, MR aos tres 
eixos , que reprefentaõ as noffas tres refultantes. Será 
pois o angulo PGM = PGO. — MGQ^ , e confeguinte-
mente/f» PGM = / « < P G Q c o f M G Q , - feu MGO cofPGQ-r 

donde tiraremos = fen PGO, § 2 - - cofPGQ,^ i 

e por confcguínte ferá PM - fen PGg. MR — cofPGQ; 
MO- Tomando pois o momento do ponto M em ordtm ao 
eixo EF, teremos M. PM ;= fen PGQ. M. MR — ccfPGQ^ 

M. 
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M. A í g , e a foma dos momentos f M . PM 'rzfen PGÇt. 
f M . MR — cof PGg, / M . MQ. Porém AB , CD faõ duas 
refuitantes , e confeguintemente a foma dos momentos re-
portados a cada huma delias deve fer nenhuma, ifto he, 
deve fer / M . MR zz o , e f M . MQ^ = o. Logo ferá tam-
bém / M . PM — o. Logo a foma dos momentos em ordem 
a EF he nenhuma, e por confeguinte qualquer refultante 
palfa fempre pelo ponto determinado pela interfecçaõ das 
duas primeiras. 

IndagaçaÕ do centro de gravidade , quando os 
corpos eftaõ em pianos d:ff crentes, 

99 C Eja(') dous Pífios ABC, BCd ( Fig. 19. ) perpen-
diculares entre li , e ao horizonte. Se de cada 

hum dos pontos graves M , P , g, conduzirmos perpendi-
culares para cada hum deftes dous planos , acharemos pri-
meiramente a diftancia Kr da refultante ao plano ABC 
nefta primeira fituaçaõ , tomando a foma dos momentos em 
ordens ao mefmo plano , e dividiádo-a pela foma das maf-
ías ( n. 66. ) , o que nos dará 

M . Mm 4 - P . Pp -+• g ^ . g a r 
Rr — . 

M •+• P t g . 

Depois por hum calculo femelhante acharemos a fua 
diftancia ao plano BCd , que he 

M . Mm' -J> P. Pp' 4* g^, Qq' 
Rr' • , 

M -bP + Ç) 
Mas com eftas duas diftancias na6 podemos ainda de-

terminar, fenaõ a refultante, que fabemos fer perpendi-
cular ao horizonte, como os pianos ABC, BCd , e que 
deve pairar pela interfecçaõ R das duas diftancias. He 
verdade , que o centro de gravidade que bufcamos deve 
fer huiB dos pontos defta refultante ; mas qual he ? 

Para O determinarmos , imaginaremos o fyftema revirado-
em huma fituaçaõ perpendicular, de tal maneira que o 
piano horizontal aCd venha a fer vertical; e nefta nova 
poliçaõ a fegunda refultante paliará a huma diftancia defte 
p lano , a qual terá por valor a foma dos momentos a ella 
reportados dividida pela foma das mallas. 

100 Logo para conhecer o centro de gravidade de qual-
quer 
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quer fyftema, cujas parta eftaõ fanadas em planos diferen-
tes, be neceljario fuppor tres planos perpendiculares entre Ji; 
e a fuma dos momentos tomados em ordem a cada bum dos 
planos dividida pela fomi das mafas dará a diftancia rtf-
peSliva do centro de gravidade a cada bum dos mefmos planos. 

Huma vez conhecidas eftas tres diftancias , naõ he ne-
ceflario mais para determinar o centro de gravidade. Fal-
taria porém alguma coufa a eíta theorica , fe na5 fe mof-
traflè.que a refultante em qualquer outra poíiçaõ do fyfte-
ma deve neceífariamente paifar pelo centro de gravidade 
aífim determinado. Para o demonítrar , bafta fazer v e r , 
que fe a foma dos momentos tomados fucceífivamente em 
ordem a tres planos, que paíTaÕ pelo centro de gravidade, 
he nenhuma , a mefma foma tomada em ordem a qualquer 
outro plano que paffar pelo mefmo ponto deve também fer 
nenhuma. 

101 Se jaó pois AGC , AGB , CGB ( Fig. 20. ) tres pla-
nos perpendiculares entre íi , a cujo refpeito a foma dos 
momentos he nenhuma. Seja outro plano qualquer GVN , 
que palie pelo centro de gravidade •, feja M hum dos pon-
tos graves do fyftema , do qual fe conduza .Alg.perpendi-
cular ao plano CGB , e do ponto de projecção g t i re - fe gP 
perpendicular áre í taGB. Imagine-fe depois difto hum pla-
no MQVN perpendicular ao plano GVN , e nefte plano con-
duza-fe a reéta MN perpendicular á fua interfecçaõ cont-
inua NV-, a refla QV ferá perpendicular a GV, e o angulo 
g V N medirá a inclinaçaõ dos planos CGB , GVN. 

Sendo tudo ifto huma vez concebido, a demonftraçaÕ na& 
he difficultofa. Porém a fim de abbreviar, fupponhamos 
GP — x, P g , = y , M0~ 7., o angulo VGB a, e o an-
gulo QVN ~ b. 

Teremos pois em primeiro lugar o angulo QGV — g G P 
— a , e confeguintemente fen QfiV = fen gGP cof a — fen A 
cof g G P ; donde fe deduz QV —y cof a — x fen a. 

Em fegundo lugar teremos o angulo MVN r= b— QVMt 

e fen MVN — fen b cofQVM — fen QVM cof b ; donde fe 
tirará MN ~ fen b . QV — M g , . cof b c= — x fen a fen I» 
^y cof a fen b — 7. cofb. 

Sendo pois MN a perpendicular conduzida do pontoM 
par3 o plano GVN , teremos por foma dos momentos em 
ordem a efte plano fM . MN = — fen a fen b . f M . x + 
tofa fen b .fM .y _ cofb .fM . z. 
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E porque fendo x , y , z as diftancias refpeélivas do pofl-
to M aos tres planos perpendiculares entre l i , as fomas 
dos momentos f M . x , fM . y , fM . x tomados em or-
dem aos mefmos planos faõ nenhumas , a foma dos mo-
mentos fM . MN referidos ao quarto plano qnalquer GVN 
ferá também nenhuma. 

102 Depois de havermos alfim defenvolvido o methodo 
de determinar os centros de gravidade de qualquer fyftema 
de corpos íituados no inefmo plano, ou em planos diver-
fos , e depois de havermos moftrado que em cada corpo , 
e em cada fyftema de corpos o centro de gravidade he hum 
ponto único , e fempre o mefmo em todas as fituaçoens 
po Uiveis : ferá conveniente , que appliquemos agora e ies 
princípios á determinaçaS do centro de gravidade nos cor-
pos , que a Geometria nos enlina a medir e a conhecer. 
Efta applicaçaõ , em quanto ao mais , naõ pode certamente 
ter-fe por huma efteril curioíidade. Neila fe reúnem duas 
venragens, de trazer á lembrança as formulas mais úteis 
da Analyfe , e de fervir de fundamento á Statica, cujo au-
xilio he de fumma importância nas Artes. 

I . 

Determinar o centro àc gravidade das Unhas. 

103 Ç Eja primeiramente huma linha refta AB ( Fig. 
i j 21. j , homogenea em todo o feu comprimento , 

e por confequencia uniformemente pezada. He faeil de ver, 
que o feu pezo total reful ta do pezo de cada hum dos feus 
elementos. Seja pois Mm hum deftes elementos infinitamen-
te pequenos , e feja A o ponto fixo , ao qual fe reportem 
os momentos ; AM — «, e Mm ~ d x. 

Pofto ifto , acharemos a diftancia do ponto A ao centro 
de gravidade, dividindo a foma dos momentos de todos os 
pequenos pezos Mm pela foma dos mefmos pezos. Logo 

f x d x * * 
ferá AG — : porém fx dx — — , e / - í * = «, fem 

f d x _ 2 
conftante, porque eftes dois integrais fe defvanecem fa-

f x d x x 
zendo x o ; logo — - - — := — • Fazendo pois *:= -AS* 

J dx 2 
a fim de acharmos o centro de gravidade da linha inteira 

AB, 
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AB 
> teremos AG r= —- ; ultimo refultado , que nos en-

2 
finaria, fe por outra parte o naõ viflemos evidentemente, 
que o centro de gravidade de qualquer linha rsâa, unifor-
memente pezada,fe acha fempre no meio delia. 

104 Se o pezo defta linha naõ folfe uniforme, o cen-
tro de gravidade naõ citaria no meio delia. Para fixar en-
taó o ponto, que elle deve occupar , reprefentemos em ge-
ral por X a deníidade da linha em qualquer ponto M , fen-

- , f X x d x 
do X huma funçaõ de x : e teremos AGzz 

JXdx 
Supponhamos que a deníidade de cada ponto M he pro-

fxxd X 
porcional á diftancia AM, Nefte cafo ferá AG s - — — 

fxdx 

2 i 

Logo ferá o centro de gravidade 

aos dous terços da l inha, contando defde o ponto fixo A. 

I I . 

Determinar o centro de gravidade do períme-
tro dos poíygonõs. 

l o j Orno o perímetro de qujdquer polygono he for-
V^/ mado pelo ajuntamento de muitas linhas reftas, 

facilmente fe pôde determinar o feu centro de gravidade. 
Supponhamos pois as quatro linhas Mm, Nn , Pp, 
(F ig . 22. ) , difpoftas de qualquer maneira. Eftá claro, que 
os feus centros particulares de gravidade fe achaS ho meio 
de cada huma, em a, b, c , f , e que eftes quatro pontos po-
dem confiderar-fe , como carregados, cadahum do pezo to-
tal da fua linha. 

Ifto fuppofto, acharemos o centro commum de gravida-
de dos fobreditos pontes ( n. 97. ) , imaginando em hum 
mefmo plano duas reílas A a', A a" perpendiculares entre 
£, fobre as quais fe conduziráõ perpendiculares tiradas de 
íiftdshum dos pontos graves; e allim teremos 

D G 

• 
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G G' - Mm• na' + N" • h l>' + P 1> • £ -r Qâ • f f 
~~ Mm-i-Nn^Pp -b^q 

cc„_Mm.aa" + Nn . b b " P p . c c"+ Q_q ; f f " , 
~~ M m -i- N n + P p -+-

Com eftas duas diftancias conheceremos pois em todos 
os csfos femelhantes o centro dos centros de gravidade G, 
de qualquer numero de linhas uniformemente pezadas, de 
que fe componha o perimetro de hum polygono. 

As mefmas formulas applicadas aos polygonos regulares 
dariaõ o centro de gravidade do perímetro 110 mefmo cen-
tro da ligurá ; coufa , que naõ pôde ter dificuldade alguma. 

I I I . 

Determinar o centro de gravidade de qualquer 
curva. 

106 ^ Eja a curva A M B ( Fig. 23. ), cujo centro efe 
O gravidade fe pertende determinar. Supponha-

mos C P — x , PM = y , M m — ds zs 1/ (dx2 -t- dy*~) ; e 
teremos y d s por exprelfaõ do momento de M m, tomado em 
ordem ao eixo CP, e xds em ordem ao outro eixo C 
Logo ferá determinado o centro de gravidade G da curva 

AMB pelas duas formulas GG' = GG" 
s s 

nas quais devem tomar-fe os integrais de A até B. 
107 Se a curva tiver dois arcos iguais e femelhantes 

A B , A B: ( Fig. 2 4 . ) , he evidente que o centro de gra-
vidade deve achar-fe no eixo CP. Porilfo naõ he necef-f x d s 
fario entaõ mais doque calcular a diftancia CG — -

s 
— f x V ( d x 2 + 
~ fV(.dx2+dy-) 

f y d s 
lo8 Dando a formula G G ' = — - — a diftancia do cen* 

tro de gravidade da curva AMB i linha das abfciífas CP 
( F i g . he fácil de deduzir hum methodo differente 
do que le^ enlina na Geometria , para determinar o valor 
das fuperficies curvas dos folidos de revoluçaõ. Porque 

cha-
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chamando c a circumferencia do circulo, cujo diâmetro 
he i , ifto he , fazendo c ~ 141 59265 js:8y79j2 &c, fa-
beiruis que 2 cfyds he a formula geral defta efpecie de fu-
perficies , a qual por confeguinte exprime a fuperticie cur-
va gerada pela rovoluçaõ de A MB ao redor do eixo CP. 

i c f y d s 
Porem temos 2 c.GG'^, — logo 2 c f y d s z: s. 

2t". GG' — ao produfto da linha generante A MB pela 
circumferencia , que defereve o feu centro de gravidade. 

109 Pode generalizar-fe efte refultado, e concluir-fe 
que girando quantas linhas quisermos, reilas ou curvas, ao 
redor de qualquer eixo, a fuperjicie por cilas gerada ferá fem-
pre igual ao produfto da foma das linhas generantes pela cir-
cumferencia , que na mefma revolução defereve o feu centro 
commum de gravidade : com tanto que todas eflas linhas efie-
jao de huma mejma parte a refpeito do eixo da revolução. Ha-
vendo algumas porem , que eftejaõ da outra parte , deve-
rá diminuir-fe a fuperticie, que ellas produzem, da fuperfi-
çie produzida peias outras ; e. a differença dará a fuperfi-
cie do folido. 

110 Daqui fe infere hum methodo bem íimples para 
achar o centro de gravidade de qualquer fyftema de linhas. 
Porque a diftancia defte centro a huma recla tomada arbi-
trariamente fe achará, fazendo revolvei" o fyftema ao re-
dor da dita linha, e div A l d o a foma das fuperficies pro-
duzidas , pela circumferentia cujo raio for igual á foma 
das linhas generantes. 

E reciprocamente : Se por outra parte for conhecido o 
centro de gravidade de hum fyftema de linhas , ferá fácil 
de conhecer a fuperficie do folido deferito pela fua revo-
luçaõ ao redor de qualquer reíia , multiplicando a foma 
das linhas generantes pela circumferencia, que defereve o 
feu centro commum de gravidade. 

111 Logo, fe qualquer polygono fymmetrico, ou regular 
abfhk, fizer huma revoluçaõ ao redor de qualquer linha 
reíia AB (Fig . 25. ) , a fuperlicie do folido deferito ferá 
igual ao produíto do perímetro do polygono pela circumfe-
rencia , cujo raio for igual á perpendicular G G', conduzi-
da do centro da figura para o eixo da revoluçaõ A B. 

Logo também a revoluçaõ de hum circulo, ou de hu-
111» Çllipfe qualquer A C E (Fig. 2 6 . ) , ao redor da fua 

D 2 tan-
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tangente no ponto A , defcreverá huma fuperfície igua! ao 
produeto do perímetro da figura pela circumferencia, que 
deícreve o raio AC. Se o folido de revolução for gerado 
por hum circulo , entaõ ferá a fuperfície igual á de hum 
quadrado, que por lado tiver huma linha reíla igual á cir-
cumferencia do mefmo circulo. 

Em geral (Fig. 27. 2 8 . ) : Se qualquer figura abdc 
compofta de duas , ou de quatro partes iguais, e femelhan-
tes ab, ac, cd, bd, fizer huma revoluçaõ ao redor de qual-
quer eixo AB , a fuperricie do folido, que reluitar , ferá 
igual ao produ&o do perímetro abdc pela circumferen-
cia, cujo raio he GG' , e cujo comprimento he 2 c. G G'. 

Em fim, fe ao redor de qualquer ponto C ( Fig. 2 9 . ) 
e(tiverem difpoítas de huma maneira fymmeírica quantas 
figuras fe quizerem a, a'; b, b' ; e, e', a fuperficie do fo-
lido gerado pela revolução cio fyftema inteiro , ao redor 
de qualquer eixo AB , ferá igual ao produéto da foma 
dos perímetros de todas as figuras pela circumferencia, 
cujo raio he C C', e cujo comprimento he 2 ç.CC'. 

As dilfereqtes Propofições , que acabamos de enun-
ciar , podiaõ fer demonítradas direitamente pelos únicos 
princípios da Geometria. Mas efTe medo de as deduzir 
eíiá muito longe de ter toda a elegancia do methodo fun-
dado na theorica dos centros de gravidade. 

' * 

Exemplos. 

112 I. A Cbar o centro de gravidade G do perimetrtf 
j [ \ de qualquer triangulo ABC (F ig . 30. ). 

Bufque-fe primeiramente a diftancia deite centro ao la-
do AC, fazendo girar o triangulo ao redor delle , e divi-
dindo a fuperficie , que deferever, pela circumferencia, cujo 
raio he igual ao perímetro do mefmo triangulo. Achar-fe-há 
pois que AB defereve huma pyramide cónica r e í t a , aqna l 

tem por fuperfície AB . -1 circ BD, e que BC defereve ou-
2, 1 

tra pyramide cónica reíta, cuja fuperficie heBC . — circ BD ; 
logo z 

(AB + B C ) ' circ BD ' (AE 4- BC) BD 
CG' s _ 12 -2 ; 

Circ ( w 4 B . - f c B C - J . A Q ( AB £ B C * A C) 
O 
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O principio dos momentos daria immediatamente o mef-

tno refultado , porque o momento do lado AB he — A B . 

B D , e o do lado BC h e — BC . B D. 
x 

Bnfque-íe depois por huma conftrucçaõ geometrica o 
ponto G : e para iíTo , feja E o meio da perpendicular B D, 
e conduza-fe a refta G F parallela á bafe AC, e em di-
ftancia igual a G G'. Logo ferá £ F z ; - B D - . G G ' zz 

~BD.AC 2 

Dividindo pois a fuperíicie do trian-
2 

AB + BC-t-AC 
guio pelo feu peri:r.etro, fe achará a diftancia E F , e ferá 
determinado o ponto F , pelo qual deve fempre paífat a 
linha FG parallela á bafe AC. O 

Bufque-fe em fim por hum proceffo femelhante a reíla 
XG parallela ao lado BC, e a fua interfecçaõ com FG 
determinará o ponto G , centro de gravidade do períme-
tro triangular A B C. 

i i ] He verdade, que efte centro podia também d e ; 
terminar-fe de hum modo mais fácil , e igualmente geral. 
Porque feja a o meio do lado AC, e b o meio de B C ; e 
do centro de gravidade GÉ ( q u e fe fuppoem conhecido ) 
tircm-fe para os lados AC, BC as perpendiculares G G ' , 
GG". Ifto pofto, ferá refolvido o Problema, fe conhe-
cermos as reftas a G ' , b G " . Para ilío faremos eftas duas 
proporções , 

4AC:AB-i>BC~,AC:*.AB-BC:aG' 
4 B C : A B -t- A C — B C:: A B — A C : b G". 

114 II. Achar o centro de gravidade G de qualquer 
*rco circular AM (F ig . 31 . ) . 

A fua diftancia GG' ao raio AC fe achará dividindo 
a fuperíicie do fegmento çsferico , que defereve o arco AM 
n a f u a revoluçaõ ao redor de AP, pela circumferencia , 
cujo raio he igual ao comprimento do mefmo arco. Te* 

. . . A P . circ A C 
remos pois em primeiro lugar G G ' S •—- :=; 

circ A M 
AP . AC 

" — • Em fegundo lugar , fazendo revoluçaõ o mef-

mo 
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mo arco ao redor do eixo perpendicular B C , teremos 
CO. circ AC PM. AC T 

CG' — - r; . Loiío para determinar 
circ AM AM h 1 

o ponto G faremos as duas proporções feguintes. 
O arco A M he para o ftu feno vcrfo A P , como o raio 

para a diflancia GG' do centro de gravidade ao raio AC. 
O arco AM he para o feu feno reílo PM , como o raio 

para a dijlancia CG1 do centro de gravidade ao eixo BC. 
Bailará porém calcular huma deitas diftancias ; porque 

bem fe vê , que o centro do gravidade deve achar-fe no 
raio C G , que divide o arco AM em duas partes iguais. 
Ifto mefmo fe demonftra pelas formulas precedentes , das 

GG' AP quais fe tira — zr — ; logo os triângulos CGG', APM 
CG' AM J 

fsÕ femelhantesf e o angulo AMP — GCG' zz ~ ACM. 

Quando houvermos pois de determinar o centro de gra-
vidade G' de hum arco circular MAM, tiraremos hum 
raio CA , que o divida em partes iguais no ponto A , e 

AC.MPM 
fobre elle tomaremos a parte C G ' z = — , „— , ilto 

MAM 
he , buma quarta proporcional ao arco , d fua corda, e ao 
raio. 

Donde fe fegue reciprocamente , que fe por outra par-
te pudelfemos de hum modo exadlo determinar o centro de 
gravidade de hum arco de circulo, teríamos juntamente a 
reílificaçaõ rigorofa delle. 

n f III. Achar o centro de gravidade G de hum arco 
parabolico MAM dividido em duas partes iguais no vertice 
A (Fig. 32.) . 

Seja o parametro zr 1, e teremos pela equaçaõ da pa-
. » ^ / y y i y V O - M y y ) 

rabola yy — x. Logo AG~ —— — — — — — 
fày V C1 + 4X>0 

, » r í > ' C i + 4 > ' y ) 2 _ f í / ' í > ' V C i + 4 > y ) 
( n . 107. ) z í -

t 
f d y v (1 + w ) 

* y(.i + 4yy)* i T„ . . . 
~ 1 r-jz — Logo conduzindo a tangeu-
36 AM. 10 

te 
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i MT* 
te MT , e r, normal MN , ferá AG zz — p ^ ^ ^ 

i 2 V T . A Í T i 
—. — — — — • • Tomaremos pois liuma quar-

16 8 A M 16 
ta proporcional a 8AM , NT, MT , da qual tiraremos a 
decima-fexta-parte do parametro , para termos a diftan-
cia AG do centro de gravidade G ao vertice A. 

i i6 IV. Achar o centro de gravidade de bum arca cy-
cloiàal MAM, cujo circulo generante tem f>or diâmetro AB 
( F i g - ? ? - ) -

Seja AB — a. Pela natureza defta curva teremos AM2 

f x d s fs*ds 
— s2 zz 4 a x. Logo ferá AG zz zz = - -b s 4 as 

í ' -f2 4 a X 1 t jn- • r —x. íilta pois fempre o cen-
17, a s 12 a 12 a 
tro de gravidade a hum terço da abfciíTa AP , contando do 
vertice , e o da cycloide inteira a hum terço do diâ-
metro AB. 

117 Se as linhas forem de natureza differenre , ou 
naõ puderem exprimir-fe por huma mefma equàçaõ , he 
necelíario bufcar o centro de gravidade particular de ca-
dahuma, e depois coníiderallo como hum ponto , carre-
gado de todo o pezo da fua linha. Eftes centros com-
binados entre fi daraÕ o centro commum, que fe hmca. 
Eifaqui hum exemplo. 

118 V. Achar o centro de gravidade G' de hum arco 
de circulo MAM com a fua corda MM ( Fig. 34.) . 

Como o centro de gravidade G do arco MAM fe de-
CA.MPM 

termina pela diftancia CG zz — — - — e como P 
MAM 

he o centro de gravidade da corda MM , confideraremos 
os pontos G, P carregados dos pezos MAM , MPM , e 

CG . MAM + CP. MPM 
acharemos a diftancia CG' zz —— — 

MAM-fMP M 
ÇC A ±C P) MPM n , „ . 

— — , . . .. ; ». Donde fe tira efta proporçaõ 
M AM + MP M 

MAM +MPM :MPM : : CA + CP : CG'. O metho-
do geral ( n. 110. ) daria o mefmo refultado. PalTemos 
ao centro de gravidade das fuperficies planas. 

i y . 
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IV. 
Determinar o centro de gravidade de qualquer 

Juperjicie plana. 

119 Ç Eia BM huma curva qualquer , reportada ao 
O eixo A'P ( Fig. 35. ) , e feja M P p m o ele-

mento da fuperíicie do trapézio B C P M. O centro de gra-
vidade R deite elemento he ao mefmo tempo o feu centro 
de figura , e pôde conliderar-fe carregado de todo o fevt 
pezo y dx. Pelo que os momentos deite pequeno reítan-
gulo em ordem aos eixos perpendiculares AP, AQfera& 

ydx.RR', e y dx .RR": porém R R ' — - y ^ W z i * ' * 
2 

~ fvy d X f x y d x 
logo GG1 — , e A G' — Bem enten-

Jyd.v fy d x 
dido , que eítes integrais devem tomar-fe de JB até M., 
fendo a origem das abfcillas em A. 

120 Se imaginarmos , que a figura BC PM faz huma 
revoluçaõ ao redor do eixo A P , o folido gerado terá por 
medida cfyydx. E porque o valor de GG' , que temos 
achado, nos dá 2 c . G G ' . fy dx =z cfyy dx , concluire-
mos, que P folido formado pela revoluçaõ do efpaço BCPM 
ao redor do eixo AP he igual ao prifma reflo , que tiver 
por bafe o mefmo efpaço , e por altura a circumferencia 
defcrita pelo feu centro de gravidade. 

121 A mefma propriedade terá lugar, feja qual for 3 
figura generante, e a íua poliçaõ a refpeito do eixo. Sup-
ponhamos com effeito qualquer figura BCD ( Fig. 36. ), 
referida a hum eixo AP, e conduzamos huma ordenada 
PMM', que corte em Al , c M' as partes inferior e fu-
perior do perímetro da figura. Fazendo AP — x, PM — y, 

, ferá o elemento do efpaço 
y' - 4 - u 

BM'M, a diftancia do feu centro de gravtda-
2 

de ao eixo AP , c dx -.•d* 
2 2 " * 

o feu momento em crdem ao mefmo eixo. Donde conclui-
ÍCy'y' — yy) dx _ 

remos GG' ^ w , ou a c.GG'.BCD 
2.BC D 
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~ c f y ' >•' d •/. — c fy y d x. Porém eftá claro ene cfy'y' 
he a exprelíaõ do folido produzido pela revolução da parte 
íuperior da figura BCD , e que c f y y d x exprime igual-
mente o folido gerado pela revolução da parte inferior 
BMD. Logo a dilferença deites dous folidos dará eviden-
temente o folido produzido pela revolução da figura BCD 
ao redor do eixo AP. 

122 Eni fim , feja qual for o numero das figuras gene-
rantes , efte methodo terá fempre a mefma applicaçaõ. Por-
que de huma parte , cada figura multiplicada pela circum-
ferencia , que defereve o feu centro de gravidade, dá o 
folido por ella produzido na fua revoluçaÕ ; e da outra 
parte , a foma dos produétos de cada figura pela circumfe-
rencia , que defereve o feu particular centro de gravida-
de, he igual á forca dr.s figuras multiplicada pela circum-
ferencia , que defereve o centro commum de gravidade , 
porque as eircumferencias faõ proporcionais aos raios, e 
a foma dos produítos de cada figura pela diftancia do feu 
centro de gravidade ao eixo , he igual á foma das figu-
ras multiplicada pela diftancia do centro commum de gra-
vidade ao mefmo eixo. Logo o producto total da foma 
das figuras multiplicada pela circumferencia , que defere-
ve o centro commum de gravidade, dará a foma dos fo-
lidos produzidos pela revolução de cada huma cias figuras. 
Deve pois ter-fe por geralmente demonftrado o Theorema 
feguinte. 

i2j Todas as vezes que huma, ou muitas figuras f j v i f -
quer , fituadas no mefmo plano , girarem ao redor de hum 
fixo , tomado como fe quizer no mefmo plano , a foma dos fu-
lidas por cilas produzidos na fua revolução , he igual d Jb-
ma de todas as figuras , multiplicada pela circumferencia , 
que defereve o centro de gravidade de iodo o fyftema. Bem 
entendido , que fe todas as figuras generantes naõ eíti-
verem da mefma parte a refpeito do eixo , deve tirar-fe 
a foma dos folidos produzidos pelas figuras, que èftaõ de 
huma parte, da foma dos íolidos produzidos pelas figuras, 
que eftaõ da outra; e a diferença ferá o refultado que fe 
procura. 

Efte Theorema, eo que acima demonítrámos fn. 1C9.), 
tem grande ufo na Mechanica. Ambos faõ conhecidos 
pela denominação de Theoremas do P. Guldin , que foi o 
primeiro que os publicou em huma obra intitulada Cen-
tral ary ca. 124 l?e-
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114 P e ' ° ultimo Theorema pôde medir-fe a folidez de 
todos os folidos gerados pela revoluçaÔ de qualquer figu-
ra fymmetrica , do mefmo modo que pelo primeiro temos 
medido as fuperficies curvas dos mefmos folidos , como fe 
vê nos cafos feguintes. 

I. Se o polygono fymmetrico da Fig. 25. fizer huma 
revoluçaô ao redor de qualquer eixo A B , o folido que 
refultar terá por medida o produclo da fuperficie do mef-
mo polygono multiplicada pela circumferencia do raio G G'. 

II. Se o circulo A C E ( Fig. 2 6. ) fizer huma revolu-
ção ao redor da fua tangente A B , o folido por elle pro-
duzido terá por medida a fuperficie do mefmo circulo mul-
tiplicada pela circumferencia. Sendo pois o raio a , ferá o 
dito fo l i dos 2 / j ' í 2 . 

III. Se huma ellipfe ( Fig. 27. 28. ) , ou qualquer ou-
tra figura comporta de duas , ou de quatro partes iguais , 
femelhanres , e fymmetricamente difpoftas a refpeito de 
hum ponto G , fizer huma revoluçaÕ ao redor de qual-
quer linha A B , o folido que refultar ferá igual a hum 
prifma re f to , que tenha por bafe a figura generante e por 
altura huma reéfa igual á circumferencia defcrita pela re-
vo!uça5 do ponto G. 

IV. Em geral : Se a refpeito de hum ponto C ( F i g . 
29. ) eftiverem quantas figuras fe quizer , iguais , feme-
íhantes , e diftribuidas fymmetricamente em roda delle , 
o folido produzido pela revolução de todo o fyftema ao 
redor de qualquer eixo A B , terá por medida a foma de 
todas as fuperíicies generantes multiplicadas pela circum-
ferencia defcrita pelo raio C' C. 

125 Reciprocamente , quando fe tratar de conhecer 
o centro de gravidade de qualquer figura plana , efta fe 
fará girar ao redor de qualquer eixo tomado arbitraria-
mente , e dividindo o folido que refultar pela_ fuperficie 
generante , e por 2 c, o quociente ferá a diftancia do cen-
tro de gravidade ao eixo de rotaçaõ. Achando pois ou-
tra diftancia femelhante a hum fegundo eixo tomado tam-
bém arbitrariamente , o centro de gravidade ferá deter-
minado , e conhecido. 

Ha com tudo hum pequeno inconveniente na applica-
ça5 defte methodo e h e , q u e para nos fervirmos delle he 
neceílario , que por outra parte conheçamos a medida dos 
folidos que podem clefcrever as fuperficies, cujo centro 

de 
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de gravidade queremos determinar. Faltando ido, ferá ne-
celfario recorrer ás formulas gerais acima dadas ( n. 119.). 
Eisaqui algumas applicações, que daraõ nova luz a efta 
matéria. 

Exemplos. 

126 I. A Cbar o centro de gravidade de qualquer 
j f \ trapézio A BMP (F ig . 37. ) , o de bum 

triangulo, ou de qualquer figura reflilinea. 
Já fabemos pela Geometria , que a pyramide cónica trun-

cada , que refulta da revolução deite trapézio ao redor do 

eixo A P , tem por valor ~ A P(AB1-tA B . MP+M P 3 ) , 
3 

e que a fuperficie do trapézio fe exprime por -- A P ( A B 

+ Í 1 Í ) . Logo ferá a diftancia - - - - - - - -

~ A P(A B-4-AB . M Pi-M P-) 
GG' = AG" = — 

2 c — AP( AB + MP ) 

- 1 . AB*+AB.MP+MP* 
~ 3 ' A B + Aí P 
« • - I A B + 1 • • 

3 3 A B -*- M P 
Donde fe vê , que efte valor he abfolutamffnte inde-

pendente da linha A P. 
Do mefmo modo fabemos , que a pyramide cónica re-

fta defcrita pela revoluçaõ do triangulo B g,Al ao redor 
do eixo A tem por valor — B c . gAÍ* = c.. 

A P 2 ( A Í P — A B ) , e que o cylindro defcrito pela re-
voluçaõ do reâangnlo A P Aí g, ao redor do mefmo eixo 
tem por medida c . A P ,2 M P . Logo o folido produ-
zido pela revoluçaõ do trapézio AB M P terá por expref-

faõ c . A Ps . ( — Aí P + i, A B ^ ; e confèguintemente 

tere-
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teremos a diftancia 

. AP2 ( A B + i j l P ) 
GG" AG' — - ! 

a c . - A P C ^ B + A Í P ) 

T AB + 2M P 
a P . 

3 >4 J3 + AÍ P 

- 2 ^ p 1 IJ4 P • ^ S -= 7 ~ f ' A~B + M P ~ 
He fácil de ve r , que ellas formulas fempre tem lugar ; 

feja qual for o angulo formado fobre as parallelas A B , 
M P pela fecante A P , com tanto que liaja a advertên-
cia de tomar fempre G C ' « G G" refpeflivamente paral-
lelas a A O, e A P. Logo por eftas duas formulas deter-
minaremos o centro de gravidade de qualquer trapézio. 

127 Daqui fe fegue , que fazendo A B ~ o , e conver-
tendo-fe o trapézio em hum triangulo AM P ( Fig. 38. ), 
o centro de gravidade fe determinará facilmente toman-

2 1 
do AG'— >— AP, e conduzindo G' G t= — M P, e paral-

3 3 
leia a M P. 

Porem , fe pelo ponto G afiim determinado, e pelo 
ponto A imaginarmos huma refta A G F, teremos AG': 
AP , ou 2 : 3 : : A G A F:: G G': F P; logo íG = 

A F , e F P s ^ M P . Ifto nos dará huma conftrucçaõ 

muito fimples , para determinar o centro de gravidade de 
qualquer triangulo A MP . Conduziremos a recta A F do 
vertice A para o meio F do lado cppofto , na qual toma-
remos a porçaõ F G , que feja liuma terça parte delia 5 e 
ferá G o centro procurado. 

128 Seria fácil de achar a mefma conftrucçaõ de hum mo-
do ainda mais limples , que naõ fuppoem o calculo preceden-
te. Porque(Fig.}9.) 5 como a refla A F conduzida do vérti-
ce A para o meio do lado oppofto MP divide em partes 
iguais todas as parallelas a M P , pada por todos os cen-
tros de gravidade particulares delias, e confeguintemente 
pelo centro de gravidade do mefmo triangulo. Pela mef-
ma rafaõ, conduzindo MH do vertice M para o meio do 

lado 
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lado oppofto A P , efta fegunda reíla paliará também pelo 
centro de gravidade; o qual por confeguinte fe. achará no 
ponto G determinado pela interfecçaõ das linhas A F, 
M H. Mas para deduzir o valor de F G , tire-fe a reda 
HF , que ferá parallela ao terceiro lado A M , e teremos 
P H : P A jOa i r 2 :: H F : A M : G F : AG ; logo FG = 

~ A F. 
3 

129 Agora , que coufa mais f.icil do que achar o cen-
tro de gravidade de qualquer figura redilinea ? Dividir-
fe-ha primeiramente em triângulos , e fe bufcaráõ os cen-
tros particulares de gravidade de todos elles : depois con-
fiderando eftes centros, como pontos carregados do pezo 
dos feus triângulos, determinar-fe-ha o centro commum 
de gravidade, que ferá o da figura propofta. 

130 II. Achar o centro de gravidade de bum femi-fegmen-
to circular A MP ( Fig. 4 0 . ) , e o do fígmemo inteiro. 

Fazendo AP=ix,PM — y , A C =5 a ; teremos y v ~ 
2 a * - < . * * , e f y y d x t= f (2 a x d x — x x d x ) a 

1 „ (a — — x*) — x-
— , e por confeguinte G G ' =; 
3 * AM P 

Do mefmo modo teremos f x y d x /[ — a)d*2 

Y(2ax—xx) + adxyr2ax->xx')]z: - — (zax 
j 3

 t 

R . a . A M P - - P A Í Í 
~ x x) *+a.AMP-, logo A G' = ! 

5 A MP 
I P M ' 

o b C G ' 3 ~ 
•$ A MP 

O mefmo^refultado fe acharia, fem ter neceflidade def-
tas integrações, fe fizeflemos revolver fucceíRvamente o 
ferai-fegmento AMP ao redor dos eixos CA , C B , c 
medilfemos as porções de esfera por elle produzidas. 

IJI Agora , para determinar o centro de gravidade de 
todo o fegmento MAM PM, naõ he neceffario mais do 

i p jjji 
$uc a diftancia C G ' - j . c u : 0 v a i o r calculado pa-

AMP 

** 
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ra o femicirculo B A B dará —. • —, que fe reduz pro-
3 c 

11 
ximamente a — a . 

131 III. Achar o centro de gravidade de qualquer fedor 
circular MÀ M C [ Fig. 40. ) . 

Nelte Problema podemos fervirnos de qualquer dos tres 
modos feguintes. i°. Podemos refolver o fedor em duas 
partes, das quais feja huma o fegmento M A M P M , e 
a outra o triangulo M C M . A primeira tem o feu centro 
de gravidade em G", e a fegunda em G ' " ; logo o fedor 
deve ter o feu em hum oonto r, de forte que fefa 

CrQMAMPM rhÁÍ C iW ) = CG'.MAMPM-+-

C G'". M C M =3 — P M' -t- — C P. CP. PM. = - -
3 3 

~PM(CP2-t-PM2)=! — PM. CM' ; logo Cr — 
3 3 

fPM .C M3 2 M M. C M _ 
AM .CM ~ F jVÍAJW 
Donde, para determinar o centro de gravidade de hum 

fedor circular em todos os cafos , teremos efta proporçaõ : 
O arco M A M he para a fua corda M M , como dous ter-
ços do raio paia a diftancia do centro do circulo ao centro 
de gravidade do feitor. 

2° Podemos coníiderar o fedor , como formado por triân-
gulos infinitamente pequenos C N n ( Fig. 41. ), todos com 
o vertice no centro do circulo, cujos centros particulares 
de gravidade eftaráô feguidamente fobre o arco B E D def-

2 
crito com o raio C B =s—CM. AtTini na6 refta mais do 

que determinar o centro de gravidade do arco BED ( n. 
114 ), que fe achará tomando 

C B. BFD 2 C M .MM ^ g _ . ^ ^ ______________ 

BED " 3 MAM 
3° Podemos também fuppor, que o fedor C M A M 

íaz huma revoluçaõ ao redor do eixo C K , perpendicular 
a C A. O folido produzido ferá huma efpecie de fedor es-
férico , que terá por medida a fuperficie defcrita na mef-

ni? 
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ma revoluçaõ MM. circ AC multiplicada pelo terço do 
raio. Logo teremos ( n. 125.) 

MM.zc.AC.~AC , C M . MM 
CG" » 2 

2C . M AM. ~C M 3 MAM 
133 IV. Achar o centro de gravidade de huma pcaabola 

A M de qualquer ordem qus feja ( Fig. 42. ) . 
Suppondo o parametro =s x , a equaçaõ delia curva ym — x 

nos dará dx—mym~l dy , e confeguintemente fydxzz 

fmymdyzz ———y™"®"1-; logo 
« +• 1 

1 - . m m J- 3 , 
- f y y d x ——r- y w-f 1 

C 6 ' s " 2 —— P M. 
St*" -WT~rym + l 2w + 4 

r i
 m 2 OT+ I , 

, f x y t x * 
GG"-- — AP. 

f y d x — y m * 1 i m i i 

Elias formulas 11a parabola ordinaria da6 GG' -3 M P, 

8 

t GG" — ~ P; valores, que daraõ fempre a conhe-

cer facilmente o feu centro de gravidade. 
134 V. Achar o centro de gravidade de bum fegmento el-

liptico qualquer A M P M ( Fig. 43. J . 
Coníiderando os momentos em ordem ao fegundo e ixo, 

e fazendo C Pa x ,P M=z y , C Azí a ,CB - b, acha-
/—1 y x d x bbxx 

remos C G s • Porémyy a bb ; 
/— y dx a a 

logo xdx=t ~ ~ y dy , t f ~ y x ix=i - i - "rr y*3 
0 0 3 o . 

i a 2 2 ai 
— . PM.» —• — P M ' 

logo C G a 2. — a i — i ! 
MAMPM a 

T • MA M P M 
P Ni 

3 ' NANPN 
Don-
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Donde fe moftra, que o centro de gravidade do fermen-
to clliptico A Aí P M he o mefmo que o do fegmento circu-
lar NA N P N. 

0 mefmo fuccede com o centro de gravidade do fedor 
elliptico C Al A Aí C a refpeito do fedor circular C N AN C, 
cujo arco he fempre determinado pelo prolongamento de-

M M. 

V. 

Determinar o centro de gravidade das fu-
perficie s curvas. 

T ^ T Aõ póle haver dificuldade nefla indagaÇaS, 
i. quando fe trata da fuperficie lateral de hum 

prifma. Porque bfem fe vê , que o centro de gravidade def-
ta efpecie de fuperficies deve neceífariamente achar-fe no 
meio da linha , que defcreve o centro de gravidade da ba-
fe, na formação do prifma. Paliemos pois aos folidos de re-
voluçaõ. 

1 ]6 Seja huma fuperficie curva, produzida pela revolu-
Çãõ do arco Aí B ao redor do eixo A P ( Fig. 44- He 
evidente , que o feu centro de gravidade G deve eltar no 
mefmo eixo , e que para fer determinado, na5 he necelfa-
rio mais do que conhecer a fua diftancia á origenv das 
abfciífas , que fupporemos em A. 

Eftá claro também, que o elemento M m defcreve a fu-
perficie de huma pyrami Je cónica truncada , a qual tem 
por medida xcyds, e por centro de gravidade o ponso 
r no meio de P p. Efte ponto pode confiderar-fe carre-
gado de todo o pezo da faperiicie i c y d s , e o feu mo-
mento em ordem ao ponto A origem das abfciífas ferá 

Cxyds . 
2 c xy ds. Logo a formula j 4 G = — :—, fará fempre 

f y d s 
conhecer os centros de gravidade das fuperficies curvas 
dos folidos de revoluç-õ. 

Exemplos. 

1. \ Aciar o centro de gravidade da fuperficie curva 
j t \ de bwnci pyrami de cónica retta MAM ( Fig.4F.>. 
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Fazendo A P = * , P M = 3 y , e o angulo MA Pz: a , 
. j

 d x 

teremos primeiramente y ~x tanga , e a, s s — — , e con-

r J 1 } , 
f x x d x -r x x 2 

ieguin temente A G =; A — — — * = — AP. 
f x d x i « J J 

2 

Doude fe collige , q te o centro de gravidade da fuper~ 
Jicie cénica be o mefmo que o do triangulo MAM. 

Com igual facilidade fe podia chegar ao mefmo refulta-
do , imaginando a fuperficie cónica dividida em huma in-
finidade de pequenos triângulos iguais e femelhafttes MAmy 

cujos centros particulares de gravidade fe achaÕ todos em 
huma circumferencia defcrita do pólo A com o raio A D es 
z -j-AM,e o centro de gravidade defta circumferencia 

fe achará confeguintemente era G na diftancia AG — . -AP. 

II. Achar o centro de grav idade da fuperficie de hum 
fegmento erferico , e em geral de qualquer zona. (Fig.44.). 

Sendo a o raio da esfera , e B a origem das abfciífas, 
f x d x 

teremos y d s —a d x, e confeguintemente '"j ^ x~ 

K —• x. Donde fe vê geralmente, que o centro de gra-
vidade da fuperficie de hum fegmento afcrico , ou de qualquer 
zona , efiti tio meio da porção do eixo cmprebendida por el-
le , ou por ella. 

III. Achar o centro de gravidade da fuperficie convexa de 
bum folido paraboloide ( Fig. 44. J. 

Seja B M hum arco da parabola , que pela fua revolu-
ção defereve o folido paraboloide , e feja B a origem 
das abfciffas. Fazendo o parametro ~ 1 , ferá a equaçaS 
da parabola generante^y =3 x, e acharemos o centro de 
gravidade da fuperficie convexa do paraboloide , pela for-
mula feguiate 

£ 2 G ~ 
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BGzz 
fys ày v( i + 4yy )__ 

fy dy y( i +4yy) 

- "i 
4 - - 7 [ o * 4 ^ r ~ i J 

3 yy C i + 4yy)2 i 

C i f 4 y y 

vi. 
Determinar o centro de gravidade de qtiaU 

137 T Magínemos o folido partido por fecções infinP 
i tamente yezinhas , e parallelas á hum plano to-

mado arbitrariamente. Chamando T qualquer delias fec-
ções , e a fua diftancia ao dito plano , ferá T d x a ex-
prelfaô do elemento do folido comprehendido entre duas 
fecções contíguas , e T x d x a expreffaõ do feu momen-
to. Logo a diftancia do centro de gravidade do folido ao 
plano referido ferá geralmente reprefentada pela formula 

me do folido propofto. Repetindo o mefmo calculo a ref-
peito de outros dous planos perpendiculares entre fi , e ao 
primeiro , teremos tres diftancias ao centro de gravidade , 
que he o que bafta para o determinar. 

138 I. A Char o centro de gravidade dos prifmas , dot 
JLJÍ. cylindros reclos c olliptos, das pyramide? 

angulares e cónicas ; e geralmente de todos os polyedrr.s. 
Sendo as fecções dos prifmas , e cylindros, todas pa-

ral-

qtier folido. 

, na qual f T d x he o mefmo que o volu-

Exemplos. 
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tallelas e igunis ás bafes oppoftas , eftá -claro que o feu 
centro commam de gravidade deve achar-fe no meio da 
linha recta , que paífa pelos centros particulares de gravi-
dade das mefmas bafes. Donde naó tem dificuldade al-
guma efte primeiro cafo. 

O fegundo naó he menos fácil. Porque todos os corpos, 
gerados á maneira das pyramides , podem fer partidos por 
fecções parallelas, e femelhantes á bafe ( Fig. 46. J : e en-
taõ a reda A D , cond'izida do vértice p^ra o centro de 
gravidade da bafe D, deve evidentemente palfar pelo .cen-
tro de gravidade de cada huma das fecções , e confeguin-
femente pelo do folido propofto. Logo para conhecer a 
diftancia A G , imaginaremos o pezo de cada fecçaÕ reu-
nido no feu centro particular de gravidade em hum pon-
to D da reíta AD, que chamaremos x • e advertindo, 
que todas eftas fecções faõ proporcionais aos quadrados das 
luas diftancias refpeclivas ao ponto do vertice A, teremos 

. f x t d x 4 x* ? 3 
AG=: 4—— - -— - -i * - -í- AD. 

f*2 dx 4 4 
i 

Logo o centro de gravidade dos folidos pyramidats ejiard 
Jempre aos tres quartos da àijlancia A D , contada do ver-
tice para ò centro de gravidade da bafe. E com efte co-
nhecimento , ficará muito fácil a indagaçaÕ do centro dé 
gravidade de toda a forte de polyedros. 

139 II. Achar em particular o centro de gravidade de 
quáifquer folidos de revolução. 

Tomando qualquer fegmento perpendicular ao eixo de 
revoluçaõ , he manifeíto que o feu centro de gravidade 
deve achar-fe no mefmo eixo. Porém a exprelfaõ do ele-
mento comprehendido entre d u a s fecções infinitamente ve-
zinhas he cyydx; logo a diftancia do centro de gra-
vidade do folido á origem das abfciífas ferá reprefentada 

. , . f y yx d x 
geralmente pela formula ; • 
** f y y dx 
I Supponhamos, por exemplo , que nos pedem o centro 
iáè gravidade de qualquer fegmento esferico ( Fig. 44. ). 
Neífe cafo teremos y y ~ — donde refulta - - -
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2 i 
fyyxdx — '—<«*'-<— x* , e fyydx — 

3 4 

-— *» ; logo a diftancia do centro de gravidade de qual-

quer fegmento esferieo ao vertice ferá conhecida pela 

formula 

fax»— 7 x* 8 a ~ i .* 
BGa f = K. 

a —• - i 2 a — 4 x 

Defta forte , fazendo x — l a , para termos o centro de 
gravidade da esfera inteira, que por outra parte fabemos 
que coincide com o centro da figura , acharemos B G ~ w , 

e fazendo xzza, teremos BG ~ ~ a, ifto he, ferá o cea-
8 

tro de gravidade de hum hemisferio aos finco oitavos do 
raio, contando do vertice. 

III. Achar o centro de gravidade de qualquer fcãor esferi-
eo CM AB ( Fig. 47. ) . 

Todo o fedor esferieo pôde refolver-fe em duas partes, 
huma das quais he o fegmento esférico AMB , e a outra 
huma pyramide cónica reda C B M- O fegmento tem o cen-

2 a —• 3 x 
tro de gravidade G na diftancia A G zz x, e a 

1 2 a — 4» 
pyramide cónica o centro de gravidade Gl na diftancia AGt 

3 x + a c 
Sí " A folidez do fegmento tem por valor — ( j á * » 

4 3 
£ 

—• x* ) , a da pyramide cónica — (a — x) (ia* 
3 

2 

e a do fedor — C AJ Logo tomando os momentos em or-

dem ao ponto A , a fim de determinarmos o centro de gra-2 vidade Gl' do fedor inteiro, teremos — ca2 x. A GnzS 
3 

e ^ B a —} # > c 

—Ciaxz — x* ) { *)*<- — ( « — 
3 \ J 2 8 ~ 4 » / 3 

s 3 x a % 
te3 ) ^ — - J ; e fazendo as reduções aeceffarias , 

A 
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rAG" rr 2— ; expreífaõ , que igualmente nos dá o 
8 

centro de gravidade do hemisferio aos finco oitavos do 
laio cornados do vertice , como achámos no exemplo pre-
cedente. 

O mefmo refultado fe achará , concebendo o feftor es-
ferico, como formado de huma infinidade de pyramides , 
as quais tenhaõ por vertice commum o centro C. Porque 
os centros particulares de gravidade de todas cilas fe acha-
rão em huma fuperíicie esferica defcrita do mefmo cen-
tro C com hum raio igual aos ttes quartos de C M , e o 
centro de gravidade da dita fuperíicie fe achará na diftau-
' . i a + i x cia —- a refpeito do ponto A. 

140 IV. Achar o centro de gravidade dos falidos par abo-
loides , hyperboloides , e ellipfoidss. 

Em quanto ao paraboloide , fendo a equaçaõ da para-
fcola generante yy — x , teremos immediatamente A G — 
f x x d x 2 
7 j — — AP. 
f x d x 1 

Na hyperbola he yy rr 2 a X 4- xx ( Fig 4 8 . ) ; e fub-
«ituindo efte valor na formula geral , teremos 

. - _ /( 2 a x 4- xx ) * dx 8 a-t-jx 
AG — -T- — " -— x. 

J ( 2 a x + * * ) d x 12 a-k- 4 * 
Donde fe v ê , que tomando huma abfciíTa x infinita , he 

•A G rr J- x ; e ao contrario , tomando a abfciíTa infinita-
4 

mente pequena , he A G rr — x ; de forte , que AG Ce 

acha fempre entre os dous terços, e tres quartos de XP_ 

Pelo que refpeita ao centro de gravidade de qualquer 
fegmento ellipfoidal, feito por huma fecçaõ perpendicular 
ao eixo, he fempre o mefmo que o do fegmento corref-
pondente da esfera circunfcrita , e fe achará da mefma 
maneira. 

Mas , fe a fecçaõ do ellipfoide , em lugar de fer per-
pendicular ao eixo , for obliqua de qualquer forte , como 
M P t f ( F i g . 49. ) , de que modo determinaremos entaó 
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o centro de gravidade do fegmento MSNP, que de!U 
refulta ? 

Supponhamos conduzido pelo centro C hum plano el-
liptica perpendicul ar ao plano da fecçaõ , o qual divide o 
feg:n;.no propofto em duas partes iguais , e femelhantes 
e pelo pouto P meio de MN tiremos o femidiametro CPS. 
Ifto pofto , dsmonftra-fa na Geometria que a fecçaõ MPN 
hehntn.i el ipíe , que tem por eixo maior a reéía MN , 
e qus he femelhante ás outras fecções, cujos eixos refpe-

fa> as duplas ordenadas ao femidiametro CS. Don-
de Te fegue , que o centro de gravidade G deve achar-
f= no femidiametro C S ; e que , fazendo S P zz x , P M 
zz.y , CS ~ m , ferá a diftancia defte centro ao pontoS, 

SQ JPM2xdx _ fxdx(imx-.xx)^ 8m — 

- f P M ^ d x fd x (2 m x ~x x~) ~~ i2m — 4* ' 

valor perfeitamente femeihante ao que achámos para o feg-
mento , que refulta de huma fecçaõ perpendicular ao eixo 
maior. 

141 V. Dado hum femicylindro retto elevado fobre o fe-
micirculo DAB , achar o centro de gravidade do folido, 
formado pela fecçaõ de bum plano elliptico , D B E ao qual 
fe dd s nome de unha cylindrica ( Fig. ço. ) . 

He manifefto , que o centro procurado deve achar-fe 
neceffiriamente em alg-im ponto do plano triangular CEA , 
que divide a unha em duas partes iguais, e femelhan-
tes entre fi. Sendo pois S C ' huma perpendicular condu-
zida do centro de gravidade G para o raio CA, deve-
remos primeiramente determinar C G'. 

Para iíTo fnpporemos o folido dividido por fecçSes pa-
rallelas ao diamerro DB , e perpendiculares á bafe. Cada 
fecçaõ ferá hum redtangulo M P N n p m , que terá por 

bx 
bafe 2 y , e por altura P p — —• , fazendo C A=z a, AE 

O» 
~ b , e C P x. Pelo que , fazendo ao ordinário P M 
y — y/- ( a/? — x x~), teremos a fuperficie de qualquer def-

2 b 
tas fecções — — xy , a folilez do elemento comprehen-

a 2 b 
dido entre duas fecções cont;guas zz — xy d x , e o feu 
momento em ordem a hum plano que paffe por BD perpen-

dicu-
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ib 
$cuferment« á bafe ~ -— x xy d x. Logo teremos 

a 
+ Çxxydx fxxdx-\f Caa — xxV 

C G ' = - ~ — • 
f x y d x f x d x y (aa — x x ) 

- I 
Porém f x x d x y (a a~xx)zz~* — * x x ) 2. 

4 

a* - L 
H /i*V (aa — xx)zz — ~ * ( aa — xx ) 2 -f 
v 4 4 

a2 , CDM P. Logo para o folido inteiro ferá o integral 

•i a1. C DM A C , ou ~ a' . A M D. Do mefmo modo 
4 8 

1 r , . 3.1 
f x d x V (aa—xx)z£ — l i ' - (a a-< xx~) 2, J , e o 

1 t 
feu valor total —• a'' ; ( donde concluiremos de paffagem , 

2 b x 2 
que a folidez da unha he — . — sz — a- b ). Logo fi-

« 3 3 ' 
-a* .AMD ? nalmente C G' —7 zz^ AMD , ou proxi-

j ? 
«lamente - — A C . 

Falta agora determinar a outra diftancia C G ' , Para ef-
fe effeito, imaginemos o folido dividido por fecções pa-
rallelas á fua bafe , cada huma das quais ferá hum fegmen-
to mp na igual á fua projecção M P N A. Chamando pois 

, fMPNA.%dx 
a a perpendicular A a » teremos GG'z=. -— : 

J M P N A .d z. 
porém fM PW A . d7, lie também a folidez da unha , que 

, , 2 . i> * 
temos achado — ~ a2 b; logo, advertindo que a — , 

3 ^ 

teremos fMPN A . z d z ^ — f M P N A 
«a J a a 

. (M 
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^M P N A . ~ — d .MPNA) : mas por outra 

parte hc d.MPNAzz —2yd*-, logo fM PN A.xdx 

ízMPNA. ~ + f x i d x V (aa-xx) — MPN A. — 

i — i 
~ — x ( aa->x>O z H— a2 ^ C D M P. O valor def-

4 4 

te integral tomado para todo o folido dará a? . AMD j 
8 

— • ' a 1 

logo G G ' s " A M P ~ 1 - ' ~ A M D ~ Í - d í 
xõ a x 6 

quarta parte da circumferencia, que defcreveria o raio E A. 

D.-fte calculo fe tira C G' : G'G :; — : : : a : ; 
8 16rt 2 

Jogo o centro de gravidade G eftá na reíta C G K, condu-
zida do centro C para o meio K da linha A E. E com efr 
feito efta refta r>aífa por todos os centros particulares de 
gravidade das fecções rectangulares M tn N n, que forma» 
a unha ; logo deve paliar pelo centro commum de gra-
vidade de todas ellas, que he manifeftamente o centro 
de gravidade da mefma unha. Affitn para o determinar, bafta 
tomar CG' igual aos tres oitavos da quarta parte da cir-
cimferencia da bafe , e tirar pelo ponto G' huma per-
pendicular á mefma bafe , a qual cortará a linha C K no 
centro procurado G. 

142 Por tudo o que até aqui temos expendido , eftá 
claro , que naõ hí l inha, nem fuperficie , nem folido al-
gum, cujo centro de gravidade fe naõ poffa achar, to-
das as vezes que tivermos a fua equaçaô. Naõ fuccede po-
rem o mefmo, quando hum folido^ por exemplo , he de 
tal forte irregular , que naõ póde«*alcular-fe o feu vo-
lume , fenaõ approximadamente •, porque entaõ naõ pode-
remos também confeg Jir para o centro de gravidade , maií 
do que huma determinaçaõ mais , ou menos approximada, 
conforme a do volume. 

Para iffo conlidefamos o folido dividido em partes tais, 
que poífaõ reduzir-fe fem erro feníivel aos folidos prif-

maticos t 
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matícos, ou a quaifquer outros corpos geometricos , cu-
jo centro de gravidade nos he conhecido. Feita efta re-
foluçaõ , tomamos a foma dos momentos de todas as par-
tes em ordem a hum plano determinado , e a dividimos 
pela foma das mefmas partes, ifto h e , pelo volume do fo-
lido , para conhecermos a diftancia do centro de gravidade 
ao mefmo plano. 

E fe o corpo na6 for fymmetrico , repetiremos o mefmo 
calculo a refpeito de outros dous planos perpendiculares 
entre l i , e ao primeiro , a fim de determinarmos ao me-
nos proximamente o centro commum de gravidade. Para 
conpenfarmos a falta de exacTidaÕ neftes refultados, ferá 
conveniente , que entaó confideremos o centro de gra-
vidade , na6 já como hum ponto mathematico , mas co-
mo huma pequena esfera defcrita do ponto achado como 
centro, ecom hum raio tanto mais jequeno, quanto for 
mais approximado o calculo , que fegundo as differentes 
circumftancias houvermos praticado. 

Ext ratio de outro me th o do para determinar os 
centros de gravidade. 

I 4 j VT As Menlorias da Academia Real das Scien-
.LNI cias fe acha hum methodo muito fimples , 

pelo qual fe defcobrem geralmente todas as formulas, já 
calculadas para os centros de gravidade. Como he r.aõ fo-
mente agradavel , mas também inftru&ivo , o chegar aos 
mefmos refultados por caminhos differentes , indicaremos 
aqui o que M. Clairaut traçou em huma pequena Me-
moria, que fe contêm no volume de 1731. Eifaqui o fun-
damento. 

O centro commum de gravidade de dous corpos fe acha 
dividindo a linha , que ajunta os feus centros particulares de 
gravidade, na rafaõ inverfa dos feus pczos. 

Suppcfto elle principio, confidera o Autor em qual-
quer fuperíicie hum dos feus elementos infinitamente 
pequenos, e tomando o feu centro de gravidade , como 
he fempre muito fácil , fuppoem conduzida huma recla 
defte ponto para o centro de gravidade procurado.Depois d i -
vide efta linha na rafaõ inverfa dos pezosda fupcrficie inteira 
e do feu elemento donde tira a formula dos centros de 
gravidade de todas as fuperficies. Ex-
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Exemplos. 

I. ^ Eja qualquer curva MAM ( Fig. f r . ) , dividida 
^ igualmente em duas pelo eixo AP. He claro , que 

o feu centro de gravidade deve achar-fe na linha AP : 
fupponhamos , que em G. O feu elemento MmmM tem o 
centro de gravidade no meio de PP, e por fer Pp infinita-
mente pequena , pode fuppor-fe em P. Seja g o centro de 
gravidade da ftiperficie MAUI , e confegUÍntemente Gg * 
difterencial , ou fluxaõ de AG : Fazendo AG — u , AP = * , 
PM — y , teremos Gg ( du ): g P , ou GP (,r — u):: MmmM 
(2 M c ) : MAM ( 2 fydx ) ; donde fe deduz dufydx zz xydx 
—» uydx, ou «yíiv + dufydx s } cujo integral «jyáx 

fxydx 
fxydx nos dará u — AG z z - — ( n . IIO .) . 

/ y dx 
II. Seja qualquer efpaço APJW comprehendido entre i 

abfciffa A P , a ordínada P M , e o arco AM ( F i g . 52. ). 
Pergunta5-fe as formulas do feu centro de gravidade. 

Supponhamos primeiramente, que efte efpaço varia de 
huma quantidade infinitamente pequena MmpP , cujo cem» 
tro de gravidade O eftará no meio de PM. Depois fuppo-
nhamos que o efpaço propofto APM tem o feu centro de 
gravidade em qualquer ponto G , e conduzamos a refla 
GO. O centro procurado deve eftar em hum dos pontos g 
defta linha. 

Para determinarmos efte ponto, dividiremos GO de ma-
neira , que feja Gg : gO : : MmpP : APM ; e depois diffo 
abaixando fobre AP as perpendiculares GG', gg', e con-
duzindo GR paraliela a AP,teremos Gg : gO , ou Gg : GO : i 
G'g': G'P' MmpP ; APM. 

Suppondo pois AG' := u , GG' S= t , AP zz x , PM — yt 

ferá G'g' ~ du , gb zz dt} Pp zz dx, PO — e tere-

mos na proporçaô precedente Gg : GO :\du:x — u:: ydx: 
fxydx 

fydx ; donde concluiremos igualmente u zz A G ' — • 
Jy dx 

Ifto pofto, os triângulos femelhantes Ggh, GOR daráS 
Gb : GR: : gb QR , ou algebricamente du : x — u : : dt : 

— y >- t :: y ix : fy ; logo i t f y dx tz ~ yy d x 
2t Z 

t» 
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t y d x , ou dt f d x -H-t y dx — — y y dx ; e integrando, 
2 

t f y dx ~ ~ f y y dx. Donde finalmente concluiremos t zz 
1 

, - f y y d x 
~~ —r—J ( m í-

fyàx 
III. Seja AM hum arco de qualquer curva ( Fig. f?. )-

Devemos achar as formulas neceflarias para determinar ge-
ralmente o feu centro de gravidade. 

Seja G o centro procurado, e M o do elemento Mm; 
divida-fe MG em hum ponto g na rafaõ de Mm a AM \ 
conduza6-fe as parallelas, como na figura precedente, e 
confervando as mefmas denominaçoens , teremos Gb : GR ; 
£ b : MR , ou du : x —u : : dt : y — t , e Gg : GM : : 
G'g': G'P : : Mm : AM ; logo du : x — a : : ds : s, e dt: 

fxds 

y ~t : ds : s ; e confeguintemente u — Ag' — —-— , 

f y d s e t — GG'~ , formulas perfeitamente femelhantes 
s 

ás que já achámos ( n . io(>. ). 
Seguindo o mefmo methodo , na5 pôde haver diffi-

culdade em calcular as formulas, que determinaõ o centro 
de gravidade dos folidos. 

dpplicaçoens da Theorica dos centros de gravi-
dade. 

A Theorica dos centros de gravidade naõ he de pura 
efpeculaçaõ , como muitas outras. Serve para expli-

car muitos phenomenos da natureza , principalmente os 
que dizem refpeito á eftabilidade dos corpos. Por iífo fe-
rá conveniente, que ajuntemos aqui algumas illullraço-
ens, que lirvaõ de bafe a eftas applicaçoens. 

144 Por quanto o centro de gravidade he aquelle pon-
to único , onde todo o pezo de hum corpo fe acha reuni-
do para o follicitar ao movimento , eftá claro que naõ pó-
de o corpo pôr-fe em quietação , fe naõ for fuftentada a 
feu centro de gravidade. Como porém naõ he poflivel 
fullentallo i®medutamente3 naõ podemos efperar que hum 
i corpo 
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corpo fe ponha em equilíbrio , fenaõ no cafo de fe achar 
o centro de gravidade na linha vertical , que palfa pelo 
ponto que o fuftenta. 

Suppondo pois, que qualquer folido BB ( Fig. 54. ) eftá 
fufpendido no ponto C , ou fuftentado no ponto A , r.aõ po-
derá haver equilíbrio , nem quietaçaõ por confeguinte , 
fe CG , ou AG na5 eftiverem na vertical, que paffa pelo cen-
tro de gravidade G. Em todos os outros cafos haverá o feu 
•effeito a gravidade , fem que nada fe opponha á fua acçaõ, 
de maneira que a deflrua ; e refultará huma efpecie de ro-
tação. Mas quando o ponto de fufpenfjô , ou de fuftenta-
ça6 for verticalmente oppofto á direcçaõ do centro de 
gravidade , todo o esforço com que elle he follicitado ao 
movimento ferá aniquilado , e terá lugar o equilíbrio. 

i4f Reciprocamente: Todas as vezes que qualquer cor-
po eftiver em equilíbrio, concluiremos que o feu centro 
de gravidade he fuftentado por huma linha vertical. Af-
íim , para determinarmos de hum modo fimples o centro de 
gravidade de qualquer folido , pollo-hemos em equilíbrio 
fobre a efquina de hum prifma triangular , e notaremos 
fobre a fua fuperficie a linha de interfecçaõ que ella faa 
com a efquina do prifma. Depois, tornai emos a pollo em 
outra íituaçaõ fobre a mefma efquina , de forte que igual-
mente fique em equilíbrio , e notaremos outra linha como 
a precedente na mefma fuperficie. Eftas duas linhas fecru-
zaráõ em hum ponto , do qual imaginaremos huma perpen-
dicular conduzida para a profundidade do corpo , e eífa 
palfando pelo centro de gravidade moftrará a direcçaõ, 
pela qual he neceílario fufpender, ou fuftentar o corpo , 
para haver equilíbrio. 

Em falta de prifma triangular , podemos fervirnos da 
borda de huma meza , fobre a qual poremos o corpo , de 
maneira que efteja proximo a cahir , e notaremos com hum 
Japis a linha do contado. Depois tornaremos a pollo em íi-
tuaçaõ obliqua á primeira , mas igualmente proximo a ca-
hir , e teremos outra linha que fe cruzará com a primeira. 
O mais he fácil de fe entender. 

Também pode fufpender-fe o corpo por qualquer dos 
feus pontos, e depois de eftsr em quietaçaõ fuppoem-fe 
huma vertical conduzida pelo ponto de fufpenfaõ a travez 
do corpo. Tornando a fufpendello por outro ponto , ima-
gina-fe outra vertical, que vai cortar a primeira, e o cen-

tro. 
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tro de gravidade fe achará fempre no ponto do concurfo. 
146 Examinemos agora a condição do equilíbrio , quan-

do hum corpo he fuftentado por dous pontos. He neceífa-
rio , em geral , que todo o esforço do feu pezo feja def-
truido pela reíiftencia dos dous pontos de fuftentaçaõ. Po-
re'm iíTo naõ pôde ter lugar , fenaõ quando o centro de gra-
vidade eltiver no plano vert ical , que pafla. pelos ditos dous 
pontos. Em qualquer outra fituaçaõ , naó feria o corpo em-
baraçado de girar ao redor do eixo, que repoufa fobre os 
dous pontos de apoyo , antes ao redor delle faria ofcillaço-
ens innumeraveis , fe a fricçaõ, e a reíiftencia do a r , naõ 
o reduziífem finalmente á fituaçaÕ, que convém ao equi-
líbrio. 

147 Nefte cafo na«õ he difficil de determinar a carga 
refpedliva dos dous pontos , em que o corpo fe fuftenta. 
Seja G o centro de gravidade de hum corpo , cujo pezo 
fe confidera todo concentrado nelle , e aftuando pela di-
recçaõ perpendicular Gg ( F i g . $>. ). Refolva-fe efta po-
tencia em outras duas parallelas Aa , Bb que paífem pe-
los pontos A , B \ e conduzindo qualquer refla agb , cu-
jas partes feraô conhecidas, far-fe-haõ eftas duas propor-
çoens: aí he para bg como o pezo total do corpo pa-
ra a parte que fuftenta o ponto A , e a b he para ag co-
mo o pezo do mefmo corpo para a carga do ponto B. 

14S Se hum corpo for fuftentado por tres pontos A, B ,<7 
( F i g . ), que naõ exiftirem em linha reila , ferá abso-
lutamente immovel ; e neífe cafo poderemos calcular pelo 
methodo feguinte a carga de cada hum dos pontos , eia 
que fe fuftenta. 

Imaginemos hum plano ABC , que paífe pelos tres pon-
tos dados , c encontre em G a vertical Gg conduzida pe-
lo centro de gravidade. E chamando G o pezo do corpo, 
e A ,B, C as cargas refpeílivas dos tres pontos dados , 
refolvamos a potencia G em outras duas, que paífem por C, e 
por D i e teremos primeiramente 

J)C:G-.:DG:C- — G :: GCD - — G. 
DC DC 

Depois refolvendo a potencia D em outras du3S, que 
paliem por A , e por B , teremos 

GC AD.GC . DB.GC „ 
A B : Í K G : : A D : B ~ Ã B J C G::DB:A-ÃtíjTc * 

0 
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O mefmo refultado fe podia confeguir , imaginando douí 
planos verticais que deixaífem para huma mefma parte 
os tres apoyos , e o centro de gravidade. Porque entaõ, cha-
mando a , b , c, g as diftancias dos apoyos A , B , C e do 
centro de gravidade G a hum dos planos , e a', b' c', g' as 
diftancias refpectivas ao outro , teríamos as tres equaçoens 
.feguintes 

Aa +Bb Gg 
Aíi' -t- Bb' + Cc' r= Gg' 
A B + C = G , 

pelas quais facilmente fe determinariaõ os valores de i , 
£ , C. 

149 Mas, fe o corpo eftiver pofto fobre hum plano ho-
rizontal, quais devem fer as condiçoens do feu equilíbrio ? 

I. Se elle naõ aífentar fobre o plano , fenaõ por huma 
das fuas extremidades, ferá neceífario que a vertical que 
palia peio centro de gravidade G, palfe também pelo ponto de 
contaílo C (Fig.?7.) . Faltando efta condição, cahirá necefla-
riamente o corpo para a parte da dita vertical ; e ao con-. 
trario , fendo a vertical dirigida ao ponto C , deve o cor-
po ficar em defcanço , porque a força que o follicita ao 
movimento por elfa direcçaõ he deftruida pela oppofiçaS 
diametral do plano , e por outra parte naõ ha mais rafaõ pa-
ra canir para huma parte do que para a outra. 

He verdade , que o menor aballo do plano , que o mais 
leve affopro pôde defordenar efte equilíbrio , principal-
mente fe o corpo tiver altura coníideravel , e affentar fo-
bre huma ponta muito aguda. Mas he , porque entaõ hu-
ma potencia eftranha , por pequena que feja , vem ajuntar-
íe cora a da gravidade , e follicita o corpo por huma no-
va refultante ; circunftaucia, de que prefciudimos aqui. Con-
cluamos pois , que para eftabelecer o equilibrio de hum 
corpo fobre huma das fuas pontas , he nelfario que efta 
ponta , e o centro de gravidade eítejaõ na mefma vertical. 

II . Se o corpo affentar fobre qualquer plano por huma 
das fuas faces , he neceffario para o cafo do equilibrio que 
a vertical GC ( Fig. ç8. ), que pada pelo centro de gra-
vidade , palfe também por algum dos pontos da bafe , e de 
outra forte cahirá o corpo para a parte da mefma vertical. 

Defte modo he , que as muralhas fe fuftentaõ perpendi-
cularmente ao horizonte , ainda que as pedras naõ eftejaõ 
ligadas entre ã , com tanto que eftejaõ bem a prumo. Naó 

por 
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podefáS cahir já mais , em quanto a vertical, que palfa pe-
lo feu centro de gravidade fe apoyar fobre a bafe; e por 
eífa rafaõ aeftabilidade dos edifícios depende muito da grof-
fura dos alicerfes. 

Efta eftabilidade ferá também tanto mais fo r t e , quan-
to as paredes forem menos elevadas , fendo todas as mais 
coufas iguais. Porque fe forem de altura coníideravel , a 
«lais leve inclinaçaõ fará cahir facilmente fóra da bafe a 
vertical , que palia pelo centro de gravidade. E por iffo 
ferá inevitável a ruina, fe á força de argamalfa , de ga-
tos de ferro , e de outros meios femeihantes, naó fe op-
pufer huma reliftencia proporcionada ao esforço -da reful-
tante. 

Supponhamos com effeito , que he GC ( Fig. ) a ver-
tical, que paífa pelo centro de gravidade •, e refolvamos o feu 
esforço em outros dous, hum GF ao longo do muro, e o 
outro GE perpendicular ao mefmo muro. O primeiro fe-
iá deftruido pela reliftencia dos alicerfes , e o fegundo naõ 
o pôde f e r , fenaõ pelo ligamento dos materiais ; porque 
entaõ faz a parede as vezes de huma alavanca , tanto roais 
favoravel ao esforço GE , quanto mais inclinada. Será lo-
£0 necelfaria em A huma refiftencia tanto mais f o r t e , 
quanto for o edifício menos a prumo ; por onde fe faz 
palpável a utilidade dos alicerfes profundos, e bem alfen-
tados. 

150 III. Se o corpo a(Tentar por muitas faces fobre hum 
plano horizontal, fera necelfario para haver de fuftentar-fe , 
que a vertical, que palfa pelo centro de gravidade, pafle tam-
bém por qualquer das faces, ou por entre el Ias , de forte 
que lhe naõ fiquem todas para huma mefma parte. Fal-
tando eftas duas condiçoens , naõ pôde a refultante re-
folver-fe em tantas potencias parallelas , quantos faõ os 
pontos do contacto ; logo naõ ferá deftruida totalmente , e 
por confeguinte cahirá o corpo fobre o plano , que o fuf-
tenta. 

Seja , por exemplo , o corpo Aí apoyado fobre hum pla-
no horizontal em A , e B (F ig . 60.) . Para que elie fe 
conferve em equilíbrio , he necelfario que a vertical con-
duzida pelo feu centro de gravidade palie por hum dos 
pontos da linha AB. Se eftivefíe apoyado em A , B , C, 
feria necelfario que a mefma vertical naõ cahifie fóra do 
triangulo ABC ( Fig. 61. ) ; e fe A , B , C, foliem quaif-

quer 
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quer fuperficies que ferviíTem de bafes ao corpo N, pelí 
mefma rafa5 feria neceffario que a vertical fobredita na5 
cahilfe fóra da figura triangular formada pelas tangentes 
das tres bafes. 

i y i Imaginemos agora huma malTa da forma AGB ( Fig.* 
62. ) , que fegundo as condiçoens que acabámos de expor, 
efteja em equilíbrio fobre as duas bafes A e B , e fup-
ponhamos que tem o centro de gravidade em G. O feu 
pezo obrará pela vertical GC , e forcejando por feparar pa-
ra a direita e para a efquerda as partes , que fe oppoem 
á defcida do ponto G , empregará toda a lua energia em 
precipifar-lhes a queda. Logo,feo corpo for tlexivel até hum 
certo ponto , o esforço do centro de gravidade o fará do-
brar , até que a reliftencia das partes laterais fe opponha 
a novos grãos de iufiexaõ ; e entaõ tudo fe pairará, como 
fe o corpo fe tiveffe tornado perfeitamente duro. 

Saõ muito frequentes 03 exemplos , que nefta parte ve-
mos na natureza ; porque todos os corpos tem hum certo 
gráo de flexibilidade, ou maior, ou menor. Nas cordas fo-
bre tudo obfervamos efte phenomeno •, e por ifto naõ podem 
jamais efténder-fe exaftamente em linha refta em qualquer 
fituaçaõ , que naõ feja a vertical. Por mais força que fe em-
pregue , fempre confervaó certa inflexão , que principal-
mente fe mmifefta nomeio delias. As mefmas vigas, por 
pouco que fejaõ compridas , e carregadas , fe encurvaõ e 
abatem fenfi/èlmente no meio , quando apoyaõ fomente 
pelas extremidades •, e por ido he muitas vezes neceflario 
efcorallas com pontaletes , para prevenir a ruptura. 

A eftabilidade , e iirmeza de hum corpo , aflentado fobre 
hum plano horizontal, depende , como temos dito , da pofi-
çaõ da fua refultante a refpeito do plano , que o fuftenta. 
Logo , quanto mais fe chegar efta refultante para o centro 
de gravidade das fuperficies , pelas quais affenta o corpo, 
tanto maior ferá a firmeza; e pelo contrario , quanto mais 
fe apartar do mefmo centro , tanto ferá maior o perigo de 
cahir. 

Ifto he o que todos os dias experimentamos deinnume-
raveis maneiras differentes. Quando eftamos em pé , e beni 
direitos , a vertical conduzida pelo noffo centro de gravi-
dade paífa exa&amente por entre os noffos pés 5 vertical, 
que em particular fe chama linha de direcção. Quando ca-
minhamos , quafi todos os nollos movimentos fe ordenaõ * 

çoa-
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feonfcrvsr efta linha na mefma pofiçaõ e quando nos fuften-
tamos fobre a ponta de hum pé , he necelfario que a reful-
tante venha a paliar por efte pomo de apoyo. Em geral na6 
podemos jamais cahir , fenaõ quando a linha de direcçaõ 
deixa todos os pontos , em que nos eftribamos , para huma 
mefma parte. 

Quando levamos em huma maõ algum pezo confidera-
vel , o noífo centro de gravidade muda de lugar , e con-
feguintemente a linha de direcçaõ o muda também , e nós 
fentimo-nos arrebatar para a parte do pezo que levamos. 
Entaõ naõ nos he ts6 livre o andar ; e f e o pezo he grande, 
corremos rifco de cahir. Se pela maior parte prevenimos 
eftas quedas , he porque ufando de hum mechanifiv.o tanto 
mais admiravel , quanto mais naiural , mais pronto , e me-
nos penofo , fazemos bem de preíla tornar para a parte con-
traria o centro de gravidade , eílendendo fimpiefmente O 
Outro braço. Quando queremos caminhar levando da direi-
ta e da efquerda pezos iguais , he-nos mais fácil á porque 
pezos iguais de huma e outra parte nsõ altéraõ a linha de 
direcçaõ , e o centro de gravidade naõ fatiga defigualmen-
te as partes do nolfo corpo. 

Para trepar ao cume de hi ma montanha efcarpada j in-
clina mo-nos para diante , apoyando fobre as pontas dos pés * 
afim de contrabalançar 0 [ ezo do corpo que nos follicita 
para traz: e pela rafaõ contraria, apoyamcs fobre cs calcanha-
res , quando defcemos. Em geral , os r.olfos movimentos 
particulares, e a fricçaõ fobre tudo , contribuem grande-
mente para modificarmos os effeitos do noíTo pezo , e para 
conlervarmos huroa eftabilidsde conftante 110 meio de tudo 
o que tende adeftruilla. Mas a experitncia, e a habitta-
çaõ enfinaõ mais nefta parte do que tcdos os livros de 
Mechanica juntos. Vede a deftreza , com que os borlantins , 
e os grumetes , guardaõ pontualmente o equilíbrio, eçi fitua-
çoens difficultofas, onde os mais hábeis Mechanicos fe acha-
liaõ muito embaraçados. 

Do movimento r.niferme dos centros de 
gravidade. 

JSi C Eja hum fyftema qualquer de corpos perfeít»-
O n;en:e l ivres. que naõ fendo ligados de fór-

&ii a ^mna entre fi poflíõ obedecer ás impulfõts ? que fe-
Jf para -
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psradamerue fe lhes derem : perguntafc qual ferá o mo-
vimento do centro de gravidade de todo o fyftema, fe ca-
da huma das partes fe mover com lmma velocidade par-
ticular. 

Bem fe vê nefte cafo, que o centro de gravidade de-
ve mudar de fituaçaõ, e mover-fe á medida que o efta-
do do fyftema varia. Aqui naõ he hum ponto fixo , e 
imnmdavel , que reúna de aiguma forte todas as forças 
de hum mefmo corpo , ou de hum fyftema cujas partes 
eftejaõ ligadas entre li. He hum ponto movei , cuja di-
recçaõ , e velocidade dependem das que tiver cada hu-
ma das partes do fyftema. 

Já fabemoS, que fendo as partes de hum fyftema to-
das animadas de movimentos iguais , e parallelos para a 
mefma parte, deve a refultante geral paliar pelo centro 
de gravidade ( n. 93. ), e obrigallo confeguintemente a 
mover-fe com huma velocidade igual , e parai leia á do 
fyftema. Logo quando muitas forças iguais , e parallelas 
attuaõ juntamente , e pela mefma direcção , fobre as partes 
de hum fyftema , o centro de gravidade deve mover-fe em 
Unha refla com toda a velocidade commua do fyftema , e pe-
la mefma direeçaõ. 

Semelhantemente , fe o centro de gravidade de qualquer 
fyftema , cujas partes forem folidamente ligadas entre f i , 
fe mover pela acçaõ de qualquer potencia, o feu movimento 
fe diftribuhá igualmente por todo o fyftema •, e cada parte 
fe movera com huma velocidade igual , e parallela d delle. 

153 Logo, em geral : Se qualquer força afluar fobre 
hum corpo , por huma direcção que pajfe pelo centro de 
gravidade , todas as partes delle fe moverão por direc-
ções parallelas d do dito centra. E para conhecermos a 
fua velocidade , dividiremos pela mafia do mefmo corpo 
a quantidade de movimento, que a potencia lhe houver im-
primido. 

Com tanto pois que ss direcções de differentes poten-
cias concorraõ todas no centro de gravidade , cu que ao 
menos paffe por elle a refultante geral das mefmas poten-
cias , o movimento do corpo ferá parallelo á direcçaõ da 
refultante , e a velocidade de cada parte ferá igual á re-
fultante dividida pela maíia do movei ; bem entendido, 
cue entaõ fuppoem-fe as partes do fyftema folidamente 
unidas entre li. 

154 Em 
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rç4 Em conformidade difto , hufquemos as proprieda-
des, que deve ter o movimento do centro de gnvidade G 
de qualquer numero de corpos A , B , C &c (Fig . <5?- ) > 
niovidos uniformemente pelas direcções parallelas aA , bB , 
(C com as velocidades refpeclivas V , V' , V". 

I. Deve efte centro mover-fe por huma r e £ f a G G ' p a -
rallela ás direções dos mefmos corpos. Porque lendo na ori-
gem do movimento a foma dos momentos nenhuma , fe el-
les fe tomarem em ordem a qualquer plano , que paliar por 
GG' , he necelfario qu« feja também nenhuma na conti-
nuação do movimento , porquanto a diftancia dos cor|*>s ao 
plano fobredito he confiantemente a mefma na hypothefe 
prefente. Acha-fe pois o centro de gravidade a cada inftante 
fobre todos os planos, que paffaÕ por GG1 •, logo naõ fe apar-
ta da l'ja interfecçaõ commua , que he a mefma linha GG'. 

II. O feu movimento deve fer uniforme. Porque lup-
pondo que ab gc feja o perfil de hum plano perpendicular 
ás direções dos moveis, teremos no principio do movimento 

(A+B-t-C ) Gg — A.Aa + B.Bb + C.Cc; 
e depois de qualquer tempo í , havendo os corpos corrido 
os efpaços V t,V' t, V" t , de forte que fe achem em A', 
B',C, o feu centro de gravidade fe achará em G'•, lo-
go tomando os momentos em ordem ao mefmo plano ver-
tical ab gc , teremos 

( A + B + C ) G'g = A . A' a B . B' b + C . C' c. 
Diminuindo defta equaçaõ a precedente , acharemos 

A.Vt + B,V't-\-C .V"t =z (AV + BV' + C V" )t. 
Logo o efpaço G G ' corrido pelo centro de gravidade he 
proporcional ao tempo ; e confeguintemente , he uniforme 
o leu movimento. 

III. A quantidade de movimento do centro de gravi-
dade he igual á foma dss quantidades de movimento de 
todos os corpos. Porque fendo n) a velocidade do fobredito 
centro , teremos ( A + B -+- C ) v = A V + B V + C V" : 
porém JI + B+ C exprime a malfa do centro de gravida-
de ; logo o primeiro membro da equaçaõ exprime a fua 
quantidade de movimento. O fegundo membro he eviden-
temente a foma das quantidades de movimento dos tres 
moveis. Logo ha igualdade perfeita entre a quantidade de 
movimento do centro de gravidade , e a foma das quan-
tidades de movimento dos tres moveis. 

F z He 
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He neceffario porém ter a advertencí.i, quando aíguffli 
dcs corpos fe mover por direcçaõ oppoíla á dos outros , de' 
tirar a fua quantidade de movimento da foma das quanti-
dades de movimento dos outros, para obter a do centro 
commum de gravidade. 

Diílo fe fegue, que fe as differentes partes de hum syf-
tema tiverem velocidades iguais , parallelas , e para a mef-
ma parte , a velocidade do centro dc gravidade deve fer 
igual á de cada huma das partes , como já diffemos. 

içy Segne-fe também , que fendo as partes de qualquer 
fyftema de corpos poftus em movimento por forças paralle-
las , deve o centro de gravidade mover-fe com a velocida-
de , que teria adquirido pela acçaõ fímultanea das ditas 
forças , fe todas lhe foliem applieadas immediatamente. 
Porque entaõ ferá a fua quantidade de movimento igual-
á foma das quantidades de movimento de todas as partes 
do fyftema. 

E dahi fe fegue em fim , que o centro de gravidade de 
hum fyftema deve ficar immovel , todas as vezes que a fo-
ma das quantidades de movimento dos corpos, que fe mo-
vem para huma parte, for igual á foma das quantidades de 
movimento dos que fe movem para a parte opi ofta. 

156 Mas que fuccederá , fe todas as partes do fyftema-
forem poftss em movimento por quaifquer potencias, qu& 
as obriguem a mover-fe por quãifquer direcções? 

Temos vifto, que toda a potencia pôde reiolver-Ce env 
outras tres parallelas a tres linhas dadas de poíiçaõ.. Cha-
memos eftas linhas X ,Y ,Z. Logo podemos fubftituir ao 
movimento de cada parte de hum fyftema outros tres mo-
vimentos parallelos a eftas linhas. E porque em virtude dos 
movimentos parallclos a X, deve mover-fe o centro de 
gravidade,como fe todas as potencias parallelas a X lhe fof-
fem applieadas imsiediatamente , e o mefmo fuccede a ref-
pei:o das potencias parallelas a ? , e Z ; eftá claro , que o 
centro de gravidade fe moverá realmente , como fe todas 
eftas forças paralieias a X , Y , Z obralfem immediatamen-
te fobre cl le, iílo he , como le elle fó fofle follicitado a 
mover-fe pela refultante.geral de todas as potencias appli-
eadas ás diíferentcs partes do fyftema. 

Logo fe a refultante geral de todas as potencias appli-
eadas ás differentes partes de hum fyftema for nenhuma , o 
centro commum de gravidade ficará immovel. 

Sup-

/ 
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Suppomos aqui , que as partes do fyftema naõ íaõ 
ligadas entre fi. Se o forem , naõ deixará de ter o centro 
de gravidade o mefmo movimento , que teria fe tod^s as 
potencias actuaífem immedistamente fobre e l l e , como fe 
verá na Dynamica. 

Dos centros de gravidade, e dos eixos de equi-
líbrio , fendo a gravidade variavel, e con-

correndo todas as Juas direcções 
hum mefmo ponto. 

157 Q E a acçaõ da gravidade foííe por toda a parte 
a mefma , e fe as linhas de direcçaõ foliem exa-

ílamente parallelas , naõ haveria nada que ajuntar aos prin-
cípios , que temos eítabelecido , para determinar os centros 
de gravidada Mas as direcções da gravidade concorrem 
todas no centro da terra , e a fua força dim/nue na rafaõ 
inverfa dos quadrados das diftancias ao mefmo centro , co-
rno fe nioítra naõ fomente pelas obfervações , mas tambeni 
pelo calculo. E por eífa rafaõ deveremos ajuntar alguma 
coufa á theorica precedente , para a fazermos completa. 

Os feus refultados com tudo naõ produzirão erro f;n-
fivel, em quanto a mefma theorica fe applicar a ufos fe-
nielhantes aos que temos referido circunftanciadameute. 
Bem fe v ê , que em hum mefmo corpo , ou fyftema de 
corpos, tais como nós os temos coníidersdo , todas as par-
tes gravitaõ por linhas parallelas, e com huma energia , 
que pôde fuppor-fe igual fem erro fenlivel. Por eífa rafaõ 
podemos fervirnos das formulas demonftradas nos artigos 
precedentes, para determinarmos o centro de gravidade 
em cafos femelhantes. 

Mas para reduzirmos efta theorica á hypothefe, que ver-
dadeiramente tem lugar na natureza , molharemos agora o 
methodo de determinar os centros de gravidade , ou para 
dizer melhor os eixos de equilíbrio , na fuppoliçaõ de con-
correrem as direcções dos graves em hnm ponto deter-
minado. 

158 Seja pois C o ponto do concurfo (Fig. 64.) , e fe-
jaÕ M , M', M" quantos pontos materiais fe quizerem , 
£tuados porém no mefmo plano que o centro € ; e fuppo-

nhamo», 
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nhamos, que. a acçaõ da gravidade lhes imprime em hum 
inftante quantidades de movimento dirigidas para o mef-
mo centro , e reprefentadas por M m , M' m1, M" m" . 
He manifefto , que a fua rçfultante ferá necellariamente 
dirigida para o mefmo ponto C , e que a direcção delia 
ferá conhecida , fe acharmos o valor do angulo ACR, que 
eila fórma com qualquer re<fta C A dada de pofiçaõ. 

He também evidente , que lendo fuftentado qualquer 
ponto delta refultante, por huma força diametralmente op-
pofta , todo o fyftema fe fuftentará igualmente , e que efte 
equilibrio fe confervará naó fomente na fituaçaõ actual do 
fyftema , mas em todas as lituaçõcs que pôde ter , fazen-
do huma revoluçaõ ao redor da linha CR ; e por ilfo da-
mos a efta linha o nome de eixo de equilíbrio. 

Como nas differentes fituações de hum corpo naõ paf-
fa fempre o eixo de equilibrio por hum mefmo ponto del-
le , pôde dizer-fe que entaÕ naõ tem centro algum de gra-
vidade. Nefte cafo fomos reduzidos a indagar o eixo de 
equilibrio , e o pezo do corpo , os quais ambos variaõ á 
medida que varia a diftancia ao centro. 

159 Supponhamos pois, que a gravidade aítua na ra-
faõ direita da diltancia , de maneira que fendo g a velo-
cidade que communica aos corpos na diftancia a do cen-

g x 
tf0 C ( Fig. 64. ) , feja — a velocidade communicada na 

íl 
diftancia Entaõ a velocidade, que receberá o ponto M, fe-

0 p 
rá — CM, e a fua quantidade de movimento ferá - C M . M ; 

a a 
g 

logo teremos = - C M . M , e pela mefma rafaõ 

U ' m ' = ~ C M ' . M ' , e W m " - ~ C M ' ' . M " . 
a a 

Sejaõ agora duas reítas quaifquer C A , CB perpendicu-
lares e n t r e i , e refolva-fe cada força Mm em outras duas 
M p , M q parallelas refpeílivamente ás ditas reítas. A re-
fultante de todas as forças parallelas aC A ferá =: M q -+• 
M' q' -t- M" q" ( n. 63. ) , e a refultante das forças paral-
lel.is = + M" p". E porque jí fabe-
mos, que a.refultante geral R C deve paffar pelo ponto C, 
naó temos mais que tomar CR'— M q + M'q'+ M'1 q", 
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e C R " r iM || + M' f>' + a fim da podermos com-
pletar o reélangulo R' R" , que determinará o valor, e a 
direcçaõ da refultante procurada ; e por confeguinte conhe-
ceremos o eixo de equilíbrio , e o pezo do fyftema. 

Ifto pofto , os triângulos femelhantes daraõ C M : M m , 

ou C M : — C M . M , 011 a: gM : : MP: M p ~ - - -
a 

l M. MP g M.C P t 
: : CP : m p ~ - Logo teremos 

C R' = 1 ( M . C P + M'. C P" + M" . C P " ) , 
CL 

C R" =: — ÍM . M P 4 M'. M> P' 4- M" . M" P" ); 
a 

RR' n si 1 M-MP*M.M'V' + M" .M"P" 
ggr ^ t«*g RCR'~z + M, à p, + M„ :c p„ ; 

formula , que finalmente dará fempre a conhecer a pofi-
ca5 do eixo de equilibrio na fuppoíiçaõ precedente. 

Sendo G o c.-ntro de gravidade no cafo das direcções 
parallelas , teremos eftas duas equações ( n. 97. ): 
(M+M' +M") GG' =zM.MP +M'. M'P'-hM". M"P". 
OW-4-AT + .M'O CG^M.MQj-M' .M'£-t-M".M"Q". 

GG1 RR' . ' 
Logo —— j r j j - j , « confeguintemente o ponto G fe acha 

na reíla C R , e o eixo de equilibrio C R pifla pelo centro 
ordinário de gravidade. O mefmo fuccederá em qualquer 
outra íituaçaõ do fyftema. 

Logo na hypothefe prefente , ainda que a gravidade fe-
ja dirigida para hum ponto fixo , e que a fua força crefça 
proporcionalmente ás diftancias do mefmo ponto , naõ dei-
xara'õ por ilfo os eixos de equilibrio de paffar todos pelo 
centro de gravidade , como fe a força da gravidade foíTe 
conftante, e as fuas direcções paralfelas. Somente o pezo 
do fyftema variará, fegundo as differentes lituações. E fe 
naõ demonftramos efta notável propriedade, fenaõ no ca-
fo de fe achar todo o fyftema em hum plano , que palie 
pelo centro das forças, he porque com os princípios , que 
havemos expofto, pôde facilmente extender-fe a deraonftra-
aÕ ao outro cafo. 

160 Exceptuando efta primeira hypothefe da gravidaie 
dire-
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direitamente proporciona! ás diítancias do centro das for-
ças , em todas as mais naõ pôde fer o centro de gravidade 
hum ponto iixo , mas ferá variavel fegundo as polições d i -
verfas do fyftema ; e por ilfo ferenios entaõ obrigados a 
tufcar o eixo de equilíbrio , e o pezo do fyftema para ca-
da huma das fituãçqes diíferentes , que tiver o mefmo fyf-
tema. Mas para reduzirmos as noíTai indagações á hypothe-
fe , que parece fer geralmente a da natureza , fupporema? 
aqui que a gravidade obra fobre os corpos na rafaõ inver-
fa do quadrado das diítancias ao centro das forças. 

161 Sendo pois g a velocidade, que a força central pô-
de imprimir em hum inftante em qualquer parte do fyf-
tema , fituada na diftancia / do centro C ( Fig. 64. ) , fe-

g f f 
rá a velocidade, que a mefma força no mefmo inftan-

xx 
te deverá imprimir em qualquer outra parte, que eítiver 

. I I z f f 
na diftancia X; porque he — . 

f f xx xx 
g f f . M Ifto pofto , teremos Mm — — , M'm' =3 

' MC* ' 

ÍIL-M' *A» »~ZFF-M" R • 
^ r Õ T ' M 171 = ' M"C~> e P° r confegumte 

.M.CP M '.CP' M".CP'\ 

, , / M . M P M'. M1 P' M".M"P'\ 
& V M Cf M'C> M"C> J 

Logo a tangente do angulo A C R , que faz o eixo de equi-» 
librio RC com a linha CA, fe achará pela equaçaõ fe-
guinte 

M . M P M'. M'P' r M". M"P" 

MCi * M'C> * M"Çi . 

tang ACR — M CP m' . C P' . ~mP . C Pff__ 

JMCi + M'C> * M"C> 
E o valor da refultante R C , ou da força neceífaria a cada 
inftante para fuílentar o fyftema pelo feu eixo de equilí-
br io , fe determinará, fazendo ufo da expreffaÕ feguinte. 

RC 
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rr.S-r/M.CP M'. CP' M".CP"s = 

f M. MP M'. M'P' M" . M"P" y -j 
+ \ Md f M'Ci + M" C ) J * 

Temos pois determinado naõ fomente a poliçaÕ do eixo de 
equilíbrio , mas também o valor da refultante , iíto h e , o 
pezo do fyftema. Porém fuppomos ainda, que todos os pon-
tos graves do fyftema eltaõ no mefmo plano com o cen-
tro das forças. 

162 Sendo , por exemplo , dada a linha refta AB , per-
gunta-fe qual he o feu eixo de equilíbrio (Fig. 65.) . 

Seja C o centro das forças , e tendo por elle conduzi-
do a reéta E D parallela a A B , de qualquer ponto M to-
mado em XB fe tire huma perpendicular MP fobre ED. 
Tomando pois hum elemento infinitamente pequeno Mm, 
teremos, como acabamos de moftrar, 

CR 
CP . Mm „„ r MP. Mm 

1 T ^ ^ * R ' ~ t > í f \ — M c T -
E fazendo CP — x , PM = b , MC zz % , e o angulo MCP ~ 
£p, teremos 

CR 

T, - J ^ — b d(L> Porem x =2 — — - , * b cot ® , e d x — — Z. • 0-
fcn Q ' r fen (p* ' 

— X dx d (D cof (D „ go - . O integral deita exprelfaõ he 
x* b 

ri (fen <p •+• C ) ; e fendo tomado de B até A , ferá -i 

(.fen AC D —fen BC D ). Do mefmo modo —. zz 

~ d Q fen Cp, cujo integral ( C — cof(p ), fendo toma-

do de B até A , he j ( cofB CD— cof A CD). Logo 

CR' ~ ^~~(fen AC D—< fen B C D~) t 

Z f f 
RR'~ cof B CD - cof A CD): 

» Mas 
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Mas por abbreviar, chamemos A , B , C, os ângulos CAB, 
«• t f 

ABC ,ACB, e teremos C R ' = : ( f e n A - f e n B ) , 
g f f 

c R R' ~ —— ( co/^4 -i- co/B ) ; donde concluiremos 

„ - co/A -f- co/B X - B 
tangRC R zz - — — cot • 

/í» A — Jen B z 

Logo ferá o angulo G C R ' ~ 90° — — (A —. B ) sS 
2, 

180o — 4 + B 
• ; e tirando o angulo B C D B , ficará o 

2 

180o — A — B C 
angulo G C B si 

2 3 • 
I<5J Donde fe fegue , que o eixo de equilibrio C G de 

qualquer linha retta A B divide em partes iguais o angulo 
AC B formado pelos dous raios conduzidos do centro das 
forças para as extremidades da mefma linha propriedade 
notarvel pela fua limplicidade. 

He pois manifefto , que na hypothefe prefente o cen-
tro de gravidade G de huma re^la A B naõ eftá nem no 
ponto do meio , nem em qualquer outro ponto fixo , mas 
que deve variar conforme as pofições differentes da mef-
ma l,inha , a refpeito do centro das forças. O único cafo de 
excepçaõ h e , quando a linha girar ao redor do feu eixo de 
«quilibrio ; porque em todas as fituações, que pôde ter 
nefta revoluçaõ, he evidente que o feu centro de gravi-
dade fe conferva confiantemente no mefmo ponto.. 

O refultado , que confeguimos pelo calculo preceden-
te , prova de hum modo fenfivel , que todas as reélas 
AB ,ab ( Fig. 66. ) , comprehendidas no angulo AC B , 
tem o mefmo eixo de equilibrio C G g ; e qus o de hum 
trapézio AB b a ,. cujos dous lados concorrem no centro, 
he também a refra CG g , que divide o angulo A C B em 
duas partes iguais. 

Agora, para determinarmos o pezo da linha A B t Fig. 
) , ou a refultante C R , recorreremos aos valores de 

CR'>, R R" } que daraõ ff R - ^ [ ( e o f A J f r 

cof 
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cofB ¥ + C/Í» A -fen B ) * ] = - ^ p - \/ [ a + a »/ 

(A + B ) J = - i cofC) a / e » ~ C; 

i he a perpendicular C I7 conduzida do centro C para a re-
cta A B. 

Sendo g f f hum factor commum , que entra na expref-
faõ de todos os pezos, podemos feparallo do calculo , fup-
pondo-o igual á unidade : e o pe?o de qualquer iinha AB 

2 fen - AC B 

* * — - C B 
164 Donde concluiremos , que todas as tangentes AGB , 

*gb de hum arco D GE comprehendido entre os raios 
conduzidos do centro das forças ( Fig. 67. ) , tem o mefmo 
eixo de equilibrio , e faõ igualmente pezadas , ainda que 
de comprimentos deliguais. Também podemos concluir , 
que o pezo de huma linha infinitamente longa naõ ferá in-
finito na hypothefe prefente, como he fácil de conceber. 

1 6ç Em confequencia do que temos dito , naõ ferá dif-
ficultofo de fe determinar o eixo de equilibrio do períme-
tro de qualquer polygono. Supponhamos , por exemplo, 
que fe trata de hum quadrilátero A B CD , fituado no pla-
no do centro das forças S ( Fig. 68. ) . Conduzindo para 
todos os feus ângulos os raios -AS , B S , C S, D 5 , divi-
diremos em duas partes iguais os ângulos ASB , B$C , CSD 
por outros tantos eixos de equilibrio S a , S b , S c. 

Ifto fuppofto , todo o pezo da linha C D , que tem por 
1 fen D S c 

expreffaÕ — , pode conliderar-fe reunido no ponto 
S IC 

c, e aítuando pela direcçaõ c S. E fe o refolvermos em 
outros dous, hum pela direcçaõ cc', ou perpendicular a 
huma linha refta dada de poliçaÕ S c ' , e outro parallelo 

„ a fen DS c. cofc S c' a efta mefma linha , terá efte por valor —— ,. 
S K. 

.. zfenDSc.fencSc' „ , 
e aquelle — ... • Fazendo pois a mefma relo-

S IC 
luçaõ em todos os outros pezos, teremos geralmente 

S G' 
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zfenBS c. eofcSc' zfenCSb. cofb S í' , 
SG> — - + - - 4-

S K S Ã ' ~ 

i fen DS d. cof d S d' z fen AS a. cofaS a' 

SK'" SK" ' 

zfen DSe. fen c S c' , z fen C S b .fen b S b' 
GG' - - + -

SK ' SK1 

z fen AS a. fen a S a' zfenDS d.fen dS d1 

' s l c ' * S K ' " ' 

donde fe deduzirá a exprelTa5 da tangente do angulo G S G', 
tjue determina a pofiçaõ do eixo de equilibrio Í G ; e o 
Valor de í G, que reprefenta o pezo de todo o fyftema. 

Se todas as linhas naÕ eftivelfem no mefmo plano com o 
centro das forças, achar-fe-hia o feu eixo de equilibrio , 
feguindo os princípios que acabamos de expor. Paffemos 
a indagar o eixo de equilibrio de hum arco de qualquer 
curva. 

166 Seja o arco AMB fituado em hum plano, que pafle 
pelo centro C (Fig. 69.). Confiderando hum dos feus ele-
mentos M m , eftá claro , que a fua malTa d s péza para o 
«entro C na direcçaõ M C com huma força reprefentada 

d r 
por • Sendo pois C P = « , e o angulo MC P 3 Ç ) , 

c refolvendo a força ——- em outras duas , huma parallela 
CM. 

a C P , e a outra parallela a M P , ferá efta reprefentada 
ds d s fenty cof (D2 

P o r jTjjfi fen <7> v=t — , e aquella por - - -

ds ds cofG>i . 
—— cof iD — Logo fendo CR o eixo de equi-
C M ® * * 
librio , e o pezo do arco dado AMB, teremos 

CRl=:f r d s fen Q çofQ* _ 
J xx J xx 

167 Sendo, por exemplo , A MB hum arco de circu-
lo , deferito do centro C com o raio pergunta-fe a po-
fiçaÓ do eixo de equilibrio, e o feu pezo. 

Nefte cafo temos x — a cof<ç>, dszz—adQ', logo 

RR? 
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„ r~d(pfen(p cojq> -hC cof BCb-cof ACa 
RR / — — , 

•> a a a 

t ^ r- d OcofCp _ C> -fen <p _ fen AC a -fen BCb 

~ J < ? ~~ a ~~ a * 

ccfBCb — cof A C a BCb* AC a 
tangRC R ' =; 7 — 7 7 =• 6 fen AC a—fen BCb 2 

Donde he fácil de concluir , qse o eixo de equilíbrio C R 
divide o arco AMB em duas partes iguais , como por ou-
tra parte fe vê qné deve fer. 

Quanto ao pezo defte arco , a ftia expreffaÕ ferá - -

-i "j/" [ (cof BCb - cof ACa)2 + ( fen ACa - fen BCb)»] 

j r- zfen~ A C È 
~ (2 — 2 cof ACB)zz Logo ef-

te pezo he o mefmo que o de qualquer tangente , igual 
é corda do arco dividida pelo raio. 

i<58 Supponhamos agora, que fe trata de achar o eixo 
de equilíbrio de qualquer trapézio AabB ( F i g . 70. )» 
formado peio arco de huma curva AMB , duas ordenadas 
Aa,Bb, e huma abfcilla ab , cuja direcçaõ psfla pe-
lo centro das forças C. 

Primeiramente reflectiremos, que todas eftas linhas for-
maõ hum fyftema , cujo plano palfa pelo ponto C, e que o 
•ixo de equilíbrio do pequeno trapézio MPpm ferá o mef-
mo que o da ordenada M P , ifto he, huma redta C G que 
divide o angulo M C P em portes iguais. Sendo pois C P 

x 
— * , e o angulo M C P ~ <p, teremos C M sr "cojçff , ç 

PM — x tang Ç. E porque o pezo de M P he reprefen-

zfen~q) 
tadò por 1— } o pezo do elemento MP pm terá por 

2 fen ~ <p. d x 

Valor Porém efte pezo pôde fuppor-fe situ-

ando em G pela direcçaõ G C; logo fendo refolvido em 

outros dous, hum pela direcçaõ G P, e o outro pela dí-
rec-
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2 f e n ^ Q 3 .d* 

recçaõ C P , o primeiro delles ferá } e 0 

2 fcn±q>.cof<pdx rf„(T).dx 

fegundo 1— — ; donde tere-

mos as formulas feguintes 

/ fen <Z d * 
CR'z=, J -—-i • 

x 

RR' 
rzfeti~q>2 . d x r d x 

A— Cl-cof V) 
taugRCR'sJ * 

J f f c n c D 

169 Supponhamos em fim , qué fe trata de achar o ei-
xo de equilíbrio de huma fuperficie , cujo plano naõ paf-
fa pelo centro das forças (Fig- 71. ). 

Conduzindo do centro C huma perpendicular C A pa-
ra o plano da fnperficie propofta , faremos paffar pelo pon-
to A a liaha das abfciífas AP. E fendo PM huma orde-
nada da linha que termina a mefma fuperficie , o feu ei-
xo de equilíbrio ferá huma reéía C G que divide o angu-
lo M C P em partes iguais, e o feu pezo ferá reprefenta-

2fen~ MC P 
do por , e confeguintemente o do elemen-

C P 

zfin^MCP.Pp 
to M m p P por 

Confiderando pois efte pezo reunido em G , e aéluan-
do pela direcçaõ GC, podemos refolvello em outros dóus, 

2 fen — MCP. Pp 
hum parallelo a AC, que terá por valor —" ^ • — -

C A 
, e o outro pela direcçaõ G A que ferá r e p r e f e n t a -

2 fen^MCP.Pp G A 

do por (i p 1 — " — - - -ç-Q- • Efte pode também te* 
foi-
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iolver-fe em outros dous , hum parallelo a P A , que terá 

2. J £11 ~MCP .P p A p 
por valor ' c P *' ~U~G ' e ° o u t r o parallelo a 

2 fen^-MCP.Pp pG 

G P , que ferá reprefentado por j j p - j t q * 

Agora fazendo C A =: b , A P zz x , P M — y , tere-
mos 6' P V ( b t> + ** ) , CM = V ( bb+xxJryy^, 

CP ifen-MCP 
= , 0 / ^ A Í C P ' e C ° n f e g U Í n t e m e n t e 6 ' G . C P = 

ifeu^MCPcof.LMCP _ fenMCP 

C P* —CP1 ~ (bb 4- A-*) CjW 
Em fim C M : C P i: MG : G P , ou CJM + C P : C P : í 

Logo , fendo C l l o eixo de equilibrio , e o pezo do 
trapézio , e tirando do ponto R a reíla KH' per-
pendicular ao plano PAC , e a reíta perpendicu-
lar a C A , teremos as formulas feguintes 

CR'-f, 

' s " = / i 

by dx 

(bb + xx ) V (b b + x x -{•>^ ) 

xy dx 

(l>b + x x ) V (M + -t-./.?) 

/ Y i f > -
^VCbb+xx) f ( bb + XX +yy ) ' * 

as quais determinarás o eixo de equil ibrio, e o pezo do 
trapézio M P g^JV. 

He de notar , que cortando CR o trapézio no ponto 
T, pôde efte ponto tomar-fe de alguma forte como cen-
tro de gravidade e afltm, refolvendo em trapézios to-
das as figuras planas que nos forem propoftas, acharemos 
por meio deftas formulas os feus centros de gravidade. 

Para acabarmos com hum exemplo , em que fe veja a 
applicaçaô deftas formulas , feja AS D hum quarto de 
«irculoj que tenha o centro em A , e o raio ;=; Nefte 

cafo 
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caio ferá yy — aa — x x , e confeguintemente fe redtt* 
ziráó aá formulas precedentes como aqui fe moítra 

CR»- r !'dx,/(aa~xx) 

""" J {bb •+• xx) y(aa-t bb) 

r i r " - r x d x V ( « « - * * ) • . 
*"" J ( BB -T ** J /^L «A + BB ) 

i f [ \ R R ' ~ J { + 

x 
Para integrarmos a primeira , faremos — ^ u ^ 

e teremos a transformada CR Ct . £ « 
J \ / ( . c u + b b ) i + « » 

hiuyj*** bb) x _ A r t u + 

bb + (aa+bb)uu J VQaa + bb) 
UV ( AA + B B) _ B . . 

ARO TANG — ^ ^ - Y(<T4+ÍLJ ' 

TANG — + Are fírag - — ; . Aqui 
6 V (a a - x x ) & by(aa-xx) 

tizõ he necefftrio ajuntar confiante porque x r= o dá o va-
lor de todo o integral — o . Aflim para termos o feu valor 
correfpondente a todo o quarto de circulo , faremos x zza t 
o fendo c — j , 1415 &c teremos 

CR'>-K<" + " > ~ ' . . 1 c, 
V(AA+BB) Z 

Para integrarmos a fegunda, faremos Y(AA — XX)ZI 
7. V QAA + L> B ) , e teremos a transformada 
R'R" = FJ-^À-X, _ I / _ L H + C = 

J 1 — ZZ 2 HX 
Y( A A*- xx ) + 1 V(AA + L>B)~V(AQ — XX*) ^ £ 
V {AA + BB ) 1 V(AA+VO)+/(AA~XX) 
Fazendo pois X—A, depois X — O,E tirando o ultimO 
refultado do primeiro , teremos 

R'R"_ ~ A . J / " + + 
K ( AA JFBB B 

Em fim o integral da terceira formula he RR' 55 ^ 
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f »»V (bb + x x ) * • , , 
; ^^ quô fazendo * 

/ i , dá 

RR 
b V(aa + bi> ' 

E porque temos achado RR* — R'R", concluiremos 
que o centro de gravidade T eftá fobre o raio AT, que di-
vide o quarto de circulo em duas partes iguais. 

Pelo que pertence á diftancia AT, que he iiraal a 
AC.RR" , 
— ^ j p - , — , ferá determinada pel a formula 

A T - Í b V l r v í a a -t^b) r + ^ f - i l ã - g - . 
"" c L V[aa + bb~)~b J i 

De forte, que fazendo a = b .teremos AT ss a. l L L í 2 1 i A 
c 

f 2 / c I + K2 J - K z J tr o , 5 6 7 7 rt. Cóffltí^ já fabe-
mos ( n. i j 2 . ), que o centro de gravidade ordinário de 
hum quarto de circulo fe acha na diftancia do ponto A 

reorefentada por — . ~ a — 0,600210 a } eftes dous 
3 C 

refultados r.a5 dififerem mais que —• do raio proximamen-

te ; e a differença procede de que na fuppofiçaõ prefente 

as partes mais vezinhas do centro pezaõ mais. 
4o 2 Vi. 40 

Se puzermos b — — a , ferá AT tr a. 

41 9 ° 
^ ~ l ~ — 1 ) sr 0,191761 a. Nefte cafo fahe a d i fe -
rença muito menor , porque o centro das forças eftá mais 
diftante. Logo fe b for igual ao femidiametro terreftre, 
fendo a hum pequeno numero de palmos ou pollegadas , he 
evidente que a diferença ferá infeníivel. Em geral , fe na 
formula, que temos achado por valor de AT , fuppuzermos 
b z= OO, acharemos exaílamenté , como para o centro 

tfe gravidade ordinário , que AT — a. 
3 6 

Q SE C-
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S E C C A O I I . 
i 

DO EQUILÍBRIO NAS MAQUINAS. 

S forças, que obraõ irnmediatamente humas con-
tra outras, naõ podem eftar em equilibrio, fe 
entre ellas naõ houver perfeita igualdade. Quan-

do porém exercitaõ a fua acçaõ por meio de Maquinas, 
que favoreçaõ o feu esforço , fuccede muitas vezes que 
bem fracas potencias fuftentaõ maífas enormes. Por eftas 
invençoens Mechanicas , que igualmente fe devem á necef-
lidade , e á induftria dos homens , chegamos a aumentar, 
para o dizer afíim, ao noffo arbítrio a energia das me-
nores forças. 

170 Entre as Maquinas humas faõ ÍImples , outras com-
portas. Eftas facilmente fe entendem por aqueílas; e pi>r 
iflò bailará conhecer bem as primeiras. As Maquinas íimples 
podem reduzir-fe a f e t e , a faber : Cordas , Alavan-
ca ,. Roldana , Sarilho , Plano inclinado , Parafuzo, 
e Cunha ; e ainda poderiaÕ reduzir-fe a menor numero, 
fe algumas circunítancias particulares nos naõ perfuadiliem 
a confiderallas feparadamente.. 

Todas ellas tem o mefmo fim, que he o de favorecer 
o esforço da potencia contra os obftaculos , que por íi fó 
naõ poderia vencer mas naõ faõ todas igualmente pró-
prias para produzir elte effeito. Para avaliar a efiãcacia de 
hum as e outras, tem-fe reduzido todas ao mefmo ponto 
de vifta , que he o do equilibrio , e tem-fe procurado as 
condiçoens necelTarias em cada huma delias, para que a po-
tencia e refiítencia fe contrapezem mutuamente. Ifto he o 
que agora entramos a moftrar. 

DEpois que M. Varignon ( Nouv. Méçb. Secí. II. 

pag. pj 2 1 0 ) tratou com mui.a miudeza a 
theorica das cordas , entráraõ eftas a fer contadas entre 
as Maquinas Íimples , com o nome de Maquinas Fu-
niculares. As cordas faõ com effeito hum m e i o de commu-
nicaçaó entre differentes potencias, e delias nos fervimos 
quali fempre nas outras maquinas; rafaõ porque ferá muito 

DAS CORDAS. 

coa• 
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conveniente que principiemos efta matéria , dando a conhe-
cer os feus ufos principais. Mas a fim de eftabelecermos algu-
ma coufa fixa, feremos em primeiro lugar obrigados a fuppol-
las perfeitamente flexíveis , e naõ pez&das , refervando pa-
ra depois o coníiderallas no feu eftado natural. 

Sejaõ duas potencias A , e B applicadas á corda AB 
( Fig. 72. ) , e afluando para partes oppoftas. He manifef-
t o , que mutuamente fe deftruiráõ os feus esforços, e tica-
ráõ confeguintemente em equilibrio j fe ellas forem iguais 
entre li. Naõ ha coufa mais clara. 

171 Sejaõ agora tres potencias A , B , C ( Fig. 73. ) , 
applicadas aos tres cnrdoens AD , BD , CD , unidos no pon-
to D ; perguntaõ-fe as condiçoens neceflarias, para que to-
do o fyftema fe ponha em equilibrio. 

Reprefentemos por Da a potencia A, e por De a po-
tencia C. Entaõ, completando o parallelogrammo aDcK, 
pelos princípios já demonftrados acharemos 

I. Que a acçaõ deftas duas forças A , e C fobre o nó 
D deve fer igual á fua refultante DK. 

II. Que o fyftema naõ pôde eftar em equilibrio , fe a 
potencia B reprefentada por Db naõ deftruir o esforço da 
refultante DK ; logo he necelfario que lhe feja igual , e 
oppofta , e confeguintemente deve achar-fe fobre a mefma 
linha KÍ. Donde fe fegue que para haver equilibrio devem 
os tres cordcer.s eflar 110 mefmo plano. 

III. Que as tres potencias 4 , C , B faõ entre fi com o Da, 
De , PK. Porém D a:Dc: DK: : fsnKDC:fen a D K: 
fen aDc :: fen BDC :fen ADB : fen ADC. Logo 

A : B : C : : fen BDC :fen ADC : fen ADB ; 
Donde fe fegue , que caia huma das potencias deve fer como 
o feno do angulo comprehendido pelas direcçoens das outras 
duas. 

172 Se a corda ADC em lugar de fer atada em o nó 
D , paíTaíTe livremente por hum anel lituado na extremida-
de D da corda $D •, entaõ, para haver equilibrio, feria 
jieceifr.rio que o anel naõ pudeile correr pela corda ADC 
para huma, nem para ou tra parte ; condição , que terá lugar 
todas as vezes que a linha dividi? o angulo ADC em duas 
partes iguais. Nefte cafo as duss potencias A , C faõ iguais, 
C içremos as projorçoens feguintes. 

A; 
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A:B::ftn BBC :fen ADC :: fen - ADC : fen ADC í 4 
2t 

1 : 2 cof ~ ADC, 
2 

17Í Logo todas ss vezes que duns potencias A , C obraõ' 
huma contra a'outra por meio de huma corda ADC , que 
parta por hum ponto fixo D , he neceíTario quC para naõ cor-
rer a corda pelo dito ponto , iftohe , para haver equilibrio, 
fejaó as duas potencias iguais entre fí. Donde conclui-
remos , que duas forças applieadas ás extremidades de hu-
ma corda , que palia pelo perímetro de hum polygono , ou 
de qualquer curva, naÕ podem fer poftas em equilibrio , 
fe naõ forem iguais (Fig- 74- )• 

174 Quando houver mais de tres forças applieadas a ou-
tros tantos cordoens, ligados todos a hum mefmo nó, bufear-
fe-ha primeiramente a refultante de duas quaifquer delias, 
e feraõ reduzidas- a huma de menos. Depois continuar-! c-
ha a mefma reducçáÕ até naõ haver mais que duas poten-
cias iguais, e oppoftas ; e entaõ todo o fyftema fe achará 
em equilibrio. O mefmo feria no cafo de eltarem alguns 
dos cordoens atados a pontos fixos, e immoveis; porque o 
esforço fuftentado por cada hum deíles pontos teria lugar 
de potencia. 

17ç 3upponhamos agora ( Fig. 7?. ) , que huma corda 
ABCDH he tirada pelas forças A , E ,F , G, H applieadas aoá 
pontos A , B , C , D , H , algumas das quais podem naõ fer 
mais do que pontos de apoyo. Para determinarmos as con-
diçoens do equilibrio, e as tenfoens refpeclivas dos cor-
doens AB ,BC , CD, DH , obíervaremos , que eftándo to-
do o fyftema cm equilibrio , todas as fuas partes o deveni 
eftar também. Logo poderemos coníiderar os pontos A e C 
como fixos, e a potencia E luclando contra a reíiftencia 
delles. Para haver pois equilibrio , ferá neceíTario em pri-
meiro lugar, que a potencia E feja para o feno do angulo 
ABC, como a potencia A, ou o esforço fuftentado pelo 
ponto fixo A , ifto he , como a renfaõ do ccrdaõ AB , que 
reprefentaremos por T,AB , he para o feno do angulo ÉBC; 
e em fegundo lugar , que a mefma potencia E feja para o fe-
»o do mefmo angulo ABC , como a tenfaõ do cordaÕ BG 
para o feno do ansiulo ABE. Teremos pois • * 

E :fen ABC : :T,AB :fen EBC ::T,BC : fen ABE. 
Do mefmo modo, para que aparte BCDF cfteja em equi-

Jibrioj 
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t ibr ío, he necelfario que fe verifiquem as duas proporço-
cns feguintes 

F : feu BC D :T,BC: fen FCD : : T,CD : fen BCF . 
Em fim , o equilíbrio particular do fyftema CDHG exige 
pela mefuia rafaõ , que tenhaõ lugar eftas outras proporço-
ens 

G : fen CDH :: T,CD : fen MDG : : T,DH : fen CDG. 
De todas eftas proporçoens fe tiraráõ feis equaçoens, e 

outras tantas condiçoens do equilíbrio de todo o fyftema , 
com as quais fe determinará arelaçaõ dastenfoens de dous 
cordoens independentemente das forças E ,F ,G, e a rela-
çaÕ de duas deftas forças independentemente das tenfoens 
dos cordoens &c. 

175 A mefma coufa teria lugar, ainda que os cordo-
ens EB , FC , DG, pela direcçaõ dos quais aílúaõ as forças 
E , F , G, eftivelfem em planos differentes. E porque pôde 
acontecer, que muitas potencias eftsjaÕ applicadas junta-
mente ao mefmo ponto da corda B , neffe cafo deveremos 
calcular primeiro a fua refultante ; e fuppondo-a em lu-
gar delias aoplicada ao dito ponto, acharemos as condi-
çoens do equilíbrio da mefma maneira. 

177 Mas demoremo-nos ainda hum pouco na confidera-
çaÕ do fyftema funicular ABCDH ( Fig. 75. ). A poten-
cia F reprefentada por CF1 fe refolve em outras duas Cb ^ 
C d na direcçaõ dos cordoens BC , DC , dos quais ellas 
exprimem as tenfoens. A força Cb eommuriica-fe em B à 

e obra conjuntamente com a potencia E , de maneira que 
a fua refultante dirigida por BK fe emprega em eftender 
o cordaõ BA , ou em carregar o ponto de apoyo A, o u , 
de outra forte , em fazer equilíbrio á potencia A. Confe-
guintemente pôde a tenfaõ do cordaõ BA exprimir a re-
fultante das duas potencias E,e Cb. 

Do mefmo modo pela tenfaõ do cordaõ DH fe pôde 
exprimir a refultante das forças G , e C d ; logo a refultan-
te das quatro forças E,Cb, Cd,G, ifto he , das tres 
E , F , G he abfolutamente a mefma que a das tenfoens 
dos dous cordoens extremos AB , DH; e por confeguin-
te deve paffar pelo ponto de concurfo K dos mefmos cor-
doens. E em gçral, 

178 Seja qual for o numero , e a direcção das potencias 
applicadas a buma mefma corda, a fua refultante pai]ará 
fempre pelo ponto de concurfo dos cordoens extremos. ' 

Quan-
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Qutndo eftas potencias sftuarem todas para a fliefim 
par te , e forem entre fi parallelas, a refultante geral de 
todas ferá igual á fua foma , e terá huma direcçaõ paral-
lela á das mefmas potencias. Seja pois huma corda peza-
da AEB (F ig . 7 6 . ) , preza pelas extremidades nos pon-
tos fixos A , B , a qual no eftado de equibrio tome a cur-
vatura AEB ; e fejaõ AC , BC as duas tangentes em A , e B. 
A refultante das cargas dos pontos de fufpenfaõ ,4 , B paf-
fará pelo ponto de concurfo C das duas tangentes , a fua 
direcçaõ ferá reprefentada por huma linha vertical CE, e 
o feu valor ferá o pezo da mefma corda, que he a foma 
das potencias que íollicitaõ a cada hum dos feus pontos. 
Chamando pois A e B as cargas dos dous pontos ref-
peiflivos de fufpenfaõ , e P o pezo da corda , teremos 

P :fcn ACB : : A: fen ECB : : B :fen ACE. 
T79 Em lugar do ponto de fufpenfaõ B podemos con-

ceber huma potencia, que communique a fua âcçaõ ao pon-
to A por meio da corda BEA ; e nefte cafo , a acçaõ 
da potencia B , fe ella obraffe immediatamente fobre o pon-
to A , deve fer para a acçaõ que effedlivamente lhe com-
munica por meio da corda pezada A EB , como o feno do 
angulo ACE para o feno do angulo ECB. He logo fácil 
de haver refpeito ao pezo das cordas na communicaçaõ 
das acçoens de quaifquer potencias. 

180 Donde fe v ê , que eftando os pontos A e B na 
mefma linha horizontal , a potencia B tranfmete toda a 
fua acçaõ ao ponto A. Mas quando o ponto B eftiver 
mais elevado , a potencia nelle applicada perderá parte 
da fua força na acçaõ communicada por meio da corda ao 
ponto A\ e pelo contrario, eftando B abaixo da hori-
zontal que palia pelo ponto A , a potencia B terá hum3 
acçaõ mais vantajofa fobre o ponto A , do que teria fe 
lhe folfe immediatamente applicada. Donde fe vê de hum 
modo fenfivel, como por meio de cordas pezadas fe po-
dem multiplicar as forças em muitos cafos. 

181 Já diflemos , oue naõ era poffivel em rigor eften-
der horizontalmente huma corda , de maneira que naõ ti-
Veíle inflexão alguma. A prova he muito fácil , em confe-
queneia do que acabamos de moftrar. Seja T a força que 
eftende as duas extremidades oppoftas da corda j4EB(Fig . 
77. ), e feja P o pezo delia. Teremos T : P :: fen ACD: 
fen ACB. Logo, fe o angulo ACB for infinitamente obtu-
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f o , ífto h e , fe acorda efti ver perfeitamente eftendida em 
linha r e f t t , o feno do angulo ACD ferá igual á unidade , 
e o do angulo ACB a nada. Seria pois neceffam huma ten-
faõ infinita, para que a corda naõ tivelfe a menor infle-
xão. Em quanto a força que fe emprega em eftendella for 
finita, o angulo CAB o ferá também. 

Sendo o angulo ACB o dobro do angulo ACD , temos 
fen ACB rr z fen ACD.cofACD = z fen ACD.fen CAD ; lo-
go T . 2 f e n CADzzP. Supponhamos , que he T muito 
grande a refpeito do pezo da corda P ; AC naõ terá dif-
ferença attendivel a refpeito de AE, nem DE a refpeito 
de EC. Chamando pois L o comprimento da corda, teremos 
, CD zDE 

Jen CAD —- — — • e fubftituindo efte valor concluire-
4 L 

zDE ' P.L 
mos 2 T . ——< — P , e DE ^ — . 

Conhecendo pois o comprimento L da corda , o feu pe-
zo P , e a força T empregada em a eftender horizontal-
mente , poderemos fempre determinar a quantidade do aba-
timento no ponto do meio , a refpeito da horizontal que 
paffa pelas extremidades. CD •. ~ . ' . Í K O / 

EXEMPLO. Dado hum pezo de % libras para eftender hu-

ma corda que tem 24 pés de comprido , e 161 • grãos de 

pezo, achar qual deve fer a fua inflexaõ. 
Depois de haver refolvido 5 libras em 5. 16. 8 . 7 1 

1 6 1 7-z4 4 8 5 , ? 
j r aõ s ; teremos DE tz • , . '— - T< p ' ~ 

5.16.64.72 ç. 10.0.72 
48 

- 1 1 pés s= 48 1 à polleg. S f á t i i í l i n h . - 1 lính. I • 
64. 72 64. 6 ' 3 2 2 
A experiencia deu juftamente o mefmo refultado , fazen-
do-fe com huma corda, da qual triata c tres diâmetros 
faziaõ duas pollegadaS. 
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Da curvatura das cordas , follicitadas pela 
acção de qitaifquer potencias , e pojias em 

equilibrio. 

182 Uando huma corda (F ig . 7 8 . ) , ou huma câ r 
deia fummamente flexível ABD, eftá penden-
te pelas extremidades A , e D , e he folli-

çitada em cada hum dos feus pontos por quaifquer for-
ças íituadas no mefmo plano que os pontos de fufpenfaõ, 
lie fem duvida que deve tomar certa curvatura própria 
do equilibrio. Mas qual he a curvatura própria do equili-
brio ? iffo he o que agora examinaremos. 

Primeiramente eftabeleçamos qualquer eixo AC, ao 
qual fe reíiraõ os differentes pontos da curva , que procu-
ramos determinar. Depois tomando qUaifquer tres elemen-
tos confecutivos mm, mm', m'm", reflectiremos que fen-
do a corda fuppofta em equilibrio , podemos confiderar 
como fixos os dous pontos M e m' , fendo o ponto in-
termédio m follicitado por quaifquer forças, cuja re-
fultante reprefentaremos por R , ou mt. 

Ifto pafto , para que efta potencia faça equilibrio com 
as tenfoens dos dous pequenos cordoens Mm, mm', he 
neceílario que feja R : T,m m':: fen Mmm' : fen M m t. 
( n. 1 7 5 . E pela mefma rafaõ , coníiderando os pontos 
vn,vi" como fixos, e fendo o ponto intermedio m' fol-
licitado pela fua força m ' í ' , que he R ou por 
shbreviar r ' , ferá neceflario que tenhamos T,m m': R ' : : 
fiit t'm'm": fen mm'm". Logo multiplicando eftas duas 
proporçoens, termo por termo, teremos 
R : R' :: fcn Mmm1 .fen t'm'm" : fen Mmt . fen mm'm". 

Supponhamos agora o angulo Mmm' zz<p, e Mmt ~ / / ; 
C teremos no elemento feguinte mm'm" — (p •+• d@ ^ 
por abbreviar , e mm't' — /J,'. Logo fen t'm'm" — 
— ftn ( jU' -f <? ' ) — — fen U'cofq>'~ fen <p'coffj.'. 

E porque Cp' differe infinitamente poucç de 180o , e con-
feguintemente he cof (0' — — 1 ; teremos R : R':: fen cp. 

fen JJL' —fen tyfenq' cof/j,': fcn y. fen cp': - j ^ r ~ 

fen jJ. 
cof fi : -——; donde teremos 2 equação feguinte 

R< 
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R'fenjJ-T RfenU. 
-i—r- - - R' cof p - O) 

fen Cp' Jen cp J r 

/ R fen u v 
3 qual fe pôde reduzir a efta fórma , á Q—"fênÇ > 

R' cof fl' ~ o, ou também a efta -* 

R coff* — o ; refleftindo , que R'cof fj,' ~R cof U 
•d ( R co/ jU ) , e que o ultimo termo defta exprelfaó fe defva-
nece em comparaçaõ do precedente. 

Como as diverfas potencias applicadas aos pontos da 
corda, podem reduzir-fe a duas, huma p e l a direcçaõ 
da ordenada wp , e a outra ms parallela á abfcilfa Ap , 
chamemos Y a primeira , e X a fegunda; e fazendo ao 
ordinário AP — x , PvVÍ , Mr — dx , m r ~ dy , Mm — 
4t , teremos fen jj, fen ( Mmr t m q ) ~ fen M mr . 

r r „ r dx Y dy X 
coftmq cof Mmr . fen tmq . —+ .— . — ,e 

d s tm ds m 

cof U, — cof Mm r . cof tmg <— fen Mmr . fen tmq — 
dy Y dx X , Ydx+Xdy -— — . Logo fera R fen u — -. 
dt tm ds tm b r* ds » 

Ydy — X dx 
e R cof u s r — . Sendo pois r o raio ofculador; 

ds 
ds 

ferá o angulo de contingência, ou o feu feno — = 

fen O, e teremos por equaçaõ d3 curva procurada 
,s(Ydx + Xdy)r . Y d y - X d x 

a I —— )-rr — pz o. 
: * ds- / ds 

E porque efta equaçaõ he diferencial da terceira or-
dem , ferá necelfario integralla tres vezes confeeutivsmen-
t e , donde refultaráÕ na equaçaõ finita tres confiantes, 
que fe determinaráõ de maneira que a curva palie por dous 
pontos dados, e tenha hum comprimento dado. 

18} EXEMPLO I. Supponhamos, que fomente a força da 
gravidade aílua fobre todos os pontos ABD por direc-
çoens parallelas ás ordenadas PAI. Pergunta-fe, qual fe-
rá a curva nefte cafo? 

A acçaõ da gravidade tende a^ commutiicar ao ele-
mento Mm a velocidade g , e a quantidade de movi-

mento 
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mento gds. Aflim teremos 7 — gds , e X = pelo 
/ rdx\ 

que a equaçaõ geral fe reduzirá a d ^ J + dy — o , 

r d .v cujo integral he —— rr C — y. Porém fuppondoir conf-

dydr ddx dy 
tante temos r s - : loao — —— — o. O m-

' " dx C-y 
tegral defta exprelfaõ he Idx l ( C —y ) — ' C'ds, ou 
dx (C — y) — C'ds. Elevando ao quadrado, teremos 
dx2 (C — y ) 2 — C'2 d s~- — C>2 dx 2 + C'* dy 2 C 
feparando, teremos finalmente 

^ ± C' dy 

V C( C - y ) 2 ~C'2 3 
por equaçaS differencial da curva formada naturalmente 
por huma corda , ou cadeia fummamente flexível , pen-
dente pelas duas .extremidades. Efta curva he geralmente 
conhecida pelo nome de Cateitaria. 

Fazendo-fe dy — o ( Fig 79. ) , immediatamente fe 
determinará o ponto mais baixo da curva B , porque fe-
rá entaõ C — y — C , ony ~ BE ~ C — C'. E fe quizer-
mos referir a catenaria ao eixo vertical BE , conduzire-
mos huma ordenada qualquer a efte eixo , como M Q , e 
poremos BQ, ~ x , e QM —y. Depois, fubftituindo na equa-
çaõ precedente C — C' — x em lugar de y, e AE — y em 

, J , +C'dx lugar de x, teremos dy —= r— . Metendo 
' V(x x + 2C x) 

pois a em lugar de C' , e integrando , ferá finalmente 
, , a + x + V(x x + 2 ax ^ 

y — + / ^ - ; donde fe fegue que a 
a 

cada abfciífa x correfpondem duas ordenadas iguais, de hu-
ima e outra parte do eixo BE , o qual he confeguinte-
mente hum diâmetro da curva. 

Tomando os x pofitivos, vemos que os y crefcem até 
o infinito •, mas tomando as abfcifías negativas as ordena-
das fahem imaginarias. Aflim naõ palfa a catenaria além 
do vertice B, e pôde alfemelhar-fe a fua figura á de hu-
ma para boi a. Por outra parte ella fe confunde no ponto 
B com huma curva parabólica defcrita com o parametro 
2 & j e aflim fica juftificada a fuppofiçaõ que acima fize-
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ftios (n .181. ) , tom indo BE = EC (F ig . 77. ) 
aà x 

A equaçaõ differencial dy — —7 da 

( x + a ) dx . . 
V(dx 1 H-dy » ) a • ;-——- r > integral he 

' V ( zax + .v x) 
BM r - V (zax-\- xx~). Donde fe vê que a catenaria he hu-
ma das curvas fufceptiveis de rettificaçaõ. 

Quando fe daõ os d'ous pontos de fufpenfaÕ A , D com 
o comprimento d3 corda , he necelfario , para defcrever a 
catenaria , determinar primeiramente a poíiçaõ do vertice 
B , e a confiante a. Para ilfo teremos tantas equaçoens quan-
tas faõ as incógnitas; mas naõ poderáõ reíolver-fe fenaõ 
por approximaçaÕ , por caufa das quantidades logarithmi-
cas que entraõ na equaçaõ da curva. 

Quando huma corda pendente de dous pontos naõ tiver 
a figura , que acabámos de ver , naõ poderá eitar em equi-
líbrio. Fará neceífariamente ofcillações continuas , até que 
a fricçaõ , e a reliftencia do ar a forcem a tomar a figura 
própria do equilíbrio. 

Galileu foi o primeiro, que penfou em indagar a curva, 
que huma cadeia pendente pelas extremidades fótma no ef -
tado do equilíbrio. Mas todas as fuas indagações paráraõ 
em conjefturar, que feria huma parábola porque a Geo-
metria do feu tempo naõ baftava para refolver efte proble 
ma. Os irmaõs Btrnoulis o emprenderaõ de novo, 110 tem-
po que na feia o calculo differencial, e nas fuas Obras fe 
pôde ver o fuccelfo , com que o refolveraõ. 
• 184 Entre muitas propriedades bel las da catenaria , que 
eftes grandes Geómetras deduzirão dos feus cálculos , ha 
huma mais analoga do que as outras ao aífunto que trata-
mos. Coníifte efta em que o centro de gravidade cia cate-
naria defee ao ponto mais baixo que he polfivel. Eífaqui 
como ella fe pôde demonftrar. 

Seja G o centro de gravidade do arco A M B D ( Fig. 
79 •. ) •> e G G' a fua diftancia á horizontal A E. He necel -
fario provar, que efta diftancia he hum máximo. E como 
_ , f y d í 

AB]) ' e 0 a r c o AB I> he de huma grandeza 

conftante, toda a dificuldade fe reduz a moftrar que na ca-
tenaria a exprelfaõ fy d s he hum máximo. 

A 
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A natureza de qualquer máximo he tal , que o feu va-
lor naõ deve mudar, em quanto fuppuzermos huma varia-
çaõ infinitamente pequena nas quantidades que o produ-
zem. Se fizermos pois variar infinitamente pouco hum pon-
to M' da curva propofta, o valor do máximo naõ terá mu-
dança alguma, ainda que os elementos contíguos M M', 
Aí' M" fejaõ tocados da dita variaçaõ. Huma vez que feja 
exprimida efta condição , deverá attender-fe também que 
o arco da curva fique conftante •, mas para exprimir de 
hum modo mais particular tanto efta invariabilidade como 
a do máximo, ferá neceífario que façamos variar outro 
ponto M ". 

Porém, para que a fluxaô de cada ponto naõ traga com-
íigo mais do que huma indeterminada, he neceífario fup-
por , que efta fluxaó fe faz fobre huma linha dada. Sen-
do efta linha abfolutamente arbitraria, fupporemos que a 
fluxaó dos pontos M' , Aí" fe faz fobre as parallelas ao ei-
jto M' R', M" R" , afim de fer mais fimples o calculo. 
Ifto pofto, as ordenadas naõ mudaráfí de valor , nem tam« 
bem as fuas differenças R M ' , R ' M " . 

E como , tomando muitos elementos çonfecutivos de 
huma mefma curva , a funçaõ F que convém ao primei-
ro fe muda em F + d F para o fegundo , e pela mefma 
rafaõ F •+• dF fe muda em F d F -f d ( F -+- d F ) para 
o terceiro, e affim por diante ; reprefentando porF , F ' , 
F" &c eftes valores confecutívos de F , a fim de abbre-
viar, teremos F' zz F -+- d F , F" == F' -f d F> &c. e con-
feguintemente F' — F zz dF, F" — F' — dF1 &ç. Em 
confequencia diílo terçmos pois M P zzy , M.' P'zzy't 
M" P1' zzy" &c , A P zz x, AP' zz x', A P" zz x'1 &c , 
donde concluiremos PP> zz dx , P' P" zz dx', — 
dx" &c , Aí' R zz d y , M"R' zz dy' &c , M M ' - d s , 
M'M"=zds'&c. 

Em fim , pela condição do problema fy d s deve fer 
hum máximo , e efte naõ deve fofrer mudança alguma da 
Suxaõ dos pontos Al1 ,M". Porem fy ds exprime a foma 
dos elementos y ds por toda a extenfaÕ da curva de A 
até D, e efta foma naõ varia de A até Al, nem d e M'" 
até D. I.ogo , fe ella houveíTe de variar, naõ poderia fer 
íenaõ entre Aí e M'" , onde o feu valor he y d s -f- y' d s' 
-f-y" ds". Logo adifFerençial delia quantidade deve fer 
i;r4al a nada. 

Mas 
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Mas corno aqui fe trata de differenciais dependentes da 
fluxaõ dos pontos M' , as quais naõ tem rélaçiõ al-
guma com as differenças naturais, ifto he , com as diffe-
íer.ciais das coordenadas, e do arco ; diítinguillsf-hemoS 
com a charaíteriftica t í . Aflim teremos y £ d s -J- y' £ d sr 

+ y" £ d s" — o, por quanto y ,y' / y " naõ faõ variáveis. 
É porque o arco da curva d s + d s' d s" he corítante , 
teremos igualmente cT d s â d s' -+- d s" — o. Do mef-
mo modo, fendo o intervallo PP'" =r d x d x1-t dx'' 
também confiante , teremos finalmente ^ 
£d*" — o. » 

Porém temos d -f dy- — d si ; logo d x cf d x 
ày £ dy — d s J" d s : e porque éi dy zzo, ferá dxzz 
d s 
~ £ d s. Donde teremos as tres equações feguintes 

ySds+y'jd s'-by"3 d s>'-0 
£ds + $ds'+ ds"~ o 

ds » ds' K , , ds'' 
~£ds+:ré

<ds'+:r-£ds>'=z o. 
d-x dx' d x" 

A primeira he o mefmo que { y — y') eJ1 d s -+• ( y' — 

y ) (<£ d s -rJd s') + y"Cá ds+£d s'+ <P d s") =0, 

a qual por meio da fegunda fe reduz a dy d s d y' 

(d^ ds jr^ds^ — o. Do mefmo modo a fegunda e a ter-

ceira daráÕ d £ds + d Ç~r) ( £ d s S d 

s o ; e deitas duas ultimas equações concluiremos em fira 

7y-~ j y = o , o u < í [ _ — J - o . . 

Integrando fo i s , teremos primeiramente Cd ( " J ^ - í -

, Cãs 
dy —o-, e tornando a integrar , t e r e m o s - j ^ — f - " — C, 

que he juftamente a equaçaõ da catenaria , que acima acha-
mos ( n. 182. ) . Logo o centro de gravidade occupa na 
catenaria o lugar mais baixo que hepoflivel. 

Note-fe, que fendo aqtii Jy ds hum máximo deve eon-
«luir-fé , que eritre tódas as curvas iíoperimetras, termi-
nadas nos dous pontos A e B , a catenaria he a que pela 

fua 
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fua revoluçaõ ao redor do eixo horizontal A C produz a 
maior fuperíicie curva que he poífível. 

185 EXEMPLO II. Suppondo que as direcções da gra-
vidade concorrem em hum centro commum , pede-fe a 
curva que deve formar huma corda A D em virtude do 
proprio pezo (Fig- 80. ) . 

Sendo conduzida pelo ponto de fufpenfaõ A para o 
centro das forças a reíta A C , de qualquer ponto da curva 
M tire-fe para ella a perpendicular M O,. Completando o 
rectângulo A P M 2, , e fazendo C Qjz * , O M ~y,CM 
— z,o qae era x e y na equaçaõ geral ferá agora y , e 
A C — x ; e allini fe converterá em 

f Y dy — X dx ) r \ __ Ydx+Xdy 
d { TZ ) ~ 17 

Seja F a velocidade communicada pela força central, 
a quai he huma funçaõ de z ; a quantidade de movimen-
to do elemento d s ferá F d s ~ MO , que fendo refolvi-
da em outras duas MS, MT , fegundo as direcções Mg. , 

Fxd s 

P M , dará z : F d s 1 : x : M T =: —^— =5 Y , e z : 

Fy d s F d s :: y : MS = — X. 

Subltituindo pois eítes valores na equaçaõ geral , tere-
F r F 

mos d f - - [x dy —y dx) 1=3 — [ xdx y dy ) zz 
L zds J z 

Fr 
F d z , cujo integral he — ( x dy — y d x ) z z f F d z . 

zds 
Porém fuppoudo confiante mrzzzd(pzzdu, teremos o 

zds> raio ofculador r — ; e fendo o an-
( — d s* -j- z d d z i a u 

guio A C M — O, teremos x dy — y dxzzzzdty logo 

fubltituindo eítes valores, teremos -—, % zz 
— d s- -r z a a z 

. F 1 ddz , 
Í F d z , ou - — - — i — • — • Multiplicando 
• ' f r d z z du^i-dz* r 

, Fiz dz d zd dz 
po,S por d * , teremos - a ^ ^ , 
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30 integral he l fF d a + lz — 1- l ( d ti* d x 1 ) — 
2> 

,dtl r r- 1 í ( l — , o u x / F i x s = C / V I + 

Separando pois teremos finalmente 
4- C á x 

á Cp 53 

d%-
z- d. 2 ; * 

* V [ %2:(fFdz y- - C- ] 
por equaçaõ differencial da catenaria no cafo de ferem 
as direcções da gravid ade convergentes para o centro das 
forças. 

Mas para moftrarmos huma applicaçaÕ defte refultado 
b C 

geral, fupponhamos F — , ifto he , fupponhamos 
azz 

que a gravidade obra na rafaõ inverfa dos quadrados das 

diftancias, e teremos f F d z z z —— + — ; logo d Q 
az a 

± adz . , . . r 
= — 7 7 . Efta equaçaõ fe integrara fa-

x K [ ( x - y _ az ] 11 ^ 
zer.do-a primeiro racional; e como b pode fer maior , ou 
menor do que a , haverá dous cafos para examinar. Seja 
pois B o ponto mais baixo da curva , Í B s c , e o angu-
lo B C M — Cp. Teremos no primeiro cafo 

l + - f ) 
v — - m /(tu*-1) ' 

e no feguudo v 
c i~m~ T m- , 2 m ^ 

— cr 1 cof— © . 
x 2 2 i - t -m 2 

Se m for numero inteiro, a catenaria ferá algébrica na 
ultimo cafo. 

DA ALA V A NC A. 

186 A Alavanca he huma vara inflexível P C (f apoya-
da fobre hum ponto C ( Fig. 81. ) , ao redor do 

qual pôde mover-fe livremente. Para maior íimplicidade 
íupporemos primeiramente , que ella naõ tem pezo algum. 

Sejaõ duas potencias A e B applicadas ás duas extremi-
dades P e 2 ,de huma alavanca P C de qualquer figu-

ra 
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r i que feja ; devem achar-fe as condiçõe; neceíTariaS pâ» 
ra que fe ponhaó em equilíbrio por meio defta maquina. 

Produz,lõ-fe as direcções A P , B das potencias até 
concorrerem 110 ponto E. E como podem coníiderar-fe am-
bas aíluando conjunclamer.te no ponto E , reprefente-fe 
por E F a acçaõ da força A , e por E G a da força B ; e 
a diagonal EH ferá a refultante. Bemfevê , que efta naõ 
pode fer deftruida fenaõ quando fe dirigir ao ponto de 
npoyo C. Seja pois C a carga defte ponto reprefentada pe-
la refultante E H , e no cafo do equilíbrio teremos 
C : A -.8:: EH : EF : EG : :fcn PEÇ),: fen CEO : fen CEP* 

187 Porquanto a refultanre das potencias A e B paf-
fa pelo ponto de apoyo C, a foma dos momentos em or-
dem a efte ponto deve reduzir-fe a nada ( n. 57 . ) . Con-* 
duzinúo pois do ponto C para as direcões das potencias 
A P , B as perpendiculares C M , C N , teremos A . CAÍ 
~ B . C N ; refultado , que igualmente pôde deduzir-fe 
da proporção A : B : : fen C E <Jj- fen CEP. Donde con-
cluiremos geralmente a condição fundamental do equili-
brio na alavanca, 

Que para havei- equilibrio entre duas potencias aplica-
das ds extremidades de qualquer alavanca , he nsceffario 
que os feus momentos fejaõ iguais, ou { que vem a fer o 
ínefmo ) , que cada huma das potencias feja reciprocamente 
como a djjlancia do ponto de apoyo d fua direcçaõ. 

188 Em geral : Seja qual for o numero das potencias 
applieadas de qualquer maneira nos braços de huma ala-
vanca , naõ poderá haver equilibrio fenaõ quando a reful-
tante geral paliar pelo ponto de apoyo. E por confeguinte 
a foma dos momentos das potencias, que tendem a fazer 
girar a alavanca para huma parte, deve fer i g u a ^ foma dos 
momentos das que tendem a fazella girar para a parte op-
poíta , tomsndo-fe os ditos momentos em ordem ao ponto 
de apoyo. 

189 Se as duas potencias, ou os dous pezos A e B (Fig. 
S2. ), tiverem as direcções parallelas , as perpendiculares 
C M ,C N fe acharáõ em huma mefma linha MN; e fe 
alem diffo s alavanca for refla , os dous braços CP ,C O, 
feraõ proporcionais ás linhas CAl,C.N. Logo para haver 
equilibrio , deverá fer A . C P = B . C ifto he , para 
<jue dous pezos applieadas a hnma alavanca recla fe potibaò 
(vi equilibrio, fer d nsceffario que fejaõ entre ji reciprocam*' 

te 
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te tomo o: braços , a«s quais ejlaõ applicadas. 
Logo, fe o braço CP for o dobro de C g, hum pezo A 

de huma libra fará equilibrio ao pezo B de c'uas libras. 
Se a hum , e outro ajuntarmos o mefmo pezo , bem fe 
V'Ê que naõ pôde fubíiílir o equilibrio. Mas o único meio 
de o confervar nefle cafo, he o ajuntar a B o dobro do 
que fe ajuntar a A. Do meímo modo fe vè , que fendo 
CP triplo de CQ, o pezo A de huma libra fará equilí-
brio ao pezo B de tres libras, e aílim por diante ; don-
de fe fegue , que por meio de huma alavanca de propor-
cionado comprimento podemos reduzir ao equilibrio os 
pezos mais defíguais. 

160 Se em lugar do pezo A imaginarmos huma poten-
cia , que faça equilibrio ao pezo B , poderemos conlide-
rar na alavanca tres coufas differentes, ao menos em quan-
to ao nome , a faber , a potencia, o pezo ou reíiílencia , 
e o ponto de apoyo. Elias tres coufas naõ faõ realmente , 
fenaõ tres potencias differentes , das quais as duas pri-
meiras reúnem a fua acçaõ contra o ponto de apoyo , o 
qual faz as vezes de terceira potencia, e dellroe a reful-
tante das outras duas. 

Sem embargo , tem prevalecido o coltume de diftin-
guir tres efpecies de alavanca , conforme a poíiçaõ da po-
tencia , reíiílencia, e ponto de apoyo. Chama-fe alavanca 
da primeira efpecie , quando o ponto de apoyo fe acha en-
tre a potencia , e a reíiílencia ; da fegunda efpecie, quan-
do a refiftencia fe acha entre a potencia , e o ponto de 
apoyo ; e da terceira efpecie , quando a potencia eftá entre 
a reíiílencia e o ponto de apoyo. 

No primeiro cafo , pôde a potencia t e r , ou naõ ter 
ventagem fobre o pezo , conforme o braço a que fe appli-
car ; no fegundo, fempre tem ventagem fobre o pezo ; e 
no terceiro , fempre fica de inferior partido. 

ipi Quando fe quer fuftentar huma mafia M (Fig.86.), 
huma grande pedra por exemplo , toma-fe ordinariamen-
te huma alavanca , da qual fe faz paflar huma pequena 
parte CP debaixo da mefma pedra; e entaõ, fendo o pon-
to C apoyado fobre o chaõ, a potencia £ obra com tan-
to maior fuperioridade , quanto o braço C Q^ ao qual fe ap-
plica he mais comprido que a parte C P. Os que diftin-
guem tres efpecies de alavancas, conftderaõ efta como per-
tencente á fecunda efpecie. 

tf 1?2 
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191 Mas quando hum homem fuftenta hum pezo ní 
extremidade de hum braço, eftendido horizontalmente, 
a alavanca que niífo emprega he da terceira efjecie , por-
que os mufculos que entaõ fazem as vezes de potencia fe 
achaõ entre o pezo, eo ponto de apoyo. Porém em hum 
homem de mediana eftatura, o comprimento do braço he 
para a diftancia do muiculo deltóide ao ponto de apoyo , 
como 100 para 3 \ logo hum pezo de 30 libras naõ pôde 
fuftentar-fe nefta pofiçaõ , fenaõ por hum esforço de iooo 
libras. Por iifo naõ devemos efpantarnos da dificuldade , 
que fe experimenta em fuftentar do modo referido qual-
quer pezo conlideravel. 

A'primeira vifta parecerá , que huma difpoíiçaõ diver-
fa feria mais favoravel á acçaõ dos noffos mufculos. Mas 
refleíflindo mais profundamente na coufa , he fácil de ver 
que a alavanca da terceira efpecie era a mais própria pa-
ra produzir grandes movimentos nos pezos, que fe levan-
taõ ; e fe para iffo faõ neceffarias maiores forças , com 
que intelligencia , mas ao mefmo tempo com que econo-
mia providenciou a tudo o Autor da Natureza 1 Veja- fe 
Borelli De motn ammalium, e Nieuwentyt Exiftence de Di-
eu démmtrét par les mermeilles de la Nature. 

193 Mas , para o tornar a dizer , eftas tres efpecies de 
alavancas fe reduzem a huma fó ; porque he manifefto , 
que podemos coníiderar indifferentemente o pezo, a poten-
cia , e a carga do apoyo , como tres potencias diíferentes, 
das quais duas luctaÕ com a terceira. E huma vez que fe 
tenhaõ eftabelecido eni equilíbrio, que embaraço pôde ha-
ver em coníiderar qualquer dos tres pontos P , C , g . fF ig . 
82. ) , como apoyo da alavanca, fendo todos elles fixos ? 

Sabemos , por exemplo, que a carga do apoyo C he 
A + B ; logo podemos confideralla como huma potencia 
que obra de baixo para cima , e que faz equilíbrio á po-
tencia g, por meio da alavanca P CJ^apoyada no ponto 
P. E entaõ teremos, por condição do equilíbrio (A + B ) 
PC = B . PQ, donde fe tira igualmente A.CP — B . Cg, 
ccmo já moftrámos. 

194 Se huma alavanca BA ( Fig. 8 j . ) , apoyada pelas 
duas extremidades A , B for carregada em C por qualquer 
pezo M , bem fe vê que para achar a carga de cada hum 
«los apoyos , he neceflario refolver a potencia M em ou-
tras duas que fejaõ parallelas, e paíTem por elles. A que-

de ve 

X 
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BC 

deve paffar pelo ponto A ferá — M, e a, que dere paf-

AC far pelo ponto B ferá ^ M. 

• 19J Agora , fe quizermos attender ao pezo da alavan-
ca , coníiderallo-hemos como huma nova potencia , cuja 
acçaõ reunida no centro de gravidade fe exercita perpendi-
cularmente ao horizonte. Donde fe fegue , que naõ ferá 
necelfario attender ao pezo das alavancas , todas as vezes 
que o centro de gravidade correfponder ao ponto de apoyo. 

Mas fupponhamos , que as duas potencias A , B faõ pa-
rallelas , e verticais ( Fig. 84. ) , e que G he o centro de 
gravidade da alavanca P C de maneira que todo o feu 
pezo L adlâe verticalmente pela direcçaõ G L. Entaõ con-
duzindo' qualquer reéla MN teremos por condiçaõ do 
equilíbrio B.CN + L.CI — A.C M. 

196 Sendo pois dada huma alavanca P C Q , o feu pezo 
L , e as potencias A , B applicadas ás extremidades del-
ia, acharemos o ponto de apoyo C , fobre o qual deve for-
mar-fe o equilíbrio , conduzindo qualquer reífa m n que 
corte em m , t, n as perpendiculares P A , I L, dadas 
de poliçaõ. Porque entaõ teremos B.cn-t-L.cizsA. 
cm i e fubftituindo c i •+• i n em lugar de c n , e im — i e 
em lugar de c m , acharemos B . ci -^-B.in-^L.cizz 

a • • , A . i m — B. i n ' A . 1 m — A . 1 c ; logo j c = —— • Tendo af-
b A+B-hL 

fim determinado o ponto c , por elle conduziremos a ver-
tical c C , aqual cortará a alavanca no ponto C , e eíte fe-
rá o ponto de apoyo que bufeamos. 

197 Confideremos agora huma alavanca da fegunda ef-
pecie C P Fig. 85. ) , a qual fupporemos refta , e uni-
formemente pezada. Seja o comprimento delia C QL— a, 
a parte C P — b , e a fus gravidade efpecifica = g. Logo 
teremos ga por expreífaó do pezo total da alavanca L, o 
qual fe confidera adiu ar em I meio de C $)• F° r confe-
guinte, a condiçaõ do equilíbrio nos dará Bazzb A --f. 

— g a a , ou B — + — v a. Se « f o r muito pequeno , 
2 a 2 

deverá pois a potencia B fer muito grande, e pelo con-
trtrio fe a for muito grande tornará a fer É muito gran-

H a d e ; 
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de ; logo entre eftes dons extremos haverá hum eerfò vá> 
lor de B , de maneira que na5 poíTa dar-fe outro menor, 
que faça equilibrio á potencia A , c ao pezo da alavanca. 

Para o determinar , diferenciaremos o valor geral de 
1 b A d a 

B fazendo A variavel , e teremos —IDA— Dt-
2 aa 

i b A 
vidindo por d-a , e igualando a nada, ferá — g — — ; 

z a a 
2 b A b A _ R 2 b A 

Y ——r g a — Z 2b A g , donde fe tira a zz \/ , g azz V 2b A g , e 

~ — g a ; logo Bzz /2 b Ag. Conhecendo pois o pezo 
2 

A, a difiancia CP na qual fe acha applicado , e a gravi-
dade efpecifica g da alavanca , acharemos immediatamente 
a mais pequena potencia que pôde fazer-lhe equilibrio 
calculando a formula B zz, / 2b Ag; eo comprimento da 

alavanca, calculando a formula a zz " y / ^ — " 

EJTEMPLO. Supponhamos C P zz J pollegadas-, A zzi 
soo libras , e que a gravidade efpecifica da alavanca, otí 

geralmente o que péza huma das fuas pollegadas , he 
!2 

libra. EntaÕ , C g, — ^ 2 4 0 0 = 45» pollegadas zz 4 
4.0 

pe's, e 1 pollegada, e B zz y 600 zz —- libras zz 24 li bras, 
2> 

e 8 onças. He pois neceífario , que nefte cafo tenha a ala-
vanca 4 p é s . e huma pollegada de comprimento , e queí' 
fe lhe applique huma potencia equivalente ao pezo de 24 
l i b r a s , e 8 onças. 

198 Quando fe pertende mover liuma pedra M fobre a 
fi:a efquina viva K L ( Fig. 86. ) , por meio de huma ala-
vanca da fegunda efpecie CP g . , naÕ deve tomar-fe por 1t 
o pezo total da pedra , porque huma parte delle he fuften-
tada pela efquina KL ; mas para determinar o que tem 
realmente o lugar de B , podemos conduzimos da manei-' 
ra feguinte. 

Seja G O centro de gravidade, e N o ponto onde a 
vertical que paíTa por G encontra a bafe K L F G; e p r o " 
duza-fe P N até a linha K L. Ifto pofto , o pezo M aíYu-

ando 
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"•fido pela direcçaõ GN fe refolverá em duas potencias, 
qne paffaráõ huma por P , e a outra por T. A primeira te-

, NT 
rá por valor —. ; mas, como ella naõ he perpendicular 

á alavanca ferá neceíTario refolvella também em outras 
duas, huma parallela, e a outra perpendicular á alavan-
ca. Em virtude da primeira, ver-fe-hia correr a pedra pe-
la alavanca , fe a fricção naõ folie fuperior ao feu efíei-
to ; mas a fegunda ferá realmente tudo o que deve tomar-
fe por B. 

ApplicaçaÕ dos princípios precedentes á 
Theorica das balanças. 

199 T " ^ Os princípios, que acabamos de expór , de-
J p e n d e a conftrucçaõ das balanças. Ainda que 

ellas fejaõ de yarias maneiras , todas fe explicaõ facilmen-
te , reduzindo-fe ao que temos moftrado na alavanca. To-
do o mundo conhece as balanças ordinárias, que naõ faõ 
outra coufa feuaÕ huma alavanca pofta em equilibrio fo-
bre o ponto que a divide em partes iguais , a qual fuften-
ta nas extremidades dos braços dous copos , ou pratos , que 
fervem para nelles fe porem os pezos, e as matérias que 
fe haõ de pezar. 

A alavanca A B (Fig.87.), que particularmente fe cha-
ma o traveffao das balanças, he a peça principal defta ma-
quina. Os dous braços delie A X , B X devem fer perfeita-
mente iguais em comprimento. Também he conveniente 
procurar , que fejaÕ igualmente pezados ; mas efta condiça5 
naõ he taõ importante como a primeira , para a bondade 
das balanças , porque he fácil de compenfar a deligualdade 
do pezo dos braços com o dos copos, mas naõ ha coufa 
alguma que polia emendar o erro , que provem da delij 
gualdade do comprimento. 

O travelfaõ he paliado pelo meio por hum eixo bolea-
do pela parte fuperior, e agudo pela inferior, a fim de 
fe dar ao traveífaõ toda a mobilidade poffivel. Efte eixo 
palfa por dous buracos S , X da aza ST X. O fiel E faz 
parte do travelfaõ , he perpendicular ao comprimento del-
l e , e difpoem-fe de maneira que fe ache exaifhmente no 
plano da aza todas as vezes que o travelfaõ eftiver bem 

hori-
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horizontal. Em cada extremidade do tfaveflaS eftá depen-
durado por tres cordõ:S , ou cadeias , hum prato maior , 
ou menor , conforme o ufo para que a balança fe deftina. 
Quando ambos os pratos eftaô vazios ,' he necefíario, fe a 
balança he boa , que ella fe ponha em equilíbrio , e que o 
fiel naó incline para huma nem para outra parte do plano 
da aza. 

Seria inútil infiftir fobre os ufos de huma maquina taõ 
familiar. Ninguém ignora , em geral, que para pezar qual-
quer m3ÍIa fe poem efta em hum dos pratos, naó importa 
qual , e no outro fe v.ió metendo pezos conhecidos até ef-
tabelecer o equilíbrio , que logo fe conhece pela pofíçaõ 
vertical do fiel ; e que finalmente fe conclue , que o pezo 
da malfa he igual á foma dos pezos, que no outro prato 
lhe fazem equilíbrio. 

200 Huma coufa porém , como já diffemos, pôde fazer 
muito defeituofi efta primeira eípecie de balanças, que he 
a deligualdade dos braços. Porque he fácil de compenfar o 
encurtamento de hum com o excelfo do pezo do copo nel-
le pendurado ; e entaõ fendo os pezos dos corpos na rafaõ 
inverfa dos comprimentos dos braços , o equilíbrio terá lu-
gar , fem que todavia podamos fiarnos da exaílidaõ da ba-
lança. Porque metendo a mercadoria no prato do braço 
mais comprido , eftá claro que ella fará equilíbrio a hum 
pezo realmente maior que o feu. 

201 Mas fabemos , que para verificar efta efpecie de 
balanças, bafta fazer paliar refpeílivamente de hum prato 
para o outro tanto o pezo como a coufa que fe quer pezar. 
Logo fe vê , que o pezo já maior do que devia fer, adqui-
re novas forças pela applicaçaõ ao braço mais comprido, 
e que por huma fubita preponderaçaõ faz defapparecer todo 
o equilíbrio. Em fim, por muito dolofa que feja huma ba-
lança femelhante, com ella podemos determinar o verda-
deiro pezo das mercadorias , fe tomarmos o meio propor-
cional geometrico entre o pezo , que lhe faz equilíbrio de 
huma parte, e o que lho faz da outra. 

Para o demonftrar , feja y o pezo da mercadoria , e/l o 
que moftra na balança, quando eftá applicada ao braço mais 
curto, que fupponho fer ií ; e teremos y . AS — a. .SX . 
Seja b o pezo , que moftra a mefma mercadoria , eftando 
applicada ao braço hiais comprido ; e teremos rambein 
}. S x- b . AS ; logo yy.AS.SXzzab.AS.S.X, 

e y s V • " Voi 
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Por exemplo : Se depois de havermos pezado a merca-
doria em hum dos pratos, acharmos que faz equilibrio 
com o pezo de 2Ç libras, e paffando-a para o outro prato 

' acharmos que o faz com o pezo de 26 libras, diremos . 
que o verdadeiro pezo delia he 2Ç libras, 7 ouça1-, 7 o tavas, 
e 25 graõs. 

202 A balança , que havemos deferito , he fem duvi-
da muito accomodada para os ufos ordinários •, mis na') 
deixa de padecer alguns inconvenientes. Hum dos maio-
res he , que para pezar differentes mercadorias faõ necef-
farios differentes pezos •, quando na Balança Rom.mx , ou 
balança de bam prato , hum fá pezo bafti para pezar dif-
ferentes mercadorias. Outro inconveniente da balanç.i or-
dinaria h e , que para a fazer mais perfeita , deve dar-fe 
certo comprimento aos braçjs ; e entaõ íaõ fujeicos a do-
bra r - fe , e fe fazem inúteis. He neceífario também, que 
o travelfaõ poffa mover-fe com muita facilidade, e para 
iffo deve a parte inferior do eixo fer bem aguda ; porim 
quanto mais aguda , de qualquer matéria que feja , tan-
to he mais fujeita a embotar-fe, e huma vez que perca 
o fio, naõ pôde a balança-ter a primeira, mobilidade , por-
que a fricção do eixo he maior. Também fe aumenta a 
fricçaõ por outra caufa , que he a grandeza dos pezos; e 
dahi v e m , que huma balança baftantemente feníivel pira 
pezar em pequena quantidade matérias preciofas , como 
ouro, e diamantes, naõ poderia fervir por muito tempo 
nefte ufo , fe fe emoregaife a pezar também outras ma-
térias de pezo confideravel. 

Em quanto o traveffaõ eftá horizontal , o pezo do fiel 
carrega fobre o eixo da balança : mas quando o travef-
faõ pende para huma das partes , bem fe vê que o pezo 
do fiel ajuda a potencia que tem prevalecido fobre a ou-
tra. Por ido fe tem o cuidado de naõ ufar fenaõ de fieis 
muito delgados, e ainda de lhes applicar por baixo hum 
pequeno contrapezo , que inclinando para a parte oppofta 
lhes faça de alguma fórma equilibrio. 

Na conftrucçiõ das balanças grandes devem preferir-fe 
cadeias de metal ás cord is , naõ fomente porque reliftem 
mais , mas também porque faõ menos expoftas ás influen-
cias da humidade e da fecura. Também fe devem prefe-
rir .as matérias mais duras e mais polidas para o tra-
veffaõ, ou ao menos para o eixo de huma balança folida, 
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e fácil de mover-fe. Sobre efte objeíto podem alem difto 
confultar-fe as Obras de muitos Geómetras ,Jac. BernoullH 
Oper. Vol, I . . . , Euleri difquijitio de bilancibus in Comm. 
Acad. Petrop. An. 1738. tom. X .. . . Lambert, Aila Hel-
•vetica Vol. III. <0-c. 

20; A Balança Romana , ou Balança de hum copo ( Fig. 
88. j he compofta de huma alavanca , ou traveffaó A B , 
que fe deve fazer movei o mais que for polfivel fobre 
hum eixo C , por huma fufpenfaõ femelhante á das balan-
ças ordinarias. Hum dos braços C B deve fer mais com-
prido que o outro C A , e quanto mais o fo r , tanto mais 
extenfo ferá o ufo defta balança. Na extremidade do bra-
ço menor fe fufpende hum prato accomodado para rece-
ber as matérias que fe haÕ de pezar , ou fe applica hum 
gancho para as fuftentar j e ao longo do outro braço pôde 
correr livremente hum pezo F , pendente por huma ef-
pecie de anel. Ifto pofto , eftando o prato vazio , chega-
fe o pezo para o centro C , até haver equilibrio perfei-
to entre as partes da balança. Suppondo , que entaõ o 
anel H fe acha fttuado no ponto o do braço C B , eftá 
claro que fe puzermos qualquer corpo no prato delta 
balança , o equilibrio fe romperá , até que apartando o pe-
zo F do eixo C , quanto for conveniente , fe torne arefti-
tuir e entaó veremos, que o momento C A . g, deve 
fer igual ao momento F . C H menos o momento F.Co 
do mefmo pezo F, por quanto elle fe tirou do lugar em 
que eftava na primeira divifaõ o . Logo ferá C i , 2, -
F.Ho. 

Defta conftrucçaõ fe fegue , que dividindo o efpaço o B 
em partes 0 1 , 1 2 , 2 3 , 3 4 , &c , cada huma delias igual 
ao braço menor C A , o numero correfpondente ao ponto 
em que fe achar o anel H denotará as vezes que o cor-
po O contém o pezo F. Por exemplo , fe efte pezo com-
prehendendo também o do anel for de huma libra, e ef-
tiver na terceira divifaõ, concluiremos que o pezo 2, he 
de tres libras; e alfim dos mais. Multiplicando as divi-
foens do braço C B , pezar-fe-haõ com facilidade até as me-
nores partes da libra : mas para os ufos ordinários , bafta 
dividir em 16 partes iguais cada hum dos intervallos jí 
marcados, a fim de fe pezarem as onças com exaílidaõ. 

204 A balança da China he como a Romana , mas de hu-
ma forma muito fimpies, e applicada 3 maior numero de 

ufos. 
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"ttfos. Della fe fervem muito os Chins para pezar até as mais 
pequenas faifcas de ouro. Confifte em huma pequena vara , 
ou traveffaõ de marfim A B ( Fig.89. ), de cuja extremidade 
A eftá pendente hum prato proprio para receber o que fe 
quer pezar. Efte traveflaõ he furado em C de maneira , 
que paffando hum cordaõ C D pelo buraco , nelle fica fe-
guro por meio de hum nó , que tem na parte inferior. 
Por efte cordaõ he que fe fuftenta a balança, a qual tem 
o outro braço dividido em partes bem iguais, e nelle hum 
contrapezo , que fe vai afaftando do ponto C até haver 
equilíbrio. Mas a fim de fazer mais com modas as fuas ba-
lanças , coftumaõ os Chins dar no traveffaõ outros dous fu-
ros E , F, para poderem fufpendellas por tres pontos dif-
ferentes , conforme a necelfidade. Para cada eixo de fuf-
penfaõ tem o traveffaõ huma divifaõ particular ; e ficando 
fempre o prato na mefma extremidade , o contrapezo fe 
aparta mais ou menos, conforme o eixo de fufpenfaõ. 

Em lugar de fazer movei o contrapezo ( Fig. 90. ) , po-
dia fazer-fe o prato ; e efta balança ferviria igualmente pa-
ra os mefmos ufos : mas em geral , he mais fácil de mo-
ver o contrapezo, e delia maneira fe ufa menos o prato 
da balança. 

2oç Os Maquiniftas tem-fe exercitado muito em defco-
brir novos meios de pezar toda a forte de corpos. Hmna 
das maquinas mais ingenhofas , que fe tem imaginado pa-
ra efte effeito, confifte em hum quarto de circulo lixo fo-
bre o pá P. No centro C fe acha hum eixo perpendicular 
no plano do quarto do circulo , e ao redor do eixo eflaÕ 
dipoftas tres roldanas moveis e concêntricas 1 , 2 , j , por 
cada huma das quais palfa hum cordaõ , em que fe pôde 
fucceffivamente dependurar o prato. Os diâmetros das rol-
danas faõ arbitrários: porém ellas faõ todas fixamente uni-
das a hum mefmo raio C M feito de matéria algum tanto 
pezada , de maneira que naõ poffaõ girar ^ feni que eíla 
efpecie de index ou alidada fe mova também. O cordaõ 
que paífa pela roldana maior ferve para os pezos mais pe-
quenos , e os outros dous fervem por gradaçaõ p?.ra pezar 
maffas mais coníideraveis. 

O centro de gravidade G do index CM he o que fiz 
as vezes de potencia. Supponhamos , que eftando o prato 
vazio , C M correfponde ao ponto o; eftá claro , que car-
regando o prato fe romperá o equilíbrio a favor da mateJ 

ria 
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ria que fe peza, e que o prato defcerá confeguintemente 
até que o index C M tenha fubido para D a huma altura 
fufticiente , para que o feu centro de gravidade obrando 
por hum braço de alavanca mais comprido polia fazer-lhe 
equilíbrio. Mas a tim de que as maífas mais pezadas na6 
obriguem o index a fubir rapidamente acima do ponto D, 
ajunts-fe algum pezo na fua extremidade M , para o fa-
zer mais pezado, quando fe trata de pezar maíTas con-
fideraveis. Também he bom pôr em D hum obítaculo, 
que retenha o index no quarto de circulo, no cafo de 
que o feu pezo naõ feja baílante. 

He fácil de ver , que nefta maquina o jogo do index ao 
redor do ponto C naõ pôde fer taõ livre , corno o do tra-
velíaõ nas balanças ordinárias. A fricçaõ he neceífariamen-
te maior; e por iífo naõ deve fervir , fenaõ para pezar 
mafías mediocres, e que naõ fejaõ de grande preço. Em 
conclufaõ : naõ ha meio , nem mais fimples , nem mais 
proprio, para examinar os mais pequenos pezos , doque 
as balanças de que ufaõ os joyalheiros para pezar os dia-
mantes , e os enfayadores da moeda para pezar o ouro. Saõ 
balanças ordinarias , mas taõ juftas e fenfiveis , que baíta 
muitas vezes a milleflima parte de hum graõ para lhes 
alterar o equilibrio. He necelfario polias ao abrigo do ven-
to , cubrindo-as com hum pequeno recipiente de vidro. 

206 A facilidade de pezar as matérias menos preciofas 
faz ufar de huma maquina de aço , cuja forma fe reco-
nhece facilmente pela infpecçaõ da Figura 92. Também 
fe ufa de outra maquina quaíi femelhante ( Fig. ) , á 
qual fe applica hum moftrador dividido em mais ou me-
nos partes, conforme fe deftina a pezar maífas de maior, 
ou ds menor pezo. Mas naõ deve efperar-fe grande exac-
tidaõ do ufo deitas ultimas maquinas , porque a fricçaõ , 
a alteraçaõ da elafticidade , a ferrugem , e todas as influen-
cias do ar as fazem neceífariamente imperfeitas. 

A eftas primeiras applicações da alavanca fe podiaõ 
ajuntar outras innumeraveis: mas todo o mundo fabe, quan-
to ellas fe inultiplicaõ nos diverfos ufos' da vida. Os re-
mos dos barqueiros , as pontes levadiças com os feus con-
trapezos, as tizouras , tenazes , manivellas : tudo em 
fim nos oíferece na ar te , e na natureza applicações innu-
meraveis deita maquina , que paíía com rafaõ pela mais 
fimples, e mais util de todas. 
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207 A Roldana , polé , ou montão ( Fig. 9?. he hu-
ma efpecie de roda , de grandeza arbitraria , 

cuja circumferencia C F D he cavada por huma efpecie 
de góla , a fim de nella fe ajuftar a corda ACB, cujas 
extremidades faõ occupadas huma pelo pezo , e a outra 
pela potencia. A roda inteira he movei fobre o eixo E , 
que atraveífa a alça E G . 

Quando a alça eftá fufpenfa de hum ponto fixo G, a 
roldana he fixa; e entafi he neceífario para haver equili-
brio , que a potencia B feja perfeitamente igual ao pezo 
A. Donde fe fegue , que por meio defta maquina naô po-
de ter a potencia ventagem alguma fobre o pezo , fenaõ 
a de mudar a direcçaõ a feu arbítrio circunftancia , que 
favorece muitas vezes o emprego da fua acçaõ , como 
fe vê nas polés dos poços, maftros &c. 

Porém , quando a corda que pa(fa pela roldana eftá )ior 
huma das extremidades atada a hum ponto fixo A ( Fig. 
94. ) , e a alça levanta o pezo M , a roldana he inovei \ 
e entaõ , para haver equilibrio he neceífario que a ten-
faó do cordaÕ A C , ou a carga do apoyo A feja igual á 
potencia B ; porque a naÕ ler aflim , correria a roldana 
pela corda , até haver igualdade de huma e de outra parte. 

Seja pois reprefentada por jf K a carga do apoyo lixo , 
e por KL a potencia B ; a diagonal H K reprefentará o 
pezo M . E porque temos B : M : : K L : H L , os triân-
gulos femelhantes HKL, C E D daráõ B : M ;: D E :C D . 
Logo para haver equilibrio na roldana movei, he necejfnrto 
que feja a potencia B para o pe%o M, como o raio da 
roldana para a fubtenfa do arco comprchcndido pela corda. 

Donde fe fegue , que em quanto o dito arco for maior 
que 60° a potencia terá ventagem fobre o pezo ; e que 
terá a maior que he poflivel , quando o arco for de i8o« , 
o que fuccederá todas as vezes que os cordoens A C , B D 
forem parallelos. Logo naõ pôde efperar-fe condição mais 
favoravel para a potencia applicada a huma roldana mo-
vei , do que polia em equilibrio com hum pezo duplo. 
Se o arco fubtendido por C D tiver menos de 60o , Leni 
fe vê porque rafaõ a potencia fica de peior partido. He 
neceffario adver t i r } que deve ter-fe conta coro o pezo da 

roída-



12» ' T R A T A D O 

roldana, quando fe pertende grande exaftidaÕ no refiiífa-
<lo do calculo, e entaõ baila ajuntar o pezo delia ao da 
maífa Al. 

A propriedade da roldana movei deu lugar á invenção 
de huma maquina, que fe moftra reprefentada na Fig. 95. 
Neila fe vê hum pezo , ou huma potencia Q c u j a acçaÕ 
coinmunicando-fe por meio de huma polé fixa T a finco 
roldanas moveis , faz equilíbrio ao pezo P fufpenfo no ga-
to da quinta. Todas eftas roldanas faõ iguais entre fi , e 
os cordoens que as fuftentaõ faõ parallelos. Cadí hum del-
les eftá por huma das fuas extremidades atido a hum pon-
to fixo A em huma peça de madeira, ou em qualquer muro. 

Ifto pofto , he evidente que a primeira roldana move! 
O deve eftar em equilíbrio com huma potencia 2. duas 
vezes menor que a carga , que ella fuftenta. A carga da 
roldana feguinte deve pela mefma rafaÕ fer quatro vezes 
maior que a mefma potencia , e aflim por diante, até che-
gar á carga da roldana O I V , que naõ he outra coufa mais 
tio que o pezo M, e que fe achará confeguintemente em 
equiiibrio com outro pezo Q^tnnta e duas vezes menor. 
Multiplicando pois as roldanas moveis , podem aumentar-< 
fe çonfideravelmente as forças de huma potencia , que obra 
por meio deita maquina. A expreíiaõ geral defte aumento 
he P ~ am 

2c8 Cluma-fe Cadernal huma maquina compofta de muir 
tas roldanas A , B , C , D ( Fig. 96. ) , difpoftas de qualquer 
maneira dentro de huma mefma alça A D , e çhama-fe em 
particular cadernal de dous, t res , ou quatro gomes, con-
forme o numero das roldanas. Huma força medíocre bafta 
para fazer em hum cadernal equilíbrio a huma grande refif-
tcncia : mas o effeito defta maquina ferá mais notável, 
quando a hum cadernal fixo fe ajuntar outro movei. Suppo-
nhanios , que o cadernal A D eftá pregado fortemente pe-
las orelhas M e N em quaifquer pontos fixos, e que outro 
cadernal G E carregado de hum grande pezo P eftá fufpen-
fo horizontalmente ao primeiro por huma única corda 
Jí 1 6 ç 4 j 2 1 2 , j que joga por todos os gornes, e na ex-
tremidade 2. he tirada pela potencia. Ifto porto , bufque-
mos a condiçaõ do equilíbrio entre o pezo P , e a potencia 
2 , : mas antes diffo , naõ nos efqueçamos de advertir , que 
o pezo do cadernal movei , e de tudo o que lhe pertence 
deve ajuntaí-fe ao pezo P. 
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Primeiramente eftá claro , pelo qne temos dito da rolda-
na tixa, que a tenfaõ do cordaõ i he igual i potencia O , 
e que a do cordaõ 2 he igual á do cordaõ t. Por confe-
guinte todos os eordoens do apparelho devem ter a inefma 
tenfaõ, e a força delia ferá medida pela potencia g. . Po-
rém a tenfaõ de huma corda em equilibrio vem de duas po-
tencias iguais , que a eílenclem para partes contrarias ; logo 
podemos conliderar cada cotdaõ , como tirado de baixo pa-
ia cima pela potencia g, , e de cima para baixo por outra 
potencia igual a Mas eíta , que naõ tende evidente-
mente fenaõ a carregar o cadernal tixo , ferá abforbida pe-
la reíiílencia que elle oppoem. A primeira pelo contraria 
tende a elevar o cadernal inferior •, e aflim conliderareraos 
cada cordaõ como a direcçaõ de huma potencia g, que ten-
de a elevar o cadernal E F G. 

Se refolvermos pois cada huma deltas direcções em outras 
duas , huma horizontal , e outra vert ical , veremos facil-
mente que as primeiras devem deítruir-fe mutuamente , [ra-
ra que o cadernal naõ tenha movimento afgum horizontal ; 
e que as fegundas faõ as que fe empregaõ realmente em fuf-
tentar o pezo P. Seja pois A o angulo, que faz qualquer dos 
eordoens com o horizcmte. He fácil de ver , que g, fen A 
he o esforço vertical que refulta da potencia (^applicada 
fegundo a direcçaõ do mefmo cordaõ. Logo teremos a foma 
de todas ellas forças, ou fora . QfenA, ou Q.forn fen A = P. 
He necelfario pois, para eftabelecer o equilibrio nefte appa-
relho , que a potencia feja para o pezo como o feno total pa-
ra a foma dos fenos dos ângulos, que formaõ com o horizonte 
os eordoens, que fobem do cadernal inferior para o fuperior. 

Donde fe fegue , que fendo os eordoens parailelos, a po-
tencia deve fer para o pezo , como a unidade para o nume-
ro dos ditos eordoens -, e por ilfo eíta difpcfiçaõ he a xnais 
favorável á acçaõ da potencia. 

A condiçaõ, que acabamos de expôr, tem igualmente lu-
gar , quando os dous cadernais eftaõ difpoftos verticalmen-
te ( Fig. 97. ) i mas entaõ he necelfario , que as roldanas 
fejaõ deíiguak •, e querendo que os eordoens fejaõ paralle-
los , he neceflario , que os diâmetros das roldanas que a cor-
da abraça fucceftivamente íigaõ huma progrelTaõ ariihmeti-
ca , que tenha por dilferer.çá o diâmetro da mais pequena. 

Suppondo pois que as roldanas D , E, C, F , B , G , A faõ 
xefpeflivamente , em quanto aos diâmetros , como 1 , 2 , 

3 
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? , 4 , < , 6 ,7 , teremos no cafo do equilíbrio a condiçaõ 
fe;;ui;;te: O pezo deve equivaler a tantas vezes a potencia , 
quantas faíj os cordoens que fobem do cadernal inferior para 
o fuperior. Aflim no cafo prefente , huma potencia Q fete 
vezes menor que o pezo P o fuftentaria em equilíbrio. Po-
dem também fer iguais o diâmetros das roldanas, eftando 
ao lado humas das outras , cada huma em fua caía , como 
fe pratica em muitos apparelhos. 

O ufo dos cadernais he muito commum nas manobras dos 
navios , e geralmente em todo o lugar , quando fe trata de 
levantar grandes pezos. Efta efpecie de apparelhos he mais 
çommoda, que muitas outras, porque para fe fazer jogar 
naõ carece, nem de muito efpaço , nem de grandes esforços. 
Porém em quanto ás ventagens que pôde ter a potencia , he 
certo que naõ podem paliar de certos limites ; porque au-
mentando muito o numero das roldanas , e dos cordoens , a 
fricçaõ fe faz taõ conlideravel, que a potencia naó terá mais 
que ganhar. 

Ha muitos outros.modos de difpór as roldanas , os quais 
fe encaminhaõ mais ou menos a multiplicar as forças : mas 
nós naõ entraremos a referillos por rr.eudo , fendo baftantes 
os principios precedentes, para calcular o effeito delles. 

LO SARILHO, E DE OUTRAS MAQUINAS 

QUE À ELLE SE REDUZEM. 

zc<) ^ Obre dous apoyos A , A ( Fig.98. ) defesnça ho-
O rizontalmente hum cylindro B B , cujas extre-

midades podem girar com facilidade nos buracos, ou fendas 
dos apoyos. Perpendicularmente a efte cylindro eftá fixa hu-
ma roda R , que a potencia fe esforça a mover. A roda le-
va comíigo na fua revoluçaõ o cylindro , ao qual eftá preza 
huma corda que fuftenta o pezo , e que o levanta pouco a 
pouco á medida que vai girando o cylindro. Efte todo forma 
o que chamamos Sarilho , cujo ufo he taõ comiuum nas ve-
zinhanças de Paris, e em outras partes, para tirar as pedras 
do fundo das pedreiras. 

Muitas vezes em lugar da roda fe ufa fimplesmente no Sa-
rilho de huma manivella , ou de duas alavancas , ou barras , 
que cruzaó perpendicularmente o cylindro : mas confidêran-
do eftas alavancas, como outros tantos raios de huma mefma 

roda, 

.í 
<r 
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ioda , bem fe vê que naõ deixa de fer tudo huma mefma 
maquina. Somente parece , que a revoluçaõ do cylinrlro pro-
duzida pela força das alavancas he menos uniforme, doque a 
que fe obra por meio da roda. Efta efpecie de maquinas fe 
vê ordinariamente nas carroças, que fervem dc tranfportar as 
pipas de vinho. 

210 Separemos agora da Fig. £>8. todo o apparelho exte-
rior e acceíforio , para confiderarmos as partes ellencialmen-
te reiativas ao equilíbrio. Seja pois A B ( Fig çy. ) o eixo 
do cylindro apoyado fobre as duas extremidades A , B , e fe-
ja DFE afemicircumferencia da roda, á qual eftá applicad» 
a potencia P pela direcçaõ. da tangente F Aí P : feja H o 
ponto, onde a corda H toca a fuperficie do cylindro , do 
qual G H reprefenta o raio , ou a perpendicular conduzida 
do ponto H fobre o eixo A B . Imaginemos em fim , que 
a interfecçaõ do plano vertical D F E da roda com o plano 
horizontal ABH fe reprefenta pela reda C AÍO. 

Ifto pofto, fe concebermos a potencia P applicada em 
M , e reprefentada por Aí N , poderemos reíolvella em 
duas forças, huma horizontal reprefentada por AÍO , .e ou-
tra vertical reprefentada por Al R. Porém a primeira ef-
tá na direcçaõ do ponto C; logo ferá deftruida pela relif-
tencia do eixo , empregando horizontalmente o feu esfor-
ço contra os pontos de apoyo fixos A , e B. Logo fomen-
te a fegunda he a que deve fazer equilíbrio ao pezo O , di-
rigido por H Imaginando pois a alavanca Aí K H , que 
tem o ponto de apoyo em K , teremos por condiçaõ do 
equilíbrio M R : g , : : H K : M K. Porem os triângulos 
K Al C , K G H faõ femelhantes , como também o faõ os 
triângulos MNR , M F C -7 logo teremos em primeiro lu-
gar H K : M K , ou M R : g , : : G H ; C Aí ; e em fegundo 
lugar , M R : M N: : C F : C M. Donde concluiremos 

Q^.GK~CF.MNr=CF.P-, 
ifto he : Para haver equilíbrio no farilbo , he neceffario que 
a-potencia feja para o pezo , como o raio do cylindro pa-
ra, o da roda ou ( que vem a fer o mefmo ) be ncctjfario 
que os momentos dopeiu), e da potencia em ordem ao eixo 
fejao iguais. . 

211 Para determinar a carga dos pontos de apoyo A , B 
Aí F 

he neceffario refolver a força horizontal MU , ou ——-P 

em 

i 
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^ f : outras duas , huma dirigida para A , que ferá A a' ZS 
M F C B 

• jj-g - P ; e a outra dirigida para B, que ferá B b' zZ 

g ^ j • ^ -g - P. Do mefmo modo as duas forças verticais 

C F 
MR e 2, fe reduzem a huma Q / f A Í R , ou j ^ j f P , 

que pafla por K ; e efta fe refolverá em outras duas ver-
ticais , que paliem por A , e B. A primeira delias ferá A a 

K 8 '' c * ~ \ , , , , A K 
= Tb V Í H " CM P ) » e a fcgunda. f e r a B b ~ AB 

C F 
( ^ ") • Acabando pois os reélangulos A a'a" at 

B b' b" b, as diagonais Aa", B b" reprefentaráõ as car-
gas , que fuftentaõ os pontos A , B. 

212 A condição do equilibrio no farilho moftra, que 
a potencia terá tanto maior ventagem fobre o pezo , 
quanto for maior a roda , a que fe applicar. Efta roda , em 
conclufaó, pôde colloear-fe em qualquer ponto que fe qui-
zer do comprimento do cylindro, fem que o equilibrio fe 
defordene. Por exemplo ( F i g . i o o . ) , podíamos fuppor a 
fecçaõ G H no mefmo plano da r o d a , e o equilibrio naõ 
deixaria por iíío de exprimir-fe pela equaçaõ P . C F -
Qj. G H ; porque entaõ , obrando as duas forças P , Q, 
huma contra a outra por meio da alavanca angular FC/ í , 
os feus esforços feraõ iguais , aftim que tivermos P . G F 

2 i? Sendo a corda , de que fe faz ufo no farilho, 
quali fempre de hum diâmetro notável , e communicando-
fe a acçaõ da potencia ao pezo pelo eixo da mefma cor-
da , he neceífario ajuntar o femidiametro delia ao raio do 
cylindro. 

Daqui vem, que he neceífario aumentar a potencia, to-
das as vezes que a corda, tendo cuberto todo o compri-
mento do cylindro, fobrepoem as voltas humas a outras. 

214 Se o eixo do farilho ( F i g . IOI.J, em lugar de 
fer horizontal , for perpendicular , entaõ tem o nome par-
ticular de Cabrejlante. Delle fe ufa frequentemente para 
conduzir pouco a pouco maífas coníideraveis , como pedras 
grandes , obelifcos, eftatuas equeftres &c. Primeiramen-

t e 



D E M E C H A N I CA. ízp 

te fe leVantaõ com alavancas , para fe lhes introduzirem 
rolos por baixo, que facilitem o movimento-, e alg.;más-
vezes fe eltabelecem fobre hum tecido cie madeiramento 
fuftentado em rodas groíTaS , e maciças, Depois a huma 
diftancia competente i'e prega fortemente no chaõ huma 
groffa eftaca , á qual fe prende o cabreftanre. Quatro ho-
mens , cu mais fe he necelfario , applicados cada hum á. 
fua barra fazem voltar o cylindro ; á medida da revolu-
çaõ fe vai enrofcando a corda pela fua circumferencia, e 
o pezo fe adianta outro tanto. Quando eftá perto da ef-
taca, prega-fe efta mais adiante ', faz-fe a taefma manobra; 
e á força de a continuar , chega hum pequeno numero de 
obreiros a conduzir ao lugar do feu deftino pezos defmar-
cados. 

Defte modo he , que a pezar da grande fricçaÕ que 
he necelfario vencer, vemos muitas vezes mover fem gran-
des esforços malfas muito pezndas. Quando fe trata de as 
conduzir a pequenas diftancias , lixa-fe por huma vez a fi-
tuaçaõ do cabreftante ; e quando fe trabalha com elle , 
hum homem fentado ao pé do cylindro deferirola as pri-
meiras voltas da corda , ao palio que fe vaõ formando ou-
tras. Em Paris todo o mundo conhece efta manobra , 
que ferve continuamente para defearregar os barcos de 
pedra &c. 

21 y Os farilhos , de que fe ufa na conftrucçaõ dos pe-
quenos edifícios, ordinariamente faõ fuftentados por duas 
peças de madeira, que formaõ hum angulo , no vertice do 
qual fe acha huma roidana pela qual palia a corda , que de-
ve levantar os materiais. 

Chamaõ-fe Guindajhs os que fe ufaõ na conftrucçaõ 
dos maiores edifícios , e nos eftaleiros. No gnindafte , 
o ajuntamento de todas as partes do cylindro , e das 
rodas faz equilibrio a huma grande peça de madeira , cuja 
direcçaõ he obliqua ao horizonte , na qual eftaõ as polés 
íixas por onde paffa a corda. O todo he movei fobre hum 
piaõ , de maneira que tendo elevado o pezo a huma cer-
ta altura , pôde fazer-fe andar horizontalmente em roda do 
guindafte , por meio de huma roldana que chamaõ grua , e 
joga por cima do baileo , que he a modo de hum andai-
me , ou cadafalço armado ao redor do pinÕ. 

Para fe darem mais forças a efta maquina , peem-fe or* 
iicariamente cm cada extremidade do cylindio fctn;a roda 

í de 
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de feis pés de raio , fobre a qual fe fobc continuamente 
por pequenos degraos, a fim de afinar por meio do proprio 
pezo ; ou , fe cada huma tem o feu tambor, os obreiros 
as fazem girar caminhando pelo interior delias. 

2i 6 Reprefentemos por CAB (Tig.102.) o quarto ds 
roda , fobre a qual os homens caminhaõ , e por Al , Al' , 
Al" , Aí '" , B , os pontos onde aétiia o pezo delles, pelas di-
recções perpendiculares PM, P' A l ' , P" Al" &c. Logo 
fendo Aí , Aí' &c os pezos refpeétivos delles, teremos por 
expreffaõ dos feus momentos,, em ordem ao centro C , os 
produdos Aí . C P , A í ' . C P' &c , cuja foma deve fer 
igual ao momento da malfa , que elles fuftentaõ. 

Seia pois CE o raio do cylindro, e P o pezo que de-
ve fuftentar-fe. Teremos P.CE— M.CP -f- M>. C P' 

Aí" , C P " + Aí" ' . CP'" -f B .CB (fuppondo que nr.5 
ha mais do que huma roda ; porque fendo duas , e ambas 
iguais tanto nas dimenfões , como nas potencias que lhes 
faõ applicadas, a foma dos momentos ferá o dobro da ex-
prefTaõ precedente ) . 

217 Tomemos por exemplo hum guindafle , que tenha 
duas rodas , em cada huma das quais trabalhem n homens 
todos de igual pezo , e applicados a diítancias iguais AM, 
MM' &c. Seja Aí ò pezo de cada huni delles, r o raio 
CE do cylindro aumentado do femidiametro da .corda ,H 

. . 90o 

o raio CA da roda, e o arco AM — -— — x. Teremos 
n 

P . r zz 2 Aí . R ( fen x 4 . fen w + fen ix. . . . . . - f . 
1 -V- cot ~ * 

fen n x , ou 1) . Porém a foma delta ferie he 

(Euler . Intr. inAnalyf. Infin. tonh 1 . ) . Logo a equaçaõ 

precedente fe reduzirá a ella P. r — Al . R + cot jx^ ' 
Seja v. gr. o raio de cada huma das rodas de 8 pés, e 

o do cylindro juntamente com o femidiametro da corda 
de 6 polegadas. Pergunta-fe o pezo P, que 6 homens ap-
plicados a huma roda podem fuftentar em equilíbrio. 

O pezo de hum homem mediano coítuma avaliar-fe ent 
i ço libras. Aflim fubítituindo na formula precedente to-
dos os valores das quantidades} de que fe compoem, acha» 

. • remos 
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temos que he P — i<5. 150 ( 1 + cot. 7° 30' ) =2 16 . 150, 
">W754i — 20629,81. Eíte pezo ferá pois de 20650 li-
bras ; e aumentando-fe as forças o que for necelfario para 
vencer a fricção , levantarfe-há facilmente até onde fe 
quizer. 

A mefma formula daria- igualmente a conhecer o nu-
mero de homens, que feria necelfario applicar a cada roda , 
para fazerem equilibrio a hum pezo dado. 

218 He de advertir , que nos cálculos relativos ao ufo 
dos guindaftes deve attender-fc ao pezo , e á dureza das 
cordas. Quanto ellas faõ mais go l fas , tanto mais reliltem 
a dobrar-fe á feição da circumferencia do cylindro ; e 
quando faõ novas , ainda reliftem mais. Também fe ex-
perimenta maior difficuldade a efte refpeito á medida que 
ell as fuftentaõ maiores pezos , que o movimento das rodas 
he mais rápido , e que as roldanas por onde paffao faõ 
mais pequenas. Quanto ao pezo, deve também ter-fe con-
ta delle , muito principalmente quando a fegurança da-ma-
nobra nos obriga a ufar de grolfos calabres. 

219 As maquinas, que fe compoem de differentes ro-
das, naõ faõ outra coufa mais que hum encadeamento de 
fariihos, nos quais a potencia obra na circumferencia da ro-
da maior, por meio cl-s feus dentes. O que tem entaõ lu-
gar de cylindro ( Fig. 10?. ), he outra roda dentada muito 
mais pequena , que fe ajuda concentricamente ao eixo da 
grande , de maneira que naõ poffa mover-fe huma fem a 
outra. Para diftinçaõ , chama-fe a pequena carrete. 

Os dentes das rodas faõ ordinariamente abertos no feu 
mefmo plano , ifto he , na direcçaõ da circumferencia pa-
ra o centro. Algumas vezes porém pedem as circunftancias, 
que fe abraõ perpendicularmente ao plano ( F i g . 104. ) , e 
entaõ fe chama roda de coroa , ou roda de chão. Também 
•os carretes fe fazem de hum cylindro oco , ou lanterna, 
•cuja fuperíicie convexa he fubftituida por huns páos del-
gados , e roliços, chamados fuielos , psrallelos entre f t , 
e difpoftos a diftancias iguais (Fig. i o f . ) < Eítes fuzelos 
produzem o mefmo effeito , que os dentes ordinários, e 
ie ufaõ nas atafonas , e em muitos outros engenhos. 

220 Supponhamos agora huma roda A dentada , ou 
naõ dentada (F ig . 106. ) , fobre a qual obra huma poten-
cia g, pela direcçaõ da tangente M Q. Efta roda tem ff-

•gamente no íeu eixo hum carrete a 3 que endenta com ou-
X a t r j 
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tra roda B : o eixo defta leva outro carrete l, que rttcWfi-
outra roda C ; e para naõ multiplicarmos mais as peças, 
fupponhamos que a roda C tem finalmente no feu eixo hura 
carrete , ou cylindro c , no qual fe enrolla a corda J V P , 
que fufpenáe o pezo P , á medida que as rodas fe movem, 
Ifto pofto , bufquemos a relpçaõ , que deve ter a potencia 
Q com o pezo P , no cafo do equilibrio. 

Sejaõ R , R', R" os raios das rodas A , B , C ; fejaS 
r , r ' , r" , os raios dos feus carretes refpeflivos •, e fejaS 
em fim a , b , P as forças , com as quais tendem a-mover-
fe os pontos tangentes delles. Pela propriedade do fari-
lho teremos 

a:: r : R ,a: b: :r>: RT, b: P : : r " : R " •, 
e multiplicando eftas tres proporções', termo por termo j 
acharemos finalmente 

£ . p . . rri R R I R!>w 

L o g o , para ejlabelecer o equilíbrio por meio das rodas den-
tadas , be mcejfario , que a potencia feja para o pezo , como 
o produão dos raios de todos os canetes para o produflo 
dos raios de todas as rodas. 

Alfim , fendo o-raio de cada carrete huma decima par» 
íe do raio da roda , e havendo tres rodas, e tres carretes, 
huma potencia mil vezes menor que o pezo, huma fó li* 
bra por exemplo , fultentaria mil v e fe ajuntaiTemos fó -
meute duas rodas com dous carretes, a mefma libra faria 
equilibrio a cem mil. Poucas maquinas faõ logo taô pró-
prias para multiplicar as forças , como as rodas dentadas. 

221 Entre todas as maquinas, que fe reduzem imraedia-' 
tamente ao farilho, tem o Macaco , com muita rafaÕ , hunt 
dos primeiros lugares. Efte he hum dos inftrumentos mais 
limples da Mechanica, e naõ fe conhece outro mais ef-
i c az . 

No macaco obra a potencia por meio de huma manivel-
la A M N P ( Fig. 11 j. ) , cujo eixo N P tem hum car-
rete P , que move a barra dentada G D, e a obriga a fo-
bir. Eftá c laro , que para haver equilibrio nefta maquina, 
deve fer a potencia applicada á manivella para a força, que 
tende a levantar a barra C D , como oraio do carrete pai-
ra o raio M N da manivella. E como o primeiro raio he 
muito mais pequeno que o fegundo, podem levantar-fe f a -
cilmente com o macaco pezos muito confideraveis. 

Mao a força ferá muito maior } fe ajuntarmos huma ro-
& 
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€a com hum carrete de mais ( Fig. 114. ). Porque entaõ 3 
potencia applicada á manivella ferá para a força que ten-
de a elevar a barra C D, como o produdto dos raios dos 
carretes P ,R para o produ&o dos raios da roda N , e da 
manivella M N. 

Do movimento das rodas em geral, e do me-
chanifmo dos relogios em particular. 

111 TV/f As para confiderarmos de caminho o movi-
XVJL mento das rodas, fupponhamos que o primei-

ro carrete a faz mover todo o fyftema de rodas , e carretes 
(F ig . 1 0 7 . ) . Sejaõ reprefentados por n , o s números 
dos dentes dos carretes a , b •, e por t f , N' os números dos 
dentes das rodas B , C. He evidente , que o primeiro car-
rete a naõ pôde dar huma volta inteira fem que a roda B 
faça huma parte da fua revolução. Efta parte deve corref-
ponder a n dos feus dentes, e a fua expreffaõ geral he a 

parte ~ de huma das fuas revoluções totais. 

A roda C deve , pela mefma rafaõ , fazer huma parte 
da íua revoluçaõ , a qual he vifivelmente huma fracçaõ 
» ' . . . n 
—t da quantidade — que a roda B tem andado. Aflim , 

em quanto o carrete a dá huma volta inteira , a roda C fa-
n n' 

ta a parte da fua revoluçaõ total. 

113 Donde fe fegue em geral, que o numero ie voltar 
dadas pelo carrete, que move todo o fyftema, he para o numero 
das voltas da ultima roda, como o produtto dos números à: 
dentes de todas as rodas para o produão dos números de den-
tes de todos os carretes. 

124 Logo , fe a rodagem foffe movida toda pela roda 
C, a velocidade defta roda feria para a do ultimo carrete 
0, como o produflo dos números de dentes de todos os 
carretes para o produfto dos números de dentes de todas 
as rodas. E daqui fe pôde determinar em todos os cafos o 
numero de dentes, que fe deve dar a cada huma das pe-
ças , para que dando a primeira roda huma volta em cer-
to tempo 3 a ultima dfc também huma volta em hum tem-

po 
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po dado. Na5 ha coufa^mais ingenhofa na Re!ogiaria*d<J,\ 
que as applicações, que fe tem feito defte principio aos di-
verfos movimentos , que moftraõ os fegundos, os minutos, 
as horas , os dias , 03 mezes, e o curfo dos aftros. Exami-
nemos hum pouco efte mechanifmo, confideranao-o nos re? 
logios ordinários. 

225 O que dá o movimento a toda a maquina , he hu-
nia mola fpiral , que ordinariamente fe chama móla real, 
efcondida dentro do tambor A (Fig. 108.) , o qual he mo-
vei fobre o feu eixo. Efta móla fe comprime , quando fe 
dá corda ao relogio ; e como ella eftá fixa por huma das 
extremidades no eixo do tambor, e pela outra na fuperfi-
cie concava delle , he necelfario que para fe reftituirao 
feu eftado natural faça girar o mefmo tambor. Porém o 
tambor tem fobre a foa fuperficie convexa huma pequena 
cadeia de aço, que nella prende por huma ponta , e pela 
outra no fuzo B , o qual he huma efpecie de conoide, que 
ordinariamente pôde receber fete voltas , e meia da mef-
ma cadeia. Ifto pofto , quando fe anda com o fuzo , por 
meio da chave applicada ao feu eixo P, faz-fe andar ao 
mefmo tempo o tambor •, e aíTim fe comprime a móla in-
terior , á medida que a cadeia Vai paliando delle para o 
fuzo. 

Mas logo que fe acaba de andar com o fuzo , a móla 
começa a foltar-fe , faz girar o tambor , a cadeia torna pa-
ra a fuperficie delle , o fuzo a vai largando pouco a pou-
co , e communica o movimento a toda a maquina. He ver-
dade , que as forças da móla diminuem á medida que ella 
fe vai foitando : e por iílo naõ poderia fazer girar Uni-
formemente o fuzo , como he elfencial mente neceíTario, fe 
naõ fe tiveífem achado meios de compenfar aquella diini-
nuiçaÕ. Eifaqui primeiramente o mais efficaz. Em lugar 
de fe dar ao fuzo huma forma cylindrica, imaginou-fe dar-
Ihe a de hum conoide truncado, afim de que os momen-
tos das forças da móla foliem confiantemente iguais entre 
fi. Efta precauçaõ bailaria fó para confervar a uniformida-
de do movimento , fe pudelfemos fegurarr.os na pratica de 
que a móla fe folta fempre por huma mefma lei conheci-
da , e de que ao fuzo fe tinha dado exaílamente a figura 
que lhe he necelfaria. Mas como naõ he polfivel haver fo-
bre elles dous. pontos inteira certeza , procurou-fe reme., 
diar o refto de irregularidade por outros meios. 

" 226 An-
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i i S Antes de os âarmos a conhecer , íigamos pa"(To por 
palio os effeitos da.móla. Ella fe difpoem de maneira , que 
naõpolfa re!tituir-fe ao eftado natural , fenaõ no efpaço de 
trinta horas ; e affim o fuzo , que ha de dar fete voltas e 
meia, fará regularmente huma revoluçaõ em quatro horas. O 
mefmo fuzo eftá guarnecido na fua bafe de huma roda de 48 
dentes bem iguais, os quais eniaçaõ com os de hum car-
re te , que tem 12 também muito iguais. Efte carrete de-
ve pois fazer huma revoluçaõ em huma hora ; e por con-
feguinte , fe na extremidade do feu eixo , produzido até 
o moftrador , fe lixar hum ponteiro , efte moftrará os mi-
nutos. 

227 Falta dar movimento ao ponteiro das horas; e pa-
ra iffo fe imaginou hum jogo de rodas fituado entre o mo-
ftrador , e a chapa dianteira. O carrete M. (Fig. 109.) eftá 
no eixo da roda dos minutos , e dá confeguintemente hu-
ma volta por hora : além difto endenta com a roda N , cu-
jo carrete P elevado acima do feu plano faz mover a ro-
da Qj, Efta roda faz huma peça juntamente com o cano , 
ou pequeno "cylindro vazado , em cuja extremidade eftá o 
ponteiro das horas, e por dentro do qual gira livremente 
a hafte , que conduz o ponteiro dos minutos. Vè-fe repre-
fentada feparadamente efta roda na Fig. 110 : e naõ ha 
mais do que imaginalla fufpenfa ao moftrador por meio do 
cano , de forte que poffa girar livremente , como o faria 
ao redor da hafte , ou eixo dos minutos. 

Mas ainda pôde fazer-fe huma idéa mais clara defta 
jogo , lançando os olhos fobre a Fig. 111 , que reprefen-
ta .huma fecçaõ perpendicular, feita pela.hafte da roda dost 
minutos. Efta hafte K O tem o carrete M M , que endenta 
com a roda N N : e a roda N N tem na fua hafte o carre-
te P P , que endenta com a roda g , g , , cujo cylindro va-
zado C C E E tem na fua extremidade fuperior C C o pon-
teiro das horas C D. 

228 Agora para determinarmos o numero dos dentes das 
rodas N , g, e dos carretes P , M , delignemos eítes qua-
Tro números pelas mefmas letras refpeaivas W , g , , JP, M . 
E por quanto a roda g. deve dar huma volta em quanto o 
carrete P dá 12 , teremos 12 P. M ã N . g, ( n. 223. ) ; 
donde fevè. , que efte Problema , como todos os outros da 
mefma natureza , he em geral muito indeterminado. Adver-
tindo porém que as indeterminadas P, M , N , g, de-

vem 
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vem fer números inteiros; a 3 , que os dentes de hum car-
rete naó devera palfar de 12, quanto for poílivel ; que 
os dentes de liuma roda naõ devem paflar de 100 , quando fe 
naõ quizer fazer o relogio muito voíuminofo ; he fácil de 
comprehender , que o numero das foluções pofliveis deve fer 
muito limitado No cafo prefente, huma das mais fimples 
he dar aos carretes P, M ic e 12 dentes, e ás rodas 
N , Q 40 e 16. Igualmente fe podem tomar as ametades 
deites quatro números. 

229 Advirtamos porém , que fendo determinado o nu-
mero dos dentes de caia peça , a grandeza das rodas e car-
retes naõ he mais arbitraria Com effeiro, para que huma ro-
da poírà endentar exaflamente com hum carrete , he necef-
fario que o inrervallo entre os pontos tangentes de dous den-
tes confecutivos da roda feja igual ao intervallo entre os 
pontos tangentes de dous dentes confecutivos do carrete, 
l o g o , fendo N o numero dos dentes da roda, e 11 o nu-
mero dos dentes do carrete , deve fer o raio da roda pa-

^ 180° , J 180o 

ra o do carrete como o feno de . para o feno de ; 
n N 

entendendo-fe aqui pelo nome de raio , como ordinaria-
mente fe entende , a diftancia do centro ao ponto do contac-
to. Aflim teremos no jogo de rodas do cafo prefente ( Fig. 

M M . fen t P P fen 18o 

111.), J í i í a — , e —-— 7 - . 
Jen^ fen 4° j o ' 

Mas ainda falta huma condição , a que eflencialmente fe 
deve fatisfazer; ehe, que deve fer N N + M P P + O^) , 

,„ fen fen <í° fen 18' + feu 4° ou que M M . — PP.- —> 
fen jo feri 4° 30' 

Donde concluiremos 
fe« 1 f3 

N N - M M . 
fen 5 o 

fer, io°. cof to. fen 4o jo' 
PP=:MM. - — » 

ÇIQ^MM. 

fen <f0. fen 11o 15'. cof 6J 45» 

fen io°. cof ço fen i 8 3 

fen 5° fen ti° 1 ç * cof 6° 45' 
Calculando eftes valores por Logarithmos, acharemos 
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NN = Z,S>696MM 2-2-MM, .PPZZ - - -
33 

o , 8 0 3 8 M M ~ MM, t Q,(l= 3 ,1658MMzz 

3 — M M . E aílim ferá determinada a reláÇaõ , que de-
6 

vem guardar entre fi as peças defte movimento. 
230 Com eftas rodas pois , que ficaã entre o moftrador e 

a primeira chapa do tear, he que fe faz mover o ponteiro das 
horas concentricamente com o dos minutos ; e naó faltaria 
mais nada para a conftrucçaõ dos relogios , fe a móla pndeffe 
por fi fó fazer andar o fuzo com perfeita uniformidade. Mas 
o f r io , e o calor , a humidade , e a fecura, as diverfas po-
íiçóes do relogio , tudo confpira a fazer que a móla fe refti-
tua com defigualdade. Por outra parte , fe naõ fe lhe oppu-
zeffe alguma refiftencia , que lhe moderafle o impulfo , em 
lugar de fe defenvolver a corda do fuzo em 30 horas , palia-
ria toda ao tambor em hum inftante. Efta refiftencia he pro-
duzida pelo volante •, e eisaqui de que modo. 

Hum jogo de rodas , conduzido por huma roda que eftá na 
hafte dos minutos , faz mover a ultima roda, que chamaó ro-
da Catbarina, ou roda de encontro , a qual topa com os den-
tes nas palhetas do volante. Dá-fe a efta roda hum numero im-
par de dentes, a fim de que cada hum delles correfponda dia-
metralmente a hum efpaço vazio , e que naõ poífaõ ao mef-
mo tempo encontrar-fe dous dentes com as palhetas do vo-
lante. Efta conftrucçaõ faz , que as palhetas faõ alternativa-
mente impellidas pelos dentes fuperiores e inferiores da roda 
de encontro , e que á medida que paífà cada dente faz o vo-
lante duas vibrações. Nos relogios ordinários faz 17280 por 
hora. 

A roda do volante faz as fuas vibrações debaixo do guarda-
volante , que alguns também chamaõ gallo ; e eftá fujeita a 
huma pequena móla fpiral, que vulgarmente chamaõ ptndu-
la, e melhor feria chamar-lhe regulador, Efta móla reli lie ao 
movimento do volante, ou também o accelera , quando he 
necelfario ; refiftencia , e acceleraçaõ , que fe communica ao 
movimento de toda a maquina , e que sífim fe torna muito 
menos irregular. Bem fe fabe , que andando com o regifto, 
que vulgarmente chamafi a roda do tempo , e que eftá junto 
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do guarda-volante , fe retarda ou adianta o relogio , porqn? 
fe alonga ou encurta aquella parte do regulador , que modera 
as vibrações , e que reíifte mais ou menos ao movimento do 
volante , conforme lhe deixa o jogo mais ou menos livre. 

231 Determinámos agora o fyftema, que fendo condu-
zido por huma roda fituada na hafte dos minutos , deve pro-
duzir 17280 vibrações do volante por hora. 

A primeira roda he pois a que dá huma volta por hora , e 
que aqui reprefentamos por R ( Fig. 10,8. 112. ). Efta enden-
ta no carrete r , que na fua hafte tem a roda R ' , a qual en-
denta no carrete r> •, e efte conduz na fua hafte a roda de co-
roa R " , que endenta no carrete r" , o qual finalmente con-
duz na fua hafte a roda de encontro R 7 " . Tal he de ordinário 
a difpofiçaõ deftas peças: mas ainda que naõ faõ todos os re-
logios fabricados da mefma maneira , os princípios do calcu-
lo feguinte naõ deixaõ por iífo de ferem gerais, e applica-
veis a todas as combinações poíliveis. 

Sejaõ R , R ' , R" , R "' os números refpe&ivos dosden-
t e s , que fe devem dar ás rodas delignadas por eftas mefmas 
letra? •, e fejaõ r , r' , r1' os números dos dentes dos carre-
tes refpeflivos. No tempo , em que a primeira roda R dá 
huma volta , o carrete r " , ou a roda R'" dará hum nu-

, , , r . R . R ' . R " 
mero de voltas, que geralmente fe exprime por-——- —— • 

Efta roda fará logo paliar cada hora hum numero de dentes re-
R. R1. R" . R'" 

prefentado por —— : porem , para paliar 

hum dente, he neceífario que o volante faça duas vibrações; 
2 R.R'.R".R'" t 

logo - - deve dar 17280 vibrações. Lo-
go teremos *R . R ' . R". R"> = 8540 . r . r'. r">; e fup-
pondo todos os carretes de feis dentes cada h u m , 
R . R'. R'1. R'" — 1728 . 5 .6 . 6. 6 . 

Mas como a roda de encontro deve ter hum numero impar 
de dentes , e como naÕ pôde ter menos de 13 , nem mais de 
17, refta fomente o fuppor-lhe 15 . Entaõ ferá R . R' . R" zí 
1728 .2 . 6 . 6 — 54 . 48 . 48. Poier-fe-ha pois dar 54 den-
tes á roda R , 48 a R ' , e outros 48 a R" . , ficando a ro-
da de encontro de 1 <;, e cada hum dos carretes de 6. Os dous 
Problemas feguintes fe refolvem da mefma maneira. 

13a Pro-



D E M E C H A N I C A . I T f I 

I32 , Problema I. Achar os números de dentes , que fe de-
vem dar a cada huma das peças de hum jogo de rodas , o qual 
fendo movido por bum carrete no eixo da roda das horas, faça 
dar á ultima roda huma fó volta no efpaço de bum anno com-
mum , i/lo he, em 365a çh 49'. 

O carrete pofto no eixo da roda das horas dá huma volta 
em 12 horas, e a ultima roda deve dar huma em 36511 çh 49 ' , 

49 349 -
ou em 876çt> ~ , que dividindo por 12 dá 750 — . Sejao 

60 720 
pois r,r',r'' os números dos dentes dos tres carretes, e 
R, R', R'' os números dos dentes das tres rodas, e teremos 

R . R ' . R" — 730 — r . r' . r " . 
720 

Ifto pofto , para que R . R* . R" feja hum numero intei-
ro , a primeira coufa que occorre, he fazer r. r' .r" — 720. 
Efte numero fe refolve nos faétores 8 , 9 , 1 0 , que faõ pro-
prios para fe darem aos dentes dos tres carretes ; mas efta 
fuppofiçaõ dá R . R'. R1' zz 525949 , numero que naõ pô-
de refolver-fe em fa&ores , que íirvaõ para os dentes das 
tres rodas R , RJ, R" : mas ifto fe remedeia , bufcando por 
via de approximaçaõ o que fe naõ pôde haver exactamente. 
Eisaqui o modo. 

3 4 9 
Por quanto a queftaS íe reduz a fazer que — r .r' . r" 

720 
feja hum numero inteiro , vejamos fe diminuindo-o da mais 

pequena quantidade poflivel — podemos fazello inteiro. 
720 

349. r. r'. r" — J" 
Supponhamos pois • — E , ou r •>"' . r' 

720 

ET —7 Z 0 ^ ^— . o refto defta divifaõ he 
349 

e fe o multiplicarmos por 16 , o refto ferá ^ 

tornando a multiplicar por 116, e tomando o refto da reduc-
i i i tf — E , . r , çao teremos que devera fer hum nume-

. . 349 
ro inteiro E'. Logo E — 349 E' + 111 S ; e fubftituin-
do efte valor ,. teremos r. r' . r" — 720 E' + 229 £ ,> e 

R . 
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R .R'. R" — 525949 E' +< 167281 cf , defprezando nefts 

ultima equaçaõ a quantidade —- , que naÔ he de confe-
720 

queneia alguma , comô logo veremos. 
Agora podemos dar a E' e «T os valores que quiser-

mos , até que os produdlos r. r'. r>' e R . R' . R" poffaõ 
refolver-fe em f.iíiores convenientes. Fazendo differentes 
tentativas , fe achará que os valores que produzem bom ef-
feito faõ E' ~ — 1 , e á1 — 4 ; donde fe deduz r . r'. r" 
si 96 , e R .R'. R" = I4JI7J. Os faélores de 196 faô 
4 , 7 , 7 ; e os de 143175 faõ 25 , 69 , 83 } e pôde tomar-
fe o dobro de hum dos primeiros , com tanto que também 
fe tome o dobro de hum dos fegundos. Aílim teremos refol-
vido o problema , fazendo os tres carretes de 7, 7 , e 8 den-
tes , e as tres rodas de $Q , 69 , e 83 , difpofto tudo de qual-
quer maneira ; porque he coufa indifferente dar a ef ta , ou 
áquella roda hum dos tres últimos números de dentes, ç 
do mefmo modo nos carretes. 

Suppofto que temo» defprezado huma pequena fracçaõ. no 
calculo precedente, naõ pôde recear-fe que dahi refulte er-
ro fenfível Apenas ferá necelfaria correcçaõ depois de ter 
deixado accumular todos eftes erros por hum grande numero 
de períodos. Para nos convencermos , bafta examinar o que 
fe palfa no movimento das rodas , que temos determinado. 
Eftáciaro , que dando a ultima roda hunu vol ta , dará o. 

14?'75 primeiro carrete -— 5 e porque efte dá huma volta 
190 

cm 12 horas, aquella dará huma em 
14317* • 

1 96. 
I4JI7Ç • ?h „ 4 g I 43 ^ A m m t e m e s ^ 

49 49 

luçaõ com a differença fomente de — deminuto, q u e h e 

huma approximaçaÕ maior do que era baftante. 
PROBLEMA. II. Achar os números dos dentes , guí fe devem 

àer a bum jogo de rodas , o qual fendo movido for bum carrete 
jituaio no eixo dos minutos , faça dar d ultima roda huma vol-
ta em 2jd 12^44' y, que he a revolução fynodica ia Lua. 

Reduzindo a horas eíle iatervallo de tempo, acharemos 
7 0 8 » 
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881 
708h ; e chamando # o produílo dos números dos 

12.00 
dentes de todos os carretes , e y o produfto dos números dos 

831 
dentes das rodas, teremos y zí 708 x equaçaõ, que 

1200 

naõ pôde fer refolvida , fenaõ por appioximaçaõ , fuppondo 

q u e —— he hum numero inteiro. Acabando o cal-
IZCO 

culo , como lio problema precedente, acharemos % — 
1200 E— , e y zz 8^0481 £ — ÇÇ990J1-, e pondo 
£ = 5 1 , e fahirá .v zz 884 , e 7 = 626521. 

O primeiro delles números pôde refolver-fe em tres fac-
tores 4 , , 17; e o fegundo em quatro 7 , 37 , 4 1 , 1 9 . 
Mas quereado-o reduzir a tres deveriaõ muhiplicar-fe os 
dous mais pequenos 7, e 37 , quedariaõ 259, numero mui-
to grande para os dente? de huma roda. Rdta pois , em fe-
tnelhante cafo , fuppor quatro rodas e quatro carretes. Mas 
para introduzir de novo hum carrete de 6 dentes , he necef-
fario dar 6 vezes mais dentes a alguma das rodas ; e a efco-
lha he bem fác i l , porque ha huma de 7. Temos pois refòl-
Vido o problema, empregando quatro carretes de 4 , 6 , 13 , 
e ij dentes, e quatro rodas de ij , 41 , 42;, e 59. 

Eftes princípios baftaô para explicar todo o mechanifmo 
defta efpecie de movimentos. Da foiaçaõ do primeiro pro-
blema nos podemos fervir , para fazer que no moftrador fe 
indiquem os dias , os mezes, os eqnino-cios, os (olfticios, 
e geralmente tudo o que refperta ao anno folar. E imitando o 
procedimento , que praticamos na foluçaõ do fegundo pro-
blema , poderá moítrar-fe de huma maneira muito exaila 4 
idade da L a s , e todas as fuas phafes. 

D O P L A N O I N C L I N A D O . 

S j 3 T A temos vrfto ( n . 149. e feg. ) , quais faó at 
J condições necelfarias, para que hum cor[>o pof-

to fobre hum plano horizontal fe mantenha em equilíbrio. 
He neceffario , em geral , que a vertical conduzida pelo 
centro de gravidade naõ deixe todos os pontos de apoyo para 
huma mefma parte. Examinemos agora o que deve obfervar-
fe no equilíbrio de hum corpo , quando fe põem fobre hum 
j l a a e inclinado ao horizonte. Primeira-
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Primeiramente he fácil de ve r , que as forças que follí-
citaõ o corpo, devem todas reduzir-fe a huma fó , perpendi-
cular ao mefmo plano inclinado ; e que fem iíTo naõ pôde 
haver equilibrio. Huma vez que tenha lugar a dita reduc-
qaó , he evidente que a refultante ferá deltruida pela reíif-
tencia do plano , e que o corpo por confeguinte iicará em 
'defeanço , fem poder jámais mover-fe , em quanto os pon-
tos de apoyo naõ licarem todos para huma mefma parte a ref-
peito da refultante. 

2J4 Seja pois a potencia P (Fig. i i j . ) a que retem o 
corpo em equilibrio, G o centro de gravidade do corpo, 
G g , a vertical que paíTa por elle, a qual encontre a direc-
çaõ da potencia em M. Supponhamos também , que a for-
Ça P fe reprefenra por M R, e o pezo G por M Q. Com-
pletando o parallelogrammo M Q_N R , a diagonal M N 
reprelentará a refultante, a qua l , como diífemos, deve 
.fer perpendicular ao plano , para fer por elle deftruida. 

A primeira condição necelfaria, para haver equilibrio fobre 
.o plano inclinado , exige pois que o centro de gravidade do 
.corpo e a direcçaõ da potencia fe achem em hum mefmo 
.plano perpendicular ao plano inclinado. 

Seja A B a fecçaõ do plano Q_M P com o plano , fobre 
o qual fe trata de eftabelecer o equilibrio ; feja BC a li-
nha horizontal conduzida por B , a qual fe chama a bafe 
do plano inclinado; e AÇ a vertical que palia por A, a 
qual fe chama altura do mefmo plano. A refla BC he o 
comprimento delle , e o angulo ABC a fua inclinação. 
.. Ifto fuppofto : A fegundaxondiçaÕ necelfaria para haver 
.equilíbrio , he que a refultante MN feja perpendicular a 
A B. Por outra parte já fabemos, que a potencia P he 
para o pezo G , como' MR:MO: :fen O^fA N: fen N MR'7 

e que a mefma potencia he para a prelfaõ fobre o pla-
no , como M R : M N f: fen QMN :fen QM R . 

Da primeira deftas proporções concluiremos , que a po-
tencia ferá a menor que he poffivel , quando for reclo o 
angulo N M P , ou , que vem a fer o mefmo , quando a 
-direcçaõ M P for parallela ao plano. Porque entaõ a po-
tencia he para o pezo como o feno de Q,M N para o feno 
•total. E como , nefte cafo , faõ femelhantes os triângulos 
Q,MN , AB C teremos ella proporçaõ: A potencia beparx 
•o pezo com» o feno da inclinaçaõ do plano ao horizonte parti 
0 raio, ou como a altura do plano para o feu comprimento. 

23$ 
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23 f Eni cor.fequencia deites princípios he fácil de expli-
car a força da maquina , de que ordinariamente fe ufa para 
meter os toneis nas cavas, ou adegas fubterraneas ( Fig. 
116. ). Elta maquina participa ao mefmo tempo de todas as 
ventagens do farilho , da roldana movei, e do plano in-
clinado. As duas peças de madeira , em que joga o farilho , 
eftaõ encoltadas como huma efcada á parede , onde fe acha 
a entrada da cava. Huma das pontas da corda , que abrsça 
o tonel eftá preza a huma tranca , que fe atravelfa nos pes 
da efcada; e a outra eftá preza ao cylindro do farilho , e fe 
defenrola pouco a pouco, Deite modo faz o tonel as vezes de 
huma roldana movei. 

Sendo pois M o momento da força applicada ás barras do 
M 

farilho, e r o raio do cylindro, ferá >—• a força que ef-

tende cada huma das pontas da corda ; e fuppondo as duas 
2 M 

pontas parallelas, ferá — a força que retem o tonel P 

parallelamente ao plano inclinado. Chamando pois A a in-
zM 

clinaçaÓ do plano ao horizonte , teremos —: P : : fen A : 1 ; 

donde fe tira zM = P r fen A . 
Supponhamos agora , que eftaõ dous homens applicados ao 

farilho , e que conjuntamente empregaô huma força de zoa 
libras. Supponhamos também , que as barras do farilho fa5 
10 vezes maiores que o raio do cylindro , e que a inclinaçaÔ 
do plano ao horizonte he de 30o. Teremos P rr 200 . 10 . 
2 . 2 — 8000 libras ; e por confeguinte fuftentaráõ eftes dous 
homens o pezo de 80 quintais. Ajunte-fe a ifto o eífeito da 
fricção , que neftas circunftancias favorece tanto ao equili-
brio , quanto fe oppoem ao movimento. 

236 Quando hum corpo fe fuppoem pofto em equilibrio 
entre dous planos inclinados A B , A C (F ig . 1x7 ) , he 
necellario que haja na vertical , que paffa pelo feu centro 
de gravidade , ao menos hum ponto G , do qual conduzin-
do para os planos as perpendiculares G j , G » , eftejsõ 
eftas ambas em hum mefmo plano vertical , de maneira que 
naõ deixem para huma mefma parte os pontos, por onde 
o corpo alfenta fobre os planos. Logo he necelfario, que 3 
interfecçaõ commua dos dous planos feja huma linha reíta 
horizontal EF, -- • v-. ' Q 
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O pezo do corpo , que podemos rcprefentar por G M, 
refo!ve-fe em duas forças G G N que exprimem as pref-
foens refpeélivas fobre os dous planos inclinados. Chaman-
do-as pois N > e 0 P e z o c o r P ° G , teremos G : 2 . : 
N : : G Al: G G AT : : fen O G W : fen Al G A/: J í« Al-
G : B A C : fen C A E -.fen B A F . 

237 Por quanto cada p i fa t;o/m de huma abobada he 
hum corpo fullentado em equilíbrio entre os dous planos in-
clinados das duas peças vezinnas, para haver equilíbrio , he 
necelfario que a vertical conduzida pelo centro de gravidade 
tenha ao menos hum dos feus pontos tal, que delle fe poíTa ti-
rar huma perpendicular para cada huma das faces das peças 
contíguas, com as condições acima declaradas (Fig. 118.). Co-
mo porém cada peça faz huma prelfaõ lateral contra toda? as 
que a fuftentaõ, he necelfario , alem do referido , que a pref-
faõ da peça A fobre a peça B feja igual e direÁàmente op-
pofta á preffaõ reciproca, que a peça B exercita contra a 
peça A. As únicas peças, que naõ tem reacçaõ contra as fu-
periores, faõ os dous faimeis F , G , cujo pezo carréga to-
do fobre as impo/tas- O refto aíKia de peça em peça contrá 
as partes inferiores, que recebendo huma preffaõ lateral , 
a communicaõ fucceffivamente até os mefmos faimeis. 

Efta preffaõ geral communicada ás impoftas fe refolve em 
duas, huma perpendicular , e a outra parallela ao horizon-
te. A primeira carrega fobre os alicerces , e he deftruida pe-
la refiftencia delles. A fegunda fórma a força do encontro 
da abobada , que tende a defviar as paredes para as ilhar-
gas , e arruinar o ediiicio. Naõ ha coufa mais importante 
11a conftrucçaõ das abobadas , do que a arte de diminuir a 
força do encontro , que ellas fazem contra os pés direitos. 

Se as paredes, que fuftent3Õ huma abobada , faõ de mui-
ta folidez, e de pouca altura , facilmente podem refiftir á 
preffaõ horizontal delia. Mas quando a abobada he muito 
a l t a , e oufada , como faõ pela maior parte as dos grandes 
templos , entaõ adtuando a preffaõ por hum braço de ala-
vanca muito comprido fatigaria confideravelmente os pés 
direitos , e bem de preífa os derribaria , fe os Arquiteftos 
naõ tivelfem o cuidado de niffo darem algum remedio. 

O meio , que elles empregaõ de ordinário coníifte em for-
tificar exteriormente os pés direitos com botaréos algum3* 
vezes maciços , e pela maior parte formados de pequenas 
abobadas obliquas, quepropagaõ até outros pégoens menos 

elevs» 
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elevados o encontro da abobada principal, onde actuando 
por hum braço de alavanca mais curto he mais fácil de fe 
deftruir. 

Ein fim , quando ha muitas abobadas continuadas, a 
preflaÕ lateral, que obra nas extremidades, naõ he maior do 
que feria a de huma fó abobada , igual na extenfsõ a todas 
ellas. Que huma ponte feja de dés arcos, ou de quatro , 
o esforço geral que faz por defviar os membros das extre-
midades , he o mefmo ; e por ilfo he neceífario , que fejaõ 
igualmente fortes , para a poderem fuftentar. 

2]S Supponhamos dous corpos A,B ( F i g . I tp . ) ata-
dos ao fio A C B , que paífa pela roldana C , e poítos em 
equilíbrio fobre os planos inclinados ED,DF. Seja MN 
a vertical , que palia pelo centro de gravidade do corpo A, 
e reprefentemos por MN o pezo delle. Efte fe refoiverá 
em duas forças, huma M O perpendicular ao plano D E , 
e a outra M P na direcçaõ do fio CM. Fazendo huma re-
foluça^ femelhante do pezo do outro corpo , ferá Q.T a 
força com que elle eftende o fio BC M. Logo, havendo equi-

... • - w„ A fen N MO BfenRQS 
librio , feíá M P ss O T , ou — — — — — . 

10 ' fen CMO fen CQ_S 
Se osfiosCAjCJ? forem parall elos aos planos DE,DF, 

a ultima equaçaõ fe reduzirá a A fen DE G — B fen D F G , 

que fe pode pôr nefta fórma A . —— s B . '2-— . Lo 110 
DE DF b 

lerá neceífario , nefte cafo , que os petos dos corpos A, B fe-
jaõ como os comprimentos dos planos DE, DF fiire os quais 
fe fufientao. 

239 Mas fe dous corpos eftiverem fobre duas laminas 
curvas A F,B F (F ig . 1 2 0 ) , atados ás extremidades de 
hum fio , que paíTe pela pequena roldana C , de que mo-
do determinaremos a cotidiçaõ do equilíbrio ? 

Igualmente refolveremos cada hum dos pezos A, B em 
duas forças. E como reprefentamos aqui eítes dous pezos 
pelas verticais A a ,Bb , huma das forças ferá A a', ou 
Bb' , pela direcçaõ AN, ou BM perpendicular ao pla-
no inclinado ; e a outra ferá reprefentada por A a " , ou 
B b " , cuja direcçaõ coincide com a do mefmo fio. Logo, 
no cafo do equilíbrio , teremos A a" - Bb" ; e conduzin-
do a vertical CNM , os triângulos femelhantes daraõ 
Afl Ott A : A a f t : CN : CA, çBb ouB CM: 
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, • „ i c A C B 
C B ; l o g o i t . ^ s í . ^ . 

Ifto pofto , tiremos duas linhas horizontais AP,BQf 

e fazendo CP — x } c = , CA — z, C B — tJ , 

A P = y , B £ ~ y i ferá a fubnormal P N = , CN" 

a * 
^ y ^ y_ _xdx+ydy zdz CM—*'^7'' 

~ ~ dx ~~ dx ' — 

A i * B i * ' 
Logo , para haver equilíbrio, teremos ~ : 

dz dz' 
porém z -j- z' he huma quantidade conftante, e conf&-
guintemente d z zr — d z ' i logo a condição do equili-
brio ferá reprefentada por efta equaçaõ A d x 4- B d — o, 
da qual fe moftrará huma applicaçaõ no Problema feguinte. 

240 Dada a curva A F , com os pezos A, B , e o com-
primento do fio A C B , achar outra curva E B tal, que 
fojlos os dous corpos em qualquer parte delias eftejao fempre 
em equilibrio. 

Como a equaçaõ geral A d x - i t B d x ' — !^ tem lugar 
ém todos os cafos, o feu integral A x -f B x' — C nos en-
lina que o centro commum de gravidade dos dous corpos 
A e B deve achar-fe confiantemente fobre.huma mefma li-
nha horizontal, feja qual for a fituaçaõ delles j por quan-
to já fabemos por outra parte que a diftancia do ponto C 
á horizontal• que palia pelo centro de gravidade dos corpos 

A x B x' 
A, B, tem por expreflaÕ—— .. ^ - . • zr 

Agora dando o nome de a ao Comprimento do lio ACB7 

teremos % 4- z' — a, ou ss'.-— a — z ; e efta equaçaõ, jun-
tamente com a primeira que temos achado , dará de hum 
modo muito Íimples os valores de x' e de z' pelos de * 
e de z. F, afíim , fendo dado qualquer ponto A da curv-â 
AB , immediatamente fe conhecerá o p o n t o çorrefponden-
te B da curva BE.\ ; . : . 

241 Supponhamos, por exemplo , que a curva A_B he 
hum circulo que tem o centro era N , e chamemos r o fett 
raio, e c a linha C N. Teremos a x = x x -í- r r — ( c — * ) * 
— rr — cc+zcx-, e fubftituindo a—z' em lugar de 

C~Bx' 
è — — — em lugar de x, teremos por e q u a ç a õ da curva 

pro-
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a, c C 
procurada EF, z a x' — %'z' ~ a a~~ rr c c — ——+ 

zc B 
—•—• Porém , como a conftante C he arbitraria , pode-
A 

' zcC 
mos fuppolla ta l , que « / i - r r + íc = T ' > e 3 e 1 u a ~ 

i l 
2 £ B 

çaò precedente f e mudará e m 2 — — -
Vx 

qual pertence a huma epicycloide, cujos círculos gene-
rantes faõ iguais. 

Seja com cffeito ANE o circulo immovel ( F i g . m . ) , 
BNF o circulo movei , r o raio de cada hum delles , 
M o ponto defcrevente, fituado na linha B M D, e em 
qualquer parte delia. Sendo iguais os arcos revolvidos N E, 
NF , ferá ifosceles o triangulo ADB-, e conduzindo MC 
parallela a A B , ferá A C confiantemente igual a Aí B , e 
confeguintemente naõ receberá variaçaõ alguma, ifto pof-
to , reportemos a curva ao ponto fixo C , e façamo s CM = z, 
C P =í *, fl Ai ;= .A C w ; e teremos i ° , A B — C M : 

Til % 
C M:iAC-.ÇD— =5 DM; 2 0 , pela proprieda-

2 

de do triangulo ifosceles, C Mx =3 2 C D . C P , ou x * — 
zmz x , o u f i n a l m e n t e j n - n s i m * , equaçaõ per-

feitamente femelhante á da curva que procurávamos. 
242 Efta epicycloide he fufceptivel de tres formas dif-

ferentes , conforme fe tomar o ponto defcrevente , ou na 
circumferencia do circulo movei , ou fóra , ou dentro del-
ia. No primeiro cafo, o ponto C onde deve eftar a rol-
dana he hum pomo de reverfaõ (F ig . 122.) : no fegin-
do he hum ponto múltiplo , e a curva forma huma peque-
na folha ( Fig. i 2 j . ) •„ e no terceiro he hum ponto con-
jugado (F ig . 1 2 1 . ) , porque pertence realmente á curva, 
fendo evidente que os valores de * =r o , % = o fatisfazem 
a fua equaçaõ ; he porém ao mefmo tempo hum ponto fo-
litario , que naõ communica com a curva , fenaõ por meio 
de ramos imaginarios. 

Para defçrever pois a epicycloide, que fatisfaz á quef-
JC z « 5 
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taõ propoíla , ferá necefiario tomar C A ízmtz sí 
A 

— C N, e o raio dos dous circulos a — ao comprimes* 

to do fio. Eataõ o ponto na diftancia -- C N d<t 
A 

cen t ro , defereverá a epicycloíde procurada. 
A confiante foi determinada de maneira, que a curvâ 

fe fujeitaífe a paífar pela roldana C. Se a quizelfemos de-
terminar por qualquer outta condiçaõ , a c u r v a , ainda que 
difterente , poderia fempre conftruir-fe por "meio da epi-
cycloide precedente. As curvas, que fatisfazem a efta quef-
taõ , faõ- conhecidas pelo nome de curvas de cquililraçao. 
Nas Afias de Leipfick poderá ver-fe a foluçaõ defte mef-* 
mo Problema pelo Marquez do Hofpital , com as addiço-
ens que Leibnitz e Bernoulli lhe fizeraõ. 

i 4 j Os planos inclinados faõ de grande ufo , quando hé 
necelfario aballar malfas enormes, como por exemplo , quan-
do fe trata de lançar as náos ao mar , ou de as arraftar outra 
vez ao eftaleiro para ferem concertadas. Os rodeios , que 
fe tomaõ nas montanhas efearpadas , para fazer o caminho 
mais fáci l , faõ também huma prova fenfivel das ventagens, 
que nos refultaõ dos planos inclinados. Quanto he mais doce 
o lançamento de huma eícada, tanto menor fadiga fenti-
mos em fobir ; porque a acçaõ do pezo he tanto menor, 
quanto he maior o comprimento do plano , fendo as altu-
ras iguais. 

D O P A R A F U Z O . 

244 Parafuzo he hum cylindro refto A g , ( F i g . 
1 2 4 . ) , reveftido de hum ccrdaõ ou filete ef-

piral de groíTura uniforme, cuja inclinaçaõ ao eixo do cy-
lindro he confiantemente a mefma em todo o feu compri-
mento. Dá-fe o nome de fyira a huma volta inteira do fi-
le te , ou rofea do parafuzo , e o intervallo que fepara duaí 
fpiras confecutivas chama-fe pajfo do parafuzo. 

Fazendo abftracçaõ do relevo delia maquina , pôde con-
fiderar-fe produzida por triângulos rectângulos ABC,BDE 
&'c , que fe enrolaõ no cylindro (F i^ . i a j . ) . C a d a hum 
deites triângulos tem por altura o palio do parafuzo, epor 

btfç 
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fcafe a circumferencia do cylindro , formando as hypothe-
nufas o filete da rofca. 

245 A ptnra he hum folido vazado, e interiormente 
aberto em fórma de hum rego fpiral , de maneira; que 
por elle fe poíTa infinuar a rofca do parafuzo. Pôde cciili-
derar-fe, como o molde da parte do parafuzo que nella 
fe acha metida. 

246 Humas vezes eftá fixo o parafuzo , e fe anda em 
roda com a porca , como fe pratica nasprenfas dos Livrei-
ros , e em todas as maquinas dellinadas a apertar fortemente 
quaifquer corpos. Outras vezes pelo contrario he movei 
o parafuzo, quando fe trata de quebrar , ou impurrar algum 
corpo. Andando em roda com o cylindro , a rofea fe in-
troduz pouco a pouco pelos regos da porca , e com a ex-
tremidade do mefmo cylindro fe produz huma preffaõ in-
crível. 

Em geral , feja qual for dos cafos precedentes o que t e-
nha lugar, poderemos fempre coníiderar hum ponto da 
rofca move!, como pofto fobre huma porçaõ infinitamente 
pequena M N de hum plano inclinado A G , que tem por 
altura o palfo do parafuzo , e por bafe a circumferencia do 
cylindro (Fig. 12 ; . ) . Logo , fe quaifquer forças follici-
tarem efte ponto ao movimento , ferá neceífario para haver 
equilíbrio, que a refultante delias feja perpendicular ao re-
ferido plano inclinado. 

247 Supponhamos, por exemplo , que a porca eftá fi-
xa , e que huma potencia P fe applica á alavanca A P pa-
ra fazer girar o parafuzo ( Fig. 124. ) . Eftá claro , que no 
cafo de movimento o parafuzo deve ir avante na direcçaõ 
do feu eixo. Imaginemos pois , que huma potencia Q ap-
plicada á extremidade do eixo contrabalança o esforço da 
primeira, e impede o adiantamento do parafuzo. Deve de-
terminar-fe a condição necelíaria , para eftabeiecer efte 
equilíbrio. 

A potencia O. applicada fegundo a direcçaõ do eixo 
pôde refolver.fe em tantas potencias parallelas, quantos 
faõ os pontos da rofca movei ( Fig. 126. ) . Seja pois re-
prefentada por MG = g a que follicita o ponto M paral-
Ielamente ao eixo e feja MK a força de rotaçaõ do pon-
to M , em virtude da potencia P. Para haver equilíbrio , 
he neceífario que a refultante M H feja perpendicular ao 
plano inclinado M N . Defta condição fe fegue, que o an-
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guio HMG deve fer igual a YLM.N, e confeguintemenff-
teremos M K : </ : : taiig K M N : i , ou M K para q , co-
mo o palfo do parafuzo A B ( Fig. I2Ç. ) para a circum-
ferencia , que tem o raio igual á diílancia do ponto M ao 
eixo do cylindro. Defignando pois efta diftancia por r, a 
altura A B por b , e a rafaõ do diâmetro para a circum-
ferencia por c , teremos geralmente q : M K ;: 2 c r : b. 

Seja p huma potencia infinitamente pequena , que a hu-
ma diftancia R do eixo feja capaz de imprimir , por meio 
de huma alavanca , no ponto M. da rofca a força de ro-
taça5 M K ; teremos M K : p : : Ã : r , E multiplicando ef-
ta proporção pela precedente , refultará q: p :: 2 c R : b. 

248 Concluamos pois , que a força p applicada á ala-
vanca R para fazer andar em roda a partícula M da rof-
ca he para a força q parallela ao eixo , que contrabalança 
o feu esforço, como o paífo do parafuzo para a circumfe-
rencia defcrita pelo braço da alavanca Ri Como efta rafaõ 
he conftante , e como tem igualmente lugar em todos os 
pontos da rofca, que alfentaõ fobre o plano inclinado da por-
ca ; concluiremos em geral ( Fig. 124. ) , que a foma das 
potenciasp, ifto he,que a refultante P applicada ao braço da 
alavanca R , he para a foma das potencias q , ifto he , pa-
ra a fua refultante Q, dirigida pelo eixo do parafuzo, co-
mo a altura de hum paífo para a circumferencia , que feria 
defcrita pelo raio R. 

249 Seja pois qual for a figura, e groííura das fpiras de 
hum parafuzo, e a quantidade delias que na porca eftejaõ in-
troduzidas, teremos fempre por condição do equilíbrio nef-
ta maquina a proporçaõ feguinte. 

A potencia P , que tende a fazer girar o parafuzo pelo 
Ir aço da alavanca R , be para a força com que o parafuzo 
tende a adiantar-fe pela direcçaõ do eixo , ou, (que vem a 
fer o mefmo ) para a preffaõ que elle pôde exercitar fobre 
bum corpo pojlo na fua extremidade , ou im fim para a po-
tencia que lhe faz equilibrio, como bum paífo do parafuzo 
para a circumferencia, que defcreveria a potencia P andando i 
roda do cylindro. 

Logo a potencia terá tanto maior energia para compri-
mir os corpos por meio do parafuzo, quanto forem as fpi-
ras mais chegadas humas ás outras , e quanto for mais 
comprido o braço da alavanca. 

250 Alémdif to , a fricçsõ que he muito grande nef-
ta 
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ta msquina "favorece muito o equilibrio , mas embaraça á 
proporção o movimento. Sendo, por exemplo , hum para-
fuzo immovel pofto em fituaçaõ vertical , a porca deveria 
naturalmente defcer pelo feu proprio pezo , andando em 
roda pelas rofcas do parafuzo , até chegar á bafe delle. 
Com tudo, ainda que feja muito pezada, em qualquer par-
te qae a ponhaõ , fica em defcanço , até que alguma força 
externa a obrigue a girar , e a defcer : donde fe vê , quanto 
he confideravel a fricção nefta maquir.3 , principalmente 
quando fe naõ tem a attençãõ de facilitar-lhe o jogo com 
matérias oleofas. Efte obftaculo ao movimento crefce tam-
bém pelos grãos de caloj-, que contrahem ss rofcas á me-
dida que os esforços da potencia faõ maiores e por ilfo 
fuccede muitas vezes arrebentarem os parafuzos , quando 
fe trabalhaõ com excello , principalmente no tempo dos 
grandes frios. 

Sem embargo, a força do parafuzo para comprimir os 
eorpos pôde fer conduzida a hum ponto, que naõ he facii 
de conceber. He necelfario ter vifto em grande os effeitos 
defta maquina , para fazer conceito , ao menos proxima-
mente, do partido que delia fe pode t irar , fegundo as dif-
ferentes circunftancias. Naõ conhecemos em Paris coufa 
mais curiofa nefte genero , do que a falia das Imprenfas da 
Manufaítura do Tabaco. 

2 j i O parafuzo de Archimeâes, ou parafuzo fem fim , 
naõ differe do parafuzo Íimples, fenaõ por huma roda den-
tada , que fe lhe ajunta ( Fig. 127. ) . A potencia ap-
plicada á manivella B C g ^ a n d a e m roda com o cyíindro 
AB , guarnecido de duas fpiras £ e F, as quais enlaçaõ com 
os dentes da roda GHI •, e efta tem no eixo hum cylindro 
K, na fuperíicie do qual fe enrola a c o r d a , que fufpende 
o pezo P. 

Nefta maquina , o ponto tangente G de qualquer dente 
da roda pôde confiderar-fe como huma porçaõ infinitamen-
te pequena de huma porca movei fobre o parafuzo A B. 
Logo o paflo do parafuzo he para a circumferencia do raio 
B C , como a potencia g. applicada á manivella para a forç.? 
com que o ponto G da rofca tende a mover o dente da ro-

. * > , „ „ O. circ BC 
da. Logo fera efta força 3 — 

* E F 

Chamando pois r o rato do cylindro , e So da roda, 
t e re -



teremos 
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, R por expreífaõ do momento da for-

ça applicada em G , o qual deve fer igual a P r , que he 
o momento do pezo. Aífím he neceffario , pari haver equi-
líbrio no parafuzo fem fim , que a potencia feja para o pe-
%o, como o produãodo raio do cylindro pelo pajfo do parafuxo, 
para o proíutto do raio da roda pela circumftrencia, que def-
creve ria a manivella. 

Se fizermos , por exemplo , o raio da manivella de's ve-
zes maior que o psffo do parafuzo , e o raio da roda dés 
vezes maior que o do cylindro, acharemos que entaõ fa-
rá equilíbrio a potencia g, a hum pezo 314 vezes maior. A 
fua energia ferá muito mais confideravel , fe ella fe appli-
caífe a hum fyftema de maquinas femeihantes, unidas entre 
li da maneira feguinre. 

252 Confidere-fe a potencia g, applicada á manivella 
de hum .parafuzo , o qual eudenta na fua roda. Tenha efta 
hum carrete , que faça andar outro parafuzo , cuja roda por 
meio de outro carrete mova o terceiro parafuzo. E na ro-
da defte fupponha-fe o cylindro , em que fe enrola a corda 
que fufpende o pezo. Moftra-fe pelo calculo , que fendo a 
potencia equivalente ao pezo de huma fó libra deve 
contrabalançar o pezo P de 279253 libras, fuppondo que 
as differentes partes da maquina tenj as dimenfões feguin-
tes. 

O raio da manivella tem 168 linhas, e confeguintemente 
a fua circumferencia 1056; o raio da primeira roda96 ; o 
da fegunda 9 0 ; o da terceira 85 ; o do primeiro carrete 
20 ; o do fegundo 18 ; e o do cylindro 16. Além difto fup-
pomos, que o fegundo parafuzo tem 14 linhas de raio no 
lugar onde toca o primeiro carrete, e 9 no lugar onde eu-
denta com a fua roda ; que o terceiro parafuzo tem 8 li-
nhas de raio no ponto de contaélo com o fegundo carrete, 
e 6 no ponto de contaílo com a terceira roda; e que o paf-
fo do primeiro parafuzo he de huma linha. Ifto fuppofto , 
facilmente fe acha , que haverá equilíbrio todas as vezes 
que for a potencia para o pezo , como o produflo do paffò» 
dn primeiro parafuzo, do raio do cylindro, dos raios dos 
dous carretes, e dos raios dos dous últimos parafuzosnos 
lugares onde aftúaõ fobre as fuas rodas refpeftivas, para 
o produfto da circumferencia da manivella dos raios das 
tres rodas, e dos raios dos dous últimos parafuzos nos lu-

gares 
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gares onde nftflaS fobre os carretes das duas primeiras ro-
das. Aífim teremos no cafo prefente , 
2 . : P : : 1.20.9.18.5.16: 1056.95.14.90.8.85 : : 1 :279253. 

D A C U N H A . 

253 \ Cunha he huma efpecie de prifma triangular, 
j t \ feho ordinariamente de matéria muito d u r a , 

como de ferro por exemplo (Fig.128.). Todos fabem, que 
os ufos principais defte inítrumento faõ de rachar , ou fen-
der diíferentes corpos. Os triângulos ABC ,FD F. faõ as 
duas bafes da cunha, CE he; o corte, BDC E ,AC E F 
faõ as duas faces, e A F B D he a cabeça : fobre efta fe 
applica verticalmente a força da potencia. 

254 Supponhamos , que a cunha A B C eftá introduzi-
da na fenda já começada V XY (F ig . 129. ) , e que a 
potencia P lhe dá hum golpe de martello na cabeça. A 
força , que refulta defte golpe pela direcçaõ QM N, deve 
refolver-fe em outras duas refpeétivamente perpendicula-
res ás duas faces da cunha AC ,B C , ou ás partes tangen-
tes V X , XY ; condiçaõ necelfaria , para que a refiftencia 
deites planos lhe poífa fazer equilíbrio. Confeguintemen-
te deve haver na direcçaõ QM N hum ponto M , do 
qual fe polfa conduzir huma perpendicular para cada hu-
ma das partes interiores do corpo já fendido. Reprefen-
temos pois a força P por MN, e refolvamcla em outras 
duas M K, ML pelas direcções MV , MY perpendicu-
lares ás faces da cunha. Ifto pofto , como cs triângulos 
K M N , A B C tem todos os feus lados refpeílivamente 
perpendiculares, teremos 

MN :SM:SN ::AB:BC:C A-, 
P .BC 

e confeguintemente a força M K ferá — ——-—, e a for-
A a 

P.AC 
ça ML~ 
v AB 

22$ Supponhamos agora , que eftando fixa a bafe da cu-
nha , a força applicada na cabeça he a que baíta , para que 
a ruptura efteja a ponto de fe fazer até o ponto O. Nefta 
hypothefe , a refiftencia R que a parte V X O oppotm ao 
esforço da potencia, que a quer feparar da outra par te UXY> 

deve 
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deve conlíderar-fe, como fazendo equilíbrio á força M K 
por meio da alavanca V X RO. 

Conduzindo pois as perpendiculares O R ,0 S fobre as 
direcções da reíiftencia , e da força , teremos no cafo do 

P AC OS 
equilibrio , R . 0 8 = — ; donde fe tira efta 

A B 
proporçaõ P : R :: O R . A B : A C . O S ; e tal he a rela-
ÇaÓ que entre íi devem ter a potencia applicada fobre a 
cabeça da cunha, e a reíiftencia que ella experimenta da 
parte do corpo , que fe pertende fender. Outra proporçaõ 
femelhante fe achará pelo que refpeita á outra parte do 
mefmo corpo: e geralmente concluiremos, que a cunhe 
tem tanto maior forç a, quanto he mais aguda. 

Mas como a reíiftencia R da parte V X O , e a per-
pendicular OR conduzida fobre a fua direcçaõ, faõ quan-
tidades fummamente variáveis, tanto pela natureza dife-
rente dos corpos que fe pertendem fender, como pela dif-
poííçaõ particular das fuas fibras, as quais naÕ tem o mef-
mo gráo de flexibilidade, naõ fe pode efperar que jámais 
fe eftabeleça coufa alguma cer ta , fobre a fua verdadei-
ra medida. E por iffo , fem embargo de fer a cunha hu-
ma maquina taõ fimples , a fua theoría phyfica , quando 
fe cor.fídéra como inftrumento proprio para feparar as par-
tes dos corpos , he cheia de incerteza , e efctiridade. 

Toda a ferramenta, que fe emprega em cortar , fe refe-
re mais ou menos direitamente á cunha. As navalhas , os 
machados, os rebotes, os pregos, os noíTos dentes, princi-
palmente os incifivos, o bico dos paffaros, as pontas, e 
garras dos animais , outra coufa naõ faõ mais do que dif-
ferentes formas de cunhas, com as quais fe obraÕ nos cor-
pos divilões innumcraveis. 

Reflexões gerais fobre as Maquinas. 

( ~ \ Uando duas potencias fe tem pofto em equí-
V _ / librio , he fácil de fazer, que huma delias 

prevaleça fobre 3 outra , ajudando ainda le-
vemente o feu esforço. O ponto elfencial na theorica das 
Maquinas fe reduz pois a determinar as condições , que a 
cada huma delias convém , para o effeito d e e f t a b e l e c e r o 

equi-
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equilibrio entre duas forças oppoftas. E ifto he o que pro-
curámos fazer nefta ultima parte da Statica. 

Dos principio?, que havemos expofto, he manifefto que 
fempre nos ferá fácil pôr huma potencia medíocre em efta-
do de vencer huma muito grande. Para iffo bafta empregar 
huma , ou muitas maquinas íimples, difpoftas de maneira , 
que produzaõ o eífeito propofto. Mas he de advertir , que 
aumentando a força , cahimos em hum inconveniente ine-
vitável , que he a diminuição da velocidade no movimen-
to do pézo •, donde refulta confeguintemente a perda do 
tempo. Naõ ha coufa mais fácil, fem duvida, que fazer 
vencer pela força de hum fó homem huma refiftencia equi-
valente á força unida de trinta homens •, mas elíe liomera 
gaftará neceífariamente trinta dias em fazer a obra , que 
feria feita em hum dia pelos trinta homens. 

2ç8 A experiencia conforme nefte ponto com a theori-
ca eftabelece pois como hum faíto conftante , que em to-
das as maquinas fe perde tanto na •velocidade, quanto fe ga-
nha na força , ou , que vem a ler o mefmo , que fe perde 
tanto no tempo, quanto fe ganha na força. Reciprocamen-
te , quando fe emprega huma força coníideravel, pede ga-
nhar-fe na velocidade', e confeguintemente no tempo. 

No farilho , por exemplo , dá a potencia huma volta na 
roda , em quanto o pezo anda fomente o efpaço , que cor-
refponde a huma volta do cylindro. Pelo que he a veloci-
dade da potencia para a do pezo , como a circumferencia 
da roda para a do cylindro , ou como o raio da roda para 
o do cylindro. Porém , no cafo do equilibro , efta ultima 
rafaõ he a que tem o pezo para a potencia. Logo no fari-
lho perde-fe tanto no movimento , quanto fe tinha ganha-
do no equilibrio. 

Applicando efte difeurfo ao parafnzo , veremos que elle 
fe naõ adianta mais do que hum paífo , em quanto a po-
tencia dá huma volta da manivella. Logo a velocidade da 
potencia he para a velocidade do parafuzo na direcçaõ do 
eixo , ou para a velocidade do corpo comprimido , como a 
circumferencia deferita pela força motriz p3ra'o pafiò do 
parafuzo. Naõ differe pois efta rafaõ da que tem a refiften-
cia , que impede o movimento do parafuzo na direcçaõ do 
eixo , com a potencia applicada á manivella no cafo do 
equilibrio. 

2$9 Eh» geral: Seja qual for a maquina por meio da 
ou?' 
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qual duas potencias P , g, eftaõ'em equilíbrio , pôde ima*-
ginar-fe que ellas correm no mefmo inftante os efpaços in-
finitamente pequenos dp e d q , os quais devem fer pro-
porcionais ás velocidades, por ferem os tempos iguais. Po-
rém , para que as malfas P , animadas das vtlocidades 
dp , d q pollaõ manter-fe em equilibrio , lie necelfario que 
as quantidades de movimento fejaõ iguais. Logo ferá Pdp 
= ÍLd 1 > e confeguintemente P p — Qq. 

Por efta ultima equaçaõ fe moftra , que em todas as 
maquinas naõ páde haver equilibrio entre duas potencias, 
fenao quando elias faõ tais , que fe fofjem poftas em movi-
mento andaffem no mefmo tempo efpaços reciprocamente pro-
porcionais. Efte principio demonftra de hum modo geral 
o que acabamos de eftabelecer , que a potencia perde tan-
to no movimento, quanto ganha no equilibrio ; e podia tam-
bém fervir, para demonftrar as condições do mefmo equi-
librio nas differentes maquiuas , de que até agora tra-
támos. 

He verdade , que para nos fervirmos delle nefte ul-
timo ufo , feriamos obrigados a fuppor as maquinas em 
movimento; o que repugna ao eftado do equilibrio. Porém 
como efta fuppoíiçaõ naõ he mais do que condicional, naõ 
fe oppoem á folidez das confequencias, que podíamos ti-
rar do referido principio. Tomemos por exemplo dous cor-
pos pendentes das extremidades de huma alavanca. Sabe-
mos , que devem confervar-fe em equilibrio, todas as ve-
zes que os feus pezos forem na rafaõ inverfa dos braços da 
alavanca, aos quais eftaõ applicados. Porém nefte cafo , he 
evidente que fe por impolfivel houvelle de mover-fe a ala-
vanca , os efpaço; corridos pelos dous pezos feriaó na ra-
faõ inverfa dos mefmos pezos: porque eftes efpaços feriaõ 
arcos femelhantes deferitos pelos braços da alavanca , os 
quais faõ entre li como os raios. 

Podíamos pois, á imitação de Defcartes , Gravefande 
e muitos outros , affentar os fundamentos da Statica fobre 
o principio , que acabamos de expôr. As condições parti-
culares dcJ equilibrio em cada huma das maquinas fimples 
fe deduzem delle com muita facilidade ; e como a fua ap-
plicaçaõ he muito geral , naõ he de admirar , que muitos 
Authores lhe tenhiõ dado preferencia fobre o methodo, 
que temos ftguido. Mas fem embargo parece , que o prin-
cipio mencionado naõ he muito dirccío , para lervir dc bafe 

3 
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A huma theorica , que por outra parte he fufceptivel de 
huma demonfíraçaõ rigorofa. 

260 Aqui feria o Jugar de entrarmos na defcriçaó cir-
cunftanciada das maquinas comportas : mas alem de que 
ella feria immenfa , cada hum pôde facilmente fuppril-
la , tomando por modelo o que acima diíTemos dos appa-
relhos de cadernais , das rodas , e do parafuzo fem fim. 
Toda a dificuldade conlifte em achar , para o cafo do equi-
líbrio , a rafaõ da potencia ao pezo : e efla refulta fempre 
do produíto cie todas as rafões particulares , que o equilí-
brio exige em cada huma das maquinas fimples, que entraÕ 
na compoíiçaÕ daquella, cujo elfeito fe pertende calcular. E 
pôde também dizer-fe , que efta rafaõ lie fempre a inver-
fa dos efpaços, que deveriaõ andar no mefmo tempo as 
duas potencias, fe por impolfível naõ eftivelfem em equi-
líbrio. 

Reflexões particulares fobre a fricçaõ. 

Omo a fricçaõ modifica muito os effeitos das maqui-
nas , principalmente fendo compoftas , ninguém pô-

de julgar-fe difpenfado de a meter em linha de cont3, quan-
do pertende calcular a força util de huma maquina com 
3lgum genero de exaclidaõ. Por falta de avaliar , ao menos 
em parte, o que as forças moventes gaftaõ da fua ener-
gia em vencer a refiftencia procedida da fricçaõ , fe tem 
cahido muitas vezes em erros nsõ menos grolfeiros, que dif-
pendiofos. Digo, em parte \ porque ninguém fe pôde li-
zongear de medir exaclamente ella perda : Taõ variáveis , 
e incertos faõ os elementos , de que ella depende. 

261 A fricçaõ provem da refiftencia, que he neceífario 
vencer, para fazer que hum corpo fe mova fobre outro. 
Efta reíiftencia he infinitamente variável ; por quanto reful-
ta da adhefaõ mutua, e enlaçamento das partes falientes 
de hum corpo com as intrantes do outro. As fuperficies 
mais polidas naõ faõ izentas deftas pequenas defigualda-
des, as quais fe defcobrem fem numero ufando do microfco-
pio. Eíla adhefaõ exige pois huma quantidade de força , para 
fer vencida. He abfolutamente nectflario romper os laços, 
que a formaõ , quando o corpo fe naõ pode defembaraçar de 
outra maneira ; e fem iffo naõ haveria movimento. 

262 A experiencia moftra muito tem , que a fricçaõ fe-
gue 
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gue proximamente a rafaÕ das preffocs, ifto he , que hum 
corpo que affenta por huma das fuas faces fobre qualquer 
plano, e que requer huma certa força para chegar ao pon-
to de mover-fe , naô exigiria para iílo mais do que a ame-
tade delia , fe o feu pezo , ou em geral , fe a potencia que 
o comprime fobre o plano , fe houvelie diminuído de hu-
ma ametade. 

2,<Sj Também moftra a experiencia , que fazendo mover 
hum parallelepipedo fobre huma das fuas faces menores , 
fe acha fenfivelmente a mefma reíiftencia da parte da f r ic-
çaõ , que fe obferva quando fe pertende mover fobre qual-
quer das faces maiores. E dahi tem concluído alguns Phy-
licos, feguindo a M. d' Amontons ( M.ém. de /' Ac. Roy. 
des Sc. A. 1699. 170J. 1704 ) , que as fuperlicies naÕ tem 
parte na medida defta reíiftencia. Podia com tudo parecer, 
que quanto maior he a fuperfície , tanto mais fe multipli-
cai» os pontos do contacto , e tanto mais força he necelfa-
ria para dobrar , ou quebar as pequenas pontas, que emba-
raçaõ o movimento. Mas fe por huma parte faõ mais nu-
merofos os pontos deíiguais, por outra he menor o pezo 
que comprime a cada humdel les , e as partes prominentes 
de huma fuperficie fe encaíxaõ meãos profundamente nas 
cavidades da outra , donde fe requer menor força para as 
defpegar. Porém efta compenfaçaõ naÕ he taõ exafla, princi-
palmente quando o polido das partes he differente , que 
naõ deva contar-fe a grandeza das fuperíicies entre as cau-
fas da fricçaõ. 

O tempo influe também nefta adhefaõ reciproca dos 
corpos. Porque as fuas eminencias , e cavidades fe ajuftaõ, 
e encaixaõ tanto mais , quanto he maior o tempo que tem 
íido fujeitas aos effeitos da preífaÕ. He hum fado provado 
pela experiencia, e confeffado por todos os Phyficos. E da-
hi vem , que huma vez que o corpo he pofto em movi-
mento naõ experimenta tanta reíiftencia, quanta experi-
mentava no momento em que começou a mover-fe. 

264 NaÕ fomente a duraçaõ da fuperpoíiçaõ , e conta-
do dos corpos aumenta a difficuldade de os mover , mas 
também os diverfos gráos de temperatura , e de humi-
dade na atmofphera contribuem muito a fazer fumma-
mente variaveis os effeitos da fricçaõ. Todos fabem , 
que huma porta , huma janella&c , naõ fe abre com a mef-
ma facilidade, quando o tempo eíU m u i t o húmido. Afun-

te-fc 
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íe-fe a ifto , que as fibras do piano refiftem mais, ou me-
nos , conforme a direcçaõ do movimento , e conforme o 
gráo da flexibilidade particular de cada huma. Ajuntem-fe 
em fim todas as variações, que trazem comíigo as qualidades 
particulares de certos corpos , que parecem ter entre li hu-
ma tal Afinidade , para faltarmos a linguagem da Chymica, 
que a fua adhefaõ reciproca he muito mais forte : e certa-
mente concluiremos", que naõ ha coufa mais embaraçada 
ca confideraçaó das forças moventes, do que a theorica das 
fricçoens. A experiencia he nefta parte a guia mais fegu-
r a ; e eifaqui hum modo de tirar delia refultados, fobre 
os quais fe polia contar. 

26$ Seja M hum corpo pofto fobre o plano horizontal 
AB (Fig. 130.), e tirado pela direcçaõ Q^C pelo pezo P , 
por meio do fio Q_C P , que fuppomos palfar por huma pe-
quena roldana C. Eftá claro, que a fricçaõ he nefte cafo o 
único obftaculo que le oppoem ao movimento do corpo M , 
porque toda a força do feu pezo he deftruida pelo plano, 
fobre o qual aífenta. A naõ haver aquelle obftaculo , baf-
tária pois 3 menor potencia P , para o fazer mover hori-
zontalmente. Tcmem-fe por P differentes pezos confecuti-
vamente , até fe achar hum que efteja a ponto de pôr o 
corpo em movimento : e entaõ teremos hum meio bem Íim-
ples de conhecer a fricçaõ , como he o feguinte. 

Produza-fe a direcçaõ C até encontrar em M a verti-
cal Aí N , que paffa pelo centro de gravidade. EntaS , 
feprefentando por Al N o pezo do corpo , e por Aí F a for-
ça P, a diagonal Al T ferá a refultante deitas duas forças, 
3. qual terá huma certa quantidade de inclinaçaõ fobre a 
horizontal A B ; e o angulo deita inclinaçaõ Aí TN he o 
que fe chama angulo da fricçaõ. Ora a tangente defte an-
gulo he para o raio , como a força da preffaõ he para a da 
fricçaõ ; logo conhecendo efta ultima rafaõ ferá fácil 
de determinar o angulo da fricçaõ. E fe a fricçaõ he hum 
quarto da preffaõ , como fe tem obfervado muitas vezes em 
certos corpos, concluiremos que o angulo da fricçaõ tem 
á tangente quadrupla do raio ; e confeguintemente ferá de 

como fe acha nasTaboas. 
266 Em geral : Para que hum corpo efteja a ponto de 

niover-fe, he neceffario que a refultante das forças que 
lhe íaõ applicadas, faça cóm ss fuperficies que fe tocaS 
hum angulo igual ao angulo da fricçaõ. Além diffo he 

necef-
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necelfario , que o ponto T da bafe A B, pelo qual palia 
a refultante , naõ venha a cahir fóra da mefma bafe ; por-
que fendo affim , o corpo em lugar de fe mover pelo pla-« 
no adiante , tombaria fobre elle. 

187 Também pôde determinar-fe a reíiílencia que re-
fulta da fricçaõ , pondo qualquer corpo de pezo conhecido 
fobre hum plano A B movei fobre o eixo horizontal A , e 
inclinando-o até que o corpo eíleja a ponto de efcorregar 
( F i g . 131.). Entaõ o feu pezo reprefentado por MT fe 
refolverá em duas forças , huma M N perpendicular ao pla-
no, e outra M V que lhe ferá parallella. A primeira he total-
mente deílruida pela reíiílencia do plano , e a legunda pe-
la fricçaõ , á qual he confeguintemente igual Logo a for-
ça da fricçaõ he para o pezo do corpo , como o feno da in-
clinaçaõ do plano para o feno total ; e por confeguinte o 
angulo da fricçaõ MT N he igual ao angulo C AB do 
plano com a vertical. 

268 Huma vez conhecido eíle angulo , pôde ter-fe con-
ta com os effeitos da fricçaõ no ufo das maquinas. Tomemos 
0 farilho por exemplo (Fig. 132.), e fupponhamos a roda 
1 KO com o cylindro LGF no mefmo plano , e o todo mo-
vei fobre o eixo C NT. Produzaõ-fe as direcçoens PO,QF 
da potencia e do pezo, até concorrerem era M, e feja 
MT a direcçaõ da refultante. 

Ifto pofto , fe naõ houveffe fricçaõ que vencer , a re-
fultante feria dirigida por MN C para o centro C, ou per-
pendicularmente á fuperíicie do eixo : mas no cafo da fric-
çaõ , ferá necelfario que ella faça com o mefmo eixo hum 
angulo MT N igual ao angulo da fricçaõ. Seja qual for o 
valor deite angulo, que nós chamaremos /, no triangulo 
C MT conheceremos os dous lados CT,CM , e o angulo 

CTM — 9 0 o /; logo ' ferá o feno do angulo 
C M 

C MT , que chamaremos Q). Seja o angulo C MP — A , e 
C M F — B , e confeguintements PMT ~ A — 0 , e 
T M F = B Sendo pois MT a direcçaõ da refultan-
te das duas forças P, e teremos P : g: : fen TMF : 
fen T M P ::/?«( B + O ): fen (A - I p j; e eil3 he a 
rafaõ , que devem ter entre íi as du«s potencias , para 
fazerem equilibrio no farilho. 

Suppondo parallelas as direcçoens das potencias P, 
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poderemos coníiderar como infinitamente pequenos os ângu-
los A , B , Ç ; e entaõ ferá P : g,: : fen B -i-fen Ç): fer, A 

CO CF 
— fenty: porém fen A 5= ^ , fen B ~ — ,e fen(p~ 

> 'ogo P : Q,:: CF + C T. c o f f : CO — CT. c o f f . 
CM 

269 I. He de advertir em primeiro lugar , que na hypo-
thefe da fricçaõ ha fempre dous valores entre outros , que 
fe podem dar á potencia para fufientar o pezo , hum 
maior , e o outro menor do que devia fer no cafo de naõ 
ter lng3r a fricçaõ. Porque tomando N T' — N T , pôde 
«refultante dirigir-fe por M T ' , fem alteraçaõ do equilí-
brio , vifto fazer ainda com a fuperficie do eixo hum an-
gulo igual ao angulo da fricçaõ. 

No primeiro cafo, que he o que acima examinámos,' 
fendo MT a refultante das duas forças equilibradas , temos 
P : g,: : fen T M F :fen T .M O ; e eftá claro , que a poten-
cia ferá entaõ maior do que havia de fer naõ havendo fricr-
Çaõ. Mas no fegundo cafo temos P : g , : : fen T'MF : fen 
T' MO ; e eftá claro também , que entaõ ferá a potencia 
menor do que havia de fer , fe naõ houveífe fricçaõ. Sup-
pondo as direcçoens das potencias parallelas, acharemos 

0( CF + CT.coff) 
que os dous valores extremos de P faõ 

e 

CO -CT . coff 
C F - C T c o f f ) 

CO + CT . coff 
Seja , por exemplo , o raió da roda C O finco vezes ma-

ior que o do cylindro C F , e o do cylindro quatro vezes 
maior que o do eixo C T , e feja a força da fricçaõ huma 
quarta parte da preífaõ. Nefte cafo leremos tangf— 4, 

eu cof f — - .1 : e fuppondo as direcçoens parallelas, os 
V17 

dous valores de P que baftaráõ para pôr o corpo g^ a pon-
to de fobir, ou defcer , feraõ reprefentados por 

g . U r i 7 » o g , ( 4 K , 7 ~ Q f e r c d u z £ m a 

2 0 / 1 7 - x 20 Viy + 1 

© j 2 I 4 7 g , » e c ^ ^ g . O primeiro he ccm tffeito maior. 
L e o 
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e o feguncfò menor que y g , , valor único que tefia ltigafjjj 

fe naõ houveffe fricçaõ. 
Ella foluçaõ pôde applicar-fe a huma alavanca , que gi-< 

rar fobre hum eixo, confiderando CO e C F , como per-
pendiculares tiradas do centro do eixo para as direcçoens 
das potencias. Também fe applicará á roldana fixa, fazen-
do C O = 6' F. 

270 II. Também fe deve reflectir, que no cafo de que 
em fim fe chegaffe a eftabelecer huma theorica clara e folida 
da reíiftencia c-ccafionada pela fricçaõ , ainda ficaria huma 
dificuldade quali infuperavel nos meios de a reduzir á pra-
dica. Porque ella theorica, qualquer que foife por outra 
parte a íua generalidade , naô deixaria por iífo de exigir, 
que , para haver de applicar-fe com fucceflb , conftaífe pri-
meiro com alguma exadidaõ o gráo da mefma reíiftencia , 
por experiencias reiteradas , uniformes, e extremamente 
variadas em cada hum dos cafos , tanto do equilibrio, como 
do movimento. Porém naõ parece verofimil , que jamais fe 
poílaõ reduzir a regras confiantes os fados , que relativa-
mente á fricçaõ já faõ conhecidos , e muito menos a mul-
tidaõ immenfa dos que ainda fe naÕ fabem. 

O polido das fuperficies he fufceptivel de taõ grande 
variedade, fem haver efcala alguma de comparaçaõ, pela 
qual fe poffaó diftinguir os differentes gráos delle , que 
naõ era necefiario mais para tirar a efperança de huma theo-
rica geralmente applicavel aos effeitos da fricçaõ. Mas naõ 
he efte o único obftaculo, que fe oppoem á exiftencia de 
femelhante defcobrimento. A preffaõ , a grandeza, a na-
tureza , e a velocidade das fuperficies , as variaçoens da 
atmoffhera &c , faõ elementos igualmente iieceffarios nefta 
matéria ; e bem fe fabe , quanta incerteza provêm de caufas 
taõ differentes nos refultados das mefmas experiencias. Naõ 
deve pois efperar-fe dos cálculos relativos à fricçaõ , fe-
naõ huma approximaçaõ mais ou menos exada , e muitas 
vezes achada por mero orfamento , principalmente pelo que 
refpeita ás maquinas executadas em grande. 

271 III. Naõ faltaõ meios para diminuir a fricçaõ, já 
polindo bem as fuperficies , já feparando-as por meio de 
rolos , já untando-as com matérias oleofas; e fobre tudo 
evitando o movimento de corpos homogeneos , huns fobre 
eutros. Porque a experiencia• moftra . que metais differen-

tes 
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tes fe movem com mais facilidade, quer feja roçando, 
quer revolvendo , e confeguintemente fe gaftaõ menos , do 
que fazendo as peças do mefmo metal. O aço , por exem-
plo , mais facilmente fe move fobre o cobre , do que 
fobre outro aço. Também deve haver efcolha entre os cor-
pos heterogeneos, para facilitfct mais e mais o movimen-
to. Aílim o aço gira melhor fobre o lataõ , do que fobre o 
cobre , chumbo, ou eftanho. Saõ faftos eltabelecidos pela 
experiencia, á qual fe deve recorrer principalmente em fer 
melhante matéria. 

272 Porém , fe com todas eftas precauçoens podemos di-
minuir os effeitos da f r icçaõ, naõ devemos por ilfo crer que 
jamais fe poffaó deftruir de todo. Huma maquina fem fric-
çaõ he huma quimera *. e outra tal he o Movimento Perpe-
tuo taõ decantado , taõ procurado por alguns maquiniftas , 
e quaíi fempre objeflo ridiculo das fuas loucas defpezas. Pa-
ra que pudeífem lizongear-fe de produzir em fim efta Gran-
de Obra da Mechanica , era neceffario imaginar primeiro al-
gum meio de reftituir ás forças motrizes o que as fricçoens 
inevitáveis lhes fazem neceífariamente perder. Efta repro-
ducçaõ he impoffivel, fe de tempo em tempo naõ vier em 
foccorro huma p otencia eftranha que as reanime, ou com-
primindo mólas , ou levantando pezos , ou dando de qual-
quer outro modo impulfaõ , movimento , e vida a eftes au-
tomatos. 

273 IV. Os meios de aumentar a fricçaõ faõ mais nume-
rofos, e mais fáceis do que os de a diminuir. Mas a maior 
parte delles he taõ conhecida , que feria coufa inútil lem-
bralios aqui. Ninguém ignora também a fua utilidade nas 
Artes mechanicas , e em quaíi todos os ufos da vida. Pela 
fricçaõ he que as l imas, os rafpadores , as ferras , e em ge-
ral toda a ferramenta defte genero , obraõ fobre os corpos 
mais duros. Pela fricçaõ fe chegaõ a polir os metais , os ef-
pelhos , e os mcfmos diamantes. Se antes de defcer as mon-
tanhas algum tanto efcarpadas fe encravaõ os eixos das car-
ruagens , he para retardar o movimento, aumentando a fric-
çaõ ; e fepara lançar, ou levar a ancora , tf daõ algumas 
voltas da amarra no cylindro do cabreftante, he também 
para aumentar a refiftencia por meio da fricçaõ. Huma fó cha-
veta , que fe aperta contra o rodizio de hum moinho , bafta 
para reíiftir a todo o impulfo do vento , ou da agua &c &c. 

Jfc Gerslmente fe crê , que huma potencia tem a maior 
jL 3, energia 
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energia polítvel para fuflentar em equilibrio qualquer pez# 
fobre hum plano horizontal, ou inclinado , quando obra pof 
huma direcçaõ parallela ao mefmo plano ; mas efta alfer-
çaÕ naõ he verdadeira , fenaÕ quando fe prefcinde dos effei-
tos da fricçaõ. Pelo calculo fe acha , que para fazer mo-
ver qualquer corpo fobre htfm plano horizontal, fuppondo 
a fricçaõ igual a hum terço da preflaÕ , a direcçaõ mais fa-
vorável que fe pôde dar á potencia , he a que faz «om opl*» 
no hum angulo de proximamente. 

% 
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S E G U N D A P A R T E 
D A 

MECHANICA 
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A D Y N A M I C A . 

TYOÇOENS PRELIMINARES SOBRE O MOVIMENTO 
DE HUM CORPO SOLLICITADO POR MUITAS 

POTENCIAS. 

274 & ^ UANDO as potencias,que follícitaõhum cor-
fl 8 po ao movimento , na6 eftaõ em equilibrio, 

he manifefto que elle deve mover-fe necef-
fariamente ; e fe as potencias depois do pr i -

meiro impulfo ceifarem de obrar fobre o move i , e o dei-
xarem ali mefmo, bem fevê que o feu movimento ha de 
fer uniforme , erefti l ineo. Mas fe tendo chegado em certo 
tempo ao ponto B da fua direcçaõ ABC ( Fig. IJJ. ) , 
for foi licitado por outra qualquer potencia, fegundo a d i -
recçaõ B E , entaõ reprefentando por BC a velocidade que 
elle tinha pela direcçaõ A B, e p o r B E 3 velocidade no-
vamente recebida , a diagonal B D do parallelogrammo, 
BED C moftrará a fua direcçaõ , e velocidade effeítivas. 

Do mefmo modo , fe em qualquer ponto D da nova di-
recção B D , vier outra potencia a obrar fobre o movei , c 
lhe imprimir a velocidade D H , tomaremos no prolonga-
mento de BD h u m a r e f l a D G , que reprefente a veloci-
dade que eile tinha pela direcçaõ B D ; e completando o 
parallelogrammo DHFG, acharemos que a diagonal DF 
exprime a nova direcçaõ, que o corpo deve tomar , e s 
velocidade com que fe deve mover. 

Continuando o mefmo procedimento , he fácil de con-
ceber que todo o corpo follicitado defte modo por iinpul-

foens 
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foens fucceífívaS, deve correr os lados de hum polygono: e 
fe os nao.defcrever a todos com a mefma velocidade , ao 
menos defcreverá uniformemente a cada hum deli es em 
particular. Chamando pois s hum lado do polygono , t o 
tempo que gaita o movei em o correr, e « a velocidade com 

j 
que o corre , teremos u — ~ ; mas eítas tres quantidades 

podem fer diíferentes em cada hum dos lados do poly-
gono. 

27f Supponhamos agora , que huma força acceleratris 
obra fobre o movei a cada inítante infinitamente peque-
no , ifto he , fem interrupçaõ alguma. Eftá claro , que a 
linha defcrita ferá compolla de huma infinidade de peque-
nas diagonais, cuja ferie continua formará hum arco de 
curva , em quanto a direcçaõ da força acceleratriz naõ 
confpirar com a do movei. Cada huma deitas diagonais ferá 
pois hum dos elementos infinitamente pequenos ds da cur-
va defcrita, e dt ferá o elemento do tempo t emprega-
do em correr o arco inteiro s. E aífim teremos, por for-

d s 
mula geral da velocidade do movei y u t z ~r~. 

d t 
276 Se o corpo fe mover em linha reíta , e fe a for-

acceleratriz aítuar pela fua mefma direcçaõ, aumenta-
rá a cada inítante a velocidade do movei de huma quan-
tidade infinitamente pequena du. Mas efta quantidade naó 
ferá a mefma em todos os inftantes, fenaõ no cafo de fer 
conftante a força acceleratriz. Como pois efta força no inf-
tante d t imprime a velocidade d u, he manifefto que obran-
do igualmente no inítante feguinte imprimiria outra velo-
cidade igual du \ de maneira, que fe o movei naõ expe-
rimenraffe outra acçaÔ , fenaõ a de huma tal força , no fim 
do fegundo inftante teria a velocidade 2 du. Efta acçaõ, 
repetida por hum numero 11 de inftantes , produziria pois 
a velocidade n d u no fim do tempo n d t. 

Seja ndt — 1, ou « — , e teremos por expreflaS 
d t 

d u 
da velocidade adquirida em huma unidade de tempo • 

d t 
Chamemos p efta quantidade , que naõ pôde deixar de fer 
conhecida , por quanto ella-he * que ferve de m e d i d a á 

intenfaõ 
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Intenfaõ da força sccel era triz. Logo teremos dit ~pdt: 
exprelfaõ igualmente própria para reprefeutar o aumento , 
ou a diminuição da velocidade , que a força accelentriz 
produz no movei , conforme a fua direcçaõ confpira com 
a delle , ou lhe he direitamente contraria. 

277 A quantidade p he variável , todas as vezes que 
a força acceleratriz n3õ he confiante •, porque aqui enten-
demos por p a velocidade , que a intenfaõ aflual da força 
acceleratriz , repetida igual e continuamente por huma 
unidade de t empo , produziria em hum movei unicamente 
fujeito á fua acç3Ó. He com tudo alíaz ordinário enten-
der-fe por p a mefma força acceleratriz : mas fe quere-
mos ter idêas claras dos primeiros princípios da D /nami-
ca , he necelfario que naõ percamos jamais de vilta o úni-
co modo exaéto de conliderar as potencias. Já ditfemos 
( n . 2ç. ), que ellas naõ devem , nem podem ent rarem 
confideraçaõ , fenaÕ em rafaõ dos effeitos que produzem. 

Se toda a fua acçaõ fe exercita em hum inftante , re-
fulta no movei huma determinada quantidade de movimen-
to , cuja medida dá fempre a conhecer a energia da poten-
cia. Mas quando /fe trata de huma força acceleratriz , que 
obra defigualmente em cada ponto do efpaço deferito pe-
lo movei , he neceffario, a fim de medir os feus effeitos, 
fuppór por hum momento que a força perfevera na fu$. 
intenfaõ adlual , e ver o que a fua acçaõ repetida igua l , e 
continuamente produziria de velocidade, em hum corpo uni 
camente fujeito ao feu impulfo , por huma unidade de 
tempo. , 

278 Efta velocidade , que nós chamamos p , he muito 
própria para nos moftrar a intenfaõ da força acceleratriz 
cm hum ponto determinado, feja elle qu3l for ; porq.ue 
fuppondo que o valor de p fe faz duplo, dupla também 
deve fer a acceleraçaõ , por quanto he p geralmente pro-
porcional a du, fendo dt conftante. Por outra parte fen-
do p variável em cada ponto do efpaço corrido pelo mo-
vei , moftrará os differentes grãos de acceleraçaõ , que a for-
ça deve produzir em cada hum dos mefmos pontos. Don-
de fevê , que a quantidade p naõ deve entrar no calculo , 
fenaÕ como huma Íimples medida dos effeitos produzidos 
pela força acceleratriz , e que o modo mais adequado de 
•avaliar a energia da mefma força coníifte em conhecer o 
Valor de p. 

27P D c " 
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279 Depois defla breve expoíiçaõ do verdadeiro fetl-
t ido , que fe deve dar á formula du — p d t , naÕ teremos 
duvida em dizer com todos os Geómetras modertios , que 
o elemento du velocidade he igual ao preduclo da força accc-
leratri-z. multiplicada pela elemento do tempo. Efte enuncia-
do porém , eommodo pela fua brevidade , peccaria abfo-
lutamente da parte da exa&idaõ , naô fe lhe unindo hu-
ma idèa diftinta do que he neceífario entender-fe por p. 
Succede aqui o mefmo , que em muitas outras expreífo-
ens confagradas pelo ufo. Todas faô iudifferentes, para 
quem huma vez tem alcançado o feu verdadeiro fentido. 

280 Em condufaÕ : Ainda que a formula d u — pd t naS 
tenha 'ugar, fenaõ nos movimentos reftilineos perturbados 
p«r qualquer força acceleratriz , pôde com tudo applicar-fe 
facilmente aos curvilíneos. Para ifto, feja Mm (Fig. 134.) o 
elemento infinitamente pequeno, que a corpo defereve no 
inftante dt. Se depois de o haver deferito, naõ folfe folli-
citado por outra nenhuma potencia, continuaria a mover-fe 
uniformemente em linha reíla na fua primeira direcçaõ 
Mmm'; e no iuftmte feguinte d t', ou dt ddt t corre-

dsdt' 
n a o efpaço mm1 ~ — • 

Supponhamos pois, que no ponto m he íollicitado o di-
to corpo por quaifquer potencias. Todas eftas poderão re-
duzir-fe a duas, huma T p e l a direcçaõ Mmm', e a outra 
N perpendicular a Mmm'. A primeira he geralmente co-
nhecida pelo nome de força tangencial, e a fegunda pelo 
de força normal. A força tangencial accelera a velocidade 
do move! na direcçaõ mm', c o krá chegar a hum ponto 
m" no fim do tempo dt': e confeguintemente ferá o au-
mento da velocidade d tt rr T d A força normal, pelo 
contrario , naõ altera o movimento do corpo , mas fomente 
lhe muda a direcçaõ, fazendo-lhe correr o pequeno efpa-
ço m'l'J- perpendicular a mm". Porém a velocidade necef-
, . m" u. 
faria para correr o dito efpaço no mftante d ti he - , 

* dt' 
e efta velocidade he imprefla pela força acceleratriz N J 

m" u 
logo teremos ——-— N d t', ou mufj. —Ndt'z. 

d t 
Em virtude deftas duas forças , e da velocidade que já 

tinha 
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tinha o corpo no ponto M da fua TRAJECTÓRIA , achar-fe-ha 
110 ponto /-<• depois do inftante D T', e haverá deferito o 
fegundo elemento M" (J-, ou DS D DS da linha do feu 
movimenlo. Seja R o raio ofculador da curva , que elle 

ds2 

deve deferever. Teremos m" fj. ~ - ; e as tres equa-
R 

DS , 
ções relativas ao movimeuto do corpo feraõ U D TT 

A T 

~TDT>, E D s2 — R • & D T1 2 . E porque D t' = D T •+• 
DDT, e eftas equações devem fer homogeneas, podemos 
fubftituir D T em lugar de DT' , e as equações fe reduziráõ 
aos termos feguintes : 

ds 

Tt 
DU~T DT 

d S2 — R . N D T2 , ou UU == R . N". 
E por eftas equações he que pôde determinar-fe em qual-
quer ponto da trajeéloria a velocidade de hum corpo folli-
citado por quaifquer forças, em todos os cafos , ao menos 
quando a dita linha fe achar em hum mefmo plano. 

281 Eftabelecidas eftas primeiras noções , paliaremos a 
tratar da nolfa matéria , difeutindo por ordem as quellóes 
principais da Dynamica, as quais em geral podem reduzir-
fe a tres. Na primeira confideraremos o movei, como hum 
ponto livre, que pórle igualmente obedecer a todas as fol-
licitações das forças acceleratrizes. Na fegunda conliderare-
mos ainda o movei, como hum ponto, mas neceflitado a mo-
ver-fe fobre huma linha , ou fuperficie dada : de maneira 
que as forças, pelas quais he follicitado ao movimento, 
naõ polfaõ produzir outro effeito , fenaõ o de accelerar , 
ou retardar a fua velocidade na trajedloria , que elle de,-
Ve correr. Na terceira em fim examinaremos o movimento 
dos pontos , que afluando huns contra os outros , pertur-
baõ reciprocamente os feus movimentos refpeílivos : e da-
hi deduziremos o movimento dos corpos, coníiderados no 
eftado aftual , ifto h e , com volume finito. Tais faõ os ob-
jeélos principais das tres Secções daDynamica. 

282 Mas antes de entrarmos no exame particular de 
cada hum delles, repetiremos a verdadeira fignificaçaõ das 

- - \ quanti-
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d í 

quantidades u e p nas equações fundamentais u — — , e 
dt 

d u ~ p d t ; porque he muito importante, que delias fe te-
nhaõ ideas claras , e exaétas. 

He neceffario pois que por u entendamos aqui huma 
quantidade variável , que exprime a cada inftante o efpa-
ço , que o movei correria em huma unidade de tempo , fe 
o feu movimento vielfe de repente a fazer-fe uniforme, e 
redtilineo. Por confeguinte , he u a velocidade , de que o 
movei feria animado, fe as forças acceleratrizes ceffaffem 
de obrar, ou fe aniquilaffem em qualquer inftante do mo-
vimento. 

Por p entendemos outra quantidade variavel, que ex-
prime a cada inftante a velocidade, que a força accelera-
triz , permanecendo confiante , feria capaz de imprimir no 
movei, por huma acçaÕ igual, e continuamente repetida 
por huma unidade de tempo. 

d t 
28j Em fim, das duas formulas = -- , e du — pdt, 

fe deduzem outras duas u d u zz p d s,e p dt r: d 

as quais fe applicaô igualmente a quafí todos os objef los , 
que paffamos a difcutir. E com effeito fe verá , que a mai-
or parte deftas difcuffões confiftein na applicaça5 deitas 
quatro formulas a differentes valores de p. 

DO MOVIMENTO DE HUM PONTO LIVRE SOLLICI-
TADO POR QUAISQUER POTENCIAS. 

O Movimento de hum ponto livre pôde confíderar-fe 
em dous eftados differentes. O primeiro he quando fe 

move por hum efpaço vazio , ou de nenhuma refiftencia } 
e o fegundo, quando fe move por hum meio refiftente. 

SE C CAO I. 
i 

A R T I -
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A R T I G O I . 

Do movimento de hum ponto livre , por hum 
meio nao rejijlcnte. 

184 Primeiro objeíto , que naturalmente fe offerer 
W ce nefta theorica , he o exame getal de todos 

os movimentos reftilineos ; mas como o dos corpos graves 
lie o mais u t i l , efpeciaimente nos empenharemos em dar 
bem a conhecer todas as fuas circunftancias. 

A gravidade , como já dilfemos em outra parte , he 
huma força acceleratriz confiante , que exercita fobre to -
dos os corpos huma acçaõ continua por direcções perpen-
diculares ao horizonte. Supponhamos pois , que qualquer 
Corpo fe deixa cahir livremente por huma linha vertical : a 
gravidade obrará fobre elle , e o foUicitará ao movimento 
fem interrupçafi alguma. Será logo animado de huma for-
ça acceleratriz confiante , que podemos chamar g ; e aflim 
teremos por equaçaõ do feu movimento du — g d t , cu-
jo integral he u— g t. 

2,3$ Efla formula nos enfina já , que na queda dos cor-
fos graves, faõ as velocidades na rafaõ dos tempos , con tados 
defde o principio do movimento. 

Integrando também a equaçaõ u d u ~ g ds , teremos 
s a — 2 g s; e fubílituindo g2 t2 em lugar de u u, teremos 

j ~ — g t2 . Eíle novo refultado geral nos moílra , que 

cr efpaços corridos defde a origem do movimento faõ na "ra-
faõ duplicada dos tempos. 

Como as velocidades adquiridas faõ proporcionais aos 
tempos, igualmente diremos, que os efpaços corridos faõ 
na rafaõ duplicada das velocidades adquiridas ; o que im-
mediatamente fe concluiria também da equaçaõ u u~ 
Zg*. 

Eftas duas equações u — gt , e r = — g ts , que com-

prehendem a terceira uu == 2 g s , baftaÕ para determinar 
em todos os cafos as circunftancias relativas ao movimento 
dos graves , huma vez que feja bem conhecida a quanti-
dade confiante g, para cuja determinaçaõ exacta naõ fe 
tem defprezado coufa alguma. Por 
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Por experiencias repetidas , feitas com todo o cnidadfl 
que podia efperar-fe dos Phyíicos mais hábeis , e confir-
madas fobre tudo peios refultsdos mais uniformes da theo-
rica dos pêndulos, fe tem averiguado com a maior feguran-
ç a , que era poífivel, as leis da acceleraçaõ produzida no 
movimento dos corpos em virtude da gravidade. Sabemos 
de fa£lo , que na latitude de Paris hum corpo deixado a fi 
mefmo corre no primeiro fegundo da fua queda i y pés e 

— , ou mais exaéiamente if F , o ç 8 . 
IO 

Suppondo pois que fe conta o tempo por fegundos , e 
o efpaço por pés , quando for t — i , ferá Í « 1y,098. 

Subílituindo eíles valores na equaçaõ s zz ~ gt2, conclui-
remos g =: 30,196 ; valor , que reprefenta com muita exa-
dlidaõ a força da gravidade , e que no movimento dos cor-
pos graves faz as vezes da força acceleratriz p } que en-
tra na formula geral du—pdt. 

287 Sendo ntíim determinado o valor de g , bailará co-
nhecer huma das tres quantidades u , r , para determi-
nar immediatamente as outras duas, por meio das equa-

1 • 
çoes u ~ gt, s •=: — gt- , e tiu—zgf-

I. Por exemplo : Pergunta-fe , que tempo he neceflarío, 
pnra que hum corpo deixado livremente a li mefmo cai» 
da altura de 400 pés ? 

* - 1 , . 4 00 A equaçaõ s — — g i* nos aara t- — r: 20,4pj j; 
2 15,098 

, 1 „ t logo t — V26,493y — y — • Seraõ logo neceífarios ç ' ' —> 
7 7 ' 

para cahir o corpo da altura propofla. 
II. PergUnta-fe, qual deve fer a velocidade do mefmo 

corpo no fim da queda ? 
Subílituindo os valores conhecidos na equaçaõ k 3 ri 

2 5 r , teremos K » — 2. jo ; i96 . 400 == 24156,8 ; logo « 
— V 24if<5,3 — jyy 2- . Será pois a velocidade adquirida 

peio corpo de iyy — pés, iílo he, eorreria unifòrmemen-
7 

te 
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le i j y — pés por fegundo, fe depois de liaver cabido da 
7 

altura de 400 pés , deixafle iuteiramente de obrar fobre 
elle a força da gravidade. 

I I I . Achar a profundidade de hum poço , ao fundo do 
qual fe obferva que naõ chega hum corpo , que livre-
mente fe deixa c a h i r , fenaõ em 7" ? 

Tomando a equaçaõ x — — g <2 , e fubftituindo nella 09 
2. 

.Valores de g, e de t, acharemos t 15,098 . 49 739 

• i p é s . 
S 

4 
IV. Sendo a profundidade de hum poÇo âi 739 ~ 

e o tempo da queda de 7 " , quantos pés deve o grave cor-
rer no primeiro fegundo ? 

Como os efpaços corridos faõ proporcionais aos quadra-

dos dos tempos t teremos 4 9 : i : ; 739 ^ : *• 1J ,098 , 

como também da equaçaõ ~ g ~ fe podia deduzir im» 

mediatamente. 
_ V. De que altura deve cahir hum corpo , para adqui-

rir huma velocidade de 400 pés por fegundo ? 
A - , , I Í O O O O 

A equação u 11 — 2 g r nos dara j- — =3 
60,392 

2549 —. • Será pois a altura procurada de 2649 — P& * 

de forte que fe depois de havella corrido , celfaffe total-
mente a acÇ3Õ da gravidade, o corpo continuaria a mo-
ver-fe com huma velocidade uniforme , que lhe fari» 
lindar 400 pés cada fegundo. 

For eftas formulas fe calculou 3 Taboa feguinte 

T A -
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Do Defeenfo dos Graves. 

F 
j T e m p o 

E f p a ç o 
c o i r i J o 

Velocida-
de adqu i -
r ida . 

T e m p o 
E f p a ç o 
co i r ido 

V e loc ida-
de adqu i -
r i d a 

! Segundos Pés Pés j S e g u n d o s Pis Pés j 

1 
2 
3 

í 4 
! 5 

I 5,098 
60,292 
135,88 
241 ,57 
377.45 

30,196 
6 0 , 3 9 2 

90,588 
1 2 0 , 7 8 

I 5 0 , 9 8 

31 
32 
33 
3 4 
35 

14509 
I 54'50 
1 6 4 4 2 

17453 
1849Ç 

9 3 6 , 0 8 

9 6 6 , 2 7 

99*5,47 
1 0 2 6 , 7 

1 0 5 6 , 9 

6 
7 
8 
9 

I O 

543, 53 
739,^0 
966,27 
1221,9 
1509,8 

l 8 l , l 8 
2,1 r ,37 
241,57 
2 7 1 , 7 6 

3 0 1 , 9 6 

36 
37 
32 
39 
40 

1 9 5 6 7 

2 0 6 6 9 

21802 
2 2 9 6 4 

24157 

1 0 8 7 . 1 

1 1 1 7 . 2 

1147,4 
1 1 7 7 , 6 

1 2 0 7 , 8 

11 
12 

*3 
14 
T5 

1 8 2 5 , 9 

2 1 7 4 . 1 

2 5 5 1 , 6 

2 9 5 9 . 2 

3 397,° 

3 3 2 , 1 6 

3 6 2 , 3 6 

392,55 
4 2 2 , 7 4 

4 5 2 , 9 4 

41 
42 
43 
44 
45 

2 5 3 8 0 

2 6 6 3 3 

2 7 9 1 6 

29230 
30573 

1 2 3 8 , 0 

1 2 6 8 , 2 

1 2 9 8 , 4 

1328,6 
1358,8 

1 6 

17 
1 8 

19 
20 

3 8 6 5 . 1 

43<5J,? 
4 8 9 1 , 7 

5450,4 
6 0 3 9 . 2 

433,14 
5 r3,33 
543,53 
573,72 

6 0 3 , 9 2 

45 
47 
48 
49 
50 

31947 
3335 1 
34725 
3 6 2 5 0 

37745 

1 3 8 9 , 0 

1 4 1 9 . 2 

1449,4 
1 4 7 9 , 6 

1 5 0 9 . 3 

21 

22 
i J 
24 
25 

. 5558 ,2 
7307,4 
7925,8 
3596,4 
943*5,3 

5J4 , I I 
554, J I 

694,51 
724,71 
754,9o 

52 
53 
54 
55 

39270 
40826 
42410 
44025 
45<57I 

1 5 4 0 , 0 

1 5 7 0 , 2 

1 6 0 0 , 4 

1 6 3 0 , 6 

1 6 6 0 , 8 

j 2 ( 5 
2 7 
2 8 

2 9 

! 30 
i . . 

1 0 2 0 6 

1 1 0 0 6 

1 1 8 3 7 

1 2 6 9 7 

1 3 5 8 8 

7 8 5 , 1 0 

8 1 5 , 3 0 

8 4 5 , 5 0 

8 7 5 , 6 8 

9 0 5 , 8 8 

5* 
57 
58 
59 
5 o 

47342 
49053 
50790 
5 2 5 5 6 

54353 

1 6 9 1 , 0 

1 7 2 1 , 2 

1751.4 
1 7 8 1 . 5 

1 8 1 1 , 8 
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á88 Chai»a-fe altura devida a bitma velocidade aquel-
la , donde hum grave deveria cahir para adquirir a dita 
Velocidade. Seja b a altura conveniente, e « a velocidade, 
que delia refulta. Teremos u u — 2 gb e concluiremos , 
que as velocidades faõ na rafaõ fubduplicada das altu-
ras, que Ibe faõ devidas. O ufo delias alturas he muito com-
mum nas obras de Dynamica , depois que os Geometra» 
Modernos as introduzirão nos feus cálculos em lugar das 
velocidades, ás quais fervem de medida. 

289 Se hum corpo, ao tempo de cahir , tivefle recebi-
do certa velocidade vertical da acçaõ de qualquer força 
motriz, poderíamos chamar b a altura devida a ella velo-
cidade ; e o movei , tendo corrido o efpaço s , ellaria no 
mefmo cafo como fe tivelfe cahido da altura b + s. Aflim 
teríamos por equações do feu movimento uzz gt -i- / 2 gb, 

1 / , K2I1 V 1 
J - 4 - Ô — — g (t + ) , ou s — — g t* •+- / V2 g b. 

2 \ g * 2 
290 Supponhamos agora , que fe lança hum corpo de 

baixo para cima com a velocidade U, e que fe trata de de-
terminar o feu movimento. Para iíTo recorreremos á equa-
çaõ du z z f d t ; e obfervando, que a velocidade do mo-
vei he continuamente retardada pela acçaõ g da gravida-
d e , efcrevella-hemos defta maneira — du — gd t. Se i n -
tegrarmos efta equaçaõ de fórina que feja u zz U, quan-
do t zz o , teremos u ~ U — g t. Subftituindo efte valor 
de « na equaçaõ d s — u d t, dará d s zz. U d t — g t d f , 

€ integrando , s — U t — — gt2. 

As duas equações t que temos achado , faÕ evidentes 
por fi mefmaS. Porque o movei confervaria fempre a mef-
ma velocidade U, fe naõ folie retardado pela acçaõ da gra-
vidade : porém a gravidade no tempo t lhe imprime a ve-
locidade g t em fentido contrario ; logo a velocidade do 
corpo deve fer U — gt. Igualmente fe manifefta , que o 

efpaço corrido pelo movei deve fer s — U t — — gt2 . 
2 

Porque, fe a gravidade naõ intervieífe , andaria o corpo no 

tempo t o efpaço U t; mas a gravidade retarda o movi-

mento , e lhe faz defcer a quantidade — gt1 i logo o ef-

paço 
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p j ç o c o r r i d o e f e c t i v a m e n t e p e i o m o v e i f e r á U t — - i g í s ; 

2 
291 A primeira equaçaõ u —U — g t prova que o mo-

vei continuará a fobir até que feja 17 — g t , ifto he , até 
que a gravidade lhe tenha imprimido em fentido contra-
rio huma velocidade igual á da projecçaõ. Entaõ fe achará 
elevado á altura devida a velocidade U : mas apenas tiver 
chegado a ella , fendo efgotada toda a força de projecçaõ , 
a gravidade continuará a produzir o feu effeito , e o corpo 
tornará pelo mefmo caminho, conforme as leis que temos 
moltrado , gaitando tanto tempo em defcer , quanto tinha 
gaitado em fobir. 

2 9 1 D a q u i f e p ô d e f a c i l m e n t e c o n h e c e r a q u e a l t u r a 

f o b i o h u m c o r p o l a n ç a d o v e r t i c a l m e n t e a o a r , t o d a s a s v e -

z e s q u e f e f o u b e r o t e m p o q u e c o r r e u d e f d e o p r i n c i p i o 

d o m o v i m e n t o a t é o i n f t a n t e d a q u e d a . S u p p o n h a m o s , p o r 

e x e m p l o , q u e h u m a b o m b a l a n ç a d a d e h u m m o r t e i r o , p o r 

h u m a d i r e c ç a õ v e r t i c a l , t o r n a a c a h i r f e n d o p a f f a d o s 1 8 

f e g u n d o s . N e l t e c a f o d e v i a f o b i r p e l o t e m p o d e 9 " a h u -

m a a l t u r a i g u a l a 1 . 5 , 0 9 8 p é s m u l t i p l i c a d o s p o r 8 1 ( p o r 

f e r e m o s e f p a ç o s c o r n o o s q u a d r a d o s d o s t e m p o s ) * e a f -

i i m d i r e m o s , q u e c h e g o u á a l t u r a d e I Z 2 3 p é s . 

2 9 7 A f o r m u l a u u —igb m o l t r a t a m b é m , q n e f e 

d o u s c o r p o s f o r e m f u j e i t o s á a c ç a õ d e d u a s g r a v i d a d e s d i f -

f e r e n t e s , n a õ p o d e m a d q u i r i r a m e f m a v e l o c i d a d e , f e n a õ 

c a h i n d o d e a l t u r a s r e c i p r o c a m e n t e p r o p o r c i o n a i s á s f o r ç a s 

d a s d i t a s g r a v i d a d e s . P o d i a p o i s e x p e r i m e n t a r - f e p o r e f t e 

m e i o , f e a f o r ç a d a g r a v i d a d e t e r r e f t r e h e a m e f m a e m d i f -

f e r e n t e s l u g a r e s : m a s a d i a n t e v e r e m o s , q u e a s o f c i l l a ç õ e s 

d o s p ê n d u l o s f a õ m a i s p r ó p r i a s p a r a v e r i f i c a r e f t e f a í l o 

c o m m a i s e x a d t i d a õ . 

2 9 4 A g r a v i d a d e o b r a g e r a l m e n t e f o b r e t o d o s o s c o r -

p o s , d e m a n e i r a q u e t o d o s p e z a õ h u n s p a r a o s o u t r o s , e 

p a r a h u m c e n t r o d e t e r m i n a d o ; e a f u a a c ç a õ n a õ f e l i m i -

t a a o s c o r p o s f u b l u n a r e s , m a s p e n e t r a o u n i v e r f o i n t e i r o . 

T a l h e c o m e f f e i t o a b a f e d o f y f t e m a d e N e w t o n . E f t e 

G e o m e t r a i n c o m p a r á v e l m o l t r a p r i m e i r a m e n t e a n e c e f l i d a -

d e d e r e c o n h e c e r n o S o l , e e m t o d o s o s P l a n e t a s e f t a f o r -

ç a u n i v e r i a 1 c h a m a d a Attracçao , o u Gravitaçau , p e i a q u a l 

t o d a s a s p a r t e s d e q u e e l l e s f e c o m p o e m , e todos o s c o r -

p o s q u e o s r o d e i a õ , g r a v i t a õ p a r a o s f e u s r e f p e í t i v o s ce t t -» 

t r o s . C a l c u l a n d o d e p o i s o s e f f e i t o s d e f t a g r a v i t a ç s õ a r e f * 
peito 
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peito dos c o r p o s fítuados n a s f u p e r f i c i e s d o S o l , d e Júpi-
t e r , d e S a t u r n o , e d a T e r r a , a c h o u q u e f a õ e n t r e f i u a 

r a f a õ d e f t e s q u a t r o n ú m e r o s 1 0 0 0 0 , 9 4 3 , 5 2 9 , 4 3 5 . A p -

p l i c a n d o p o i s a e f t e s r e f u l t a d o s a f o r m u l a u u — 2 g b , e f -

t á c l a r o , q u e a s a l t u r a s d e q u e h u m c o r p o d e v e r i a c a h i r 

j u n t o á f u p e r f i c i e d e f t e s a f t r o s , a f i m d e a d q u i r i r h u m a 

m e f m a v e l o c i d a d e , f e r a õ r e f p e í l i v a m e n t e s o m o t J Q 0 0 } 

x 1 1 
9 4 3 > 5 2 9 > 4 3 5 

2 9 5 E m g e r a l , p o d e r e m o s d e t e r m i n a r o m o v i m e n t o 

d o s c o r p o s g r a v e s j u n t o á f a p e r f i c i e d o S o l , e d o s o u t r o s 

d o u s P l a n e t a s , f u b f t i t u i n d o e m l u g a r d e g n a s e q u a ç o e n s 

1 , 1 0 0 0 0 
» — g t , e J — — gt2 , t q u a n t i d a d e . 30,196 

941 S29 
n o S o l , - r r ~ . 3 0 , 1 9 6 e m J ú p i t e r , e — . 3 0 , 1 9 6 e m S a -1 5 435 
t u r n o . P e l o q u e f e r á j u n t o á f u p e r f i c i e d o S o l g = 6 9 4 , 1 6 , 

e m J ú p i t e r g — 6 5 , 4 5 9 , e e m S a t u r n o g — 36,721. D o n -

d e f e v ê , q u e q u a l q u e r g r a v e j u n t o á f u p e r f i c i e d o S o l 

c o r r e r i a n o p r i m e i r o f e g u n d o d o f e u d e f c e n f o l i v r e 5 4 7 — 

p é s , e m J ú p i t e r 3 2 — , e m S a t u r n o 1 8 — , e n a T e r -

C 4 5 . 
1 

ra 1 5 — 
19 

Das Forças Centrais. 

196 HamaÕ-fe /orfax centrais , ou centripretas , as 
V^ que follicitaÕ continuamente hum corpo para 

qualquer ponto determinado. 
S e j a h u m c o r p o A ( F i g . 1 3 5 . ) , q u e f o l l i c i t a d o p o r 

q u a l q u e r f o r ç a d i r i g i d a p a r a o p o n t o C , c o m e ç a d e f d e o 

d e f c a n ç o a c a m i n h a r l i v r e m e n t e d e A p a r a C : p e r g u n -

t a - f e , q u a i s d e v e m f e r a s c i r c u n f t a n c i a s p r i n c i p a i s d o f e u 

B a o v i m e n t o ? 

Chamemos x o efpaço A M corrido no tempo t, u a ve-
M locidade 
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l o c i d a d e no p o n t o M , e a a d i f t a n c i a A C : e f e j a / h u m a 

d i f t a n c i a a o p o n t o C , n a q u a l a f o r ç a c e n t r a l f e a c h a i g u a l á 

d a g r a v i d a d e g . I f t o p o f t o , f e a f o r ç a c e n t r a i o b r a r e m 

q u a l q u e r r a f a õ c o m p o r t a d a s d i f t a n c i a s , d e m a n e i r a q u e f e j a 

« o e x p o e n t e d e l T a r a f a õ , a c h a r e m o s a e z p r c l f . õ d a f o r ç a 

a c c e l e r a t r i z n o p o n t o M p e l a p r o p o r ç ã o f e g u i n t e 

e(a — x~)« 
f»: r-;.(a~xy>: • 

gdx (a —x)" 
D o n d e c o n c l u i r e m o s a d ( n . 2 8 ? . Y fn % J ' 
S e j a b a a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e a ; t e r e m o s a a — zgb t 

r • , ,, 1 ,, dx(a — *)* 
e c o n f e g u i n t e m e n t e udu ~ gdb. L o g o db — — , 

£ __ £ ^ >¥ + I 
c u j o i n t e g r a l f e r á h — - — - — — - — • • A c o n f i a n t e C 

6 o + o / * 

f e d e t e r m i n a , r e f l e í t i n d o q u e n o p r i n c i p i o d o m o v i m e n -

t o , n o p o n t o A , d e v e f e r a o m e f m o t e m p o x — o , e b 

— o ; c o n d i ç a Õ , q u e d á C = : a * + 1 . L o g o 

+ « - f a - x }» +« 
£ — • H u m a v e z q u e f o r c o n h e -

l » T l ) t " 

c i d a a a l t u r a b d e v i d a á v e l o c i d a d e a , e f t a f e d e t e r m i -

n a r á i m m e d i a t a m e n t e p e l a e q u a ç a õ u V 2 g h . 

O ú n i c o c a f o , q u e e f c a p a á f o r m u l a p r e c e d e n t e , h e o 

d e í t — — 1 . E n t a õ o b r a a f o r ç a c e n t r a l n a r a f a õ i n v e r -

f a d a s d i f t a n c i a s , e p a r a d e t e r m i n a r o v a l o r d e b h e n e -

c e l f a r i o i n t e g r a r p o r l o g a r i t h i u o s . A i n t e g r a ç a õ n e f t e c a f o 

a 
p a r t i c u l a r d a r á b t z f s l 

a—x 

2 9 7 S e o e x p o e n t e n - f 1 f o r p o l i t i v o , a c h a r e m o s 

q u e a a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e d o m o v e i , q u a n d o c h e -

g a r a o c e n t r o C , f e r á — - . p o r q u e e n t a S h e t f 
' ( » + O / 

: = a . P o r é m f e s + 1 f o r h u m n u m e r o n e g a t i v o — * » » t 

/ m + i f « _ . ? > 
teremos b - — - • : expreflaô . que 

ma" ( « « * ) » r 

d l 
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d á b = 2 0 0 , q u a n d o * = 2 a . D o n d e c o n c l u i r e m o s , 

q u e a v e l o c i d a d e d o c o r p o , c h e g a n d o a o c e n t r o , f e r i a 

i n f i n i t a , c o m o h e f á c i l d e c o n c e b e r , a d v e r t i n d o q u e a ; 

f o r ç a c e n t r a l o b r a n e l f e c a f o c o m t a n t o m a i o r e f f i c a c i a , 

q u a n t o o m o v e i f e c h e g a m a i s p a r a o m e f m o c e n t r o . 

N e í t e m e f m o c a f o p o r é m , f e o c o r p o c a h i f f e d e h u -

m a a l t u r a i n f i n i t a , o u f e o p o n t o A e í t i v e í T e i n f i n i t a m e n -

t e d i í l a n t e d o c e n t r o C , q u a n d o c h e g a f f e a o p o n t o M n a õ 

t e r i a a d q u i r i d o , f e n a õ h u m a v e l o c i d a d e f i n i t a . P o r q u e f u p -

p o n d o a e x i n f i n i t a s n o v a l o r g e r a l d e h , t e r e m o s b 

f m + i f—n 
~ — s — - — — — — — • S .e a f o r ç a c e n -

m.(CM)'» m(CM)-»~1 v 

t r a i , p o r e x e m p l o , f o r n a r a f a õ i n v e r f a d o s q u a d r a d o s 

f i 
d a s d i í l a n c i a s , f e r á b z z . . — ; l o g o a v e l o c i d a d e d e 

C M 
h u m c o r p o , q u e t i v e f l e d e f c i d o d e h u m a a l t u r a i n f i n i t a , 

f e r i a r e c i p r o c a m e n t e c o m o a r a i z q u a d r a d a d o e f p a ç o q u e 

l h e f a l t a r i a c o r r e r p a r a c h e g a r a o c e n t r o . 

2 9 8 S e » s 1 , o u f e a f o r ç a c e n t r í p e t a f o r p r o p o r -

• 1í Cl X . .1 x SC 
c i o n a l á s d i í l a n c i a s d o c e n t r o , f e r á b s : E 

d X d X 
p o r q u e d t — — — — , f e r á n e c e í f a r i o p a r a v i r -

u V 2 gb 
m o s n o c o n h e c i m e n t o d e t , q u e i n t e g r e m o s a e x p r e f T a õ 

• \ í L O i n t e g r a l h e \ f L . 

V g y ( z a x ~x x r g 

Are cof——-— ; logo tomando c pela femicircumfe-
x 

r e n d a , t e r e m o s p o r e x p r e f f a õ d o t e m p o d a d e f e i d a a t é 

o c e n t r o C a q u a n t i d a d e c o n f i a n t e — * 

2 9 9 S e n — — . 2 , o u f e a f o r ç a c e n t r í p e t a f o r n a r a -

f a õ i n v e r f a d o s q u a d r a d o s d a s d i í t a n c i a s , c o m o p e l a s m a i s 

c o n í l a n t e s o b f e r v a ç õ e s p a r e c e e í t a r j á e l t a b e l e c i d o , t e r e -

m o s 

« rt - * ' Í V Z g N * / 
V a a dx— xdx _ , adx —x àx 

—< r . r , -• 77 P o r e m — -
J V z g , V C a x - x x ) 

M i " p ô d e 
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a ~ ~ x ~ ) d x 

p ô d e r e f o l v e r - f c e m -r Y(.ax—,xx) -y( ax — xx) 

p r i m e i r a p a r t e h e a d i í f e r e n c i a l d e V ( a x — x x ) , " e a 

f e g u n d a h e a d e h u m a r c o d e c i r c u i o , c u j o f e n o v e r f o h e 

* . f e n d o o d i â m e t r o a . L o g o t — ~r~——IV(&» — xx~) 
f V 2 g L 

i 
a — x 

i 
* « 

. — a — x 
a . A r i cof — - J f i n t e g r a l c o m p l e t o , p o r * 

2 ^ 
que dá t — O , quando x — o . 

Logo f a z e n d o x zz a, c o n h e c e r e m o s o t e m p o q u e O 
c o r p o d e v e g a i t a r e r a c h e g a r a o c e n t r o d a s f o r ç a s , p e l a 

— c a/ a 
e x p r e í T a Ô — C o m o e l l a q u a n t i d a d e h e p r o -

p o r c i o n a l a a V a , c o n c l u i r e m o s g e r a l m e n t e ; Que o s tem-

pos do defeenfo dos corpos, defde a origem do movimento 
ate' o centro, faõ como as rain.es quadradas dos cubos daí 
alturas , donde tem defeido, ou na rafaõ fefquipltcada daí 
alturas, q u e q u e r d i z e r o m e f m o . 

3 c o S e f u p p u z e f i e m o s c o n f i a n t e a f o r ç a c e n t r a l , e f e m -

p r e a m e f m a q u e n o p o n t o A , o n d e t e m p o r v a l o r a e x -

P ff 
p r e í f a õ — ; — , e n t a Ô c o r r e r i a o m o v e i o e f p a ç o a cova 

a a 
h u m m o v i m e n t o u n i f o r m e m e n t e a c c e l e r a d o , e o t e m p o f e 

i g f f 
d e t e r m i n a r i a p e l a f o r m u l a — • — • — < 3 , q u e d á í 

% a a, 
t a V a 

z: -j— • D o n d e f e f e g u e , q u e o tempo que gafta o 

movei em chegar ao centro, quando a força central he fem" 
pre a mefma que na origem do movimento, he para o tem-
po que gaftaria crefeendo a dita força na rafaS duplicadé 
inverfa das dijlancias , eomo o raio para a oitava parti 
da circumferencia ; o u c o m o 1 4 p a r a 1 1 , q u e h e p r o x i r 

p r o x i m a m e n t e a r a f a õ q u e t e m 2 p a r a - c . 

O q u e t e m o s d i t o d o s m o v i m e n t o s r e c l i i i n e o s h e o q u e 

b a f t i 
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i s a f t a p a r a o s d e t e r m i n a r , q u a i f q u e r q u e f e j a õ a s f o r ç a s 

a c c e l e r a t r i z e s . N a õ h a m a i s d o q u e f u b f t i t u i r o v a l o r c o m -

p e t e n t e d e p n a e q u a ç a õ uduzz p d s , o u g db —p d s , 
e d e p o i s d i í l o i n t e g r a r . P a l i e m o s a o s m o v i m e n t o s c u r -

v i l í n e o s . 

3 0 1 S e n d o h u m c o r p o f o l l i c i t a d o p o r q u a i f q u e r f o r -

ç a s a c c e l e r a t r i z è s , e t e n d o r e c e b i d o n a o r i g e m d o m o -

v i m e n t o h u m a c e r t a v e l o c i d a d e d e p r o j e c ç a õ , p o r q u a l -

q u e r d i r e c ç a õ , d e m a n e i r a q u e f e j a o b r i g a d o a m o v e r -

f e p o r h u m a Orbita , o u Traje floria c u r v i l í n e a : p e r g u n -

t a - f e , c o m o p ô d e d e t e r m i n a r - f e a n a t u r e z a d e f t a o r b i t a , 

a v e l o c i d a d e q u e d e v e t e r o c o r p o e m q u a l q u e r p o n t o 

d e l i a , e o t e m p o q u e g a f t a r á e m c h e g a r a h u m p o n t o 

d a d o . 

S e j a A M m f J - ( F i g . 1 3 6 . ) a c u r v a , q u e o m o v e i h a 

d e d e f c r e v e r , f e j a A P o e i x o d e l i a , t a l f a n o r m a l , 

e m T a t a n g e n t e n o p o n t o m . C h a m e m o s , a o o r d i n á -

r i o , Ap~x,PMz=y, Mm — ds, a v e l o c i d a d e n o 

p o n t o M ~ u , a a l t u r a d e v i d a a e f t a v e l o c i d a d e — b 

s s — U U - , o t e m p o e m p r e g a d o e m c o r r e r o a r c o A M 
zê 

- i r ? 
e o raio ofculador R cr -j — 

I f t o p o f t o , r e d u z i r e m o s t o d a s a s f o r ç a s q u e f o l l i c i t a õ 

o . m o v e i a d u a s , h u m a N p e l a d i r e c ç a õ d a n o r m a l m N , 

e a o u t r a T p e l a d i r e c ç a õ d a t a n g e n t e t » T . E p o r q u e 

j á t e m o s ( n . 2 8 0 . ) a s e q u a ç õ e s ds—udt, du zzT d t , 
e N . R — 1 1 » = 2 g b , d e f t a u l t i m a p o d e r e m o s l o g o c o n -

c l u i r e m g e r a l : Que a força normal be para a da gravi-
dade , como a altura devida d velocidade do movei para a 
emetade do raio ofculador. D e p o i s , d a s d u a s e q u a ç õ e s d t 
ç = a d t , ç d u ~T d t , t i r a r e m o s uduzzTds, c u j o 

i n t e g r a l h e utizzzfTds: p o r é m uuzzN.R', l o g o 

X . R ~ z f T d s . 
Efta 

e q u a ç a õ n a õ i n c l u e u , n e m t , p o r q u e a s f o r ç a s 

N e T f a õ f u n ç õ e s d e x , e d e y . M a s f e r a õ n e c e l f a r i a s 

t r e s i n t e g r a ç õ e s c o n f e c u t i v a s p a r a c h e g a r á e q u a ç a õ f i -

n i t a d a c u r v a p r o c u r a d a ; e f e n d o e f t a h u m a v e z c o n h e -

c i d a , d e t e r m i n a r - f e - h a 3 v e l o c i d a d e p e l a f o r m u l a u u c r 
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i f T d s , e o tempo pela foFmula t — J——. Tal 

he , em geral , o methodo que pôde feguir-fe na foluçaõ 
defte Problema. Mas efte caminho , ainda que muito na-
tural , naõ he com tudo o mais Íimples em muitos calos. 
Eisiqui outro , que nos parece merecer preferencia. 

302, Todo o corpo , que fe move por huma linha cur-
va , pôde coníiderar-fe como dotado de dous movimen-
tos , hum parallelo á abfciífa x, e o outro parallelo á or-
denada y . Porque , fe em virtude do primeiro pôde cor-
rer o efpaço Al r ou d x no iaftante d t, e fe em vir-
tude do fegundo pôde correr no mefmo inftante o efpa-
ço r m ou dy , eftá claro, que em virtude de ambos 
correrá realmente a pequena diagonal Al m , ou ds . A 
fua velocidade parallela a A P , que chamaremos borizon-

dx 
tal, ferá pois reprefentada por —— ; a velocidade pa-

d t 
dy 

tal lei a a P A I , que chamaremos ver t ical , por —j—; e 

3 velocidade effeíliva , por • 
dt 

Ora , quaifquer que fejaõ as forças que follicitaÕ o 
•orpo , fempre pódem reduzir-fe a duas , huma X pela 
direcçaõ de M R parallela a x , e a outra Y pela direc-
çaõ de Al P parallela a y : a primeira das quais accelera 
o movimento horiíonal, e a fegunda o vertical. E porque 
o elemento da velocidade he fempre igual ao produílo da 
força acceleratriz pelo elemento do tempo ( n. 279.) , 
teremos as duas equações 

as quais cem a equaçaõ ordinaria ds zzu d t determinaráõ 
0 movimento do corpo. 

303 Eftas equações , quanto ao fundo, naõ differem 
das que deduzimos pelo methodo precedente. Para nos fe-

gurarmos diffo, multipliquemos a primeira p o r — — , e 
d t 

dy 
1 fegunda por • ; e ajuntando os produclos teremos 

dx 
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JJL + d ( J l J ) = xdx + Ydy: po-
dt v dt J dt \ dt / 

d x2 dy2 d s- , dx .d 
rém — - r ——" = ~7~T ~ K u '•> ! o S° "T— d ( 77 ) 

d t2 d t- d t2 d t \dts 

-f d ( - udu — Xdx + Y d y . 

d t \ d t s 

Agora , effeituando as diferenciações indicadas nas 

mefmas daas equações, teremos dt ddx — dx ddt — 

Xdt> , e dt d dy — dy ddt zzY d t> , donde eliminan-

do d d t , virá d x* d ( - ^ j - ) ~ d t * ( Y d x - X d y ) . E 
d s'> 

porque o raio ofculador R — , fubf-

d si 
tituindo teremos d t3 ( X dy — Y d x ), ifto he , 

R 
uu X dy —Y d* 

——— rr Efta ultima equaçaõ , com 
R d s 

a outra u d u Z=Í X dx -T-Y dy , faõ pois equivalentes ás 

duas 

Em fim, refolvendo a força X por MR em outras 
d x 

d u a s , huma tangencial por M m , que ferá —— X , e 
d t 

dy 
a outra normal por M N , que ferá —— X; e refol-

d s 
vendo também a força Y por jVÍ g, em outras duas , hu-

dy 
Bia tangencial que ferá —— Y, e a outra normal que 

d s 
d x 

ferá _ —— y : acharemos a força tangencial total T 
d s 

X d x - i Y d y , , X d y - Y d x 
, e a normal N — . 

d t ' d s 
Logo as duas equações K d a ~ Tds , e uuzz N . R 

faõ 
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/- i x 
faõ equivalentes ás que temos achado ^ — X d t , e 

( d y v 
=s Y d t e delle modo , a conformidade dos 

refultados he huma prova da bondade de ambos os me-
thodos. 

ApplicaçaÕ ao movimento dos gr az es lançados 

por qualquer direcçaõ, e em particular 

ao tiro das bombas. 

304 T) Ara darmos toda a clareza a efta theorica ; 
A applicalla-hemos a hum cafo particular. Sup-

ponhamos , por exemplo , que fomente a força da gra-
vidade perturba o movimento do corpo lançado pela di-
recçaõ A V , com huma velocidade dada V, e por hum 
angulo V A P = a ( Fig. 137. ). 

Nefte cafo temos 7 — g, e X — o, donde fe re-

duziráõ as noflas duas equações gerais a d ( j - ) — o, e 

/ d y s. d x 
d ——.) — ~ g d t . Integrando pois teremos — - C , e 

V d t y d t 

d y 
— — C' —> g t. A primeira moftra , que a velocidade 

horizontal he confiante, como eftá claro que deve f e r , 
Porquanto naõ he alterado efte movimento. Ora V cof a 
cxprime a velocidade horizontal , e Vfen a a vertical no 
Principio do movimento ; logo C — V cof a, e C'—V fen a. 
^ubítituindo eftes valores nas equações integradas , teremos 
Ax~Vdtcofa, e dy — Vd tfen a gtdt. Tornando 

a integrar , ferá xzzVt cof a, ey=:V tfen a — -1- g 
2 

I 1C íC 
e eliminando t, ferá y x tanga —« — g 

2b V V cof a* 
Logo deli guando pela conftante b a altura devida á veloci-

dade 
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, , , ~ x 

dade da projecção V , teremos y—x tang a — —•—-— 
4 b cof a2 

por equaçaõ ás coordenadas da curva . E porque huma 
delias y he de huma fó dimenfaõ , concluiremos que a 
trajefloria he hum3 parabola. 

Segue-fe pois defta determinaçaó , que todo o 
grave lançado em hum efpaço vazio por qualquer direc-
çaõ , que naõ fofle a vertical, dsfcreveria huma curva 
parabólica. Mas no eftado adlual das coufas, em que a 
refiftencia do ar infiue tanto fobre o movimento dos cor-
pos , eftas trajectórias ditferem fenfivelmente da parabo-
la , que teria lugar nos meios naõ reliftentes. Adiante 
veremos, quanto he cheia de embaraço a fua exaéta de-
terminação. 

306 O methodo , que tivemos .em deduzir a equaçaõ 
X X 

y~x tang a — naõ he o único que conduz 
4 bcofa2 ' 

ao mefmo refultado. Pôde demonftrar-fe de muitos ou-
tros modos , que o caminho de hum projeftil no vácuo 
he huma parabola. Pôde , por exemplo , confiderar-fe a 
velocidade inicial do movei , como comporta de huma 
velocidade Vfen a pela direcçaõ vertical A K , e de ou-
tra Vcofa pela horizontal AP . Ifto pofto , fe o corpo 
naõ tivefle fenaõ a primeira velocidade , chegaria no tem-
po t a huma altura A Çr=i V t fen a, — — g t2 (n. 290.): 

2 

mas no mefmo tempo , a fegunda velocidade deve tranf-
portallo horizontalmente por hum efpaço Vtcofa; 
logo deve o corpo achar-fe realmente no ponto M. , quan-
do for paflado o tempo t ; donde teremos, como ac ima, 

yzzVtfena — gt2 , e x— Vtcofa. 
1 

A formula , que ferve para determinar o tempo , ferá 
x 

t — v C 0JQ~ • E pelo que refpetta á velocidade do mo-
vei , em qualquer ponto da trajeíloria , acharemos que he 
fempre a que elle teria adquirido cahindo de huma altu-
ra igual a b — y . Porque recorrendo á equaçaõ geral 
nàu — X dx + Y dy ( n . j o j . ), e fazendo X = o , e 
Y — g i teremos udu — —gdy,e a altura devida á 

velo-iJ*-
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velocidade do movei , ou zzlh—y. 

Para fe determinarem os pontos, onde a curva encon-
tra a horizontal AP, he necelfario fuppor y zz o na 

X X 

equaçaõ y zz x tang a — ^ ^ • Entaõ fe acharáÕ 

para * os dous valores feguintes , * ~ o , e * — 4 b t a 1 l í a-
cof a- — 4I1 fen a cof a — 2 b fen 2 a . O primeiro convém 
ao ponto A , e o fegundo ao ponto C . 

507 Efta determinaçaõ dá por amplitude do tiro a 
diftancia AC ~ 2 b fen 2 a. Logo a maior amplitude b que he 
poífivel , ferá quando tivermos fen 2 a zz 1 ; e por iífo he , 
que dando a hum morteiro a inclinaçaõ de 45° fe lança-
rá huma bomba á maior diftancia que he poífivel, fen-
do todas as mais coufas iguais. Nelfe cafo ferá a ampli-
tude da fua trajeftoria o dobro da altura devida á ve-
locidade da projecçaÕ. 
• }o3 Deve notar-fe aqui , que a huma abfciffa AP naõ 
correfponde mais do que huuia fó ordenada P M porque 

xx 
na equaçaõ y zz x tang a — — » a ordenada y 

4 b cof a2 

tiaô tem mais do que hum fó valor. Mas a huma ordena-
da AQ^, ou PM— P'M', correfpondem fempre duas abí-
eiffas , Q^M' , ou A P , A P' ; porque a equaçaõ 
xx — 2 b x fen 2a-i-4bycofaz~o dá evidentemente 
dous valores para x. 

Pela natureza das equaçoens do fegundo gráo, ferá a 
foma das raizes A P - i - A P 1 igual ao coeficiente do fe-
gundo termo 2 b feu a , que exprime como temos vifto o 
valor de A C. Logo AP + AP' — AC , e confeguinte-
mente AP — CP': donde fe moftra, que as porçoens AM, 
C M' da trajedoria faõ iguais, e femelhantes. Logo a or-
denada DB, que paífa pelo meio D da amplitude AC, di-
vide a trajeéloria em duas partes B M A , B M'C i g u a i s , e 
femelhantes entre fi •, e confeguintemente he BD o eixo 
da parabola , B o feu vertice , e DB a maior altura a que 
fóbe o projeftil. Para determinar pois efte máximo, naõ 
he neceffario mais do que tomar x — b fen 2 a , e imme-
diatamente fe achará DB ~y — bfen az ; e por confe-

*"" guinte 
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AD-

guinte ferá o parametro da parabola defcrita := ^— zz 

4 b cof a 2 . 

309 Na pratica do tiro das bombas , ordinariamente fe 
determina a força da polvora , fazendo hum tiro de pro-
va pelo angulo de 4j 0 ; porque medindo a amplitude, 
ou alcance horizontal defte tiro , e tomando a fua ametade, 
fe conhece immediatamente a altura devida á velocida-
de de projecçaõ. Huma vez conhecida a força da polvo-
ra , podemos com a mefma carga fazer cahir huma bom-
ba em qualquer ponto D cio plano horizontal Ç Fig. 138. ), 
menos diftante da bateria do que o ponto C , no qual fe 
termina a amplitude maxima A C , que produz o tiro pe-
lo angulo de 45 0 . 

Para ilfo, bafta conhecer o angulo da projecçaõ DAV ~ a. 

Seja pois AD — b ; e teremos 2 b fen 2 a — b , e por con-

feguinte fen 2 a zz —- . 
2 b 

Supponhamos, por exemplo , que a amplitude AC pe-
lo angulo de 45: 0 fe achou de 500 braças , e que .1 dif-
tancia A D he de 388,7 braças. Logo teremos fen 
388,7 

— 0,7774 -, feno , que nas 1 aboas correfpcnde pro-
500 

ximamente a 51o 2'. Logo o angulo de projecçaõ deverá 
fer de 25 0 31'. 

310 He verdade, que em lugar do angulo 51o 2* 
podíamos tomar o feu fupplemento 128" 5 8 ' , cuja ame-
tade 6 4 o 29' daria hum fegundo angulo de projecçaõ, 
complemento do primeiro. Donde fe fegue , que fempre 
Jha duas inclinaçoens diverfas , que íe podem dar ao mor-
teiro , para fazer cahir huma bomba em hum ponto de-
terminado. Prefere-fe o angulo maior, quando fe perten-
de arruinar edifícios , romper abobadas & c ; e o menor , 
quando fe quer , que a bomba depois de cahir continue 
a faltar para diante , e que arrebentando caufe maior eftrago 
em tudo o que achar ao redor de li. 

A rafaõ defta preferencia he manifefta. Porque fe a 
bomba cahir quali perpendicularmente , empregará a ma-
ior parte da fua força em ferir o lugar onde der -, e por 
ilfo, quando fe intenta demolir os ediíicios, fe spontaõ os 
morteiros fempre pelo angulo maior que 45 o . Masque-

ren-
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rendo, que as bombas depois de cahirem continuem a fa-
zer chapeletas , deftruindo tudo o que encontrão , efcolhe-
fe o angulo menor , para que cahindo obliquamente , e re-
folvendo-fe a fua força em duas, huma vertical , e ou-
tra horizontal, feja ella ultima fuíficiente para as tranf-
portar com impulfo , e eílrago , até finalmente arrebenta-
rem. 

311 Se o ponto M ( Fig. 139.) , que fe quer bombear, 
naõ eftiver na linha horizontal A P , ferá primeiramente 
neceífario medir , pelos methodos da Trigonometria , a 
diftancia AM , que chamaremos m , e o angulo M AP que 
o raio vifual A M faz com a horizontal A P , ao qual cha-
maremos â". Depois diffo far-fe-ha hum tiro de prova pe-
lo angulo de 45 0 , com a carga que fe tem determinado u-
f a r , a fim de conhecer a força cia polvora , que deve fer 
tal que produza huma amplitude maior que AP. 

Ifto fuppofto , como AP—mcofJ1, e P M — mfen 
poderemos fubftituir elles dous valores em lugar de x e de 

x x 

y na equação — — x fen a cof a •— y cof a2 , e achare-

mmcof£2 
mos — - mfcn a cof a cof g — m cof a2 fen <J , 

til cof I 
ou -—- — cof a fen [a ) — — fen — 

4 v 2» 

1 , Ç\ W cof 
-7 fen ò. Logo fen ( 2 a - S, ) = fen S HH —— . 2» 2 u 

l iz Para conftruir efta equaçaS , bufear-fe-ha nas T a -
. . . m cof £ 

fcoas hum angulo cp , cuja tangente feja igual a ——-— , e 

aflim teremos fen ( 2 a — ) ~ fen £ Jrjof<? tang Q = 

. Conhecendo o angulo 2 a — d , e o fea 
cof. <T) 

fupplemento , a hum e outro fe ajuntará £ , e fe tomará 
a ametade de cada huma das fomas , que daráõ os dous 
grãos de inclinaçaõ do morteiro , igualmente proprios pa-
ra fe lançar a bomba ao lugar propofto. 

Por exemplo: Tendo-fe achado o angulo M A P de 
6° 12' , a diftancia A M de $64 toefas, e a amplitude 
de 4y 0 , ou a quantidade 2 b de 743 toefas, queremos fa-ber 
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fctír 3 inclinaçaó que deve dar-fe ao morteiro, para que 
a bomba venha a cahir no ponto M. 

Primeiramente calcularemos o angulo (p pela formula 
v i c n f j 1 „ . . </r ... 

tang cp rr — - — , conforme ao que acima dillemos: eu-

aqui a operaçaÕ 

740 C l . 7 , IjOyóZ} 
m — 5 6 4 L . 2 , 7 5 1 2 7 9 1 

cí = 6° 12' - - L.cof.9, 99745^1 

Log. aiag <p - 9, 8794997 

Affim acharemos nas Taboas que o angulo CP he de 37 
e por confeguinte cí* -í- Cp — 4j 0 21'. Conhecidos eftes t 

calcularemos o angulo 2 4 — d pela formula feu (2 a — 
fen (J*<P) 

zz como aqui fe moura 
cof q> * 

< p = 3 7 ° 9 ' CL. cof. 0 ,098510? 
c J - t - ( p = : 4 j 21 L. fen . 9, Sj66io 9 

Log. fen, ( 2 a - e? ; 9,9^1214 

A efte logarithmo correfponde nas Taboas o angulo 59 a 2 ? ' t 

cujo fupplemento he 1200 32'. Ajuntando a hum e outro 
6o 12', teremos 65 o 40 ' e 126° 44' , cujas ametades faõ 
32 o 50' e 63 0 2 2 ' . Dando pois ao morteiro a inclinaçaó 
de qualquer deftes dous últimos ângulos , cahirá a bom-
fca' no ponto M. 

Como importa muito no tiro das bombas regular-lhes 
as efpoletas , de maneira que naÕ arrebentem muito cedo, 
nem muito tarde , he precifo faber o tempo, que el-
Jas devem gaftar em chegar ao £lvo. Para ilfo temos a 

* m cof o 
formula t sr — . 1 ornando pois,no ca-

V cof a cof a Vzgb 
lo precedente , hum dos valores calculados de rt, deter-

% minaremos t da maneira feguinte 

« ~ 
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a — 32 a 50 - CL . cof. o,0755908 
1 

2b — 740 TCL. 8, 5653841 
1 

Jo , 196 
w = 564 - -
$ — 12 ' -

"- L .2 ,7512791 
L • w/. 9,997452? 

- - - 0 ,6497317 

2 CL . 9 , 2600253 2 

Log. / 

Logo ferá í — 4 > 4^4 j mas lie necelfario advertir , que 
tendo lido as quantidades m , b contadas em toefas , e g 
em pés , para determinarmos o verdadeiro valor de t de-
vemos multiplicar o valor achado por yr 6. Aílim ajun-
tando ~ 16 , que he 0,3890756 , ao logarithmo achado 

0,6497317 , teremos 11 — r , 0388073 , que correfponde a 
10,9j. Gaitará pois a bomba i o ' ' , 93 em chegar ao ponto 
M pela parabola menor. 

Se ao logarithmo 1 , 0388073 a juntarmos o do cofe-
no de 32 o 50' que he 9 , 9244092 , e o complemento 
logaritlunico do cofeno de 63 0 22' que he 0 , 3 4 8 4 5 1 4 , 
teremos 1,3116679 por logarithmo do tempo, que a bom-
ba gaitará em chegar ao mefmo ponto pela parábola ma-
ior , que ferá confeguintemente 20" , 5 . 

313 M. de Maupertuis refolveu taõ brevemente, e 
de hum modo taõ completo , os problemas relativos ao 
tiro das bombas, que pôde citar-fe , como hum modelo 
de precifaõ , a fua Memoria intitulada Ballillica Aritb-
metica. Os que fe naõ achaõ em eftado de confultar a Hifto-
ria da Academia Real das Sciencias , aqui poderáõ julgar 
da elegancia das fuas foluçoens , que faõ da maneira fe-
guinte. 

Seja C A — b ~ á altura devida á velocidade de pro-
jecçaõ por A G ( Fig. 140. ) ; e feja A 2, — s — ao ef-
paço que a bomba correria uniformemente, fe a gravida-
de a naõ abaixatfe pelo efpaço QM rr a. Teremos pois 
s : 2 % : : / b : / % ( n. 28. e 288. ) ; logo s* ~ 4 i x , e a 
-trajeétoria ferá confeguintemente huma parabola. 

Seja AP — x , PM —y , tang £A P = t; e ferá PQ, 
— tx , Q.M — P g, — PM — tx —y , e AQJ1 — AP* 
4- P 2 , 2 • Logo í 2

= j * a - t - t 2 * 2 _ 4 4x = 4 l ) f * - 4 i y . 
LogQ 
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Logo * 2 ( i f t 2 ) t : 4 b C t x e q u a ç a õ á s coorde-
nadas, na qnal fe introduzio de pro;:oiito o angulo de in-
clinaçaõ ÇiAP, a fim de fe poder determinar a direc-
çaõ do morteiro. 

314 Querendo , por exemplo , lançar huma bomba fobre 
o ponto E com huma carga dada , meditemos a diftancia 
A D — b , e a altura D E — c. Fazendo pois * = b , c 

2 b 
y s feiraremos da equaçaõ precedente o valor de t = — +. 

^ y/ (4 b2 —4b c — bb") logo pôde a bomba chegar ao 

mefmo ponto por duas inclinaçoens differentes do morteiro. 
Mas para que os valores de í fejaõ reais , he neceffario que 
4 &3 feja maior que 4 bc + bb, ou ao menos igual. 

Se o ponto E eftiver na linha horizontal , ferá t — 

%- + —)/"{ 4b3 —bb~)-, c Ce eftiver abaixo delia , t — 
b b 

~ 1 r Vr(.4b2 +4 bc-bb). 
b b 

Sendo neceffario determinar a carga conveniente para 
ferir o ponto E por hum angulo dado , calcularemos a for-

b 2 ( 1 +1 - ) 
ça do tuo reprefentada por CA — b — — ; 
; 4 ( b t - c ) ' 
formula , pela qual fe moftra , que fendo confiante a inclina-
çaõ do morteiro, faõ as amplitudes porporcioniis a i ; por-

4 1 
que fendo entaõ c —o , temos AB — l — h. 

1 t* 
31 f O máximo da amplitude fe a c h a , differenciando a 

4 1 x 41 
equaçaõ x Sr b , ou — ; porque fazen-

1 + í 2 b 1 + f » ' 

do d — o, teremos 1 - 1 - tang4* ° . Logo a ma-
1 + t 2 

jor amplitude poffivel, que fe pode haver de huma carga 
dada , he quando fe aponta o morteiro pelo angulo de 45 0 . 

31<5 Em fim, p a r 3 conhecer o mínimo da carga , diffe-
• . , , 1 , 2 ( 1 +'2 ) ' 

renciaremos primeiramente a equaçaõ b zz —— , 
4 C b t - c ) 

ou 
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4 6 I . f f a c I w 
O U FT~T7Z7' * * DARÂ ' = T ± T L °X+C*Y> 

d e p o i s , f u b f t i t u i n d o o v a l o r p o f i t i v o d e t n a e q u a ç a õ , t e -

r e m o s p a r a o c a f o d a m e n o r c a r g a p o í f i v e l b z z — c 2 z 
V (i- -W2) . 

Outras applicaçoens ao movimento dos proje-
cteis. 

Tlyl" As tornemos ao exame das noflas equaço-
f d x \ / d v \ 

gerais d{—)z=Xdt,e d ^ J ~Y dt.E para 

c o n t i n u a r m o s a m o f t r a r a s f u a s a p p l i c a ç o e n s , f u p p o n h a m o s 

a i n d a q u e o c o r p o h e f ô m e n j e i b l l i c i t a d o p e l a f o r ç a v e r -

/ dx 
t i c a l Y . N e í f e c a f o t e r e m o s d o m e f m o m o d o d 

e n s 

( f > -
o u d x ^ - C d t - , e c o n l e g u i n t e m e n t e f e r á c o n f i a n t e a v e -

l o c i d a d e h o r i z o n t a l , c o m o n o c a f o q u e a t é a g o r a t e m o s 

t r a t a d o . 

dy ( dy \ 

P o r é m a o u t r a e q u a ç a õ d a r á ^ d \ ~ J — Y dy ; 

d y 2 
c u j o i n t e g r a l h e - — - = : 2 fYdy ; e p o r q u e d t h e p r o -a t -

dy 2 

p o r c i o n a l a dx, t e r e m o s ~ rnjYdy, e c o n f e g i i i n t e m e n » 

dy te dx — ; equaçaõ feparada , fe Y for 
1 / O f Y d y ) 

h u m a f u n ç a õ d e 

3 1 8 S e j a , p o r e x e m p l o , l a n ç a d o q u a l q u e r c o r p o p e -

l a d i r e c ç a õ B V ( F i g . 1 4 1 - ) > c o m q u a l q u e r v e l o c i d a d e , 

e f e j a a t t r a h i d o p a r a a r e í k A P n a r a f a õ i n v e r f a d o s 

q u a d r a d o s d a f u a d i f t a n c i a a e f t a l i n h a : p e r g u n t a - f e a 

e q u a ç a õ d a f u a t r a j e & o r i a . 

A condição da força vertical di 1 T S >- • j — , e 

poa? 
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f i r \ 
confeguintemente fY dy zz g f f \~y~~—™) • L o S ° a e~ 

, dy 
quaçaõ differenciat da trajectória feri A a — • •, ã jr , 

^ C r - r ) 

a ydy _ y à y - \ b d y 
ou também dx y T — —- : = ^>-, s- * 

b V ( b y - y y ) K( by^-yy) 

* b d Ok 
r *, e integrando, xV ~ zzC~V{by~yy } 

r (. o? ~yy) o 

r - b 
— Are c o / ^ 2 ^ . 

2 ^ 
Se o corpo foffe attrahido para a reâa AP na rafaS 

a f i 
inverfa dos cubos das diftancias , teríamos Y zz — — , e 

y 1 

g f t r i i \ 
fY dy zz • t —- — ) . Donde concluiremos dx ZZ 

2 y 2 b* ' 
d y adx ydy 

I S ^ T - I T ) ' ° U ~ r ^ V ^ » ' i n t e s r a l 

i n tl X defta equaçaõ he 'yZZC'~/(bb>~yy)\ logo a tra-

je&oria ferá em geral huma fecçaõ cónica, que terá a 
linha A P por eixo principal. 

319 Reciprocamente, fendo dada $ trajefloria B M, 
podemos determinar a força Y perpendicular a AP, ne-
celfaria para que o corpo defereva livremente a mefma 

í , dy* 
trajectória. Porque fe differenciarmos a equação —— zs 

4 y , ou d , , ferá á ) 
dx* d * x dx' 

^ Y dy^ c confeguintemente Y z z j ^ d , ou, íup-

*< , u ponda 
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C- ddy 
pondo d x confiante, Y — 

dx 

320 Por exemplo : Se quizermos faber , qual deve fef 
a força Y perpendicular a AP, para que o corpo def-
creva huma fecçaô cónica B M , que tenha por eixo prin-
cipal AP , tomaremos a equaçaõ geral das linhas da fe-
gunda ordem, que he yy—a~t-px-*-qxx, e differen-

ciando-a teremos y dy — ~pdx-^-qxdx. Suppondo dx 
2> 

confiante , e tornando a diferenciar , teremos y ddy + dy2 

—(] d x 2 ; e multiplicando elle refultado por y 2 , ferá 
y } d dy — q y 2 d x 2 — y 2 d y - — q d x - + p x q x x) 
— dx 2 ( L — (aq- — p p ) d x2 . Logo X 

2 4 

C2 (a q~ - p p ) 
^ ——í ; e confeguintemente ferá a força 

vertical nefte cafo reciprocamente proporcional aos cubos 
das ordenadas , como tínhamos achado pelo methodo di-
reito. 

He de notar , que Y defvanece , quando aq ~ - pp: 
4 

mas entaõ a + p * q x x he hum quadrado perfeito , e a 
fecçaõ cónica fe reduz á mefma linha rec.a da pro-
jecçaõ. E com effeito por fi me mo fe entende, que naõ 
he neceffaria mais força que a da projecçaõ , para reter o 
movei em huma trajeíloria reílilinea. 

321 Em geral : Se o corpo for animado por ambas 
as forças X e Y, das mefmas equaçoens do movimento 

( dx \ . ( dy \ dx* 

- ) ~ X d t , e d ( j- ) = Y d r , teremos — 
d v 3 

2 Í X d x , e — —2fYdy. Por confeguinte ferá * 
d t 2 

dx dy 
equaçaõ da trajeíloria r - — — • = —— . Sen-» 

Y ' y f X d x V f Y á y 
do pois X e Y funçoens refpeflivas de x e y , efta equs* 
Çaõ ferá feparada, e poderá integrar-fe, ao menos pelai 
quadraturas. 

Suppoa-
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Suppondo, por exemplo, que a força vertical Y he a 
da gravidade, e que a horizontal X he reciprocamente 
proporcional aos cubos das diftancias do movei á verti-
cal, que palfa pela origem das abfciífas , teremos Y ~ — g , 

g f i 
X — — —— , e confeguintemente fY d y zz g(.l"~ y~), 

crfl f \ i \ 
e fXdxzz -—• ( ) . Será logo a equaçaS 

2 s xx aa ' 
dy -» f 2 a 2 

differencial da traieíloria ZZ W ——— . 
r ^ b - y ) y f * 

x dx . , , . „ . 
, cujo integral he K ( i - Z J P Ç £ 

V[a2 - x 2 ) 

£ í j y ( a 2 — X 2 ) J . Logo a traj'eftoria nefte cafo 

ferá , em geral , huma linha da quarta ordem ; e em par-
ticular , ferá a parábola ordinaria , quando for C — o. 

322 Examinemos agora o movimento de hum corpo , 
que fendo lançado por hum efpaço naõ refiftcnte, com 
qualquer força de proj'ecçaÕ , he attrahido para hum pon-
to fixo por huma força centrípeta , variavel de qualquer ma-
neira nas differentes diftancias a refpeito do mefmo ponto. 

Sej'a A M a trajeíloria do movei (Fig. 142.) , t' o cen-
tro das forças , a abfciffa AP — x , a ordenada PM — y, 
a diftancia AC ~ a, o raio veflôr C M zz t,, e P o va-
lor abfoluto da força centrípeta no ponto M , reprefen-
tada por M O. Refolvendo efta força em duas , huma MT 
pela direcçaõ MA, e a outra M S por huma direcçaõ 

P M 
parallela a A P, a expreífaÕ da primeira ferá —— . MO zz 

C irl 
p y j í . J c p p ( a - x ) „ 
. , e da fegunda __ . MO zz —- .Teremos 

* CM % 

pois a força X zz • ( a~ * l e a força e 
% ^ 

fubftituíndo eftes valores nas equaçoens da foluçaÕ ge-

xal ( n . 302. ), teremos d( i * ) - C J f Pdt, e 
^ dt ' % 

K * t J * • Ifto 
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Ifto pofto , multipliquemos a primeira delUs equações 
po >, e a fegunda por a — x-, e ajuntando os produclos, 

( d x \ sdy\ 
— J + Qa — x) d 0 > cul° 'nte" 

d x d y 
gral he y. —-> -f ( a — x ) — C, ou y d x-t- (a — #) dy 

d t d t 
— C d t ; equaçaõ abfolutamente independente da força 
central P , e que fomente fuppoem fer a direcçaõ delia 
fempre para o mefmo ponto fixo. Integrando efta ultima 
equaçaõ , teremos 2 fy dx a —<x )y — C /, ou fy d x 

+ — Ca — x)y— — Ct: porém fy d x-\- ~ ( a — * ) y 
2 2 2 

he a area do feitor ACM-, logo , qualquer que feja a for-
central, as áreas defcritas pelo raio vector faõ proporcio-

nais aos tempos. 
Na theorica das forças centrais , ha poucas Propolições 

taõ fecundas, e taõ gerais como efta. Newton a tomou por 
bafe dos feus cálculos em tudo o que demonftrou fobre efta 
matéria. Pi»/. Princip. Malhem. Sefl. II. Prop. I. 

323 Suppondo o angulo ACM — <p, teremos — fzxd CD 
2 

d ca 
por expreffaõ da area AMC \ logo 7.zd(p Cdt, e — 

— ~ : porém —? he a velocidade angular do movei , ou 
zx d t 

( que vem a fer o mefmo ) a velocidade com que gira o 
raio veétor ; logo a velocidade angular be reciprocamente 
proporcional ao quadrado da diftancia. 

324 Se conduzirmos do centro C a perpendicular C Jf 
* * © cdt 

fobre a tangente em M , fera C N — ——— = •• — 
£ 

— • Logo a velocidade effeãiva do movei em qualquer ponto 

da fua orbita be reciprocamente como a perpendicular conda» 
zida do centro para a tangente' da curva no mefmo ponto. 

32$ Multiplicando a primeira das duas equações ge» 
dx dy 

rais ( n . 322.) por — , e a fegunda por , teremos 

iM 
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J T Á ( L 7 ) + 5 7 Á ( L 7 ) = I : 

porém z z — x ) 2
t e confeguintemente z d x 

zzy dy — (a —x) d x logo u du ZZ —• P d z; e integran-
do , uu — — í f P d z. Como P he huma funçaõ de % , ef-
ta equaçaõ dará a velocidade u em z. Donde fe fegue , 
que o movei terá na fua trajeãona a mefma velocidade , 
que teria na mefma diftancia outro qualquer corpo que por 
linha reãa defee'Je para o centro, com tanto que ambos fe 
acbajfem buma vez em diftancias. iguais com velocidades iguais. 
He a Prop. XL dos Princípios de Newton. Seít. V Í I l . 

326 Agora , para conftruir a trajeíloria , tomemos as 
duas equações zzd<p^Cdt,e uu — — z f P d z . Sub-
.. . . , . ds* d z 2 ^ z 2 d ( J ) 2 

ítitutndo na ultima , ou — em lugar de 
dr- àt2 

uu, teremos d z- z- d cp* — — 2 d t2 fP d z ; e fubfti-
z* d 2 

tuindo nefta em lugar de d t2 o feu valor tirado 
" C2 

da primeira , teremos ( dz2 rfc zzdCD2 ) C2 zz —> 
± C dz 1 z* d ~2 f P d z. Logo d zz ———-— , J S T zVC-z&fPdz-C2)' 

equaçaõ feparada, e que fempre poderá conftruir-fe , ao 
menos por quadraturas. Delle modo he que Newton rsfol-
ve efte problema na Prop. XLI dos feus Princípios. 

Pelo que refpeita á ambiguidade dos finais + , deve 
notar-fe que provém de que o angulo de projecção C AV 
pode fer agudo , ou obtufo. Se he agudo, diminue z á me-
dida que o angulo O aumenta , e entaõ he neceífario ufar 
do final — • Se he obtufo , z e (p crefcem ao mefmo tem-
po , e neffe cafo deve tomar-fe o final . Bem fe vê , 
que fe o angulo de projecçaõ foífe reflo , os dous finais fe-
riaõ indifferentes. 

527 Em fim , feja qual for a hypothefe da força cen -
t r a l , fempre o circulo poderá fer huma trajeftoria , com 
tanto que fe obfervem duas condições. A primeira, que 
S velocidade de projecçaõ tenha fido impreífa por huma 
direcçaõ perpendicular ao raio veílor ; e a fegunda , que o 
quadrado deft i velocidade feja igual ao produclo da força 
central pelo' raio do circulo, ou ( que vem a fer o mefmo) 
que 3 força central feja para a da gravidade, como a altura 

devi-
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devida á velocidade de projecçaõ para ametade do ralo. 
Porque fendo a trajeéloria circular , temos d z — o , e 

confeguintemente ferá também em geral —. z z2 / P d z— 
— C2 

C2 — o-, logo fPdz— } e differenciando , P dt 

C2 C2 

— —• i z , ou P =3 —•• E porque entaõ he z d f f ) — 
zf z ' 

d s — u d t , a equaçaõ z z d Cf> — C d f dará C ^ u x , e 
a « 

confeguintemente P r : — , o u « a — P z , o u 2 » Í S 
z 

P z. Ifto mefmo fe fegue de que nefte cafo he a força cen-
trípeta igual á força normal e efta he para a força da gra-
vidade , como a altura devida á velocidade do movei para 
ametade do raio. 

328 EXEMPLO I. Suppondo que a força central he na ra-
faõ direfta da diftancia ao centro, determinar a equaçaõ 
da trajefloria de hum movei lançado com qualquer veloci-
dade ( Fig. i 4 j . ) . 

Seja / a diftancia , onde a força central fe acha igual á 
g % 

da gravidade, e teremos em geral P =: f P d z z z 

£ z z 
•—— -r C'. Agora fuppondo , que o movei foi lançado do 

ponto A pela direcçaõ A V perpendicular a C A, e com 
huma velocidade V , teremos d z =3 o no pon to A , e con-
feguintemente zd ® zz ds. Aflim mudar-fe-ha no ponto 
A a equaçaõ z2 d Ç =3 C d t em zds — C dt donde fe 

zds 
tira C — —— = a V. 

í z z 
Porém u u — — zJPdz 3 - 1 C ' - —j—; e por-

? a 1 

que u ~V, quando z — « , ferá z C' =3 V V — 

logo uu-VV + =3 — z / P d z . Subftitu-

indo pois eftes valores, e o de F F — z g 6 , na equaçaõ 

» • ^ N J /Í, ~adzV2fh cerai ( n . 726.) . teremos d (Dz; — r—y 

Para 
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Para integrarmos efta equaçaõ feja /( a2 — z2 ) r r p z ; e 
fubftituindo nella os valores de a, e d z , teremos d (p — 

d r r j j b S e j a 2 f b y 

V(a2 - 2 f b - z f b p 2 ) 
d 1 

t teremos a nova transformada d O zz , cujo 
1 ~qq 

integral he g — fen (p ; fem conftante , porque 9 , ou 
K 2 / i . / (a2 - a 2 ) , , r , ^ 

fe defvanece, quando (D zz o, ou quan-
z / ( a- - zf b) v 

J „ . . r rr, V 2 f b . V [ Cl- — Z-do zzza. Será pois fen CD — . ou 
1 ^ z f ^ a t - z í b ) 

z * fen <p* ( a 2 - 2 / i ) = z f b ( a 2 - z 2 ) . 
Fazendo agora C P .*•, P JM , poderemos fubfti-

tuir y y em lugar de z2 fen <P2 , e yy + * em lugar de 
» x. E aífim teremos («2 ~ z f b ) z z z f b ( a . 2 - x3 -y2), 

z f b 
ou yy — a ( a a — x x ) por equaçaõ ás coordenadas d» 

trajefloria. Efta equaçaõ pertence a huma ellipfe, que tem 
o centro em C , fendo a ametade do eixo maior AC zz a, 
e a ametade do menor B C zz / z f b . Suppomos , que 
a > z f b - , fe foífe a < * z f b , feria BC a ametade do e i -
xo maior. 

329 Logo , fe hum corpo depois de haver fido lançado 
por huma direcçaõ perpendicular ao raio veílor A C , com 
huma velocidade devida á altura b , for follicitado para o 
centro C por huma força centrípeta na rafaõ direita das-
diftancias ao mefmo centro-, de maneira que na diftancia / 
feja efta força igual á da gravidade , o movei defereverá 
huma ellipfe , cujo centro ferá o mefmo que o das for-
ças , fendo a ametade de hum dos eixos AC zz a, e do 
outro B C z z V z f b . 

Se a projecçaÕ naõ tivefle fido perpendicular ao raio 
veftor , mas por huma linha M V', que com elle fizefle 
hum angulo dado C MV', igualmente fe poderiaõ deter-
minar os eixos da t ra jef tor ia , e a fua poliçaÕ. Porque fe-
ja k a altura devida á velocidade do corpo em M , ou á 
velocidade de projecçaõ. Como temos em geral uuzzV V 

g 
[ a a ~ z z ) , ferá z f k z s í f b - f a a — m m 

porém 



2 0 0 T R A T At> O 

porém s / J =; B C » ; logo z f k zz C O s . Conhecemos 
pois C Aí — ts , C O ~ K 2/fe , e o angulo C M V' , qne 
comprehendem eftes dous femidiametros conjugados ; e 
confeguintemente ferá fácil de deferever a ellípfe , que 
ferve de trajeíloria ao movei, no cafo de fer obliquo o 
angulo de projecçaô. 

330 Quanto ao tempo, que o movei emprega em cor-
rer qualquer arco AM da fua trajedoria, temos vifto que 
he para a area A C M , como a unidade para a quantidade 

— aV. Por confeguiate , chamando c o numero 3,1415:9 

&c , e b a ametade do eixo CS, o tempo de huma revo-
luçaõ inteira , ou o tempo periódico terá por exprelfaÕ 

c tib 2 c h 
^ • Logo o tempo pcriodico ferá o mefmo , que 

1 a V v 

2 
gajlaria hum corpo em deferever uniformemente com a veloci-
dade V a circumferencia do circulo deferito com o raio C B. 

Como temos b zz V 2/ li. e b, pôde o tem-

po periodico reprefentar-fe igualmente por u | / — ; 

quantidade , que naõ depende fenaõ da força central, e que 
nos moftra confeguintemente , que fe muitos corpos lança-
dos com quaifquer velocidades primitivas defereverem traje-
ílorias ellipticas ao redor do mefmo centro, os feus tempos pe-
riódicos fer ao iguais. 

331 A altura fc devida á velocidade do projeâil em 
C 0-

qualquer ponto M da fua orbita he reprefentada por ——• 
2 / 

( n. 329. ), e confeguintemente he a velocidade proporcio-
nal ao femidiametro conjugado C O. Sendo pois V a veloci-
dade no ponto A, e a a velocidade no ponto Aí , teremos 

ti ~ V ° • Logo terá o movei a maior velocidade , quan-

do fe achar nas extremidades do eixo menor; e a menor ve-

locidade , quando fe achar nas extremidades do eixo maior. 
332 Os pontos da maior , e menor velocidade do pro-

jeéfil, chamaõ-fe em geral ox apfides da fua orbita ; e quan-
do fe trata do movimento dos planetas á roda do Sol , cha-
ma-fe em particular aplidc fuperior , ou aplislio, o pon-

to 
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to os fua menor velocidade; e apfide inferior , ou peri-
kelic , o ponto da menor velocidade. 

33? EXEMPLO IÍ. Suppondo , que a força centrípeta he 
na rafaõ inverfa do quadrado da diftancia , e que na dif-
tancia f he igual á força da gravidade , determinar a tra-
jectória de hum movei lançado com qualquer velocidade 
( Fig. 144. J . -

g f f g f f 
Nefte cafo temos P , e / P á s - -f 

zz z 
2 g f f C ; donde ferá uuzz — 2 f P d z — - í C ' + -Po-, 

J z 
rc'm fazendo AC —a, e a velocidade de projecçaõ no 

2 z f f ponto A = V , teremos V V — — 2 C' -r •• , e con-
a 

feguititçiaente —. 2 C ' — VV —> —; logo, fubílituindo 
a 

2 ? f f 
«fte valor , ferá aa ~ —. 2 ( P d 4 - F K + — — J z 
a g f f 

—' Seja pois "J a altura devida á velocidade a, e 

i a altnra devida á velocidade de projecçaõ V; c teremos 
v ~ b + IL — ÍL • 

z a 
Ifto pofto , fe a velocidade de projecçaõ for perpendi-

cular ao raio vedor C A , a conftante da equação x2 d 'P — 
C dt ferá— a V, e aífim teremos por equaçaõ differencial 

da trajedoria d <p - *f
A

f* — ~ 

o u á t p - Seja 
* K [ ( a - « ) ( a b - f f .z+ a 2 b)2 

2 a 2 b — / « z 2 a - b d z 
• —P, ou z ~ - : e teremos — — 

dí> 2 a2 b - a f 2 - ap , , ,, 

a2 b ( 2 a i — / f + . (,1 
5=1 / » • { - / — Ve K C ( * - « ) ( « * - / / . % + 



1(58 T R A T A D O 

^ r c i ^ f i - / / ) 3 - ? * ] . Logo 

~ —— • —— — • Integrando po is , teremos 
V [( 2 a b — f f )2, — p2 J 
p ^ 2fl2 è - / = x 

— - — — ~cof(Ç>, ou —- —- =r cof d?, fem conf-
2 a o —ff 2 ah t. —j2 x 
tante , porque dá ao mefmo tempo Ç> — o, e x — a. Lo-
go a equaçaõ finita da trajeíloria ferá na hypothefe prefen-
te 2 a2 b - f 2 t. — ( 2 a b — // ) x cof<P. 

E porque fazendo A P — x , temos x Cof(Ç> — a — * t 

eftá claro que a equaçaõ entre os x e os * da curva de-
ve fer f2 x ~ 2 a2 b + ( f f — 2 a b ) ( « . — * ) = a f 2 +t 
( 2 a h — f f ) x. Elevando pois ao quadrado , fubftituindo 
em lugar de x2 o feu valor y2 + ( fl — x )2 , e reduzindo, 
teremos por equaçaõ ás coordenadas f* y2 4 a2 b f2 x 
4 « b ( ab — f /) x2 equaçaõ , que em geral pertence a 
huma fecçaõ cónica, que tem por vertice o ponto A , e por 
eixo a linha A P. Será pois a traje&oria huma el l ipfe , fe 
for ah <</3 ; huma parabola, fe a b z z f 2 , e huma hy-
perbol a , fe a b > f2 . 

534 Na primeira fuppofiçaõ, fe determinará o eixo maior 
A a da ellipfe , fazendo y — o, que dará * — A a — 

•p a fr ; e a ametade do eixo menor D B fe achará , to-

1 aV ab 
mando x — — A a , que dará D B — —— . Po-

2 ' 1 

a2 h 
rém AC — a , e confeguintemente Ca— j2 _a ), ^S® 

b 
AC. C a z=, p _ • 1 =r D B2 . Donde fe fegue , que « 

ponto C, onde fe acha o centro das forças, he bum dos focos 
da ellipfe. 

335 Será o fóco mais vezinho do ponto A , quandtf 
for 2 ab > f2 ; e o mais dif tante, quando for 2 ab**f2 . 
Quando porém for z a b z z f 2 , ambos os focos fe reuniráõ 
em hum fó , e a trajeéloria ferá confeguintemente circu-
lar. Do mefmo modo fe moftra , que fendo a trajeíloria 
huma parabola, ou hyperbola , fempre o centro das força» 
fe acha no fóco. . 

Jppll-
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. Applicaçao da Theorica precedente ao Mo-
vimento dos Planetas. 

336 \ Fim de applicar efta theorica ao movimento 
J t x . dos corpos celeftes , fupponhamos que elles fe 

movem por trajettorias ellipticas , e façamos o eixo maior 
delias — A , o menor — B , e o parametro — P. Teremos 

af* z a f a b B 2 4a*b 
A — , B — , e P = : = — 

f*~ab ' //(/* -ab)1 A f\ 

Porém, como temos vifto, o tempo de huma revolução in-

teira he igual á area da eilipfe dividida por ~ a V * lo-2» 

Z-c.A.B 
go ferá o tempo periodico — , e fubftituindo 

- a y i g b 

2 tl 
€m lugar de B o feu valor V A . P , ou —- /A b , ferá o 

c.AL 
mefmo tempo periodico ZZ -7 • Donde concluire-

f V i g 
mos , que fe muitos corpos defcrevcrem trajeftorlas ellipti-
cas ao redor do mefmo centro de forças , ferdô os tempos pe-
riódicos como as raizes quadradas dos cubos dos eixos maio-
res das fuas orbitas, ou ( que vem a dizer o mefmo ) na 
rafaõ fefquiplicada dos mefmos eixos. 

337 E porque a altura devida á velocidade he em ge-
/ / f f ral d — ô -+- — — , concluiremos também que o pe-

rihelio eftá na extremidade do eixo mais vezinha do fóco, 
e o aphelio na outra extremidade do mefmo eixo. 

He coufa fabida , que no Syftema de Ncwtcn todos os 
planetas gravitaÕ para o Sol , na rafaõ inverfa do quadra-
do da diftancia em que eftaõ a refpeito do centro delle. 
Logo fe os planetas recebêraõ no principio do feu movi-
mento huma certa velocidade de projecçaô obliqua , co-
mo era neceffario para naó cahirem todos fobre o Sol , ef-
ta força primordial de projecçaô , combinada com a força 
da gravitaçaÕ, que he entaõ a força central , deve fazei-
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los defcrever huma fecçaõ cónica , que tenha o c e r f ? 
mefmo rio Sol em hum dos feus focos. E como porhup'* 
parte todos elles tem fuas revoluções per odicas , e rof 
outra parte variaõ de diftancia ao Sol em diíferentes pon-
tos das fuas orbitas, ella claro , que entre as fecções có-
nicas a ellipfe he a única trajecíoria dos planetas , que ob-
fervamos. Porém em geral eftas ellipfes tem pequena ex-
centricidade, ifto he , diíferem pouco de huma íigura cir-
cular. 

358 Do que acima temos demonftrado concluiremos 
pois I. Que os planetas defcrevcm ao redor do Sol areas pro-
porcionais aos tempos. II. Ç)tie os tempos periodicos faõ como 
as raízes quadradas dos cubos dos eixos maiores das fuas or~ 
l/itar. Os cometas ellaõ no mefmo cafo, com efta difíerença 
porém que as fuas orbitas faõ ellipfes muito allongadas, 
nas quais por confeguinte pôde tomar-fe aparte infer ior , 
nas vezinhànças do perihelio , como hum arco de parabola. 

Eftas duas Leis memoráveis do movimento dos plane-
tas tinliaô íido já defcubertas pelo celebre AftronomoKe-
pler , e por ella rafaõ fe chamáraõ Regrar de Kepler. Mas 
eftava refervado para Newton o demonftrallas com todo o 
rigor, por hum encadeamento lingular de princípios, de 
cálculos , e de confequencias. Depois de haver pofto por 
bafe ao feu Syftema a caufa phyíica dcftas leis, moftrou 
que elias deviaÕ neccííariamente ter lugar, fuppondo que 
3 força centrípeta, que retem os planetas nas fuas orbitas, 
he dirigida para o centro do Sol , e que obra na rafaõ in-
verfa dos quadrados das diftancias ao mefmo centro. 

Por mais que fe tenhaÕ feito paliar eftas leis petas pro-
vas reiteradas das mais delicadas obfervações, nunca fe 
achou fado sl^uni que as definentille, antes todos concor-
rem maravilhofamente a confirmallas ; e nenhuma coufa 
tem contribuído de hum modo mais efficaz para fazer adop-
tar geralmente o fyftema , ao qual ellas fervem de bafe. 

Todos os planetas fe movem fegundo a ordem dos Sig-
nos ; c ainda que as fuas orbitas naõ cftaõ no mefmo pla-
no , a fua inclinaçaõ a refpeito da ecliptica naõ palfa de 8 
grãos. Os dous pontos , onde ellas encontrão o plano da 
ecliptica, chamaõ-fe nodos. 

Óbfervando com toda a exaílidaÕ poííivel as cir-
cunftancias da revoluçaõ dos sftros , tem-fe achado oS 
tempos periodicos da maneira feguinte: 

Mtrcu-
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tr-
JI 
1 

? I 

— 

Mercúrio 87<I 23* 15' 
1 
2 ) OU 87J, 969 

Vénus 224 16 48 1 
T > ou 224 , 700 

Terra 3^5 6 9 
( 

7 j ou 256 

M:>.rte 686 n 30 
1 
2 ) ou 686 , 980 

Júpiter 4332 12 ) OU 4332 0 5 
Saturno 10759 8 J ou 10759 , 33 

Seudo pois os eixos maiores das orbitas dos planetas co-
pio as raízes cubicas dos quadrados dos tempos periódi-
cos , concluiremos, que fuppondo o eixo maior da orbi-
ta terreltre dividido ena 100000 partes , os eixos das or-
bitas dos feis planetas precedentes feraõ renrefentados ref-
peélivamente pelos números 38710 . . . . 7 2 3 3 3 . . . . 100000 
. . . 1 52309 . . . . 520109 . . . . 953803 , os quais faõ muito 
conformes ao que fe tem. achado por obfervações imrne-
diatas. Como fabemos por outra pa r t e , que o eixo maior 
da orbita terreltre he proximamente de 48000 femidiame-
tros terreftres, naõ temos mais que multiplicar os números 

48 
precedentes por , rara os reduzirmos todos a fenii-

100 
diâmetros terreílres. Ella multiplicação dará 155S1 . . . . ; 
347 2 ° • • • • 48000 . . . . 73137 . . . . 249652 . . . . 457825 . 
E porque o femidiametro da terra he de 19615800 p é s , 
podemos reduzir 03 referidos eixos a medidas conhecidas. 

340 Agora poderemos determinar a força attraciiva do 
S o l , ou a diftancia / do feu centro , onde ella he igual 
á força da gravidade. Porque fendo o tempo periódica 

_ c . A y A , c .AVA • • 
2 — — 7 — , teremos f z z —— , onde he 

J V2 g ' T Vig 
neceílario advertir que o tempo fe conta em fegundos , 
e tanto A coiro / em pés. Se quizermos pois exprimir 
«ílas duas ultimas quantidades em feraidiauietros terref-

tres f 
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c. A 3 /19615800 
t res , deveremos efcrever f — . Po-

T / z g 
rém o diâmetro A da orbita annual he ds 48000 femi-
diametros terreftres , e o tempo periodico T he de 365a 

6 h <?' 10" — 31558150" • , logo / — - - - - - - -
j 1 

( ? , 141 Í9i<5f) ( 48000) 2 (19615800) 2 r 
7 = SP1*—. 
i . a 

C 31558150) ( 6 0 , 3 9 1 ) 2 

Logo a força attraíliva do Sol , tomada a 596 — femi-

diametros terreftres do feu centro, he igual á força que 
a gravidade exercita lobre os corpos lituados junto á fu-
períicie da terra. 

341 Para determinar o movimento verdadeiro de hum 
planeta ( Fig. 145. ) , he necelfario conhecer por meio das 
obfervações a excentricidade da fua orb i ta , ou a diftan-
cia C S entre o centro e o fóco , que he ametade da dif-
ferença entre a máxima e minima diftancia do planeta a 
refpeito do centro do Sol. Seja pois efta excentricidade 
zz E , e o eixo maior A B ~ A , e confeguintemente o 
menor i C D - V(A A — 4 EE) , e feja f a quantida-
de , que mede a intenfaõ da força acceleratriz. Ifto pofto , 
eisaqui como fe pôde calcular a velocidade do planeta 
em qualquer ponto M da fua orbita. 

f f f f 
Por quanto já temos achado , que u — i + —— —> 

z a 
he necelfario primeiramente determinar b. Para iíTo temos 

A - " f 2 - , donde fe tira b - S' ; e fubf-
f2 — a b A . a 

tituindo efte valor, teremos v — - — — —. Donde fe 
x A v. A 

fegue, que a velocidade perihelia em A he devida á 

altura l f - I L - f f f L -
* A S A-E A ~~ A^A-zE)' 

e que a velocidade aphelia em B he devida á altura 
£ 
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f f f f _ / / ( A — z E~) 

zoy 

A ~~ A^A-i-zE)' 

342 Note-fe , que ellas duas alturas fa& entre fi como 
( A -{- z E y para ( A - 2 £ )J , ou como o quadrado ..3 
S B para o de í ^ , Logo as velocidades correfpondenies 
íaõ como S B para S A ; e alfim vemos por outra parte 
que deve fer , reflectindo que as velocidades nos diíferen-
tes pontos da trajeíloria faõ reciprocamente como as per-
pendiculares conduzidas do centro das forças para as tan-
gentes. 

343 Se quizermos faber o tempo , que deve gsflar 
hum planeta em defcrever hum arco A M da fua orbita , 
contado defde o ponto do perihelio A , faremos eíla pro-
porçaõ : Como a area da ellipfe be para a area A S M , 
aflim o tempo perioàico para o tempo procurado. 

344 Mas fe quizermos refolver o problema inverfo , 
ou bufcar o lugar do planeta na fua orbita em qualquer inf-
tante dado , he neceífario calcular o angulo ao Sol AS Mt 

correfpondente ao tempo determinado t , que tem corri-
do defde a palfagein pelo perihelio até chegar o plane-
ta ao ponto M . O angulo ASM cluma-fe anomalia ver-
dadeira; e o problema, que tem a determinaçaõ delle por 
objeíto, he muito conhecido dos Aílronomos pelo nome 
de Problema de Kepler. Até o prefente naõ fe teiu podi-
do refolver , fenaõ de hum modo approximado. 

O circulo ANB defcrito fobre o diâmetro A B , 
chama-fe o circulo do excentrico. Se produzirmos até o 
ponto N da fua circumferencia a ordenada M P , eftá 
claro que , fendo o feitor circular A N S para o feitor 
elliptico A M S era huma rafaõ confiante, ferá o feitor 
circular A N S para a area de todo o circulo, como o 
tempo t empregado em correr o arco A M para o tempo 
periodico T. 

Reduz-fe pois a queftaÕ a conduzir pelo ponto dado £ 

huma linha S N, que corte no circulo do excentrico hu-

ma parte dada da fua area A N S — l— - Para i í fo , 
T * 

íéja o raio do excentrico A C = 1 , a excentricidade C S 
zz E , e o arco de circulo A N que fe quer determinar , 
« que fe chama anomalia do excentrico zz. Ç). Alfim tere-

mos 
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mos por valor da area ANS a quantidade - i - AC. AN 

— C S . P i í í : - (f> • - E fen q> , e a area inteira 
2 2 2 

cR? circulo ferá c. A C2 ; logo £p — E fcn <p — . 2 c 

3 4 5 S e q u a l q u e r c o r p o f e m o v e f l e u n i f o r m e m e n t e p e l a 

c i r c u m f e r e n c i a d o e x c e n t r i c o , e a c a b a i T e n e l i e a f u a r e -

v o l u ç ã o n o m e f a i o t e m p o q u e o p l a n e t a a f u a n a e i l i p f e , 

t e r i a m o s — • z c p o r e x p r e f l a õ d o a r c o A Q , q u e e l l e 

d e f c r e v e r i a n o t e m p o t . E f t e a r c o h e o q u e f e c h a m a 

anomalia media do planeta, e f e m p r e h e c o n h e c i d o e m f e 

d a n d o o t e m p o t , p o r q u a n t o h e T : t : : 3 6 0 o : A 

S e n d o p o i s a a n o m a l i a m e d i a ( o , t e r e m o s C p — E f c n ( p 

— £ . P o r é m d e i t a e q u a ç a õ n a õ p o d e d e d u z i r - f e o v a l o r 

d c O , f e n a õ p o r a p p r o x i t n a ç a õ . S e r á c o m t u d o t a n t o m a i s 

f á c i l d e a l c a n ç a r , q u a n t o f u r m e n o r a e x c e n t r i c i d a d e E . 

P a r a m a i o r f a c i l i d a d e d o c a l c u l o , f u p p o r e m o s q u e a s 

q u a n t i d a d e s (J) o £ f a õ r e p r e f e n t a d a s e m g r á o s e p a r t e s 

d e c i m a i s d e g r ã o ; o q u e e x i g e q u e t a m b é m f e r e d u z a 

o v a l o r a b f o l u t o d e E f c n C p e m g r á o s , m u l t i p l i c a n d o - o 

1 8 0 
por Neftes termos ferá a equaçaõ, que havemos 

c 
^ i 8 o . E . . 

d e r e f o l v e r , ( p - G = t f e n Ç . 

c 
346 EXEMPLO. Na orbita de Marte , que he a mais 

excentrica de todas, exceptuando a de Mercúrio, que» 

remos faber o lugar do planeta 6jd ioh 59' 31 ' ' —- de-

pois da fua paflagem pelo perihelio. 

Marte faz a fu3 revoluçaõ em 6 8 6 d 2 j h
 3 0 ' — ; t 

2 

reduzindo a partes decimais de dia teremos T zz 686,98 
zc t 

e t — 6 5 , 4 5 8 . Aflim calculando a formula £ tz.—-* 

por logarithmos , teremos 

626. 
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68(5 ,98 CL. 7, 1630559 
360 L. 2, 5563025 
6 5 , 4 5 8 L. 1 , 8159627 

Log. G - - 1 ,5353211 
A efte Logarithmo correfponde o numero 3 4 o , 30217, 
que he o valor procurado da anomalia media , correspon-
dente ao tempo propofto. 

Por outra parte confta das obfervações, que o eixo 
maior da orbita de Marte he para a fua excentricidade 

186268 
como 2004343 para 93134 . Logo E zz '~2004,^

 e P o r 

confeguinte ferá fácil de calcular o Logarithmo do coef-
- . 180. E 180 . E 
nciente na equaçaõ (p ~~ G zz — fen <p. 

3 , 14159265 - - - C L . 9, 5028501 
2004343 CL. 3 , 6980280 
j80 L. 2 , 2552725 
186268 L. <r . 2701387 

180 . E 
L o, 7262889 

Será pois a equaçaõ, que temos para refolver, log ( <p — C ) 
— o , 7262889 log fen (|>. Ora , como Ç> naó deve fer 
muito maior que 6 ou 34o , fupponhamos primeiramente 
<p zz 36° ; e tendo achado pelo calculo , que efte valor 
ainda he pequeno , fupponhamos em fegundo lugar <p zz 
38o . Fazendo o calculo para eftas fuppofições, teremos 

I — 
I 

O ZZ 36 o 
G zz 34° , 30&c 

x , 7 

II 
O — 3 8 0 
G = 34° , 30&c 

( P - G — 3 , 7 

Lfen <p = 9, 7692187 
0, 7262889 

Lfen (p — 9,7893420 
0, 7262889 

L ( C p - G) t=o, 4955076 

© ~ G = 3 , i J 

1 . ( 0 - © - 0 , 5 1 5 6 3 0 9 

<7>~ 3. 28 

Erro + 1, 43 Erro — 0, 42 

9 347 
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347 Ifto pofto , imaginemos huma iinha refla MBM* 
( Fig. 146. ) , cujas abfct.llas AP, A P' reprefentem as 
íuppoliçoens 36 , e 38-, e as ordenadas PM , P'M' , re-
prefentem os erros correfpondentes. Affim teremos efta pro-
porçaõ : como a foma MC dos dous erros para a diífe-
ça P P ' das duas fuppoliçoens , alfim PM ou 1 , 43 para 
o quarto termo P B — 1 , 546 , o qual fendo ajuntado á 
primeira fuppoiiçaõ 36 o dará proximamente Ç — 37o, 546. 
Mas para confeguirmos huma approximaçaõ maior, fa-
çamos outras duas fuppoíiçoens , tomando na primeira 
Ç> — 37 0 , 54 , e na fegunda <p 370 , 55 *, e hum cal-
culo femelhante ao precedente nos dará 

, r III 
(p = 37, 54 
£ = 34, 302.13 

Q - G - 3, 23787 

1 
IV 

<P= 37, 55 
G = 34, 3021? 

<£>—£= ?, 247^7 

L fen (p — 9, 7848420 
0, 7262889 

L ( < p - f í ) í = 0, 5111309 

<p- 3, 24417 

L fen <p — 9, 784y4o6 
0, 7262889 

L Çíp — fi) ~ 0, 5112295 

0 4 £ r 3 . 24<ri t 

Erro -t- 0,00650 Erro 0, 00276 | 
.. . . _i 

Deftes dous refultados deduziremos efta proporçaõ : A 
foma dos erros o , 00926 he para a differença das fuppo-
íiçoens 0 , 0 1 , como o primeiro erro o , 0065 he para o 
quarto termo , que fe achará — o , C0702 , e ajuntando-fe 
á primeira fuppoíiçaò dará Cp — 37 ° , 54702. 

Efte valor he exaéto até á ultima letra decimal , por-
que íubftituindo 37 o , 54702 em lugar de <?> na equaçaõ 
L ( <T>,— £ ) = o , 7262889 + L fen ip , na6 fe acha erro 
algum. Concluamos pois , que a anomalia do exceutrico Alt, 

he de 370 , 54702, ou de 37 o 32' 49" -- . 

348 Agora , fendo já conhecida a anomalia do excên-
trico AN , palfaremos a determinar a anomalia verdadei-
ra ASM ( Fig. 1 4 5 . P a r a iffo fupponhaffios C A — a* 
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CP = *, CS — e-, etendo refleélido que he tang ~ O == 
2 

i~cofq> I Í A I - P S 
teremos tang - A S M ^ - y — , e 

I . C W - C P AP 
AC N — — , Porem , pelas propneda-

a P í T P N ' * 1 1 

e x 
des da ellipfe, temos o raio veítor SM — a — — , e 

a 
e x a -+- e 

confegumtemente SM—SP—a + e — x s= 
a a 

r ^ a + e . 1 * ~ . . 1 

( a~ x)— AP. Logo tang — ASM-. tang — 
a b 2 2 

. . . . a+e AP AP , a.P M 
ACN : : —— . : __ : : a + e : ;:« + (: 

a PM PN PN 
;C D :: a + e : K ( a a — ee ) : K (a + e ) : K ( « ~ O - Lo-
go a raiz quadrada da diftancia pcrihclia be para a raiz 
quadrada da diftancia apbelia, como a tangente da ameta-
de da anomalia do excentrico para a tangente da ametade da 
anomalia verdadeira. 

Teremos pois no noffo exemplo V 1818075 : K2190611 

:: tang 18 ° 46' 2 4 " — : tang L AS M\ e calculando 
11 2 

efta proporção por logarithmos, acharemos 

1818075 - LCL.6,8701941 

2190611 L L. 3,1702826 

18 0 46' 24 ' ' ~ L. tang. 9 ,5313664 

Log. tang ~ASM 9,5718431 

Efte logarithmo correfp onde nas Taboas ao angulo de 
8 1 

a o ° 27' 4 0 — *, e aflim teremos a .anomalia verdadeira 

ASM — 4 0 o 2 1 " p — 40 0 , 92232, com a qual 

fe determina o lu^ar de Marte na fua orbita ao inftan-
te dado. O 2 Ajun-
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A j u n t a n d o a í ' d i f f e f e n t e s p a r t e s d e i t e c a l c u l o , f e r á p o í f 

2 

t f a n o m a l i a m e d i a A g _ — 3 4 0 , 5 0 2 1 3 — 3 4 o 1 8 ' 7 " — 5 j 

a n o m a l i a d o e x c ê n t r i c o A N ~ 3 7 ° , 5 4 7 0 2 — 3 7 a 3 2 * 

4 9 " - ; e J a n o m a l i a v e r d a d e i r a A J A I — 4 0 0 , 9 2 2 3 a 

" \ 
40° J í ' 2 l " — . 

II 

_ J 5 . P a r a a j u n t a r m o s a q u i h u m a a p p r o x í m a ç a S a n a í y * 

t i c a d o P r o b l e m a p r e c e d e n t e , f e j a a a m e t a d e d o e i x o m a -

i o r A C r= i ( F i g . 1 4 5 . ) , a e x c e n t r i c i d a d e C S — e , o 

r a i o v e f t o r S M — r , a a n o m a l i a v e r d a d e i r a ASM — u , 

a a n o m a l i a m e d i a A Q , — z , e 2 c a c i r c u m f e r e n c i a d o 

c i r c u l o q u e t e m o r a i o = i . A f u p e r f i c i e d o c i r c u l o A E B 

f e r á r e p r e f e n t a d a p o r c , e a da e l l i p f e p o r c f (_ 1 ~ e 2 ) 3 

o e l e m e n t o d o f e & o r ASM f e r á — rrdu, e o d o c i r -
2 

c u l o — d z . L o g o a c h a r e m o s d z : - i r r d a : : c J 
2 Z 2 

* • x J rrdti 
eV( 1 — ea J ,econfeguintemente d & :r - i 

Í . C P <r2 + e .pí 
P o r é m h e 5 J t f t s A C _ A C - — i 

AC AC 
1 — e3 

o u r—i~e3—er cofu-, l o g o r — - . E f u b -
H Í cofu 

i l i t u i n d o e f t e v a l o r d e r n a e q u a ç a õ d z ; r r ^ u 

( i - e 2)-dn 

i - f í J 

ferá d x tr ^ r— a s= O - ' 2) d » (i + e cofu) "i 
( i + ecofu)* 

1 

Reduzindo pois (1 — e 2 ) 2 a huma fe r ie , e ( 1 

e cof « ' 2 a o u t r a ; m u l t i p l i c a n d o - a s ; r e d u z i n d o a s p o -

t e n c i a s d e cofu a c o f e n o s d e m ú l t i p l o s d e u ; e d e f -

p r e z a n d o a s p o t e n c i a s d e e q u e p a f f a r e m d a q u a r t a , p o r 

(etem e x t r e m a p e q u e n h e a a , a i n d a q u e f e j a n a o r b i t a d e 

Mercttr 
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M e r c ú r i o ' , t e r e m o s dz — du — 2edacofu — ( 6 e* 
4 

tí- e* ) d uccfzu — e»" d u cofi u +r •~-e*ducof4u; c 
o 

integrando , 

fen 3 u -(- e 4 fen 4 b . 

S e c o n t a r m o s a s a n o m a l i a s d e f d e o p o n t o d o a p h e -

l i o , o s t e r m o s q u e n e f t a e x p r e f f a õ t e m o f i n a l — d e V e r á o 

i n u d a l l o e m + . 

P a r a a c h a r m o s a g o r a a a n o m a l i a v e r d a d e i r a p e l a m e -

H i a , f u p p o n h a m o s d z c o n f i a n t e , e t e r e m o s 

* J L i - * 2 ) 2 O + * « > / « ) , o u 
01> 

du , .21 , „ 
4 Z 'O 

• t + 3 < r < ) c o / 2 » ' 

a 
+ - ( a í + 1 8 c » ) c o / « 

— ( 8 e 3 _ i - 4 6 f 4 ) ío /2 « — l i e? f o / 3 y 
— 7 e 4 cof 4 s. 

d ' » „ 00 
(2 e» + ^ e 4 ) + ( j * + 7 8 r» ) co/« 

-t6iye*')cof2tt-t- 18jeJío/^B 

•+• " V C 4 c o f 4 «• 

d ? B 3og 

^ • 7 = : — (2l?S + ^ M ) - (2 Í + . 318 e'Ocof* 
— ( 158 e- + <5411 ei ) cofzu _ ' 

—2051 e' cof 31» — - l 8 r ? «4 í o / 4 «í 

Supponhamos s — « -f- A /<?» 3 + Bfen 2z+Cfen]% 
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•+- D fen 4 % ; e fazendo fempre confiante dz , teremos 
também 
d 11 
— — x + A cofz -t- 2 B cofz x 4" 3 C cof 2 x + 4 D cof 4 x 
d z 
d<u 
— — — A cof x —• 8 Bcofzz — 2 7 C cof 3 x — 6 4 D C 0 / 4 x 

díti 
— — A cofz 4* 3 2 B í o / 2 x + 2 4 3 Ccof]z-r 1 0 2 4 D cof 4 x 
OX 1 
d ' » 
— = — A cofz — 128 B cof 2 x — 2187 Ccof 3 x 

— 1 6 3 8 4 D c o / 4 x . 

Igualando pois eftes valores aos precedentes refpefliva-
mente , e fuppondo amhas as anomalias na fua origem do 
perihelio , onde os feus cofenos, e os de todos os múltiplos 
delias , fa5 iguais ao raio , ou á unidade , teremos as qua-
tro equações feguintés , para determinarmos os coefficien-
tes A , B , C , D : 

A 4 - 2 B 4 - 3 C + 4D — if + — e* 4- 3 e» «t ~ ff* 
2 o 

A+ 8B-t-2^C-f-64D—2e-*-10 eí+ 29 e> 65 e* 
A + 3 2 B + 2 4 3 C + 1 0 2 4 D = : 2 e + 4 0 e2

 2 6 3 e» 
+ 1 0 8 4 e* 

A 1 2 8 B f 2 1 8 7 C + 1 6 3 8 4 D 3 i f + i < S o e 2 + 2 3 6 9 e S 

17520 e* 

Donde concluiremos A — 2 e ~ — e}, B ~ ~ e2 — - i í e*. 
4 4 24 ' 

1 2 — 9 6 

Logo ferá 

« = ; X + ) / c b x + í 2 « 4 ̂ f e m f 

. T 3 1 0 ? . 
+ '— í' fen 3x4- — £4 fen 4 z. 

1 2 9 6 

Suppondo as dimenfões da orbita de Marte tais , com-
ino acima foraõ referidas , ferá e — 0 , 0 9 2 9 ? ; e fubftituin-
do efle valor , teremos por equaçaõ delle Planeta 

u x • + - o , 1 8 5 6 6 f e n z 0 , 0 1 0 7 6 / 7 » 2 x 

+ 0 . 0 0 0 8 7 Jen 3 % + 0 , 0 0 0 0 8 f e n 4 x . 

Como 
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Como nelta expreffaõ fe reprefentaõ as anomalias em 
partes do raio , que fe tem tomado por unidade, querendo 
feprefentallas em grãos , e partes de gráo , ferá neceffario 
multiplicar.os coeficientes numéricos por 57", 29578, que 
he o arco igual ao mefmo raio , e teremos 

u — -z, -+- 10o 38' 1 <;" fen'z -t- 36' 59" fen 2 x 
+ 2' Ç9 / ' /fn + 16" fen 4 %. 

Se as anomalias fe contarem do aphelio , como ordinaria-
mente fe coftuiro nas orbitas dos Planetas , deve mudar-fe 
o linai + em — nos coeficientes de fen a , e fen 3 %. J5 

Tal he em geral , o modo de calcular os movimentos 
dos corpos celeltes. Mas eftes movimentos, ainda que mui-
to regulares por li mefmos, faõ com tudo fujeitos a humas 
pequenas deíigualdaaes , das quais agora moítraremos bre-
vemente as caufas ; e os effeitos. 

Da AttracçaÕ dos Corpos Celestes , e do Pro-
blema dos Tres Corpos. 

349 f \ Sol , conforme a o que tem moftrado Newton, 
he dotado de huma força attraétiva , que faz 

mover ao redor delle os feis Planetas principais •, e eftes 
Planetas também, aflim como todos os mais aftros em ge-
ral , tem huma força femelhante, pela qual obraõ naõ fo-
mente hutis contra os outros , mas todos juntos contra o 
mefmo Sol. 

Parece que efta propriedade he , como a inércia , in-
herente a cada partícula da matéria , e que naõ podendo 
fer effeito daimpulfaõ de Huido a lgum, deve bufear-fe « 
fua caufa na vontade do Autor da Natureza. 

Coníiderando pois a gravitaçaÕ reciproca de todos os 
corpos, como huma lei primitiva do fyftema folar, primei-
ramente exporemos alguns, faitos indicados pela obferva-
çaõ , ou adivinhados, para o dizermos aflim , pela theori-
ca e depois os appliçaremos ao movimento dos Planetas. 

350 Se a attracçaÕ compete a cada huma das partes da 
matéria , he evidente que a diftancias iguais dos feus cen-
tros devem os Planetas attrahir na rafaõ das maífas. Mas 
fe as diftancias forem differentes , prova o calculo ( e a ob-
fervaçaÕ o confirma X que a attracçaÕ he na rafaõ direita 

das 
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das inaflaS, e fia inverfa dos quadrados das diftancias / í em 
o que. naõ feriaõ as trajedorias fecções cónicas. 

E como fabemos por outra parte , que eftes aftros def-
crevem orbitas ellipticas ao redor do Sol , he fáail de con-
cluir que fe a acçaõ reciproca dos Planeta9 naõ lhes alte-
ralftí hum poUco os movimentos, deveriaõ fer os apfides , 
os planos , e os nodos das ditas otbitas abfolutarnente in-
variáveis. Somente os Aftronomos podiaó verificar efte fa-
do ; e elles fe empenháraõ nilfo com tanto cuidado , e di-
ligencia , que naÕ refta duvida alguma fobre a alteraçaô 
das orbitas planetarias. 

Newton predilfe a Flamftead , que fendo Júpiter de to-
dos os Planetas o que tinha mais maffa , e confeguintemen-
te mais força attradiva , havia de perturbar fenfivelmen-
te no tempo da fua conjunçaõ o movimento dos outros cor-
pos celeftes , princípaimente o de Saturno , e dos feus fa-
tellites. ObferváraÕ-fe pois nefta época com maior cuida-
do do que jamais fe tinha feito ; e a profecia de Newton 
fe comprio com efpanto , porque Júpiter produzio no tem-
po periodico de Saturno huma alteraçaõ de doze dias. 

351 A força attradiVa da terra , efta mefma força que 
junto á fuperficie delia nós chamamos gravidade , he a que 
rerem a Lua ua fua orbita. A Lua faz a fua revolução pe-
riódica em 27d 7h 4 j ; ; a fua diftancia media he de 60 fe-
midiametros tereftres; e fuppondo a fua orbita cijcular, he 
fácil de moftrar, que o feno verfo do arco que ella defere-
ve em hum minuto he de iy pés e — • Efte he pois o ef-

12 
p a ç o , que ella andaria para a terra em hum minuto , fe a 
gravidade fó obraffe fobre ella. E porque os efpaços corri-
dos em virtude das forças acceleratrizes faõ como os qua-
drados dos tempos , fegue-fe que a força central que obra 
fobre a Lua deve fazer-lhe correr no primeiro fegundo d3 

queda de 1í pés e •— • 
j6oo T2 

E como efta força deve fempre aduar na rafa5 inverfi 
dos quadrados das diftancias , eftá claro que em huma dif-
tancia 60 vezes menor , ifto h e , junto á fuperficie da ter-
r a , deveria fazer andar á Lua IJ pés e em hum fe-12 

gundo 
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gundo. Tal he realmente o efpaço , que a gravidade faz 
correr aos corpos graves junto á fuperiicie da terra. Logo 
a força central da Lua naõ he outra coufa , fenaõ a mefma 
gravidade que experimentamos no defcenfo dos corpos gra-
ves , modificada fomente na rafaõ inverfa do quadrado da 
diftancia. 

352, O mefmo principio rete'm nas fuas refpeclivns or-
bitas a todos os Satellites. A força attraíiiva de Saturno he 
a que f«z andar á roda delle finco Luas ; e a força attra-
ftiva de Júp i te r , quatro. Todos eftes Planetas fecundarias 
defcrevem orbitas ellipticas ao redor do feu Planeta princi-
pal. Os feus movimentos faÕ muito regulares , e os tempos 
periodicos exaílamente proporcionais ás raizes quadradas 
dos cubos das fuas diftancias ao centro do Planeta princi-
pal. Obfervaõ-fe, em huma palavra , em ordem aos feus 
refpeflivos centros de forças, fujeitos ás mefmas leis que 
guardaÕ os Planetas principais nas fuas revoluções ao redor 
do Sol. 

Mas fe os Satellites de Saturno , de Júpiter , e da T e r -
r a , provaõ fenfivelmente que eftes tres Planetas faõ dota-
dos de huma força attrafíiva , naõ poderemos por analogia 
admittir huma força femelhante em Marte, Vénus , e Mer-
cúrio ? E naõ ferá natural o penfar , que ella obra também 
na rafaõ direita das maffas , e inverfa dos quadrados das 
diftancias ? A mefma Lua , e os outros Satellites , naõ faõ 
por ventura corpos femelhantes á terra ? Porque rafaõ pois 
lhes negaremos efta força commua a todos os outros, e tal-
vez infeparavel da matéria , por huma lei primitiva do 
Creador? 

353 Ao menos, naõha coufa que mais veroíimil pare-
ça aos Phyíicos , do que a acçaõ da Lua fobre a Terra. As 
marés do Oceano offerecem huma prova bem palpavel^, 
fendo certo que a defigual gravitaçaõ das aguas para a Lifa 
produz efte phenomeno ; porque o Sol coopera niffo muito 
pouco. A fua força he com tudo realmente muito maior ; 
mas como elle eftá perto de 400 vezes mais dift.mte de nós 
do que a Lua , e como a terra he muito pequena em com-
paraçaõ del le , a fua acçaõ fobre as differentes partes do 
globo terreftre he fenfiveIntente a mefma. Por outra parte 
aflua por direcções quafi parallelas , e ilfo também concor-
re para que os feus effeitos fejaõ menos fenfiveis fobre as 
aguas do mar. 

A 
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A Lua , pelo contrario , eftando muito vezinha da ter-
ra em comparaçaõ do Sol , obra por linhas muito mais di-
vergentes ; e como a fua acçaõ fobre as differentes partes 
do globo he differente, deftas duas caufas reunidas deve 
refultar huma commoçaÕ geral nos corpos, que delja fo-
rem fufceptiveis. As aguas do Oceano immediatamente 
fujeitas á fua attracçaõ devem pois elevar-fe , e as aguas 
collaterais abaixar-le. Mas como a revoluçaõ diurna da 
terra muda continuamente os afpectos, bem fe vê que as 
aguas ja elevadas naõ podem confervar-fe por muito tempo 
acima do feu livel ordinário ; antes devem defcer abaixo 
delle , para depois fe tornarem a elevar , propagando de 
humas a outras até ás praias eftas enchentes , e vafantes. 

Agora paliamos a moftrar os effeitos defta gravitaçaõ 
reciproca dos corpos celeftes, e até que ponto faz os feus 
movimentos mais complicados , e irregulares na apparen-
cia. Mas antes diffo advertiremos , que fe os Geómetras 
do nolfo feculo fizeraõ defta indagaçaõ o objeíto principal 
dos feus trabalhos , he forque conhecêraÕ a grande utili- * 
dade que delle refultava, para aperfeiçoar a theorica da 
L u a , da qual depende a determinaçaõ das Longitudes no 
mar. Também advertiremos, que naõ podendo íemelhante 
matéria fer tratada completamente em huma obra como ef-
ta , o noffo intento he fomente o de moftrar o caminho aos 
leitores interelfados nefte conhecimento. 

354 PROBL. I. Sendo dous corpos M , AÍ' (F ig . 147 ) 
lançados por bum meio naõ refijlente com quaifquer velocida-
des , e attrahindo-fe reciprocamente na rafaõ das fuas maf-
fas, determinar o feu movimento. 

Referindo as duas trajedlorias deites moveis ao mefmo 
eixo A P ,feja A P =3 * , P M zzy , A P' =3 x\ P' M' = 
y ' , M M' — 51 • Reprefentando pois a acçaõ do corpo M' 
fobre o corpo M por MN — P , teremos por expreffaõ da 
acçaõ cio corpo M fobre o corpo M' a reíta M' N' 3 
M 
— P , porque elles aítíiaõ na rafaõ directa das fuas maf-
M 
ias. Refolvantos agora as duas forças M N, M' N', cada 
huma em outras duas , das quais huma feja parallela, ea 
outra perpendicular a AP. As parallelas feraõ M g, =3 

7. > e M'Q!~ 
M P Q ' - x ) 

Mi' * 
j e as perpen-

dicu-
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p ( vi — v M 
diculares feraõ MO — —— —, e i V Í ' 0 ' = —, • 

P ) 
* • D o n d e r e f u l t a r á õ a s q u a t r o e q u a ç õ e s f e -

gaintes , 

. M P , , 

M - : * ( ' ' ( 7 ; > 
S e m u l t i p l i c a r m o s a p r i m e i r a p o r M , e i f e g u n d a p o r 

A í ' , e d i m i n u i r m o s o f e g u n d o p r o d u í l o d o p r i m e i r o , t e -
S d X N / d X1 V 

r e m o s M d J -{- M ' d ~ j ~ o , c u j o i n t e g r a l 

á* á x' 
h e M M ' . - — — C . T r a t a n d o d a m e f m a m a n e i r a 

d* d / 

a t e r c e i r a , e q u a r t a e q u a ç a õ , t e r e m o s M . j j -+- M \ 

j tii d tc d x^-
J - = i C'. P o r é m M . — + M ' . — h e a q u a n t i d a d e d e 

dt dt dt 
m o v i m e n t o d o c e n t r o d e g r a v i d a d e d a s d u a s m a f l a s p a r a l -

d y d y' 
l e l a m e n t e a A P , e M . f - M ' • T ~ q u a n t i d a d e 

d t d t 
d e m o v i m e n t o d o m e f m o c e n t r o p e r p e n d i c u l a r m e n t e a A P . 

L o g o , c o m o t e m o s a c h a d o c o n f i a n t e s e f t a s q u a n t i d a d e s , 

e f t á c l a r o q u e o c e n t r o d e g r a v i d a d e G , o u p a r a f a l t a r m o s 

m a i s p r o p r i a m e n t e , q u e o centro de maffai d o s c o r p o s 

M , M ' f e m o v e u n i f o r m e m e n t e p o r h u m a l i n h a r e f t a HG. 

D o n d e f e v ê , q u e a p o í i ç a õ d e f t a l i n h a , e a v e l o c i d a d e 

d o 

c e n t r o d e g r a v i d a d e , p o d e m d e t e r m i n a r - f e p e l a s v e l o -

c i d a d e s d a p r o j e c ç a õ , q u e r e c e b ê r a õ o s c o r p o s A l , M ' , e 

p e l a f i t u a ç a õ d e l l e s n o p r i n c i p i o d o m o v i m e n t o . 

3 5 5 I f t o p o f t o , c o m o o c e n t r o d e g r a v i d a d e d e f e r e v e 

h u m a l i n h a r e d l a , p o d e m o s t o m a i l a p a r a e i x o d a s a b f -

c i f f a s f F i g . 1 4 8 . ) ; e e n t a õ , f e n d o a o r d e n a d a y ' , o u P ' M ' 

n e g a -
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negativa , o movimento do corpo M fe determinará por ef-
tas duas equações 

z K J \d.t j 

~ ( y ' + y ) d t - - d ( dJ. Y . 
% \ dt s 

Mas para determinarmos o movimento do mefmo cor-
po em ordem ao ponto movei G , fupporemos primeira-
jnente MG — Z, e P G zz X •, depois deduziremos o va-

r d A G \ 
lor de A G zz * + X, e teremos a equaçaõ d ^ —— j zz 

^ C dí ) d C ÍT ) ° > P o n l u e 3 velocidade do cen-

t ro de gravidade i d L í L h e confiante. Logo áf 7— ^ 

a í ^ dt s 
/ i X \ 
\ ~t ) ' e ^bft i tuindo e ^ e s v a ' o r e s , teremos par i 

exprimir o movimento do corpo M a refpeito do ponto 
move! G as duas equações feguintes 

PXdt J / , d X \ Pydt i f d y x 

~ ~~d(rt )>e-F~ 
as quais faõ abfolutamente as mefmas , que acharíamos, fe 
o corpo M fofle attrahido para o ponto G conliderado co-
«10 fixo , por huma força central P, funçaÕ de MM', a 
confeguintemente da diftancia Z , por quanto he M M* 

M -f M' 
Z=. — — Z , Ifto mefmo h e por outra parte evidente 

refleclindo-fe que o corpo M' obra fobre o outro M pe^ 
ia direcçaõ M M ' , que palfa fempre pelo ponto G. 

3 5 6 D o n d e f e f e g u e , q u e o m o v i m e n t o d e d o u s c o r -

p o s , q u e f e a t t r a h e m m u t u a m e n t e c o m c e r t a s f o r ç a s , n a ô 

h e d i l f e r e n t e d o q u e h a v e r i a õ d e t e r , f e e l l e s f o f T e m a t -

t r a h i d o s p a r a o f e u c e n t r o c o m m u r a d e g r a v i d a d e p e l a s 

m e f m a s f o r ç a s , e m q u a n t o o m e f m o c e n t r o f e m o v e í f e u n i -

f o r m e m e n t e e m l i n h a r c c l a . 

Segue-fe também , que as forças tendentes ao centro de 
gravidade fempre devem fer alguma funçaÕ das diftanciaS 
ao mefmo centro ; porque faõ huma funçaõ de 
tem huma rafaõ conftaute com M G. Pôde 

t 
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Pôde formar-fe huma idéa defte movimento , imagi-
nando dous pontos quaifquer fobre dous raios de huma ro-
da movei. Cada hum delles defereverá hum circule ao 
redor do centro da roda , em quanto o mefmo centro fe 
move por huma linha recta. 

357 Em geral (F ig . 149. ) : Os dous corpos M , Aí' 
defcrevem ao redor do centro G curvas femelhantes , por-
que GAÍ' he fempre para G Aí na rafs5 confiante de Aí 
para M', e por confeguinte todas as dimenfões homólogas 
deltas curvas eítaraõ na mefma rafai). 

Sendo dada a lei, pela qaal fe attrahem eftes dous cor-
pos , conheceremos pois a força tendente ao centro G , c 
èonfeguintemente determinaremos as trajeflorias M. ÇJjNT , 
M ' Q ^ N J , que elles defcreveriaõ ao redor do ponto G, 
fe elle eítiveífe fixo. Logo teremos, no íim de qualaues 
tempo t, o lugar de cada hum delles na fua trajectória. 

Sejaõ, por exemplo , Aí e M' os lugares dos dous mo-
veis. Se o centro de gravidade fe adiantou no mefmo tem-
po pelo efpaço G g , conduziremos as linhas Aí w, A í ' s / i 
parailelas , e iguais a G g , e teremos os pontos m , mJ por 
lugares abfolutos dos dous moveis. Suppondo pois , que 
elles defcrevem círculos ao redor do centro de gravidade, 
o feu movimento abfoluto fe fará por cycloides aliongadas, 
ou encurtadas , conforme for a velocidade de translaçaõ da 
centro de gravidade maior, ou menor que a velocidade de 
«ada hum dos moveis na fua orbita refpefiiva. 

358 Se os dous corpos A l , M' ( Fig. 147. ), além da 
fua attracçaÕ reciproca , foffem follicitados por quaifquer 
forças, eftas fe reduzirkõ a duas X e Y pelas direcções 
Aí Ç) e MO, pelo que refpeita ao corpo A í ; e a outras 
duas X' e Y' pelas direcções M' Ql e M' Oi , pelo que 
refpeita ao corpo MK Entaõ as quatro equações do oio* 
Jiineuto deites dous corpos feria&defta maneira, 

P S &X N 

a N d t ' 

, , , , Aí P / d x ' v 
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Multiplicando pois , como acima, a primeira por M , 3 
fegunda por M' , e ajuntando os produftos ; e fazendo o 
mefmo com a terceira, e quarta ; teremos por refultado as 
duas equaçoens feguintes , 

( MX + M'X') dt-Md ) + á ( 77") 

(M3T -J-JWY')^ +M'd . 

Logo a força acceleratriz do centro de gravidade na di-
, „ MX-i-M,X' 

recçao de AP' ferá nefte cafo — , e a força 
v M+M' ' * 

que accelera o feu movimento perpendicular a AP, ou 
que tende a apartallo defta linha ferá reprefentada por 
MYA-M'Y' — . Donde concluiremos, que o centro de gra-

M + M' ^ 
vidade fe moverá da mefma maneira , como fe lhe fof-
fem immediatamente applicadas as quantidades de movi-
mento , que recebem os dous corpos, em virtude das for-
ças acceleratrizes ( n . 155 . ) . 

Mas como naõ fe conhece a relaçaÕ entre y' e y , 
nem entre x' e x, naõ poderá em geral determinar-fe o 
movimento do centro de gravidade , fenaõ no cafo de fe-
rem as potencias conftantes. Entaõ defcreverá huma para-
bola , e os dous corpos fe moveráõ ao redor de l le , co-
mo fe eftivelfe fixo. 

359 PROBL. II. Sendo tres corposM, M', M" attrabidos 
mutuamente na rafaõ direãa das maffas, e na inverfa de 
qualquer potencia das diftancias , determinar os feus movi' 
mentos ( Fig. 150. ). 

Suppondo que os tres corpos eftaõ refpeftivamente em 
M , M', M" , e referindo as trajectórias ao eixo AP, 
feja AP - A:, PM —y, AP' — *', P' M' — y\ AP" = *''» 
V"M" — •/'., MM'- z , M'M'J = z ' , MM" - z" , e o 
expoente da potencia das diftancias — Como pois cada 
corpo aflua fobre os outros dous proporcionalmente á fua 
malfa dividida pela potencia n da diftancia , multiplica-
remos efta quantidade por huma conftante a , para termos 
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o valor abfoluto de cada força acceleratriz. Aífim o cor-
po M attrahirá o corpo M' com huma força M' N' — 
aM • a M 
'—1 e o corpo M", com huma força M"T" = 
z" ,'Jn • 

aM' 
Do mefmo modo teremos as forças MN cr , e M"N1* 

* z» 
AM' 

Sr , com as quais o corpo M' attrahe os corpos M,M''\ 

a M" aM" 
e finalmente as forças MT ^r , e M' T' cr — — , 

v z'"> z'» 
com'as quais o corpo M'' follicita os outros dous. 

Agora refolvendo cada huma deftas forças em outras 
duas , huma parallela , e outra perpendicular a AP , acha-
remos os valores feguintes , que exprimem feparadamente 
as que follicitaò a cada hum dos tres corjos. Temos pois 

Para M 

aM' 
M N ~ 

z" 

M O ^ - ^ l 
z» z 

aM' x'-x = 
. Z<> Z 

MT c= 
aM" 

z" » 

Z''» %'< 

aM" x"-x 
MS 

>J* n z" 

Para M' 

a Aí 
M'N'zz 

z" 

z» z 

x'-x 
M'Qi = 

z" z 

M'T> r= • 
aM" 

z' » 

, , aM" y"-y' 
M'V'= ~~ 

z'» z 

aM" x"-x' 
M'S' = 

z'« z 

M"N" = -

Para M" 

aM' 

•J a 

aM' y"-y' 

z'» z' 

aM' 
~ 1 n 

M!'T" = 

Z,n 5J» 

aM 

z" «. 

aM y"-y 
M"y"~ 

z"a Z" 

M"S" = 
aM 

z''n 

3<5O Iflo pofto , fendo MQ_+ MS a força do corpo M 

parallela a A P , teremos ( M QJ- M S ) d t — d • 

Pomefmo modo teremos ( M V-V M O ) dt — d ( - j ^ ) 

( M ' 
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C dt — M'r'~M'o')át — 

c M»s»+ M » £ ' ) dt - d ( d
7 Ç ) , c 

r d V1' v 

( M " V " •+• M " O " ) d t — - d r - - ) . E f u b í l i t u i n -

d o o s v a l o r e s a n a l í t i c o s , t e r e m o s a s f e i s e q u a ç o e n s f e -

g u i n t e s , 
aM'dt aM"dt x''~x .dx 

J- — 7.» ~ ^ ' %» ~ \ d t ) * 

aM"dt x'' ~ x' aM.it x'-x 

x ' " T' ã » " JJ "" \ 7 7 y 

AM' dt x''~x' aMdt x"~x _ 

nM'dt y ' - y flM" d t y"-v , /• dy \ 
-1 , - zz a ( —— j 

a » X V ' " a " v d f / 
af.í"dt y>'-y!_n_Mdt_ y'-v , dy' s 

7.'" 7.' ~ 7. " \HTJ 

a M'dt y"-y' aMdt y"~y _ i / d y " \ 

TJ" " ' + a » " ~ (. 1 7 ) ; 

361 Se multiplicarmos a primeira por M , a fegunda 
por JM' , e a terceira por — M", e fomarmos o's produélos; 
e fe tratarmos da mefma maneira as tres ultimas equa-
çoens , teremos 

cuj#s integrais 
d * d x ' 

Jlí Aí' — + jK<» VL. =; C 
d t dt dt 

M> % * M" = 
d í d í At. 

Dioílra? 
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.Ííioftraõ também , que o movimento do centro de gravi-
dade he uniforme , e reétilineo. Logo em geral , qualquer 
que feja o numero dos corpos que fe aitrabem mutuamente, 
cu fuas acçoens reciprocas naõ influirão naaa fot re o mo vi' 
mento do feu centro commum de gravidade , e efte centro te* 
rd fempre a mefma velocidade e direcçaõ, que tinha no prin> 
cipio do movimento. 

362 Donde fe fegue, que o centro de maífas do fyf-
tema planetario ou eftá em quietaçaÕ , ou íe move uni-
formemente , e em linha reíla. Pouco impotta iaber , qual 
deites dous cafos he o que tem lugar no eftado aíiual das 
Coufas. Os movimentos relativos feraõ os mefmos em qual-
quer delles. 

Devem pois todos os planetas, e o mefmo Sol , fazer 
as fuas revoluçoens ao redor defte centro. Mas a maífà 
do Sol he taõ grande em comparaçaõ da que tem os pla-
netas , que quando todos elles fe achaífem emconjunçaÕ, 
o centro de maífas de todo o fyftema naõ eítaria diítante 
do centro do Sol mais do que hum diâmetro deite aftro, 
He pois o movimento do Sol , ao redor do centro do mun-
do planetario, bem pouca coufa ; mas fem embargo, 'he 
neceífario que delle fe faça conta nas indagaçoens mais 
delicadas. 

363 Se multiplicarmos a primeira das feis equaçoefu 
d X d X' 

gerais acima achadas por M , a fegunda por M1 -—, c 
d t dt 

dx" 

3 terceira pôr — M" } e ajuntarmos os produítos, 3 

foma dará 

e fe fizermos as mefmas operaçoens nas tres ultimas equa-
çoens , o refultado nos dará também 

a MM' a MM" 
c ' ' ' - ' r t - z à r í 
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*M'M" 
, u + l 0 " - y ' ) ( dy''— d y ' ) — 

Ajuntemos eftas duas equaçoens. E para abbreviar o 
ca lcu lo , reparemos primeiro que fendo u , u' ,u" as ve-
locidades dos corpos M , M' Aí" , teremos u d a 

H D ( ± L ) dt dt j dt v dt / ' d f d t ' 

dy' ,.( dy'\ dx" , dx" \ 

^ dt K dt J* dt K dt 

d y l . r dy' — —- d (— ^ • Notemos também, que xx { x'—x )* 
d t * d t J 

- K x " x " = (x'> ~xy + ( y " ~ y )2, e•%'%' 
S3 ( x" — x' )2 + (y" — y')1 •, e por confeguinte, x d x 
= (*'-*)( dx'- dx)-b( y'-y ) ( dy'- d y ) , %'• d x" 
33 Qx" — X ) Cd x"-dx ) + ( y " ~ y ) ( ijr» - d y ) , s 

4 x' = ( x"- x>) (dx>'- d x ' ) + (y " - y l ) (dy"~ dy'). 
Ifto p o " 0 , acharemos que a foma das nolías duas equa-
ções fe redua á equaçaõ feguinte 

a M M' dz 
Mu du + M!u' du' -i-M" u1' du'' — 

x° 
aMM"dz" a M' M'1 d x' 

Iht * R~ X " " X 

cujo integral 
2 a M M' x 1 

M.U* + M'ti'* * M" ti"* + 
i —n 

2 a M M " z ' > l ~ " 2 a M ' M " z ' l ~ n 

4- € 
i —n i —n 

contém o principio da Confervaçaõ das forças vivas , de 
que os Geómetras modernos fazem grande ufo. Veja-fe a 
Dynamica de Aí . d'Alembert. 

O integra) , que acabamos de achar, e os outros dous 
que daõ o movimento do centro de gravidade , faõ os 
tres únicos que fe tem podido deduzir geralmente daS 
íeis equeções do Problema. Seria necelfario , que os li-

mites 
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t t i i t e s d o c a l c u l o i n t e g r a l e f t i v e í f e m m a i s a d i a n t a d o s d d 
q u e e f t a õ , paca e l l e f e p o d e r r e f o l v e r c o m p l e t a m e n t e ; 
m a s a o m e n o s e f t á a p o n t a d o o c a m i n h o . 

E l i e P r o b l e m a t e t u - f e f e i t o m u i t o f a m o f o n e f t e f e c u -
J o p e l o s t r a b a l h o s d o s G e ó m e t r a s , q u e f e o c c u p i r a õ n a f o -
l u ç a õ d e l l e . H e g e r a l m e n t e c o n h e c i d o p e l o n o m e d e P r o -
llcma dos tres curpos; e c o m o d e l l e d e p e n d e a T h e o r i -
c a d a L u a , e f p e r a - f e q u e n o v o s e s f o r ç o s p r o d u z i r ã o n o -
v o s d e f c o b r i m e n t o s f o b r e e f t e o b j e é i o . 

3 6 4 P a r a f e a p p l i c a r e m a s e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s a o 
m o v i m e n t o d a L u a , d a T e r r a , e d o Sol , f e r i a n e c e í f a -
r i o p ô r n — 2 , p o r q u e a f o r ç a c e n t r a l he na r a f a õ i n v e r f a 
dos q u a d r a d o s d a s d i f t a n c i a s . T a m b é m f e r i a n e c e í f a r i o i n -
t r o d u z i r n o c a l c u l o o u t r a s t r e s e q u a ç õ e s , p o r q u e a s p r i -
m e i r a s n a õ p o d e m d a r c o m e x a é t i d a õ o m o v i m e n t o d a 
L u a ; e 3 r a f a õ h e , p o r q u e a f u a o r b i t i n a õ e f t á n o 
p l a n o d a e c l i p t i c a , m a s t e m c o m "el la h u m a i n c l i n a ç ã o 
d e p e r t o d e 5 g r á o s , e t o d a s a s v e z e s q u e o m o v i m e n - , 
t o f e f a z a i f i m e m p l a n o s d i í f e r e n t e s h a t r e s e q u a ç õ e s d e 
m a i s p e l a s t r e s n o v a s c o o r d e n a d a s q u e f e d e v e m i n t r o d u -
z i r . M a s o g r ã o d e d i f i c u l d a d e p e l o q u e r e f p e i t a á s i n -
t e g r a ç õ e s , h e o m e f m o ; f o m e n t e o c a l c u l o f e f a z n i a i s 
c o m p r i d o . 

365 H a d o m t u d o h u m c a f o , e m q u e p ô d e d e t e r m i -
n a r - f e e x a c t a m e n t e o m o v i m e n t o d e m u i t o s c o r p o s , q u e 
f e 2 t t r a h e r n m u t u a m e n t e ; e h e q u a n d o f e f u p p o z e r e m a s 
f o r ç a s p r o p o r c i o n a i s á s d i f t a n c i a s . P o r q u e e n t a õ d e f c r e v e -
r á õ t r a j e & o r i a s e l l i p t i c a s a o r e d o r d o c e n t r o c o m m u m d e 
g r a v i d a d e , e m q u a n t o e f t e c e n t r o f e m o v e u n i f o r m e m e n . 
t e , e e m l i n h a r e í l a . E i s a q u i c o m o i f t o f e p ó d e m o f t r a r , 
f e m r e c o r r e r a o c a l c u l o a n t e c e d e n t e . 

S e j a õ M , M' ,M" os t r e s c o r p o s ( F i g . 1 5 1 . ) , c u j o 
m o v i m e n t o f e h a d e d e t e r m i n a r . P a r a f a b e r , q u a l d e v e 
f e r o do c o r p o M , p o r e x e m p l o , a t t r a h i d o p e l o s o u t r o s 
d o u s M', M", r e p r e f e n t e m o s p r i m e i r a m e n t e p o r M N 
= a M' .M'M a a c ç a õ do c o r p o M*, e p o r M N ' 

fi M" .M"M a do c o r p o M" . D e p o i s , i m a g i n a n -
do h u m a l i n h a r e d t a q u a l q u e r m ' Mm", e h u m a p e r -
p e n d i c u l a r a e l l a M £ > , r é f o l v e r e m o s c a d a h u m a d a s f o r -
ç a s MN,M N' em o u t r a s d u a s p e l a s d i r e c ç õ e s M m>,M O. 
A f l i m t e r e m o s M O ~ a M ' . M m', M O' = a M'1. M mr'í 
MP~aM'. M'm' P' ~ a M.'1. M" m" i e f e n d o a 

i z r e f u l -
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r e f u l t a n t e r e p r e f e n t a d a p o r MS, t e r e m o s MT — aM*$ 
Mm'~aM" .Mm", e M (^zz et M" . M" m" + a M'* 

P o r é m , f e n d o o c e n t r o d e g r a v i d a d e e m G , t e r n o s 
_ AV.Mm' ~M".Mm" _ M".M"m"+M'.M'mt 

M Aí' bM'' ' C G g M + M' +M'r 

G ST 
L o g o — - — z z - • , e c o n f e » u i n t e m e n t e e f t á o p o n t o (3 

A l g TM ° r 

n a d i r e c ç a õ d a r e f u l t a n t e M S . D o n d e f e v ê , q u e a s a c -
ç õ e s d o s d e u s c o r p o s A l ' , A l " f o l l i c i t a õ o c o r p o A l p a r a 

MG. MT 
o c e n t r o de g r a v i d a d e G CDm a f o r ç a M S zz — 

Mg 
a ( M -f M' + A l " ) Al G . M o v e r - f e - h a õ p o i s os t r e s c o r -
p o s , c o m o f e n a ó t e n d o f o r ç a a l g u m a d e a t r a c ç ã o e n t r e 
l i , f o í f e m a t t r a h i d o s p a r a o c e n t r o c o m m u m d e g r a v i d a -
d e , n a r a f a õ d a s f u á s d i f t a n c i a s a o d i t o c e n t r o , p o r h u -
m a ma í fa c e n t r a l i g u a l á f o m a d e t o d o s t r e s . L o g o d e f c r e -
v e r á õ e l l i p f e s a o r e d o r d e f t e c e n t r o , e o s f e u s t e m p o s 
p e r i o d i c o s f e r a õ igua i s • , o q u e t e m l u g a r g e r a l m e n t e , 
q u a l q u e r q u e f e j a o n u m e r o d o s c o r p o s . 

3 6 6 O m e f m o r e f u l t a d o f e p ô d e d e d u z i r d a s e q u a ç õ e s 
g e r a i s ( F i g . 1 5 2 . ) . P o r q u e t o m a n d o p o r l i n h a d o s * o 
c a m i n h o do c e n t r o de g r a v i d a d e G , e f u p p o n d o a v e l o -
c i d a d e d e l l e zzk , a a b f c i í f a G P zz X zz k t -< x , t e r e m o s 
A í ' ( + A l " ( * " - * ) = M \ P P ' - » - A l " . P P " z z 

/ dx \ / dX \ 
CM -h M + M" y X , d { — j , e 

M'Cj/' ) f Al" = r ( A l + M'-f-M'")y : 
L o g o a p r i m e i r a , e q u a r t a e q u a ç a õ d a r a Õ p a r a o m o v i r 
m e n t o d o c o r p o A í a s d u a s e q u a ç õ e s f e g u i n t e s 

a C M + Al' -fr Al" ) ydtzz - d "" 

P o r é m e f t a s e q u a ç õ e s f a õ a s m e f m a s , q u e a c h a r í a m o s f e 
o c o r p o fo í fe a t t r a h i d o p a r a o p o n t o G , na rafaõ d i r e c -
ta das d i f t a n c i a s , p e l a maff i i Aí •+- A í ' -J- M" . L o g o e f -
t á d e m o n í t r a d o , q u e n o c a f o d e m u i t o s c o r p o s f e a t t r a -
h i r e m n a r a f a õ d i r e f l a das f u a s d i f t a n c i a s , t o d o s d e f e r e -
\ e r á Õ o r b i t a s e l l i p t i c a s a o r e d o r d o c e n t r o c o m m u m d e 
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g r a v i d a d e , m o v e n d o - f e e f t e u n i f o r m e m e n t e p o r h u m a t r a -

j e f l o r i a r e d t i l i n e a . 

• A R T I G O I I . 

Do movimento ãe hum ponto livre, follicitado 
por qiiaifqíier potencias, cm hum meio 

rcfijlente. 

$ 6 7 C * 3 > n e r c ' l a h u m a p r o p r i e d a d e g e r a l d a 

m a t é r i a , n a õ p ô d e h u m c o r p o d a r m o v i m e n -
t o a o u t r o , f e m l h e c o m m u n i c a r h u m a p a r -

t e d o f e u . E c o m o e f t a c o m m u n i ç a ç a õ f e n a ó f a z j a m a i s , 
f e m h a v e r h u m a p e r d a , r ea l d a p 3 r t e d o m o v e i , e f t á c l a -
r o , q u e e x p e r i m e n t a n d o e l i e p e r d a s r e i t e r a d a s a c a d a 
i n f t a n t e , b e m d e p r e í f a f e h a d e e x t i n g u i r t o d a a f u a 
v e l o c i d a d e . 

I f t o h e o q u e v e m o s f u c c e d e r c o n t i n u a m e n t e a t o d o s 
o s m o v e i s , q u e n o s r o d e i a õ . P o r q u e o i l u i d o , no q u a l 
f e m o v e m , n a õ p ó d ç c e d e r á i m p r e l f a õ d e l l e s , n e m f a -
h i r d o f e u l u g a r p a r a l h e s a b r i r p a f f a g e m , f e m r e c e b e r 
l i u m m o v i m e n t o q u e o o b r i g u e a i í fo . E f t e f l u i d o , u n i c a -
m e n t e p e l a f u a i n é r c i a , r e l i f t e po i s á i m p u l f a Õ d o s m o -
v e i s , c o m t a n t a e f f i c a c i a , c o m o f e t i v e í f e h u m m o v i m e n -
to o p p o f t o ao d e l l e s . , e i g u a l á f u a p r ó p r i a i n é r c i a ; e 
d a h i v e m , q u e q u a n t o h e m a i o r a d e n í i d a d e d o f l u i d o , 
t a n t o m a i o r h e a r e f i f t e n c i a . 

S e j á A h u m a f u p e r f i c i e p l a n a e x p o f t a á i m p u l f a õ d i r e í l a 
d e h u m f l u i d o , o u m o v i d a e l l a m e f m a p e l o f l u i d o , p o r h u -
m a d i r e c ç a õ p e r p e n d i c u l a r , e c o m h u m a v e l o c i d a d e u . 
No i n f t a n t e d t d e v e r á p o i s c o r r e r o e f p a ç o zzu d t , e c o n -
f e g u i n t e m e n t e t e r á d e s l o c a d o h u m v o l u m e d e f l u i d o z z 
Audt. S e j a a d e n í i d a d e d o fluido — D-, e t e r e m o s ADud t 
p o r e x p r e í f a õ d a m a l f a , q u e t e m f i d o p o f t a e m m o v i m e n t o , 
no i n f t a n t e d t. 

Q u a n d o e f t a ma í f a t i v e r r e c e b i d o d a f u p e r f i c i e m o v e L 
a v e l o c i d a d e u , a f u a q u a n t i d a d e de m o v i m e n t o f e r á 
A D u - d t e c o m o e f t e e f f e i t o d a i m p u l f a õ p r o d u z n o 
f l u i d o h u n i a r e f i f t e n c i a i g u a l a o m o v i m e n t o r e c e b i d o , t e r e -
m o s Mdu — A D «2 d 13 c h a m a n d o M a m a f í a do c o r p o 

q u e 
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q u e e x p ó e m a f u p e r f i c t e A a p e r c u f l a õ d i r e i t a do f l u i d o , 
e e n t e n d e n d o p o r d u a d i m i n u i ç ã o i n f t a n t a n e a d a v e l o c i -
d a d e , c a u f a d a p e l a r e í i f t e n c i a d o f l u i d o . 

3 6 S L o g o p o d e a r e í i f t e n c i a d e q u a l q u e r f l u i d o c o n í i -
A D u2 

d e r a r - f e , c o m o h u m a f o r ç a r e t a r d a t r i z - — , f e m p r e 
M 

o p p o f t a d i r e c t a m e n t e á i m p u l f a õ do m o v e i ; e e f ta f o r ç a , 
c o m o T e v ê , h e e m r a f a ô c o m p o f t a d a f u p e r f i c i e d o m o -
V - l , d a d e n í i d a d e do f l u ido , e do q u a d r a d o da v e l o c i d a -
d e . De fo r r e q u e , f e n d o t o d a s a s m a i s c o u f a s i g u a i s , bum 
corpo movido no mefmo fluido experimenta huma refiftencia 
proporiional ao quadrado da velocidade. 

T a l he , em g e r a l , a m e d i d a dã r e í i f t e n c i a , q u e a i n é r -
c i a d s f lu idos o p p o e m a o m o v i m e n t o d e q u a l q u e r c o r p o . 
M a s e f t a ca- i fa f e r á p o r v e n t u r a a ú n i c a , q u e r e t a r d a o m o -
v i m e n t o d o s c o r p o s ? p a r e c e q u e n a õ . A e x p e r i e n c i a m o f -
t r a , q u e a a d h e f a Õ r e c i p r o c a d a s p a r t e s d o s f lu idos p r o -
d u z o u t r a e f p e c i e d e r e í í f t e n c i á , á q u a l f e d e v e a t t e n d e r . 
M a s c o m o e f t a t e n a c i d a d e , m a i s o u m e n o s f o r t e c o n f o r -
m e a d i v e r f a n a t u r e z a d o s f l u i d o s , h e f e n í i v e l m e n t e a 
m e f m a e m i n f t a n t e s i g u a i s , q u a n d o a r e f i f t e n c í a q u e p r o -
v e m d a i n é r c i a h e p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d a v e l o c i d a -
d e , o e f f e i t o d a p r i m e i r a h e p o u c o n o t á v e l nos m o v i -
m e n t o s m u i t o r á p i d o s . O c o n t r a r i o f u c c e d e nos m o v i m e n -
t o s v a g a r o f o s , e e n t a õ n a õ f e p o d e d e i x a r d e a t t e n d e r a o 
r e f e r i d o e i f e i t o . 

3 6 9 S e a f u p e r f i c i e A n a õ r e c e b e r d i r e i t a m e n t e a c o r -
r e n t e do f lu ido , r e f o l v e r - f e - h a a v e l o c i d a d e o b l i q u a u em 
o u t r a s d u a s , q u e f e r a õ r e p r e f e n t a d a s p o r u cof a , e u [ena, 
c h a m a n d o a o a n g u l o f o r m a d o p e l a f u p e r f i c i e , e p e l a c o r -
r e n t e d o f l u i d o . A p r i m e i r a f e r á p e l a d i r e c ç a õ d a f u p e r f i -
c i e , e n a õ p r o d u z i r á r e f i f t e n c i a a l g u m a ; a f e g u n d a f e r á 
p e r p e n d i c u l a r á m e f m a f u p e r f i c i e , e d e l i a r e f u l t a r á t o d a s 
r e í i f t e n c i a . P e l o q u e i u b f t i t u i n d o u fen a em l u g a r de u na 
f o r m u l a D A u2 , t e r e m o s D A u2 fen a2 p o r e x p r e f i a õ da 
r e í i f t e n c i a n o c a f o d a p e r c u í f a õ o b l i q u a . M a s h e n e c e í f a r i o 
t e r f e m p r e n a l e m b r a n ç a , q u e e f t a f o r ç a f e e x e r c i t a p e r -
p e n d i c u l a r m e n t e á f u p e r f i c i e m o v e i A . D o n d e f e f e g u e , 
que Jendo todas as mais coufas iguais, a refiftencia de burit 
mefmo fluido contra huma fuperficie plana , e obliqua bepro-
forcional ao quadrado do feno do angulo de Incidência. 

3 7 0 N e f t è 
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3 7 0 N e f t e u l t i m o c a f o , he e v i d e n t e q u e A fen a 2 e x -
p r i m e a f u p e r t i c i e , q u e , f e n d o e x p o f t a a o i m p u i f o d i r e -
i t o do f l u i d o , e x p e r i m e n t a r i a a m e f m a r e í i í l e n c i a , q u e 
e x p e r i m e n t a a f u p e r t i c i e A m o v i d a o b l i q u a m e n t e . D o n d e 
f e v ê g e r a l m e n t e , q u e p a r a d e t e r m i n a r a r e f i f t c n c i a q u e 
h u m f lu ido d e v e o p p ô r a o m o v i m e n t o d e q u a l q u e r f u p e r t i -
c i e , ba f t a c o n h e c e r a f u p e r í i c i e p l a n a , q u e p o r h u m i m p u i -
f o d i r e i t o e x p e r i m e n t a r i a a m e f m a r e í i í l e n c i a . T a m b é m 
a d v e r t i r e m o s , q u e p a r a n a õ e m b a r a ç a r i n u t i l m e n t e o c a l -
c u l o c o m o f a í t o r D u 2 , nos e x e m p l o s f e g u i n t e s c o n í i d e -
r a r e m o s e f t a s f u p e r f i c i e s d i r e i t a m e n t e e x p o f t a s a o H u i d o , 
c o m o a s m e d i d a s n a t u r a i s d a r e í i í l e n c i a , q u e e l l e p r o d u z . 

3 7 1 S u p p o n h a m o s p o i s h u m p r i f i n a m o v i d o e m q u a l -
q u e r f l u i d o p a r a l l e l a m e n t e á s f u a s b a f e s ( F i g . 1 5 3 . ) . 
B a i l a r á c o n f i d e r a r h u m a f e c ç a õ A M H BK , e m u l t i p l i c a r 
a r e f i f t e n c i a l i n e a r , q u e e l l a p a d e c e , p e l o c o m p r i m e n t o d o 
f o l i d o , p a r a d e t e r m i n a r a f u p e r í i c i e , q u e f e n d o e x p o f t . i ao 
i m p u i f o d i r e i t o e x p e r i m e n t a r i a a m e f m a r e f i f t e n c i a q u e o 
f o l i d o . 

S e j a p o i s BA a d i r e c ç a õ do m o v i m e n t o , M m o e l e -
m e n t o da c u r v a , e M V h u m a r e f t a p a r a l l e l a a B A ; f e -
r á m M r o a n g u l o d e i n c i d ê n c i a d o f l u i d o f o b r e M m , e 
t e r e m o s M m . fen m M V2 p o r e x p r e f l a õ da r e f i f t e n c i a t q u e 
e f t e e l e m e n t o e x p e r i m e n t a f e g u n d o a p e r p e n d i c u l a r M N . 
I f t o p o f t o , r e p o r t e m o s o s p o n t o s d a c u r v a a o e i x o A B , 
e fupponhamos A P ~ x , P M — y , M m ~ d s . Será Mm. 

d y2 

fen m MV- — ds > —- ; e r e f o t v e n d o e f t a f o r ç a em o u t r a s 

d u a s N O e O M , h u m a p a r a l l e l a , e a o u t r a p e r p e n d i c u l a r 
a o e i x o A P , t e r e m o s p o r m e i o d o s t r i â n g u l o s f e m e l h a n t e s 

dy2 

N O M. Mmr . 3 força N O ~ d y . , . e M O =: 
ds2 

d y 2 

d x . j - ^ - . L o g o a f o r ç a t o t a l p e l a d i r e c ç a õ do e i x o A B 

f e r á r e p r e f e n t a d a p o r f e a f o r ç a p e r p e n d i c u l a r ao 
* d s2 

m e f m o e i x o , p o r f d y * . • 
J d s2 

3 7 2 E í t e s i n t e g r a i s d e v e m t o m a r - f e e m t o d a a p a r t e 

K 
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H M K t e r m i n a d a n o s p o n t o s H e K , q n e faõ e s m a i s d i -
f tantes do e i x o A B ; p o r q u e a o u t r a p a r t e H BK n a õ pa-
d e c e r e f i f t e n c i a a l g u m a d a p a r t e d o f l u i d o . S e a c u r v a f o r 
f y m m e t r i c a d e a m b a s a s p a r t e s d o e i x o A B , a f o r ç a p e r -
p e n d i c u l a r a o m e f m o e i x o f e r á d e f t r u i d a , e f o m e n t e r e -

/
dy! 

• j - ^ - , q u e f e r á o d o b r o d a q u o 

f e e x e r c i t a em h u m a d a s p a r t e s A H . 
3 7 } P a r a d e t e r m i n a r po i s a d i r e c ç a õ , e o v a l o r de t o -

d a a f o r ç a q u e r e f u l t a d a a c ç a õ , o u r e a c ç ã o d o f l u i d o fo-
b - e t o d a s i s p a r t e s da f e c ç a õ p r o p o f t a , t o m a r e m o s a f o -
ma dos m o m e n t o s das f o r ç a s M F em o r d e m ao e i x o A P, 
e d i v i d i n d o - a p e l a f o m a d a s f o r ç a s , t e r e m o s a d i f t a n c i a 
G E d i f i a r e l u l t a n t e a o e i x o . D o m e f m o m o d o , t o m a n -
d o a f o m a dos m o m e n t o s das f o r ç a s O A í e m o r d e m a o 
p o n t o A , e d i v i d i n d o - a p e l a f o m a d a s m e f m a s f o r ç a s , t e -
r e m o s a d i f t a n c i a A E d a f u a r e f u l t a n t e a o d i t o p o n t o . Se -
r á p o i s 

. „ d s 1 „ _ a s 2 

AE ~ , ê GE — . 

r j ày- r i dy2 

D e p o i s q u e a f l t m f o r d e t e r m i n a d o o p o n t o G , t o m a r e m ® 
dy- dy1 

G l — f d x . -—f , e G t = f d y . e a c a b a n d o o 
ds2 ds1 

r e í f a r g u l o , a d i agona l G T d a r á o v a l o r , e a d i r e c ç a õ da 
r e f i f t e n c i a t o t a l q u e p a d e c e a f e c ç a õ H MK. 

_ 3 7 4 EXEMPLO. S e n d o a f e c ç a õ do f o l i d o p r o p o f t o h u m 
c i r c i l o , c . i j o d i â m e t r o A B — z a ( F i g . i f j . * ) , p e r ç u n -
t a - f e q u a l d e v e f e r a r e f i f t e n c i a t o t a l d o í l u ido p a r a l e l a -
m e n t e 3 A B ? 

N e f t e e a f o , y y — a a * —> xx , ds* zs yi g 

ÍAV ày* í f J y*dy \ 
J d l ^ - J \ â y ~ ~ A m a n d o 

e f t e i n t e g r a l de A a t c H, t e r e m o s - a , c u j o d o b r o — s 

? 3. 
ç x p r i -
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e x p r i m e a r e í i f t e n c i a q u e e x p e r i m e n t a o f e m i c i r c u t o H Â & 
na d i r e c ç a õ do e i x o A J3 ; e a r e í i l t enc i a t o t a l fe r e d u z a 
e í ta fó , p o r q u e a o u t r a he n e n h u m a . A c h a r e m o s p o i s a f n -
p e r f i c i e , q u e f e n d o e x p o í t a a o i m p u l f o d i r e i t o d o l l u i d o 
e x p e r i m e n t a r i a a m e f m a r e f i f t e n c i a q u e a f u p e r f i c i e c o n v e -
x a d e h u m c y l i n d r o , t o m a n d o o s d o u s t e r ç o s d a f u a f e c -

4 
ç a õ r e i l a n g u l a r q u e paf la p e l o e i x o . E p o r q u e — a e x p r i -

me a r e f i f t e n c i a , q u e o f lu ido o p p o e m ao f e m i c i r c u t o í / A K , 

e z a a q u e o d i â m e t r o H K p a d e c e r i a da p a r t e do m e f -

m o f l u i d o , c o n c l u i r e m o s q u e a p r i m e i r a n a õ h e m a i s q u e 

d o u s t e r ç o s d a f e g u n d a . 
_ 375 C o n f i d e r e m o s a g o r a a r e f i f t e n c i a , q u e d e v e e x p e -

r i m e n t a r h u m f o l i d o d e r e v o i u ç a õ , m o v i d o pe i a d i r e c ç a õ d o 
f e u e i x o ( F i g . 154 . ) . S e j a M m h u m e l e m e n t o r ia c u r v a , 
o q u a l p e l a r e v o l u ç a õ d e f e r e v e h u m a p y r a m i d e c ó n i c a 
t r u n c a d a , d a q u a l i e t o m a r á a p a r t e c o m p r e h t n d i d a e n t r e 
d o u s a p o t h e m a s i n f i n i t a m e n t e v e í i n h o s . E f t a p a r t e , q u e 
c h a m a r e m o s 63 , f e n d o p l a n a , e x p e r i m e n t a r á l i u m a r e í i -

ày* dy 
í t e n c i a zz tú . , p o r q u e -— he o f e n o da i n c i d ê n c i a . 

ds* ds 
C o m o e f t a r e í i f t e n c i a f e e x e r c i t a p e r p e n d i c u l a r m e n t e r.o 

e l e m e n t o 03, r e f o l v e r - f e - h a e m o u t r a s d u a s , h u m a p a r a l -
l e l a , e a o u t r a p e r p e n d i c u l a r ao e i x o . A p r i m e i r a t e r á p o r 

d y d y2 

Valor W . •— - e p o r q u e o a n g u l o de i n c i d ê n c i a 
ds d s2 

h e o m e f m o e m t o d o s o s e l e m e n t o s 6 > , e a f o m a d e i t e s 

« l e m e n t o s , o u a f u p e r f i c i e d a p y r a m i d e c ó n i c a t r u n c a d a 

, 2 c y dyi 
h e z c y d s , t e r e m o s p o r e x p r e f f a õ d a r e f i f t e n -

d s-
c i a o p p o f t a a e f t a f u p e r f i c i e ; e c o n f e g u i n t e m e n t e , f e r á 

C y d y 1 

2 c J - 3 r e f i f t e n c i a , q u e d e v e e x p e r i m e n t a r o f o l i -

d o i n t e i r o n a d i r e c ç a õ d o e i x o . 

. EXEMPLO. Se O f o l i d o f o r h u m a e s f e r a , c u j o v e r t i c e f e -
ja A (Fig. 1 j j . * ), te remos yy zzzax — x x , d s 2 zz 
d x 2 + & - y * y l — y d y — . O i n -

a2 ' d s* ' a a 
tegral 
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t e g r a l he — — ; q u e t o m a n d o y zz a fe r e d u í a 
2 4 a 2 

— a2 . L o g o a r e f i f t e n c i a da e s f e r a i n t e i r a f e r á 2 c . — cr 
4 4 

— . Donde fe moftra , que a esfera experimenta ame-
2 

tade da refiftencia, que experimentaria bum dos feus círculos 
máximos. 

P a r a c o n h e c e r a c u r v a t u r a , q u e d e v e t o m a r n o 
e q u i l í b r i o h u m a c o r d a , o u h u m a v e l a p r e z a a d o u s p o n t o s 
f i x o s , e e f t e n l i d a p e l a f o r ç a d o v e n t o ( F i g . 1 5 5 . ) , n o t a r e -
m o s i ° q u e a a c ç a õ d e f t e i l u i d o f o b r e o e l e m e n t o M m he 
p r o p o r c i o n a l a o m e f m o e l e m e n t o , e a o q u a d r a d o d o f e n o d e 
i n c i d ê n c i a . 2 0 , q u e f e n d o a d i r e c ç a õ d o v e n t o p a r a l l e l a á s 
o r d e n a d a s P M , e f t a a c ç a õ d e v e f e r r e p r e f e n t a d a p o r 

d x2 

a M m . fen P Mm? zz a ds . - . 
J d s2 

I f t o p o f t o , a e q u a ç a õ g e r a l d e h u m a c o r d a a t a d a a d o u s 
p o n t o s f i x o s , e f o l l i c i t a d a p o r d u a s q u a i f q u e r p o t e n c i a s X , 
e Y h e ( n . 181 . ) 

/ ( Y d x + X dy )r N Ydy — Xdx 

T? ) * Ts = ° 
Y dx +X dy 

O r a r e p r e f e n t a a f o r ç a n o r m a l , q u e r e -
fw d s 
f u i t a d e t o d a s a s p o t e n c i a s , e q u e n o c a f o p r e f e n t e h e — 
adsdx2 Y d y — X d x 

Ts2—' C Tx r e P r e l , e n t a 3 f ° r Ç a t a n g e n -

c i a l , q u e n e f t e c a f o h e n u l l a . L o g o a e q u a ç a õ d a c u r v a 

s ar dx2 >. 
p r o c u r a d a he d ^ — ) — 0 > c u i ° i n t e g r a l fe a c h a 

— - — — a i . E f u b f t i t u i n d o o v a l o r d o r a i o o f c u l a d o r 
ds2 

d x 
d ( T F ) . . 

- r V J Z ? > t c r e m o s = T c r e g r a n d o , 

\ d s ) TF 

dy \ds~J dy 

/ 
bds 

C — y ^ > e q u a ç a õ q u e h e p r e c i f a m e n t e a d e h u m a 
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c o r d a e f t e n d i d a p e l o f e u p r o p r i o p e z o . A í i i m c o n c l u i r e -
m o s , q u e a c u r v a t u r a , q u e o v e n t o f a z t o m a r a l u i r o a c o r -
d a , o u a h u m a v e l a , h e a m e f m a q u e e l l a t o m a r i a e m v i r -
t u d e da f u a g r a v i d a d e , c o m a d i f f e r e n ç a f o m e n t e q u e o 
e i x o e m l u g a r d e f e r v e r t i c a l e f t a r á l i t u a d o f e g u n d o a d i -
r e c ç a õ d a c o r r e n t e d o f l u i d o . 

E f t a s p r i m e i r a s n o ç õ e s f o b r e a r e f i f t e n c i a d o s f l u i d o s 
e r a õ n e c e f l a r i a s p a r a f a c i l i t a r a m e d i d a d o s e f f e i t o s , q u e 
r e f u l t a õ n o m o v i m e n t o d o s c o r p o s . M a s p a r a a f a c i l i t a r 
a i n d a m a i s , c o n f i d e r a õ - f e o s c o r p o s í i m p l e f m e n t e c o m o p o n -
t o s , e a r e f i f t e n c i a do m e i o c o m o h u m a f o r ç a t a n g e n c i a l , 
f e m p r e o p p o f t a á d i r e c ç a õ d o m o v i m e n t o . 

3 7 7 C o m o t o d o s o o f l u i d o s c o n h e c i d o s r e f i f t e m a o s m o -
v e i s na r a f a õ do q u a d r a d o da f u a v e l o c i d a d e u , f e j a b a 
v e l o c i d a d e c o m a q u a l e l i e s e x p e r i m e n t a r i a õ h u m a r e í i f -

® a 1 

t e n c i a i g u a l á f o r ç a da g r a v i d a d e g - , e t e r e m o s —— p o r 

e x p r e f f a õ g e r a l , e m e d i d a s b l b l u t a da r e f i f t e n c i a . A q u a n -
t i d a d e b d e p e n d e r á e v i d e n t e m e n t e d a d e n f i d a d e d o f l u i d o ; 
e p o r i lfo n a õ f e r á c o n f i a n t e , f e n a õ no c a f o de o f e r t a m -
b é m a d e n f i d a d e d o m e i o r e f i f t e n t e . 

A d e n f i d a d e do a r , p o r e x e m p l o , d i m i n u e f e n f i v e l m e n -
t e á m e d i d a q u e n o s e l e v a m o s n a a t m o s f e r a , f u b i n d o á s 
m a i s a l t a s c o r d i l h e i r a s . A d a a g u a d i m i n u e d a m e f m a m a -
n e i r a , á p r o p o r ç a õ q u e fe c h e g a p a r a a f u a f u p e r f i c i e ; por -
q u e n i n g u é m i g n o r a , q u a n t o f a õ d e n f a s a s a g u a s d o m a r 
e m g r a n d e s p r o f u n d i d a d e s . D e v e p o i s e n t a õ f e r v a r i a v e l a 

q u a n t i d a d e l , e o c ò e f f i c i e n t e — q u e f e c h a m a expoente 

da reftjlencia deve a Cada inf tante depender da poiiçaõ 
aílual do movei . 

3 7 8 S e p o r m a i o r g e n e r a l i d a d e f e f u p p o e m a r e f i f t e n -
c i a d o m e i o p r o p o r c i o n a l á p o t e n c i a m d a v e l o c i d a d e » , 

g 11 m 

« u , q u e v e m a f e r o m e f m o , i g u a l á e x p r e l f a õ » 

n a õ h e 

p o r q u e f e a c h e m n a n a t u r e z a e x e m p l o s d e f t a v a -
r i e d a d e . O ú n i c o c a f o , q u e e l l a p a r e c e o f f e r e c e r n o s h e 
o de r a = 1 ; o s o u t r o s n a õ f a õ m a i s do q u e h y p o t h e f e s 
p u r a m e n t e M a t h e m a t i c a s , d a s q u a i s f e f a z m e n ç a õ e i n 
o r d e m á s c o n f e q u e n c i a s n o t á v e i s , q u e d e l i a s r e f u l t a õ a l -
g u m a s v e z e s , 3 7 P S e j a 
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3 7 9 S e j a po i s h u m c o r p o m o v i d o p o r h u m a l i n h a r e * 
d a e m v i r t u d e d e h u m a i m p u l f a õ p r i m i t i v a . E f t á c l a r o , 
q u e a r e í i f t e n c i a d o m e i o p ô d e í im a l t e r a r - l h e a v e l o c i d a -
de , m a s naõ a d i r e c ç a õ . S e j a * o e f p a ç o c o r r i d o no t e m -
p o t , d e f d e o p r i n c i p i o d o m o v i m e n t o , e f u p p o n d o a r e -
í i f t e n c i a d o m e i o p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d a v e l o c i d a d e 

u , teremos —— por expreífaÔ da força re tarda t r iz . Logo , 

f e n d o u n i f o r m e a d e n f i d a d e do f lu ido , t e r e m o s du — —# 
gu- d t , , . du g dt du 
— — — , d o d e f e t i r a = ; — — , e — •—• = 5 

bb uu bb « 
gu dt gdx 

bb ~ bb ' ' 
g t i 

Os i n t e g r a i s d e f t a s d u a s e q u a ç õ e s f a õ ZZ ~ fy C t 

r x 
e / u — C' — ' S e j a V a v e l o c i d a d e i n i c i a l •, e n t a õ 

b b 

1 - o, * = o , e V - l V y C - - -i ; l o g o =: 

i r V n x i 
— , e / — — r ~ ' T e r e m o s p o i s n o f i m d e q u a l -

u V u bb 
bb 

q u e r t e m p o t a v e l o c i d a d e u JJ- » e o e i p a ç o 

b b , 
cor r ido x zz — / ( i + - ) . 

g V bb s 
Do m e f m o m o d o , t e n d o o m o v e i c o r r i d o o e f p a ç o x f 

o x ' b b 
a c h a r e m o s a f u a v e l o c i d a d e u zz, Ve ' , e o t e n i -

b b / g x : b b N . . . 
p o t z z — ( e — i ) . Será pois in te i ramente 

í V v / 

d e t e r m i n a d o o m o v i m e n t o do c o r p o ; e b e m fe vê , q u e a 
p e z a r d á r e í i f t e n c i a d o m e i o , c o n t i n u a r á a m o y e r - f e f e m 
j a m a i s p a r a r . 

í iím 

3 8 0 S u p p o n h a m o s em g e r a l a r e í i f t e n c i a = > e 4 

d e n í i d a d e c o n f t a n t e . S e r á duzz — —— d t : e f u b f t i t u -
bm indo 
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i n d o em l u g a r de dt , a c h a r e m o s q u e da ~ —> 
tr K 

5 « 
y j ; — d x . S e r a Õ p o i s a s e q u a ç o e n s d o m o v i m e n t o 

— m g d t i — m £ á * 
» > e u á n - - — , c u j o s 

i n t e g r a i s t o m a d o s de m a n e i r a q u e * e f f e d e f v a n e ç a õ , 
i —a» i — m 

K - 7.' £ t 
q u a n d o u ~ V , f e r a Õ x —w — — , e 

2 — m 2 — m 
K _ 

2 — Wi i a , ' 

P o r e f t a s e q u a ç õ e s p ô d e d e t e r m i i w r - f e o e f p a ç o c o r r i -
d o , e a v e l o c i d a d e d o m o v e i , n o f i m d e q u a l q u e r t e m p o 

2 — m 2 — n 
_ F - « 

í . Se «i f o r m e n o r q u e 2 , a e q u a ç a õ ^ _ r ; , ' 

a jç 

~ — • m o f t r a q u e a v e l o c i d a d e u f e r á n e n h u m a , o u q u e 

o m o v i m e n t o c e i f a r á , a f f i m q u e o m o v e i t i v e r c o r r i d o h u m l) m y 2 — m 
e f p a ç o x — — ; m a s fe m f o r i g u a l , ou maior . 

g 2 — w 
q u e 2 , e f t e e f p a ç o f e r á infini to- , e aíTim d e v e r á o m o v i m e n -
t o d u r a r p e r p e t u a m e n t e , 

381 B u f q u e i n o s a g o r a q u a l d e v e f e r o m o v i m e n t o d e 
h u m c o r p o g r a v e , q u e d e f c e d e f d e o d e f c a n ç o e m l i n h a , 
r e í t a p o r h u m m e i o u n i f o r m e m e n t e d e n f o , q u e r e l i f t e n a 
xafaÕ d i r e i t a d o q u a d r a d o d a v e l o c i d a d e . 

T e n d o e n t a õ p o r f o r ç a a c c e l e r a t r i z d o c o r p o a g r a v i -
g 

d a d e g , e p o r f o r ç a r e t a r d a t r i z a q u a n t i d a d e —^j- , f e r á du 

^ i. v.2 \ . d x 
~ [ S — ^ j - J d t , q u e p e l a f u b f t i t u i ç a o d e . e m l u g a r 

de d t , d a r á « d 11 — ( g— Ã ^ - ^ d x • d o n d e fe t i r a f a -
\ b. 1/ ' 

, bbdu b-udu 
. c i l m e n r e e gdx— . I n t e -

g r a n d o 
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g r a n d o e f t a s d u a s e q u a ç õ e s d e m a n e i r a q u e u , x e t C e 
b b -+- u 

d e f v a n e ç a õ a o m e f m o t e m p o , t e r e m o s g t — ~ / - , 

b2 
e 2 g x — l>2 l — . A í E m a c h a r e m o s q u e a h u m e f p a -u o —a u 

— 2g X 

ç o x c o m p e t e h u m a v e l o c i d a d e u — I V ( i - e b b ) * 

g X 2 g x _ 

e h u m t e m p o ( = - + / ( e b b _ , ) > . 
& 

T a i s f a õ a s f o r m u l a s , d e q u e d e v e m o s f e r v i r n o s p a r a 
d e t e r m i n a r o m o v i m e n t o d o s c o r p o s g r a v e s , q u a n d o q u i -
z e r m o s a t t e n d e r á r e f i f t e n c i a d o a r . 

3 8 2 S e o g r a v e f o r l a n ç a d o d e b a i x o p a r a c i m a c o m 
h u m a v e l o c i d a d e V , e n t a õ c o n c o r r e a g r a v i d a d e c o m a 
r e í i í l e n c i a d o f l u i d o a r e t a r d a r o m o v i m e n t o . S e r á p o i s 

— b-udu 
e f e p a r a n d o , a c h a r e m o s g dx — gd t ^ 

b b-i-uu 
- b2 d u . , b2 + V* 

— , q u e í n t e g r a n d o - í e d a r a Õ 2 g x — b21 — » 
b 0 ItU V2 + «2 

g í K » ? í 
e —- — Are tãtig —• —• Are Mng — , ou =7. =3 

b v o b 
by-bu 
— — . E f t a s e q u a ç õ e s d a õ n o f i m d o e f p a ç o x a v e ! o -

bò -t»K 
— í f * 

c i d a d e nzzV ( tf b b {bb +VV)-*bb ) , O 
b V 

o t e m p o f — — A r e w s g — 

~2gX 

~ - Are tang Vi e b b ( Z? ) ^ 
2 \ bb J 

? 8 } S u p p o n d o u r r o , o g r a v e a c a b a r á d e f u b i r , e a 
a l t u r a a q u e t e r á c h e g a d o f e r á n e f t e c a f o r e p r e f e n t a d a p o r 

bb 
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V O / y Y \ 
— I ( I -+• — ) . P o r e x e m p l o : fe a v e l o c i d a d e de p r o -
2 g \ b b / 
j ecçaÕ V f o r i g u a l a b , a a l t u r a a q u e ha de c h e g a r o 
g r a v e f e r á p a r a a a l t u r a a q u e c h e g a r i a no v á c u o , c o m o o 
l o g a r i t h m o de 2 p a r a a u n i d a d e , ou p r o x i m a m e n t e c o m o 
61 para 88 • , e o t e m p o q u e g a i t a r á p a r a c h e g a r a e f t a a l -
t u r a f e r á p a r a o q u e g a i t a r i a n o v á c u o c o m o 3 , 141 & c 
p a r a 4 . 

ApplicaçaÕ da theorica precedente â ex-
periência. 

3 8 4 T 7 * M c o n f e q u e n c i a d a t h e o r i c a , q u e a c i m a h a -

v e m o s e x p o f t o ( n . 3 6 8 . ) , p a r e c e q u e d e v e -
r i a c o n c l u i r - f e , q u e a r e f i f t e n c i a d e h u m f l u i d o a h u m a 
l u p e r f i c i e p l a n a A , q u e l h e h e p r e f e n t a d a d i r e i t a m e n t e , 

t e m p o r m e d i d a a b f o l u t a , f e n d o M a ma í fa âo 
M 

m o v e i , 'u a v e l o c i d a d e , e D a d c n í i d a d e do fluido. M a s 
e f t e r e f u l t a d o n a õ h e c o n f o r m e á v e r d a d e , f e n a õ e m 
q u a n t o m o f t r a , q u e a r e f i f t e n c i a h e p r o p o r c i o n a l a o q u a -
d r a d o d a v e l o c i d a d e . P a r a t e r o v a l o r a b f o l u t o d e l i a , f e -
r i a n e c e í f a r i o c o n h e c e r a n a t u r e z a d o s f l u i d o s m u i t o m e l h o r 
d o q u e a t é a g o r a f e c o n h e c e . 

3 8 5 N e w t o n , t o m a n d o a e x p e r i e n c i a p o r g u i a n e f t a i n -
d a g a ç a õ , e o n c l u i o d o s f e u s d i v e r f o s r e f u l t a d o s , q u e o s f l u i -
d o s r e í i f t e m f o m e n t e a a m e t a d e d o q u e i n d i c a a f o r m u l a 
p r e c e d e n t e . S e a d e m o n í t r a ç a õ , q u e e l l e d á ( Prhuip. M&-
*b. Lib. I I . Sett. V I I . ) , n a ô p a r e c e b a f t a n t e m e n t e d i r e i t a , 
a o m e n o s n a õ p ô d e n e g a r - f e a c o n f o r m i d a d e d a c o n c l u f a õ 
c o m a s f u a s e x p e r i e n c i a s . P o r e í fa r a f a õ j u l g a m o s , q u e d e -
v e m o s e n c o f t a r n o s á f u a d e t e r m i n a ç a õ , e m q u a n t o a P h j f i c a 
n a õ d e r m a i o r e s l u z e s f o b r e e f t a m a t é r i a * H e v e r d a d e , 
q u e p o r n o v a s e x p e r i e n c i a s f e i t a s c o m m u i t o c u i d a d o p a -
r e c e , q u e a r e f i f t e n c i a d o s f lu idos n a õ f e g u e e x a c t a m e n t e a 
r a f a õ d a f u a d e n l i d a d e , n e m a d a s f u p e r f i c i e s q u e e n c o n -
t r a õ . M a s i í f o n a õ f a z , q u e a m e d i d a da r e f i f t e n c i a , t a l 
c o m o N e w t o n a d e t e r m i n o u , d e i x e d e f e v e r i f i c a r d e h u m 
m o d o m u i t o f u f f i c i e n t e , n a s a p p l i c a ç õ e s q u e h a v e m o s d e 

E f t a s 
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E í h s a p p l i c a ç õ e s f a õ t o d a s r e l a t i v a s á c a h i d a d o s c o r -
p o s g r a v e s e c o m o as e x p e r i e n c i a s , q u e h a v e m o s de r e -
f e r i r , fo r . iõ f e i t a s c o m c o r p o s e s f e r i c o s , f e r á c o n v e n i e n t e 
q u e p r i m e i r o c a l c u l e m o s a r e f i f t e n c i a q u e d e v e . e x p e r i m e n -
tar q u a l q u e r g l o b o e m h u m f l u i d o . 

I?i6 S e j a p o i s o d i â m e t r o d o g l o b o zz a , e a f u a d e n -

f t d a d e D'; f e r á o v o l u m e d e l l e — — a' c , a f u a maíTa 
o 

— — a* c . D ' , ca f u p e r f i c i e de h u m c i r c u l o m á x i m o 
6 

zz — o.2 c\ e c o n f e g u i n t e m e n t e a f u p e r f i c i e p l a n a A q u e 
4 

e x p e r i m e n t a r i a h u m a r e í i f t e n c i a i g u a l á d o g l o b o f e r á Z Z 

~ a z c ( n. 3 7 0 . ) . S u b f t i t u i n d o e f t s s v a l o r e s na f o r m u l a 
o 

1 7 * ' C . D . U * JJ U 2 

da r e f i f t e n c i a , t e r e m o s — * , ou ,•—* 
2 l a 1 cD> 8 li a 

C o m o t í n h a m o s r e p r e f e n t a d o o v a l o r d e f t a f o r m u l a p o r 
Z u2 g 5 t D 
- , p o d e m o s c o n c l u i r q u e — ~ — — i d o n d e fe 
bb ' 1 H b b 8 a D1 ' 
. bb 8 D' „ 

t i r a — zz — a • — • Se rá po i s n e c e í i a r i o c o n h e c e r a ra-
, & 3 l> V 

f a õ q u e t e m a d e n f i d a d e do g l o b o c o m a do f lu ido , o q u e 
n a õ f e r á d i f f i c u l t o f o , c o m p a r a n d o o p e z o d o p r i m e i r o c o m 
o d e h u m v o l u m e igua l d o f e g u n d o . 

3 8 7 A l é m d i í f o , naÕ d e v e e n t e n d e r - f e a q u i p o r g a 
f o r ç a d a g r a v i d a d e , o u a v e l o c i d a d e 3 0 , 1 9 6 q u e e l l a c o m -
m u n i c a a o s c o r p o s g r a v e s e m h u m f e g u n d o . P o r q u e p e r -
d e u l o t o d o o c o r p o m e r g u l h a d o e m h u m f l u i d o h u m a p a r -
t e d o f e u p e z o , i g u a l a o p e z o d o v o l u m e d o f l u i d o , c u j o 

D l u g a r o c c u p a , e f e n d o e f t a p a r t e zz — , e f t á c l a r o qUff 

n e f t e c a f o d e v e t o m a r - f e g zz ^ 1 —. —^ 30,196. 

3 8 8 T e m o s a c h a d o a c i m a , q u e c a h i n d o h u m c o r p o 
d e ú i a o d e f c a n ç o p o r h u m m e i o u n i f o r m e m e n t e r e f í f t e n -

t é . 
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t e , d e v e c o r r e r o e f p a ç o # n o t e m p o 

b í l + K f f - f • bb ) \ T —p-

^ i — i —e 

— 2 g * - 2 £ * 
Í + V C i - Í ^ ) . , . — T ^ — > 

2 ^ x • , d o n d e v e m /Qi^-e b b ) ss 

i - V C Ê T ) 

2 f( 2 g í 

e p + 1 ( f i + i ) 1 

I L L I L L 

Í - J T " - í - í — - e
 b t , z z e h 4 - 1 

t n t I _ Li 
( e b + 1 ) * ** b 

1 Í " L i 
e b + e . b 

; t / ç± 

— ; l o g o — / ^ ¥ y . 

E f t e h e o v a l o r d o e f p a ç o c o r r i d o n o f i m d o t e m p o t. 
3 8 9 C o m o n o s d i f f è r e n t e s c a í o s , q u e h a v e m o s d e e x a -

m i n a r , h e f e m p r e o t e m p o d e a l g u n s í e g u n d o s , a q u a n t i - ' 

oade e
r
 h d e v e f c r h u m n u m e r o a f l az c o n f i d e r a v e l ; e p o r 

i . i » , Xím r e c e i o d e e r r o a l g u m a t t e n d i v c l , p o d e m o s d e f -
~ t * gt 

•• II— 1 1 1 | 

P ^ z a r o t e r m o e * . A f l i m t e r e m o s x - ~ L ~ e b 

11 f> 2 

- í t f l ' , \ b b ~ l* ) =zl> t-, ' °>691 »47»- E f l e r e f u í -

' } j 0
n ? j 0 Í l r 3 ] á > 1 U e 0 m o v i m e n t o v i r á a f e r u n i f o r m e 

e m p a l i a n d o a | g U D S f e g u n d o s . 
• , q u a n t i d a d e b h e a m a i o r v e l o c i d a d e , q u e o g r a v e 

* z «a c a h i d a , c o m o fe c o l l i g e e v i d e n t e m e n t e 

< 1 da 
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da e q u a ç a õ u ~ b ) • E a i n d a q u e 

e m r i g o r n a õ po í l a a d q u i r i l l a , f e n a õ e m h u m t e m p o inf in i -
t o , c o m t u d o h e ta l a c o n v e r g ê n c i a c o m q u e f e c h e g a p a r a 
e l l a , q u e pa l i ados a lguns f e g u n d o s f s r á a d i t f e r e n ç a a b f o -
l u t a m e n t e i n f e n l i v e l . I f t o p o f t o , e i f a q u i a l g u m a s e x p e r i e n -
c i a s f e i t a s p o r N e w t o n , e r e f e r i d a s n a S e c ç a õ V I I . P r o p . 
X L d o s f e u s P r i n c í p i o s . 

3 9 0 EXPER. I . H u m g l o b o , q u e n o a r p e z a v a 156 - I 
4 

g r ã o s ( l i b r a R o m a n a ) , e na a g u a 77 , c a h i o em 4 
f e g u n d o s d e t e m p o d e h u m a a l t u r a d e 112 p o l t e g a d a s 
d e L o n d r e s , e m h u m v a f o c h e i o d e agua d a c h u v a . 

C o m e c e m o s p e l a r e d u c ç a õ d e f t a s m e d i d a s á s d e P a r i s . 

O pé de L o n d r e s h e p a r a o de P a r i s , c o m o 8 1 1 p a r a 8 6 4 ; 

e a í f i m a a l t u r a , de q u e o g l o b o c a h i o , e r a de 1 0 5 , 1 3 p o l -

l e g a d a s d o p é d e P a r i s . A l i b ra R o m a n a c o n t é m 6 6 3 3 g r ã o s 

d a l i b r a d e P a r i s ; e p o r c o n f e g u i n t e a o n ç a d a l i b r a R o m a -

n a , q u e h e a d u o d é c i m a p a r t e d e l i a , c o n t é m 553 — d o s 

noí fos g r ã o s , e o gra& da l i b ra R o m a n a , q u e he a 480™* 
p a r t e d a o n ç a , v a l e o m e f m o q u e 1 , 1 5 2 4 3 ' d o s n o í f o s . 

F e i t a t o d a a r e d u c ç a S , a c h a r e m o s p o i s q u e o p e z o do 
g l o b o no a r e r a de 1 8 0 , 0 7 g rãos , e na a g u a de 8 8 , 7 4 . A 
d i f i e r c n ç a d e f t e s d o u s p e z o s , o u 9 1 , 3 3 g r ã o s , e x p r i m e o 
p e z o d e h u m v o l u m e d e a g u a i g u a l a o d o g l o b o ; e c o m o 
a d e n f i d a d e d o a r h e a 8 5 o m a p a r t e d a d e n f i d a d e d a a g u a , 
c o n c l u i r e m o s q u e h u m v o l u m e í e m e l h a n t e d e a r t e m d e 

p e z o ~ ' ' , o u 0 , 1 1 g r ã o s . L o g o o p e z o d o g l o b o n o 
8 5 0 

v á c u o f e r á d e 1 8 0 , 1 8 g r ã o s , e o d e h u m v o l u m e igua l d e 

391 A g o r a p o d e r e m o s d e t e r m i n a r o d i â m e t r o d o g lobo 
d e h u m a m a n e i r a m u i t o m a i s e x s f t a , d o q u e f e p o d i a con-
f e g u i r p e l o m e t h o d o d i r e i t o . P o r q u e , f e n d o o d i â m e t r o 

a v a l i a d o e m p é s , f e r á a f o l i d e z d o g l o b o c p é s c u b i -

c o s : o r a h u m v o l u m e i g u a l d e a g u a p e z a 9 1 , 4 4 g r ã o s , e 

D' 1 8 0 1 8 
agua 9 1 , 4 4 g r ã o s : l o g o — — 

V 9 1 4 4 

f a b s -
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f a b e m o s p o r o u t r a p a r t e q u e h u m p é c u b i c o d e a g u a d a 
c h u v a p e z a 7 0 l i b r a s , o u 7 0 . 9 2 1 6 g r ã o s ; l o g o t e r e m o s 

4 a 1 c . 7 0 . 9 2 1 6 =: 9 1 , 4 4 , ou c . 1 3 4 4 zz i , U J 5 D O N -
o 

d e f e t i r a « > = : 1 ' • , q u e p o f t o e m c a l c u l o p o r l o -
c . 1 3 4 4 

garithmos dará 

c c L . 9 , 5 0 2 8 5 0 1 

1 3 4 4 C L . 6 , 8 7 1 6 0 0 7 

1 , 1 4 3 - 1 . 0 , 0 5 8 0 4 6 2 

/ . <z! t 6 , 4 3 2 4 9 7 0 
, _ - - . 8 , 8 1 0 8 3 2 3 . 

A f l i m a c h a r e m o s o v a l o r d e a , q u e h e d e 0 , 0 6 4 6 9 p é s , 

bb 8 D1 6 0 0 6 
R e f t a c a l c u l a r o v a l o r de z : a « 

g 3 D
 " 4 3 

1 1 4 3 C L . 6 , 9 4 1 9 5 3 8 
/ I . . . . . . . . . . L . 8 , 8 X 0 8 3 2 3 

6 0 0 6 L . 3 , 7 7 8 f 3 

' — - - - - - ^ 5 3 1 3 7 1 4 . 
£ 

• £ v 8 8 7 4 

P o t e r n t e m o s g = Q 1 - —J 10,196 - . 30, ip<5 5 

l o g o 1 8 0 1 8 < - - C L . ç , 7 4 4 2 9 3 4 
8 8 7 4 - L . 3 , 9 4 8 1 1 9 4 

30, 196 - - - - - L . 1, 4799494 

Lg X, 172362A. 

A c h a d o o l o g a í i t h m o d e g , c o m o j á t e m o s c a l c u l a d o 
- bb 

0 de — ,a f o m a de a m b o s nos d a r á / £ a — o", 7 0 3 7 3 3 5 , 

e c o n f e g u i n t e m e n t e / i r o , 3 5 1 8 6 6 8 . I f t o p o f t o , c o m o o 

e f p a ç o c o r r i d o * s b t — . o, 6 9 3 1 4 7 2 , e c o m o n e f t e 
~ ~ Z 

Ç ^ z c a f o 
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c a f o t — 4 ' ' , a c o n t i n u a ç ã o do c a l c u l o d a r á 
bb 

L b - - - o , 3 5 1 8 6 6 8 

X f - - - o, 6 0 2 0 6 0 0 

o , 9 5 3 9 2 6 8 

£ T «,3 5313714 

*' k 
L 0 , 6 9 &c - 9 , 84082 54 

9 , 3 7 2 1 9 6 8 . 

O p r i m e i r o d e i t e s l o g a r i t h m o s c o r r e f p o n d e a 8 , 9 9 3 5 pés^ 
e o f e g u n d o a 0 , 2 3 5 6 . L o g o o e f p a ç o c o r r i d o p e l o g l o b o 
e m 4 " f e r á d e 8 , 7 5 7 9 pés , q u e r e d u z i d o s a p o l l e g a d a » 
d a õ 105 , 0 9 4 8 . P o r e m c o r r e u 105, 13 c o n f o r m e a e x p e r i e n -
c i a d e N e w t o n ; l o g o a t h e o r i c a c o n c o r d a p e r f e i t a m e n -
te c o i n a e x p e r i ê n c i a . 

3 9 a EXPER. I I . H u m g l o b o , q u e p e z a v a n o a r 7 6 

g r á o s ( l i b r a R o m a n a ) , e n a a g u a 5 : ~ g r ã o s , c a h i o e m 

3 5 ' ' 3 a m e f m a a l t u r a d e 112 p o l l e g a d a s d e L o n d r e s . 
M u l t i p l i c a n d o o s p e z o s p o r 1 , 1 5 2 4 3 , t e r e m o s 8 7 , 9 7 

g rãos d e P a r i s p o r p e z o d o g l o b o n o a r , e 5 g r ã o s 

na a g u a . A d i f f e r e n ç a , ou o p e z o de h u m v o l u m e i g u a l 
d e a g u a h e 8 2 , 1 4 , d o q u a l a 850™a p a r t e , o u o , 0 9 h e 
o p e z o d e h u m v o l u m e igua l d e a r . L o g o o p e z o d o g l o -
b o n o v á c u o h e d e 8 8 , 0 6 g r ã o s , e o d e h u m v o l u m e i g u a l 

D' 8 8 0 6 
d e a g u a 8 2 , 2 3 '•> e c o n f e g u i n t e m e n t e — ! = — . M a s 

a5 c. 7 0 . 92x6 8 2 , 2 3 , o u a > c . 3 5 8 4 — 2 , 7 4 1 j, 

l o g o a > ; d o n d e t e r e m o s 
c.3 584 

C - C L . 9 , 5 0 2 8 5 0 1 

3 5 8 4 •- <•»• CL . 6, 4 4 5 6 3 2 0 

741 .- - - L • 0,4379090 

L A I ^ 4863911 

l A 8 , 7 ^ 5 4 6 3 7 . 

PaíTí£f 
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bb 8 D' ' . 
P a l i a n d o a g o r a a c a l c u l a r a f o r m u l a — — — a . •—• — 

* - g 3 D 

7 0 4 4 8 
— - - — d . t e r e m o s 

34669 ' 

24669--' CL. 5, 607848? 
7 0 4 4 8 L . 4 , 8 4 7 8 6 8 7 

« - L . 8 , 7 9 5 4 6 3 7 

bb 
£ , 9, 2 5 1 1 8 0 9 . 

£ 
• D

 \ 
C a l c u l a n d o t a m b é m a f o r m u l a g — ( 1 p j ) j o , 1 9 6 

2 8 — • ? o , 196 , t e r e m o s 

8 8 0 6 C L . 5 , 0 5 5 2 2 1 j 
583 - - - - L\ 2, 7 6 5 6 6 8 6 
30, .196 £ . 1 ,4799494 

L g 0 , 3 0 0 8 3 9 3 . 

Ib 
A f o m a d o s I o g a r i t h m o s de — e de g d a r á po i s l bz s 

S 
9 , 5 5 2 0 2 0 2 , e c o n f e g u i n t e m e n t e lb — 9, 7 7 6 0 1 0 1 . O r a 

bb 
o e f p a ç o c o r r i d o x —b t— — . 0 , 6 9 3 1 4 7 2 , e o t e m p o 

& 
t S t ç " 5 logo em fim 

bb 
L g 9, 2fil3o9 l i 9 , 7 7 6 0 1 0 1 

2. 15 - - 1, 1 7 6 0 9 1 3 

0 , 9 5 2 1 6 1 4 

L . 0 , 6 9 3 & c - 9 , 8 4 0 8 2 5 4 

9 , 0 9 2 0 0 6 3 . 

O p r i m e i r o d e i t e s I o g a r i t h m o s c o r r e f p o n d e a 8, 9 5 5 7 , ç 
o f e g u n d o a o , 1 2 3 6 ; l o g o o e f p a ç o c o r r i d o p e l o g l o b o 
f e r á d e 8 , 8 3 2 1 p é s , o u d e 1 0 5 , 9 8 p o l l e g a d a s . A f i i m 
e f tá b e m c o n f o r m e a t h e o r i c a c o m a e x p e r i e n c i a , p o r q u e 
a a l t u r a c o r r i d a fo i de 1 0 5 , 13 p o l l e g a d a s . 

_ A s d u a s e x p e r i e n c i a s , q u e a c a b a m o s d e r e f e r i r , f o r a o 
f e i t a s n a a g u a ; a s f e g u i n t e s n o a r . 

393 EXFER. I I I , H u m g l o f c o d e v i d r o , q u e t i n h a ç p o l -
l e g a d a s 
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l e g a d a s d e d i â m e t r o , e 4 8 3 g r ã o s d e p e z o n o a r , g a f -

t o u 8 " — e m c a h i r d o a l t o d a I g r e j a d e S . P a u l o d e L o n -

d r e s , i f t o h e , d a a l t u r a d e 2 2 0 p é s d e I n g l a t e r r a . -

R e d u z i n d o t u d o á s no f l a s m e d i d a s , a c h a r e m o s q u e o 

g l o b o p e z a v a f f 6 , 1 3 g r ã o s n o a r , q u e t i n h a 0 , 3 9 1 1 1 

p é s d e d i â m e t r o , e q u e e m 8 " — c o r r e u o e f p a ç o d e 

2 0 6 - p é s . V e j a m o s p o i s , f e a t h e o r i c a p r e c e d e n t e dá 

2r 
e f t e e f p a ç o p o r r e f u l t a d o . 

C o m o t e m o s o d i â m e t r o a — o , 3 9 1 1 1 , f e r á o p e z o de 
h u m v o l u m e i g u a l d e a g u a t z a ' c • 7 0 , c u j a 

o 
8 j 0 m a p a r t e , o u 2 3 , 7 7 4 g r ã o s d a r á o p e z o d e h u m v o -

l u m e i g u a l d e a r . A l f i m t e r e m o s o p e z o d o g l o b o n o v á -

c u o de < 8 0 c r â o s , e — s r . C a l c u l a n d o p o i s a f o r -

O 23,77 
bb 8 D' 4*4? 

m u l a — — — a . — . o, 3 9 1 1 1 , a c h a r e m o s 
g 3 D 71,32. 

7 1 , 3 a - - - - - - - - C L . 8 , 1 4 6 7 8 3 7 
4 6 4 0 . . . . k . . - , . L . 3 , 6 6 6 5 1 8 0 
o, 3 9 1 1 1 - - T L . 9, 5 9 2 2 9 6 0 

bb 
L ~ L . I , 4 0 5 6 0 2 7 . 

D e p o i s c a l c u l a n d o a f o r m u l a g t z Ç i > ~ ^ ^ ? o , 1 9 6 — 

í l j , . 3 0 , 196, a c h a r e m o s 
58o 

5 8 0 - - CL . 7, 2 3 6 5 7 2 0 
$ 5 6 , 2 7 1 . 2 , 7 4 5 2 5 4 4 

3 0 , 1 9 6 - L . 1 , 4 7 9 9 4 9 4 

L g - - - - - - - - 1 , 4 6 1 7 7 5 8 . 

T o m a n d o a ^ m e t a d e d a f o m a d o s l o g a r i t h m o s de — e 

' d e 
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de g , t e r e m o s 11 — 1, 4 3 3 6 8 9 2 . E c o m o o e f p a ç o c o r -
bb 

r i d o he x — b t — — . o , 6 9 3 1 4 7 2 , e t — 3 " , 2 , a c h a -

r e m o s 
bb 

í - - - - - - 1 , 4 0 5 Í 0 2 7 L b 1 ,4336892 

Li - - - o, 9138138 L . 0 , 6 9 & c - 9 , 8 4 0 8 - 2 5 4 

2 , 3 4 7 5 0 3 0 1 , 2 4 6 4 2 8 1 . 

A o p r i m e i r o l o g a r i t h m o c o r r e f p o n d e 2 2 2 , 5 9 , e a o f e -
g u n d o 17 , 64-, l o g o w — 2 0 4 , 9 5 p é s . A d i f f e r e n ç a h e d e f é 
e m e i o n e f t e c a l o ; m a s r e f l e c t i n d o , q u e d o u s m i n u t o s 
t e r c e i r o s d e m a i s , o u d e m e n o s n a m e d i d a d o t e m p o , d e -
v i a õ p r o í u z i r o e r r o d e h u m p é n e f t a e x p e r i e n c i a , p ô -
d e d a r - f e a t h e o r i c a p ô r e x a f l a f u f f i c i e n t e m e n t e . 

3 9 4 ExrER. I V . H u m a b e x i g a e m f ó r m a d e g l o b o , q u e 
- -» j 

t i n h a J p o l l e g a d a s de d i â m e t r o , e de p e z o 99 —• g r ã o s , 
o 

g a f t o u 2 1 ' ' e m c a h i r d o a l t o d a c u p u l a d a m e f m a 
L o 
I g r e j a , q u e t e m d e e l e v a ç a S 2 7 2 pés . O u { r e d u z i n d o á s 

n o l f a s m e d i d a s ) h u m g l o b o d e o , 3 9 1 1 1 p é s d e d i â m e t r o , 

e d e 1 1 4 , 2 4 g r ã o s d e p e z o , c a h i o e m a i " ~ d a a l t u r a 
o 

d e 2 5 6 i p é s . 

P o r q u a n t o j á t e m o s a c h a d o q u e o p e z o d e h u m v o -
l u m e i g u a l d e a r h e d e 2 3 , 7 7 g r ã o s , f e g u e - f e q u e a b e -

D ' _ 1 3 8 
x i g a p e z a r i a no v á c u o 1 3 8 g r ã o s . L o g o t e r e m o s — — , 

D *h77 
8 D' 3 6 8 „ , 

7 - 7 a - " B - ~ — " • ° , 3 S > n i » e f i n a l m e n t e g t r 

D 

( 1 D ' ) J 0 ' 1 9 6 = • 3°> I f t o P o í t o > f o r m a -

t e m o s o c a l c u l o d a m a n e i r a f e g u i n t e 

£ 3 - 7 7 
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7 7 - * C L . 8 , 6 2 5 9 7 0 8 
3 6 3 L . 2 , 5 6 5 8 4 7 8 

0 , 3 9 1 1 1 - - - L - 9 , 5 9 1 2 9 6 0 

bb 
X . J - - - - - - - - o , 7 8 2 1 1 4 6 

2 . 0 , 6 9 3 & c 9 , 8 4 0 8 2 5 4 

o , 6 2 2 9 4 0 0 . 

A e f t e u l t i m o l o g a r i t h r a o c o r r e f p o n d e o n u m e r o 4 , 1 9 7 
bb. . 

Valor de — . cr, 6 9 3 1 4 7 2 . D e p o i s t e r e m o s 

1 3 8 C L . 7 , 8 6 0 1 2 0 9 

1 14 , 23 - - L . 2 , 0 5 7 7 8 6 F 

, IS>6 - - L • 1 , 4799494 
b h 

L — - - - - - - - - - - O , 7 8 2 1 1 4 6 
ê. 

L B 1 2 , 1 7 9 9 7 1 0 
- I , 0 8 9 9 8 ^ 5 

1* - I , 3 2 4 7 9 ^ 7 

íbt - - - 2 , 4 1 4 7 8 2 2 . 
A f l i m a c h a r e m o s b t de 2 5 9 , 8 8 7 p é s ; e t i r a n d o a p a r -
t e a c h a d a 4 , 1 9 7 , f e r á o e f p a ç o c o r r i d o 2 5 5 , 6 9 p é s . 
C o n f o r m e a e x p e r i e n c i a f o i d e 2 5 6 , 2 ; d o q u a l n a õ d i f -
f e r e o r e f u l t a d o da t h e o r i c a m a i s q u e m e i o pé ; e b e m 
f e v ê , q u e a m a i s l e v e i n e x a é t i d a õ d a p a r t e d a o b f e r v a -
ç a Ô p o d i a t e r o c c a í i o n a d o e f ta d i f f e r e n ç a . 

O e f p a ç o , q n e e f t e m o v e i t e r i a c o r r i d o n o Vácuo e m 
o m e f m o t e m ^ j f e r i a de 6 7 3 7 pés ; e d a h i f e vê a q u e 
e r r o s f e r e m o s e x p o f t o s , f e n e f t a e f p e c i e d e m o v i m e n t o s 
d e f p r e z a r m o s a r e f i f t e n c i a d o a r . 

Da trajectória dos graves lançados por qual-
quer direcção em hum meio refiHente. 

3 9 J T > U f q u e m e s a g o r a a t r a j e í t o r í a , q u e d e v e de f -
J 3 c r e v e r h u m p r o j e â i l , q u e f e n d o l a n ç a d o p o r 

q u a l q u e r d i r e c ç a õ e r a h u m m e i o d e u n i f o r m e r e f i f t e n c i a , 
h e 
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f o l l i c i t a d o pe la a c ç a õ c o n f t a n t e d a g r a v i d a d e p o r d i -

r e c ç õ e s e n t r e í i pa ra l l e l a s . 
Seja a o a n g u l o da p r o j e c ç a õ , b a a l t u r a d e v i d a á 

Ve loc idade d e l i a , v a a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e em. 
g T> 

q u a l q u e r p o n t o d a t r a j e í l o r i a , e — — a r e í i f t e n c i a d o 

m e i o p r o p o r c i o n a l ao q u a d r a d o da v e l o c i d a d e ; e t e r e m o s 

. £ V d x 
p o r e x p r e u a õ d a f o r ç a r e t a r d a t r i z h o r i z o n t a l — , e J k d f 

f t1 dv 
d a v e r t i c a l g - f - — " — — • D o n d e r e f u l t a Õ a s d u a s e q u a -

k ds 
ç õ e s f e g u i n t e s 

k d s \dt ' 

d a s q t ia i s f e d e d u z f a c i l m e n t e e f t a t e r c e i r a dv-\-dy + 
v d s 

— = ° " 

UU ds-
C o m o t e m o s p r — ^ — — 7 - , a p r i m e i r a e q u a ç a õ 

, • ^ d r , ' dx \ dx 
p o d e r e d u z i r - f e a e f t a f o r m a , H 2 d ] : — — o , 

k dt' dt 
s 

• . , , r , dx . . dx2 T 
c u j o in t eg ra l he . +2 l =5 12 g C, ou ~— e =: 

k dt d t-
— s 

d x- k 
ígC, ou v.——~Ce 

d s2 

k 
Se ja pois ago ra d y — p d x , e t e c e m o s v e s s 

s s 
k v d s k 

C Ç 1 + pp) , dm e * e — a C <> d p . ou 
k 

' dv 

\ 
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— s 

i>ds jT 
<íi» f • zCpdpzz — dy[ p e l a t e r c e i r a e q u a -

çaÕ ) — ~p d*t o u e dx+zCdpzz o. M u l t i p l i -

x 

á x ~7T 
c a n d o p o r V O + P P) Z=~T~ > t e r e m o s á r . e Hf. 

4 ,v 

2 C dp y ( i •+• p p ) — o, c u j o i n t e g r a l he fe e -f 

C p V C i - f p p ) - * - c í ( p - i - ^ O J = 

j 

i C á p V 1 

S u b í l i t u i n d o — em l u g a r de c } e f e p a r a n d o , 

t e r e m o s 
iijf " — dp 

2 k ~ / 

T a r a d e t e r m i n a r a s c o n f i a n t e s , r e c o r r e r e m o s á e q u a ç a 5 
— s 

d x2 

TJ . — rr C. e , e no p o n t o da p r o j e c ç a ô t e r e m o s 
d s2 

d x — d s. cof a, szzOjVzzb-, logo C zz b cof a2 . No 
s 

m e f m o p o n t o t e r e m o s p— tanga; l o g o a e q u a ç a õ ke 

• r C p / ( i - f p p ) 4 - C i ( p - f - V ( i -+- p p ) ) = C ' d a r á 

C ' fe fen a / i + « N 
~ + ^ - 7 — + 1 • A í l i m t e r 2 N rnf a * 

d» 

C t> cof a2 . cof a2 ^ cof a 

CX 
r e m o s . p o r e q u a ç a õ da t r a j e f l o r i a — z z 

2 fe 

( 

I 
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. 

r — — + ^ 1 R - ^ Y ) 
bcoja2 cof a2 * cof a ' 

expre f f aõ , q u e e m ge ra l n a ó l i e p o í f i v e l i n t e g r a r p o r n e -
n h u m dos m e t h o d o s c o n h e c i d o s . 

395 Se o m e i o r e í i f t e p o u c o , c o m o o a r , k f e r i h u -
ma q u a n t i d a d e m u i t o g r a n d e , e f e ao m e f m o t e m p o a a l -
t u r a b d e v i d a á v e l o c i d a d e d a p r o j e c ç a õ f o r m u i t o p e q u e -

k 
na , a q u a n t i d a d e f e r á m u i t o g r a n d e ; de f o r t e , q u e 

b cof a-
j e d u z i n d o o d e n o m i n a d o r a h u m a f e r i e r e f u l t a r n a o m e -
n o s h u m a i n t e g r a ç a õ a p p r o x i m a d a . M a s n a õ h e e f t e o c a -
f o , d e q u e f e t r a t a p r i n c i p a l m e n t e n a Balliftica, p o r q u e 
f e n d o a v e l o c i d a d e d o s p r o j e í l t i s qua l i f e m p r e m u i t o g r a n -
d e , a q u a n t i d a d e b v e m a f e r c o m p a r a v e l a h . 

3 9 7 C o m t u d o , f e o a n g u l o d e p r o j e c ç a õ h e p e q u e n o , 
f a c i l m e n t e f e c o n f e g u i r á a a p p r o x i m a ç a õ f e g j i n t e . 

C o m o p h e h u m a q u a n t i d a d e p e q u e n a , e m l u g a r <ie in -
t e g r a r m o s e x a c t a m e n t e a e q u a ç a õ 2 C d p V ( 1 ri- /' p ) 

s 

e k d s o, r e d u z a m o s K ( 1 + P P ) a h u m a f e r i e c o n -

' 1 1 , Ç „ „ 
v e r g e n t e 1 + — p2 — — p* — - p 6 — ps &c , e 

2 8 10 128 

teremos f d p V ( i -fc pp)=;C"+ p + ~p> — -t-
6 4 0 

— p ? — & c . E l t e i n t e g r a l d e v e t o m a r - f e d e m a n e i r a q u e 
.112 

d e f v a n e ç a , q u a n d o p ~ tang a ; e e o n f e g u i n t e m e n t e f e r á 

C" — — tang a — - Í - taug a ' • £ > t a n g a« — & c . L o g o a 
6 4 0 

d x 

e q u a ç a õ d a t r a j e f t o r i a f e r á — = 5 

— d p 
- ; ; 

j j j - ^ j * "*ng a—p-i- ~ (tang a ' - p<)~ ~CtaH «* - fO&e 

S e n d o p e q u e n o o a n g u l o da p r o j e c ç a õ , p o d e r á õ d e f p r e -

zar-
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z a r - f e as p o t e n c i a s f u p e r i o r e s d e tang a e d e f , e p ô r - f e 
p o r p r i m e i r a a p p r o x i m a ç a Õ 

dx — dp 

tang a — p 
2 h cof a2 

O i n t e g r a l d e f t a e q u a ç a õ he — + C =3 / (— * 

* k K zb ct>J a2 

tang a —p^ • e p o r q u e tang a tz p, q u a n d o * — o , f e r á 

r _ , fe x r 2 b ccfa . \ c — ' ~T7—7— , e -—— / r- í- (tanga-p) ! 2 b cof a2 k ^ k r j r 

k 
o u 

k 2 b cof a2 ' . T 
e — 1 =3 - ( tang a — p) . L o g o p 3 3 tang a 

x 
k f Y \ dy . 

2 b cof a2 

x 
k \ _ k 1T 

—;—rr- ; ax — — e d * c u j o i n t e g r a l he 
zbcoja-y 2 b cof a2 

x 

( , \ y — <tang a + — ) * —( e — 1 ) 5 v 2 b coj a2 J 2 bcnfa* v ' 

e e f t a he a e q u a ç a õ da t r a j e í f o r i a . 

3 9 8 R e p r e f e n t e m o - l a p e l a c u r v a A MB ( F i g . 1 5 6 . ) , ' 

e d i m i n u a m o s as o r d e n a d a s da q u a n t i d a d e N P zz C A 5: 

— , d e f o r t e q u e o p o n t o C f e j a a o r i g e m das 
2 b cof a2 

a b f c i f í a s , e M N a o r d e n a d a . A í f i m t e r e m o s por equaçaõ 
ás c o o r d e n a d a s C N ( t f ), e M N (>>) , 

x 
r k \ k2

 " f e -

y =3 tf I a + — - — - — ] - — e ; 
2 b cof a2' 2bcofa-

C o n d u z a - f e p e l o p o n t o C a r e f l a I ^ e faça com Cif 
hum 
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f i a m a n g u l o G , d e m a n e i r a q u e f e j a tang C s t/mga-f 

' k G \ 
— — ; l o g o f e r á — * ( tang a - r —;—— ) , 

2 bcofa* 2 I CO/A- ' 
x 

k- " k " 
e c o n f e g u i n t e m e n t e O , A I — :— e : p o r é m x — 

B 2 b coj a-
C g , . cofG l o g o e n t r e C g ^ c 2 , -M , q u e p o d e r e m o s c h a -
m a r e t e r e m o s a e q u a ç a õ 

x1 cof. e 
L 3 i 

> ' — T-? í k 
* 2 b cofa-

D o n d e f e f e g u e , q u e a c u r v a A M h e h u m a l o g a r i t h m i -
c a , q u e t e m p o r a f y m p t o t a t g , , c u j a s o r d e í i a d a s v e r -
t i ca i s f a z e m c o m a m e f m a a f y m p t o t a h u m a n g u l o , c u j a 

fi 
c o t a n g e n t e — tang a -i — - , f e n d o a f u b t a n g e n t e 0 2 bcofa- < 

A k 

aa c u r v a — — • 
cofG 

O p o n t o O m a i s e l e v a d o f e a c h a r á , f u p p o n d o — o . 

x 

E n t a õ tang a — 
1 - ( « ' - ) = ' 2 b coj 

h l ^ 1 + 2 ^ ; l o g o a m a i o r e l e v a ç a Õ 01 s 

(, . k2 n /* bfen 2 a\ , 
k </IB£ « - f - ^ j f n - — . — ) - k 

, 2 6 eofa2 / ^ k X 
A amplitude AS fe scha pondo y — oj e teremos 

J» 

* a + * — ( e * - O , 
v a bcofa2/ 2 bcofa* \ 

* 

f>n f "1 ^ fen 29 m ~ ~ — I — ^ ; e q u a ç a õ , q u e p o r m a t o r 

k 

brevidade efcreveranios defta forma x — 1 £ . Mas 

n a õ 
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n a ó p ô d e r e f o i v e r - r e , f e n a õ p o r m e i o d e f a l f a s p o í i ç o e n s ^ 
c o m o l o g o v e r e m o s . 

3 9 9 E i f a q u i a l g u m a s e x p e r i e n c i a s , f o b r e a s q u a i s f a r e m o s 
a g o r a e n f a y o d a t h e o r i c a p r e c e d e n t e . T o d a s e i l as f o r a õ f e i -
t a s c o m h u m c a n h a õ d e 2 4 c a r r e g a d o c o m 9 a r r á t e i s d e p o l -
v o r a . 

| ÂNGULOS 
j de projecção 

. 
AMPLITUDES 

Obferiadas 

1 0 1 1 ' 3 0 0 1 . 

4 8 2 0 

J f 1 6 7 5 

2 0 1 7 4 0 
182$ 

3 ° 1 9 1 0 

3 5 2 0 2 0 
• 4 0 2 0 5 0 

4 5 2 2 0 0 
L . . . . 

M a s h e n e c e l f a r i o a n t e s d e t u d o d e t e r m i n a r a q u a n -
t i d a d e f e . P a r a i f fo r e f l e c t i r e m o s , q u e t e m o s r e p r e f e n t a d o a 

_ , . f v 11 u . _ , , - , . 
r e f i f t e n c i a p o r •— — — . A í h m fe he a a m e t a d e do 

. k 2 k 

q u e a c i m a t e m o s d e f i g n a d o p o r — ( n. 3 8 6 . ) ; e con fe -

4 D ' 
g u m t e m e n t e fer: — . — a'. f e n d o a' o d i â m e t r o da ba l» . 

3 D 

O d i â m e t r o d a s b a l a s de 24 he de c — p o i l e g a d a s , 
9 

4 9 
o u d e — t o e f a s . A d e n f i d a d e d o a r h e p a r a a d o f e r -

9.7 2 
r o f u n d i d o , d e q u e e f t a s b a l a s f e f a z e m , c o m o 1 para 

6 0 4 7 . L o g o fe — — . 6047 . —— — 609.677 t o e f a s ; c 
3 9 - 7 2 

c o n f e g u i n t e m e n t e l k = 2, 7 8 5 0 9 9 8 . 
D e t e r m i n e m o s a g o r a a q u a n t i d a d e h , ou a a l t u r a d e -

v i d a á v e l o c i d a d e d a p r o j e c ç a ô . N a p r i m e i r a e x p e r i e n c i a 
t e m o s 
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t e m o s o a n g u l o de p r o j e c ç a õ a — n ' , e a a m p l i t u -
de o b f e r v a d a x — j o o t o e f a s , q u e he o a l c a n c e de f o n . 
to em tranco , a í f i m c h a m a d o , p o r q u e a l i n h a de m i r a 
p e l o razo dos metais f az c o m o e i x o d a p e ç a h u m a n -
gu lo d e I I ' . I f t o p o f t o , t o d a s a s q u a n t i d a d e s q u e 

b ftn ia 
e n t r a o na e q u a ç a õ f u n d a m e n t a l % — i -J — fe d e -

K 

X 

t e r m i n a r á õ f a c i l m e n t e . P o r q u e e ^ h e o n u m e r o , c u -

j o l o g a r i t h m o h y p e r b o l i c o h e — , o u c u j o l o g a r i t h m o o r -

. , * 3 0 0 d m a r i o he — . o , 4 ] W 4 f — • o , 4 ] 4 í 9 4 f ~ 
K 6 0 9 , 6 7 7 

c , 2 1 3 7 0 0 6 . L o g o e k — 1 , 6 3 5 6 8 8 3 . T e r e m o s p o i s 

X " C L . o , 3 0 7 9 7 8 f 

c , 6 3 5 6 8 8 3 - L . 9 , 8 0 3 2 4 4 2 

I s • ' O, I I 1 2 2 1 7 

. _ "_. b fen ia 
A f f i m a c h a r e m o s a S r 1 , 2 9 1 8 8 2 . L o g o — - — — 

o , 2 9 1 8 8 2 
o, 2 9 1 8 8 2 , o u b — ——• 7- ; e c o n t i n u a n a o o c a l -

. fen 2 0 2 2 ' 

c u l o p o r l o g a r i t h m o s , t e r e m o s 

fen2o 2 2 ' - C L . r , 3 8 4 1 0 9 0 
o , 2 9 1 8 8 2 - - L . 9 , 4 6 5 2 0 7 3 

. k - L , 2 , 7 8 5 0 9 9 8 

- - 6 3 4 4 1 ^ 1 -

S e r á po i s b — 4 3 0 9 t o e f a s . H u m c a l c u l o a b f o i u t a -
m e r . t e f e m e l h a n t e d a e x p e r i e n c i a f e i t a p e l o a n g u l o d e 
4o d a r á i = 4 8 6 3 ; e p e l o a n g u l o de 1 5 o , i> — 
l o m a n d o p o i s o r n e i o e n t r e e f t e s t r e s r e f u l t a d o s , p o d e m o s 
f u p p o r q u e a a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e d e p r o j e c ç a õ , 
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e r a n e f t a s e x p e r i ê n c i a s de 4 8 1 1 t o e f a s , e q u e a forÇ3 
d a p o l v o r a d a v a p o r c o n f e g u i n t e á ba lá h u m a v e l o c i d a -
d e d e 1 3 2 0 p é s , o u d e 2,2,0 t o e f a s p o r f e g u n d o . 

S e n d o a í f i m d e t e r m i n a d o e f t e v a l o r , c a l c u l e m o s a s a m -
p l i t u d e s q u e a t h e o r i c a d á p a r a c a d a h u m a das i n c l i n a ç o e n s 
a p o n t a d a s n a T a b o a p r e c e d e n t e , e v e j a m o s l e e l l a s c o n -
c o r d a õ c o m a s o b f e r v a d a s . 

I. Para o a lcance de ponto em branco , pelo angulo de 
p r o j e c ç a õ I 0 I I ' , t e r e m o s po i s a e q u a ç a õ A 1 -+-

b 
^ f en 2 ° 22 ; e c a l c u l a n d o - a p o r I o g a r i t h m o s , a c h a r e m o s 

6 0 9 , 6 7 7 C L . 7 , 2 1 4 9 0 0 2 
4 8 1 1 1 . 3 , 6 8 3 1 3 7 1 
fen 2 ° 2 2 ' 1 . 8 , 6 1 5 8 9 1 0 

9, Ç139-8J. 

E f t e u l t i m o l o g a r i t h m o c o r r e f p o n d e a 0 , 3 2 6 5 3 • , e c o n -
f e g u i n t e m e n t e t e r e m o s 1 , 3 2 6 5 3 ^ 

x 

. * V 

S e j a p o i s — =2 o , 5 ; e t e r e m o s e — i , 6 4 9 , e sS 

1 , 2 9 3 , c o m o d e f e i t o dé 0 , 0 2 8 . 
x 
—1 

X 1, S e j a — o, 5 t ; t e r e m o s e * — 6 6 5 , e z — 

1 , 3 0 4 , c o m o d e f e i t o d e 0 , 0 2 2 . A í f i m d i r e m o s : a d i f -
l í e r e n ç a d o s d o u s e r r o s o , 0 0 6 h e p a r a o m e n o r d e l l e s 
0 , 0 2 2 , c o m o a d i f f e r e n ç a d a s h y p o t h e f e s 0 , 0 1 h e p a r a 

h u m q u a r t o t e r m o ; l o g o = 546, . 
A» 

x „ . # _ T 
S e j a - o, 55 ; t e r e m o s e 1 , 7 3 3 2 5 3 , * e % 3 

3332 c o m o exceíTo d e 0 , 0 0 5 7 . F a z e n d o 
r« 

# 

o, 5 4 5 , t e r e m o s e k = i, 7 2 4 6 0 8 , e a — 1 , 3 2 9 5 , c o m 
o e x c e l i b de o , 0 0 3 . A l í i m t e r e m o s o , 0 0 3 7 : o , 0 0 3 = s 

0 , 0 0 5 V 
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f e , 0 0 5 : o , 0 0 4 , q u e n o s dá — — 0 , 5 4 1 j e c o m o e f t e v a -

l o r he a í faz e x a & o , f e r á a a m p l i t u d e q u e b u f c a m o s * c 

fc • O) 5 4 ' =r 33° t o e f a s . 
I I . N o t i r o p e l o a n g u l o d e 4 0 , h a v e m o s d e r e f o l v e r 

b 
a e q u a ç a S % — 1 -í< — fen 8 » j e p r a t i c a n d o do m e f m o 

m o d o , t e r e m o s 
b 

8 9 8 0 3 7 $ 

Jen — • - L . 9, 1435?*? 

o, 0415926» 

A e f t e l o g a r i t h m o c o r r e f p o n d e o n u m e r o 1 , 1 0 0 5 ; l o g o 
x 

• . ÍÍ 4 t * 
a — 2, i c o j . S e j a ~ — — ; t e r e m o s í K ~ 7936 , e 

k 3 
/c 

« £ = 1 , 0 9 5 2 , c o m o d e f e i t o d e o , 0 0 5 3 . S e j a — = 5 1 , 3 5 ; 
* * 

t e r e m o s e k — 3, 8 5 7 4 , e % — 2, 1 1 6 6 , c o m o e x c e f l o 

d e 0,0161. A í E m d i r e m o s 0,0214:0,0053 i : i 
60 

0 , 0 0 4 1 2 8 ; l o g o 1 - H h o , 004128 s i , 3375 , e # 
k 3 

t r 8 1 5 t o e f a s . 
I I I . P e l o a n g u l o d e 1 5 o t e r e m o s a e q u a ç a S z z í I •+• 

i > i i . * 
/ f» 30° - 1 + — • ~ =5 4)9 í37' Seja J =5 M > terc 

x 

m o s t k 12,180 , e % 4,471 c o m o d e f e i t o d e 0,481. 
K 

S e j a - - e? 2,6 j t e r e m o s e ^ — 13,464, e % 4,794 c o m 

0 d e f e i t o d e 0,160. D i r e m o s p o i s 0,312 : 0,160 : : o , i : 

p , o j j e f e r á ~ — a , 6 j . 

B Seja 
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x 

* ~~k 
Se ja p o i s zz, 2 , 6 5 ; e a c h a r e m o s e — 1 4 , 1 5 4 0 4 , 6 

a — 4 , 9 6 3 8 c o m o e x c e f f o de 0 , 0 1 0 1 . Se j a — 55 2 , 6 4 e 

d a r á ff ^ — 1 4 , 0 1 3 2 0 , e % — 4 , 9 2 9 2 c o m o d e f e i t o de 
0 , 0 2 4 5 . A f l i m t e r e m o s 0 , 0 3 4 6 : 0 , 0 2 4 5 : : 0 , 0 1 : 0 , 0 0 7 i 

x 
d o n d e v e m — = 2 , 6 4 7 , e # == 1 6 1 4 t o e f a s . 

i 
I V . P e l o a n g u l o de 2 0 o , f e r á x — 1+ — fen 4 0 o ; S 

a f l i m t e r e m o s 
jj 

~ I . 0 , 8 9 8 0 3 7 3 

fen 4 0 o - X . 9 , 8 0 8 0 6 7 5 ^ 

0 , 7 0 6 1 0 4 8 . 

A e f t e J o g a r i t h m o c o r r e f p o n d e o n u m e r o 5 , 0 8 2 8 ; l o g o 4 
x 

~ 6 , 0 8 2 8 . S e j a s 3 j l o g o e * — 2 0 , 0 8 5 , e x - 6 , 3 ^ 

-

e o m o e x c e f f o d e o , a 8 . S e j a — 2 , 9 ; l o g o e s : 

1 8 , 1 7 5 , e x = s 5 , 9 2 c o n i o d e f e i t o d e o , i 6 . A f l i m t e r e * 
tt 

m o s 0 , 4 4 : 0 , 1 6 1 : 0 , 1 : 0 , 0 3 7 ; d o n d e f e r á ~ 2 , 9 3 7 « 

e * — 1791 t o e f a s . 
V . P o r h u m c a l c u l o f e m e l h a n t e a c h a r e m o s p a r a o t i r o 

x 
w k 

de 2 5 o x — 7 , 0 5 7 4 7 . F a z e n d o po i s — s 3 , 1 • , t e r e m o s ff 

= 2 2 , 1 9 3 , e x — 6 , 8 3 9 c o m o d e f e i t o de 0 , 2 1 8 . E fo i 
x 

X 
z e n d o z s 3 , 2 ; t e r e m o s f f " = 5 2 4 , 5 3 3 , c x = 5 7 , j 5 4 

c o m o e x c e f f o d e 0 , 2 9 7 . P e l o q u e a p r o p o r ç ã o 0 , 5 1 5 ? 
• ,• 0 , 2 1 8 í 
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: : 0 , 1 ; 0 , 0 4 2 3 d a r á — 3 , 1 4 2 3 , e * — 1 9 1 6 

t o e f a s . 
V I . Do m e f m o m o d o p a r a o t i r o de 3 0 o ; f e r á x z z 

x 
x T 

7 , 8 4 8 1 . S u p p o n d o — =: 3 , 3 *, a c h a r e m o s e zz 2 7 , 1 1 , e 

x 
zzz 7,91 c o m o e x c e í f o de 0 , 0 7 . S u p p o n d o - r zz 3 , 2 5 ; 

« * 

a c h a r e m o s e ^ — 2 5 , 7 9 , e x ~ 7 , 6 3 c o m o d e f e i t o de 
0 , 2 2 . D o n d e a p r o p o r ç a õ 0 , 2 9 : 0 , 2 2 - : : 0 , 0 5 : 0 , 0 3 8 d a r á 
x 

rr 3 , 2 8 8 , e x 'zz 2 0 0 5 t o e f a s . 

V I I . P a r a o t i r o de 3 5 o , t e r e m o s x z z 8 , 4 3 0 6 . P o r é m 
x 

x T 
f u p p o n d o 3 3 , 4 , a c h a r e m o s e — 2 9 , 9 6 4 , c x — 

8 , 5 1 9 c o m o e x c e í f o de 0 , 0 8 8 ; e f u p p o n d o -r zz 3 , 3 9 9 
K 

X 

t e r e m o s e ^ z z 2 9 , 6 6 6 , e x ~ 8 , 4 5 6 c o m o exceíTo d e 
0 , 0 2 5 . Será p o i s 0 , 0 6 3 : 0 , 0 2 5 : : 0 , 0 1 : 0 , 0 0 4 ; e t i r a n d o 

- x 
e f t e u l t i m o t e r m o de 3 , 3 9 , t e r e m o s — ~ 3 , 3 8 6 , e * zz 

K 
2 0 6 4 t o e f a s . 

V I I I . P a r a o t i r o de 4 0 o , a c h a r e m o s x zz 8 , 7 8 7 3 ; e f u p -

x 
X ' ' 

p o n d o —< ~ 3 , 4 5 , f e r á e * — 3 1 , 5 0 0 4 , e x = 8 , 8 4 1 c o m 
x 

4> e x c e í f o de 0 , 0 5 4 i f u p p o n d o p o r é m — ^ 3 , 4 4 , f e r á 

x 

fe 

e — 3 1 , 1 8 7 , e x — 8 , 7 7 5 c o m o d e f e i t o de 0 , 0 1 2 . A f -

f im a p r o p o r ç a õ 0 , 0 6 6 : o , 0 1 2 : 1 0 , 0 1 : p , o o i 8 d a r á — =r 

, ç * — 2 9 9 8 t o e f a s . $ 3 Í X . 
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I X . E m f i m p e l o a n g u l o d e 4 ; 0 , t e m o s 2 , 9 0 7 $ ; # 

f u p p o n d o — zz 3 , 4 5 , a c h a r e m o s a — 8 , 8 4 1 c o m o d e f e i t o 

x 
de 0 , 0 6 6 • , p o f e ' m f u p p o n d o — 3 , 4 6 , a c h a r e m o s x — 

K 
8,9066 , v a l o r f u f í i c i e n t e m e n t e e x a c t o , q u e d a r á X — 211Í 
t o e f a s . 

M a s a f i m d e m e l h o r f e p o d e r e m c o m p a r a r o s r e f u l t a * 
d o s d a e x p e r i e n c i a c o m o s d a t h e o r i c a , a j u n t a r e m o s a q u i 
a T a b o a f e g u i n t e . 

1 
Ângulos de Amplitudes Amplitudes Diffe- ^ 
projecção obfervadtis cãlcnlaias reríças 

Io u ' 300 T 330 •f* 30 
4 820 815 - 5 

1614 - 61 
20 1740 1791 + 51 

182$ 1916 + 91 
30 1910 200f + 91 
3f 2020 2C 64 -b 44 
4o 2050 2098 + d8 
4J 2200 21 IO - 90 

|_ 

E l t a T a b o a f o i c a l c u l a d a , c o m o f e t e m v i d o , n a f u p p o f í Ç á S 
cie q u e a f o r ç a d a p o l v o r a i m p r i m i a n a s ba l a s h u m a v e l o -
c i d a d e d e v i d a á a l t u r a d e 4 8 i r t o e f a s , q u e h e h u m m e i o 
d e d u z i d o d a s t r e s p r i m e i r a s o b f e r v a ç õ e s . A p e ç a e r a d e 
24, e a c a r g a de 9 a r r a t e i s , c o m o já d i l f e m o s . 

C o m p a r a n d o po i s a s a m p l i t u d e s o b f e r v a d a s c o m a s q u e 
d á a t h e o r i c a à p p r o x í m a d a , ' d e q u e n o s t e m o s f e r v i d o , h e 
f á c i l d e v e r q u e c o n c o r d a Õ f u f í i c i e n t e m e n t e . M u i t o m a i s , 
a d v e r t i n d o q u e e í t as e x p e r i e n c i a s n a õ p o d e m f a z e r - f e c o m 
a e x a f t i d a õ q u e e r a n e c e f f a r i a p a r a v e r i f i c a r h u m a t h e o r i a . 
P o r m a i s c u i d a d o q u e f e p o n h a e m f a z e r t o d a s a s c o u f a s 
i g u a i s n e f t a e f p e c i e d e p r o v a s , f u c c e d e m u i t a s v e z e s q u e 
p e i o m e f m o a n g u l o , e c o m a m e f m a c a r g a , d i í f e r e m a9 
a m p l i t u d e s de ço , e a i n d a de 1 0 0 t o e f a s . A m a i o r d i f f e -
x e n ç a , q u e t e m o s a c h a d o , h e d e 9 j t o e f a s , q u e f a õ p r o x í -

m a m e a -
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f h a m e n t e a v i g e f i m a p a r t e da a m p l i t u d e ; e e f t e e r r o p a -
r e c e a n t e s p r o c e d e r d a e x p e r i e n c i a . F o r q u e n o c a f o d e 
q u e o a n g u l o d o m a i o r a l c a n c e fo l f e r e a l m e n t e d e 4 5 o , 
o q u e he q u a n d o m e n o s d u v i d o f o , a d i f f e r e n ç a d o s a l c a n -
c e s d e 4 5 o e 4 0 ° d e v e r i a f e r m e n o r q u e a d o s q u e c o r -
r e f p o n d e m a 4 0 o e 3 5 o , c o m o fe f a b e p e l a n a t u r e z a d o s 
w m i m o s . A l f i m d e v e r i a f e r a a m p l i t u d e d e 4 5 o m e n o r q u e 
2O8O , q u a n d o a e x p e r i e n c i a a dá de 2 2 0 0 t o e f a s . 

SE C CAO II. 
i 

t)0 MOVIMENTO DE HUM CORPO SOBRE HUMA 
UNHA DADA. 

4 0 0 Ç * U p p o n h a m o s I O , q u e O m o v e i h e h u m p o n t o 
O p h y i i c o d e h u m v o l u m e i n f i n i t a m e n t e p e q u e n o . 

, q u e a l i n h a f o b r e a q u a l fe m o v e n a õ l h e p e r m i t t e o 
d e f v i a r - f e d e l i a , c o m o p o r e x e m p l o o f a r i a h u m c a n a l , 
c u j o d i â m e t r o fo f l e i g u a l a o d o c o r p o . 3 0 , q u e o c o r p o 
f e p ô d e m o v e r l i v r e m e n t e p o r e f t e c a n a l , f e m e x p e r i m e n -
t a r f r i c ç a õ a l g u m a . 

4 0 1 H u m c a n a l d e l i a f o r m a naÕ p o d e r á po i s d e l t r u i r , 
f e n a õ o s m o v i m e n t o s q u e l h e f o r e m p e r p e n d i c u l a r e s ; e p o r 
e o n f e g u i n t e , a r e í i f t e n c i a q u e p r o v e m d e f t a c a u f a f e e x e r -
c i t a r á t o d a p e r p e n d i c u l a r m e n t e á l i n h a d e f c r i t a p e l o m o v e i , 
d e m a n e i r a q u e n a õ r e f u l t a r á d a h i f o r ç a n e n h u m a t a n g e n -
c ia l , q u e l h e a l t e r e a v e l o c i d a d e . L o g o , f e o c o r p o f e m o -
v e r e m v i r t u d e d e h u m i m p u l f o p r i m i t i v o , e o f e u m o v i -
m e n t o n a õ f o r a l t e r a d o p o r f o r ç a n e n h u m a a c c e l e r a t r i z , 
p o r q u a l q u e r c u r v a q u e f e j a o b r i g a d o a m o v e r - f e , t e r á e m 
t o d a a p a r t e a m e f m a v e l o c i d a d e • , e c o n f e g u i n t e m e n t e , d e f -
c r e v e r á a r c o s i g u a i s e m t e m p o s i g u a i s . 

4 0 2 M a s f e m r e c o r r e r a h u m c a n a l i z e n t o d e f r i c ç a õ , 
p ô d e f a z e r - f e m o v e r h u m c o r p o e m q u a l q u e r l i n h a d a d a , 
c o n f o r m e o m e t h o d o d o c e l e b r e H u y g h e n s . S e j a A A í a l i -
n h a d a d a ( F i g . 1 5 7 . ) , BN a f u a e v o l u t a , e MN o r a i o o f -
c u l a d o r n o p o n t o M . T o m a r - f e - h a p o i s h u m f i o i n e x t e n f i v e l 
MNC , q u e p o r h u m a p o n t a f e f i x a r á n o p o n t o C d a e v o -
l u t a , d e m a n e i r a q u e po í fa a p p l i c a r - f e í o b r e a l a m i n a CNBi 
€ p e l a o u t r a p o n t a f u f t e n t a r á o c o r p o , q u e n o f e u m o v i -
m e n t o f e r á f o r ç a d o a d e f e r e v e r a curva d a d a A M. 

Ben 



T R A T A D O 

B e m f e v ê , q u e h u m m o v e i n a õ p ô d e f e r d e f t a m a n e i -
r a c o n l t r a n g i d o n a f u a d i r e c ç a õ , f e m q u e r e f u l t e h u m a 
p r e í f a õ c o n t i n u a f o b r e a l i n h a d o f e u m o v i m e n t o , o u ( q u e 
v e m a f e r o m e f m o ) f e m q u e o fio da e v o l u t a n a õ e x p e r i -
m e n t e h u m a c e r t a t e n f a õ . L o g o , f e e m f e n t i d o c o n t r a r i o 
f e a p p l i c a í f e a o m o v e i h u m a f o r ç a i g u a l a e f t a p r e l f a õ , h e 
e v i d e n t e q u e d e f c r e v e r i a a m e f m a c u r v a m a s e n t a õ f e -
r i a o m o v i m e n t o l i v r e . 

S u p p o n h a i n o s , q u e e l l e f e m o v e p e l a c u r v a A M em. 
v i r t u d e d e h u m a i m p u l f a õ p r i m i t i v a , f e m f e r p e r t u r b a d o 
p o r p o t e n c i a a l g u m a , e c h a m e m o s F a f o r ç a da p r e l f a õ 
q u e e l l e e x e r c i t a f o b r e a c u r v a A M , f e g u n d o a p e r p e n -
d i c u l a r N M . S e e f t a f o r ç a , c o n l i d e r a d a c o m o f o r ç a a c c e -
l e r a t r i z , f e i m p r i i n i . f ; n o m o v e i p e l a d i r e c ç a õ o p p o f t a 
M N , a t r a j e í l o r i a A M f e r i a p o r e l l e d e f c r i t a c o m m o -
v i m e n t o l i v r e . P o r é m F n e f t e c a f o he a f o r ç a n o r m a l • , l o -
g o t e r á p o r v a l o r o q u i d r a d o d a v e l o c i d a d e u u d i v i d i d o 
p e l o r a i o o f c u l i i o r M N ( n . 2 8 0 . ) . 

E í l e m e f m a h e po i s o v a l o r d a p r e l f a õ d o m o v e i f o b r e 
a c u r v a , ou da t e n f a õ do f io , c h a m a d a c o m u m m e n t e For-
ç a centrífuga. E l l a d e . i o m i n a ç a õ p r o c e d e u d e q u e t e n d e n d o 
o m o v e i p e l a f u a i n é r c i a a m o v e r - f e u n i f o r m e m e n t e , c 
e m l i n h a r e d t a , n a õ p ô d e f e r c o n í t r a n g i d o a d e f e r e v e r 
h u m a l i n h a c u r v a , f e m f a z e r h u m e s f o r ç o c o n t i n u o a e f -
c a p a r p e l a t a n g e n t e , e a f a í h r - f e d o c e n t r o d o f e u m o v i -
m e n t o . 

40? Logo a força centrífuga he igual ao quadrado da 
'velocidade dividido pelo raio ofculador ; e confeguintemente 
hs para a força da gravidade , corno a altura devida d veloci-
dade do movei para ametade do mefmo raio ofculador. Mas naõ 
d e v e p o r i í fo e n t e n d e r - f e , q u e a f o r ç a c e n t r i f u g a d e p e n d e 
d a g r a v i d a d e ; p o r q u e o m o v e i f e m p r e e x e r c i t a r i a 3 f u a 
p r e í f a õ f o b r e a l i n h a d o m o v i m e n t o , a i n d a q u e n a õ e x i f -
t i l f e a f o r ç a d a g r a v i d a d e . 

4 0 4 Q j a i f q u e r q u e f e j a õ p o r o u t r a p a r t e a s f o r ç a s , q u e 
f o l l i c i t a õ h u m c o r p o n a f u a t r a j e c t ó r i a , f e m p r e p o d e m r e -
d u z i r - f e a d u a s , h u m a t a n g e n c i a l T , e a o u t r a n o r m a l N . 
A p r i m e i r a f e r v i r á de a l t e r a r a v e l o c i d a d e do m o v e i , e t e -
r e m o s g d v z z T d s ; e a f e g u n d a p r o d u z i r á h u m a n o v a p r e f -
f a õ f o b r e a c u r v a d e f c r i t a , d e m a n e i r a q u e o b r a n d o p a r a 

g m e f m a p a r t e q u e a f j r ç a c e n t r i f u g a — , a p r e f f a õ < o t a f 
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uu 

f e r á + N , e o b r a n d o em d i r e c ç a õ o p p o f t a , a p r e f l a õ 
R 

uu 
f e r á t a õ f o m e n t e — — N. 

R 
N e f i e u l t i m o c a f o a p r e f l a õ f e r á n e n h u m a , q u a n d o f o r 

uu 
- — z z N ; e e n t a õ d e f e r e v e r á o m o v e i l i v r e m e n t e a c u r v a 
a 

p r o p o f t a . P o r i l fo e f t a h e a m e f m a e q u a ç a õ , q u e a c h a m o s 
p a r a o s m o v i m e n t o s l i v r e s ( n . 2 8 0 . ) . 

4 0 5 P o r m e i o d a f o r m u l a g d v — T d s , e d a e q u a ç a õ 
c o n h e c i d a d a c u r v a , a c h a r e m o s a v e l o c i d a d e d o m o v e i e m 
q u a l q u e r p o n t o . O t e m p o f e a c h a r á , i n t e g r a n d o a f o r m u l a 
ds 

~ ; c a p r e f l a õ f o b r e a t r a j e f k o r i a f e r á r e p r e f e n t a d a p o r 

uu " • 
— + N . M a s e f t e u l t i m o e l e m e n t o n a õ h e n e c e í f a r i o p a -
R 

r a c o n h e c e r o m o v i m e n t o d o c o r p o . 
4 0 6 S e j a BM a l i n h a d a d a ( F i g - 1 * 8 . )> -AP o f e u 

e i x o , X e Y a s d u a s f o r ç a s a c c e l e r a t r i z e s d i r i g i d a s , h u -
m a p o r M N p a r a l e l a m e n t e a A P , e a o u t r a p o r PM. 
S e j a P a p r e f l a õ t o t a l f o b r e a c u r v a , f e g u n d o a p e r p e n d i c u -
la r O M . S e e f t a f o r ç a f e a p p l i c a r p o r h u m a d i r e c ç a õ c o n -
t r a r i a MO , o m o v i m e n t o f e r á l i v r e . R e f o l v e n d o p o i s a 

. f o r ç a P p o r M O e t n d u a s , h u m a p e l a d i r e c ç a õ M N , q u e 
pdy 

f e r a = — — , e a o u t r a p e l a d i r e c ç a õ M Q,, q u e f e r á s ; 
ds 

Pdx 
— — ; t e r e m o s 

£ f u b f t i t u i n d o — 1 e m l u g a r d e d t , 
u 

1 ~ . / u d x \ / dx\ , dx 

rds 
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^ ds / \ds J ' as 
M u l t i p l i c a n d o a p r i m e i r a p o r d x , e a f e g u n d a p o r dy> 

a f o m a d o s p r o d u c l o s d a r á ( X d x -+• Ydy~) ds — 

, r d st , / d* \ dy , / d y \ -, 

*Bíif [ z ^ t + dl-d(d7) ] + « 
K i « rs X d « 4- Y d y ; e q u a ç a õ , q u e c o i n c i d e c o m a o u t r a 
í d v —Tds. 

D o m e f m o m o d o , h a v e n d o m u l t i p l i c a d o a p r i m e i r a 
p o r dy , e a f e g u n d a p o r d x, a d i f f e r e n ç a d o s p r o d u f t o s 

dará ( X d y - F d * ) d s + P 4s* — « « d x f ^ d f — ^ 
Ldx \ d . r / 

u~-dx* ,/dys. „ , 

d si 
O f c u l a d o r R ; l o g o 

-"""(-D 
»* Ydx — Xdy 

P — — _ o 
i t ^ dx 

D o n d e f e v ê , q u e n a õ h a v e n d o f o r ç a a l g u m a a c c e l e r a -
«s 

t r i z , a p r e l f a õ f o b r e a c u r v a d e v e f e r — • ; e q u e h a v e n d o 
R 

p o t e n c i a s a c c e l e r a t r i z e s , a p r e f f a õ d a f o r ç a c e n t r í f u g a h e 
a u m e n t a d a o u d i m i n u í d a d a f o r ç a n o r m a l , c o n f o r m e a d i -
r e c ç ã o d e l i a . E h e p r e c i f a m e n t e o m e f m o , q u e a c i m a a c h á -
m o s , c o n í t d e r a n d o o m o v i m e n t o d e o u t r a m a n e i r a . 

E i f a q u i e m p o u c a s p a l a v r a s o m e t h o d o g e r a l d e c a l c u -
l a r o m o v i m e n t o d e h u m c o r p o f o b r e h u m a l i n h a d a d a . 

ApplicaçaÕ da Theorica precedente a alguns 
cafos particulares. 

S > 
U p p o n h a r a o s , q u e h u m m o v e i e f t á f u f p e n f o d e 
h u m fio a t a d o p e l a o u t r a e x t r e m i d a d e a h u m 

p o n t o f ixo. S e e f t e m o v e i f o r i m p e l l i d o p o r q u a l q u e r d i r e c -
ç a õ 

, q u e n a õ f e j a a do m e f m o f io , d e f c r e v e r á n e c e í T a r i a -
m e a t e a c i r c u m f e r e n c i a d e h u m c i r c u l o a o r e d o r d o p o n t o d e 
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â ê f u f p e n f a ó , e i f lo c o m m o v i m e n t o u n i f o r m e , f e naÕ 
h o u v e r p o t e n c i a q u e l h e a l t e r e o m o v i m e n t o i m p r - f l o . 

Seja V a v e l o c i d a d e do i n o v e i , a q u a l fe a c h a r e f o l v e n d o 
a v e l o c i d a d e impreiTa e m o u t r a s d u a s , h u m a V p e r p e n d i -
c u l a r ao r a i o , e a o u t r a pe l a d i r e c ç a õ d e l l e . S e j a F a t e n í a S 
do fio, ou a f o r ç a c e n t r í f u g a , e R o r a i o do c i r c u l o . T t r e -

V- ,. , MV- ' 
m o s po i s F — — , ou p a r a d i z e r m e l h o r F — , 

R R 
V-

f e n d o M a mafTa do m o v e i ; p o r q u e — n a õ he o u t r a c o u -
R 

f a f e n a õ h u m a f o r ç a a c c e l e r a t r i z , c u j o e f f e i t o h e a v e l o -
c i d a d e q u e p ô d e i m p r i m i r a f o r ç a c e n t r í f u g a . 

P a r a C o n h e c e r p o i s a i n t e n f a õ v e r d a d e i r a d e í l a p o t e n -
V1 

c i a , h e n e c e f í a r i o m u l t i p l i c a r — • p e l a mafTa d o c o r p o . A f -
R 

f i m a c h a m o s , q u e a força eentrifuga he para o per,o do cor-
po , como a altura devida á velocidade para ametade do raio. 
S u p p o n d o , p o r e x e m p l o , q u e a v e l o c i d a d e he d e v i d a á a l -
t u r a de 40 pcs , e q u e o r a i o do c i r c u l o he de 10 pés , a 
f o r ç a c e n t r í f u g a , ou a t e n f a õ do f io f e r á p a r a o p e z o do 
c o r p o , c o m o 8 p a r a 1. 

4 c 8 S e j a T o t e m p o p e r i o d i c o do m o v e i • , t e r e m o s 

„ 2 c R r M.AC*R , 
V — ——— , e a f o r ç a c e n t r í f u g a F — » L o -

go/? força centrífuga he proporcional ao raio do circulo ài-
reftamente, e ao quadrado do tempo periodico reciprocamente. 

4 0 9 C o m o a t e r r a t e m h u m m o v i m e n t o d e r o t a ç ã o a o 
r e d o r d o f e u e i x o , t o d a s a s f u a s p a r t e s f aõ a n i m a d a s d e 
h u m c e r t o g r ã o d e f o r ç a c e n t r í f u g a , m a i o r o u m e n o r , 
c o n f o r m e e l l a s e f t a õ m a i s o u m e n o s d i í l a n t e s d o e i x o 
d a r e v o l u ç ã o . C o m o e f t a f o r ç a d e b a i x o d o e q u a d o r h e d i -
r e i t a m e n t e o p p o f t a á d a g r a v i d a d e , e f t á c l a r o q u e d e v e 
n e l l a c a u f a r m a i o r d i m i n u i ç ã o . Q u a n t o aos l u g a r e s i n t e r -
m é d i o s d o e q u a d o r a t é o s p ó l o s , a d i m i n u i ç ã o d a g r a v i d a -
d e d e v e f e r m e n o s f e n f i v e l á m e d i d a q u e f e f o r c a m i n h a n -
d o para o s m e f m o s p ó l o s , o n d e a f o r ç a c e n t r í f u g a h e n u l l a . 

D o n d e f e f e g u e , q u e f e a t e r r a f o i o r i g i n a l m e n t e f l u i -
d.i , e m v i r t u d e d o f e u m o v i m e n t o d e r o t a ç a õ n a õ p o d i a 
c o n f e r v a r a f ó r m a e s f e r i c a , q u e a g r a v i d a d e l h e p r o c u r a v a 
d a r . P o r q u e p e z a a d o m e n o s a s p a r t e s m a i s v e z i u h a s d o 

e q u a -
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e q u a d o r , e r a n e c e f f a r i o m a i o r q u a n t i d a d e d e l i a s , p a r a e f -
t a b e l e c e r o e q u i l i b r i o . A l f i m d e v i a t o m a r e f t a maf fa f l u i d a 
h u m a f i g u r a á m a n e i r a d e e l l i p f o i d e , m a i s a b a t i d a pa ra o s 
p ó l o s , e e l e v a d a tiara o e q u a d o r , ta l p r o x i m a m e n t e c o m o 
a d o f o l i d o g e r a d o p e l a r e v o l u ç ã o d e h u m a e l l i p f e á r o -
d a d o e i x o m e n o r . E f t e h e t a m b é m o r e f u l t a d o , q u e d a õ a s 
m a i s e x a f t a s m e d i d a s d o s g r á o s d o m e r i d i a n o , f e i t a s nef -
t e s ú l t i m o s t e m p o s . T o d a s c o n c o r d a õ e m m o í t r a r o aba t i -
m e n t o d o g l o b o t s r r e í t r e p a r a a p a r t e dos p ó l o s , e e l e v a -
ç a õ p a r a a p a r t e do e q u a d o r ; e a s q u e pa f i aõ p o r m e l h o -
r e s p r o v a õ , q u e o e i x o t e m d e m e n o s q u e o d i â m e t r o d o 

e q u a d o r d e l l e . 
2 I Ç 

4 1 0 E x a m i n e m o s a g o r a o m o v i m e n t o d e h u r a c o r p o , 
q u e d e f c e p e l a a c ç a õ d a g r a v i d a d e p o r h u m a l i n h a r e d s 
AC i n c l i n a d a ao h o r i z o n t e ( F i g . 159 . ) . Se j a A 3 o r i g e m 
do m o v i m e n t o , AM o e f p a ç o c o r r i d o no t e m p o í , e a 
a v e l o c i d a d e a d q u i r i d a no p o n t o M . C o n d u z i n d o p e l o p o n -
to A a v e r t i c a l A B, e p e l o p o n t o C a h o r i z o n t a l BC, 
p o d e r e m o s r e f o l v e r a f o r ç a da g r a v i d a d e g p e l a d i r e c ç ã o 
M P em o u t r a s d u a s , h u m a p e l a d i r e c ç a õ M C , q u e fe rá 
g fen a •, e a o u t r a p e r p e n d i c u l a r 3 M C , q u e f e r á g cof a, 
e n t e n d e n d o p o r a a i n c l i n a ç a õ ACB da r e é t a AC c o m o 
h o r i z o n t e . A u l t i m a d e l i a s f o r ç a s d a r á a p r e f f a ó f o b r e o 
p l a n o i n c l i n a d o , p o r q u a n t o a f o r ç a c e n t r í f u g a h e n u l l a ne -
f t e c a f o ; e e f ta p r e l f a õ he p a r a o p e z o do c o r p o , c o m o o 
c o f e n o de a p a r a o r a i o . A o u t r a f o r ç a g fen a f e r v i r á 
d e a c c e l e r a r o m o v i m e n t o p e l a d i r e c ç a õ A M . A í f i m d e f -
c e r á o c o r p o , c o m o f e fo í f e f o l l i c i t a d o p o r h u m a f o r ç a 
d e g r a v i d a d e z r g fen a p e l a d i r e c ç a õ A M , e o f e u m o -
v i m e n t o f e r á u n i f o r m e m e n t e a c c e l e r a d o . L o g o t e r e m o s a í 
d u a s e q u a ç õ e s f e g u i n t e s , 

11 z : £ t fen a, e * — — g t* fen a -y 
2 

d o n d e f e p o d e m d e d u z i r m u i t a s c o n f e q u e n c i s t s ú t e i s . 

I . O t e m p o e m p r e g a d o em c o r r e r A C ( F i g . 159 . ) htf 

-1 r 2A c r2AC* , , „ . . 
V —7 — 1/ 5 l o S ° «e c o m o a r e c t a A 6 , » g Jen n V g A B 

q u a n i o A B h e c o n f i a n t e . P o r c o n f e g u i n t e o s t e m p o s e m -
p r e g a d o s em d e f c e r do p o n t o A a t é a h o r i z o n t a l B C f aõ 

c o m o 
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c o m o a s l i n h a s , pe l a s q u a i s d e f c e m o s c o r p o s . 
I I . Se d e f c r e v c r i n o s h u m c i r c u l o , c u j o d i â m e t r o A B 

fe ja v e r t i c a l ( F i g . 1 6 0 . ) , o m o v e i p a r t i n d o de A p a r a 
Aí pe la c o r d a A Aí g a f t a r á o m e f m o t e m p o , q u e f e r i a n e -
ce í f a r i o p a r a d e f c e r a t é B p e l o d i â m e t r o A B , p o r q u e no 

A M2 

c i r c u l o a q u a n t i d a d e ^ - he c o n d a n t e . 

I I I . A v e l o c i d a d e do m o v e i c h e g a n d o ao p o n t o C ( F i g . 
i ç 9 . ) he V 2 g A C fen a ~ y 2 g A B. L o g o f e r á i g u a l 
á q u e o c o r p o t e r i a a d q u i r i d o c a h i n d o p e l a v e r t i c a l À B ; 
d o n d e f e f e g u e , q u e a v e l o c i d a d e a d q u i r i d a p e l o d é f c e n f o 
d e h u m m o v e i e n t r e d o u s p l a n o s h o r i z o n t a i s , h e f e m p r e a 
m e f m a , o u e l l e d e f ç a l i v r e m e n t e p e l a v e r t i c a l , o u p o r 
h u m p l a n o i n c l i n a d o , o u a i n d a p o r h u m a r c o d e c u r v a , 
c o m o v e r e m o s n o a r t i g o f e g u i n t e . 

Do Movimento de OfcillaçaS nos meios 
mo reftjlentes. 

4 1 1 O E ; a ACA' h u m a c u r v a q u a l q u e r ( F i g . i í r . ) , 
^ p e l a q u a l d e f ç e h u m c o r p o e m v i r t u d e d a g r a -

v i d a d e , c o m e ç a n d o d o p o n t o A . R e f e r i n d o a c u r v a a q u a l -
q u e r e i x o v e r t i c a l B C , c o n d u z i n d o a s h o r i z o n t a i s - A B , 
Aí P, e f a z e n d o B P = x , P , f e r á a f o r ç a da g r a -

v i d a d e g p o r M G p a r a l l e l a a B P ; e c o n f e g u i n t e m è n t e 
X zz g ,Y =: o Ç n . 4 0 6 . ) . L o g o dv — dx , e v=z x + a 
n o c a f o d e t e r o m o v e i n o p o n t o A h u m a v e l o c i d a d e in i -
c i a l d e v i d a á a l t u r a a . D e f c e n d o p o i s o c o r p o p e l o a r c o 
A A í de h u m a h o r i z o n t a l A B a t é o u t r a A í P , a d q u i r e p r e -
c i f a m e n t e a m e f m a v e l o c i d a d e , c o m o f e t i v e f l e c a h i d o p e -
l a v e r c i c a l B P . 

S u p p o n h a m o s , q u e e l l e f e m v e l o c i d a d e a l g u m a i n i -
c ia l d e f c e do p o n t o A • , a v e l o c i d a d e em Aí f e r á d e v i d a 
á a l t u r a BP , e a v e l o c i d a d e em C á a l t u r a B C. M a s fe 
C he o p o n t o m a i s b a i x o da c u r v a , e fe o r a i n i C A í ' A ' he 
h u m a c o n t i n u a ç a õ d e l i a q u a l q u e r ; a v e l o c i d a d e e m A l ' f e -
rá f e m p r e d e v i d a á a l t u r a BP , e a v e l o c i d a d e em A' á 
a l t u r a o . D e v e p o i s f a b i r o m o v e i a t é A ' á m e f m a a l t u r a 
d o n d e t i n h a d e f c i d o • , e de A ' t o r n a r á a d e f c e r p e l o m e f m o 
c a m i n h o , e c o m a v e l o c i d a d e a d q u i r i d a n o p o n t o C f u b i -



a « t f T R A T A D O 

r á p e l o p r i m e i r o r a m o a t é o p o n t o A d a o r i g e m d o m o v i -
m e n t o . A f l i m irá a l t e r n a t i v a m e n t e de A pa ra A ' , e de 
A ' para A , a t é q u e a l g u m o b f t a e u l o e f t r a n h o f e o p p o n h a 
a o f e u m o v i m e n t o . A e f t e m o v i m e n t o a l t e r n a t i v o h e q u e 
fe dá o nome de Movimento de Ofcillaçaõ. 

4 1 j P a r a c o n h e c e r a d u r a ç a õ d e h u m a o f c i l l a ç a õ i n -
t e i r a , ou ( q u e v e m a f e r o m e f m o ) p a r a d e t e r m i n a r o 
t e m p o da d e f c i d a p o r A M C , e f u b i d a p o r C M' A ' , 

, • • d í d s 
he n e c e í f a r i o i n t e g r a r , ou — d e f d e A a t é A ' . 

Wz gv vzgx 
4 1 3 EXEMPLO I . S e j a AMD h u m a r c o d e c i r c u l o d e f -

c r i t o do c e n t r o C c o m o r a i o C A =r a ( F i g . 162 . ) . 
T i r e - f e a v e r t i c a l C D ; e f u p p o n d o q u e l ie A o p o n t o 
d o n d e o m o v e i c o m e ç a a d e f c e r p e l o a r c o A M D , f e -
ja DP — x, e BDzz. b. Af l im ferá y — K ( 2 a x ~ x x \ 

* s ~ V ç z ~ a x - l * y e . L o g o i t * 

—a d x a — dx 
Vzg(b — x) (zax-xx) ~ / z £ [ z a — x) y ( b x - x x ) = 

1 

I Yl ( JL, ^ 
3 Vg v 1 7a ' 

— d x 1 Va —d x 

Vg\ 2, a ' V^bx — xx) z /g V{bx—xx) 

x a za 2 . 4 4 a? 2 . 4 . 6 8 a* ^ 

. J L i A i l i 7 . . & c V 
a . 4 . 6 . 8 x<S / 

P a r a a c h a r po i s o t e m p o d a d e f c i d a i n t e i r a , h e n e c e f -
f a r i o i n t e g r a r c a d a t e r m o d e f t a f e r i e , d e m a n e i r a q u e o 
i n t e g r a l fe d e f v a n e ç a q u a n d o x—b, e d e p o i s t o m a r o va-
lo r d e l l e q u a n d o x — o . O c a l c u l o i n t e g r a l d á g e r a l m e n t e 

/ -
~xmdx * O T ~ V c bx-xx) 

— Hr 
\ b x —x x ) m 

m — 1 
b C 2 ra— r ) f — x " dx 

' 1 2 Hl J / [ b x — x x ) 7 

l o g o , f e c a d a h u m d e f t e s i n t e g r a i s f e t o m a r e n t r e o s l i m i -
t e s 
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?es * — b , c x — o, c o m o t e m o s d i t o , t e r e m o s 
, m m ~ i , 

Ç — xdx b \ zm — i ) T — x dx 
J / ( b x — x x ) ~ z t/i J V(bx-— xx") * 

f o r m u l a , q u e d a r á a s a p p l i c a ç õ e s f e g u i n t e s ; 

/ — x d x b p — dx 
/[ úx-xx)— 2J /[bx-xxJ ' 

r-x* dx _ ib r-xdx b2 J V[bx-xx) 4j Vr{bx—xx)~ 2.4 j V(bx-xx) * 

r - * , d * ~ i t r - x * i x
 B b r 

Jf(bx-xx) 6J Yijax-xx) 2.4.6 J t\tx-xx) 
D o n d e f e f e g u e , q u e o t e m p o d a d e f c i d a p e l o a r c o AMD 
. 1 Va. ( 1 b . 1.3- b2 

h e t — ( 1 -jr —— -—f- —- • - f . 2 f g ^ 2 2 d 2 2 . 4 S 4 &* 

f - j * _ 
á 2 . 4 » . 6 = 8<i» 2 2 . 4 2 , 6 2 . 8 l 16a* / J V\bx-xx) 

_ , r -dx „zx -b „ . 
P o r e m / — — t r A r e cof — ; — ; e e f t e í n t e -

J b x — x x ) b 
gra l d e f v a n e c e , q u a n d o * — b , e t e m p o r v a l o r o n u m e -
ro c o n h e c i d o c ~ 3 , 141 &c q u a n d o * — o . L o g o o t e m - ' 
p o d a d e f c i d a f e r á 

l = J L c y j L . ( I + J L : ± + _ L J 1 . _ Í 1 . 

2 V g \ 2 2 za z- . 4 2 4 

1 . ? 2 . <;2 bi \ 

* 2 2 . 4 2 . 6 2 ' 8 a s ' 5 

e p o r c o n f e g u i n t e , c h a m a n d o T o t e m p o de h u m a ofcií-» 
•laçaõ i n t e i r a , f e r á 

t - « y . 1 . ( , + i . i - + • h \ & c ) . 
" £ V 2 2 2 - . 4 1 4 « * ' 

S e o a r c o A M D f o r p e q u e n o a r e f p e i t o d o r a i o , o 
f e n o v e r f o b f e r á t a õ p e q u e n o r e l a t i v a m e n t e a o a r c o , c o -
m o e f t e o h e e m c o m p a r a ç ã o d o r a i o . P o d e r - f e - h a Õ p o i s 
n e í f e o a f o d e f p r e z a r t o d o s o s t e r m o s d a f e r i e q u e c o n t é m 

è , t o m a n d o - f e f o m e n t e Tzze — . 
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E fe q u i z e r m o s a v a l i a r o e r r o q u e d e f t a u l t i m a forma-» 

la r e f u l t a , q u a n d o os a rcos fa5 c o n f i d e r a v e i s , n a õ ha m a i s 

q u e c o m p a r a r o r e f u l t a d o d e l i a co ra o d a f e r i e . P o r e x -

e m p l o fe A M D ~ 3 0 o , t e r e m o s — ZZ 1 — — = O , I ] 4 ' J 

d o n d e h e £acil d e c o n c l u i r q u e o t e m p o d e h u m a o f c i l l a -

ç a õ i n t e i r a , t a ! c o m o o d á a f o r m u l a c ~ — , n a õ d i f -

f e r e d a f u a d u r a ç a õ rea l f e n a õ h u m a f e x a g e f i m a p a r t e pro-
x i m a m e n t e ; de m a n e i r a , q u e f e a o f c i l l a ç a õ f o r de h u m 
f e g u n d o , f e r á o d e f e i t o f o m e n t e d e h u m t e r c e i r o . P o -

b 
r é m fe A Al D zz 50 , t e r e m o s — o , 0 0 3 8 , e o t e m p o 

Cl 

d e d u z i d o d a f o r m u l a — n a õ d i f c r e p a r á d a r e a l i d a -

d e m a i s q u e , d e f o r t e q u e f e r á õ n e c e í f a r i a s d ua i 

2 0 0 0 
m i l o l c i l l a ç õ e s , pa ra f e c o m e t t e r o e r r o d e h u m f e g u n -
do e fe os a r c o s f o r e m f e n d o m e n o r e s , as d i f f e r e n ç a s 
c a d a v e z f e f a r á õ m a i s i n f e n l i v e i s . 

E m f i m . c o m o a f o r m u l a Tzz c \ / — h e i n d e p e n -
v g 

d e n t e d e b , e f t á c l a r o q u e a s o f c i l l a ç õ e s d e h u m c o r p o 
p o r a rcos m u i t o p e q u e n o s d e h u m m e f m o c i r c u l o d e v e m 
t o d a s f e r d e igua l d u r a ç a õ e p o r i í f o n e f t e c a f o f e 
chamaõ Ofcillações ifocbronas. 

E p o r q u a n t o h e a b f o l u t a m e n t e o m e f m o f u p p o r q u e 
h u m c o r p o M f e m o v e f o b r e h u m a r c o d e c i r c u l o f o l i -
do A Aí D , OJ q u e o fe i i l a na e x t r e m i d a d e de h u m fio 
de f u f p e n f a õ C Al, c o n c l u i r e m o s i g u a l m e n t e q u e bum peti' 
dulo ( p o r q u e e f t e h e o u o m e q u e e n t a õ í e d á ao m o -
vei ) que faz as ofcillações muito pequenas , as faz toda} 
n o mefmo tempo. 

41 ç A e x p r e f í a ó d e f t e t e m p o he T — c~\/ — , fen* 
v g 

d o o c o m p r i m e n t o d o p ê n d u l o r e p r e f e n t a d o p o r a . D o n -
d e f e f e g u e , q u e a duraçaõ de huma ofcillaçaõ be direita-
mente proporcional d raiz quadrada do comprimento do pên-
dulo , e reciprocamente » raiz quadrada da força da gravi-

dade, 
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iade. H u m p ê n d u l o , q u e t e m o c o m p r i m e n t o q u á d r u p l o 
d o d e o u t r o , d e v e p o i j f a z e r a s o f c i l l a ç õ e s d u a s v e z e s 
m a i s v a g a r o f a s , f e n d o a g r a v i d a d e c o n f t m t e °<c. 

4 1 6 S e j a N o n u m e r o d a s o f c i l l a ç õ e s f e i t a s e m h u m 

*
 a 

c e r t o t e m p o t ; t e r e m o s T — — c 1/— , e c o n f e -
N r g 

g u i n t e m e n t e a — • L o g o os comprimentos de doai 
c* N* 

pêndulos faõ reciprocamente como os quadrados dos nznieros 
das ofcillações feitas em bum tempo dado. 

4 1 7 D a q u i f e t e m d e d u z i d o h u m m e i o m u i t o f i m p l e s 
d e d e t e r m i n a r p o r e x p e r i e n c i a o c o m p r i m e n t o d o p ê n d u -
l o , q u e d e v e f a z e r c a d a v i b r a ç a õ e m h u m f e g u n d o . 

S u f p e n d e i h u m c o r p o b e m d e n f o p o r h u m f i o d e m e t a i 
m u i t o d e l g a d o , e d a i a e f t e f io t r e s p~s de c o m p r i m e n -
t o , p o r q u e e f t e h e p o u c o m a i s o u m e n o s o c o m p r i m e n t o 
p r o c u r a d o ; d e f v i a i h u m p o u c o e f t e p ê n d u l o d a v e r t i c a l 
p a r a o f a z e r o f c i l l a r , e c o n t a i e x a c t a m e n t e a s v i b r a ç õ e s 
q u e f a z e m q u a l q u e r t e m p o d e t e r m i n a d o , e m h u m a h e r a 
p o r e x e m p l o . E n t a õ f a r e i s e f t a p r o p o r ç a õ : C o m o o q u a -
d r a d o de ]6oo ( n u m e r o d a s o f c i l l a ç õ e s q u e o p e n d u ' o 
d e f e g u n d o s f a r i a n o m e f m o t e m p o ) p a r a o q u a d r a d o d o 
n u m e r o d a s o f c i l l a ç õ e s c o n t a d a s , a f l i m o c o m p r i m e n t o d o 
p ê n d u l o d a e x p e r i e n c i a p a r a o c o m p r i m e n t o p r o c u r a d o d o 
p ê n d u l o d e f e g u n d o s . 

P o r e f t e m e t h o d o f e c o n h e c e u , q u e n a l a t i t u d e d e P a -
5 7 

r i s he o p ê n d u l o de f e g u n d o s de 3 p é s 8 l i n h a s e 
1 0 0 

d e h u m a l i n h a . M a s c o m o e f t a s e x p e r i e n c i a s f e f a z e m com, 
c o r p o s d e h u m v o l u m e f i n i t o , h e n e c e í f a r i o t e r o c u i d a -
d o d e m e d i r e x a í l i f l i m a m e n t e o s c o m p r i m e n t o s d o s p ê n -
d u l o s d e f d e o p o n t o d e f u f p e n f a õ a t é o u t r o p o n t o c h a -
m a d o Centro de ofcillaçaõ, do q u a l h a v e m o s de f a l l a r na 
S e c ç a õ I I I . 

4 1 8 H u m a v e z q u e f e j a c o n h e c i d o o c o m p r i m e n t o d o 
p ê n d u l o , q u e b a t e e x a é l a m e n t e o s f e g u n d o s , c o m f u m -
m a f a c i l i d a d e f e d e d u z o c o m p r i m e n t o d e q u a l q u e r o u t r o , 
q u e d e v a f a z e r a s o f c i l l a ç õ e s e m m a i s , o u m e n o s t e m p o . 
O p ê n d u l o , p o r e x e m p l o , q u e e m P a r i s d e v e f a z e r c a d a 
© f c i l l a ç a õ e m m e i o f e g u n d o , t e r á e v i d e n t e m e n t e 9 p o l -
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14 
l e g a d a s 2 l i n h a s e de h u m a l i n h a ; e o p ê n d u l o , q í i a 

100 

h o u v e í f e d e b a t e r m i n u t o s , d e v e r i a t e r 3 6 0 0 v e z e s o c o m -

p r i m e n t o d o p e n d u i o d e f e g u n d o s , i f t o h e , 1 1 0 1 4 — p é s . 
4 

S o b r e i f t o h e q u e f e f u n d a o m o d o d e r e g u l a r o s r e l ó -
g i o s o f c i l l a t o r i o s . Q u a n d o e l l e s (e r e t a r d ã o , l e v a n t a - f e 1 
wia-laranja, d a p ê n d u l a e a b a i x a - f e p e l o c o n t r a r i o , quan -
d o f e a d i a u t a õ . M a s p a r a d e t e r m i n a r a q u a n t i d a d e , q u e 
fe d e v e l e v a n t a r , ou a b a i x a r , f e j a o c o m p r i m e n t o a í l ua l 
da p ê n d u l a — a , a q u a n t i d a d e q u e fe l h e d e v e a j u n t a r 
o u d i m i n u i r — o n u m e r o d a s v i b r a ç õ e s d e q u e e l l e 
f e r e t a r d a , o u a d i a n t a e m h u m t e m p o d a d o , p o r e x e m -
p l o e m h u m a h o r a — £ , e o n u m e r o d a s v i b r a ç õ e s q u e 
d e v i a f a z e r e f t a n d o b e m r e g u l a d o — b . J f t o p o f t o , t e r e -
m o s ( n. 4 1 6 . ) e f t a p r o p o r ç a õ a : a + * : : l -

l o g o x ~ 

4 1 9 D a m e f i n a t h e o r i c a f e t e m u f a d o p a r a d e t e r m i n a r 
c o m a u l t i m a e x . i f t i d a õ a f o r ç a da g r a v i d a d e ; e a l ém 
d e q u e a i d è a h e m u i t o i n g e n h o f a , o c a l c u l o h e d e lin-

g u l a r f a c i l i d a d e . P o r q u e f e n d o T — c — , e f u p p o n -

do T — 1» e a ~ ao c o m p r i m e n t o do p ê n d u l o de f e g u n -

d o s = 4 4 0 , 57 l i n h a s , t e r e m o s g — c2 . 4 4 0 , 57 l i n h a s 

t=. 3 0 , 196 p é s , c o m o a c i m a t e m o s f u p p o f t o ; d o n d e f e 

c o n c l u e q u e o e f p a ç o c o r r i d o p o r q u a l q u e r c o r p o n o p r i -

m e i r o f e g u n d o d a f u a q u é d a h e cie 1 5 , 0 9 8 p e s . 

4 2 0 Se a f o r ç a da g r a v i d a d e d i m i n u e á m e d i d a q u e noJ 

c h e g a m o s para o e q u a d o r , o c o m p r i m e n t o do p ê n d u l o de f e -

g u n d o s d e v e v a r i a r e m d i í f e r e n t e s l a t i t u d e s ; p o r q u e a e q u a -

ç a õ T r= c ~ \ f ' m o f t r a , q u e f e n d o T c o n f i a n t e devem 

os comprimentos, dos pêndulos de fegundos fer em diferentes 
latitudes na rafaõ direãa das forças da gravidade. Com 
e f f e i t o , t e n d o i d o M. Ricber a C a y e n a cm 1 6 7 2 p a r a fa-
z e r a l g u m a s o b f e r v a ç õ e s , r e f l e í t i o q u e a p ê n d u l a d e f e -
g u n d o s q u e t i n h a l e v a d o d e P a r i s r e t a r d a v a f e n f i v e l m e n t e , 
d e f o r t e q u e f o i o b r i g a d o a l e v a n t a r a meia-laranja h u m » 

l i s h * 
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( í n h a e — p a r a a f a z e r b a t e r n o v a m e n t e o s f e g u n d o s . 
4 

D e p o i s d e M . Richer , t e m - f e v e r i f i c a d o m u i t a s v e z e s , 

e e m m u i t o s l u g a r e s o fa . f to q u e e l l e a t t e f t o u . E i s a q u i 

h u m a p a r t e d e i t a s o b f e r v a ç õ e s 

11 

j L u g a r e s d a s O b f e r v a ç õ e s L a t i t u - C o m p r i m e n t o j L u g a r e s d a s O b f e r v a ç õ e s 

d e s d o p ê n d u l o 

N o E q u a d o r e m 2 4 3 4 t o e f . d e a l t . o ° 0 ' 4 3 8 . 7 0 l i n h . 
e m ^ ( f ó t o e f . d e a l t . 0 . c 

a o l i v e l d o m a r 0 0 4 3 9 , 0 7 
E m P o r t o - b e l l o 9 34 4 3 9 , " * 
N a i l h a d e S . D o m i n g o s 18 2 7 439,11 
N o C a i r o 5 0 2 4 4 0 , 2 5 
E m R o m a 4 i 4 4 4 4 0 , 2 8 

E m P a r i s 4 8 5 0 4 4 0 , 5 7 
E m L o n d r e s S i 3 1 4 4 0 , 6 5 

E m L e y d a 5:2 9 4 4 0 , 7 1 
Em P e t e r s b u r g - r - - - - 5 9 5 6 4 4 0 , 9 7 
E111 A r c h a n g e l 6 4 3 * 4 4 1 , 1 3 
E n i P e l l o - 66 4 8 4 4 1 , 1 7 

1 
> ; 

1 

j 
T o d o s e f t e s r e f u l t a d o s , e m u i t o s o u t r o s c o n c o r d a õ e m 

p r o v a r a d i m i n u i ç ã o d a g r a v i d a d e d o s p ó l o s p a r a o e q u a -

d o r ; e d e f t a d i m i n u i ç a õ f e c ó n c l u e a e x i f t e n c i a d a f o r -

ç a c e n t r í f u g a p r o c e d i d a d a r o t a ç a õ d a t e r r a , a q u a l t r a z 

c o m f igo a f igu ra e l l i p f o i c l a l , e o a b a t i m e n t o da t e r r a p a -

r a a p a r t e d o s p ó l o s , r e g u l a d o p e l o l i v e l d a s a g u a s d o 

m a r . 

4 2 1 O t e m p o , q u e o m o v e i g a i t a e m d e f c e r p e l a c o r -

d a A D , h e i g u a l a o t e m p o q u e g a i t a r i a e m c a h i r p e l o d i â -

m e t r o v e r t i c a l ; e e f t e t e m p o h e r e p r e f e n t a d o p e l a f o r m u l a 

* ' 0 t e m p o q u e e l l e g a i t a e m d e f c e r p e -

l a a r c o A M D h e ~ c \ í — , e — c h e m e n o r q u e 2 g 2 

1 . L o g o h e m e n o r o t e m p o d a d e f c i d a p e l o a r c o AMD, 

q u e p e l a c o r d a A D . N e f t e c a f o , a i n d a q u e a l i r . ha 

S r e c t a 
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r e í t i f e j a o c a m i n h o m a i s b r e v e , n a 5 h e c o m t u í f ) í 
q u e e x i g e o m e n o r t e m p o , r i e m t a õ p o u c o o m e f m o c i r -
c u l o . H a m u i t o t e m p o q u e M. Bernonlli m o f t r o u p e l a p r i -
m e i r a v e z , q u e a c y c l o i d e h e a q u e t e m e f t a n o t á v e l 
p r o p r i e d a d e , c o m o a d i a n t e v e r e m o s . 

422. EXEMPLO I I . S e j a õ A B , A C d u a s f e m i c y c l o i d e s 
( F i g . T63. ) , d e f c r i t a s p e l a r o t a ç a õ do c i r c u l o q u e t e m 
p o r d i â m e t r o A K , f o b r e a h o r i z o n t a l G K H . Toman-< 
d o - l e h u m íio A R A l d u p l o d e A K , o u i g u a l n o c o m -
p r i m e n t o a h u m a d e f t a s c u r v a s , f u f p e n d e n d o - f e p o r h u -
m a d a s e x t r e m i d a d e s n o p o n t o A , e f u p p o n d o - f e n a o u -
t r a e x t r e m i d a d e h u m c o r p o i n f i n i t a m e n t e p e q u e n o , e f t e 
c o r p o n o f e u m o v i m e n t o d e f c r e v e r á a c y c l o i d e i n t e i r a 
B D C , c u j o c i r c u l o g e n i t o r f e r á i g u a l ao das d u a s f e m i -
c y c l o i d e s , e c u j a b a f e f e r á a h o r i z o n t a l B K C . I f t o p o f t o , 
p e r g u n t a - f e o t e m p o d e h u m a o f c i l l a ç a õ d e f t e p ê n d u l o p e l o 
a r c o F DF>. 

S e j a o c o m p r i m e n t o do p ê n d u l o — a , e c o n f e g u i n t e -

m e n t e o d i â m e t r o do c i r c u l o g e n i t o r s — a f o a r c o 

D A í r ; . r , e Í P ~ * , P e l a n a t u r e z a d a c y c l o i d e t e r e -
, , / i í I J Í 

m o s s2 == z a x , e c o n f e g u i n t e m e n t e d s — C h a -

Yz a x 
m a n d o p o i s b a a l t u r a P E d o p o n t o F , o n d e c o m e ç a o 

m o v i m e n t o , a v e l o c i d a d e d o m o v e i n o p o n t o M l e r á - d s 
l i - Y z S C & - * ) ; d o n d e r e f u l t a dt~ r — — a 

— dx l i / .1 . 
— — ' — 1 / M a S 0 n e g r a l de — 

f f ( b x - x x ) 1 " g K(fx-xx) 

t o m a d o e n t r e os l i m i t e s de x ~ b, e x zz o , f e m p r e (C 

r e d u z a c ; l o g o o t e m p o d a d e f c i d a p e l o a r c o F M D f e -

rá t — - c ~\f , e o t e m p o de h u m a o f c i l l a ç a õ i a r 

2 » g 
t e i r a p e l o a r c o F D F> f e r á T zz c — . D o n d e fe v ê ; 

q u e e l l e t e m p o h e f e m p r e p a r a o q u e g a i t a r i a o m o v e i 
em d e f c e r p e l o d i â m e t r o v e r t i c a l K D c o m o C p a r a r , 
o u c o m o a c i r c u m f e r e n c i a p a r a o d i â m e t r o d e h u m c i r -
c u l o . L o g o todas as ofcillações de bum pêndulo, j ue defere-

mt 
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*&t guaiftjuer arcos de huma cycloide, faõ de iguaí duraçaõ. 
4 2 3 E f t a f ingular p r o p r i e d a d e d e u á c y c l o i d e , e a t o -

d a s a s o u t r a s c u r v a s q u e t e m a m e f m a v e n t a g t m , o n o -
m e d e Curvas Tautóchronas. M . H u y g h e n s , h o m e m d e 
r a r o i n g e n h o , f o i o p r i m e i r o , q u e d e p o i s d e h a v e r de* 
m o n f t r a d o q u e t a n t o a s p e q u e n a s c o m o a s g r a n d e s o í c i l -
i a ç õ e s d e h u m m e f m o p ê n d u l o , f u f p e n d i d o d a f ó r m a r e -
f e r i d a e n t r e d u a s l a m i n a s c y c l o i d a i s , f a õ t o d a s f e i t a s e m 
t e m p o s i g u a i s , i m a g i n o u q u e h u m p ê n d u l o d e f t a e f p e c i e 
f e r i a p r o p r i o pa ra r e g u l a d o r d o m o v i m e n t o d o s r e l o g i o s . 
Ç c o m e f f e i t o ; a i n d a q u e a s i m p r e f f õ e s d a r o d a d e e n -
c o n t r o f e j a õ d e l i g u a i s , a s o f c i l l a ç õ e s d e f t e p ê n d u l o n a õ 
d e i x a r á õ p o r i f fo d e f e r i f ó c h r o n a s . 

M a s e f t a i n v e n ç a õ , a i n d a q u e d e f u m m a b e l l e z a n a 
t h e o r i c a , n a õ f o i d e g r a n d e u t i l i d a d e n a p r a t i c a . P a r a f e 
• c o n f e g u i r o b o m e f f e i t o d e l i a , e r a n e c e f f a r i o v e n c e r d i f -
i c u l d a d e s q u a f i i n f u p e r a v e i s . C o n í i f t e m e f t a s e m d a r , e 
c o n s e r v a r ás l a m i n a s de m e t a l AR , A R' h u m a f igura c y -
cloic ia l b e m e x a é l a , e b e m i g u a l ; e c o m o p o d i a l i z o n -
g e a r - \ e a l g u é m d e o c o n f e g u i r , c o n c o r r e n d o t a n t a s c a u f a s 
p a r a c* e m b a r a ç a r ? A c o n t r a c ç a õ i n e v i t á v e l d a s l a m i n a s 
n o t e m p o d e f r i o , e a d i l a t a ç a õ n o t e m p o d e c a l o r f e 
o p p u n h a Õ f o b r e t u d o á u n i f o r m i d a d e da f u a f igura , e i f -
t o b a i l a v a p a r a f a z e r d u v i d o f o o i f o c h r o n i f m o d o n o v o 
p ê n d u l o . P o r e f t e , e o u t r o s i n c o n v e n i e n t e s , d e t e r m i n á -
r a õ o s A r t i f t a s f u b f t i t u i r o p ê n d u l o c i r c u i a r e m l u g a r d o 
c y ç l o i d a l d e M . H u y g h e n s , d e p o i s d e f e h a v e r d e m o n f -
t r a d o q u e a s o f c i l l a ç õ e s p o r a r c o s p e q u e n o s d e c i r c u l o 
e r a õ i g u a l m e n t e i f o c h r o n a s , q u a n t o b a i l a v a p a r a o u f o q u e 
f e p r o c u r a v a . M a s p a r a j u l g a r d o m e r e c i m e n t o das i n v e n -
ç õ e s m o d e r n a s , r e l a t i v a m e n t e á p e r f e i ç a õ d o p ê n d u l o c i r -
« u l a r , e á m e d i d a do t e m p o , f e r á n e c e f f a r i o l e r a s O b r a s 
d o s S á b i o s , q u e p a r t i c u l a r m e n t e f e o c c u p á r a Õ n e f t a m a t é r i a . 
>- 4 2 4 S e j a E Áí D h u m a c u r v a q u a l q u e r ( i F i g . 164 . ) , 
e E o p o n t o d o n d e h u m c o r p o ^ i n c i p i a a c a h i r , e m 
v i r t u d e de h u m a f o r ç a c e n t r í p e t a P d i r i g i d a p a r a C , e 
p r o p o r c i o n a l a q u a l q u e r f u n ç a õ d a s d i f t a n c i a s ; d e v e d e -
t e r m i n a r - f e a v e l o c i d a d e d e f t e c o r p o e m q u a l q u e r p o n t o 
J V Í , e o t e m p o da f u a d e f c i d a p e l o a r c o E Ni . 

F a z e n d o C M = , z } r e f o l v a m o s a f o r ç a P d i r i g i d a 
for M C em o u t r a s d u a s , h u m a n o r m a l } e o u t r a t a n g e n -

S z c i a i . 
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• . A • • ,, PV( ds3-d Z- ) 4 _ ciai. A p r i m e i r a l e r a — , q u e a junta iSf 

« u 

d o - f e c o m a f o r ç a c e n t r í f u g a — d a r á a p r e f l a õ t o t a l f o -

b r e a c u r v a . A f e g u n d a f e r á P - e e f t a as * 

v e r á u n i c a m e n t e a c c e l e r a r o m o v i m e n t o . L o g o gdv — 

- P d z , e g v z z g b - f P d z . O t e m p o f e d e t e r m i -

n a r á c o n f e g u i n t e m e n t e p e l a f o r m u l a d t ——í K(2gb- zjPàz) 
EXEMPLO. S u p p o n h a m o s , q u e o a r c o E M C h e i n f i n i -

t a m e n t e p e q u e n o , q u e e n c o n t r a a â n g u l o s r e é l o s o e i x o 
C D , e q u e o r a i o o f c u l a d o r em D he =: a . N e í t e c a f o 
p o d e m o s c o n í i d e r a r o a r c o E M. D c o m o h u m a r c o do c i r -
c u l o d e f c r i t o c o m o r a i o a , e a p o t e n c i a P c o m o c o n f -
i a n t e , e c o m o r e p r e f e n t a d a p o r n g . T e r e m o s p o i s m — 

— d s 
n ( b ~ z ) . f e n d o C E — b : l o g o dt K i f » = * 

. -x) 
P o r é m p e l a n a t u r e z a do c i r c u l o , p o n d o CD — / , e DP — 

j , j- , ** — f f 
t e m o s z a x — x x - í - í f ^ x y z z z z - i l o g o * s r — — — - , 

2 a -j- z j 

xx— f f . , , «4</ 
• - a ^ J

f
J « ; l o g o z x z z f f + ~ ~ y L ss,Q e ss — z a x : 

, a-t-f 

zaf 

M a s q u a n d o z — b , a q u a n t i d a d e r d e v e f e r a D M E 

a + f 
q u e c h a m a r e m o s w ; l o g o 6 — x — * (mm — t t ) ; lo» 

zaf ' 
— ds r a f 

g o e m fim d t =3 — 1 / r
 J — — • To-

^ ( m m — s s ) r g s ( í i + / ) 

m a n d o p o i s o i n t e g r a l e n t r e o s l i m i t e s e f í = o j 

i i r «f , . teremos i p - t y — — , e confeguintemente O 
a V g n ( a + f y * 

tempC 
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t e m p o d e h u m a o f c i l l a ç a õ i n t e i r a p e l o a r e o i n f i n i t a m e n t e 

p e q u e n o E D E ' f e r á T — c \ J — ^ , r - O r a o 
V gnQa+f) 

p ê n d u l o , q u e t e m o c o m p r i m e n t o / , e q u e « h e a n i m a d o p e -
l a f o r ç a d a g r a v i d a d e g , p o r d i r e c ç õ e s p a r a l l e l a s , f a z a s 

f u a s o f c i l l a ç õ e s e m h u m t e m o o r e p r e f e n t a d o p o r c — 

1 Ã 

l o g o n o c a f o p r e c e d e n t e o c o m p r i m e n t o d o p ê n d u l o í im-

p l e s i f o c h r o n o d e v e f e r — n ( a -hf ) 

4^5" Se E M D f o í f e h u m a l i n h a r e f t a , o r a i o o f c u l a -

d o r a f e r i a i n f i n i t o , e t e r í a m o s e n t a õ T s c \ f — ; e n g 
fe a f o r ç a c e n t r a l f o í f e a m e f m a da g r a v i d a d e , f e r i a n e f t e 

c a f o T — c r i . D o n d e f e f e g u e , q u e h u m c o r p o f o b r e 

h u m p l a n o p e r f e i t a m e n t e h o r i z o n t a l , f o b r e o q u a l n a õ e x -
p e r i m e n t a í f e f r i c ç a õ a l g u m a , f e n d o a p a r t a d o l i u m p o u c o 
d o p o n t o D pOr o n d e pal ia a p e r p e n d i c u l a r c o n d u z i d a d o 
e e n t r o C , f a r i a o f c i l l a ç õ e s , c a d a h u m a d a s q u a i s t e r i a p o r 

d u r a ç a õ c } • T e r i a p o i s o p ê n d u l o i f o c h r o n o p o r c o m -
g 

p r i m e n t o h u m f e m i d i a m e t r o t e r r e f t r e e - f a r i a c a d a o f c i l l a -
ç a õ e m 4 2 ' 1 2 " ; e p o r c o n f e g u i n t e , p a r a f a z e r 1 7 o f -
c i l l a ç õ e s , f e r i aÕ n e c e l f a r i a s q u a f i 1 2 h o r a s i n t e i r a s . 

Do Movimento de Ofcillaçaõ nos meios refif-
t entes. 

4 1 6 T ? X a m i n e m o s a g o r a o m o v i m e n t o d e h u m n e n -
L z j d u l o c y c t o i d a l ( F i g . 163. ) , no c a f o de f e r a 

f e í i f t e n c i a d o m e i o n a r a f a õ d u p l i c a d a d a v e l o c i d a d e , q u e 
h e , c o m o j á t e m o s d i t o , a h y p o t h e f e q u e f e c o n f o r m a c o m 
6 S e x p e r i ê n c i a s . 

S e j a D A — a , DK— L a , D P . - * . D M - r — j 

V 2 a x. A f o r ç a da g r a v i d a d e 2 a c c e l e r a r á o c o r p o p e l a 

d iro-
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f dx 

d i r e c ç a õ da t a n g e n t e , e e f t a a c c e l e r a Ç a S f e r á — - j — *, é 
d s 

a r e f i f t e n c i a do m e i o , p e l o c o n t r a r i o , o r e t a r d a r á c o m a 

PU2 , , , u ds , 
f o r ç a -r - , ou —- . L o g o d n> — — d x —— , ou iv 

tf fi « 

á — r 

i — — í • . M u l t i p l i c a n d o p o r c k 9 
K a 

~ s —x _ í 

T*, T* —sds . . 
t e r e m o s e K d v — • - — • e K - — - — • e * , c u j o i n t e « 

— s s 

g r a l he e v — C + j — ff k , ou — C ff & 

k2 + s k 
M a s f e n d o o a r c o DMF s s » ; . h e n e c e l f a r i a 

<1 
w 

q u e t e n h a m o s s — m , q u a n d o f o r o ; l o g o C f f 

fc s + « fe . fe s + í k 
• - o ; e c o n f e g u i n t e m e n t e u s = 

o rt 
s—m 

fc2 4. m fe ~ * f 

A maior velocidade ferá , quando d f — o. Enta5 pe-
D S 

l a e q u a ç a õ d i f e r e n c i a l t e r e m o s 7 - — ~ ; e p e l a u l t i m a 

e q u a ç a õ , f c . - ( f e + m ) f f * = : o . D o n d e t i r a r e m o s 

s zzm— hl ( 1 + j e c o n f e g u i n t e m e n t e s — ^ — 
\ k / 2 £ 

tf! ' »«4 . „ 
c ' q u i n a 0 P ° 1 S 0 d a m a i o r v e -

l o c i d a d e n o p o n t o m a i s b a i x o d a c u r v a D , c o m o n o v á -

c u o , m a s h u m p o u c o a n t e s d o m o v e i c h e g a r a D . 

4 2 7 A a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e d o m o v e i o o p o n -

to 
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_ m 

to D he — - ^ - e k . C o m e f t a f u b i r á p e l o a r -
a a 

gàx 
CO DF'-, m a s e n t a õ f e a j u n t a r á a f o r ç a da g r a v i d a d e —— 

Í u 
C o m a r e f i f t e n c i a do m e i o —- a r e t a r d a r - l h e o m o v i m e n -

k. 
n> d s "J d Í 

, to. L o g o t e r e m o s dv — — dx — —— , ou —— — 

— dx. E f t a f o r m u l a f e i n t e g r a r á c o m o a da d e f c i d a , a d -
v e r t i n d o f o m e n t e q u e f e d e v e t o m a r - f e n e g a t i v a m e n t e . 

_ s 

T k.2 —s k 
A f l i m t e r e m o s 1>szC'e I r . M a s q u a n d o 

a 
— m 

h e u — — c K • l o g o _ _ — - e k . , 
a t^ a 

— s — m 

r • k*—*k k i p o r c o n f e g u i n t e <v e 
a a 

S e j a m ' o a r c o t o t a l D F ' ' , q u e o c o r p o d e ^ r e v e n a 
f u b i d a . A c h a r e m o s o v a l o r de m', f a z e n d o v — o , e re-

— m—m' 1 
k 

í o l v e n d o a e q u a ç a õ fe — «2' = ( ^ + m ) e , ou 

m' — m 
[k — m1') e k. zz [k + m) e k . R e d u z i n d o e f t a e-

„ • , , . m'2 . m'> m'* 
q u a ç a o a d u a s f e r i e s , t e r e m o s - t — 7 - * f --r- ; ;•+• 

2 J AJ Oti 
» l ' S VI i ti 14 

• — ( S c S= 4- — &c ; d o n d e p e -
30 2 3 fe 8 f e * 30fe ? ' 1 

l o m e t h o d o í n v e r f o d a s f e r i e s , f e t i r a m 1 — « 1 — — — - f 
3 fe 

4 w ' 44 m 4 

4 2 8 E f t a u l t i m a f e r i e h e d e g r a n d e u f o , q u a n d o a 
r e f i f t e n c i a d o m e i o h e p e q u e n a ; p o r q u e e n t a õ h e k m u i -

t a 
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t o g r a n d e . P o r o u t r a p a r t e a d v e r t i r e m o s , q u e e f t a f e r \ è 
f e c h e g a m u i t o p a r a h u m a p r o g r e l f a õ g e o m e t r i c a , p o r 
q u a n t o o s t r e s p r i m e i r o s t e r m o s e l t a õ e x a c t a m e n t e e m p r o -
p o r ç ã o , e o q u a r t o e f t a r á t a m b é m fe J h e f u p p u f e r m o s o 

8 4 4 • 
c o e f f i c i e n t e — , q u e d i f f e r e p o u c o d e • — . S o m a n d o p o -

2 7 1 3 5 

i s e f t a f e r i e d e t e r m o s , a c h a r e m o s m ' ~ — . S e n -

5 k + 2m 
do po i s o a r c o d e f c r i t o na d e f c i d a r e p r e f e n t a d o p o r m 4 

•> L m 
t e r e m o s — p o r e x p r e í f a õ d o a r c o d a f u b i d a ; e p o r -

3 Kf 2m ' 
q u e e f t a u l t i m a q u a n t i d a d e h e m e n o r q u e m , c o n c l u i -
r e m o s q u e o s c o r p o s ena h u m m e i o r e f i f t e n t e n a õ t e m t 

c o m o no v á c u o , a p r o p r i e d a d e de f u b i r e m a a l t u r a s i g u a i s 
á s d o n d e d e f c e r a õ ; f a f t o , q u e p e l a e x p e r i e n c i a d e t o d o s 
0 3 d i a s h e m a n i f e f t o . 

4 1 9 S e n d o f e i t a a p r i m e i r a o f c i l l a ç a õ p e l o a r c o m •+• 
» « ' , o m o v e i c o m e ç a r á a f e g u n d a d e f c e n d o p e l o a r c o m ' , 

e a c a b a l l a - h a f u b i n d o p e l o a r c o m v — ? — - . S u b f -
3 k . + l m > 

t i t u i n d o n e f t a e x p r e í f a õ o v a l o r de m' — * ^ , t e r e -
3 k + 2 m 

m o s m ' ' : = ' ' ™ . . D o m e f m o m o d o f a r á a t e r c e i r a o f -
3 4 ' " 

c i l l a ç a Õ d e f c e n d o p e l o a r c o m " , e f u b i n d o p o r o u t r o a r -

3 km" 3 km 
co m a i s p e q u e n o m'" — tr - • . L o g o 

3 4 + 2 m ' ' i k . + 6 m 

em g e r a l , q u a n d o f izer a o f c i l l a ç a õ n , d e f c e r á p o í 
, 3 K m 

h u m a r c o , e f u b i r á p o r l iu ra a r c o s i 

3 í m (u - i ) r 

3 km 

3 f i + 2 m / i 

C h a m a n d o A í e f t e u l t i m o a r c o , t e r e m o s A í ~ — 3 k m 
» 3fc+2mn 

ou 3 £ ( m ~ Ai ) r= 2 n m M j d o n d e fe vê , q u e o n u m e -

r o d a s o f c i l a ç o e n s h e p r o p o r c i o n a l a * - — . T a m -M m 
b e m 
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b e m fe p o d e r i a c o n h e c e r po r e x p e r i e n c i a a q u a n t i d a d e k 
q u e e x p r i m e a r e í i f t e n c i a , m e d i a d o o p r i m e i r o a r c o de 
d e f c i d a m , e o u l t i m o de f u b i d a M , e c o u t a n d o - f e e x a í l 3 -
m e n r e o n u m e r o d a s o f c i l l a ç o e n s . 

4 3 0 A g o r a p a r a d e t e r m i n a r m o s o t e m p o d e h u m a o f -
c i l l a ç a õ , d e v e r e m o s r e c o r r e r á f o r m u l a q u e a c i m a a c h a -

/ s — m 

k* +sk J i a +mk ~7~~ , , 
m o s , u ir e • , a qua l f e n d o c o n * 

a a 
v e r t i d a em h u m a f e r i e dá av sk — ( fc2 + m k ) 

(.U ~ *! ' -^V f 7," >.?-+<' - 4 
V Jt 2, fea tffc» 24 / 

W 1 — I 2 ( 2W + 5 ) ( » / — í ) 2
 ; + 

2 2 4 k 2 

^ • • O C — O « + & C T L O G O ^ / Z ^ L ) 

120 fc » \ 2 /i v J 

(im 4 - Q ( w - Q . 0 a o w 

t ; 1 + f- ( S c . o 
t f k C ^ + O 2 4 K 2 i m + s 

~ d s p o r q u e d t ~ , t e r e m o s 
* . V 2 g v 

g ^ _ y» — ár 1 ds Crm + s") ' r,i—s ) 

~ ~ \ V ( » 2 2 — s 3 ) 6 k ' ( w + x ; k c » i 2 - / 4 f 
d X (»/ ~ X V X J T / I 

~ 2 4 k * ' (tn + s y r — • 

P o r e m / " H l l i — Are co / í - , q u e f e r e d u z a 
/ K ( « 2 - x 2 ) m 

I — d s ( 2 m + x ) (m—s) 
c quando x — o. O outro t ermo •- 7 ; — ~ T T 

a ( m - f x ) KC ) 

, _ 2 w 2 á r r ^ x 
p o d e c o v e r t e r - f e em 5- -rr—: r \ > c u 

(»«*x) / ( t ^ - x 2 ) Y ( m - - s - ) 

j o integral h e 2 m y m ~ s W w 2 - x 2 ) , q u e fendo x s : o 

„ — , d s ( m - x ) 1 

íe reduz a »/. E o t e r c e i r o t e r m o — r — r 
( w + x j 2 K ( « l í J ) 

t e m 
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t 

- f m — i 2 M - Í \ , 
t e m p o r i n t e g r a l - 2 [ / + — — ) " 

- 1 / " / » i - Í \ 

2 Are tang — j , o q u a l f e n d o s — o f e r e -

d u z a — + L o g o em fira f e r á o t e m p o da d e f e i d a 

3 2 p e l o a r c o FMD d e t e r m i n a d o p e l a e q u a ç a õ 

4 3 1 Q u a n t o a o t e m p o d a f u b i d a , n o t a r e m o s q u e e a J 

k2 — sk k* ~~t 
t a o h e i > s ; ; e q u e f e n d o m ' 

a 
- m m ' 

o a r c o t o t a l , he ( k «O e ^ =3 ( k — m1 ) e ^ } 
m' „ r 

l o g o t e r e m o s a r a — k 2 — s k ^ ( k - ^ . m , k ' ) e \ 
e q u a ç a õ , q u e f e d e d u z d a f o r m u l a a v — l{_2 + 1 f e . " : ( k * 

J- — Hl 

•?- m k ) e ^ , q u e t e m o s a c h a d o p a r a a d e f e i d a , p o n d o 
wi ' em l u g a r de m , e f a z e n d o ^ n e g a t i v o . C o m o p o i s o 
i n t e g r a l , q u e d á o t e m p o d a f u b i d a , d e v e i g u a l m e n t e t o -
m a r - f e e n t r e os l i m i t e s s — o , e s — , n a õ he n e c e f -
f a r i o m a i s d o q u e f a z e r £ n e g a t i v o , e p ô r m ' e m l u g a r 
d e m n a f o r m u l a d o t e m p o d a d e f e i d a ; e a í f i m t e r e m o s 
p o r e x p r e f t a õ d o t e m p o d a f u b i d a 

- L 2 6k 24^ \ 2 3 ) J V g ' 
A j u n t a n d o ef tas d u a s f o r m u l a s , t e r e m o s po i s o tempo 

T d e h u m a o f c i l l a ç a õ i n t e i r a p e l a e q u a ç a õ f e g u i n t e 

L tf*. U K í 

4 3 2 S e n ; Í U e q u a ç a õ f u b í l i t u i r m o s o v a l o r d e m r
} q u e 

h e 
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2 m 2 2 m & 

m — — . — £ & c , i f t o h e , f e p u z e r m o s y . — e m 

l u g a r d e M — w ' , e m 2 e m l u g a r d e m ' 2 , t e r e m o s 

V 2 4 * 2 / g 

D o n d e f e v è , q u e e f t e t e m p o n a õ e x c e d e o q u e j á t e m o s 

a c h a d o p a r a h u m a o f c i l l a ç a õ f e i t a n o v á c u o , f e n a õ e m h u -
m2 

ma q u a n t i d a d e e x t r e m a m e n t e p e q u e n a a ^ ^ c 

qua l h e p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d o a r c o d e f c r i t o p e l o p ê n -
d u l o . 

Q u a n d o o p ê n d u l o f i z e r a o f c i l l a ç a õ n , h e o a r c o d a 
i }£ tfl 

f u b i d a M zz —r^ , e o da d e f c i d a p r e c e d e n t e zz 
3 k + 2 m n 

? li VI 
— — • L o g o f e r á o t e m p o d e f t a o f c i l l a ç a õ r e -

- O 

p r e f e n t a d o p o r ( i 4 - g ( , f c + * a V ( , . 0 ) » ) ' V f ' 

E i f a q u i t o d a s a s c i r c u n f t a n c i a í d o m o v i m e n t o d e h u m 
p ê n d u l o c y c l o i d a l , d e t e r m i n a d a s p a r a q u a l q u e r o f c i l l a ç a õ 
Fei ta e m h u m m e i o d e p o u c a r e f i f t e n c i a , c o m o h e o a r 
p o r e x e m p l o ; e t u d o i f t o p ô d e a p p l i c a r - f e a o p ê n d u l o c i r -
c u l a r , q u a n d o o s a r c o s d a s o f c i l l a ç õ e s f o r e m p e q u e n o s . 

4 3 3 Q u a n d o a r e f i f t e n c i a d o s f l u i d o s K e e m p a r t e c o n -
f i a n t e , e e m p a r t e p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d a v e l o c i d a -
d e , h e n e c e l f a r i o n o s m o v i m e n t o s m a i s v a g a r o f o s , o u n a s 
o f c i l l a ç õ e s m u i t o p e q u e n a s , a t t e n d e r á p r i m e i r a p a r t e q u e 
p ô d e v i r a f e r f e n f i v e l e m c o m p a r a ç a õ d a f e g u n d a . E f t a 
c o n f i d e r a ç a õ n a õ f a z o p a l c u l o m a i s c o m p l i c a d o , c o m o h e 
f á c i l d e v e r p e l a a p p l i c a ç a Õ f e g u i n t e . 

S u p p o n h a m o s q u e o p o n t o F ( F i g . 1 6 3 . ) he o p r i n c i -
p i o da d e f c i d a p e l o a r c o FMD , e q u e o m o v e ! fe a c h a 
«m q u a l q u e r p o n t o M. F a z e n d o DP zz *, e DM zz t , 

gdx 

f e r á ^ a f o r ç a t a n g e n c i a l q u e r e f u l t a da g r a v i d a d e e 

d e f i g n a n d o p o r R a r e f i f t e n c i a , t e r e m o s dvzz — d x -fc 
* d s n -- — — • P o r e m a e f t e c a f o a r e f i f t e n c i a R h e c o m p o f t a d a 

p a r t e 



T R A T A D O 
gv 

p a r t e — p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d a v e l o c i d a d e , e â S 

gh v ds 
h u m a p a r t e c o n f i a n t e — ; l ogo d u 33 —. d x -r W 

K k 
Ids . . . 
—— ; e q u a ç a õ , q u e d a r á g e r a l m e n t e a v e l o c i d a d e do m o -

v e i , f e j a q u a l f o r a c u r v a q u e e l l e d e f c r e v a p e l o f e u m o -

v i m e n t o . 
Se f o r h u m a c y c l o i d e , f e n d o o c o m p r i m e n t o do p ê n d u l o 

s d s 
33 / i , t e r e m o s j 2 — z a x , c dx — — 5 l o g o dv 

a 
-« j 

ids sds b ds , T" 
—— 33 —> + — — « . M u l t i p l i c a n d o p o r e , í 

k a k 
— s _ s 1— r 

, ~í T t 
i n t e g r a n d o , me ~ G ~ b e * 4 - — e 5 

a 
e p o r q u e no c a f o de s 33 m , d e v e f e r v 33 o , t e r e m o s 

__ m 
_ — / fe1 -f- m fe v r fe2 - 4 - x f c . 
C = : — ( — h ) e * , e n> =3 — 6 

a y a 
s— m 

«- ^ • - " ' ^ O * ' 9 u a n ( * 0 J — i f to he^ 

n o p o n t o m a i s b a i x o d a c u r v a D , f e r á a v e l o c i d a d e d o m o -

— m 

V e l d e v i d a á a l t u r a j& - ( ^ - &> e 
/i N a y 

P e l o q u e r e f p e i t a a o « f c e n f o , f e r á d u 
rods 

fds bdf T 
— . M u l t i p l i c a n d o p o r e i n t e g r a n d o , t e r » 

a K 
s t s 

m o s ' v e t ~ c ' - , b e k + e k i e c o n f e g u i n t e m e n t e 
fít 

. D 
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- Í 
r* k2 — sk 
* —' S 4- M a s f e n d o s zz o, d e v e f e r * 

a 
— m 

k2 , y k--\-mk s r fi _ / — A ) C * ; l o g p V 5= 
a \ a ' 

— m 
/te-t-mk. 1. r . k*~sk , 
y— — bJ e , e p o r c o n f e g m n t e v zz b 

— s —. m 
(k2-*-mk 

— h ) e k • E p o r q u e f endo szzm' , te* 
a 

fe2 —m'k / k - ~i-mh 
c i o s v zz o , f e r á — b zz ( 

a » a 

— & ) j r k , o u ( k 2 ~ m 1 k ~ a b - ) e k — ( f c a " H 

— m 

m\—ab°)e * • 

O m c t h o d o i n v e r f o d a s f e r i e s d a r á m' zz m — — (^2 ai 

t n i / 4 . 4 \ « / a w 
f r—) + 7- ( ~ a h m - \ - — »i> ) < x c — « Í 1 l i — 

3 ' \ 3 9 ' ^ 5 
, 4 ma \ 2<ib / 2 m\ / 2ab^ 

+ 7 ' T r ) - ~ r ( I m T T ) = ( w — ) ^ 

( a W 4 w â ^ 3 fe W2 — <5fl 6 
3 fe p T * / — * 

N a f e g u n d a o f c i l l a ç a õ f e r á p o i s o a r c o d a f u b i d a m't 

J ktn' — 6ab 3 km-12 ah . f ... * 
— — : — — . ; n a t e r c e i r a o f c i l l a ç a » 

3k+2tn' 3 ^ + 4 m * 

«,'w— Jkm"-6ab ikm-i2ab , 
m ~ • — r — — ; e em g e r a l n» 

« f c i l l a ç a Õ o , f e r á o a r c o d a f u b i d a q u e c h a m a m o s M z z 
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3 k m-6nah . 3k(m-MJ 
• : D o n d e fe p o d e t i r a r M— — \ 

3 k + znm 1 z m M. + 6 a b 

D a q u i f e f e g u e , q u e m e d i n d o b e m e x a í t a m e n t e o a r c o 
da d e f c i d a m na p r i m e i r a o f c i i l a ç a õ , e o a r c o M. da f u -
b i d a n a u l t i m a , h a v e n d o - f e t a m b é m c o n t a d o o n u m e r o t o -
t a l d a s o f c i l i a ç õ e s , t e r e m o s h u m a e q u a ç a õ e n t r e b e k . 
R e p e t i n d o f e g u n d a v e z a m e f m a e x p e r i e n c i a , t e r e m o s o u -
t r a e q u a ç a õ e n t r e as m e f m a s q u a n t i d a d e s í i e a q u a l 
c o m b i n a d a c o m a p r i m e i r a f e r v i r á p a r a d e t e r m i n a r o v a -
l o r d e c a d a h u m a d e l i a s . P o r e f t e m e i o p o i s c o n h e c e r e m o s 
a r e i i f t e n c i a a b f o l u t a d o a r , t a n t o a p a r t e p r o p o r c i o n a l a o 
q u a d r a d o d a v e l o c i d a d e , c o m o a p a r t e c o n f t a n t e . 

Exemplo tirado de algumas experiencias de 
Newton fobre a reJiHencia do ar. 

T 4 3 4 T i ? N t r e o u t r a s e x p e r i e n c i a s f e i t a s c o m m u i t o c u i -
± 2 i d a d o f o b r e e f t a m a t é r i a , l e m o s n o s P r i n c í p i o s 

d e N e w t o n L. II. Sei1. VI. Prop. XXXI a e x p e r i e n c i a f e -
g u i n t e . 

H u m g l o b o d e m a d e i r a , q u e t i n h a d e d i â m e t r o 6 p o l -

7 
l e g a d a s e d e L o n d r e s , e q u e p e z a v a 5 7 o n ç a s R o m a -

8 

n a s e — , e f t a v a p e n d u r a d o d e h u m f i o d e m a n e i r a , 
221 

q u e o c e n t r o de o f c i i l a ç a õ ( o n d e t o d o o c o r p o f e c o n l i d e r a 

e f t a r r e u n i d o , e o f c i l l a r c o m o h u m p o n t o ) d i f t a v a d o p o n -

t o d e f u f p e n f a õ 1 0 p é s e — , m e d i d a d e L o n d r e s . T i n h a -
2 

f e f e i t o n o fio h u m n ó d i f t a n t e d o p o n t o d e f u f p e n f a õ 1 0 
p é s e h u m a p o l l e g a d a . O a r c o d e f e r i t o p o r e f t e n ó f e r v i i 
p a r a m e d i r o q u e d e f e r e v i a o c e n t r o d e o f c i i l a ç a õ n o m e f -
m o t e m p o j e p a r a e f t e e f f e i t o f e m u l t i p l i c a v a o p r i m e i r o 

1 2 6 

P o z - f e e f t e p ê n d u l o e ru m o v i m e n t o , de m a n e i r a <1®® 
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ò a f c õ d e f c r i t o p e l o n ó a t é a v e r t i c a l f o í f e d e 2 p o l l e g a -

xlas , e d e i x o u - f e o f c i l l a r a t é p e r d e r a o i t a v a p a r t e d o m o -

v i m e n t o . E l l e a p e r d e u no f im de 1 6 4 o f c i l l a ç õ e s , e o u l -

t i m o a r c o de f u b i d a f o i de 1 p o l l e g a d a e — -
4 

D e p o i s a f a í l o u - f e o nó da v e r t i c a l 4 p o l l e g a d a s ; e o h f e r -
í e r v o u - f e , q u e t e n d o f e i t o 121 o f c i l l a ç õ e s p e r d e u a o i t a -
v a p a r t e d o m o v i m e n t o , e f o i o u l t i m o a r c o d e f u b i d a 3 

p o l l e g a d a s — • Em f im r e p e t i n d o a m e f m a o p e r a ç a õ a 

r e f p e i t o d e o u t r a s d i í l a n c i a s , f e a c h á r a õ o s r e f u l t a d o s f e* 

g u i n t e s . 

I r - — 
P r i m e i r o a r c o 

d e d e f e i d a 

U l t i m o a r c o 
d e f u b i d a 

N u m e r o d a s 
o f c i l l a ç õ e s 

a 
i 

1 r 1 6 4 

4 
1 

3 T 1 2 1 

8 7 69 

1 6 1 4 T 

2 8 1 8 4 

64 0 

2 
9 r 

A p p l i q u e m o s a g o r a a t h e o r i c a a e f t a s e x p e r i e n c i a s , p o r -
q u e o s r e f u l t a d o s f a õ m u i t o i n t e r e l f a n t e s . 

S e n d o o p r i m e i r o a r c o d e d e f e i d a — « , n o f i m d e 
h u m n u m e r o n d e o f c i l l a ç õ e s t e r e m o s a u l t i m o a r c o d e 

r wâ 3^ m — 6nab 
t u o i d a — _ m a n t i d a d e q u e n o c a f o d e i t a s 

3 « + 2 f l » i 

7 
e x p e r i e n c i a s h e — m . e c o n f e g u i n t e m e n t e d e v e r e m o » 

j / 7 

t e r — k j n — n Q L « i + & a A , , 

4 » 
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S e j a >ii' o u í r o a r c o de d e f c i d a , e « ' o n u m e r o d a s o f * 

c i l l a ç õ e s c o r r e f p o n d e n t e s . I g u a l m e n t e t e r e m o s ~ l ^ m ' ^ 

v „ , , 1 4 m 2 —. m ' 2 

m ' 2 J , e finalmente £ s - • ~ r~ • 

« n7" 

S e w f o r d u p l o d e « / ' , c o m o f u c c e d e t o m a n d o d u a s 

o b f e r v a ç õ e s c o n i e c u t i v a s d a T a b o a p r e c e d e n t e , f e r á 

1 4 » » ' a a ' 
- P o r é m h e d e a d v e r t i r , q u e »»' h e o a r c o d e f -

2 n' -7i ' M 

c r i t o p e l o c e n t r o d e o f c i l l a ç a õ , e f e e m l u g a r d e l l e f u f c f t i -
t u i r m o s o a r c o d e f c r i t o p e l o n ó , r e f u l t a r á p o r v a l o r d e k . 
121 
— d a f u a v e r d a d e i r a q u a n t i d a d e f o m e n t e . 
1 2 6 

T o m e m o s p o i s a s d u a s p r i m e i r a s o b f e r v a ç õ e s , q u e d a ô 
14 m'nnl 

«1' — 2 , « — 164 , n — 1 2 1 ; e a c h a r e m o s ; — 
2 n' — » 

2 121 
2 6 8 4 p o l l e g a d a s " 2 2 ? pés e — 5 = — • k . T o m a n d o a f e -

j 1 2 6 
j j u n d a e t e r c e i r a d a s m e f m a s o b f e r v a ç õ e s , e f a z e n d o m' = 

121 1 
4 , n> — i 2 i , B — 6 9 , a c h a r e m o s 2 2 ^ p e s e — * 

1 2 0 4 
E c o m p a r a n d o d o m e f m o m o d o d u a s a d u a s a s o b f e r v a ç õ e s 

121 

f e g u i n t e s , t e r e m o s p o r ~ £ e m p é s d e L o n d r e s o s v a l o -

r e s f e g u i n t e s 2 1 t 2 2 J — . . . . . 2 2 J . . . 2 2 3 . . . . 2 J J — . . . . 2 4 4 . 

3 4 2 

H e v e r d a d e q u e o s d o u s ú l t i m o s v a l o r e s d i f f e r e m f e n í i -
v e l m e n t e d o s t r e s p r i m e i r o s . M a s d e v e a d v e r t i r - f e , q u e 
e l l a t h e o r i c a c a l c u l a d a pa ra o s p ê n d u l o s c y c l o i d a i s , naõ pô-
d e a p p l i c a r - f e aos c i r c u l a r e s , f e n a õ q u a n d o o s a rcos d e f t e í 
f a õ m u i t o p e q u e n o s . E p o r i f lb d e v i a n e c e f í a r i a m e n t e achar - fe 
h u m a d i f e r e n ç a f e n f i v e l n o s d o u s ú l t i m o s v a l o r e s , por t e r e m 
r e f u l t a d o d e o f c i l l a ç õ e s f e i t a s p o r a r c o s a l g u m t a n t o conf i -

d e r a s 
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der.ivets, fendo hum de pollegadas, e o outro de 64. 
Se nos cingirmos pois aos tres primeiros valores, como 

deve fer , a fua conformidade he quanta fe podia efperar 
de experiencias de tal delicadeza; e fe tomarmos o meio 

121 
arithmetico , teremos 224 pés por valor real de 

go k — 233 pés de Londres; e porque o pé de Londres he 
pira o de Paris como 811 para 864, ferá k zz 219 pes de 
Paris. 

Sendo pois o globo deftas experiencias animado de hu-
ma velocidade devida á altura de 219 pés, experimentaria 
da parte do ar huma refiftencia igual á gravidade •, e con-
feguintemente, em havendo adquirido ella velocidade con-
tinuaria a mover-fe uniformemente , porque a acceleraçaõ 
da gravidade feria igual e contraria á reliftencia do Huido. 

435 Determinada a quantidade k , que mede a parte 
principal defta reliftencia, ifto he , a parte proporcional ao 
quadrado da velocidade , falta determinar b que mede a 

3 k w 
parte conftante. Para iflb ufaremos da equaçaõ . 

8 71 
7 til 

— iri1 + 6ab , que dá 48 ah zz 3 ^ . — — i4»«2- Ora na 
A ^ n 
primeira deftas obfervações mzz— . 2 pollegadas , 

121 
l i 6 
77, ' 12 • 224 , a — 125, e n — 1S4; logo b zz 0,00759 12> I 
de huma pollegada. 

Calculando a mefma quantidade pela fegunda experien-1 

v ' a , e tomando — • 4, e n — 121 , teremos b zz 
I2t 

0,00763; refultado muito conforme ao primeiro , para dei-
xar de infpirar confiança na theorica, que a elle nos con-
duzio. Se tomarmos o meio arithmetico, acharemos b zz 
0,00761 de huma pollegada. E porque temos fuppofto , qus 
» parte conftante da refiftencia era reprefentada por ~ ; 

k 
fubftituindo o valor de k - 12 .233 pollegadas , ferá 

OjCCOCOI/. 
Ti Afltm 
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Aflim achamos, que a refiftencia confiante que o globo 
experimenta da parte do ar he proximamente huma qua-
tro-centefima-milleíima parte da gravidade. Mas ainda que 
fofle mais pequena, fempre delia deveria Í3zer-fe cafo nos 
movimentos muito vagarofos, porque pode entaõ exceder 
infinitamente aparte da refiftencia, que he proporcional ao 
quadrado da velocidade. 

436 Como efta refiftencia conftante tem lugar em todos 
os fluidos, pôde fucceder que o pêndulo fique em equilí-
brio , fem que o fio efteja exactamente vertical. Bafta para 
ilfo (F ig . 162. ), que a força tangencial g fen MC D da 

g 
gravidade feja igual á refiftencia — - — ; e por confe-

400000 
guinte, que o feno d e MC D feja 0,0000027 ; donde reful-
ta o angulo MC D de 33" ' . Logo o prumo indicado pelo 
pêndulo deftas experiencias podia diftar da verdadeira ver-
tical 33 ' " . 

437 Daqui fe fegue , que o referido pêndulo devia ficar 
a b 

em quietaçaÕ, aflim que o ultimo arco de fubida fofle 

O numero das ofcillações neceflarias para chegar a efte ef-
ab 3 k^m — 6 nab 

tado fe calculará pela formula — ; don-
k j k *t- 2 nm 

3 k m — 3 a b * r 
de fe tira a n b — / E applicando efta lor-

mula á primeira experiencia, teremos n— 8565593 ofcil-
lações , que devia fazer o pêndulo antes de haver perdido 
todo o feu movimento. 

E porque o comprimento defte pêndulo era de 126 
21 . 811 

pollegadas de Londres, ou de pés de Paris, o 
" ' 1728 

tempo de cada ofcillaçaõ devia fer de i",7948. Logo de-
veria o pêndulo ofcillar por pouco menos de 178 d ias , fa-
zendo abilracçaõ naó fomente da refiftencia , que o ar op-
punha ao movimento do fio, mas também da fricçaõ oc-
cafionada pelo ponto de- fufpenfaõ. Na pratica porém naõ 
he neceffario tanto tempo , porque o movimento b r e v e m e n -
te fe faz infenfivel, e entaõ he como fe já tiveffe cheg*" 
do ao eftado de quietaçaÕ. D<t 
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Da Linha d; mais breve defcenfo. 

438 T) Ede-fe , qne entre dous pontos dados A , B 
JL ( Fig. 1 6 5 . ) , fe defcreva em hum plano verti-

cal a curva AM B , de maneira que defcendo hum corpo 
por ella , de A até B , corra o arco A B no menor tempo 
po Uivei. 

Elle Problema fe reduz a achar a linha , na qual a ex-
prellàõ do tempo he hum minimo. Para a determinar, con-
duzamos pelo ponto A huma horizontal A P , e tomemos 
na curva dous elementos confecutivos MM', M' M". Dos 
pontos M ,M',M" levantemos M P , M' P ' , M" P" per-
pendiculares á refla A P , e feja AP — x, P M— y , e 
AM — s. 

Ifto pofto , quando o corpo chegar ao ponto M deverá 
ter a mefma velocidade, como fe houvelfe cahido peia ver-
tical PM •, e confeguintemente o tempo empregado em 

r ds 
correr o arco A M ferá reorefentado por / — — • He 

* J y2gy 

/
dt rd1 

, ou fimplefmente que / — 
rzgy J ry 

feja hum minimo. 
Para exprimir efta condição , fupponhamos que o ponto 

Aí'varia infinitamente pouco na direcçaõ horizontal. Eftá 
claro , que fe o arco M M " faz parte da curva procurada, 
o tempo naõ deve por ilfo variar. Por confeguinte , a úni-
ca parte do tempo fufceptivel de variaçaõ , he a que em-
prega o corpo em correr os dous elementos confecutivos 

MM', M'M", ou i i + l i ' . Com effeito , de qualquer 
Yy Yy' 

tnaneira que feja fituado o ponto M', fe elle fomente va-
riar , a velocidade em M" para correr M" B ferá fem-
pre a mefma. 

Teremos pois + — o - e porque d s* =3 
yy Yy' ' 

d* 2 + dy3
 } acharemos que dsJds~ dx$dx, e que 

Logo - Í L « S + 
R ds Yy as V j 
J í ~ O. 
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— o. Mas fendo dx + dx' huma quantidade confiante j 
' dx' dx 

temos Jdx'=z-odx ; logo j--— ~~ —— - o, e 

( d x \ 
2—-—) — o , equaçaõ da curva 

procurada. 
dx I 

Integrando, teremos — • — — , ou a d * ' — yds* 
ds V y '/a 

dv Vy 
~ydx: +ydy- ; logo dx— Ella equaçaS 

rCa-y) 
já moftra , que a curva procurada he a cycloide , como he 
iacil de reconhecer , reduzindo-a a efta fórraa dx a 

ydy' — —ady — ady 
ydy 2 , 2 
— — — - + , cuttf 

V ( a y - y y ) a y - y y ) a y - y y } 

—• ady 
TL 

Y(ay - y y ) 
integral he x — C —• f { a y — yy 

R L . I T 

J Y(.ay —i 

43P Da equaçaõ dx — fe fegue , que n» 
/ ( a - y ) 

ponto mais baixo da curva D (Fig. 166. ) he a ordenada 
C D — a; e fe imaginarmos hum femicirculo defcrito fo-
hre o diâmetro C D , e conduzida a horizontal AIO., te-

r j-ady 

lemosiV^-VC a y - y y ) , eCN~J — — 

logo AP — CN — NQ. Pela mefma rafaõ AC — CN D -, 
louo AC~ AP, ou C P , ou MÇl = CND-CN + 
N Q =: AT D + M Çl, ou Aí N =z D W, que he a proprieda-
de mais conhecida da cycloide. Logo a cycloide be a liubt 
domais hrtvs defctufo. 

44o Como faõ dados os dous pontos A, e B (Fig.167.)» 
naõ ftrá diifccultofo defcrever por elles a curva procurada. 
Podemos primeiramente defcrever qualquer cycloide fobre a 
bafe horizontal A L tomada arbitrariamente. Encontrando 
efta curva a corda A B no ponto /C , pelo ponto B condo-
e r e m o s a linha B F parallela a K L^, e ferá AS a bafe da 

cr 
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Cycloide procurada , ou ( que vem a fer o mefmn ) fe r i 
A F igual á circumferencia do circulo genitor ; e fen do ef-
te conhecido, a defcriçaó da cycloide procurada naõ tem 
mais difficuldade. Funda-fe efta conftrucçaõ em que as cy-
cloides f iõ curvas femelhantes; elfecVivamente naõ entra 
ca equaçaõ delias outra conftante que o diâmetro do c i r -
culo genitor. 

Todos os Geómetras da primeira ordem fe occtipáraõ no 
principio defte feculo fobre o problema da linha do mais 
breve defcenfo , e todos acháraÕ por refultado hum arco 
de cycloide. Daqui vem o nome de Cur-jas brcicMílócbro-
«iir, para deíignar geralmente todas as que em differentes 
Cafos tem a propriedade de ferem as linhas do mais breve 
defcenfo. Mas para tratarmos efte artigo com mais genera-
lidade , ajuntaremos o problema feguinte. 

441 Sendo hum corpo follicitado por quaifquer poten-
cias fobre hum plano dado , achar a linha do mais brevj 
defcenfo de hum ponto até outro qualquer ponto dado (Fig-
1 6 ) . 

Reduzidas todas as potencias a duas, huma pela direc-
çaõ PM, e a outra parallela a A P , feja a primeira ~ 
Y r a fegunda — Â r , e a altura devida á velocidade no 
ponto Afiam teremos por expreífaõ do tempo ds 

ds ds' 
defcida pelo arco MM' M'' a quantidade — + — , , quff 

f v / v 
differenciada deve por-fe — o. Nefta dilferenc'açaõ , tudo 
o que depende do ponto M' he variavel e aíUrn teremos 

Supponio, que a fluxaõ do ponto M' fe faz horizontal-
mente , terçmos cT dy =r o , e confeguintemente £ ds ~ 

dx' , , dx' , 
5-; £ d x' 2; — -— c y d x . Logo 
ds' d s' 

às/v d s' y D1 

ds'Jn)' 

1 
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c , . , . , Xdx+Ydy Sendo pois a força tangencial = —, terá-
d s 

mos gdv — X dx -f-Y dy , e gd v' ~ X' d x' + Y' dy' 
Mudando nefta ultima d em J, teremos g£v'zz X'3 x' 

+ Y'Sy'-X'<à'dx-, logo « 5 V ~ — J d x , e fubfti-

/ X d 
tuindo ferá a equaçaõ da curva d ( —.—^ 4. — 

\ d s f v s 2 g v f v 

— o. Se em lugar da expreíTaÕ d 
( I R K ) fubftituirmos 

1 / d x \ dxdu . /• d x v 
— d ( —- ) — . viremos a ter 2v d ( — ) + 
Vv \ d s y 2vdsKv \ d t s 

Xds1—gdxdv 
zz o ; e pondo em lugar de g d v o feu 

gds 
,sdx^ Xdy" —Ydydx 

V^lor Xdx+Ydy , ferá 211 d (— \ + —-—, 
\ds y gds 

dx 

\ ds J Ydx~Xdy _ d . U3 
ZZ o , ou : zz 2 g v • Mas he o raio 

ds dy 
r , j n _ dy 1 Ydx~Xdy 2gv 

ofculador R - ; logo —^ = — • 

Donde fe fegue , qué a linha da mais breve defeida he aquel-
la , em que a força centrífuga he igual á força normal; de 
maneira , que a preffaõ total fobre a curva feja o dobro de 
qualquer delias. 

442 Ella ultima conclufaõ he o Theorema que M. Eu-
ler propoem na fua Mechanica , para a indagaçaS geral 
das brachiftochronas. Mas efta propriedade na& fe extende 
aos meios reíiftentes, porque a velocidade em M" para 
correr o arco M" B naÕ he mais a mefma , quando o pon-
to M' recebe qualquer variaçaõ. He neceífario pois calcu-
lar o aumerno do tempo por todo o arco M M' M"+ M"B> 
o que faz efta indagação muito mais difficultofa. 

DT foluçaõ geral, que acabamos de d ar, pôde facilmen-
te deduzir-fe a do primeiro cafo. EntaÔ he X zzo ,Y zi 

g> 
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d tf 2y \ ds/ 
« teremos T x = Lo-

dy , /dxs. dx . i ,dx 
go — — á ( ) : — i e integrando — l y — l 

2y \ds / ds 2 ds 

1 a d x 2 á y ^ y 
— o u y = — ; donde fe tira «tf — , r, 
2 á j * ' 

como tínhamos achado ( n.433. ) . 

S E C C AÕ I I I . 
5 

BO MOVIMENTO BOS CORPOS QUE OBRAM HUNS 
CONTRA OS OUTROS DE QUALQUER MANEIRA. 

N A S duas Secções precedentes temos fuppolto o s 
moveis , como pontos folitarios , que podiaõ obe-
decer livremente a toda a forte de potencias. 

Agora determinaremos o feu movimento , fuppondo que 
elles aétuaõ huns contra os outros, ou por collifaõ , ou por 
meio de quaifquer vinculos, com os quais eltejaõ ligados, 
e unidos entre íi. 

A R T I G O I . 

Do movimento que refulta da collifaõ dos 
corpos. 

443 T) Oito que naõ conhecemos corpo algum perfei-
1 tamente duro , nem perfeitamente elajlico, fo-

mos com tudo obrigados a fuppor-lhe a exiltencia , para 
eítabelecer huma theorica geral das leis do movimento , 
no cafo da collifaõ. Por ilfo na applicaçaÕ deltas leis , de-
veremos tomallas como approximações maiores , ou me-
nores , conforme os corpos fe chegarem mais ou menos pa-
ra a dureza, ou para a elajlicidade perfeita. 

Para que elles foffem perfeitamente duros , era necef-
fario que força nenhuma os pudefle comprimir , nem alterar 
em nada a fua figura ; e para que foliem perfeitamente ela-

íticos t 
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fticos , que aelafticidade os reftituiífe ao primeiro eftadô 
no mefmo inftante em que ceffa a compreífaõ, Mas para.o 
dizer outra vez , naõ conhecemos corpo algum de volume 
iinito , que tenha perfeitamente qualquer deftas duas pro-
priedades. O diamante he muito duro, o marfim muito 
elaltico ; mas naõ palfaõ de modelos imperfeitos deftas pio-
priedades. 

Sem embargo , depois de havermos pofto o principio 
qtie deu M. d' Alembert no feu Tratado de Dynamica, 
para determinar o movimento de muitos corpos , que entre 
li aéluaÕ de qualquer maneira , applicallo-heraos á collifaS 
dos corpos, e ao movimento do centro de gravidade do 
feu fyftema. 

444 Sejaõ A , B , C &c as partículas de qualquer fyfte-
m a , nas quais fe imprimaõ reipedivamente os movimen-
tos a , b , c õcc. Como ellas naõ faõ livres , fupponhamos 
que mudaõ os movimentos recebidos em outros a, b , c 
&c. Aííim podemos imaginar que os movimentos im preitos 
a , b , c , &c faõ compoftos, cada hum de outros dous , 
hum a, ou b , ou c &c , que cada partícula tomará refpe-
élivamente , e o outro , OU G , ou Y. &c. Os primeiros 
deftes movimentos a , b , c &c tem o feu effeito inteira-
mente , Tem que os vínculos do fyftema lhe lirva de embara-
ço algum, porque tal he a fuppofiçaõ. Os outros , G> , yt 
& c , naõ tendo influído nada ein alterar os primeiros, feraõ 
mutuamente deftruidos entre fi. Logo faõ combinados de 
maneira , que deixariaõ todo o fyftema em equilíbrio , fe 
as partes delle naõ folfem animadas de outros movimen-
tos. Daqui refulta o principio feguints , para achar o mo-
vimento de muitos corpos, que afíuaõ entre fi de qualquer 
maneira. 

PRINCIPIO FUNDAMENTAL. 

O E forem refolvidos os movimentos a., b , c &c , impreffot 
" nas diferentes partes de hum mefmo fyftema , cada bum etit 
outros dous a, a.; b , £ •, c , X. Ó'C , de maneira que naõ 
dando ás ditas partes outros movimentos mais que a, b , c 
<&'0 , ellas os confsrvafjem , fem fe embaraçar mutuamente, 
t que naõ lhes dando fenaõ os movimentos d , Q, , H, , 
todo o fyftema ficaffe em quietaçaõ ; entaõ feraõ a , b , c Ò-c 
os moviUicntos, que as partes do f/Jlema tomarão em virtude 
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áoi movimentos impreffos a ,b te <&<: , e da acçaõ reciproca 
que exercitaõ entre Ji. 

445 Efte principio igualmente fimples, e fecundo , ex-
tende-fe a todas as theorias, que entramos a explicar , 
principiando pela collifaõ dos corpos duros. 

Suppomos aqui , que os centros de gravidade de dous 
corpos , que fe encontrão , fe movem por huma mefma li-
nha , e que o plano tangente ao ponto do encontro he per-
pendicular á direcçaõ do movimento deiles, O coucurfo 
deftas duas fuppofições traz fempre comfigo huma percuf-
faõ direita , e exclue confeguintemente todo o movimento 
de rotaçaÕ. 

446 SejaÕ pois dous corpos duros M , m, movidos para 
a mefma parte com as Velocidades V , v , que pela colii-
faõ fe mudaõ em u,u'. Podemos, conforme o principio 
fundamental, coníiderar no inftante da perculiaõ os corpos 
Al , m , como animados das velocidades u , u', que deve-
rão confervar depois del ia , e das velocidades V — u , e 
v — u' , que feraõ deftruidas. Porém as velocidades u , u' 
Caõ devem embaraçar-fe reciprocamente , conforme o mef-
mo principio; logo faõ iguais, porque o corpo que encontra 
naõ tem acçaõ fobre o encontrado , fenaõ até o ponto de 
ferem as velocidades iguais ; logo u — u'. 

Também deve haver hum perfeito equilibrio entre o 
corpo M animado da velocidade V — u, e o corpo m ani-t 
mado da velocidade «' — v em fentido contrario. Logo 

. M. V -+- m v 
MfV — ii) — m(u-"o)\ donde fe tira u zz. * 

M - ( - m 
447 Efta formula moftra, que a velocidade commua dos 

dous moveis depois do encontro fe acba , dividindo a foma 
das quantidades de movimento , que ellcs tinbaõ antes do en-
contro, pela foma das maffas. 

Donde fe legue, que na hypothefe prefente fe con-
ferva a mefma quantidade de movimento antes, e depois 
da perculfaõ. Ganha hum dos moveis pela coliifaõ o que 
V outro perde pela inércia. 

Se os dous moveis caminharem por direcçoens op-
poftas, faremos v negativo na formula precedente, e te-

Jlfy _ f)i rg 
remos a ; logo para achar a velocidade cotn-

M +ni 
IKua ^depois do encontro nefte cafo , ferá nèceiTario dividir a 

diffe-
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differença das quantidades de movimento, que os corpos 
tinhaõ antes da col!ila5 , pela foma das malfas. 

E fe hum dos dous corpos, m por exemplo, eítiver 
M. V 

em quietaçao , faremos m =: o , e fera a — . Donde 
M. + m 

fe fegue, que fempre haverá communicaçaõ de movimen-
t o , por muito pequenas que fejaõ tanto a velocidade co-
mo a maffa do corpo , que fere o outro. Aflim pôde a me-
nor força finita vencer a inércia da maior maíTa. 

Para darmos hum exemplo deftas formulas, fejaõ dous 
corpos duros, dos quais hum M. péza ç libras , e o ou-
tro m péza 3 libras , movidos para a mefma parte com as 
velocidades refpedivas de 9 pés , e 1 pé por fegundo. 

Subftituindo eftes valores , teremos » rr * ^ + * -1 — 6; 
• •> + 3 

e diremos, que ambos os corpos depois da collifaõ te-
raõ a velocidade commua de 6 pés por fegundo. Se as 

direcçoens foíTem contrarias, teriamos u ~ S pés ; C 
4 
y 

fe o corpo m eftivelTe em quietaçaõ , u — f pés — 
o 

448 Sendo elafticos porém os dous moveis M , M, 
primeiramente fe comprimirão hum ao outro , até que os 
feus centros de gravidade , e o ponto de contadlo tenhaõ 
huma velocidade igual, que chamaremos «. Mas aflim que 
ceifar a comprellaõ , os dous corpos fe ferviráÕ mutua-
mente de apoyo , e a elafticidade retornando forças iguais 
ás da comprellaõ lhes imprimirá a mefma quantidade de 
movimento , com a qual foraõ comprimidos. Em virtude 
defta reacçaõ tenderáõ os dous moveis a feparar-íe hum 
do outro. 

Logo , fe elles fe moverem para a mefma par te , no 
MV+mv qual cafo temos »— . a força com que o 

M 4. m 
corpo incurrente comprime o outro ferá M (K—«) » E 

efta lhe ferá reftituida pela elafticidade em fentido con-
trario. Aífim naõ terá depois da percuífaõ mais que a 
•velocidade u diminuída de K u, ifto he ,*a velocida-
de a u — F. ' 

O fe-
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O fegundo corpo pelo contrario , fazendo equiiibrio á 
comprelfaõ do primeiro com a força m ( u — v ) , e fen-
do-lhe efta reftituida pela elafticidade fegundo a direcçaõ 
do feu proprio movimento, deverá mover-fe depois do 
encontro com a velocidade u aumentada de u — v, que 
fe reduz a 2ti — V. Logo para achar a velocidade de cada 
bum dos corpos depois da collifaõ, be neceffario tirar a fua 
velocidade primitiva do dobro da velocidade commua, que am-
bos teriaõ fe fo(fem perfeitamente duros. 

Se fuppuzermos , que elles fe encontraÕ por direcço-
ens contrarias ( tomando fempre MV pela maior quan-

M V — m v 
tidade de movimento ) , teremos u r= ; e a ve-

M+ m 
locidade do corpo M depois da collifaõ ferá como d a n -
tes 2 u — V mas a do corpo m ferá entaõ 2 u -t- v , co-
mo também fe deduz do cafo precedente , fazendo v ne-
gativo. 

449 Seja V1 a velocidade de M, e v' a de m depois 
da collifaõ ; e fuppondo que amboí fe movem para a mef-
ma parte , teremos 

iMV + 2mv ( M — m~)V + 2mv 
y, _ —V~ 

— M + m M +m 

2 MV+2mv (m „ Al) v + 2M V 
v' r : — - T s= ; 

M + m M + m 

donde fe tira,que M V' -*• m u1 = M V + m v , ifto he , que 
a foma das quantidades de movimento he a mefma tan-
to antes , como depois da collifaõ. 

Mas fe os moveis fe encontrarem por direcçoens op-
poftas, teremos entaõ 

2 M V — 2 mv (.M — ri) V— 2 m v 
= M + m " M + m ' 

, zMV-imv _ C M -m~)v * 2 MV D» — 4. Tl— — ; 
M + m M + m 

donde fe tira efta equaçaõ M V 4-w n>' — M V— m n), oufe 
naõ dá as fomas das quantidades de movimento igua is , 
como no cafo precedente. 

4yo Era ambos os cafcs porém , teremos fempre a 
equa-
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equaçaõ MV1 4- •» v = — MV'3 4- m v' - . Sendo pois â 
produílo da mafTa de hum corpo pelo quadrado da fua ve-
locidade chamado por Leibnitz força uiva do mefmo cor-
po , podemos dizer neíle fentido , que os corpos perfeitÁ-
ncnte clafticos confervaõ depois da collifaõ a mefma foma das 
forças vivas , que tinbaõ antes delia. 

Podemos pois coníiderar as leis da collifaõ do3 corpos 
elaflicos, como incluídas neftas duas equaçoens muito fint-
f les 

MV J-m v — M V' 4- m v' 
MV- -J- mv - — M V'2 +m v'- , 

das quais fe deduz outra ainda mais fimples V -j-V 
t ' í t , tomando-feo final •+• quando os corpos fe encon-
traõ por huma mefma direcçaõ, e — quando fe encontrão 
por direcçoens oppoítas. 

Se o corpo ferido m eíliver cm quietaçaõ , e for a fu* 
xtiaífa igual á do corpo incurrente M , teremos M—m, 
*y — o •, e confeguintemente V — o, e v' — V. Lego o 
corpo incurrente M ficará em quietação, e o corpo feri-
do m partirá com toda a velocidade, que trazia o corpo M. 
líta fe experimenta todos os dias no jogo do bilhar, quan-
do com huma bóia fe fere outra em cheio. 

451 Se fuppuzermos muitos corpos elaflicos, iguais , 
contíguos hur.s aos outros, e que tenhaõ todos o feu cen-
tro em huma mefma linha, entaõ o movimento imprelfo 
Tio primeiro paliará pelos intermedios a communicar-fe ao 
ultimo , e elle fó fe moverá com a velocidade impreffa, 
ficando os outros immoveis. Mas fe fizelfemos mover os 
dous primeiros juntamente, entaõ os dous últimos fe def-
tacariaõ da fileira com a mefma velocidade que os primei-
ros tinluõ antes da collifaõ. 

A rafaõ diflo h e , porque ferindo o feguçdo corpo pri-
meiramente o terceiro , logo lhe communica a fua veloci-
dade , que paira immediatamente ao ul t imo, o qual fe def-
taca confeguintemente dos outros; mas como o fegundo 
tranfmittindo a fua velocidade ao ultimo , fe comprime 
de ambas as partes , fepara-fe hum momento do primeiro, 
*pe vem confecutivamente a fazer o mefmo effeito , def-
tacando o penúltimo , que feguirá por confeguinte ao ul-
timo. Em geral , fempre haverá tantos corpos que fe def 
tacaráõ dos precedentes , quantos forem os que juntamen-
te vierem a ferir a fileira dos outros. Se 
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Se dous corpos elafticos M , m fe encontrarem por d i -
tecçoens oppoftas", hum M com a velocidade de 7 p i s , c 
o out;o m com a de ] pés por fegundo, e com huma máf-
ia tripla de M , teremos m — 1 M ,V =7 , u rr J; e fub-
ftituindo eftes valores na formula do fegundo cafo , acha-
remos V' —-Z , e v' ~ 2. Logo os dous moveis torna-
rão para traz pelo mefmo caminho , por onde vieraõ a en-
contrar-fe, com as velocidades refpeflivas de 3 e de 1 
pes por fegundo. Podem ver-fe outras applicaçoens em Gra-
vefande Pbyftcet Elcmcnta Matbem. L. II. Cap. VI. 

Até aqui temos conliderado a collifaô entre dous cor -
pos fomente. Quando forem muitos, pelo problema feguin-
te poderemos conhecer o meio de determinar o feu movi-
mento. 

452 PROBL. Sendo dado hum corpo esferico C ( F i g . 1 6 3 . ) , 
movido peia linha C I com a velocidade C D — V , e encon-
trando ao mefmo tempo com os dous corpos A , B em quie-
taçaõ, perguntaõ-fe as velocidades de todos tres, e a di-
recção de C depois da collifaô. 

Seja CE K a direcçaõ do corpo C , e C E a fua velo-
cidade depois da collifaô. Conlideremos a velocidade pri-
mitiva C D refolvida em duas , das quais huma feja C E , 
a qual tenha effeito depois da collifaô , e a outra CF , que 
fe deftrua na mefma collifaô. Ora como a velocidade CE 
jiaô deve embaraçar as que haô de tomar os corpos A , B, 
conduzamos EG , EH perpendiculares aos raios CA , CB \ 
c ferá manifefto , que deve C G reprefentar a velocidade do 
ponto de contaflo A, e confeguintemente a do corpo A , e 
pela mefma rafaõ C H reprelentará a velocidade do cor-
po B. Podemos pois no inftante dapercuífaô confiderar 0$ 
corpos C, A, B, como animados refpeélivamente dasve» 
locidades CE, C G ,C H, que elles derem confervar , 
fem fe embaraçarem mutuamente , e das velocidades CF t 

*— C G , — Ç H, com as quais devem fazer equilibrio en-
tre fi. 

Seja o angulo ACI, ou o arco A I — <*•, o arco 
BI ~ G, o arco KI = © , CD — V~, CE — Vi 
c confeguintemente CG — V' cnf ( a. ~ Ç> ), C H — V 
*(f{ C «i- CZ! ). Como pois as forças C .CF, A . C G, e 
B • Ç H, dirigidas por CF , AC , BC , devem eftar em equi-
líbrio , fe relblvermos a cada huma delias em o u t r a s duas , 
iJIjma _por C D3 e outra perpendicular &C D , tanto a fo-

n>4 
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ma das primeiras , como a das ultimas fe reduzirá a nada. 
Logo teremos 

C.CF.cof FCD - B.CH.cof BCI - A.CG.cofACI - o 
C.CF.fen FCD - B.CH.fen BCI + A.CG.fen ACI - o. 

Porém temos CF.cofFCD=CD~CE.coflCK-y~ 
V' cof (p , e C F . fen FCD ~C E.fenICK = VfenQ * 
logo fubllituindo eftes valores, teremos 

C C V-V cof (p ) — B V' cof G cof C s * cp ) -
A V cof O, cof (d. — 4> ) — o 

C V'fen O- B V'fen G cof (_G i $) + 
A V'fen <h cofC <* - ip ) — o. 

Eda ultima equaçaõ dá Cfen — B fen G ( co/ £ coftp — 
fen o fen Ç> ) + A / f » o. (cof * cof <p -j- fen * /<?» (p ) := o j 
e por confeguinte 

7 Bfen a C- 7^4/t» 3 g 

ta"á ^ ~ C + Bfen G2 +Afen** ' 
Será pois determinada a direcçaõ , que o corpo C de-
ve tomar depois da collifaõ. E para conhecer a lua ve-
locidade , deduziremos o valor de V da primeira equaçaõ, 
a qual dá 

r - £ 1 
c cof + B cof Q cof(£ + + A cof o. cof(<x~0) 

Quanto ás velocidades dos corpos A , B pelas direcçoens 
C A , C B igualmente fe determinarás pelas formulas fer 
guintes. 

r r r f c , _ CCcof« + CBfenÇfen(*+G) 

C(A + B + C)+ABfen[a+G)z 

r » / c f i + < P ) - C C c ° f G + C A f e n " f e » ( " + c > , 

Qualquer que feja o numero dos corpos, fempre o pro-
blema fe poderá refolver de hum modo femelhante ao 
que temos praticado. 

pf 
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Do Movimento do Centro de gravidade commum 
de muitos corpos. 

453 Emos vifto na Statica , que fe as diverfas pat-
X tes de hum fyftema faõ perfeitamente livres , 

os movimentos que fe imprimem em cada huma em par-
ticular fe tranfmetem todos ao centro de gravidade por 
direcçoens parallelas , donde fe concluio que deve efte cen-
tro mover-fe , como fe todas as potencias lhe foflem sp-
plicadasimmediatamente. Agora moftraremos , que o mef-
mo fuccede quando todas as partes do fyftema faô ligadas 
entre fi , com tanto que o fyftema inteiro efteja livre r 

naõ fendo obrigado a mover-fe ao redor de algum ponto 
f x o . 

Os movimentos a , b , c &c , que as partes do fyftema 
devem tomar , podem refolver-fe em dous : a faber, nos mo-
vimentos imprelfos a ,b , c &c , e nos movimentos deftrui-
dos — « , — G » —• % &c. Mas quanto a eftes últ imos, de-
ve haver equilíbrio ; logo o centro de gravidade naõ pôde 
delles receber movimento a lgum; e por confeguinte o ca-
minho, que ha de feguir efte centro em virtude dos mo-
vimentos a , b, c &c , que as partes do fyjtema haõ toma-
do pela fua acçaõ mutua , ferá precifamente o mefmo que 
teria feguido em virtude dos movimentos a , b , c &c , que 
as mefmas partes teriaõ , fe folfem livres. 

454 Difto fe fegue , que o eflado de movimento, ou de, 
quietaçaS do centro de gravidade commum de muitos corpos, 
naõ fe altsra pela acçaõ mutua dos mefmos corpos entre f i , 
com tanto que o fyflema feja livre. 

Se qualquer corpo M ( F i g - 169. ) receber hum im-
pulfo pela direcçaõ da refta A B , que naõ pafla pelo feu 
centro de gravidade G , efte centro fe moverá, como fe 
a potencia A B lhe fofle applicada por huma direcçaõ pa-
rallela GD •, logo ficaria em quietaçaÕ , fe em fentido con-
trario lhe fofle applicada huma potencia G D' igual a AB. 
Como porém as duas potencias G D' e AB, ainda que iguais 
eutre fi , naõ faõ dire&amente oppoftas , e confeguinte-
mente naõ podem deftruir-fe mutuamente , e como temos 
moftrado que o centro de gravidade G fica em quietaçaÕ; 
o único movimento que pôde tomar o corpo he o movi-
mento de rotaçaõ ao redor do mefmo centro. 

45 5 Lo-
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Logo fe qualquer corpo for follicitado por poten-
cias , cujas direcçoens na5 paífem pelo feu centro de gra-
vidade , deveremos concluir : r ° , que o centro de gravi-
dade fe moverá , como fe todas- as potencias lhe fofem ap-
plieadas por direcçoens parallelas d que lias , pelas quais obrau 
anualmente, i0 , que as outras partes do mefno corpo to-
marão bum movimento de rotaçaõ ao redor do centro de gra-
vidade , como ellas o teriaõ tomado em virtude das mejmas 
potencias , fe o centro de gravidade foffe bum ponto absolu-
tamente fixo. 

456 O movimento do centro de gravidade chama-fe 
Movimento progre.fivo ; c como elle he commum a todas 
as partes do corpo , de qualquer maneira que fe mova, 
poderá fempre Coníiderar-fe o movimento de cada parte , 
CJUIO comporto de outros dous, hum progreílivo , que he o 
ilielino em todas as partes , igual , e parallelo ao do centro 
de gravidade , e o outro de rotaçaõ ao redor defte centro. 

Sendo pois o movimento progreílivo aquelle, que to-
ma hum ponto follicitado por quaifquer potencias , pôde 
determinar-fe pelos princípios,que havemos exporto nas Seo>-
çoens precedentes. O que falta , para determinar o movi-
mento de hum corpo , he o calcular o movimento de ro-
taçaõ ao redor do centro de gravidade. Logo daremos o 
niethoda. 

Outra (implicação do Principio geral aos movi', 
mentos que fe fazem nas Maquinas. 

457 Omo a acçaõ reciproca, que muitos corpo? 
ligados entre fí exercitaõ huns contra os ou-

tros , fe moftra principalmente nas Maquinas , de que fre-
quentemente nos fervimos nos ufos da vida , he de muita 
importancia conhecer-lhe os elfeitos , e para iífo ferviráti 
os exemplos feguintes. 

PRGEI., J. Determinar o movimento de dous corpos M 
atados a hum fio fem gravidade M. C vi, que pajfa por bumt% 
roldana fixa C ( F i g . 170.). 

Chamando p a força acceleratriz do corpo M •, adver-
tiremos 1 0 , que efta feria a gravidade g toda inteira, fç 9 
corpo r.i naõ aítuaífe contra Al. 20 , que a força acceleratriz 
do corpo m he também a quantidade p 3 lendo poíém 4 
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t«a acçaÕ em fentido contrario pela direcçaõ m a. Aílim 
podemos conliderar o corpo M , como follicitado pela for-
ça acceleratriz py que elle confervará , e pela força g — p 
que ferá deftruida ; e do mefmo modo o corpo mt como 
follicitado pela força p fegundo a direcçaõ m a , que elle 
confervará, e pela força g +p fegundo a direcçaõ a m , 
a qual ferá deftruida. 

Devendo pois os dous moveis ficar em equilibrio , fe 
fbflem fomente animados das forças refpectivas g — p e 
£ + p, pela propriedade da roldana fixa teremos M ( g — p~) 

M — m 
~m(g + p)-,c confeguintemente p — ^ ^ g . Efta 

he a expreífaõ da força acceleratriz dos dous moveis; e 
porque he conftante , concluiremos que elles deveráõ ter 
hum movimento uniformemente accelerado. Logo no fim 
de qualquer tempo t, ferá a velocidade adquirida 
M-m . ., M — m 1 

- • f t , e o efpaço corrido E= — . — g t4 . 
M + m ' M + m 2 

458 PROBL. I I . Suppoudo que o fio MC m do proliema 
precedente be uniformemente pe%ado t determinar o movimen-
to dos corpos M , m. 

Seia AM — x,am~a~x, e o pezo efpecifíco do 
fio O pezo da parte AM ferá f x , e o da parte am ferá 
/ ( « — * ) . Logo a força acceleratriz do corpo M terá pot 

. , . A Í — » ! + / * - / • ( * - * • ) 
expreífaõ a quantidade — • • ^ g , ou 

M-m-f a + 2 f x . 
— — g . Porem para abbreviar, fupponhamos 

M — m — f a 2f 
.. . . — «v, w • z; £ ; e ferá a ex-

M-i-m-^fa ' M-rm+fa 
preífaõ da força reprefentada por ( + G x") g, a qual 
cefte cafo naõ ferá conftante , nem o movimento unifor-
memente accelerado. 

Sendo pois 3 velocidade — u , teremos u d n — g d x 
( «•+• G » ) , cujo integral he uu=zg(Gxx-h2a.x'); 
e porque naõ ajunto conftante , fupponho tacitamente que 
a origem dos * fe naõ toma já no ponto A } mas no pon-
to D onde começoy o movimento. 

V Deter-
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Determinada defte modo a velocidade , falta aohar O 
tempo empregado em correr o efpaço x. Para iífo dev ere-

mos integrar a equaçaõ àt-yf g- ' qUC 

dará 
t . q, 4- Q x -T- V ( G - A- - + 2 c £ x ) -

* V (S £ V « ) 
459 PROBL. III. Determinar o movimento de Mm cor-

po M , que por meio da roldana fixa A faz fubir outro cor-
po m fufpenfo da roldana mov.l B , fendo os tres cordoens 
parallelos entre Ji (F ig . 171. ) . 

Seja p a força acceleratriz de M e confeguintemente 

r- p ferá a de m. Poderemos pois confiderar os corpos 

M , m, como animados das forças acceleratrizes p , e — 

p , que elles confervaõ, e das forças g — p, g -f — p , 
2 2 

com as quais devem fazer equilíbrio entre fi. Logo pela 
propriedade das roldanas moveis , teremos 2 M ( g — p ) 

/ 1 \ j j r • -2m 
tz m ( g + -- p ) ; donde fe tira p — —;— g. Lo-

V 2 J 4 M Ar m 
go o movimento de ambos os corpos ferá uniformemente ac-
celerado e achada a expreffaõ da força acceleratriz , to-
das as mais circumftancias fe calcularão , como no defeen-
fo dos graves. 

KC I • J 1 O .
 2M ~~M 

A força acceleratriz de m, ou — p , fera pois g \ 
2 ,4 M •+- m 

a fua velocidade no fim de qualquer tempo t ferá — gt; 
4iW-f»i 

e a fua quantidade de movimento no fim do mefmo tem-
2 Mm —mm 

po gt. 
4M -i- Til 

Se quizermos pois achar a relaçaõ , que deve haver en-
tre M e m, para que a quantidade de movimento com-
municada ao corpo m em hum tempo dado feja a maior que 

he poífivel , ferá neceífario que a expreffaõ ————— fe-
4 M + m 

ja hum máximo. Entaõ differenciando-a , na fuppofiçaó de 
fóuien-
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fomente m fer variável, teremos 2 Mm - w i » - ( 4 Aí + »; ) 
( 2/H — 2w) , oa 8 Al2 — 8 Al»» — m2 — o ; donde fe tira 

9 
a rafaõ procurada — — 4 -J* / / 2 4 ~ — proxunamen-

A1 1 0 
te. 

460 PROBL. IV. Determinar o movimento de bum pezo M 
applicado á roda ABC de bum farilho , o qual faz mover 
outro pezo m applicado ao cylindro a b c ( Fig. 172. ) . 

Seja R o raio da roda , e r o do cyiindro ; e chaman-
p r 

do p a força acceleratriz do corpo Al , ferá « a do cor-

po m. Ido pofto feguindo fempre o principio geral , çon-
íideremos os pezos A l , m animados das forças accelera-

p r 
trizes p , — — , que haÔ de confervar, e das forças g — p, 

ti. 
p r 

e s + —, que fera5 deftruidas. E porque os momentos 
R 

deftas devem fer iguais, teremos Al R (g — p) r= mr 
s Pr \ , . r , — mr 
( g * T y , donde refulta , - M R a + m r , Rg. Aflim 

ferá o movimento deites dous corpos uniformemente ac-
celerado ; e confeguintemente a velocidade do corpo Al 

- , , , M R2 —mRr 
no fim do tempo t fera — — g t , e o efpaço 

MR2 + mr2 & ' * ^ 
MRi —mRr 1 corrido — . — g t 2 . Eftá claro , que na5 
MR - + mr2 2 ' ^ 

haveria movimento , fe foífe MR — mr, como por outra 
parte confta da condição do equilibrio-, e fe fofle MR <mr , 
o pezo Al fubiria em lugar de defeer , como he também 
por outra parte evidente. 

Do mefmo modo acharemos, que a força acceleratriz 
, , Al R - m r ao corpo m he - r g •, donde no tempo t ferá a 

MR2 -t-vir2 & r 

Aí R r — mr* 
velocidade defte corpo == : g t , e o efpaço 

A Í R 2 + w r 2 v 

1 . > . MRr — mr2 1 corrido de baixo por cima = — o t 2 . 
* MR2 -tmr2 2 Ó 

V a Que 
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Querendo achar a rafaÔ , que deve haver entre ff e f 
para que o corpo m feja levantado com a maior prontida5 

M R x • m x 2 

poífível, ferá necelfario fazer que feia hum 
MR 2 -*-mx3 

máximo. Diferenciaremos pois efta quantidade , fazendo va-
r 

riar — , oufunplefmente R , eteremos ( J U R r - r a r 1 ) 

a = ( M R2 -V»i r2 ) Mx, ou MR 2 —zmrR — 
mr 2 ; equaçaõ , da qual facilmente fe determinará o valor 

, R m •_/•/• m2 m s. _ 
de —• (- V ( — -t* —- ) • For exemplo : Se 

m : M:: 144 : 25, acharemos R zr 12 r > ifto he , para ele-' 
var o pezo com a maior prontidaõ polfivel , nefte caio , he 
necelfario que o raio da roda feja doze vezes maior que 
o do cylindro. 

461 Mas fuppondo, que o corpo M deve correr hum ef-
paço dado, e querendo determinar a rafaõ entre R e r, 
tal que o corpo m corra o maior efpaço polfivel , e no 
tempo mais breve que he polfivel, ferá necelfario que efte 

MR r — mr2 1 
efpaço dividido pelo tempo, ou que ' 

feja hum máximo. Porém nefta fuppofiçaõ, o efpaço cor-
JWR 2 — m R x 1 „ , . 

ndo pelo pezo M , ou . <— g t - he mima 
v ' MR2 -t»«r2 zb 

quantidade dada; logo concluiremos que í he proporcional a 
/> MR2 -wnr2

 N r . 
» ^ MR mrR / ' e c o a ^ e g u i n t e r a e n t e deveremos ter 

fMRr-mr2
 x y f, MR 2 *-mx • N r2 (MR-mx) 

^ M R H i n r i ) ' M R 2 - m xR )' "U R (.MR2 + «J r2 > 

— Aííisr. Differenciemos efta ultima exprelTaõ, fazendo 
y 

variar R, on x , ou -- , e de qualquer modo fahirá a, 
R 

equaçaõ cubica m2 r * -f j mMR 2 x = 2 M2 Ri , a qual 
naõ tem mais do que huma raiz real , cujo valor he 
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' »/_ Aí- M , Aí n _ 

, vi 
Amin por exemplo , íe m : Aí :: 2197 •• 400 , ou fe — t; 

Jft 
íf, 4925, acharemos — = 8 ,45 , ou R : r: : 169 : 2c. 

462 PROBL. V. Determinar o movimento de bum corpo Aí, 
o qual por meio do fio Aí D m, que pajfa pela roldana fixa 
D, faz mover juntamente o corpo m pofto fobre o plano in-
clinado A C , que fuppomos par alie lo ao cordão D m ( Fig. 

) • 
Seja C o angulo ACB, ou a inclinaçaS do plano 

com o horizonte, e p a força acceleratriz do pezo M , a 
qual ferá a mefma que deve ter m. Aflim podemos con-
íiderar os corpos Aí , m , como animados das forças p, 
e — p , que deverão fubfiftir , e juntamente das forças 
g — P , e gf*nÇ, + p, que feraS deftruidas. 

Como eftas ultimas forças fe exercitaõ por DAI e 
Dm, as quantidades de movimento que refultaõ devem fer 
iguais. Aflim teremos Aí (g — p) m ( gfenG-t- p ) , don-

Af — fen £ 
de fe tira p — : ?. Será pois o movimento 

dos dous corpos Aí , m uniformemente accelerado ; a ve-
, . . , . Al — mfen £ 

locidade no nm do tempo f fera — Ç t, e 
Aí + m 

, , ., M — m feu Ç, 1 _ 
0 efpaço corrido a —— T £* ' E porque a 

AÍ -f- m 2 

, , . , , Mm—m* fen? 
quantidade de movimento do corpo m he — — — g fT 

Aí m 
, M 

para qae ella feja hum máximo, deverá fer — = — r 

A R 
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A R T I G O II. 

Do movimento dos corpos, confulerados como 
pontos unidos por fios, ou varas inflexíveis. 

46] T) RROEL. I. Sendo dous corpos M, N ligados en-
1 tre Ji por bum fio inextenfivel MN , ou por hu-

ma vara fem majfa , determinar o feu movimento ( Fig. 174. 
Sejaõ mM, nN os elementos defcritos no inftante dt 

pelos corpos M , N. Se elles foliem livres , no inftante fe-
guinre defcreveriaÔ os elementos Mm' ,Nn' iguais aos 
precedentes, e na mefma direcçaõ. Supponhamos pois , que 
em virtude da fua aeçaõ reciproca chegaõ , hum ao ponto 
^ , e o outro ao ponto V ; e que os movimentos Mm' 
N » ' , que elles teriaõ fe folfe m livres, fe refolvem , ca-
da hum em outros dou» , a faber M e Nu que pek 
hypothefe deverão confervar , e M m , Na que feraó 
confeguintemente deftruidos. Para ilfo he necelfario , que 
as reftas M m c V n eftejaõ lituadas na direcçaõ de .MN, 
e qus feja M . M m = N . N n. 

Agora reportando as duas trajeítorias ao eixo A P g , , 
fupponhamos A P = # , PM ,MN=:a, AQ. — x', 
flQ^—y'- A força acceleratriz do corpo M por mM , 
que refulta da acçaõ do corpo N , fendo chamada cp , 3 
força do corpo N, que refulta da acçaõ reciproca do 

M 
corpo M pela direcçaõ nN , ferá reprefentada por — <p. 

N 

Ifto pofto, refolvamos a força <p em duas, huma pa-

rallela a A P , cujo valor fera , e a outra 

pela direcçaõ M P , que ferá reprefentada por —— 

Teremos pois para o corpo M as duas equaçoens feguin-
t C S» » 

Vo 
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Do mefmo modo , refolvendo a força — <p em outras 

duas , teremos para o corpo N as duas equaçoens feguin-
tes , 

— ® i f := — i ( — ) , 
aN * \ i t j * 

aN 

, / ay N ir)-
Donde refultaõ eftoutras duas , 

dx-. ... r / d x ' 
M ( I R ) = < > . 

as quais fendo integradas , daráõ 
' ; - dx dx' 

' T t + ' 77 = c» 

M ~ N . C ' . 
... d í á í 

Deites dous integrais fé fegue, que o movimento do 
centro de gravidade he uniforme , e rectilíneo ; o que 
concorda com o principio acima demonftrado , que o efta-
do do centro de gravidade naõ fe altéra pela acçaõ reci-
proca das partes de hum fyftema. .. 

Em quanto o céntro de gravidade fe move uniforme-
mente , e em linha refla , os corpos M e N defcreve-
rá6 neceíTarÍ3mente ao redor delle circumferencias de cir-
culos uniformemente v como he fácil de moftrar pelo que 
dilfemos no calculo das attracçoens. Por outra parte he evi-
dente , que naÕ exiftindo 110 fyftema força alguma accele-
ratriz perpendicular a M N , naõ pôde fer alterada a ve-
locidade angular ao redor do ponto G. 

De paífagem notaremos , que das quatro equaçoens pre-
dx /d*. dy sdyv 

cedentes refulta e f t a J t ó . -7- d ( — ) + M. -j- d l — ) 
dt \dt J dt v i t / 

gral 
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ÍS 2 ds'2 
gral h e M . j - + MT- + W 1 , chsmíf l -

da VeV1 âs velocidades iniciais de M e d c N . Donde 
fe fegue , qu e a foma das forças vimas fe conferva fem-
pre a mefma. 

464 PROBX.. II. Sendo fuppoflas as mefmas coufas que 
no problema precedente , e fuppondo de mais que os corpos 
M e N ejt.iõ fujeitos á acçaõ de huma força acceleratriz 
confiante , como a gravidade g , pela direcçaõ das ordenar-
ias MP , J V Ç t , determinar o movimento deites ( F i g . 174 . ) . 

Como as forças acceleratrizes por P M , e JVg^faÕ di -
minuídas nefte cafo da quantidade g, teremos as quatro 
equaçoens do movimento defta maneira t 

—-— . <p d t — d ( V- 1 
a N \dt ) 

«*»- ' (£) • ; 
(d X v 

Tt ) 

N d ( z z o ; equaçaõ , q u e moftra o movimento h o -
N d t S 

rizontal do centro de gravidade fempre uniforme. De-
r dy / dy'N 

pois tiraremos tambei» M d J ^ f J / d ^ j 

- gàt(M. + N) ^ Porém ( % } ; ( M 4> 
V d t d t / 

& ) he a velocidade vertical do centro de gravidade í 
logo , fazendo efta velocidade — f, teremos d v ~ — gdt. 
Donde fe fegue , que o centro de gravidade fe move pre-
cifamente como hum ponto livre , e que defereve con-
feguintemente huma parabola , ao mefmo tempo que os 
dous corpos M, N deferevem ao redor de l l e oircumfe- * 

rencias 
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rendas de círculos com movimento uniforme. 
465 PROBL. III. Sendo os tres corpos B , C , D ligados 

ao fio B C D , e havendo recebido quaifquer impulfos, deter-
minar o feu movimento ( Fig. 175. ). 

Supponhamos , que eftes corpos no inftante dt aca-
baÕ de defcrever os elementos b B, c C , d D das fuas ref-
peítivas trajeílorias. Se elles nefte ponto ficaífem livres, 
defcreveriaÕ no inftante feguinte as linhas B b' , C c', D d', 
iguais ás primeiras , e na mefma direcçaõ. Logo , fendo 
obrigados pela mutua acçaõ , que exercitaÕ entre fi , a 
defcrever B G, C K,, D £, podemos confiderar , conforme 
ao principio geral , as velocidades impreflas B b', C c', 
D d', como comportas das velocidades B £ , C TC , D £ , 
que elles confervaõ realmente , e das velocidades B b , 
C c , D d , com as quais devem confeguintemente fazer 
equilíbrio entre fi. Para iífo , he pois neceífario que Bb, 
D d fe achem na direcçaõ dos cordoens B C , D C ; e que 
formando o parai lelogrammo C e c f , feja C. C f =: B . Bb , 
e C. cf— D .D d. Logo channndo ffl a força accelera-
triz de B quejefulta da acçaõ do corpo C pela direcçaõ 
B C , e nj, a força acceleratriz de D pela direcçaõ DC , 
teremos para o corpo C duas forças acseleratrizes , huma 
B D 

<p pela direcçaõ CB, e a outra — nj, pela direcçaõ CD. 
c c 

Referindo pois ao mefmo eixo AP as tres curvas defcri-
tas , fupponhamos AP BP = y, AP' = CP' =zy', 
A P" = DP" — y",CB — a,CD~b; e confeguinte-
mente a2 == ( x ' ~ * ) 2 4- (y ' - y ) 2, e b 2 = ( — 2 

* ( > " - > ' ) ' • Ifto pofto, a força Ç pela direcçaõ BC 

fe refolve em duas, huma i <p pela direcçaõ P B , 
a 

se 
C outra <p parallela a A P. Fazendo huma refolu-

çaõ femelhante das forças e C , f C, d D, teremos as feis 
equaçoens do movimento da maneira feguinte 

~ * J dx v 
* = 

A-';-*' 
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Multiplicando a primeira por B, a fegunda por C , 
a terceira por — D, e ajuntando os produílos ; depois, 
multiplicando a quarta por B , a quinta por— C, a fex-
ta por D, e ajuntando também os produílos; teremos 
eftas duas equaçoens 

as quais moftraó que Q movimento do centro de gravi-
dade he uniforme e reítilineo, como por outra parte 
fabemos que deve fer. Reduz-fe pois a queftaõ a bufcar 
o movimento dos tres corpos ao redor do centro de gra-
vidade , confiderado como fixo. 

466 Supponhamos , que a linha AP he a direcçaõ do 
centro de gravidade , e que efte fe acha aélualmente era 
G. Reprefentando por •}/ a velocidade delle, ferá AG ~ y t , 
no cafo de fe ter achado no ponto A quando principiou o 
movimento. Seja GP = X , GP' — X>, G P" = X" •, e 
teremos pela propriedade do centro de gravidade, B X 
-+• C Xr— D X" — o , e By 4- Cy>-i-D y" o ( por-
que he neceffario que alguma das diftancias y , y' ,-y" feja 
negativa ) . Teremos mais - X ' , 
*" = y t + ; e fubftituindo eftes valores nas tres pri-
meiras equaçoens gerais, refultaráõ as feguintes, que de-
terminaõ o movimento dos tres corpos relativamente ao 
centro de gravidade. 

J E - X ' 
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x > ^ 2 d x \ 

— >-Qdt - c * * * ' ^ ) 

Multipliquemos as tres primeiras refpeílivamente por 

á X J X ' n dX" 
— B —, C , — D— e as tres ultimas por 

dt dt dt 
dy dy' dy'' 

B —-, —C — , D —— • Depois diíTo ajuntemos todos 
d t - d t d t 

os produítos; e notando que as equações a3—(y'~ y)<* 
( X ' ~ * ) 2 , e í ^ C / ' - , / ) ^ ( X " + X ' j » da5 

ty' — y ) (dy'~dy) + {X'~X)(dX'-dX-) = o, e 

ferá o refultado 
'dX f d X \ dy ,( dy \ dX'(dX\ 

it \dtJ+ dt K dt ' dt V dt / 

Integrando ella equaçaõ, teremos 

„(dX* + dy*\ r d X'2 -f \ 

\ d tz J • 
donde fe f e g u e , que a foma d3s forças vivas he femprá 
a mefma. 

Mult ipl i -
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Multipliquemos agora as tres primeiras p o r — B y ; 

Cy', Dy" refpeéHvametite, e as tres ultimas por — BX , 
C X', D x"; ajuntemos os produílos, e reduzindo tere-
mos o refultado feguinte 

' « [ " ( ^ - " í f r ^ i y s ? ) 

cujo integral he 
BCXdy-ydX^+C ( X' dy' -y' dX') - D ( X" dy'* 
-v" dX" ) = C" dt. 

467 M-,s para darmos a eftas equações huma forma 
mais Íimples, feja o angulo A G B =: O, AGC=z ty',AGD 
• = < P " , e o raio G B = x , GC = s ' , G D = x " . Af-
lim teremos y—zfen(p,y' — z'fen0'yy"=:z"fen Ç', 
X — % cofÇ>, X1 = z' cofQ', X" ~~z" cofQ" , dX-
f d y* ~ d x= -f x2 d (f 2, X d y —y d X = x2 d Ç. Subfti-
tuindo elles valores nas duas equações integrais, que aca-
tamos de achar , feráÕ reduzidas ás feguintes 

B[dz~- +z~ d1>* ) - t - C ( d ' x 2 - i -z ' -
- + - X " 2 D<P>>* ) = C ' Í 1 Í J 

B x 2 dq> + Cz'* D x " 2 d ® " = r C " dt J 
Alem difto teremos as quatro equações finitas 

B zfen (p-i-c z'fen ©' + D z" fen CD" = o 
B x co/cp + c x'cof + D z"cofq>" — o 
2 % x ' co/C <p' - G> ; = z 2 + x ' 2 - a2 

2 x ' x ' ' cof < Ç>" - ) — x / 2 + x " 2 - Jí : 
Neftas feis equações fe contém a foltiçaõ do proble-

ma. Pornue deduzindo das quatro uitimas os valores de 
< p , x , ( £ " , % " em Cp' e x ' , para os fubftituir nas duas 
equações differenciais, e eliminado d t, teremos huma 
-equação differencial do primeiro grio entre Cf>' e x ' , 
a qual dará a curva deferita pelo ponto Ç ao redor do 
centro de gravidade. Integrando depois o valor de d t , 
teremos a pofiçaõ defte ponto no fim de qualquer tempo 
dado; e fendo efta pofiçaõ huma vez determinada, a dos 
outros dous corpos naõ tem mais dificuldade. 

Em conclufaõ , pode fatisfazer-fe ás equações prece-
dentes fuppondo que x , %', z" faõ quantidades confian-
t e s , do mefmo modo que <p' — , e <P"— Ç' . Logo 
pôde havçr cafos 3 em que cadahum dos corpos defçreva 

huma 
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fiuma circumferencia de circulo ao redor de G, com á 
mefma velocidade angular. 

468 Para chegar á foluçaÕ geral, he pois neceífario 
effeituar o calculo , que havemos indicado. Efte he mul-
to longo, mas naó tem outra dificuldade : aflim fuppri-
miremos as miudezas, que facilmente fe podem entender. 

Primeiramente, das quatro equações finitas podem de-
fluzir-fe as duas feguintes 

Bx 2 + Cz ' 2 + D x ' ' 2 f ( B - h t ' - i - D ) z ' - = B a * - t 2 l > - , 
D2 a" 2 - ( B + C) ( B z2 C x '2 ; - BC a2 . 

« . ,, . Ba2(C + D)-4-D2 bz 

fcupponhamos por abbreviar , m — — 
JB C B -tt C + D ) 

Db2 ( B 4- C ) 4 - B2 a2 , .A. . , n 
e u - — ; e fubftituindo eftes va-

Í ( B + C + D J 

lores nas duas ultimas equações, teremos 
C + D B-+-C , 

%2 — m x ' 2 , e z'>2 = ri' x ' 2 . 
B D 

ifto pofto , da terceira e quarta equaçaõ teremos 
f x 2 + z'2 - a* \ 

( d Ç - d W l f e n C V - Q l ^ d t — ) 

r z'2 •+- x"1 — fr3x 
( d(p'-d(p")fin t<p»~Ç')zzd[ - ~ ): 

fazendo pois o calculo, eliminaremos x e z'1 por meio 
dos feus valores achados •, e fuppondo, a fim de abbreviar , 

í =: V [ a x '2 ( B2 a? D2 b2 ) - *.'* (.B + C •+• X> )* 

r D2 l 2 —' B2 a2 •> a 1 
" l ) , ferá o refúltado defte calculo 

> B + C + D f J í 
[D2b2— Bfl2(C-KD)]x'2+B2(<i2»n •—»!*) dx» 

u (D o ' r : ~* 1 . 1. • — —— Y T B m - x'2 1 D + 6' ) Px« 

E fazendo pela mefma TsfaÕ 
[ ~ B « 2 ( C + D 11 x ' 2 4 B2 ( a2 m - m 2 ) 

R = [ f i 2 - D i » ( B + C ) J x ' 2 + P 2 ( * a ) • 

é<? 
teremos 
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Q_dz' ._„ . . . Rdz' 

Bz2 . Pz" ^ Dz"2.Pz> 
Agora tornando á equaçaõ geral B z2 d CD C z12 d O' 
D z"2 d 0" — H d t (H he huma conftante ) , a qual 

moftra que multiplicando cada corpo pela area que def-
creve ao redor do centro de gravidade, a foma dos pro-
duclos he proporcional ao tempo ; e eliminando delia z2 , 
x" 2 - , d ep , e d <p", por meio dos valores achados, re-
fultará 

dz' 
lBa2+Db2 -z'2(B+C+D)]d(p'-j- — ( 2 , - R ) =H d t, 

dz' 

ou [Ba2+Db2-z'XB+C+D)]dQ'+—, [ (Di2-Ba2) ( B * 

% , ( B az + D b2 )( B2 a2—> D2 b*) \ 

Depois, a equaçaõ das forças vivas B ( d z2 4- zi d Cp2) 
4- C ( dz'2 + z'2 d(f)'2 ) +D(dz"2 -+• z"2 d*2 

K H2 dt2 ( X he huma conftante ), feitas as mefmas eli-
minações , dará 

L Bz2 Dz"z" J 
/ O 2 R 2 \ d z ' 2 

^B z2 Dz"2 J P2 z'2 L v 

2 d z' d Qj' 

C + D )] áíp'2 ~R)~KH*dt2: 

Seja M = B a2 + D b2 - z'2 (B C +.D ) ; e teremos 

ff dt-MdQ' + ( Q,-R) . Subftituindo efte va-

lor na equaçaõ precedente a fim de eliminar d t, teremos 

L Bz2 D T ^ J VBzs 
, R2 á x ' 2

 M zdz'dQ' 
A- • ) — — • + Al dffií2 + —-f O - R ) 

- R ; 2 J . Logo 
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^ídQ'* zm~Ryq>» ( Q - f l ) 2 \ 
( K M * - M ) { — — + - „ , ' R , 4 P 2 X ' 2 

_ (C-kD)-PV4+Q- (B+C)2P2a'4-}-fl2 ( Q - . R ) 2 

~ B i ' Dz"1 M 
E extrahindo a raiz , acharemos 

Al P z ' ~ Fx'K(KAl2~Al) L Bm~z'2(C-i-D) 

( B -4- C ) 2 P2 + R- C (l~Ry 1 
• Dn~z'2 (B+C ) ' M -!J 

e confeguintemente 

dz' J/% ( C - t - D ) j pj z'* 4. 

' P Ala —Al ) L £ ni — z ' 2 ( U í ) 
( B + C ) 2 P 2 s ' 4 - t - Ã 2 

* Dn-z'2 (B +C ) * Aí J* 
Eftas duas equações finais eftaõ pois feparadas , e a 

pofiçaõ do ponto C a refpeito do centro de gravidade naõ 
exige, para fer conhecida, mais do que integrações de 
differenciais de huma fó variável. E fendo determinada a 
pofiçaõ defte ponto , a dos corpos B e D fe determina-
rá logo pelos valores de z e %" . Quanto ás quantida-
des P, eftas faõ já conhecidas pelas funções 
de z ' , ás quais as fuppuzemos iguais. 

469 PROBL. IV. Saído tres corpos B , C > D conftdera-
dos como pontos, e ligados á alavanca angular BCD in-
flexível , e fem maffa , e havendo recebido quaisquer impui-
fo tns primitivas , determinar o feu movimento ( F i g . 176. ) . 

Refolvamos primeiramente , como no problema prece-
dente , o movimento que teria cada hum dos corpos no 
inftante feguinte , fe vieífe a fer l iv re , em outros d o u s , 
hum que tenha lugar , e outro que feja deftruido , e re-
prefentemos os últimos por B b, C c , Dd . 

Depois , refolvamos o movimento B b em outros dous 
B b " , B b ' pelas direcções d e C S , P S ; e o s outros 
dous femelhantemente. Aífim , para haver equilibrio he 
neceflario que feja B . B b" = C . C c ' , B . B b! = D '. Dd", 
C . C c " = D . D á ' . Sejaõ (J) e fJ- as forças acceleratri-
zes do corpo B refultantes da acçaõ dos corpos d e D 

por 



t y I T R A T A D O 

por BC e B D , e ^ a do corpo D pela direcção DC i 
liftá claro , que o movimento do corpo C fe determina-
rá como no problema precedente, e que o dos corpos 

B 

2? e D ferá alterado de mais pelas forças {J- e — fJ-, fe-

gundo as direcções BD, e DB . Chamando pois c a diftancia confiante B D, teremos 
x'' — x 

para o corpo B a força acceleratriz fX por hu-
o 
yl' _ y 

ma direcçaõ parallela a A P , e a força — JJ. pela 

direcçaõ de P B . Do mefmo modo para o corpo D te-

remos as duas forças acceleratrizes — u , , e c D 1 

v"~y B 
_ —— f j , . Aflim formaremos as feis equações fe» 

c u 
guintes 

x'—x . , — * , / d x \ 
( p d f - f r udtzzd(T- ) 

a c ' Nlt' 

b c D r K dt / 

a c ' N dt ' 

Das tres primeiras, e das tres ultimas concluiremos dtf 
mefma maneira que no problema precedente 

dofid$ 
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donde fe fegue, que o movimento do centro de gravi-
dade he uniforme , e reílilineo. 

Refleélindo também, que as equações ( x ' ~ x )2 -+• 
í y ' - y ) * - a * , ( x " - x ' y ( y " -y>y- - j», e 

C ^ " - * ) 2 - i - f y ' ' - y ) 2 ~ c2 , d ao ( # ' - * ) (dx1 -dx) 
i-(.y'~y)Cdy'-dy')~o,( x"-x')Cdx"-dx' ) 
+ U"-y1){dy"~dy') — o , e ( V ' ( d ~ d # ) 

( v" — y ) ( dy'i — dy ) = o $ acharemos 

Efte integral, e os dous que já temos para o movi-
mento do centro de gravidade , daõ a foluçaõ completa 
do problema. Por iífo naõ há neceífidade das outras tres 
equaçoens que fe podiaõ deduzir , alem de que ellas in-
cluiriaõ as quantidades defconhecidas <P , ^ , p , que he 
inútil determinar. 

470 Naõ fomente he conftante a foma das forças vi-
vas, ou dos produítos de cada mafla pelo quadrado da 
fua velocidade abjoluta , mas também a foma dos produ-
t o s de cada mafla pelo quadrado da fua velocidade de ro-
taçãode maneira , que fendo qualquer o numero dos 
corpos , a foma das forças vivas que elles tem girando ao 
redor do centro de gravidade, naõ ferá fufceptivel de 
variaçaõ alguma. Supponhamos que o centro de_ gravida-
de fe m^ve parallelair.ente a A P com a velocidade y; 
eftá claro , que fe a cada parte do fyftema fe imprimir 
0 velocidade y por dirteçaõ psrallelamtcte contraria á do 
centro de gra\ idade , os movimentos refpedtivos delias par-
tes feráõ fempre os mefmos ; e porque entaõ fcaríi o cen-
tro de gravidade em quittaçaõ , tertnios o movimento das 
fartes ao xedor delle. 

logo integrando 

Sendo 
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d x *' • 
Sendo pois a velocidade — do corpo B parai leiam ente 

a A P diminuída da quantidade y , a força viva delle 
< dy2 d x 2 

íerá B , t-i -; > ) , e a foma das forças vivas 1 dt2 - d t r 1 J 

de todas as partes do fyftema ferá reprefentada pela expreffaõ 

/ < • dx2 dy2 2 yd* \ 
B ^ — — t-y2 ) . Porém fabemos que 

/ ( d x2 d y2 \ 
B ^ J he a foma das forças vivas abfolutas , 

a qual havemos moftrado fer conftante ; logo tudo fe reduz 
„Bdx 

a provar que / — — — he também huma quantidade conf-
tante. Mas iífo he evidente , por quanto efte integral ex-
prime a quantidade de movimento do centro de gravida-
de. Donde concluiremos, que a foma daí forças vivas ab-
folutas be igual d foma das forças vivas ao redor do cen-
tro de gravidade e da força viva do mefmo centro. 

471 Ifto pofto, fe chamarmos x , x ' , x" as diftancias 
do centro de gravidade aos pontos B ,C,D ( advertindo 
que eftas diftancias faÕ confiantes, porque a alavanca fe 
tem fuppofto mtlexivel ), e Cj; , , (£>" os ângulos que 
eftes raios vectores forma5 com a direcçaõ do ceíitro de 
gravidade, teremos para exprimir a fornadas forças vi -
vas ao redor delle. 

z2 d (D'2 z'2 dQ'2 %"2d<D"i 
B —— + C + D —— conft. 

dt2 dt' dt2 

E porque o centro de gravidade naó muda de poíiçaõ a 
refpeito dos pontos B , C, D, feraõ os ângulos (f>' — (J) 
e i p " — cp' confiantes , e por confeguinte dQzz d Ç1 

=; d Qti. Logo (Bz2 + Cz'2 + Dz"2 ) —— - conft . , 
d t2 

d <P 

ifto he — — conft. Logo o movimento angular do fyfte-

ma ao redor do centro de gravidade he uniforme. 
Logo em geral , qualquer que feja o numero dos corpo/ 

fituados no mefmo plano, e ligados entre fi por. alavanca 
' j infle-
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inflexíveis, e fem maffa , fe receberem quaifquer impulfõet 
feio mefmo plano ; i0 , o feu centro commum às gravidade fe 
moverá , como fe todas ejirts forças lhe foffem applicadas 
por direcções parallelas , e o feu movimento [era unijormi 
e reãilineo ; .2° , cada parte do fyjlema girará uniformemen-
te ao redor do centro commum de gravidade. 

472 Vejamos agora , como pelas impulfões iniciais pô-
de determinar-fe o movimento de todo o fyftema ( Fig. 
177-.) • 

Seja6 B b ,Cc , D d as velocidades impreffas nos corpos 
B,C , D-, o centro de gravidade G ( que fe conhecerá 
pelas duas proporções B E : ED : : D : B , e CG: GE : : 
B + D : C ) fe moverá , como fe todas as forças B . B b, 
C . C c , D. D d lhe foífem applicadas. 

Reprefentemos por RR' o valor , e a direcçaõ da re-
fultante deftas forças ; e o centro de gravidade G defcre-

R R' 
verá GF parallela a R R ' com a velocidade . 

B + C + D ' 
e o fyftema girará ao redor do ponto G , çomo fe elle ef-
tivelfe lixo. Mas para determinar efte movimento , feja 
d (p o angulo deferito pelo fyftema no primeiro inftante 
dt ao redor de G para a parte B C D ; e teremos por ex-
prelfaõ dos arcos B o , C u , D cí deferitos pelos pontos 
£ , C , D as quantidadas G B . d (p , G C . d(Ç, G D .d (J). 

Imaginemos pois os movimentos Bb. d t, C c . dt, D d. 
dt , que os corpos teriaõ no inftante d t, fe folfem livres, 
como compoftos de outros movimentos, dos quais huns te-
raõ lugar por B £, C 70 , D , e os outros feraõ deftrui-
dos. A foma dos momentos deftes últimos em ordem ao 
ponto G ferá nulla , e confeguintemente a foma dos mo-
mentos das forças por B b , C c , D d , ferá igual á foma 
dos momentos das forças por B 5 , C TÍ. , D £ , fendo to-
mados todos em ordem ao ponto G logo o momente 
da refultante ferá 
RR'.RG. dt - B.GB.GBdÇI + C.GC.GC d<() +D.GD.GDdQ •, 
e confeguintemette 

dQ _ RR' .RG 
d t " " B . G Í ' + C . G C 2 + D . G D J " 

Dqnde fe vê , que a velocidade angular do fyftema ao re-» 
dor do centro de gravidade G he igual ao momento da re-
sultante* dividido pela foma dos prodLÍles de cada n 

X 1 pelo 
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pelo quadrado da fua diftancia ao centro de gfavidade. 
Conhecida a velocidade angular , pôde determinar-fe a pe^ 
fiçaõ do fyftema a refpeito da refta GF em qualquer inf-
tante. 

47 J PROBI.. V. Sendo bum fio C M M' carregado de dous 
corpos M e M', determinar as ofdilações defte pêndulo acr 
redor do ponto fixo C , na fuppofiçaõ de que cilas fejaõ in-
finitamente pequenas ( Fig. 178. ) . 

Conduza-fe a vertical C P' , da qual os. corpos naõ fe 
apartarão fenaõ a diftancias infinitamente pequenas A I P , 
M' P'; e feja- Al P - # , M' P' ~ x', C Al = a , M M' 
- a'. 

A gravidade g pela direcçaõ vertical M'G' fe refolve em 
duas forças, huma pela direcçaõ A 1 ' P ' , e a outra por 
M'H'. Sendo pois reíto o angulo H'M'P\ a primeira de-
ftas forças ferá g fen H'M'G' ~ g fen M' M K ( condu-

x ' — X 
zindo pelo ponto Aí a vertical Aí K) ~ - g. Efta he 

a' 
a força acceleratriz do corpo A l ' ; e aflim teremos 

A força por Al' H', ou pela direcçaõ do fio , que re-
fulta da gravidade g pela direcçaõ vertical M' G' , he 
igual a g , porque naõ differe mais que em huma qnantida-
de infinitamete pequena da fegunda ordem. Aífim tira o 
corpo Al' pelo corpo Aí com todo o feu pezo M'g pela 
direcçaõ Al A l ' , e efta acçaõ produz no corpo Aí huma 

M' g 
força acceleratriz - • 

V Aí 
Efta força fe refolve era duas , huma pela direcçaõ MP, 

e a outra pela direcçaõ do fio CAI H. A primeira tem por 
A í ' ? Aí '? 

valor 2- fen HM M' — — f e n MCP —fen AÍ'AlK) 
Al At . 

M'g / x x ' — x \ 
— — ) • Além difto, do pezo do mefmo 

M ^ a a' / > r . 

corno M , Ou da gravidade £ por AÍK, refulta huma for-
ça tangencial por MP, que he reprefentada por gfen MCP 

X ' 
zz — g. Logo. a força acceleratriz total do corpo Al ferá 

a 
i* 



D E M E C H A N I C A . 2 < ? j 

g* M'g x M'ír x'~x 
— •+• ; e fuppondo d t conf-
a M a M a' 11 

tante teremos por equações do movimento 
, . , x' — x 

—• d d x' — gdt* 
a1 * 

— ddxzzi — \ IH ) ) ?dt- . 
v a v A í ' A l d ' ' & 

474 Tomemos hum cafo particular, e fupponhamos que 
«S maífas M , AI' faÔ iguais, affim como também as dif-
tancias a , a ' . Nefte cafo as equações precedentes fe redu-
zirão á 1'órma feguinte 

f d t2 

- d d x ' - O ' - * ) " 
a 

i d t 2 ' 
~ddx~ ( i x — x ' ) - • 

a 
Multiplicando a primeira por hum coefficiente conftante G, 
e ajuntando o producto com a fegunda , teremos 

ddx+ J * + ( C - ! ) * ' ] — = 0 . 
a 

Supponhamos agora que ( 3 — G ) * -f ( C - ' I ) * ' h e hum 
G — 1 múltiplo de x 4- o que exige que —— Q, ou 
? - (o 

que Q- —z G — 1, e por confeguinte que £ — 1 + / i. 
Defignando pois hum deftes dnus valores por £, e o outro 
por G ' , teremos a equaçaõ ddx-+- Cddx' ( 3 — G ) ( x 

g d t 2 
+ G — o : a qual, fazendo * + G — x, fe re-

a 
Z dt2 

duz a d dz + ( 3 — Q )z — o. 
a 

Multiplicando por 2 d z , z integrando , teremos d z* 

s í - C j - G ) z2 iAlL — C Logo d t 1/ 1 ( 3 - G) 

— p r ^ — . Tornando pois a integrar acharemos que 

so — b cof t ( 3 — G ) ^ , fuppondo que os corpos 

pa6 recebêraó impulfaõ alguma primitiva. Agora rcftitu-
indo 
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indo o valor de % , teremos x + Gx^bcoft ) / " ^ j- ( 3 

— G ) ) 5 e do mefmo modo acharíamos x -f £' x' — 

b< coft (i ( j - ) . Logo , fendo w e m' oi 

valores iniciais de x e , teremos as duas equações 

Cx>~ [m-fCm') cof t "y/ ("f CJ~ C ) ) 

= ( m +G'm')coft \ f ( ^ ( j - O ) , 

as quais daráõ a conhecer os valores de * e fubftittl-
indo em lugar de G e G' os feus valores 1 e * 
— Kl ; e alfim ferá determinada a pofiçaõ dos dous cor-
pos no fim de qualquer tempo t. 

Se fuppuzermos m + G' m' ~ o, õu =; — 1 + K a , 

entaõ # + = o ; e confeguintemente terá fempre * 
huma mefma rafaõ com x'. Logo ambos os corpos chega-
ráõ á vertical no mefmo inftante , e o tempo que gaftaráõ 
em fazer efta meia ofcillaçaõ fe achará pela primeira equa-
çaõ, da qual fe concluirá cof t ( 3 — C— o, ou 

d y 2, a g ( 2 - V 2 ) 
e as ofcillações do pêndulo comporto deftes dous corpos 
feraõ confeguintemente ifoJironaS ás de hum pêndulo fim-

a 17 

pies que tiver por comprimento - — — , oa a pro-

ximamente. Do mefmo modo , fe fuppuzermos t i f ou 
tn 
—, — — 1 — K 2 , teremos x -+- G o, e os dous mo-
ta' 

veis chegaráÕ também nefte cafo á vertical no mefmo tem-

po. A duraçaõ delia meia ofci l laçaõ ferá - c Y ^ - — ^ 

a 
e o comprimento do pêndulo fimples i foehrono—- ^ , 

ou — ít proxioiamente. „ 
10 1 47f Quan-
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47Ç Quando o fio eftiver carregado de tres corpos 
JH, M', M" , pôde feguir-fe o mefmo methodo para de-
terminar o feu movimento ( Fig. 179. ) . 

Seja CM - a , MM'— a' ,• M> M" = a " , AÍ P 3 
M' P' — x', M" P" — x". Kefolvendo a força da gra-

vidade por M" G" em duas , huma por M" m", e a ou-
tra por AL" P ' ' , efta ultima terá por valor g fen m"M"G'', 

» r Xu _ x< ) Xn _ x> 
ou —: logo — d dx" — gdta . 

a" ' b a" & 

A força por AÍ' ' m" naõ differe da que obra por M"G", 
e tem por valor M" g} donde refulta no corpo M' a for-

. A Í " Ç " ça acceleratriz — pela direcçaõ AÍ'AL''. Refo!vendo-a 
M 

em duas , huma por M'm', e a outra por M'P', efta ul-
, M"g r . „„ M"g ,x'-x x"-x's 

tima, fera — fenm'M'M"- - j ^ -íy ]. 

Por outra parte da gravidade própria do corpo M' refuka 

a força tangencial —— ; logo teremos — d d x' — 

r x1 —' x M" f x' -X x" -x' v -1 
L ~1P ãi7" ^ F j ]&dt2-

A outra f j rça por M'm' terá por valor AÍ" g , que jun-
ta com a do corpo AÍ' pela mefma direcçaõ dá a força to-
tal ( M"+ M')g. Defta refulta no corpo M a forç3 ac-

. A Í " + A I ' 
celeratnz — g pela direcçaõ MM', a qual pro-

A1 

duz pela direcçaõ MP a força tangencial reprefentada por 

A í " J - A l ' , x ' - x x N ' . . , • g ( ; - ) . A gravidade própria do AL \ a' a / 
gx 

corpo M produz também a força tangencial — 5 logo tere-

mos 

476 Em geral > qualquer que feja o numero dos corpos, 
tom tanto que e/lejaõ infinitamente pouco dijlantes da ver-
tical , cada hum-fe pôde confiderar como follicitado ver-
ticalmente pela fua gravidade própria, e pilo fera de todos 

os 
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or corpos inferiores fecundo a direcção do mais vezinho. 

Efte principio bailará fempre para determinar a forÇâ 
acceleratriz de cada corpo , e para formar confeguintemen-
te as equações do movimento. 

A R T I G O III. 

Do Movimento de rotaçao de qualquer corpo ao 
redor de hum eixo dado. 

PRINCIPIO FUNDAMENTAL. 

477 C Enio qualquer corpo fujeito a pirar ao redor de 
O bum eixo dado , fe huma ou muitas potencias di-

rigidas por planos perpendiculares ao eixo de rotaçnõ lhe im-
primirem movimento ao redor do mefmo eixo , quaifquer qt(e 
fejaõ as forças com que fe moverem as differentes partes do 
fy (lema, fempre a foma dos momentos delias fetd igual d 
foma dos momentos das potencias , ou ao memento da futi 
refultante , tomanio-fe todas efles momentos em ordem ao 
eixo de rotaçao. 

Porque, qualquer que feja o movimento de cada hu-
ma das partes, fe lhes foffe impreco outro igual , e dire-
itamente contrario, o fyftema ficaria em equilibrio. He 
pois neceífario que as forças de cada huma das partes di-
rigidas em fentido contrario façaõ equilibrio ás potencias 
motrizes. Logo, pela condiçaõ do equilibrio no farilho, 
a foma dos momentos de humas he igual á foma dos mo-
mentos ide outras , tomados relativamente ao eixo de ro-
taçaõ. 

Mas fem recorrer á propriedade do farilho, podemos 
moftrar ifto mefmo pelo principio cie M. d' Alembert. Por-
que fupponhamos quaifquer potencias applieadas ás partes 
do fyftema ; o movimento imprelfo em cada huma fetá 
compofto do movimento que ella effeélivamente tomar, e 
de outro que chamaremos t. Logo o momento da força 
imnreffa , relativamente ao eixo , ferá igual ao momento 
da força que a parte tiver tomado mais o momento dc Q, 
e confeguintemente a foma dos momentos de todas as for-
ças motrizes ferá igual á foma dos momentos das forças 
<jue realmente tem as partes do fyftema mais á foma dos 

momea-
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momentos de todas as forças Ç. Mas as foiças G devem 
eftar em equilibrio , e confeguintemente a foma dos feus 
momentos he nulla ; logo a foma dos momentos das poten-
cias he igual á foma dos momentos das forças que realmen-
te tem as partes do fyftema. 

478 Temos fuppofto , que as potencias motrizes eraõ 
dirigidas por planos perpendiculares ao eixo de fotáçaõ. 
Se forem obliquas , ferá necelfario refolver cada huma del-
ias em outras duas , huma parallela ao eixo , que naõ po-
derá produzir movimento ao redor delle , e a outra íituada 
em hum piano perpendicular ao mefmo e ixo, a qual fó 
produzirá o movimento de rotação. 

479 Seja pois R a refultante das potencias motrizes , D 
a fua diftancia ao eixo , e confeguintemente o feu mo-
mento R D . Seja Cp a velocidade angular do fyf tema, ifto 
he , o arco que em huma unidade de tempo defcreve hum 
ponto fituado na diftancia 1 do eixo de rotaçaó. Defignan-
do por d M qualquer partícula do corpo íituada na diftan-
cia r, a fua velocidade ferá r -p , a quantidade de movi-
mento r <p d Aí , o momento relativo ao eixo r2 <p d M , e 
a foma deftes momentos f r 2 ( $ d M , ou fimplefmente 

Ç f r - dM. Logo <p f r - d M zz R . D , ou <p = 

O integral fr- d M exprime a foma dos produftos de 
cada partícula do fyftema pelo quadrado da fua diftancia 
ao eixo. Efta quantidade , que he fempre dada pela natu-
reza do corpo , chama-fe momento de inércia. 

R D 
480 Da formula (D — -— concluiremos geralmen-v fr2dM b 

te ,• que fendo applicadas a qualquer corpo quaifquer poten-
cias , Jituadas em planos perpendiculares ao eixo de rotaçaõ, 
a velocidade angular d roda do mefmo eixo ferd igual d Jo-
rna dos momentos das forças motrizes , ou ao momento da 
fua refultante dividido pelo momento de inércia. 

Com efta velocidade angular huma vez impreffa girará 
o corpo ao redor do feu eixo perpetuamente , fe alguma 
potencia naõ alterar de novo o feu movimento. 

481 Mas fe o corpo for fu jeito á acçaõ de qualquer for-
ça acceleratriz , entaõ chamando R a refultante das acções 
particulares defta força fobre todas as partes do fyf tema, 
e D a fuá diftancia ao eixo , ferá R D dt o momento que 

elia 
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ella pôde produzir no inftante d t, e o aumento ou dí-
minuiçaõ da velocidade angular do corpo lerá dO zz 
RD dt ^ 
fr2 A M 

Tais faõ, em compendio, os princípios comos quais 
fe pôde determinar em todos os cafos o movimento de 
qualquer corpo , ao redor de hum eixo dado. Mas como 
he neceífario antes dilfo faber determinar o momento de 
inércia, primeiro também indicaremos o methodo. 

Dos Momentos de inércia, e dos tres Eixos 
principais em qualquer corpo. 

482 Q Endo o momento de inércia a foma dos prodn-
ftos de cada partícula de hum corpo multipli-

cada pelo quadrado da fua diftancia a hum eixo dado , pa-
recerá á primeira vifta que para cada eixo em particular he 
neceífario hum calculo novo. Mas agora moftraremos , que 
tudo fe reduz a bufcar os momentos de inércia em ordem 
aos eixos , que paíTaó pelo centro de gravidade , e que a 
indagaçaõ deites pôde reduzir-fe fomente a tres. 

48} Seja AB o eixo de rotaçaõ (Fig. 180.), G o cen-
tro de gravidade do corpo , M o lugar do elemento d M. 
Pelo ponto M tonduza-fe o plano MP Q_ perpendicular ao 
eixo A B , cuja interfecçaõ com o plano A G B da figura 
feja a reíta P ÇK Pelo ponto G conduza-fe a linha GH pa-
rallela, e Gg perpendicular ao eixo A B. Em fim feja MQ, 
perpendicular a f g , , e ao plano da figura. 

Ifto pofto, teremos M P- = M H2 + P H2 + 2 PH.HQ, 
— MH'-+ Gg2~+- zGg. H Çl \ lo£c> f d M. MP2 = 
fdM.MH2-i-fdM.Gg2-*-zGgfdM.HQj Porem, 
pela natureza do centro de gravidade , temos /d M . H 
— o ; logo 

fd M . M P* = fdM.MH2+M.Gg2. 
Donde concluiremos, que o momento de inércia relativamen-
te a qualquer eixo he igual ao momento de inércia relativa-
mente ao eixo paralielo , que pajja pelo centro de gravidade , 
e mais ao produto da mafla do corpo pelo quadrado da dijlaa-
tia dejles dous eixos. 

484 Aí fim vemos, que entre todos os eixos parallelos, 
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O que paffa pelo centro de gravidade he aquelle, a cujo ref-
peito o momento de inércia he o mais pequeno e que he 
fácil de achar o momento de inércia relativo a qualquer ei-
xo , huma vez que fejaõ conhecidos os momentos de inér-
cia relativos aos eixos, que palfaS pelo centro de gravidade. 

Suppollo porém que por efte centro fe pôde conduzir 
huma infinidade de eixos diíferentes , e que os momentos 
de inércia a elles referidos podem variar infinitamente, 
bem fe vê que nenhum delles pôde fer infinito , nem tam-
bém nuUo. Logo he neceífario que entre todos elles haja 
hum máximo, e hum mínimo. A' indagaçaõ deftes fe def-
tina o calculo feguinte. 

485 Seja A o centro de gravidade do corpo (Fig 1810, 
e A X , X Y ,Y Z as tres coordenadas do ponto Z, onde 
fe acha o elemento d M, as quais deíignaremos por x,y,%. 
Seja AF o eixo , a refpeito do qual o momento de inerci.t 
deve fer hum máximo , ou hum minimo. Por A F condu-
za-fe o plano A E F perpendicular ao da figura A F X , e 
do ponto Y para a interfecçaõ AE deftes dous planos fe 
tire a perpendicular Y X'. 

Defignando pois o angulo B AE por a , e E AF por G, 
teremos AX' = AY cof (Y A X — a) = * cof * + y fen a, 
e X' Y zz y cof a. — x fen a. Comoletando o refhngulo 
X'YZ Y" poderemos coníiderar A X1, X'Y", Y" Z co-
mo as tres coordenadas orthogonais do ponto Z ; e fe do 
ponto Y", onde ZY1' atravelfa o plano AF E a o qual he 
perpendicular, conduzirmos a l inha Y" X'' perpendicular 
a AF, teremos por valores de tres novas coordenadas or-
thogonais as reftas AX" , X''Y" ,Y''Z, as quais cha-
maremos x" ,y" , %'' e teremos 

- A X ' cof Q + X' Y11 fen £ = * cof o, cof Q 
y fen « cof Q + z fen G 

y"zz X' Y" cof Q - A X'fen £ =:% cofÇ -yfen «feu C 
— * cof et fen Q 

x1' zzy cof a - x fen 
Ifto pofto , o quadrado da diftancia do ponto Z ao eixo AF 
ferá y''2 -+- 7."- ~x2 (fen + cof o.2 fen G2) +y- (cof 
•+• fen «2 fen G~ ) •+• %2 cof Q2 — 2 xy cof o. fen * •+. 
3 xy fen <* coft» fen G- -zyxfen a fen Q cof £-
lxzcofctfcn £ cof G. E fazendo , a fim de abbreviar , 

f x 2 d M zz A, f y 2 dMzzB, f%2 dMtzC 
f x y d M z z D , fx%dMzzE , f y zdM-F 

ir. te-
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integrais, que devem tomar-fe em toda a extenfaõ do COÍ-» 
po , e que aqui fuppomos conhecidos ; o momento de inér-
cia a refpeito do eixo A F ferá 

A ( fen «t2 + cof et2 fen g2) + B( cof a.2 -f- fen r2 fen G-) 
-+- C cof Ç- — zD fen cof ctcsfi2 ~zE fen Q cof £ co/« 
— 2 F fen Gcof g fen «. 

Do mefmo modo as formulas integrais d M , e 
f x ' ' y ' ' d M , que importará conhecer, teraõ por valores 
fx"z"dM — — Afenacofa. cofQ, + B fenacofa. cofG 

-V Dcofzr/cojÇ.-E fenttfenG 4- Fcof cr fen £ 
f x ' ' y ,fdM~ — A cof*2 fen QcofG-B fen a2 fen C cofG 

-4- C fenQ cof <2-2 D fen* cof«fen £ cof G 
-+- E cof a cof z G 4-F fen « cof z £. 

Agora , por quanto o momento de inércia he hum máximo, 
ou hum minimo , ferá necelfario differenciar o feu valor, 
fazendo primeiro variar et, e depois G , e igualando cada 
huma das expreífoens a nada. Teremos pois em primeiro 
lugar 

2 A fen a cof d cof G 2 — 2 B fen * cof & cof £* 
— 2 D cof z <*cof G2 + 2 E fen Mfen Q cof Q 
— 2 F cof n fen £ cof £ zz o , 

e dividindo por — 2 cofÇ , fahirá 
— A fen «. cof a. cof G + B fen a, cof a. cof£+ D cof 2a cof Q 
— E fen c> fen & ± F cof u fen G, — o ; ( 1 ) 

donde fe fegue , que f x " d M ~ o. 
Em fegundo lugar , fazendo variar G . teremos 

2 A fen G cof G cof c-2 +2 B fen G cof G fen 
— 2 C fen G cof £ + 4 D fen oicofa fen £ cof g 
— 2 E cof a cof 2 G — 2 F fen <t cof 2 tf = o ; . . . . . ( II) 

donde fe fegue igualmente , que f x " y " d M — O. 
Da equaçaõ , que acima notamos com o filial ( I ) , fe ti-

(A —B) fen eí cof d—D cof 2 a , 
ra tang Ç — —— J— - e da equa-

F cof cí - E fen a 
2E cof CÍ+ZFfen A 

çao f l l ) , tang zQzz - TZ v ' b Acofoc2-i-Bfene(.2-C+zDfenoc.cofa. 
2 tang G 

Por outra parte fabemos, que tang z G ~ • G2"" ' 

, 2 E cof a 2 F fe n <* __ 
logo teremos —- - — — r r zz 

A cof + BJen*2 ~C ±2 D feno. coj* 

l * 
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{zFcofa.-zEfen*)[(A-B ) fen # cof* - P cofi, « 3 

( F cof tL - E « a. -Dícf2<*y' 

donde finalmente fe concluirá a equaçaõ feguinte : 

+ lE<-zEF2 + + + C)DF + (A-EX b -O e 3 '<">S 
+ + D2F + (A-2B + C) DE - (A-B)(A-C>FJ 
-i-EF2—D2E + (A--C)DF — o. 

486 Sendo pois ella huma equaçaõ do terceiro gráo , e 
devendo ter duas raizes reais , porque ha necelfariamentc 
dous eixos, dos quais hum dá o máximo , e outro o mio imo, 
feraõ as tres raizes todas teais. Supponhan.os , que já fe 
conhece hum eixo , a refpeito do qual feja o momento de 
inércia hum máximo , ou hum mini mo , e vejamos como en-
taõ fe podem immediatamente determinar os outros dous. 
Digo immediatamente , porque feria difficil o deduzillòs d* 
equaçaõ precedente. 

Seja A o centro de gravidade do corpo, AB o eixo 
Conhecido, a refpeito do qual o momento de inércia he 
hum máximo , ou hum minimo. Sabemos já que «elle cafo 
deve fer f xy d M — o , e /x 7, d M — o. Affim fazendo 
D — o , e E — o nos valores de tang £ e tang 2 £ acima 
achados, teremos as duas equações 

„ (A-B) fen a cof a zF fen et 
tang —, tang zQ,--—- -

F cof*' A eofa.2 + BJen eC—C 
A - B A primeira dá tang £ — —-—fen a, ou cof cc— o. Po-

A-K r 
rém a formula tang G — —= /« «* «ana tang 2 £ =3 

F 

_2 F ( A — B ~)fen ot— ^ valor fendo igualado ao 
F2 —( A —B )3 fcn a2 

• " J!2 
precedente conduziria á equaçaõ — A — C , que 

A — B 
naõ dá nada a conhecer , e que he falfa ; logo naÕ ha o u -
tra coufa que fatisfaça á primeira equaçaõ , fenaõ cof x 

2 F 
— o, e confeguintemente ferá tang 2 £ — — • 

B — C 
487 Por quanto he cof o!, r o, os dous eixos fe acha-

táõ no plano perpendicular z AB. Por outra parte , dafido 
a 
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a equaçaõ tang iG - — — - dous valores para £ , hum 
B — C 

delles G , e o outro 90o + G, fegue-fe que os dous eixos 
faõ perpendiculares entre íi. Aífim concluiremos , que em 
qualquer corpo ba tres eixos perpendiculares entre Ji, a ref-
feito dos quais os momentos de inércia fa^m bum máximo , 
ou bum minimo. 

Eítes eixos , dos quais fe ufa muito nefta parte da Dy-
namica , chamaõ-fe os tres eixos principais de hum cor-
po. Ate agera os coníideramos entre todos aquelles , que 
paífaõ pelo centro de gravidade •, mas como naõ ha coufa 
no nolfo calculo , pela qual fe fupponha que o ponto A he 
o centro de gravidade do corpo , deveremos concluir ge-
ralmente, que a refpeito de qualquer ponto de bum corpo fm~ 
pre ha tres eixos , cuja propriedade he de fazer os momentos 
àe inércia os maiores, ou mais pequenos pojjiveis , e que efles 
ires eixos faõ perpendiculares entre ft. 

488 Mas como he mais ordinário , e mais commodo 
coníiderar ns eixos principais em ordem ao centro de gra-
vidade , fejaõ AB,AC, A D eftes tres eixos ( Fig.181.). 
Por quanto elles faõ perpendiculares entre fi , podem con-
liderar-fe como directrizes parallelas ás coordenadas x,y, z-, 
e porque de huma parte a propriedade do centro de gravi-
dade di fx d M — o , fy d M~ o , fzdMzz o , e da 
outra temos pela natureza dos eixos principais fxydM 
— o , f x z d M z z O t J y z d M z z o , eftá claro que o cal-
culo ferá muito mais fimples. 

489 He verdade , que naõ fe conhecendo nenhum def-
tes eixos , he necelfario para os determinar que fe refolva 
huma equaçaõ muito complicada do terceiro grão. Conhe-
cendo porem hum delles , facilmente fe determinaÕ os ou-
tros dous , tomando o eixo conhecido por huma das dire-
ctrizes , ou pela linha dos *, e as outras duas direítrizes 
parallelas a y , e z arbitrariamente. Entaõ , fuppondo os 
integrais f y - dM~B, f z - d M =z C , f y z d M - F, 
teremos o angulo G que faz hum dos outros dous eixos 
principais com a directriz parallela a y pela formula tang iG 

1 F 
= — » e o momento de inércia a refpeito de hui» 

B — C 
deites eixos ferá =r AB fen Q2 H- C cofQ* - F fen 

4 9 0 Dos tres momentos , que daõ os tres eixos princi-
pais 
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pais , hum deve fer hum máximo , e outro hum mínimo. 
O terceiro , fe naõ for igual a hum dos outros , naõ pôde 
fer máximo , nem minimo abfoluto mas exceptuando ifto, 
no mais terá as mefmas propriedades. 

Advir ta- fe , que produzindo dous eixos principais mo-
mentos iguais, todos os eixos poíliveis lituados no feu mef-
mo plano produzirão momentos iguais , pois naõ pôde ha-
ver outro maior, nem menor , que o produzido pelos ei-
xos principais. O mefmo fe entenda , quando todos os tres 
eixos principais daõ momentos iguais. 

491 S e j a õ A B , AC , A D os tres eixos principais do 
corpo ( Fig. 181. ) , e feja AF outro eixo qualquer que 
paífe pelo ponto A, cuja poliçaõ feja dada pelos ângulos 
BAEzz*,EAF — Q. Porquanto temos entaõ D — o , 
E — o , F — o , ferá o momento de inércia em ordem ao 
eixo A F reprefentado por A ( fen et2 -+- cof «2 fen Q2 ) 
-+- B ( cof a2 •+ fen *2 fen Q2 ) -t- C cof Q2, como fe deduz 
da formula geral ( n. 485. ) . 

Chamemos Ma2 , Mb2 , Mc2 os momentos de inércia 
em ordem aos eixos A B , A C , A D ; e teremos Ma2 — 
B + C, Ml2—A+C , Mc2z=A+B ; logo A H 

— M ( b2 * £2 - a2 ) , B — - i M ( a2 + c2 - b2 ), C ~ 
2 z 
1 

— M ( a? Ar l2 — c2 ), e confeguintemente o momento de 

inércia em ordem a qualquer eixo A F ferá rèprefentado 

Ear M ( a2 cof <*.- cof 4- b2 fen a.2 cof £2 + c2 fen ) 
orém he fácil de v e r , que cof FAB zz cofaccfG , 

cof FA C — fen cccofG, e cofF A D — fen <1 •, logo o mo-
mento de inércia a refpeito de qualquer eixo A F ferá re-
prefentado muito limplefmente pela formula feguinte 

M ( a* cofF AB2 +b2 cofF AC2 •+• c2 cofF A D* ). 
Imaginemos agora huma esfera defcrita ao redor do cen-

tro de gravidade G ( Fig. 182. ), e fupponhamos em A, 
B ,C os pólos dos eixos principais, de maneira que AB, 
BC, AC fejaõ quartos de circulo. Sendo pois Ma2, Mb2, 
M c2 os momentos de inércia relativos aos eixos G A , GB, 
G C , teremos por momento de inércia em ordem a qual-
quer eixo G F a expreflaõ M ( a2 cof A F2 -f b2 cofB F2 + 
t» cofC F2 ) . Logo, chamando tf., £ :y os arcos AF, BF, 



. ' T R A T A D O 

CF , o valor defte momento ferá M (a2 cofa2 l*cof<Z* 
c- cofy • ) . Pela propriedade da esfera temos cof a2 -+-

cof -f cof y2 — i ; e alfim ferá fácil de determinar o 
momento de inércia em ordem a qualquer eixo, huma vez 
que fejaõ conhecidos os momentos relativos aos eixos prin-
cipais. Alguns exemplos acabarão de illuftrar efta theorica. 

Nelles confideraremos fomente os momentos de,'inercia 
relativamente aos eixos, que palfaô pelo centro de gravida-
de. Supporemos também , que os corpos faõ homogeneos , 
ifto he , que todas as fuas partes faõ de igual denlidade , a 
fim de podermos reprefentar pelas linhas, fuperficies, e fo-
lidos as fuas refpeftivas mallas. 

Exemplos da determinação dos tres eixos prin-
cipais nas linhas, nas fuperficies , e nos 

folidos. 

49a C A G >4 hum fio , ou huma alavanca ex-
ij tremamente delgada , que fe polia coníiderar 

como huma linha reíla ( F i g . 1 8 3 . ) . Mando o centro de 
gravidade G no ponto do meio , he manifefto que a mef-
ma linha AG A ferá hum dos eixos principais , porque o 
momento de inércia a refpeito de AG A he nullo , e por 
confeguinte hum minimo. Os outros dous eixos principais 
feraõ duas quaifquer perpendiculares G B. 

Ifto pofto f feja G M — x , e Mm = d x •, os elemen-
tos Mm , Mm tomados de huma , e outra parte do pon-
to G daráõ a refpeito do eixo Gi o momento de inércia 

2 x2 d x, cujo integral he — x*. Delignando pois a linha in-

teira por 2 a, ferá — a} , ou — M a2 o momento de iner-

3 3 
cia relativamente 3 qualquer eixo GB perpendicular s 
GA. 

Logo , fe GF for qualquer eixo obliquo , cuja inclina-
çaÕ fobre G A feja. — q , teremos por momento de inércia 

a refpeito delle a quantidade — Ma2 fen q2. Além de que 

ifto he ev idente , pôde deduzir-fe do que acima moftra-
o>osA 
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teos, obfervando que na formula geral Aí ( a' cof -H 
A* cu/Q1 -j- c2 cof y2 ) temos nefte cafo a. = o , b2 — c2 

ss — a2 , co / f i — fen q , e 5/ ~ 90° porque o terceiro 

eixo G C fe fuppoem perpendicular ao plano dos eixos 
AG , GB. 

A9} II- Seja B Aí A hum anel circular infinitamente 
delgado ( F i g . 184. ) , cuja maffa feja Aí. Aífim poderá 
conliderar-fe , como huma circumferencia de circulo , e 
hum dos eixos principais ferá perpendicular em C ao plano 
do mefmo circulo , e os outros dous feraõ quaifquer diâ-
metros B AC. 

A refpeito do primeiro e ixo , o momento de inércia fe-
rá Al a2 , fendo a o raio do circulo, e a refpeito do diâmetro 
B C A ferá fM m . M P2

 = f a • M P . F p = a X area do 
circulo ~ a> c. Quanto á circumferencia , pela qual havemos 
reprefentado a malfa Aí, ferá íac j logo o momento de in-

Aí 
ercia em ordem a qualquer diâmetro ferá — .,- . a» c S 

lac 

^ • A l o 2 ; de maneira, que .naõhe mais que huma ame-

tade do momento de inércia relativo ao eixo principal per-

pendicular ao plano do circulo. 
494 Em geral , fe hum corpo AÍ pôde fer confiderado 

como huma linha , ou como huma fuperíicie fituada em 
hum mefmo plano , hum dos eixos principais deverá fer 
perpendicular ao dito plano , e os outros dous eftaraõ nel-
le fituados. Porque he necelfario , para que hum eixo feja 
principal , que tomando-fe nelle huma abfciíTa x contada 
áefde o centro de gravidade , e as ordenadas y , x a hum 
ponto qualquer , tenhamos f x y d M — o, f x z dM ~ o 
( n . 48$. ). Porém nefte cafo he fempre * = o era ordem 
a todos os pontos do corpo; logo eftes integrais fe redu--
zent ambos a nada, e confeguintemente o eixo perpendicu-
lar ao plano da figura he hum dos principais; e os outros 
dous eftaraõ necelfariamente fituados no mefmo plano, 
porque deyem fer perpendiculares ao primeiro. 

49J III. Se agora coníiderarmos a fuperficie de hum 
eircuío ( F i g , i8ç. ) , cujo raio feja — a , e confeguinte-
giçnte a malfa M p ;«» c j todos os clismstros poderáõ fer -

3Í vir 
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vir de eixos principais , e teremos fy2dMzz f z 2 d M , 
Logo o momento de inércia a refpeito do eixo ( P ) per-
pendicular ao plano do circulo he o dobro do momento re-
lativo a qualquer diâmetro. Ora o momento do anel circu-
lar deícrito pelo elemento Mm , e tomado em ordem ao 
eixo (P~) he 2 c .C M . M m . C M zz zc z> d zt fuppon-
do C M zz z , cujo integral he — z* c, e fendo tomado pa-

2 

ra todo o circulo — a* c logo o momento de inércia a 
2 

refpeito do eixo ( P ) he — M a- , e a refpeito de qual-
2 

quer diâmetro — M a 2 . 
4 

495 IV. Em qualquer folido de revoluçaõ (Fig. 186.), o 
eixo da figura he hum dos eixos principais , e os outros 
dous faõ quaifquer diâmetros da fecçaõ circular feita per-
pendicularmente ao eixo pelo centro de gravidade. Para o 
moítrar , he neceífario que vejamos como tomando fobre o 
eixo G P huma abciífa G P zz e no plano perpendicu-
lar as duas coordenadas P zz y , 2, M — %, teremos 
fxydMzz o, e / xzdMzz o. 

Sepdo pois * confiante em huma mefma fecçaõ , tere-
mos nella f x y d M zz x f y d M ; e porque fy d M expri-
me a maífa delia fecçaõ multiplicada pela diftancia do feu 
centro de gravidade á linha perpendicular em P ao plano 
G P ^ , fendo efta diftancia nulla por fe achar o centro de 
gravidade em P, he neceífario que para cada fecçaõ per-
pendicular a G P tenhamos fxydMzz o, e confeguinte-
mente em toda a extenfaõ do folido ferá f x y d M z z o , 
e f x z d M. — o. Logo o eixo do folido GJP he hum d o í 
eixos principais. 

Os outros dous eftaráÕ necelfariamente fituados na fec-
çaõ perpendicular ao eixo no ponto G logo feráõ quaif-
quer diâmetros delia fecç3Õ, porque ella he circular. Sen-
do aífini determinados os eixos principais , falta conhecer 
cs momentos de inércia a refpeito delles. 

Pela propriedade do circulo temos primeiramente 
Jy2 d M zz f z 2 d M ; logo o momento de inércia relati-
vamente ao eixo G Pferá 2 f y - dM} e a refpeito de qual-

çues 
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?uer diâmetro da fecçaõ circular feita pelo ponto G ferá 
A2 d M f y 2 d M. Como x he confiante, quando fe t ra-

ta do elemento comprehendido, por duas fecções infini-
tamente vezinhas , e como por outra parte a malfa defte 
elemento he c ZP3 dx , teremos f x 2 d Al— fcZP-x* dx. 

Ainda que efta formula parece negativa , quando * o he, 
naõ deve com tudo o momento de inércia,que refulta de hu-
ina parte do centro de gravidade, fubtrahir-fe daquelle que 
refulta da outra ; mas he neceífario ajuntallos fempre , por-
que o elemento dM da mafla fempre fe ajunta ao refto do 
corpo , e por iffo deve tomar-fe fempre pofitivo , aflim co-
mo f x 1 'd x. Efte pequeno inconveniente fe evitaria , con-
tando as abfcifTas da extremidade do eixo. 

Reprefentando por Y a fuperficie da fecçaõ do folido, 
feita perpendicularmente ao plano GPQ., na diftancia y 
do eixo , teremos o valor de Y em y pela natureza do fo-
l ido , e a expreffaõ f y 3 d M — f y 3 Y d y . Em fim , fendo 
a mafla do folido M—f cy3 d x , multiplicaremos os mo-

M 
mentos achados por — — . • 

c f y 2 d x 
497 V. Supponhamos que o folido he hum cylindro 

( Fig.187. ) . Entaõ ZP he conftante , que faremos — / / , 
e o comprimento do cylindro ^ 2 a. Aflim teremos f x 2 d M 

x> a' 
z=,cb3 . — z=.c b3 .— para huma ametade do cylindro , e 

3
 \ 

f x 2 dMzzeb* . para o cylindro inteiro. 
Quanto á fecçaõ Y , he nefte cafo hum reílangulo , que 

tem de comprido 2 a, e de largo 2 f ^ - y 2 } . Logo f y 3 dM 

z=f4«y2 dy v(i»a ) ~ 4 « T 1-i>1fdyV(l' i~y t ') 
L 4 

? 
I 

— — y ( í a — y2 ) 2 J • Devendo efte integral tomar-fe 
4 

entre os limites / — o ,y~b} teremos f d y V (f>2 —y2 ) 

ss — b2 c, valor de hum quarto de circulo cujo raio he b, 9 
4 

8 integral fe redaairi a —í* a e , cujo dobro — b* ac fe-

4 K è 4 ár 
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ri igual a f y - d M tomado em toda a extenfaõ do folicfffí 
Por outra parte a malla do cylindro M — z a . c b2 ; logo o 
momento de inércia relativamente ao eixo do cylindro fe-

M 1 , rá — b* a c ZZ — M l- . e em ordem a qualquer dos 
zacb2 2 1 ^ 

M ( 2 I v outros eixos ferá i c l 2 • — a* 4—• acb* ) zZ 
2 ac b2~ s 3 a 1 

M (— a a — l A • Logo os momentos de inércia a 
M 4 J 

refpeito de todos os eixos,.que palTaõ pelo centro de gravi-
dade , feraõ iguais entre fi , quando for — aa+ — b b zz 

3 4 

—• b b , ou 4 a2 zz 3 b2 . 
2 

498 VI. Se o folido for huma esfera , he evidente que 
os momentos de inércia referidos a todos os eixos que paf-
faÓ pelo centro de gravidade , d e v - e m fer iguais. E porque 
fendo o raio zz a, fe acha f*2dMzz c x2 d x (a2 — x2~) 

( a 2 xi \ 
J, teremos por valor defte integral , 

2 4 
fazendo x zZ a , a expreífaõ — ca! , cujo dobro — c a5 z: 

f x : d M tomado em toda a extenfaõ do folido. Logo o mo-
mento de inércia em ordem a qualquer diâmetro h e f x 2 d M 

8 M 2 „ 
zz — c «5 . zz —Ma2. 

IÇ 4 , • J 
' —ca' 

3 
499 VII. Quando fe trata de huma lentilha ACB D 

(F ig . 188. ), compofta de dous fegmentos esfericos iguais, 
ou produzida pela revoluçaÕ de dous arcos iguais, e fe-
melhantes A C , A D ao redor da fua frecha C D , entaõ O 
centro de gravidade fe acha em G meio de CÍ ; e fa-
zendo DGzzCGzztiyAGzzBGzzb, o raio dos douf 

l2 H- a2 

arcos D C — r zz > e PD zz p, teremos P Z* zS-
2 a 

zrp—pp, eGP — x — a— p. 
Será pois f ^ d M z z c f d p í a — pyízrf—pp^zi^ 
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a- p2 2 i \ a21>' x 
— ap > 4- —p< )< — + — a p* — 

2 3 • 4 ; J 2, 

ps J . Suppondo pzz a, e dobrando efie integral , te-
5 

remos f x 2 dMzzcf - ra* - «0 4 ca* (a2 
J \ 1 i ? ' 6 y 

i* ) _ J . í «Í — f ai l 2 + — «S = — ( j a2 -»-
ic \ í io y ?o 

Será também f y 2 d M c fP Z* dp zz ~ c f ( 2 r p 
4 4 

i ^ 4 r 5 f)' p 5 -v 
PP/2 dp zz — c ^ rpt-J- — J • Fazendo p — 

4, e dobrando, acharemos / y 2 dMzz — f f l ' ^ — r 2 — 

n r + — a2 \ zz ca> ( 20 r2 >- a r + j a2 ) := 
5 y j o 00 

c a ( + 5 rt2 b2 -5- 10 b* ) . Porém temos a máfia Aí — 

f c dp ( 2 r p — pp) zz c ^ r p2 — i - p i ^ ; Jogo fazendo 

J> — a , e dobrando, ferá Aít=: — «c ( tf2 -f- 3 ) > e 

eonfeguintemente f x 2 d Mzz —Ma2. -—; , e 
. 10 3 b2 + a 2 ' 

r J XA ~ 1 AA ^ "> + 10 U r , t „ Jy 2 d Aí ~ —Aí . •. Donde teremos 
20 a2 — 3 b2 

finalmente por momento de inércia em ordem ao eixo 
. . . . , , 1 , , flt 4. ç a2 bz + 10 b4 principal CD a quantidade — M . ' , e 

10 a2 + 3 b2 

3- refpeito de qualquer dos outros dous eixos AB a quantida-
J r , J « , r , J W 1 w 7 + I í /I2 i 2 + IO /M de / * 2 á Aí + fy2 d M = — Aí. - 7 

20 a2 -i- 3 b2 

500 Vlf . Em fim , fe o folido for hum parallelepipe-
do ( Fii>. 189. ) , a determinação dos eixos principais naõ 
involve dificuldade. Saõ tres linhas l GL ,X GY ,VGT 
conduzidas pelo centro de gravidade parallelamente 30S 

tres 
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tres lados. SejaS pois eítes lados A B =s i a, A C — 11>t 

C H — i / , e x , y , % as tres coordenadas parallelas con-
duzidas pelo centro de gravidade. 

Ifto pofto , como todas as fecçoens feitas perpendi-
cularmente a G I faõ r : 4 b f , teremos f x 2 d M ~ 4 b f 

4 b f x ' 
f x 2 d x — . . Fazendo x — a , e dobrando ( ou de 

outra forte , tomando o integral entre os limites x sr ff, 
abf.iaf i 

x = — a ) acharemos f x 2 dM — — — M a 2 , 
3 3 

por quanto M _ 8 ab f. Do mefmo modo acharemos fy2 dM 

t= — M b 2 , e / x * i Aí — ~ M / 2 . Aflim teremos por 

momentos de inércia em ordem aos tres eixos refpeíti* 
vãmente parallelos a A B , AC , C H , as quantidades fe-
guiotes. 

( J * + / » ) : = Í M ( A C J 

3 ' u ' 

~ M ( a 2 + / i ) : = ^ A Í Ç A B 1 + BE 4 ) 

3 l i 
Eftes tres valores fempre fa6 iguais , tanto no cubo , c<U 
mo nos outros corpos regulares. 

Sendo baftintemente declarado o methodo , que fe de-
ve feguir, para determinar em todos os cafos os eixos prin-
cipais , e os momentos de inércia , acabaremos efte artigo 
com a diftribqiçaõ dos corpos em clafles relativas aos feus 
eixos principais. 

çot A primeira claífe ferá pois a dos corpos, que tem 
todos os tres eixos principais femelhantes, ou , que tem 
os momentos de inércia referidos aos mefmos tres eixos 
jgjais entre fi. Efta propriedade compete a hnma infini-
dade de cornos , além dos finco regulares. 

A fegunda claffe ferá a daquelles T que tem dous ei-
xos principais iguais entre fi, e confeguintemente os mo-
mentos de inércia refpectivos também iguais. Nefte cafo 
eftíõ rodos os folidos de revoluçaõ, e além delles outros 
muitos. A 
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A tsrceira claffe finalmente ferá formada de todos os 
Corpos , que tem os tres eixos defiguais, aflim como os 
momentos de inércia tomados a refpeito delles. Eft3 claífe 
he muito mais numerofa que as precedentes , e para deter-
minar os eixos principais dos corpos neila comprehendidos, 
he neceflario refolver huma equaçaõ muito complicada 
do terceiro gráo ; de maneira , que quafi he impoflivel 
determinar os feus momentos em geral. 

$02 Como os eixos principais podem confiderar-fe a 
refpeito de qualquer outro ponto, que naõ feja o centro de 
gravidade, dahi refultaráõ novas divifoens lemelhantes ás 
precedentes. Mas hum corpo , que pertence a huma clalfe, 
•ttendidos os eixos principais que paífaõ pelo centro de 
gravidade, poderá pertencer a huma clalfe differente quan-
do fe attender aos eixos principais que paíTaõ por outro 
qualquer ponto. Por exemplo, hum corpo da primeira 
elaffe relativamente aos eixos principais do centro de gra-
vidade , fempre [>ertencerá a clalfe differente relativamen-
te aos eixos principais de qualquer outro ponto. 

A R T I G O I V . 

T>o Movimento de Ofcillaçaõ de bum corpo gra-
ve ao redor de hum eixo horizontal. 

í ° 3 O E-í® ( Fig. 190. ) huma fecçaõ vertical 
O do corpo , feita pelo centro de gravidade G 

perpendicularmente ao eixo de rotaçao , de forte que efte 
eixo feja perpendicular ao plano da figura no ponto C. 
Suppoem-fe , que o corpo faz as fuas ofcillaçoens na ex-
tremidade de huma vara C AG inflexível , e fem mafla. 

Se reprefentarmos a malfa do corpo por M , e a gra-
vidade por g , ferá Al g a expreflaõ da força acceleratriz 
que obra em G pela vertical G L . , e o momento defta 
força a refpeito do eixo de rotaçao ferá M g . H G , fen-
do G H huma perpendicular conduzida do ponto G para a 
vertical C H. 

Suppondo pois C G — f , e o angulo G C H t= <p , te-
remos Mg .ffenCp por expreflaõ do momento da força 
acceleratriz. Logo , fendo W a velocidade angular do cor-
po MAB ao redor do eixo de ofcillaçaõ , terqnos d W — 

M 
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J" 2'1m" ^' 1Uant»^e » na fr* iM 

he o momento de inércia em ordem ao eixo de rotaçaôJ 
Seja M b1 o momento de inércia referido ao eixo, 

que paíTa pelo centro de gravidade paralielamente ao eixo 
de rotaçaõ, e teremos fr* dMzzMb2 -f- A l / 2 (n.483.). 

Logo d W ~ Mas fuppondo que o movi-
j 2 .^-b* 

mento fe faz de G para H, temos d t SQ 5 logo 
W 

- f 
W dw~ -— gd(Çfen(p. O integral h e i r » S ;JÍ 

/ 2 •+ b * 
1 fe. cof O ' — ; e fuppondo que na origem do movimento 
f 2 + h 2 

8 linha C G fazia com a vertical CH o angulo £ , teremos 
2 f g 

<P G , quando W — o ; logo em geral W2 ss + ^ 

( cof<p - cof Q, ). 
Í04 Ora hum pêndulo íimples, que tlveíTe íido ao mefmo 

tempo que o corpo Aí defviado da vertical até fazer coni 
ella o angulo £, e que fe achaíTe aílualmente na diftancia 
<P com a velocidade angular W , fendo o feu comprí-

f2 + b 2 
mento L r= - — , teria igualmente por expreífaõ 

i / g do quadrado da fua velocidade angular W3 

f2+b* 
( col" cofG )• Logo o pêndulo íimples, que tiver o 

f2+b2 

comprimento L = - , deverá mover-fe precifamen-

te como o corpo M. ; fará as fuas ofcillaçnens no mefmo 
tempo ; e lhe ferá confeguintemente ifochrono. 

f o i Se concebermos na direcçaõ de C G hum ponto 
f2 + b2 

grave O na diftancia CO = L = , efte ponto fe 

moverá como fe foífe livre , ifto he , fem que as outras 
partes do corpo perturbem o feu movimento, porque en-
tsõ he C O igual ao comprimento do pêndulo íimples , qne 
faria as fuas oiciliaçoens no mefmo tempo que o corpo. 

Logo 
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Logo o movimento do corpo fe fsz , como fe toda a 
fua mafla eftivefle concentrada em O ; porque enraó o 
ponto O teria fempre o mefmo movimento , e as outras 
paftes feguiriaô fem refiftencia o movimento delle-, e por 
iífo fe chama efte ponto Centro de Ofcillaçaõ. 

ço6 Difto fe fegue, que quando hum corpo he o b r i - ' 
gacio a mover-fe ao redor de hum eixo fixo , a fua maífa 
ra5 deve já confiderar-fe reunida no centro de gravidade, 
mas no centro de ofcillaçaõ , o qual he o que fe move 
como fe toda a mafla eftivefle nelle concentrada. 

Segue-fe também , que o maior effeito que pôde pro-
duzir fobre outro corpo a percuffaÕ de hum movei, que 
gira ao redor de hum eixo fixo , deve ter lugar quando o 
golpe he dado pelo centro de ofcillaçaõ, ou ao menos por 
hum ponto que igualmente difte do eixo. Efta he a rafaõ, 
porque o centro de ofcillaçaõ fe chama também centro de 
fercttffaõ. 

Ç07 Mas para illuftrar , e confirmar ao mefmo tempo 
efta verdade, ferá conveniente moftrar , que quando hum 
corpo gira ao redor de hum eixo fixo , a refultante das 
forças de que as differentes partículas faõ animadas , palfa 
pelo centro de ofcillaçaõ , ou ao menos por huma diftan-
cia igual á delle , a refpeito do eixo. 

Seja AC Po eixo de rotaçao f Fig. i p i . ) , G o cen-
tro de gravidade, dM huma part'cula qualquer do corpo 
íituada em M. Do ponto M tire-fe M Q perpendicular ao 
plano G C P ; e do ponto g, , ( f P perpendicular a C P. 
Aflim delignando por W a velocidade angular do corpo, 
teremos W . P M por expreflaõ da velocidade do elemen-
to dM pela direcçaõ Mm perpendicular a MP, e W.PM. 
dM por expreflaõ da força do mefmo elemento. Donde 
refultará a força W . g , F . d M pela direcçaõ Q_ M , e a 
força W. •d M parallela a Eftas ultimas forças 
feráõ mutuamente deftruidas, por quanto fQ^M . d M •= o; 
porém fem embargo de fer a fua refultante nulla , como 
obra a huma diftancia infinita , o momento que produ-
zirá a refpeito do eixo A p ferá finito , e terá por valor 
W • fÇLM1 .dM. 

A refultante das forças dirigidas por g , M ferá perpen-
dicular ao plano A G C , e o feu valor ferá W f ÇfP d M 
nr W . M . C G , que chamaremos R. O feu momento a 

refpeito do eixo ferá — Wf - . d M , e a fua diftan-
cia 
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fQ,P*.iM. 
cia ao mefmo eixo rr ;—• • • • 

M. C G 
Mas em lugar das forças parallelas a £ P , que fem 

embargo de terem a refultante nulla produzem o momen-
to Wj(^M2 . d M , pôde fubftituir-fe a força R na dif-

. , . W fQ M'.2 . d M fÇ^M2. dM , 
tancia do eixo —, ou —- . Logo 

R ' M.CG b 

em lugar de todas as forças , de que as partículas faó ani-
madas, pôde fubftituir-fe a força R refultante das for-
ças dirigidas por Q.M , cujo valor he W . M . C G , ap-

. , . / Q , P 2 . d A f fQM2.dAf 
plicando-fe na diftancia do eixo . •+• • 
* M .CG M. CG 

fP M2 . d M , , , . t= ———- . Logo a força, que refulta das que ani-

maô a cada huma das particulas do fyftema , palia por hu-
ma diftancia do eixo igual á do centro de ofciilaçaõ , e 
confeguintemente nefta diftancia he que a percuíTaó ferá 
mais forte. 

ço8 Eftá claro , pelo que temos demonftrado, que pa-
ra determinar o movimento de ofciilaçaõ de qualquer cor-
po de volume finito , ao redor de hum eixo horizontal, 
naõ he neceffario mais que conhecer bem a diftancia do 
centro de ofciilaçaõ ao ponto fixo , ou ( que vem a fer o 
mefmo ) conhecer o comprimento de hum pêndulo fimpies. 
àfochrono nas fuas ofcillaçoens ás do mefmo corpo. 

Sendo pois r a diftancia de qualquer partícula dM do 
corpo ao eixo de rotaçaÕ ,fr2dM o momento de inér-
cia relativo ao mefmo eixo , e / a diftancia C G do cen-
tro de gravidade ao mefmo e ixo, teremos a diftancia do 

f r 2 d M 
centro de ofciilaçaõ L ts . Donde fe vê , que 

M f 
* diftancia do centro de ofciilaçaõ ao eixo be ignal ao mo-
mento de inércia relativamente ao eixo, dividido feio produ-
ão da majfa do corpo multiplicada pela dijiamia do centro 
de gravidade ao mefmo eixo. 

' Se Mb2 reprefentaro momento de inércia, a refpeito do 
eixo parallelo que pada pelo centro de gravidade , teremos 
fr'- dM = M b2 -\-Mf3 ; logo a diftancia do centro de 

ofcilla-
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M b - + M f 2 />2 

ofcillaçaõ L z z — — = / + - 7 - . Donde f e v è 
M j T 

que efte centro eftá fempre mais diftante do eixo que o cen-
b2 

tro de gravidade a quantidade pofitiva GO — y . Aflim , 

pelo que acima temos dito dos momentos de inércia , fem 
dificuldade fe podem determinar os centros de ofcillaçaõ. 

Exemplos. 

509 I. Uando fe fazem as experiencias fobre os 
pêndulos, ordinariamente fe ufa de hum 
globo AMB ( F i g . 1 9 2 . ) , pendurado por 

hum fio de metal muito delgado. Defprezando pois a mafla 
do fio , e fuppondo o raio do globo zz b , e a diftancia 
do centro delle ao ponto de fuípenfaõ = / , teremos b 2 

2 
— b 2 ( n. 4 9 8 . ) . Logo a diftancia do centro de of-
S 2 b 2 

cillaçaõ ao eixo , ou C 0 — / -f- . e fe as ofcil-

laçoens forem pequenas, ferá a duraçaõ de cada huma 

• V í ^ -
Quando / = = o, e quando / — C O , o pêndulo fimples 

ifochrono ferá infinitamente longo. Por tanto , entre eftes li-
mites deverá haver hum minimo; e efte terá lugar , quan-
do for f z z b y —. EntaÕ feraõ a s ofcillaçoens feitas 

com 3 prontidaõ maior que he poflivel ; e fendo peque-
2 / 

i a s , cada huma terá por d uraçaõ C V ~ -

f i o Para que efte pêndulo faça cada huma das ofcil-
laçoens em hum fegundo , he neceífario em geral que 

, . f * + 1 b 2 , 
e 1/ ^ 1 J zz 1, ou ( que vem a fer o mefmo ) 

<jue f2-+• — b» — — ; e confeguintemente f zz —--j-, 5 £ + 
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± ~ - j - b 5 ) • D o n d e fe J que ha femprtf 

dous modos de fufpender hum globo de maneira, que faç3 
cada ofcillaçaõ em hum fegundo. 

Se o raio b do globo for pequeno , he neceífario que 
fl diftancia do centro delle ao ponto de fufpenfaõ feja re-

g 2 c1 

prefcntada por hum deftes valores —7 -- — b 2 . — , ou 

2 c* 
—b2 . —. Mas nefte ultimo cafo, bem fe vê que o 
5 g 

ponto de fufpenfaõ cahiria dentro do globo , e muito perto 
do centro. Por iffo naõ fe ufa , fenaõ do outro valor, toman-

zc2 T V \4C* ç J 
í i i Os dous valores de / feriaõ iguais em geral, fe 

a 1 ? f! 
tiveíTeraos — s —* J 2 , ou J> ts •—• V . Logo , 

4 e * s ' «- 8 b * 

como 4 he o comprimento do pêndulo fimples de f e -

gundos, o qual he de 440 , $7 linh. , feria neceífario que 
o raio do globo foíTe de 348 , 3 linh., ou de 2 pés , ç poli. 
o, 3 linh. 'Entaõ o intervallo CG ( F i g . 154. > entre o 

g 
centro e o ponto de fufpenfaõ feria —— , ou a ameta-

de do pêndulo fimples de fegundos, ifto h e , 1 pé 6 poli. 4 

linh. e — . Conduzindo CF perpendicular a AG, he fa-
7 

CG 2 
cii de ver que cofAFzz zs. V ~ , e que o arco 

A F he confeguintemente d e ç o ^ ó ' . Sendo aífim deter-
minado o diâmetro do globo , e o ponto de fufpenfaõ C , 
as ofcillaçoens delle fe faraó em hum fegundo. 

Se fizermos ofcillar o globo ao redor do ponto Aj 
teremos f — b - , logo o comprimento do pêndulo fimples 

ifochrono ferá b e querendo que faça huma ofcilla-

çaõ 
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ÇaÕ por fegundo , deverá fer o raio b — ~. 440, 
7 

2 
<7 linhas sr 2 pés , 2 poli. 2 l inh. e — . 

ç i2 II. Confideremos agora hum pêndulo compofto de 
dous pezos A ,£ ( Fig. 193. ) , que fupporemos esfericos, 
e enfiados em huma vara inHexivel , e fem malfa C A B. 
SejaÔ ec e G os raios deites globos , a e b as diftancias 
refpeétivas dos feus centros ao ponto de fufpenfaõ C. A dis-
tancia do centro de ofciilaçaõ , ou o comprimento do pên-
dulo Íimples ifochrono , ferá 

A C & + — d- ) -f- B ( b* + ~ C 1 ) 
c o — Í 7 Í 

Aa + Bb 

Ifto pof to , qual he a diftancia a em que deve por-fe o 
corpo menor A , para que as ofcillações fejaõ as mais pron-
tas , que podem refultar defte pêndulo ? Entaõ deve o pên-
dulo Íimples ifochrono C O fer hum minimo \ e confeguin-
temente diferenciaremos o feu valor fazendo a variavel , 

e teremos A2 ( a2 + -Í- «2 ) * A B ( i2 + G- ) =: 

iBb 2 
a A2 a- J? z AB a j f , ifto h e , a* + ——— a~ — o.z -fe 

B 2 
( 1 * 4. — gy ) ; donde fe tira 

A 2 

B * , 1 

e o comprimento do pêndulo Íimples ifochrono fe achará 
2 a . Bem fe vê , que dos dous valores de a fomente 

o poíitivo pode fatisíazer ao cafo prefente. 
B £>. 

Se os dous globos forem homogéneos, teremos — ~ —f 

C» l / T 2 
e confeguintemente a b,+ V | — <ffi + —• ( 

— ~ í 0 ' 
a 
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GJ ) + —- t2 ; e fe os raios delles forem muito pé< 
5 a* -1 

quenos em comparaçaõ de CJB, ferá proximamente 

F IJ Se foífem tres globos A .B ,C , os feus raios 
e as diftancias ao ponto de fufpenfaõ conta-

das do centro a, b , c , a diftancia do centro de ofcil-
laçaõ feria 

A « + + C e ' 

e aflim por diante , qualquer que feja o numero dos corpos. 
514 III. Se hum globo A M K ( Fig. 195. ) , fufpendido 

da vara cylindrica F A , ofcillar ao redor do eixo horizon-
tal D C E, determinar-fe-ha o feu centro de ofcillaçaõ CO 
da maneira feguinte. 

Seja A o pezo do globo , B o do cylindro , a o raio do 
globo , 2 b o comprimento F A do cylindro , 2 b o feu 
diâmetro, / a diftancia C A , G e O os centros de gravi-
dade e de ofcillaçaõ do fyftema. Como o centro de gra-
vidade do cylindro eftá em I meio de F A, teremos pri-
meiramente ( A + B)CG = A.CB+ B. C Izz A(a +/) 
-+- B ( / — b ) . Depois acharemos o momento de inércia 

do globo em ordem ao eixo DCE^:A(f + a)2 + Aa 
f 

e do cylindro em ordem ao eixo horizontal que palfa pe-

lo feu centro de gravidade I — B {—-J2)(n.497.), * 3 4 

c em ordem ao eixo DCE b* ^-~b1-i-(f~-b)tJf 

3 4 
Logo íerá a diftancia do centro de ofcillaçaõ 

C 0 S 3 — 

f i y Pa; 
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ç i j Para que efte pêndulo feja de fegundos, he ne-g 

ceíTario que CO — — . Com efta condiçaõ fe determi-
nará huma das quantidades que fe achaó no feu valor , o 
que fempre poderá fazer-fe pela refoluçaõ de huma equa-
çaõ do fegundo gráo. 

Quando o eixo de rotaçaÕ fe acha no alto da vara , te-
mos f ~ z b 3 e o valor precedente de C O fe muda no 
feguinte 

A (~a2 +4«í+4i1) + B('— h2 +4 b2 ) 
_ v S M . 4 

CO tr — 
A(z b +a)+ Bb 

Supponhamos, por exemplo, A zz 15 libr . B ~ i l i b r . , 
8 

C A := 2 i ~ j pé s , azz. — p é , e que o diâmetro 2 k 
4 

de F A he muito pequeno em comparaçaÕ do feu compri-

mento , de forte que fe poífa defprezar — i2 •, e achare-4 
mos C O zz 3 , 2528 pés. Se a maífa da vara fe defprezaf-

fe , teríamos C O zz 3, 2577; e o erro feria de ~ de ha-
10 

ma linha proximamente. 
j i ó IV. Examinemos em fim o centro de ofcillaçaõ de 

hum pêndulo comporto de huma lentilha BGPP (Fig.ipií.), 
fulpenfa de huma vara A B de figura parallelepipeaa, co-
mo fe ufa de ordinário. Aqui naõ reprefentamos mais que 
a fecçaõ perpendicular ao plano , em que fe move o pên-
dulo. 

Seja FGzzza,BDz:il>,ABzizfyCBzzbt a lar-
gura da vara i b zz m , e a efpeífura zz a , o pezo da len-
tilha — L, e o da vara zz P . E primeiramente, fendo o 
centro de gravidade do pêndulo em hum ponto G , e o da 
Vara em hum ponto I , teremos (1 + P ) C G = 1 . £ C 

P. Cf = LÇb -bb) + P ( b — / ) . Depois por momento 
de inércia da lentilha em ordem ao eixo F G teremos « 

.. , 1 , 7 a* rr a2 b2 -+• 10 , 
*:uaaudade— L. — ^ ( n. 490 . ) , e 

ÍQ «3 + J W 
cofife? 
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confeguintemente em ordem ao eixo horizontal T C V 3 
i 7 a* iç «Í 42 + 10 b* 

quant idade — L . — — L ( b •fc 
^ 20 a2 + 3 b2 

i y . Em fim por momento de inércia da vara relativa-
mente ao eixo que palfa pelo centro de gravidade I, te -
remos — P ( 4 f1 ) ( n. yoo. ) , e relativamente ao 

1 12> 

eixo T C K ferá o momento delia P ( 4 / - 4- »* ) -ir 
12 

P ( b - f y . Logo 

C O -

~ L C 7 + I y /l2 b2 IO 14 
20 

X ( b + b y h- J L P ( 4 / 2 + B2 ) + P ( 

L ( b - b b ) - i : P ( b - f ) 
g 

quantidade, que fe deverá igualar a — , querendo que 

o tempo de cada ofcillaçaõ feja de hum fegundo. 
f i 7 Huyghens foi o primeiro que indagou felizmente ; 

e que determinou por hum methodo direito os centros 
de ofcillaçaõ dos planos e dos folidos ( Horol. Ofcil. Pare. 
IV. Prop. XXI <ò' XXI I ) . Todos fabem como efte gran-
de homem poífuia o talento de conduzir as theorias mais 
elevadas aos ufos da maior utilidade , e quanto lhe fa& 
devedoras todas as partes da Mathematica. As artes na5 
lhe devem menospr incipalmente a da Relogiaria. D e -
pois de haver feito nefte geneto defcobrimentos immor» 
t j i s , teve a idêa de os applicar á indagaçaõ de huma 
medida invariavel, e bem deprefla deduzio do pêndulo 
limples ifochrono a exiftencia delia. Eisaqui, quaí foi o 
feu raciocinio. 

Se hum relogio de fegundos for bem ajuftado com o tem-
po médio por obfervaçaõ das eftrellas , ou por outra qual-
quer que feja própria para ilfo, na5 ha coufa mais fácil do 
que procurar hum pêndulo fimples, que faça as fuas oC-J 
filiações no mefmo tempo. Bafta alongar t ou encurtar a 

£í>í 
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fio, até coincidirem bem exaílamente por hum quarto , ou 
meia-hora quando muito , as ofcilJações dos dous pêndulos. 
Tendo chegado a efta precifaõ , na6 ha mais que medir 
com muita exaftidaõ a diftancia do ponto de fufpenfaõ 
ao centro de ofciilaçaõ no pêndulo íimples; porque divi-
dindo efta diftancia em tres partes , cada huma delias po-
derá fervir de medida invariavel , e univerfal. O mefmo 
autor lhe deu o nome de pé horário. 

Bem fe vê com effeito, que em quanto a força da gra-
vidade for a mefma no mefmo lugar, naõ pôde haver mu-
dança no comprimento do pêndulo íimples. Os feculos 
vindouros poderáõ pois verif icar , e determinar as medi-
das afluais, comparando-as com efte comprimento inva-
riavel , no cafo de que pelo decurfo dos tempos ellas fe 
alterem , ou fe percaõ. Bailará , por exemplo , que a pof-
teridade faiba que o pêndulo Íimples de fegundos era em 

? 7 
Paris de 3 pés 8 linhas e •, para concluir que o pé 

régio era para o pé horário como 43200 para 44057. Se 
os antigos tiveffem aflim fixado as fuas medidas , naõ ha-
veria tanto que difputar fobre as dos Hebreus , dos Egy-
pc ios , dos Gregos, e dos Romanps. 

A R T I G O V . 

Das duas efpecies de movimento que pôde to-
mar bum corpo livre , fendo impellido por 
huma direcçaõ , que nao pajfa pelo Jeu cen-
tro de gravidade. 

518 ç Eja M hum corpo qualquer ( F i g . 1 P 7 . e G 
o feu centro de gravidade. Pergunta-fe, qual 

ferá o movimento de l le , fe qualquer potencia A o folli-
citar por huma direcçaõ A P , que naõ palia pelo çentro 
de gravidade ? 

Já temos v i f to , que o centro de gravidade deve mo-
Ver-fe , como fe a força motriz lhe foffe immediatamente 
applicada pela direcçaõ parallela G E - , e confeguintemen-

tc tomará por efta linha a velocidade — • Também vi-
M 

2 mos 
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mos, quê ao mefmo tempo que o centro de gravidade fe' 
adianta-com o movimento progreffivo, as outras partes 
devem girar á roda delle, como • fe eftiveífe fixo. 

Supponhamos pois que a rotaçaõ fe faz a refpeito de hum 
eixo perpendicular em G ao plano da figura , e feja W 
a velocidade angular que tomará o corpo ao redor dei— 
lie , / u perpendicular G F , Af o momento da força mo-
triz , e Mk2 o momento de inércia em ordem ao eixo 
de rotaÇaõ. Aflim teremos por expreílaõ da velocidade 

A f 
inicial de rot3Ca6 W zz - — - — Mas efte eixo de rota-* v Mk2 

çaõ, e efla velocidade confervar-fe-haõ por ventura do 
mefmo modo nos inflantes feguintes? 

519 Para refolver efle problema , he neceífario bufcar 
era geral quais faõ em qualquer corpo os eixos, ao redor 
dos quais fendo huma vez poflo em movimento , deverá 
çonfervallo uniformemente, fem variar de eitfo de rotaçaõ. 

Seja AP o eixo procurado ( Fig. 198. ) , G o centro 
de gravidade do corpo, Aí huma perpendicular ao pla-
no GAP conduzida do ponto Aí , onde fe acha o ele-
mento d Aí , G A e P Q_ duas perpendiculares ao eixo con-
duzidas dos pontos G e 2 . . Supponhamos AP — x, P 2, 
— y > QM — % , a velocidade angular do corpo = W ; e 
teremos W . P Al por expreífaõ da velocidade de rota-
çaõ do elemento dM . Donde ferá a força centrífuga dei^ 

W2 . P Al2 , -
le pela direcçaõ PAI reprefentada por —— dM 

P M 
( n. 4 0 7 . ) = W2 PM. dM . 

Efta força refolve-fe em duas , huma por Q M — W * . 
zdM , e a outra parallela a P Ç>~W2y dM. A refultan-
te de todas as forças W2 .zdM deve ler nulla, porque 
fzdM:=0, ea refultante de todas as forças W* . y d M 
deverá fer == K'2 . Aí. G A. Mas he neceífario , que o eixo 
A P feja ta l , que as forças centrífugas fe fnçaõ mutuamen-
te équilibrio , e que iiaõ poffaõ confeguintemente alterar 
a velocidade angular , nem o mefmo eixo. Logo IV1 Aí 1 
G A — o , iílo h e , deve o eixo de rotaçaõ paliar pelo cenr 
tro de gravidade. 

520 Mas alem diflo ainda he neceífario mais ; porque 
sS forças W2 f z d M e W2 fy d Aí ainda.que nullas em fi 
mefmas, como fv devem conceber aéluando em diílancias 
• . i infini-
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r . - . fxzdM f x y d M , . . . , 
íntmitas — — , e , produziriao mo-

f z d M ' f y dM ' 1 

mentos finitos W- fxzdM , e W2 f x y d M , capazes de 
fazer variar tanto o eixo de rotaçaõ , como a velocidade 
angular. Logo he também necelfario , que feja fxzdM ~ o , 

. e f x y dM — o , para que o effeito das forças centrífugas fe-
ja abfoiutameute deltruido. Porem as formulas fxzdM —o, 
f x y d M zz o naõ tem lugar , lenaõ quando A P he hum 
dos eixos principais. Logo podemos concluir geralmente., 
que em qualquer corpo livre os- eixos principais do centro 
de gravidade faõ os únicos, ao redor dos quais fe perpetua 
uniformemente qualquer movimento primitivo de rotação. 

E pòr confeguinte a foluçaõ do Problema fuppoem , que 
.« eixo perpendicular em G ao plano da figura he hum dos 
eixos principais. 

S2i No movimento, de que tratamos aqu i , caminhan-
do o çentro de gravidade G uniformemente pela linha GE 
( Fig. 199. ) , e girando as outras partes ao redor de G fs-
gundo K L , dève haver necelfariamente na rcfia F G K 
perpendicular a GE hum ponto C; cuja velocidade de ro-
taçaõ perpendicular a CG feja igual á velocidade do cen-
tro de gravidade , e que fique confeguintemente em def-
eanço por hum inftante. Eíte ponto he o que M. Bernoui-
lx chama centro efpontaneo de rotaçaõ. 

JI 
Para o determinarmos, reflectiremos que — exprime a 

M 
velocidade do centro de gravidade commua a todas as par-

A / tes do fyltema , e — a velocidade angular do corpo á 

roda do centro de gravidade , e confeguintemente que 
A / 
—— CG he a velocidade de rotaçaõ do ponto C. Logo 
MK2 

A f A k2 

teremos ——— C G — •— , e C G = v Donde fe« fe-
Mk2 M ' / 

gue , que o centro efpontaneo de rotaçaõ naõ he coufa dif-
ferente do centro de ofciilaçaõ do corpo , fuppondo que elle of 
cilla ao redor de hum eixo perpendicular em F ao plano da 
figura ; e confeguintemente fe determinará pelos mefmos 
principios. 

J J . Daqui fe pôde facilmente entender a origem do 
Z 2 ' movi-
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movimento de rotaçaõ dos planetas. Huma Íimples força 
de projecçaô applicada por huma direcçaõ , que naõ paf-
falfe pelo centro de gravidade, baftava para produzir fi-
multaneamente os movimentos periodicos, com que elles 
dsfcrevem as fuas trajeélorias , e os movimentos de ro-
taçaõ , com que giraõ ao redor dos feus proprios centros ; 
e bem facilmente fe pôde determinar a diftancia do cen-
tro , onde devia fer applicada efta forç-t, para produzir 
os movimentos que conftaõ das obfervações. 

Seja o corpo M huma esfera ( Fig. 197. ), e o feu 

raio = R ; e teremos M k* = ~ M R2 + M f 2 , W = 

Af , A , 2 „ 
í . o u / * f - i f i s So ,e 

2 '
 1 MVJ s 

— M R2 + MJ2 

5 

confeguintemente fzz —— - ——R1 

2 MV 4.M2 V2 5 J 

Para applicarmos ifto ao movimento da terra , refleéH-
remos que fazendo ella a revolução diurna em hum dia 
e a periódica em hum anno , ferá a velocidade angular 

V ao redor do foi reprefentada por proximamente ; e 

fuppondo que o raio da orbita annua he de 22000 fe-
midiametros terreftres , ferá a velocidade de projecçaô re-

.. , 22000 R W 4400 RV A c r u / i -
prefentada por = — zs —• • t fubfti-

. „ 3tfr 7? M 
tuir.do efte valor na equaçaõ precedente, teremos f z s 
2200 R \r r / 2200 R * 2 -1 _ 1 „ 
— y 1 —„\ Rt — R próxima-

73 73 { 1 J 

mente , como M. Bernoulli achou por outro metíiodo. 
Achado o valor de /, podemos determinar o centro 

efpontaneo de rotaçaõ (Fig. 199.) , e teremos CG ~ 

R2 +/j 
5 . 

— — 60 R proximamente ; refultado muito no* 

tavil , por dar efte centro coincidente com a diftancia 
da Lua. He difficil de c rer , que ifto fiiccedefle aJTim | or 
acafo, mas mais dilficil ferá affignar a connexaõ phyfica, 

que 
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que tem a Lua com o movimento diurno da terra. J J . 
$22 PROBL. I. Vindo hum corpo duro m ( Fig. 2 0 0 . ) 

com a velocidade V encontrar outro corpo também du-
ro M. perpendicularmente á fuperficie delle , mas por hu-
ma direcçaõ IK , que naõ pafla pelo feu centro de gravi-
dade G: pergunta-fe , qual ha de fer o movimento de 
#mbos elles , fuppondo Aí livre , e em defcanço. 

Seja v a velocidade do corpo m depois da percuflaÕ, 
deforté que m { V — v ) exprima a quantidade de movi-
mento por elle communicada ao corpo M fegundo a di-
recçaõ I K . Sabemos já que o centro de gravidade G fe 
ha de mover t como fe efta força lhe folfe immediata-
mente imprefla por huma «direcçaõ parallela G £ ; e affim 

terá- por GE a velocidade — • Por outra parte fa-
M 

bemos, que as mais partes do corpo deveráõ girar ao re-
tnf(V —f) dor do ponto G com a velocidade angu! ar W ~ , 

1 6 Aí ' 
reprefentando / a reíla G K perpendicular a I K , e Aí k2 

o momento de inércia a refpeito do eixo perpendicular em 
G ao plano da figura, eixo ao redor do qual o corpo fe 
fuppoem girar. 

Agora he neceífario v que a velocidade do ponto de con-
taílo I fegundo a direcçaõ I K feja igual á velocidade u, 
que refta ao corpo m, a fim de que efte naõ polia mais 
aíluar fobre o corpo AÍ. Ora em virtude do movimento de 
rotaçaõ ao redor de G , a velocidade do ponto I perpen-

mf( V—v ) 
dicularmente a GI he — • G I , donde r e -

M KT 
« f K - n ) / J „ . 

fulta por IK a velocidade. ——5 e efta junta-
M k 

mente com a velocidade progreífiva do centro de gravi-
dade deve fer igual a v . Logo teremos a equaçaõ 
m ( V-v ) f 2 V - v ) , , , . 

. 1 zz v , da qual fe tira v 
M k : Ai 
m(f24-k2*)V zz A-—;—L ., , - Logo ferá a velocidade do cen-

m ( f 2 fc2 ) + M k2 b « 
w/( v - v ) mk2 V 

iro de gravidade — — — — r — —77 , 0 M « ( / + ) •+• AI k-
e 
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e a velocidade angular de rotaçaõ ao redor do ponto ÇT 

mf V 
ferá W ZZ ; com o que fe tem re-

foi vi do o problema propofto. 
r rr m y Se folfe f — o , teriamos a velocidade D — , 

M -t- m 
, , ., , m

 V 
s do centro de gravidade zz = v , e a velocida-

M-i-m 
de angular W = o. Com effeito , fendo entaõ direfla a 
percuffaõ, e determinando-fe o movimento pelas formulas 
ordinárias ( n. 447. ) , fe acharia, o mefmo refultado. 

523 PROBL. II. Dous corpos duros e esfericos A , a 
( F i g . 2 0 1 . ) , fufpendidos dos pontos fixos C, c pelas va-
ras inflexíveis CA, ca vem a encontrar-fe com as velo-
cidades angulares V, v: qual ferá o feu movimento de-
pois da collifaõ ? 

Sejaõ V', V as velocidades angulares, que elles teráõ 
depois do encontro. Pelo principio geral ferá pois necef-
fario, que as velocidades V, i>' naõ fe embaraffem mu-
tuamente , e que os corpos A , a animados das velocida-
des 

angulares V1— V1, v — tí ' façaõ equilibrio entre fi. Con-
duzindo C B — F, e cb — f , perpendiculares á linha A a 
que palfa pelos centros e pelo ponto do contacto , eftá cla-
ro que a primeira condiçaÕ exige que as velocidades dos 
pontos B, b feiaõ iguais , e confeguintemente teremos 
V'F = v ' f . 

Em fegundo lugar, cada particula d M do corpo A fi-
tuada na diftancia r do eixo C fendo animada da veloci-
dade ( V— V ) r , que ella ha de perder , dá relativamen-
te ao mefmo eixo o momento ( V — V' ) n dM-, logo a 
foma dos momentos ferá V')fr2d M =( V - V ' ) A. 
K2 , chamando A . K2 o momento de inércia do corpo A 
a refpeito do eixo C . 

Donde fe fegue, que o corpo A animado da velocidade 
angular V— V' he equivalente a huma força • 

F 
applicada em B pela direcçaõ AB . Do mefmo modo p 
corpo a animado da velocidade angular v — V he equiva-

( t ) — T i ' ) a k 2 
lente a huma força - applicada em b pela 

direc-
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direcçaõ A B . Logo , pela fegunda condiçaÕ , he necelfa-
( V - V ) A K 2 ( v - i ; ' ) 4 f c 2 

rio que tenhamos -J - o . 
F f 

Efta equaçaõ Juntamente com a outra V'F — v ' f , deter-
minará as velocidades angulares V',D', CUJOS valores faõ 

, f(AK^Vfj-ak-vF) F (A K2V f a k2 v Fy 
V ~ AK2f2 -bak2 F*,rV ~~ AK2J2-+ ak2 h2 

$24 Até aqui temos fuppofto os corpos duros; mas fe 
elles folfem elafticos, as formulas achadas careceriaõ das 
modificações, que a elafticidade requer. Porque entaõ ref-
ftituindo efta força ao corpo A em fentido contrario a ve-
locidade V—V', que elle tinha perdido pela comprefíaõ, 
naõ lhe reftará mais que a velocidade zV' — V. Do mef-
mo modo o corpo a tendo ganhado na comprefiàÕ a velo-
cidade — pela fua elafticidade ganharia outro tanto, 
e depois da perculfaõ teria a velocidade Subfii-
tuindo pois em lugar de V , v' os valores que acabamos 
de achar, teremos as velocidades angulares 

A f2 K2 r + 2 afF k2 n> - a F2 k2 V 
do corpo A sr — r A K2 f2 -t- a k2 F2 

ak2 F2V + 2 AfFK2 V - A f 2 K2 

do corpo a — 
A K2 f 2 + a k2 F2 

Antes da collifaõ huma partícula d M do corpo A 
íituada na diftancia r do eixo de rotaçaõ . tinha a velo-
cidade rV,e a força viva r2 V2 d M ; logo a força viva 
do corpo A era V2 f r 2 d M— V" . A K.2 , e a foma das 
forças vivas dos dous corpos V2.A K2 -+- v2. a fe2. Efta fo-
ma veio a fer depois da collifaõ A K= ( 2 V' — y)2 - f a Ia 

( 2 D ' - D ) 2 , ou V2. J 4R j + u2 . a k,2 \ 4 A K2r'(V'~ V) 
•+•4ak 2 v'(y' — d). Porém he fácil de ver , que os dous 
últimos termos fe reduzem a nada; porque as duas equa-

A K2(F'~K) , ak2 O'--®) 
ções V' F — v ' f , e - + - —< — V J » F f 

o, daõ V'(V'-V)AK2 + - T>) a k2 — o. Logo a 
foma das forças vivas he fempre a mefma antes e depois 
da collifaõ , quando os dous corpos faõ perfeitamente 
elafticos. 

F I M . 
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