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P R I V I L E G I O . 

EU ELREY. Faço faber aos que efte 
Alvará virem: Que Havendo Eu Or-
denado pelos Eftatutos Noviílimos , 

com que Reftaurei, e Mandei de novo fun-
dar a Univeríidade de Coimbra, que os Ef-
tudos das Sciencias Mathematicas conftituif-
fem nella huma indifpenfavel Faculdade: E 
fendo ao mefmo fim Servido pela Minha 
Carta de Ley de dez de Novembro de mil 
fetecentos fetenta e dous abollir, e caíTar os 
Titulos Nono , e Decimo dos Eftatutos do 
Collegio Real de Nobres ; pelos quais os 
referidos Eftudos deviaò também fer eníina-
dos no fobredito Collegio ; para que ÍÓ , 
e unicamente foíTem promovidos , e culti-
vados na dita Univeríidade, em commum be-
neficio de todos os Meus Fieis VaíTallos : 
Por quanto pela fobredita Abolliçaõ ficárao 
os referidos Eftudos proprios^ e privativo« 
da Univerfidade ; e veio a ceifar o fim do 
Privilegio exclufivo , que para a imprelTaõ 
dos Livros Clafficos Havia concedido pela 
outra Carta de Ley , e Doaçaõ perpetua 
feita ao dito Collegio em doze de Outu-
bro de mil íetecentos feífenta e íinco ; na-
quella parte , que he refpe&iva aos Livros 
Mathematicos: Hey por bem transferir pa-
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VI 
ra a fobredita Univerfidade de Coimhra o 
meímo Privilegio excluíivo para a impreíTaõ 
dos Livros de Euclides , Archimedes , ô 
outros Claílicos dás Sciencias Mathemati-
cas ; âílim , c da maneira que na fobredita 
Doaçaõ Eu o havia concedido ao referido 
Collegio : Revogando , como Revogo , a 
efte Hm a mefma Doaçaõ naquella parte, 
que na generalidade delia ío he comprehen-
liva das impreíToens dos ditos Livros , ou 
de outros , que hajaó de fervir aos fobredi-
tos Eítudos Mathematicos , e pelos quais 
fe devaõ enílnar na mefma Univeríidade de 
Coimbra. 

Pelo que : Mando ao Marquez de Pom-
bal , do Meu Ccnfelho de Eftado , e Meu 
Lugar-Tenente na FnndaçaÕ da Univeríida-
de de Coimbra ; á Real Mefa Cenforia ; 
Aíefa do Defembargo do Paço ; Regedor 
da Cafa da Supplicaçaõ ; Confelhos da Mi-
nha Real Fazenda ; e dos Meus Dominios 
U'rra-marinos ; Mefa da Confciencia , e 
Ordens ; Governador da Relaçaõ , e Cafa 
do Porto ; Senado da Camara , e bem af-
ílm a todos os Defembargadores , Correge-
dores , Provedores , Ouvidores , Juizes , 
Jnítiças , e mais PelToas deites Meus Rei-
nos , e Dominios , a quem o conhecimento 
deíle Álvara' deva pertencer , que o cum-
praõ, e guardem, e façaõ cumprir, e guar-
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dar fem duvida , ou embargo algum , qual-
quer que elie feja , naò obftante a fobredi-
ta Carta , Ley , e Doaçaõ perpetua de do-
ze de Outubro de mil fetecentos feíTenta e 
finco, que Tenho revogado ao fobreditofim 
na parte , que fó refpeita ás fobreditas im-
prefloens; ficando para tudo o mais em feu 
vigor , e inteira validade. E efte valerá co-
mo fe paífaífe pela Chancellária, pofto que 
por ella naõ ha de paífar ; e o feu eifeito 
haja de durar hum , e muitos annos ; naõ 
obftantes as Ordenaçoens em contrario as 
quais Hey por derogadas para efte effeito 
fomente. Dado no Palacio de Noífa Senho-
ra da Ajuda em defefeis de Dezembro de 
mil íetecentos fetenta e tres. 

R E Y : . 

Marquez de Pombal. 

^ Lvará , porque Vojfa Magejlade pelos mo-
tivo? nelle exprejfos : He fervido transfe-

rir para a Univerfidade de Coimbra o Privile-
gio exclufivo para as impreffoens dos Livros 
Clafficos dos EJltidos Mathematicos j havendo 

cejfado 
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cejfado o fim , com que antes fora Concedido, 
e Doado ao Collegio Real de Nobres } na for" 
ma ajfma declarada. 

Para VoíTa Mageítade ver. 

João Chrifofomo de Faria e Soufa de Vaf-
concellos de Sá o fez. 

Cnmpra-fe , e regifte-fe. Nofla Senho-
ra da Ajuda em 4 de Janeiro de 1774. 

Marquez Vifitador. 

» 

No Livro de Providencia Li iteraria 
defta Secretaria de Eftado dos Negocios do 
Re ino fica regiftado efte Alvará. NoíTa Se-
nhora da1 Ajuda em 3 de Janeiro de 1774. 

JóaÕ Chrifojiomo de Faria e Soufa de Vaf-
concellos de Sá. 
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MECHANICA. 
I N T R O D U C Ç A Õ . 

Divisões, e Definições. 

i. 

MECHANICA em geral he a Sciencíá 
que tem por objeélo o Movimento dos cor-
pos , e o Equilíbrio das Forças oppoftas. 

Quando a Mechanica trata em particular 
dos princípios, leis , e effeitos do movimen-
to , chama-fe Dy u a mie a, fendo nos corpos fa-
lidos ; e fendo nos fluidos, Hydrodynamica. 

Do mefmo modo , quando trata do equilibrio das for-
ças oppoíhs , também fe divide em St atiça, e Hydrojlati-
t a , conforme fe occupa em determinar as condições necef-
íarias para o equilíbrio dos folidos, ou dos fluidos. 

Como a Statica e a Dynamica fervem de fundamento aos 
outros ramos da Mechanica , por ellas he que deve prin-
cipiar-fe o eftado defta Sciencia, e ambas feraõ a matéria 
defte Tratado. 

2 Dizemos que hum corpo efiá em movimento , todas 
as vezes que elle muda de lugar. Para fe effeituar efta mu-
dança , he neceífario que o movei deixe o lugar onde eftá, 
c tendo paffado por todos os lugares intermedios chegue fi-
nalmente ao lugar que deve occupar. 

Efta paífagem fucceffiva de hum lugar para outro humas 
vezes fe faz mais depreffa , outras mais devagar. Afíim nos 
relogios, o ponteiro dos minutos faz o giro do moftrador na 
duodécima parte do tempo, que gafta o ponteiro das horas 
em dar omefoio giro. Aflim os relampagos, annunciadores 

A dos 
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dos rayos, atraveflaõ mais rapidamente a atmofphera, do» 
que o eftampido dos trovões. 

J A idea do movimento inclue pois tres objeítos prin-
cipais , que faõ como elementos da Mechanica. I. O efpa-' 
ço corrido feio mnnel. II. O tempo, em que fie corrido. III. A 
rclaçaõ entre o efpaço , e o tempo. Efta relaçsõ he o que to-
do o mundo entende pelo nome de Velocidade ; e delia ferâ 
conveniente, que formemos aqui huma idea bem diftinta. 

4 Seja qual for a natureza do efpaço, fobre a qual tan-
tas vezes fe tem difputado a perder de v ida , podemos con-
cebello como hama extenfaõ immenfa , e penetrável , na 
qual todos os corpos do Univerfo eftaõ mergulhados , oc-
cupando todos buma porçaõ maior , ou menor , conforme 
faõ de mais , ou menos volume. He pois o volume dos cor-
pos a medida da porçaõ do efpaço que elles enchem, e que 
fe chama o Lugar dos mefmos corpos. 

Ifto pofto, imaginemos nefta immenfidade dous pontos, 
que eftejaõ a. huma diftancia finita hum do outro , de hu-
jna braça por exemplo. Se hum corpo pofto em movimen-
to, por qualquer caufa que for, correr o efpaço defta diftan-» 
cia , nafi o poderá fazer fenaÔ em hum certo tempo. E 
feja também qual for a natureza do tempo , he provado pe-
la experienciâ, que o mefmo movei animado de mais forte 
movimento corre a mefma diftancia em menos tempo da 
forte , qae fendo o movimento duplo , por exemplo , na$ 
lhe ferá neceflarie mais doque ametade do tempo. 

y Mas como no efpaço indefinido , que imaginamoí 
confufamente, podemos tomar diftancias determinadas, quff 
chamaremos pollegaàas, fés, braças &c, e que feraõ me-» 
didas lixas, ou unidades de comprimento , ás quais fe repor* 
taráõ todas as dimensões da meíms efpecie : aílim também 
no profundo abyfmo do tempo podemos determinar certas 
medidas fixas e conhecidas , que ferviráS como unidades 
de tempo para termo de comparaçaõ de quaifquer outras du-
rações , com tanto que fejaõ finitas r e lhes daremos o no» 
me de horas , minutos , Segundos &c. 

Defte modo pois, fe acharmos que o movei, em virtude 
cio primeiro movimento referido, gafta hum minuto em cor-
ret o efpsço de huma braça ; diremos , que em virtude do 
fegundo o correrá em meio minuto , e que pela imprelíaÔ 
de hum movimento feílenta vezes mais rápido o correria 
em hum fecundo de tempo. 

6 Ago-
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ê Agora he fácil de ve r , que fe hurca parttí , huma 
íhedicfa , huma unidade de efpaço requer , para haver de: 
fer corrida pelo movei, huma, ou duas, ou tres unidades 
de tempo , o numero n de unidades de efpaço n,5 poderá 
íer corrido fenaõ em hum numero it, ou 2il, ou jrt de uni-
dades de tempo, fuppondo que o mOvel conferva o inef-> 
mo movimento por toda a carreira do efpaço , por onde 
caminha. Donde fe vê , que há fempre huma certa rela-* 
çaõ entre o numero das unidades de efpaço , e o das uni-
dades de tempo •, relaçaõ bem fácil de determinar pelà 
íimples divifaõ deftes dous números. O quociente exprune 
cm todos os cafos a velocidade do movei. 

7 Daqui fe entenderá àquelle principio taõ conhecido 
ta Mechanica ( aindaque muito mal enunciado ) , que a 
'velocidade hs igual ao efpaço dividido pelo tempo. 

Mas tomemos as coufas de mais alto , e tendo-nos po-
fto no ponto de vif ta , em que os primeiros defcobrid-.>-
res da Mechanica deveriaÕ olhar para a matéria que tra-
tamos , procuremos feguir os feus paífos , e analyzar os 
primeiros esforços das fuás meditações. 

8 A matéria, e o movimento, fe offerecéraõ por toda a 
parte ás fuas attenções, como ainda fe offerecem cada iti-
ftante ás noífas. Sem duvida que familiarizados, alfim co-
mo nós j defde a infância coin todas as maravilhas que 
xefultaõ do movimento, mais fe haveriaÕ de afadigar em 
fervir-fe dos effeitos , doqtie em procurar as caufas. Qr.al 
porem deveria fer o alTombro daquelles , que primeiro fe 
occupáraó neftas indagações ! E com effeito , que outra 
coufa fe pôde confiderar mais pafmofa nas obras da na-
tureza , doquc a íimples communicaçaÔ do movimento , 
para quem lhe contempla as maravilhas ? 

Tenho hum braço em quietaçaõ minha alma ordena 
que fe mova , e logo fe move ! A' minha maõ eftá pre-
fente hum corpo , que pela fua quietaçaõ pnrece que de-
veria defcançar em huma inacçaõ eterna ; e de repente 
efte mefmo corpo fendo arraftado , impellido , ou arre-
mefTado , fe poem em movimento ! Acha outros corpos 
na fua carreira ? com elles reparte as fuas forças, por h:;« 
mas leis as mais confiantes, aindaque pareçaõ diverfificar-
fe ao infinito. 

Hurnas vezes pára repentinamente , e fuas forças pare-
gçtn «niquilar-fe em hum inftante j outras vezes torna pa-

A 2 ia 



to T R A T A D O 

ra traz , ou , fe continfla o primeiro caminho , he com 
huma velocidade fenfivelmente enfraquecida, que naô efti 
longe de extinguir-fe. Ella fe acaba , e eifahi o corpo 
reííituido ao ellado de deícanço, donde eu o tinha tira-
do. Qual he pois a mola fecreta , que o pode obrigar 
ao movimento ? qual a intelligencia, que prefide a huma 
diftribuiçaõ taÕ exafta das fuas forças ? que he feito do 
movimento delle, e dos corpos que tinha impellido , le-
vado comíigo , ou ao menos abailado na fua pallagem ? 
Eifaqui já muitas queftóes , ás quais poderiaó ajuntar-fe 
muitas outras. E á vifta de tudo ifto , he por ventura de 
efpantar , que os mais celebres Filofofos da antiguidade^ 
de concerto neite ponco com os Modernos mais Sábios, te-
nhaõ confiderado a exiítencia e a communicaçaô do mo-
vimento , como huma prova íem replica da exiílencia da 
Deos ? 

9 A eftas primeiras obfervaçÕes fe ajuntarão bem de-
preíTa as da gravidade , e da fricção. Sempre os corpos 
fe tem vifto fujeitos a efta lei imperiofa , que confiante-
mente os follicita para a terra. Mas qual he o principio 
delia ? nada fe fabe^/Os effeitos porém naÕ faõ por iifo 
menos palpaveis, nem menos univerfais em todos os cor-
pos , que nos rodei aõ. 

O mais ordinário deites effeitos he de deftruir pouco 
a pouco os movimentos oppoftos á direcção da gravida-
de. Lançai huma pedra ao ar ; e vereis , que a gravi-
dade enfraquecendo-lhe a velocidade chega em breve tempo 
a extinguilla , e depois a produzir huma velocidade to-
da contraria, com que a pedra cahe acceleradamente para 
a terra. NiíTo naÕ há coufa , que naô feja muito com-
mua , antes fe teria por hum prodigio , fe affim naõ fuc-
cedefle. Mas , qual he a rafaõ porque ella cahe ? porque 
naõ continua a afaftsr-fe da terra, feguindo a fua primi-
tiva direcção , com toda a velocidade que lhe tendes im-
primido ? Porquê, direis vós ? he porque huma potencia 
fuperior repelle continuamente todos os corpos para a ter-
ra. Porém , que potencia he eiTa ? ninguém a pôde defi-
nir , aindaque todo o mundo experimenta os feus effeitos. 
Tem-fe affentado em dar-lhe os nomes de pezo, gravidade, 
gravitaçaS &c. , termos todos fynonimos , que exprimem 
efta tendencia geral, que todos o» corpos tem para o cen-
tro da terra. 

lo Efls 
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TO Efta propriedade naõ he com tudo eflencial á ma-
téria.. Pelo penfamento Ce pôde confiderar defpida del ia , 
fem alterar em nada a lua natureza. Nefte eftado naõ of-
ferece mais doque hum comporto de partes mais ou me-
ios chegadas Irumas ás outras , conforme os interfticios 
que houver nos corpos , que refultaõ do ajuntamento e 
uniaõ das mefmas partes. Também fe tem afíentado em 
dar á quantidade deftas partes o nome de majfa. Aílim , 
quando hum corpo tem duas vezes as partes materiais de 
outro , dizemos que tem huma malfa dupla. 

í i A naõ confultar , fenaõ o que vemos , e as proprie-
dades da matéria que nos faõ conhecidas, he coufa aifen-
tada que hum corpo he abfolutamente indifferente para to-
da a forte de direcções no feu movimento. A bomba que 
fe atira de hum morteiro , a bala que fahe de hum canhnõ , 
todos os corpos lançados por quaisquer direcções, naõ fa-
hiriaõ jámais da linha do feu movimento primitivo , fe 
caufas externas lhes naõ oppuzeífem obftaculos invenciveis; 
c confervariaõ eternamente a fua primeira velocidade , fe 
a gravidade, fe o ar , a agua , ou qualquer outro meio , 
por onde atravelfaõ , e fe as fricções multiplicadas que de-
vem vencer, naõ concorreirem a deftruilla. 

Como todos eftes obftaculos eftaõ fujeitos a variações 
infinitas , feria impoflivel lixar coufa alguma na fciencia do 
movimento, fe naõ fe tiveffe principiado por fazer huma ab-
ftracçaõ geral de todos elles. Fez-fe com effeito; e depois 
de fe haver procurado quais feriaõ as leis do movimento , 
fe naõ houvefíe coufa alguma na natureza , que lhes per-
turbafle a harmonia , tranfportáraõ-fe ao eftado natural das 
coufas, a fim'de poder avaliar os effeitos produzidos pelos 
referidos obftaculos. Affim foraõ poftos os fundamentos da 
Mechanica. 

12 Seguindo o mefmo procedimento, fupporcmos pois: 
I , que os corpos r.aÕ tem pezo , ou gravidade alguma ; 
II , que no feu movimento naõ experimentaõ refiftencia al-
guma do meio por onde caminhaÕ, nem fricçaõ alguma dos 
planos fobre os quais fe movem. 

Feitas eftas fuppofições, determinaremos as leis do mo-
vimento ; e depois de havermos calculado os effeitos, paf-
faremos a comparallos com os refultados da expefiencii. 
Tal he em geral o plano , que feguiremos no curfo delta 
Obra. Mas antes de começar, he neceílaiio que ajuntemos 
aqui outras noções preliminares. J3 Cha-



to 
T R A T A D O 

ij Chama-fe movimento uniforme o de hum corpo , quç 
em tempos iguais corre efpaços iguais. Se há na natureza 
exemplos defte movimento , devem fer bem raros, por cau-
fa de todos os obftaculos , que fe oppoem á fua uniformi~ 
dade. O melhor relogio naõ offerece mais doque glandes 
approximações defta igualdade rigorofa e abfoluta , tanto 
no giro regular das rodas e ponteiros, como nas ofcillações 
da pêndula. Naõ deixa por iffo de conceber-fc a poífibilida-
de do movimento uniforme ; e a definição que ternos dado 
naó fuppoem mais doque iíTo. 

14 Se os efpaços corridos pelo movei vaõ cadavez feri* 
do maiore- , chama-fe efte movimento acceíerado. Naõ há 
coufa mais çommua, que efta efpecie de movimento no efta* 
do prefente das çoufas. Vede , com que acceleraçaõ chega 
á terra h im corpo, que fe deixa cahir de huma altura con-f 
fiderave'. 

i f Ao contrario , fe os efpaços corridos em tempos 
iguais vaõ cadavez fendo menores , entaõ o movimento fe 
chama retardado. Entre milhares de exemplos, que temos 
cada dia debaixo dos olhos , bafta trazer á lembrança hum 
corpo atirado para o ar , e huma bóia correndo por hum 
plano. Primeiramente fe v ê , que o movimento começa fea-
livelmente a enfraquecer , e bem deprefla o corpo torna 3 
defcer, e a bóia perde todo o movimento. 

16 Tudo o que dá , tudo o que imprime o movimento 
f m hum corpo , fe chama em geral, potencia, força, catu 
fa motriz, agente Mas fe efta força obra fem interrupção 
alguma fobre o movei , chams-fe em particular força ac-
celeratrh5. A gravidade eftá nefte cafo a refpeito de todos 
os corpos em movimento, confiderados no eftado natural. 

17 Como o movimento he huma paffagem fucceffiva de 
hum lugar para o outro, o defcanço, ou quietaçaõ he hu-
ma perfeverança continua no mefmo lugar. Diftingue-fe 
de duas mameiras, quietaçaõ abfoluta, e relativa. 

A primeira he , quando o corpo naõ fomente naõ tem 
movimento algum proprio , que o faça mudar de lugar, 
mas também naõ participa de movimento algum commum 
dos corpos, que o rodeiaõ. Exifte por vçntura no mundo 
huma quietaçaõ femelhante i iflb he o que fe ignora: e a 
queftaÕ he de bem pouca importancia. Defde o homem, que 
repoufa no fornno mais tranquillo, até ás maíT ŝ enormes dos 
rochedos e montanhas, cuja quietaçaõ parece taõ fixa e 

fegu-
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fegura , tudo gira inceflantemente ao redor do eixo da 
t e r ra , e tudo com a meíYna terra he tranfportado com paf-
ino fa velocidade pelo immenfo efpaço da orbi ta , que ella 
defcreve. 

Quanto á quietaçaÕ relativa, naÕ pôde negar-fe a fua 
çxiftencia. Efta he a que tem hum corpo, que fe confer-
V» no mefmo lugar relativo , ifto he , que naõ muda de 
diftancia a refpeito dos corpos, que o rodeiaõ immediata-
mente. Allim o mareante deitado em hum navio eftá em 
quietaçaõ , por muita que feja a velocidade comque na-
vega a embarcaçaõ. 

Poftas eftas noções preliminares , eifaqui os fundamen-
tos da Mechanica. 

Princípios gerais da Mechanica. 
Principio I. 

18 rp odo o corpo que efld em quietaçaS, nella fe con-
J. fervaria eternamente, fe por alguma caufa, ex-

terna naõ fojfe pojlo em movimento. 
Efle principio he fóra de toda a conteftaçaõ. Porque 

de duas coufas huma : ou he neceffaria huma caufa ex-
terna que lhe imprima o movimento, ou elle mefmo pô-
de tirar-fe da quietaçaÕ em que e f tá , e dar-fe a fi mef-
mo o movimento que naõ tinha. Mas em que tempo há 
de começar a mover-fe , e que direcçaõ ha de tomar, quan-
do na5 há mais rafaÕ para que fe mova agora, na5 fe ten-
do movido antes, nem para que fe mova para efta parte , 
e naÕ para aquella ? 

Sobre efte principio fundou Defcartes, e depois delle 
Hewton , a theorica das forças Mechanicas. Sabemos, que 
o primeiro tendo fuppofto o eípaço cheio de matéria, naõ 
pedia mais doque movimento para explicar o Mechanifmo 
do Univerfo. Tinha muito bem comprehendido , que a ma-
téria deixada a fi mefma ficaria para fempre na inércia e 
quietaçaÕ. Recorreu pois ao Ser Supremo, para dar fomen-
te o primeiro aballo áquelle montaõ informe ; e encarre-
gando-fe, para o dizer affim , do refto da obra , elevou 
aquelle vafto edifício , cujas ruínas ainda caufaõ efpanto 
pela magnificência e oufadia, que defcobrem no feu plano. 
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Porem Newton advertido pela fragilidade áaqoelle fjr-
í lema, da neceflidade de tomar outro caminho, fez todos 
os feus esforços para achar o verdadeiro. Subio , como Def-
cartes, á origem das coufas; e lá naõ vendo , como elle , 
na matéria mais doque hum fer puramente pallivo , fem ac-
çaõ , fem força , e fem movimento , julgou que ella por 
fua natureza tinha fido condenada a eterno defeanço, fe o 
Creador a naõ tiraife delle. Suppoz pois , que todos os cor-
pos do fyftema folar tinhaÕ fido lançados pela maõ omni-
potente , cada hum por fua linha refta differente, mas to-
dos com huma gravitaçaÕ univerfal para hum centro de-
terminado ; e defta fappofiçaõ fe elevou por cálculos no-
vos aos defcobrimentos immortais , cujas confequencias 
quanto mais fe tem defenvolvido, e comparado com as ob-
fervaçôes , tanto mâis tem confirmado a hypothefe , em 
que fe fundaõ. 

Principio II. 

jp y Odo o corpo po/lo huma em movimento, nelle 
continuaria para fempre uniformemente , e em linha 

rctta , fe naõ fojfg impedido pela acçao de caufas externas. 
Efte principio naõ he menos certo , que o precedente; 

Porque aífim como hum corpo em quietaçaÕ naõ pôde dar-
fe a li mefmo o movimento , do mefmo modo naõ pôde 
deftruir, nem ainda alterar o movimento que tiver rece-
bido , pois que para ambas as coufas fe requer huma for^ 
ça , acçaõ, e energia, que a pura matéria naõ tem. He poi» 
necelTario ; i° , que o corpo conferve perpetuamente , 
quanto he da fua parte , o movimento recebido. 

, Que o movimento feja uniforme. Porque fe em 
tempos iguais o movei na6 andaíTe efpaços iguais, aumen-
taria , ou diminuiria elle mefmo o feu movimento, o que 
naõ he polfivel. 

3° , Como na origem do movimento , a dirécçaõ he 
determinada pela caufa motriz , naõ ha mais rafaÕ para 
que o movei fe defvie delia para huma parte doque para 
3 outra. Deverá logo continuar naõ fomente com o mef-
mo grão de velocidade , mas também na mefina direcçaÔ 
primitiva. 

Tal feria , torno a dizer , O movimento de todos os 
corpos, fe 3 gravidade fricçaõ , e a reliílencia do meio, 
junta com a de tantas outras partículas de matéria , ou 

agi-
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eghsâ?s 5 ou em quietaçafí , que encontraS na paflagem 
fuccelfiva de huns lugares para outros, naõ aniquilarem 
em fim tanto as maiores , como as mais pequenas veloci-
dades. e naõ mudaffem quafi todas as direcções. 

Principio III. 

io /'; Efptcie de refijlencia, que todos os corpos oppoem 
á fua mudança de ejiado , tanto para a quieta-

çao, ccmo para o movimento (Newton lhe deu o nome de 
força de inércia ) he fempre proporcional d maffa dos mef-
Wios corpos. 

Efta reíiftencia com effeito he o refultado de todas as 
refiftencias que oppoem as partes de matéria , de que os 
corpos fe compoem, pois cada huma reíifte á mudança do 
feu eftado. Logo quanto mais partes materiais houver em 
hum corpo , ifto he , quanto a fua maffa for maior , tan-
to maior ferá a força de inércia. 

21 He neceílario haver advertencia em naõ confundir 
efta força com a da gravidade: I o , porque ella teria lu-
gar , ainda na fuppoíiçaõ de que os corpos na& foflem gra-
ves. 2° , porque ella refifte igualmente a todas as direc-
ções , e a gravidade naõ fe oppoem fenaõ aos movimen-
tos que lhe faõ oppoftos. 3° , porque a acçaõ inftnntanea 
da gravidade naõ he fufceptivel de comparaçaÕ alguma 
com as potencias finitas, e a força da inércia, ou a re-
íiftencia que oppoem os corpos á mudança de eftado , he 
fempre proporcional á força motriz , que nelles obra efíi 
mudança, e vence a dita reíiftencia. 

Principio IV. 
22 Â Quantidade de movimento de qualquer corpo, que 

fe move uniformemente, he igual ao produilo da 
maffa pela velocidade. 

A maífa de hum corpo he a foma das partes materiais, 
cie que elle fe compoem ; e o feu movimento total refulta 
de todos os movimentos particulares deffas meímas partes. 
Porém todas ellas tem a mefma velocidade, que he a do mo-
vei , e cada huma fe confidera ter huma unidade de mo-
vimento. Logo multiplicando a foma das partes pela ve-
locidade commua, o produílo ferá o movimento total. 

23 Se 
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23 Se o movei naó tivefle , fenaõ hum movimento âe 
rotaçaó, todo o mundo fabe que entaõ as fuas partes naõ 
teriaõ todas a mefma velocidade. Mas aqui naõ fe t rata , 
fenaõ do movimento reíHlineo, que qualquer potencia lhe 
pôde imprimir. 

24 Chamando pois M a maffa do movei, e V a fua ve-
locidade , teremos geralmente MV por expreflaÕ do feu 
movimento. 

Efte modo de avaliar as forças de hum movei , tem ex-
perimentado muitas contradicçoens, depois que Leibnitz 
introduzio na Mechanica a celebre diftinçaõ de forças -vi-
mas e mortas , fobre as quais fe tem difputado por tanto 
tempo. Seguido de muitos Geómetras illuftres pertendia 
Leibnitz, que para avaliar as forças de hum corpo em mo-
vimento era neceífario multiplicar a mafla pelo quadrado 
da velocidade ; e a efte produíto deu o nome de força viva. 
Por jorça morta porém entendia fomente o fimples esforço, 
ou preflaõ de hum corpo , ou de huma potencia contra hum 
obftaculo infuperavel; e efta conftíTava , que devia medir-
fe multiplicando a maffa pela velocidade, que neífe cafo 
naó era mais do que virtual. 

Os outros Geómetras pouco contentes defta novidade 
e naturalmente apercebidos contra as fubtilezas Metaphy-
{icas daquelle grande homem , perfiftiraõ na opiniaÕ antiga. 
Muitos também a defenderaõ com fucceíTo , e o incêndio 
da difputa fe ateou vivamente. Mas depois de fe ter bem 
altercado de parte a parte , cad3 hum ficou no feu parecer, 
eomo fuccede quafi fempre , e as coufas naõ ficáraõ por iflb 
de peor condiçaõ , nem para huns , nem para outros ; pro-
va certa de que os fundamentos da Mechanica naõ eraõ in-
tereiíados na queftaÓ. 

Bafta efta confideraçaó para nos defviar de tomarmos 
partido naquella efpecie de fcifma. O objeélo naõ vale cer-
tamente o trabalho , depois que por exames reiterados de 
ambos os methodos tem conftado , que daÕ sbfolutaraentç 
os mefmos refultados na foluçaõ dos mefmos Problemas. 

Nós pois diremos , que a quantidade de movimento he 
igual so produto da mafla pela velocidade. E porque o ef-
feito de qualquer potencia confifte em imprimir no corpo 
huma quantidade certa de movimento ; accrefcentaremos , 
«jue a medida mais natural e mais uniforme da acçaõ da 
mefma potencia fobre qualquer maffa, he o p r o d u t o da d i -

ta maf* 
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ta mafla pela velocidade que lhe he communicada , fendo 
claro , que a acçaÕ deve fer tanto maior , quanto for maior 
a maífa que fe ha de mover , e a velocidade com que fe ha 
de mover. 

2Ç Muitas vezes nos fuccederá chamarmos força , oa 
potencia aquillo que naõ he realmente mais do que o effei-
t o ; porque na Mechanica , as caufas naõ intereffsõ coufa 
alguma , fenaõ pelos effeitos que produzem. Pela maior par-
te ignoramos a fua natureza, ainda que os effeitos fejaô 
muito conhecidos. Affim as leis ,e os effeitos da gravidade , 
ainda que de hum feculo a efta parte fe tenhaõ averigua-
do com toda a exa&idaõ , de quaíi nada tem fervido para 
Cos dar luz alguma fobre a caufa phyíica defte phenomeno. 

Baftará pois ter huma vez fixado o fentido dos termos 
força, e potencia, tantas vezes repetidos nas obras de M e -
chanica , para naõ haver já mais embaraço no íignilicado, 
e ufo deli es. 

16 Obfervemos por fim deíle artigo, que huma mefma for-
a applicada a differentes corpos deve imprimir velocidades 
iverfas, para que o effeito teju o mefmo. Porque fendo V 

a velocidade , que ella pôde communicar a huma maíTa dada 
JA., e u a que deve communicar a outra maífa m , para que 
as quantidades de movimento fejaô iguais , teremos mv — 

M.V 

JAV; donde fe tira v ~ —- por expreffaó da velocidade 

do fegundo movei m. 

Formulas do Movimento Uniforme. 

17 T) Or quanto no movimento uniforme os efpaços 
Ji corridos em tempos iguais faõ iguais, he evi-

dente que os efpaços fempre devem fer proporcionais aos 
tempos, que o movei gafta em os correr; e reciprocamen-
te , que feudo os efpaços proporcionais aos tempos , o mo-
vimento he uniforme. 

Chamando pois V a velocidade de hum movei , ou , que 
vem a fer o mefmo nefte cafo, chamando V o efpaço que 
elle anda em huma unidade de tempo , em hum fegundo, 
por exemplo; e chamando E o efpaço proporcional que de-
ve andar em hum numero T de fegundos, teremos V •• E 
t: 1: T i e por confeguinte £ ~ VT; formula geral do 

movi-
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movimento uniforme, da qual fe deduz V — ~ , { T3 

E 
de for te , que fendo dadas duas deitas quantidades 

JZ , V , T , a terceira fe determina immediatamente. 
£ 

28 Como pois temos V ES ~, fegue-fe que também 

qualquer outra velocidade uniforme -VEs —. Logo ferá 

E e 
V • v : : ~ • ; e por confeguinte E n í S r VT. Dell» 

formula fe deduzem os Theoremas íeguintes. 
I. As velocidades de dous moveis animados de hum mo-

vimento uniforme faõ entre fi na rafaõ direãa dos efpa-
ços, e na inverfa dos tempos. Porque a equaçaõ geral Evt 

eVT fe refolve nelta proporção V: v : : Et :eT. 
II. Sendo iguais os tempos, as velocidades faõ na rafaS 

dos efpaços. Porque na equaçaõ geral tirando T E - t , fi-
ca Ev ~eV,e confeguintemente V: v : : E : e. 
• III. Sendo os efpaços iguais , as velocidades faõ recipro-
camente como os tempos. Porque tirando da mefma equaçaõ 
E — e , fica vt — VT, c por confeguinte V1<v ' : t: T. 

IV. Se os efpaços corridos por dous moveis forem propor-
cionais aos tempos , as velocidades feraõ iguais. Porque ea-
taõ fendo E : e : : T :t, teremos EtzzeT,e confeguiit-
temente V —v. 

V. SC os efpaços forem na rafao inverfa dos tempos; 
as velocidades feraõ na rafaõ inverfa dos quadrados dos mef-
mos tempos. Porque fendo E : e :: t : T , e fubftituinda-por 
E, e os feus valores VT , vt, teremos VT : vt:: t: T, 
€ VT- — vt1, donde fer i ra V:v:: t* :TX . 

VI. Na mefma fuppofiçaõ precedente , fera.õ as velocida-
des na rafaõ duplicada dos efpaços. Porque fendo E : e :.: 
*: T , e fubftituindo em lugar de t, T os feus valores 
• e E _ e E . J „ . 

, — , teremos E : e : ; — : ~ 3 donde fe tira Ve - C2 

• S E ' , e confeguintemente ferá V- v :: E e*. 
29 Pela mèfma equaçaõ Evt — cVTÍs v è , que OS 

efpaços corridos uniformemente por dous moveis fa& na 
« f a õ compofta dos tempos e d3s velocidades. L o g o í e 

asve-
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fis velocidades forem iguais, os efpaços feraõ como os 
tèmpos ; e fe os tempos forem iguais, como as velocida-
des. Logo também , fe as velocidades forem reciproca-
mente proporcionais aos tempos , os efpaços feraõ iguais &c. 

Com a mefma facilidade fe vê , que os tempos faõ nai 
rafaõ direita dos efpaços e inverfa das velocidades &c. &c. 

R?Jlexoen.f fobre o Movimento Uniforme. 

30 A ' Primeira vifla parecerá , que o efpaço , tempo, 
e velocidade , fendo como faõ quantidades re-

almente heterogeneas, naõ eraõ fufceptiveis de compara-
çaõ alguma entre fi. Mas reparando bem 11a fórma em 
que as temos confiderado no artigo precedente , naõ ha 
coufa que fe opponha á comparaçaÕ de humas com as ou-
tras. Temos confiderado a velocidade V, como reprefenta-
da pelo efpaço corrido pelo movei no tempo 1, ifto he , em 
huma parte lixa e determinada de tempo , que tomamos 
por unidade ; logo V he comparavel a E. Quanto á quanti-
dade T, nefta fuppofiçaõ naõ he mais doque hum nume-
ro abftrafto, que fe pôde comparar com outra qualquer 
quantidade. 

31 Por muito grande que feja a efcuridade das dif-
cníloens Metaphyficas fobre a natureza do tempo , he cer-
to que nós todos o concebemos como correndo uniforme-
mente. Deve pois bufcar-fe a medida da fua duração no 
movimento uniforme. Mas como por huma parte naõ po-
demos eftar feguros da uniformidade do movimento , íaiaa 
pela igualdade dos tempos que o movei gafta em correr ef-
paços iguais, e por outra parte naõ podemos julgar da igual-
dade dos tempos, fem termos huma medida fixa regulada 
por algum movimento uniforme , he claro , que efia-
mos metidos em hum circulo viciofo, e que em rigor 
naõ temos meio exa&o para medirmos o tempo.He neceffario 
pois , que nos contentemos com huma fimples approxi-
maçaõ. 

32 Defte modo h e , que o movimento de hum relogio de 
pêndula, feito com todo o cuidado , fe julga uniforme , 
como he realmente , fein erro fenfivel. Aílim também o 
movimento de rotaçaõ , que o Globo Terreftre faz todos 
es dias ao redor do feu eixo, e que nos faz parecer que 
todo o Ceo gira ao redor de nós era fentido contrario, coal 
^ u i t a rafaõ he tido por uniforme. Quan-
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Qiando porém fe tranfporta efte movimento sff Soí j 
domo fe pratica no ufo civil , para medir o tempo pelas 
revoluçoens diurnas defte aftro , achaõ-fe nelle algumas 
pequenas irregularidades, que fazem os dias humas vezes 
mais curtos, e outras mais compridos. Mas para remediar 
o pequeno inconveniente deftas deírgualdades , regulaõ-fe 
as peadulas Aftronomicas, naõ pelo movimento verdadei-' 
ro do Sol, qual o daõ as meridianos , o que feria quaíi im-
poílivel ; mas pelo movimento médio , ou pela rervoluçaõ ap-
parente das Jixas. Com efta precauçaÕ , huma pêndula bem: 
regulada naõ fe aparta fora de certos limites , conhecidos 
e calculados para cada hum dos dias , da hora que moftraõ 
os melhores relogios de Sol, e que fe chama tempo verdor 
deiro. A hora da pêndula he o tempo médio , e a dífferenç* 
de hum a outro em cada dia chama-fe EquaçacE, para o 
dizer de palfagem , pêndulas de equaçaS faÕ as que tem 
dous ponteiros de minutos, hum que moftra o tempo mé-
dio , outro o verdadeiro. 

JJ Em quanto naó podemos dar a theorica do movi-
mento dos pêndulos , baftará obfervar que os Angulares pro-
greffos dos Artiftas modernos tem conduzido os movimen-
tos da relogiaria a hum ponto raõ fubido de exactidaõ, 
que naõ pôde achar-fe mais dificuldade alguma em quan-
to á medida do tempo. Obfervemos também, que he cof-
rume na Mechanica contallo por fegundos"; e defta forte 
tomaremos fempre daqui por diante hum fegundo por uni-* 
dade do tempo. 

Problemas fobre o Movimento Uniforme. 

?4 T) ROBL. I . Movendo-fe uniformemente dous cor» 
X pos A e B pela refta AB com as velocidades V e vt 

e eftando aftualmente a huma diííancia AB =r d ; achar 
em que tempo eftaráõ em huma dif tancia=:c. ( Fig. i. ) 

Seja pe o tempo, que bufeamos. EntaÕ, fe os dous moveis 
Va5 para a niefma parte , quando for paflado o tempo 
achar-fe-ha B em B', e A em A', de forte que a fua dif» 
tancia A' B' ferá igual a c. 

Ifto pofto, t e r n o s . ^ ' V*, e B B ' = w ( n . 7 . ) , l o g o 
d Arvx — Vx + c. Ponho + c , ainda que fomente o final 
-í- convém á figura, porque pôde fucceder que o ponto A' ef-

TCJF 
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tfcja para diante do ponto B'. Será pois * sr • + 

K - D 
Adira he fufceptivel efte pequeno Problema de duas fo-> 

luçoens, como he fácil d e v e r , relieflindo que os dou s mo-
veis de huma e outra parte do ponto do encontro podem 
achar-fe na mefma diftancia c. Para determinar o tempo, eia 
que deveráô encontrar-fe , faremos c —o , e teremos 

* S — - — ; valor, que he o meio arithmetico entre os 
V - v 

dous que refultaõ do cafo geral. Mas para que efta formu-
la tenha lugar , he neceífario fuppor que os moveis faS 
dous pontos, porque de outra forte haverá collifaô entre 
elles, quando c for igual á fora a dos feus raios , fendo elles 
esféricos. 

EXEMPLO. Supponhamos, que A corre 4 pés, e B 2 4 em 
4 

hum fegundo, e que diftaõ aflualraente 20 pés. Pergunta-
íe , quando deveráõ eftar cm diftancia de 6 pés ? 

2 0 + 5 80 + 24 Teremos x = —- = 1 - Achar-fe-haS po-
4 — -LI ' 

" 4 1 is na diftancia pedida tanto no fim de 11" ~, como de 

2 0 " —, cujo meio arithmetico 16'' dá o momento do en-
contro ; bem entendido , que para ter lugar a fegunda fo-
luçaõ he neceffario fuppor , que os dous corpos, fendo como 
realmente faõ inpenetraveis, naõ fe movem precif»mente 
na mefma linha, nem no mefmo plano , mas em linhas paral-
lelas diftantes entre fi quanto baftar , para que os corpos 
naõ padeçaõ collifaô no encontro. Defte modo fe encontra 
o ponteiro dos minutos com o das horas , e e a Lua com 
o So l , quando o eclipfa a nofio refpeito. 

PROBL. II. Dous moveis A e B , animados de diffe-
rentes velocidades uniformes , giraõ ao redor de huma 
mefma circumferencia , e ambos para a mefma parte : a fua 
diftancia aftual he a ; quando ferá c? ( Fig. 2. ). 

Seja V a velocidade do corpo A , que fupponho fer o que 
a tem maior , e v a velocidade do corpo B; e feja x o tem-
po procurado. Se os dous inoveis andaÕ na direcçaõ AB , 

acha-
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acharemos como no primeiro Problema * ss-* - vptf-i-
V-v. 

rém fe a direcção de ambos for de B p a r a ^ , én .:6 fe-
+ c-d 

ií x— Se elles andaflem em direcçaõ còntra-
V — t 

ria A para B , e B para A , far-fe-hia a velocidade v nega-
tiva , e o denominador feria V •+• v. 

EXEMPLO. A velocidade do corpo A he t a l , que corre 
huma fexta parte da circumferencia e;n hum fegun lo , e a 
do corpo B tal que naÕ corre fena& huma oitava parta da 
circumferencia no mefmo tempo. Eftaõ aílualmente diftan-
tes huma quinta parte da mefma circumferencia , e ambos, 
fe movem para a parte AB. Pergunta-fe , quando deverá» 
eftar nadiftancía de huma vigeíima parte da circumferencia? 

i i i 
Temos pois nefte cafo g , u — ' § f , r— v =r — , 

d «-• , c zz • Donde acharemos x — 24 ( — T ) ; 
$ ' 2o ^ Ç -r 20' * 

que dá os dous valorqs 3" ~ > e 61', cujo meio ari thme-

tico 4" — moftra o inftante da conjunção dos dous moveis: 

Se com as mefmas velocidades giraflem de B para A , 

teríamos entaõ' * rr 24 ( ^ — — * - ) —• 3" —. ou =3 
\ 20 í ' J 5; 

— 6'' valores negativos , que moftraõ fer já paíTado o inílan-
te que fe procura. 

Suppontlo as velocidades na rãfaõ de 1: — , e de 1: 

pelo primeiro cafo fe refolveráõ todas as qneftoens defte gé-
nero peio que refpeita ao movimento dos ponteiros das horas 
e dos minutos , e dos ponteiros dos minutos e dos fegundos. 

Quando naõ fe trata de mais , que de faber o tempo do 
encontro de dous moveis quaifquer , que do modo fobredi-
to andaõ á roda de hum circulo , de dous caminhantes, por 
exemplo , que caminhaÕ pelo contorno de huma ilha , baf-
ta a Arithmetica ordinaria para refolver facilmentte efta 
efpecie de Problemas. 

Huma i l h a , por exemplo , tem 3p léguas de circuito. 
Dous 
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Dons ciminliWes partem do mefmo ponto, e ao mefmo 
tempo , fázeMo hun* delíes 14 léguas de jornada por dia , 
e o outro 11. rergunta-fe , quando fe haõ de encontrar ? 

Por quanto o primeiro ganha 3 léguas por dia mais que 
o fegundo , e tefido ganhado 39 (ieveráõ ambos encontrar-fe 
em hum mefmo ponto do circuito , ferá iilo no tim de 13 
dias, porque temos 3 1 : 3 9 1 ; ; i d : — j ^ d , £)0 mefmo 
modo fe praticaria em todas as outras fuppoíiçoens, <jue fe 
podem fazer. 

36 Todas as vezes que dous corpos fe movem na mefma 
circumferencia,que pôde confeguintemente tomar-fepor uni-
dade, he manifeílo que fe acharáõ realmente na mefma diftan-
cia c, quando o intervallo que os feparar for c, i + c , 2 + f , 
3 + c, ou geralmente £ + entendendo por E qualquer 
numero inteiro. Podemos pois generalizar as formulas pre-

. . , d+ E+c 
cedentes; e teremos no primeiro cafo x rr — •> e no 

±E+c—d 
fegundo * —f / '—" , donde fe tira huma infinidade 

de foluçoens. 

Defte modo , fe na formula * t= ~ C " ^ fizeffemos fac-
V — v 

ceflâvamente 1 + — , c í= 2 + •— &c, teríamos acha-
20 20 

a 2 
do os valores pofitivos x ~ 2 0 " j - , 2 4 " + 2 0 " ~ ; e 

aflim por diante, aumentando fempre 24 / r . 
37 PROBL. III . Tendo os mefmos corpos A e B entre fi * 

diftancia d contada pela circumferencia AB : pergunta fe, em 
que tempo fe encontrará» pela primeira vez , ou eci geral 
pela vez m ? (F ig . 2 . ) . 

A reporta naõ tem dificuldade. Porque he manifsfto,, que 
íi fu3 diftancia deve fer entaô m — 1 ; e por confeguinte , 
fe A que tem a maior velocidade for adiante de 2 em ordem 

n — d . , 
so movimento , teremos x ~ • ^_ e pelo contrario, fe 

i. r , , w — 1 + d 
A for no alcance de B , teremos ,v ;=:—,y , por ex-

Y v 
frêífiÕ do tempo do encontro. 

B EXEM-
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EXCMPIO. Seja ~ <v — á s r SL O primelnS, 
6 8 

Cafo dará x E= 24 m~ —^ , e o fegundo # ír 24 ( M — 1 } 

24 * 
+ y i e fazendo m s 1, acharemos que fera& neceíla-

rios 19" y para fucceder o primeiro encontro no primeiro 

cafo , e 4" i no fegundo. 

33 PROBL. IV. Tres corpos A ,B, C partem de hurtt 
mefmo ponto a defcrever a circumferencia de hum mefmo 
circulo com as velocidades refpeítivas delignadas por v, i>', 
n " . Pergunta-fe , em que tempo fe tornaráó a ajuntar todoa-
em hum mefmo ponto ? 

Seja x o tempo procurado ; vx, v'x, v"x feraõ os ef-
paços corridos no momento do eneontro. Ora o maior def-
tes efpaços deve exceder a cada hum dos outros em hum 
numero inteiro de voltas ; logo ferá v'x —1íxzc E , ev"» 
-v'x — E'. Onde notaremos, que o encontro geral dos tres 
corpos ferá quando os corpos A, B fe tiverem encontrado 
as vezes E, os corpos B e C as vezes-E7 , e os corpos A e 
£ as vezes E + £ ' . 

E 
As duas equaçoens precedentes daraS x ET . — 

V— <v 

t f T Z r ^ r > e r p r ^ j ~ ^ i Jogo f e a fracçao _ _ de-

pois de abbreviatía aos termos mais fimples fe reduzi* 

P 

a — , teremos no primeiro encontro E~ p, e = e 

no fegundo E 2 p , E' t= 2 q Scc ; logo x zz da* D' T) rá o inftante do primeiro encontro geral dos tres corpos. 
1 x 41 

EXEMPLO. Supponhamos-vrr — , D' ~ ~ , V — 

Será H-? . — —, p — s , e x — 26" — • Achar-fe-
v" ~v' 7 í 

hsõ pois os tres corpos reunidos pela primeira vez no finj 
de 
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«e 16" —; mas efte primeiro encontro geral ferá o quinto 

particular de A com B, o feptimo de B com C , e o duodé-
cimo de A com C. 

Se algum dos corpos fizeíTe as fuás voltas ao contrario 
•dos outros, deveria fazer-^fe negativa a fua velocidade nas 
equaçoens precedentes. 

39 Eifaqui como fe pôde difcorrer, para dar pela Arith-
metica ordinaria a foluçaõ deita efpecie de Problemas. CnaÕ 

corre fenaõ a ^ parte da circumferencia no tempo que A 

4t 9 
corre — ; logo A ganha de avanço — em cada fegundo , 

Jê 
e por confeguinte eíles dous corpos fe eacontraõ de a" —• 

2 1 
em 2'1 —• Do mefmo modo , n*Õ correndo C mais que — 

9 ' 16 

em quanto B corre —, ganhará B fobre C em cada fegundo o 
4 3 

adiantamento de — j logo os dous corpos A e C fe encon-

trarão de <" ~ em —• Com o mefmo difcurfo scha-

3 3 
temos , que A e B concorreráõ no mefmo ponto de 3' ~ 

em 3 '* Ora para que eftes tres períodos coincidaõ, 

ifto h e , para que os tres corpos venhaõ a huma conjun-
ça5 geral , naõ temos m3is que bufcar tres números intei-

4 1 
ros que feiaõ entre fi c o m o z ' ' —: 3" J- : <'' —• Os 

. 9 S 21 5
 3 

mais pequenos faõ f. 7. e 12. Logo o primeiro encontro 
geral ferá o 5 o encontro particular de A com B , ou o 7 0 de 
B CòmC, ou o n ° d e - 4 cora C, como acima achámos, E 
o inftante , em que ha de fucceder, fe determinará confe-

guintemente multiplicando j ' ' ~ por j, ou 3" — por 7, 
3 21 

B a - ou 
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ou 2 J / — por li , que fe achará como acima fer no fim de 
9 

3 
4o PROBI,. V. Quatro moveis A,B,C,D partem de Rum 

nvelino ponto, e ao mefmo tempo , a defcrever a circumfe-
rencia de hum circulo com as velocidades refpeclivas v , 
m ' , V , . n ' " , todas na mefma direcçaô. Pergunta-fe, quan-
to tempo haõ de gaftar, para tornarem a encoutrar-ie todo» 
em hum mefmo ponto ? 

Seja x o timpo buícadc- os efpaços nelíe corridos fc-
raõ %v , n)'sc, t i " x , u '"*. Donde teremos como no Proble-
ma antecedente as equaçoens ( V — x =; E , (v"D' ) 
* s E; ( d"' — v'J ) xzzE" i e confeguintemente *= : 

E E' E" > _ £ 
~ £ í * 

nj' — v E 
e -a»; "" "Ê77 " 

Supponhamos a g o r a , que tendo abbreviado a fracçaS 

r-, aos termos mais fimples fe reduz a — , e que 

• "V fe reduz também a . Entaõ ferá E — ep ,c 
1)11! g' r ' 
E zs e'f' ( fendo também ?, í' números inteiros ) ; logo 

tr 
* p = e'i>'} e por confeguinte ~ — ~ . Logo, fe reduzir-

Í 

í»' c 

mos a fracçaõ — á exprelTa5 miis fimples - j , teremos pri» 

meiramente o valor de Í , depois o de £ , e finalmente o 

de * — Oí' — 
EXEMPLO. Seja 1» =3 X , u^S f,li ?T>1'zz 1,24a , 

-J' — V 0,11 F — V 
.= 1,2805. T e r e m o s ; = — - ? , e ,.3777^-

5,*'=:»,£-4 , í = 4 , c 

4.? 2000 n 
em fim >v — ti • — 181" — . SsrzS pois neceíTrf» 

0,11 11 11 * 
rios 
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tíos j* i" í , para que os quatro moveis venhaõ á primei-

ra conjunçaõ geral. 
O methodo ferá o mefmo para hum numero maior de 

corpos , e para o cafo em que elles naõ partirem todos do 
mefmo ponto. 

Theorica cio Movimento Compoflo, 

4r T Maginemos que o corpo A ( F i g . j. ) eftá fitna-
X do fobre hum plano AC a, que fe move unifor-

memente na direcção Aa, e com huma velocidade t a l , 
que a cada unidade de tempo caminha hum efpaço igual â 
linha redta A a. He evidente , que efte corpo confiderado 
relativamente ao plano AC a naõ tem movimento algum j 
mas fendo vifto por hum obfervador immovel , polto fóra 
do plano , achar-fe-há que realmente fe move com huni 
movimento igual , e parallelo ao movimento do dito plano. 

Ifto pofto , confideremos que qualquer potencia P obr* 
fobre o mefmo corpo, fegundo a direcçaó P A C , e que 
lhe imprime huma velocidade tal , que em cada unidade 
de tempo deva correr o efpaço A C. Naõ pôde duvidar-fe, 
que em virtude defta velocidade própria ha de aehar-fe o 
corpo fobre o plano no ponto C, quando findar a primeira 
unidade do tempo. Mas como , em virtude do movimento 
do plano, a linha AC fe adianta com hum movimento pa-
rallelo e uniforme para ac , e deve realmente coincidir 
com ac no fim da mefma unidade de tempo , eftá claro que 
o ponto C cahirá fobre o ponto c, e que participando o cor-
po A do movimento commum do plano deve achar-fe ení 
c no fim da primeira unidade de tempo. 

Do mefmo modo fe prova , que no fim de qualquer par-
te T da mefma unidade de tempo o corpo A animado da 
mefma velocidade AC ha de correr hum efpaço proporcio-
na! A B = T . A C , em quanto o movimento commum tran-
fporta a linha AB parallelamente a íi mefma por hum ef-
paço A a' zzBb ~T . A a ; logo a linha A B coincidir» 
com a'l>, c cor.feguintemente ferá b o lugar do corpo A 
no fim do tempo T. Mas he fácil de ver , que todos os pon-
tos b determinados defta maneira fe schaõ fobre a mefma 
diagonal Ac, por quanto he A B : B b :; A C ; C c ; log9 
o corpo A defcreverá realmente a diagonal A í. 

Tvías 
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Mas ainda na5 temos dito tudo. O movimento do corpo 
A pela diagonal Ac deverá fer uniforme. Porque he A b : 
Ac : : AB : AC ; e fubftituindo em lugar de A B o feu va« 
lor T.AC, ferá Ab : Ac: :T . AC : AC : : T : i; logo 
ferá Ab para Ar como o tempo empregado em cor re re i» 
para o tempo empregado em correr A c , e confeguintemen-
te ferá uniforme o movimento do corpo A pela diagonal 
A c ( n. 2 7 . ) . 

42 Por quanto hum corpo em defcanço fobre hum plano 
novel tem toda a velocidade abfoluta delle , he manifeíto, 
que fe hum corpo fe mover uniformemente fegundo a li-
nha reéta ÇKA a com a velocidade A a , z receber no pon-
to A da potencia P huma velocidade AC na direcçaõ PACt 

ha de defcrever uniformemente a diagonal Ac de hum pa-
rallelogrammo formado fobre os lados A a , AC , que r e -
prefentaráÔ as velocidades do movei fegundo as direcções 
A a, AC , reprefentando a diagonal Ac a fua nova direc-
ção , e velocidade. 

43 Mas , como a velocidade fegundo a direcção A a , 
feja qual for a fua caufa , pôde coníiderar-fe como effeito 
de huma potencia Q, que obra ao mefmo tempo que a po-
tencia P , cujo effeito fe dirige fegundo AC ; e como efias 
duas potencias, ou eítas duas forças faÕ proporcionais ás 
velocidades, que ambas haveriaõ de produzir feparadamen-
te no movei , fe ellas naõ obraffem em commutu : eítà 
claro , que as podemos fubltituir em lugar das fobreditas 
velocidades, reprefentando-as da mefma maneira pelos la-
dos de hum parallelogrammo , que daqui por diante cha-
maremos o paralie logr ammo das forças. 

Huma vèz que forem bem comprehendidas todas eítas 
coufas , naõ haverá difficuldade em admittir, e fixar na lem-
brança o principio feguinte, cujo ufo he de fumma frè-
quencia e utilidade em toda a Mechanica. 

Principio ão Movimento Composto. 

44 r x i O daí as vezes que duas potencias obrarem ao mef-
mo tempo, e Cobre o mefmo movei, por direcções 

diferentes ; o movei defcreverá a diagonal ás bum paralle-
logrammo formado fobre as direcções das potencias , com 
os lidos proporcionai: ds mefmas potencias. 

Con-
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Eonfequencias que refultao deste Principio. 

TA Uas potencias P e Q, reprefentadas por AB e AS 
J L / ( Fig. 4. ), produzem pois o mefmo eífeito que 

huma fó potencia R , reprefentada por AD diagonal do pa-
rallelogrammo ABCD. Podemos chamar P e potencias 
componentes , e R potencia refultante. Ifto pofto teremos 
fempre, em femelhante cafo , efta ferie de proporções mui-
to conhecida na Mechanica: 

P : R : : AB : AC : AD. 
46 Como no triangulo C AD temos por outra parte 

'AC : CD : AD : : fen ADC : fen D AC : fen ACD : : fen DAR : 
fen D AC : ftn CA B ; ferá também P : &: R : \ fen DAB ; 
fen D AC : fen CAB confequencia muito u t i l , da qual ap-
prendemos, que qualquer deftas tres potencias be fempre como 
o feno do angulo comprehendido pelas direcções das outras 
duas. • 

47 Donde fe fegue , que fendo os ângulos DAB , D AC 
infinitamente pequenos , e confundindo-fe entaõ os fenos 
Xefpedlivos com os arcos que lhes fervem de medida , te-
remos fen ( D AB + D AC ) , ou fenCAB zzfen DAB -4-
fen D AC , e confeguintemente R ~ P •+• Q^ Logo quando 
duas potencias obraõ pela mefma linha, a refultante terá a 
mefma direcção, e ferá igual d foma de ambas \ e fe obra-
rem por direcções contrarias, a refultante ferá. igual d fua dif-
erença. 

Applicaçoes do Principio precedente. 

48 T) Elo principio do movimento compofto naõ fo-
JL mente pôde deterininar-fe a refultante de duas 

potencias , que obraõ juntamente fobre o mefmo ponto de 
hum corpo ; mas também he fácil de fe determinar , fendo 
maior o numero das potencias. Para efte effeito , efcolher-
fe-haõ duas delias , quaifquer que fejaÕ , e fe bufeará a fua 
refultante pelo principio geral. Depois fe paliará a compa-
rar efta primeira refultante com outra qualquer das poten-
cias componentes , e fe achará huma fegunda refultante , 
a qual por íi fó terá o lugar das tres potencias já compara-
das. Logo comp3rando-a com a quarta potencia , e conti-
nuando allim por diante , finalmente fe chegará a determi-
nar a refultante geral de todas as potencias propoftas. 

4p Por huma refoluçaõ oppofta á compofiçaÕ preceden-
t e . 
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te , facilmente podemos tornar a achar as potencias ímp!es£ 
que tem concorrido, ou podiaÕ concorrera formara ulti-
ma refultante cue temos determinado. Muitas vezes nos 
ha de fer neceíTario coníiderar qualquer potencia , como re-
fuliante de outras duas reprefentadas pelos lados de hum 
parallelogrammo, do qual ella reprefentará a diagonal , e 
íubftituir em leu lugar eíks forças laterais, que lhe faõ 
equivalentes, porque produzem abfo luta mente o mefmo ef-
feito. Elia compofiçaõ , e refoluçaõ das forças faõ os dous 
recuríos principais de toda a Statica. 

fo Se as potencias que obraÕ fobre o mefmo corpo naõ 
forem todas applieadas a hum mefmo ponto , eifaqui o me-
thodo de determinar a fua refultante. 

Primeiramente devemos notar , que fendo o effeito de 
qualquer potencia P (F ig . y. ) dar a todas as partes de 
hum corpo M huma velocidade igual, que as faça mpver 
por direcçoens parallelas á da mefma potencia , como 
íuppomos aqu i , pouco importa o ponto da recta PK eni 
que ella exercita a fua acçaõ, ou feja por meio de huma 
slavanca , 011 de huma corda , ou de qualquer outro inf-
trumenío. A única condiçaõ neceíTaria , para que ella pro-
duza couílantemente o mefmo eifeito , coníifte em fuppor-
Ihe fempre a mefma força , e a mefma direcção P X , fe-
ja qual for o ponto defta direcção , em que ella exercita 
a fua acçaõ. 

Ifto fuppofto , confideremos as tres potencias P , 2 , , £ 
(Fig . d . ) actuando juntamente fobre o corpo M pelas di-
recções Pp, QJI , S s lituadas todas em hum mefmo plano. 
Produzaõ-fe Pp e Qq até concorrerem no ponto H ; e por-
que as potencias P e ^ í e podem coníiderar applieadas no 
ponto H , ferá a refultante delias H K , diagonal do paralle-
logrammo formado fobre os lados / Í P , Í Í O , que repre-
fentaõ as velocidades , que cada huma das duas forças com-
municaria feparadamente ao movei. 

Agora produzindo a direcção da refultante HK aié en-
contrar no ponto I a direcçaõ da potencia S, pela mefma 
rnfa5 confiàeraremos a refultante applicada ein I, e re-
preTentada pela reíta I L , que feja igual a H K. E como 
no mefmo ponto I fe julga também applicada a potencia 
S reprefentada pela rèíta IS' , naõ fr.lta mais do que com-
pletar o parallelogrammo S'ILG , para determinar o valor, 
£ a direcçaõ da refultante l G. Eni virtude pois das poten-
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ciás P , Q, S tomará o movei huma velocidade igual , e 
parallela a IG , como fe experimentaffe a acçríõ de huma 
fá potencia reprefentada por efta ultima refultante. 

^r Por efte meio poderemos fempre determinar a re-
fultante de quantas forças quizermos, e refolver também 
qualquer força eni muitas outras , que tenhaõ certas con-
dições, fem as quais feria indeterminado efte ultimo Pro-
blema. 

Mas ainda que o methodo precedente naõ exige mais 
do que huma conftrucçaõ geometrica bem Íimples, naõ he 
eom tudo próprio para fer pofto em calculo. Por iífo paf-
íaremoô a outro , que encherá melhor o nolfo obiecio. 

Dos Momentos, e dos fcus TJfos. 

52, Hama-fe Momento de huma potencia o produ-
fto da mefma potencia pela diftancia da fua d i-

recçaõ a qualquer ponto iixo tomado arbitrariamente. Co-
mo efta efpecie de produftos te;n grandiffimo ufo em to-
das as partes da Mechanica , pareceu mais íimples deíig-
nallos pelo único termo de momentos , do que repetir de 
eada vez a fua dcfiniçaÕ. 

çj No plano do paraiíelogrammo A B D C ( Fig. 7. ) 
tome-fe hum ponto fixo M , do qual fe conduzsõ para a 
diagonal AD} e para os lados AB , AC produzidos , le 
for neceífario , as perpendiculares refptíiiv.is M P , Aí P ' , 
MP". Seja o angulo BAD-=za , o angulo DA Czz 
i,AP ~X)MP = y ,MPJ n y ' , MP" ~ y". 

Primeiramente teremos o angulo A1AP'~ M AP ~ 

logo fen MAP', ou ~fen MAP . cof a - fen a . cof 
A M 

MAP — cofa fen a • loiro ferá v' — y cofr. — 
AM AMJ ' b J 

H fen a. 
Depois teremos o angulo AI A P" ~ b + M A P , don-

de concluiremos da mefma maneira y''~ycofb + x fc:ib. 
Eliminando» deftas duas equações , teremos y" fer. a + 
y' fen b—y ( fen a cof b -+• ftn b a f a ) =z y fen ( a + b ): 
porem fen a : fen b : fen ( í r i ) 1: AC : AB: A D •, lo-
go AD.MP~AB.MP' -f- A C . M P". 

Se o ponto M for comprehecdído e.itre os lados do an-
culo 
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guio B AD í Fig. 8. ) , he claro, que a diftancia M P' ffi 
torna negativa. Àílim pôde o ultimo refultado applicar-fe 
aos dous cafos, efcrevendo-o defta maneira: AD. MP r: 
AC.MP" + AB.MP'. 

Donde fe fegue, que podendo fempre duas poten-
cias P , 2 , , com a fua refultante R, exprimir-fe pelos la-
dos, e diagonal de hum parallelogrammo ABC D (Fig ,ç.)T 

fe de qualquer ponto M tomado no plano do mefmo paral-
lelogrammo fe conduzirem perpendiculares fobre as direc-
ções das tres forças ; o produélo da refultante pela per-
pendicular I P ( que mede a diltancia da fua direcção ao 
ponto M ) he igual á foma , ou á differença dos produftos 
refpeétivos das duas componentes pelas perpendiculares 
MP', MP" conduzidas do mefmo ponto M fobre as fuas 
direcções refpe&ivas. 

Toma-fe a foma dos ditos produclos, quando o ponto 
M eftá fóra do angulo B A D ; e a difterença , quando eltá 
dentro. Porém elles dous produftos faõ os momentos refpe-
ílivos d2S potencias componentes , e o outro produdo he 
o momento da fua refultante. Logo podemos concluir ge-
ralmente , que o momento de qualquer força refultante be 
igual d foma, ou d diferença dos momentos das duas compo-
nentes , conforme fe tomar o ponto fixo fóra , ou dentro do an-
gulo por ellas comprehendido. 

ç? Eftes dous cafos fe diftinguem fempre com muita 
facilidade , imaginando o parallelogrammo das forças de 
tal forte unido e fujeito ao ponto M , que naõ poffa girar 
fenaõ ao redor delle. Porque entaõ , fe o ponto M naõ for 
comprehendido dentro do angulo das potencias B A D , el-
las tenderáõ a fazer girar para a mefma parte o plano cota 
todo o fyílema das linhas nelle defcritas. Mas fe o ponto 
M fe tomar dentro dos lados do angulo BAD, as duas 
potencias tenderáõ a fazer girar toio o fyftema para partes 
contrarias. Pôde logo dizer-fe , que o momento da refultan-
te he igual á foma , ou á differença dos momentos das duas 
componentes , conforme eítas tendem a fazer girar o fyfte-
ma para a mefma parte , cu para partes contrarias. 

Em geral ; Qualquer que feja o numero , e a direcção 
das poter.cias , o momento da refultante fempre ferá igual d 
foma dos momentos dr.s componentes que tendem a fazer gi-
rar o fyftema para buma parte, menos a foma dos momen-
tos daqucílas que tendem a fc.-x.cllo girar para a parte con-
traria. Efta 
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E f t á he huma das Propoíições mais úteis da theorica 
8os momentos. Alem de que ella fe fegue immediatatnen-
te do que acabamos de moftrar, ainda fe pôde fazer mais 
fenfivel por hum raciocinio bem fimples , 'como he o fe-
guinte. 

Duas potencias quaifquer das componentes tem huma 
refultante, cujo momento he igual á foma , ou diferença 
dos momentos de ambas ellas. Efta refultante fendo compa-
rada com huma terceira componente dá huma fegunda re-
fultante , cujo momento he igual á foma ou differença dos 
momentos das tres componentes, e aflim por diante. Logo 
o momento da refultante geral he igual á foma , ou differen-
ça dos momentos de todas as componentes ; ou , que vem 
a^fer o mefmo , o momento da refultante geral he igual á 
foma dos momentos que tendem a fazer girar o fyftema pa-
ra huma parte, menos a foma dos momentos que tendem 
a fazello girar para a parte contraria. 

57 Logo , fe o ponto fixo M fe achar na refultante , a 
foma total dos momentos das componentes ferá nenhuma. Quer 
dizer , que entaÕ a foma dos momentos das forças que ten-
dem a fazer girar para huma parte, he igual á foma dos mo-
mentos das que tendem a fazer girar para a parte contra-
ria ; conclufaõ, que he neceffario naõ perder nunca de 
vifta. 

Vejamos agora, como a theorica dos momentos pôde 
ter ufo na compoíiçaÕ das forças ; e para começarmos pe-
las applicações mais fimples , confideremos primeiro duas 
forças parallelas, que obraõ no mefmo plano. 

58 Sejaõ poisP e 2, as potencias propoftas ( Fig. 10. ), 
e feja M. o ponto fixo , ao qual fe reportaõ os feus mo-
mentos. Conduzindo a perpendicular M p r q , e fuppondo 
que ambas as potencias obraõ para a mefma parte , tere-
mos geralmente R . M r — P . M p + M q. Se repor-
taffemos os momentos a outro qualquer ponto fixo m, to-
mado fobre a mefma linha M q , teríamos igualmente R . r,i r 
~ P. mp- l -Q.mq. Logo tirando efta ultima equaçaõ da 
primeira , e dividindo por M n , acharemos R zz. P -f ÇK 

<9 Efte refultado he muito util para a compoíiçaÕ das 
forças parallelas , e pôde enunciar-fe defta maneira : A 
refultante das forças parallelas , que obraõ para a r.isfma 
farte , he igual d fua foma. 

60 Do mefmo modo fe prova , que a refultante Li; for-
ças 
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ças parallelai, que oiraõ para partes confrarias , he igual 
d fua diferença ; e ifto naõ fomente eftando o ponto fixo , 
ao qual fe reportaõ os momentos, fóra do intervallo que fe-
para as direcções das forças , mas também dentro delias, 
como nefte exemplo. Porque fem embargo de que achan-
do-fe o dito ponto , como v. gr. o ponto O , dentro daí 
direcções , naÕ podem entaõ as forças P e Q, actuar para 
partes oppoftas fem tender a fazer girar a linha p O q para 
a mefma parte , a refultante naõ deixa por iflb de fer igual 
á fua diiferença. E por eonclufaõ , efte ultimo cafo nos ad-
verte , que naÕ devemos indiíferentemente confundir as 
forças , que tendem a fazer girar para a mefma parte , 
com as forças que obraõ para a mefma parte. 

61 Do que temos dito fe fegue , que fe o ponto M coin-
cidir com o ponto p, teremos R . p r , ou ( P -í- (£,) p r 
^ ÍL-T1 '•> donde tiraremos P ,pr — Q,. qr , e P • Q:i 
gr: pr. Logo as forças fao entre Ji na rafaõ inverfa, dar 
fuas diftancias d refultante. O mefmo fe acharia , reportan-
do os momentos ao ponto r da mefma refultante. 

6z Por quanto r.o cafo propofto temos eftas duas equa-
ções P . pr — Q,. ijr , cR.pr — Q,.pq, delias tirare-
mos P : Q: R :: q r: p r : p q. Donde fe deduzem as confe-
quencias feguintes : 

I. Que todos os pontos r da refultante eftaõ refpeíUva-
mente em diftancias iguais dos pontos que lhes correfpon-
dem nas direcções das fuas componentes ; e por confeguin* 
t e , que a direcção da refultante he parallcla ás direcções 
das componentes. 

II. Que pófe qualquer das três potencias P re« 
prefentar-fe peia linha comprehendida pelas direcções das 
outras duas. Por exemplo , fendo P reprefentada por q r , 
ferá O,reprefentada por? r, e R por pq. 

III. Que feudo dadas as potencias P , com as fuas di-
recções , fempre poderá facilmente achar-fe o ponto r, 
pelo qual deve paífar a fua refultante , por meio da equa-
çaõ ( P + Q,) p r ~ £>,. p q t que dá a diftancia procurada 

íj Supponhamos a»cra qualquer numero de forças pa* 
Tallelas , as quais todas eftejaõ fitusdas no mefmo plano. 
Claro e f tá , que a fu» reialtatte he igual á foma daquellas 

que 
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iÇne obrarem para huma parte, menos a foma dsqueHas que 
obrarem para a parte contraria. E porque o momento da 
mefma refultante he igual á foma dos momentos de todas 
as componentes, a diftancia da fua direcção a bum ponto da-
do fe achará dividindo a foma dos momentos das forças com-
ponentes pela mefma refultante , ou pela foma das forças , que 
metn a fer o mefmo. Porém he neceliario ter bem na lem-
brança , que fe entre eftas forças houver algumas, que ten-
daõ a fazer girar o fyftema ao contrario das outras, devem 
tomar-fe os feus momentos com íignais negativos e fe hou- , 
ver alguma, que obre para parte contraria ás outras , deve 
também eferever-íe com fignal negativo na foma total das 
forças. 

O que acabamos de dizer , he baftante para determinar 
a refultante de quantas forças parallelas quizermos, com 
tanto que todas eftejaõ li tua das no mefmo plano. Pairemos 

Í
iois ao methodo de a determinar , quando as forças faõ ob-» 
tquas , fempre porém no mefmo plano. 

64 Supponhamos quatro forças P , g . , 5", T ( Fig. 11. ), 
jque reprefentaremos pelas reílas obliquas Pp, Q_q , Ss ,Ttt 

as quais indicaõ juntamente a direcçaõ das fu as acções ref-
peftivas. Tome-le no plano das mefmas forças qualquer 
ponto C , ç por elle fe conduzaõ as rectas C P'1, C p" per-
pendiculares entre íi. Depois difto refolvendo cada huma 
das forças ( n. 49. ) , como Pp , em outras duas P P ; , P p' 
xefpeftivamente parallelas ás perpendiculares C P" , C p" t 

teremos por tudo oito forças , quatro das quais feraõ pa" 
lallelas a C P " , e outras quatro a Cp' ' . 

A refultante das quatro forças parallelas a C p " obra 
de alto para baixo , e o* feu valor he T T ' •+ S S ' -r O 0| — 
f P ' , e a fua direcçaõ pôde determinar-fe pela diftancia 
que deve ter a refpeito da linha Cp" , 3 qual diftancia fe 
exprime geralmente por - - - - - - - - - - -
SS' .S f " - f ÇjQJ.Çjq" - P P ' . Pp"-TT' . T t" 

"T T, + sS'-t- O O' — PT' ' 
E 3 refultante das forças parallelas a C P " obra da di-

teita para a efquerda , cujo valor he T t' -t- S s' — g j j ' 
— Pp' •, e a diílancía da fua direcçaõ á linha C P he - - -
f j ' .TT" + Ss' .SS"- O q1 . Q,QJ'-Pp' . P P" 

1t'fSs' — iif—pf' 
Sej? 



t o T R A T A D O 

Seja pois reprefentada por CR" a diftancia da primei-» 
ra refultante alinha Cp" , e por Cr" a diftancia da fegun-* 
da á linha C P" . Se completarmos o reítengulo R" C r" R , 
teremos R" R por direcçaõ da primeira refultante, e r" R 
por direcçaõ da fegunda. Eftas duas refultantes uniráõ pois 
cs feus esforços no ponto de interfecçaõ R ; e confeguinte-1 

mente fe tomarmos de huma parte R R' r= T T' 4- S S' M 
— PP', eda outra R r' — T t' + í s' — — Pp^ 

he evidente que completando o redlangnlo r'RR'r , a 
diagonal R r dará em fim o valor , e a direcçaõ , da reful* 
tante geral que bufeamos 

Naõ he logo difficultofo o achar a refultante de quantas 
forças quizermos, ou fejaò parallelas, ou obliquas, com 
tanto que todas fe fupponhaõ exiftentes no mefmo plano. 
Faltanos determinar a mefma refultante , quando as poten-
cias de que fe compoem eftaõ em planos diíferentes. 

A fim de procedermos fempre do mais fimples para 
o mais compollo, primeiramente fupporemes, que as poten-
cias naõ faÕ mais do que t res , que acluaõ todas para a 
mefma par te , e que as fuas direcções faÕ todas paralle-
las , ainda que exiftentes em tres planos diíferentes. 

SejaÕ pois P , 2 , , S eftas tres potencias ( Fig. 1 2 . ) ; e 
feja TCP' hum plano perpendicular ás fuas direcções (He 
neceflario faprir aqui hum pouco pela imaginaçaõ ao que 
pelas figuras naõ pôde reprefentar-fe , fenaõ imperfeitamen-
te. Pôde , por exemplo, conceber-fe hum prifma triangu-
lar reílo , cujas tres faces 1'eraõ os planos das potencias , e 
liuma das bafes ferá o plano perpendicular T C P'). Tetí-
do tomado nefte plano qualquer ponto C , por elle fe con». 
duzaõ as linhas CT ,CP' perpendiculares entre fi. 

Ifto pofto , a refultante Aí das duas potencias Pp , Q.Ç 
ferá igual á faa foma, exiftirá no feu mefmo plano, ferá 
parallela a Cada huma delias, e paliará a huma diftancia 

(> 
P M — p n 

P-bO 
Do mefmo modo , a refultaftte R das potencias M m , S S } 

ferá igual á fua foma P ÇM- S, eítará no plano de am-
bas , ferá parallela a cada huma delias , e paflará a humj| 

S 
diftancia MR~ M S, 

P + Q + s 
66 Donde fe fegue em jjera!, que a refultante de qual* 
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5ttsr numero de forças parallelas, fituadas em guaifquer pla-
nos , he igual á fua foma, quando ellas obrai todas para a 
mefma parte. 

Para determinar a faa pofiçaõ, dos pontos P, M, O , R, S 
fe conduzirão outras tantas perpendiculares a CP', e fa-
zendo CS' — a,CQ~b.CP'—c , teremos P' 2' = 
c — b , gj S' —b- a, P' S' — c- a. Ifto pofto , as pa-
rallelas PP' ,.MM', , R R ' , S S ' daraõ em primei-
ro lugar P' M': P' Q :: P M : P 2-= : P + Q- > I oS° 

2 ( c ~ b ) 
fubftituindo o valor de P ' 2 J , teremos P' AL'— — -

p + 2-
Em fegundo lugar daraÔ S' R' : S' M':: S R : S M :: 

S'M'( P + O) 

P + 2: P •+• í l + J i logo ferá = 

p r c — a ) 4- Q ( b — a ) - - p ^ S - ''loso ' = * + ' ' « 
« s wf. b Q,-f c p _ p .c P1 4-q.ç qi^-s .c s' 

p -+- íl-t- s ~ * p -^ 2,-í- $ * 
Supponhamos agora huma refta C V parallela ás direc-

ções das potencias , e teremos a diftancia R R" da refultan-
te a hum plano VCT ( o qual fe acha neceífariamente pa-
rallelo ás mefmas direcções ) dividindo a foma dos momen-
tos relativos ao dito plano pela foma das forças. 

Procedendo da mefma forma conheceremos a diftancia 
RR' da mefma refultante a outro piano VCP 1 psrallelo ás 
direcções das potencias , e perpendicular ao primeiro. Se-
rá logo determinado o ponto R , por onde deve paliar a re-
fultante , cuja pofiçaõ ferá confeguintemente determinada. 
Porém já temos calculado o feu valor ; logo temos conhe-
cido , e determinado a refultante de qualquer numero de 
forças , que aéluaõ em planos differentes, fendo todas pa-
rallelas entre li. 

67 Em fim , fe as forças forem obliquas ( Fig. 13. ) , 
imaginaremos conduzidas de qualquer ponto A tres linhas 
AB,AC,AD perpendiculares entre li ( reprefentem-fe 
como os tres lados , ou as tres efquinas , que em hum cu-
bo , por exemplo , terminaõ no vertice do mefmo angulo 
folido ) ; e fuppondo que Pp he huma das potencias obli-
quas , refolvella-hemos em outras duas , das quais huma 
P P ' f e j a paralíela ao plano A B D , e a outra Pp' paralle-
la ao plano D AC. Do 
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Do mefmo modo refolveremos efta feginda potencia P f'~ t 

em outras duas P p" , P p"', huma parallela a AC, á * 
outra a A D. Aflim teremos em lugar da força Pp ires for-
ças , cujas direcções feraõ refpeítivamente paralleilas a tres 
lLih.is dadas de pofiçaÕ. 

Depois de ter aliim refolvido cada huma das forças pro-; 
poftas ém outras tres parallelas ás meímas tres linhas, p e ! 

lo que já temos dito bnfcaremos a refultante particular de 
todas as forças parallelas á reíla A B , depois a das forças 
parallelas v. A D , e em fim a das forças parallelas a AC. 
Teremos logo por ultima analyfe para determinar a reful-
tnr.te geral das tres particulares , íituadas fim em planos 
differentes , mas parallelas entre fi ; circunítancia, que fi-
nalmente reduz efte cafo aos termos do precedente. 

<53 Seguindo pois efte methodo , podemos reduzir qual-
quer numero de forças propoftas a tres forças refpeftiva-
niente parallelas a tres linhas perpendiculares entre li. Pa-
deriaô também reduzir-fé a duas , naõ fazendo de cada hu-
ma mais do que huma íimples refoluçaõ. Mas naõ he poífi-
vel reduzillas geralmente a huma fó , como fe pratica nas 
forças que exifteni todas no mefmo plano. 

Reficxves f j b r c as matérias precedentes. 

69 I . \T Aõ ha coufa mais ordinaria na natureza, que 
xN cs exemplos do movimento comporto. O ba-

tel , que atravelfando a corrente de hum rio defcahe da li-
nha , por onde o leva o impuifo dos remos; a chama , e o 
fumo , que o menor aífopro aparta da direcçaõ vertical a 
chuva , a neve , e a faraiva , que cahem mais , ou msnoS 
obliquamente, conforme o vento he mais , ou menos im-
pctuofo; os balanços, que fe exoerimentaõ em duas carrua-
gens , que fe embaraçaõ ; o rifco a que fe expõem o cavai» 
leiro , que falta do cavallo no meio da carreira ; o pe ixe , 
que batendo com a cauda para partes encontradas fe adi-
anta pela direcçaõ media: tudo nos oíferccc applicações 
fem numero do fecundiífimo principio da compofiçaõ das 
forças. 

Peio difcurfo defta obra fe verá também de qne utili-
dade he a fua refoluçaõ , cílios exemplos naó faÕ menos 
f requentes , a qual na medida das forças obliquas he fo-
bre tudo muito nccefíaria, 

70 II, 
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70 II. Na5 he fem rafaõ, que na Mechanica fe diftin-

guem duas efpecies de movimento , abfoluto , e relativo. 
S,aõ muito diíferentes hum do outro , como fe pôde julgar 
pelo exemplo feguinte. 

O mareante , que dorme focegadamente na fua embarca-
ção, eftá fem duvida em defcanço a refpeito das diíferentes 
partes do navio mas o fangue , que lhe cirsula inceífaute-
mente pelas veias e artérias, realmente fe move a refpei-
10 delle. Também fe move a refpeito dos objectos lituados 
fóra da embarcaçaõ , de cujo movimento participa. Será 
logo o movimento do fangue produzido por duas caufas fi-
multaneas, das quais huma he a acçaô do coraçaõ , e do 
fyftema arteriofo , e a outra o impulfo que move o navio. 
Elias duas forças produzirão primeiramente hum movimen-
to comporto no langue do mareante. 

Mas fe elle acorda , fe corre pelo convcz , fe fobe , ou 
defce pelas enxarcias , eifsqui hum terceiro movimento , 
do qual participará igualmente o fangue. Se o mar he tem-
peíhofo , eiíahi quarto movimento, procedido dos balan-
ços do navio. Se a terra fe move fobre o feu eixo , eifahi 
lium quinto; e fe ella alem diífo he tranfporuda pela va-
lia circumferencia daEcliptica , fe o feu eixo experimen-
ta natações , fe a Eciiptica mefma tem movimento pro-
prio relativamente ao efpaço abfoluto, fe as correntes par-
ticulares defviau o navio da fua derrota , e fe a todas eftas 
caufas fe ajuntarem outras que talvez ignoramos, he evi-
dente que o movimento abfoluto do fangue do mareante fe-
rá compofto de todos eftes movimentos particulares. E 
quem poderá dizemos, qual he a fua intenfaõ , qual a direc-
çaõ , e por confeguinte qual deve fer a fua influencia ? 

71 III. Por elta fimples expofiçaõ he fácil de ver , que 
naõ lia no mundo hum fó movimento abfoluto, que conhe-
çamos com alguma apparencia de exaflidaõ ; e ifto por falta 
de objeflos abfolutamenre ímmoveis , fituados fóra naõ fo-
mente da terra, mas de tudo o que forma o f/ftema folar , 
aos quais, como a pontos fixos e invariaveis, pudeffemos 
reportar todos os movimentos expoftos aos noffos fe.-tidos. 

He verdade , que as eílrellas fixas nos fervem de pontos 
de comparaçaõ , porque ellas nos parecem confervar entra 
fi diítancias inalteráveis. Mas pôde fer que o naõ julgemo» 
affím , fenaõ por huma confequencia daquella illufafi taõ na-
tural , que nos move a crer que a tmbarcaçaõ era que efta-

Ç mos 
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mos naõ tem movimento algum , porque ns5 vemos bulir-f© 
nada de quanto nos rodeia. Pôde fer rambem que aqueP 
les aftros tenhaõ movimentos taõ compofíos como os nolfos , 
e que a prodigiofa diftancia qae nos fapara faça as fuas va-
riações infeníiveis aos noffos olhos. Sobre ilfo ha mais do 
que íimples conjecturas, depois que os Aftronomos moder-
nos fe tem aperfeiçoado tanto na arte de obfervar. 

71 IV. Em conclufaõ, as leis do movimento naõ feriaír 
menos invariáveis, no cafo de fuppermos eis movimento o 
mefmo efpaço , no qual ellas tem o feu effeito ; porque to-
dos os movimentos particulares fe executariaõ da mefma ma-
neira. Que huma embarcaçaÕ navegue a todo o panno , que 
efteja ancorada, ou encalhada fobre hum banco de areia, 
o piloto com a mefma facilidade traçará as linhas, e figu-
ras neceífarias para a determinaçaõ da fua derrota , e os ma-
rinheiros igualmente faraõ as manobras convenientes. Que 
a terra feja tranfportáda pelo movimento annuo , que róde 
fobre o feu eixo pelo movimento diurno, ou que efteja 
perfeitamente immovel, tudo he indifferente pelo que to-
ca á percuílaõ dos corpos, e ao equilíbrio das potencias, 
de que havemos de calcular os effeitos. Os movimentos re-
lativos faõ os únicos, que nos intereílaõ. Paliemos ao u l t i -
mo principio geral da Mechanica. 

Tbeorica do Equilíbrio. 

73 ( T \ Equilibrio, como fabe todo o mundo, refult» 
V^ do esforço mutuo , que as potencias iguais, é 

oppoftas fazem humas contra outras. Se hum corpo , por ex-
emplo, he follicitado ao movimento por duas forças abfolu-
tamente iguais, e diametralmente oppoftas, he evidente 
que deve ficar immovel, porque naõ pôde obedecer com 
preferencia a nenhuma das ditas impreffões. Entaõ as for-
ças , que o follicitaõ fícaÕ em equilíbrio, e aífim fe con-
fervariaõ para fempre, fe outras forças naõ vielfem a ter* 
minar efta efpecie de combate. 

74 Do mefmo modo , fe duas maífas iguais animadas de 
igual velocidade por direcções oppoftas vierem a encon-
trar-fe huma com a outra , devem neceífariamente ficar em 
defcanço de;:ois da collifaô , porque nenhuma delias pode-
rá prevalecer fobre a outrs. Fazemos aqui abftracçaõ de to-
das as qualidades puramente acceíforias da matéria , e por 
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í.ffo fuppomos as maífas deftituidas de toda a elaftícidade. 
75 O mefmo feria no cafo de que duas maflas deíiguais 

M , m vieífem a eccontrar-fe de partes oppoftas com as ve-
locidades reciprocamente proporcionais a M ,m. Por-
que entaõ as quantidades de movimento feriaõ iguais ( n. 
z i . ) , e deveriaõ confeguintemente contrabalançar-fe igual-
mente', em perfeito equilíbrio. 

Por outra parte , podemos reduzir efte fegundo cafo ao 
primeiro. Porque fupponhamos a velocidade V do corpo Al 
dupla da velocidade v do corpo m mas ao mefmo tempo 
a maífa defte dupla da maífa daquelle. Logo poderá coníide-
rar-fe o corpo m como partido em duas maílas , huma ante-
rior , outra pofterior, cada huma delias igual á do corpo 
M , e cada huma animada com a mefma velocidade com-? 
mua u. Mas em lugar defta velocidade podemos fubftituir 
na parte anterior a velocidade li) para diante , e a veloci-
dade u para traz ; e por efta decompoíiçaõ, que naõ he 
nem fem exemplo , nem fem utilidade , a parte anterior 
animada da velocidade z v para diante fará equilíbrio ao 
corpo M ( por quanto tem a mefma maífa , e a mefma ve-
locidade que elle ) , ao mefmo tempo que animada da ve-
locidade -upara traz fará equilíbrio com a parte pofterior, 
pela mefma rafaõ ; logo o todo ficará em equilíbrio. 

Mas para generalizar hum pouco efte exemplo , fuppo-
nhamos que as duas maífas IA, m faÕ entre fi como dous 

_ _ tn E 
números inteiros quaifquer E , e. Teremos pois M — — , 

c 
/ v , »» v \ e -J — , ou r fazendo — s s p , e — 

C \. € f / 

e u — Eq. Porém em lugar da maífa M — E p animada da 
velocidade V~ eq , podemos fubftituir hum numero E . e 
de maífas p animadas da velocidade q •, e do mefmo modo 
em lugar da maífa tn — e p animada da velocidade v E q 
podemos fubftituir hum numero E. e de maífas p anima-
das da velocidade q. Logo haverá geralmente equilíbrio na 
hypothefe prefentè entre dous corpos quaifquer, todas as 
vezes que as fuas maífas M, m tiverem entre fi huma ra-
faõ racional. 

Efte equilíbrio naõ deixará de ter lugar no mefmo cafo 
de fuppormos incommenfuravel a rafaõ das duas maífas , por 
quanto ferá ferapre poílível exprimir efta ralíõ em iiume-

C 2, ros 
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ros racionais de maneira , que o erro feja menor que quaf-' 
quer allignavel quantidade. Logo , quando as niaffas faõ re-« 
ciprocamente como as velocidades em dous moveis, que 
aílúaó hum contra o outro por direcções diametralmente 
oppoftas , fempre haverá equilíbrio. Já temos moftrado^ 
que o deve haver também , quando as maflãà, e as velo-
cidades oppoftas faõ iguais. Logo deve ter-fe por iacoote-' 
Itavel a PropoíiçaÕ feguinte. 

Principio do Equilíbrio'. 

76 Ou.< corpos fazem equilíbrio entre f i , todas as nie* 
^ zcs que, fendo as direcções diametralmente oppoflaj$ 

as quantidades de movimento ferem iguais. 

Confequencias que refultao dejle Principio. 

77 I. Se dous corpos M , m ( Fig. 14. ) aftuarem hunl 
contra o outro por meio de huma alavanca inflexível, ou, 
fe unidos por hum fio incapaz de extenfaõ, tenderem a fe-* 
parar-1'e hum do outro , com quantidades de movimento 
iguais, haverá neceffariamente equilíbrio entre elles: por-
que entaõ a fua acçaÕ reciproca ferá independente da dif-
tancia M m. 

78 II. Se^de tres corpos M ' , M , m ( Fig. i ç . ), liga-
dos ao mefmo fio , os dous últimos tirarem para a parte con-
traria á do corpo M ' , ferá rtecelíario para haver equilíbrio, 
que a quantidade de movimento do corpo M' feja igual á 
foma das quantidades de movimento dos outros dous, 

79 III. Em gerd , feja qual for o numero dos corpos , 
que atados pelo mefmo fio , ou ligados pela mefma vara , 
a&uarem huns contra os outros, todo o fyftema ficará eni 
equilíbrio , fe a foma das quantidades de movimento da-
quclles que tiraõ para huma parte for igual á foma das quan-
tidades de movimento daquelles que tiraõ para a parte con-
traria. 

80 IV. E porque as potencias fe medem pelas quantida-
des de movimento, que elks faõ capazes de produzir em 
inalías dadas , fegue-le que aílaando quaifquer potencias 
mutuamente humas contra as outras, devem guardar equi-
líbrio em todos os cafos, em que a foma das que obrarem 
para huma parte for igual á foma das que fizerem o feu ef-
íorço para a parte oppolta. 81 V. 
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V. Logo hsverá fempre equilíbrio entre qualquer 
liumero de potencias, fejaõ quais forem as fuas direcções, 
todas as vezes que a refultante geral de todas fe reduzir a 
nada. 

Os princípios, que até agora temos explicado nefta In-
troducçaõ , podem fer conliderados como leis gerais , que 
te derivaõ unicamente da fimples exiftencla da matéria , e 
do movimento, fazendo abftracçaõ de toda a hypothefe 
phyíica. Eftas leis teriaõ pois lugar na natureza, fe naõ re-
eebeíTem innumeraveis modificações de huma grande mul-
tidaõ de obftaculos. 

Vejamos agora até que ponto podem eftes obftaculos in-
fluir em tudo o que refpeita ao equilíbrio , e ao movimento. 
Para procedermos com ordem , naõ examinaremos as con-
dições do equilíbrio nas Maquinas, fenaõ depojs de haver-
mos tratado com miudeza da Theorica dos centros de gra-
vidade , que he de muita importancia. A' difcuffaÕ deftes 
dous objeílos faõ deftinadas as duas fecções da Statica. A 
primeira contém os methodos , e as formulas neceffarias 
para determinar ein todos os cafos o centto de gravidade. 
E a fegunda tem por fim a defcriçaõ , as propriedades , o 
calculo, e os ufos das Maquinas principais. 

Depois de termos affim difcutido na Primeira parte de-
lia Obra o que refpeita ao equilíbrio, trataremos na Se-
gunda do que pertence ao movimento. 

/ 
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frwnttYaVoí/VxVF̂VxWwVx̂ û X̂ fX̂xV *WV jfx jCKxxrtVrfxrfíoo: A; • tíx/VXNÍCKÍTK AÍXKXKIOC 

P R I M E I R A P A R T E 

MECHANICA 
o u 

A S T A T I C A 

SECCAÕ I. 
i 

DOS CENTROS DE GRAVIDADE. 

S2 f • \ Odos experimentamos, que hum corpo dei-
I xado a fi mefmo cahe perpendicularmente 

ao horizonte , e que ainda quando he fuften-
tado tende fempre a caminhar para a fuperficie da terra 
por hum esforço determinado fegundo a mefma direcçaõ. 

Obfervaçoens fem numero nos atteftaÔ , que fuccede o 
mefmo em todos os paizes, e que efte phenomeno naô 
tem menos lugar fobre os cumes das mais altas montanhas, 
do que nos campos rafos, e na profundidade dos valles. 
Por toda a parte , até aos mais profundos abyfmos , buf-
caõ os corpos, para o dizermos aflim , chegar-fe mais pa-
ra hum ponto fixo , que he vifivelmente o centro da ter-
ra , porque ella he fenfivelmente redonda, e as direcço-
ens perpendiculares aos diverfos horizontes vaÕ confeguin-
. temente unir-fe no feu centro. 

Mas efta tendencia univerfal naõ he certamente eflen-
eial aos corpos. He hum esforço real , de que a matéria 
-por li mefma naõ he capaz. Na fua natureza na6 ha cou-
ía que affim o peça, nem que o polfa produzir ; e a fua 
inércia he hum obltaculo de mais á exifteacia de feme-

lhante 
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lhante impulfo. He logo neceflario , que tenha por prfs» 
cipio alguma força exterior d.rigida psra o centro da ter-
ra ; e efta força he a que fe chama, como jí di{Temos> 
GravidadeGravitaçaõ, ou At tracção. 

Ainda que naõ ha mais doque opinioens, quando mni-
to veroíimeis , fobre a csr.fa da gravidade , he com tudo 
fácil de provar a fua exiflencia , e de conhecer os feus ef-
feitos. Averiguada huma vez a fua exiftencia , e conheci-
dos os feus effeitos , naõ he necelfario mais para expli-
car tudo o que refpeita ao movimento, e ao equilíbrio 
dos corpos graves. Eisaqui pois as obfervaçoens mais conf-
iantes fobre a força da gravidade. 

83 I. Ella obra igualmente fobre todas as partes mate-
riais dos corpos terreftres , ifto he , a todas imprime a 
mefma velocidade no mefmo temj"o. Tem-fe averiguado 
ifto , deixando cahir no mefmo inílante , e da mefma al-
tura , maffas muito defíguais. O tempo do defeenfo heab-
folutair.ente igual , quando fe faz a experiencia dentro do 
recifitnte d3 maquina pneumatica. Todos os Phyíicos fa-
bem , que o ouro , por exemplo , aindaque o mais com-
paflo dos metais , quando fe deixa ao único impulfo da 
gravidade , naõ defee mais veloz do que a laá , e a pluma 
mais leve. Se o tempo do defeenfo naõ he o melmo fora 
do recipiente , he porque o ar fe oppoem deligualmente 
ao feu movimento. Concluamos pois, que a gravidade he 
huma força, que tende a imprimir em todos os corpos 
B mefma velocidade no mefmo tempo. 

84 II. Em hum mefmo lugar da terra , e em todas as 
eftaçoens do anno, a gravidade faz correr aos corpos li-
vres o mefmo efpaço no mefmo tempo , ao menos fem 
differença alguma fenfível. Logo he huma força conftante , 
que obra fempre igualmente. 

8ç III. E porque a acçaõ da gravidade íe renova a ca-
da inftante fobre todos os corpos, quer eftejaõ em def-
canço, quer em movimento, devemos também concluir, 
que he huma força acceleratriz univerfal, e conftante. Da-
qui vem , que em todos os paizes defee hum corpo com ve-
locidade tanto maior, quanto he maior o tempo que l i -
vremente efteve fu jeito á impreílaÕ da gravidade. 

85 IV. Alem difto , a velocidade que a gravidade im-
prime em qualquer corpo em hum inílante he infinitamente 
pequena 3 porque de outra forte no fim de qualquer tem-

po 
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po finito feria infinita, o que he impoffive!. Na5 he lo-
go comparavel a acçaÕ inftantanea da gravidade com po-
tencia nenhuma finita, por muito pequena que fe fup-
ponha ; porque efta produz huma velocidade finita em 
hum inftante. Somente depois fer paflado hum tempo fi-
nito , he que o effeito accumulado da gravidade pôde com-
parar-fe com o das outras potencias motrizes. 
» 87 V. As direcçoens da gravidade faõ parallelas em hum 
mefmo lugar. Dous fios a prumo , por exemplo, guarda5 
entre li hum pirallelifmo fenlivel em hum mefmo edifí-
cio , na mefma cidade , e geralmente em todos os luga-
res , que tem fenfivelmente o mefmo horizonte. Ifto na6 
impede, que as direcçoens concorraõ realmente no cen-
tro da terra , porque efte centro pôde reputar-fe a huma 
diftancia infinita a refpeito do pequeno mtervallo, que fe-
para as mefmas direcçoens nas circumftancias que temos 
propofto. 

88 VI. Por obfervaçoens exa&as e frequentes fe tem 
achado , que hum corpo na Latitude de Paris corre no pri-
meiro fegundo do feu defcenfo livre , em virtude da gra-

7 
vidade, iy pés huma pollegada huma linha — do pé re-

9 
gio de Paris, ou i y p , 098 , ou mais exactamente 217?, 
631356 linhas. No fegundo feguinte corre 45 pés 3 polle-

gadas y linhas e no terceiro 75 pés y pollegadas e p 

linhas. 
Daqui fe podiaõ deduzir facilmente as formulas necef-

farias para determinar no movimento dos corpos graves o 
tempo do defcenfo , as alturas donde cahem, e as veloci-
dades adquiridas a cada inftante Mas refervamos ifto pa-
ra a Dynamica. Aqui naõ fe trata , fenaõ do equi/ibo -, ,e 
fe temos principiado poreftas noçoens , foi para fazer mais 
intelligivel a theorica dos centros de gravidade} que agora 
entramos a expor. 

De-
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Definição do centro de gravidade, com ometho-
do de o determinar, quando os corpos efiao 

em huma mefma linha recía. 

T3 Or quanto a gravidade exercita a fua acçaõ igu-
JT almente fobre todas as partes da matéria , de que 

fe compoem a maíla de qualquer corpo , cada huma deftas 
partes faz huma força igual para defcer pela direcçaõ, que 
fe encaminha ao centro da terra. De todas eftas forças par-
ciais unidas juntamente refulta o esforço geral , com que 
o corpo inteiro tende a caminhar para o mefmo centro , C 
efte esforço total he o que chamamos pezo dos corpos. * 

90 He pois o pezo de qualquer corpo igual á quanti-
dade de movimento, que a gravidade tende nelle imprimir 
continuamente em cada inftante. Logo he proporcional á 
maífa , porque a velocidade de todas as partes he igual. 

Ora efte pezo naõ pôde fer fuftentado , fenaõ por hu-
ma potencia, cuja energia feja , quando menos , igual * 
cite. Logo pôde o mefmo pezo confiderar-fe como huma 
potencia rea l , cuja acçaõ fe exercita perpendicularmen-
te ao jiorizonte; e confeguintemente dous, ou muitos pe-
zos podem comparar-fe entre l i , e contrabalançar-fe mu-
tuamente , como todas as outras forças mechanicas. 

Mas por caufa do ligamento, com que as diverfas par-
tes de hum mefmo corpo fe achaõ enlaçadas entre l i , naõ 
pôde huma obedecer ao impulfo da gravidade, fe todas as 
outras lhe naõ obedecerem ao mefmo tempo. Logo, fendo 
parallelas as direcçoens, pelas quais a gravidade follicits 
todas as fobreditas partes, a refultante de todas deve paf-
far por algum ponto intermedio, que he dc alguma fórma 
o centro de reunião de todas as forças particulares. Efte 
ponto, único em cada corpo, he o que chamamos centro 
de gravidade. 
t 91 E c o m o , fendo efte ponto fuftentado, o corpo fica 
neceflariamente em equilíbrio , porque a refultante fe reduz 
entaõ a nada-, também reciprocamente naõ pôde o corpo 
ficar em equilíbrio , fe o dito ponto naõ for fuftentado , 
porque entaõ terá effeito a refultante , e o corpo cahirá. 
Concluamos pois que o centro de gravidade de bum corpo 
le bum ponto, uo qual todo o psw de He fe concebe reunido 

e «o»-



D E M E C H A N I C A . 1* 

t concentrado , de maneira que fufientando efte único ponto , 
ú corpo inteiro fe fufientará em equilíbrio em todos os cafus. 

92, Pôde também dizer-fe, que o centro de gravidade 
de qualquer fyftema de corpos he hum ponto , pelo qual 
paíla fempre a refultante de todos os esforços particulares, 
que fazem as partes do fyftema em virtude da gravidade, 
feja qual 4for a íituaçaÕ do mefmo fyftema. 

93 Para fe determinar efte ponto , bafta pois confiderar 
o fyftema em duas íituaçoens diíferentes , e determinar pa-
ra cada huma delias a direcção da refultante. Porque pro-
duzindo eftas duas direcçoens , neceífarianiente haõ de con-
correr , e o ponto do concurfo ferá o centro de gravidade 
que bufcamos. 

Para nos convencermos difto , baftará demonftrar que 
em qualquer outra fituaçaõ do fyftema a refultante palia-
rá fempre pelo ponto do concurfo das duas primeiras. Para 
ilfo , fejaõ quantos corpos fe quizerem Aí , P, ( Fig.i<?0, 
íituados fobre a mefma linha refta , a qual fupporemos in-
flexível , e fem maífa : e a fim de fimplificar mais , con-
federaremos eftes corpos , como outros tantos pontos, nos 
quais as fuas maífas eftejaõ concentradas. Seja g a velo-
cidade que a gravidade lhes imprime em hum tempo 
d a d o , em hum fegundo por exemplo , pelas direcço 
ens Mm , Pp , Qq perpendiculares ao horizonte e fe-
raô Alg , Pg , Qg as quantidades refpeélivas de mo-
vimento. Eftas forças podendo fer confideradas , como 
outras tantas potencias , applicadas aos pontos M. , P , Q., 
e parallelas entre li , tomaremos arbitrariamente hum 
ponto C no prolongamento da linha QM , e por elle 
faremos paliar a reda C q' perpendicular ás direcçoens 
das ditas potencias. 

Ifto pofto , acharemos a diftancia Cr' á direcçaõ da re-

íultante, fazendo = 
Mg -r Pg 4- Qg 

.~M.Cm' + P.Cp> + £.Ci[ d Q n d e u n a t u r e z a d a s U . 
M+P+Q v 

Ilhas proporcionais acharemos a diftancia do centro de gra-
. , 1 rj „ > r Aí. CM P. CP -f- O. CÓ, Vidade R a o ponto C , o u C R S = . . . „ w — • 5 M -t-P-i-ÇL 

Efte valor de CR na5 depende em maneira alguma da obli-
fjuidade da linha Aíg ,a refpeito da horizontal. Logo a re -
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fultante deite fyftema de corpos, paliará fempre pelo cês-
tro de gravidade que acabamos de determinar, feja qual 
for a íituaçaõ do mefmo fyftema. 

94 Difto fe fegue , que em qualquer numero de corpos, 
tonfiiierados como pontos, e Jituados fobre a mefma linha , 
acharemos a diftancia do centro de gravidade a qualquer 
ponto tomado na dita linha , multiplicando cada huma das 
tiiaffas pela fua diftancia ao mefmo ponto , e dividindo a 
foma dos produíios pela foma das maffas. 

çt Chamando pois momento o produfto de qualquer 
Wafia pela fua diftancia a hum ponto , ou a huma linha , 
teremos fempre a diftancia do centro de gravidade ao mef-
mo ponto, ou á mefma linha, dividindo a foma dos mo-
mentos pela foma das mallas. 

Obferve-fe porém , que no cafo de eftarem os corpos 
íituados para huma e outra parte do ponto fixo , naõ de-
ve tomar-fe a fom3 totai dos momentos, mas a differençi 
das fomas que ficaõ de huma e outra parte , ou , que vent 
a fer o mefmo , na foma total dos momentos devem tomar-
fe como negativos os que ficarem para a outra parte do 
ponto fixo , a refpeito dos que arbitrariamente fe tomarem 
corno poíitivos 

96 Obferve-fe também , que no cafo de ferem os cor-
pos , cujo centro coinmum de gravidade houvermos de 
procurar, todos homogeneos , e confeguintemente de igual 
denfidade , como fupporemos daqui por diante , podem 
fubftituir-fe os volumes em lugar das mallas, a fim de re-
duzir a indagaçaõ dos centros de gravidade a huma quef» 
ta6 de pura Geometria. 

ItidagaçaÕ do centro de gravidade, quando os cor-
pos nao eflaÕ na mefma linha, aindaque to-

dos fitnados no mefmo plano. 

97 Ç Upponhamos , que os tres corpos M. , P, 
O ( Fig. 17. ) , confiderados como pontos , em 

«jue fe reúnem os esforços particulares da gravidade 
das partes materiais de que a fua maffa fe compoem, 
eftaõ difpoftos em triangulo em hum mefmo plano. Enta5 
por qualquer ponto C tomado no dito plano conduzindo 
huma reíla horizontal CP, e outra vertical Cp' , podere-

mos 
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íflos tirar de Cada hum dos pontos graves para eftas duas 
rechs as perpendiculares Pp , Pp' ; Mm, Mm' Qq , Qq'. 
Por meio deftas perpendiculares acharemos bem facilmen-
te , que a refultante do fyftema triangular , confiderado aa 
fua pofiçaÕ aflual , ha de pafTar a huma diftancia 

0..1 „ MJdm' + P.Pt'+ 0,0.1' 
* ~ M + P + Q, 

E fuppondo agora, que todo o fyftema faz hum quar-
to de revolução, de maneira que a horizontal Cp venha 
a fer vertical, acharemos do mefmo modo que a reful-
tante deve pafíãr a huma diftancia 

„ _ M. Mm + P. Pp + Q. Og 
K l M-t-P + Õ, 

Será pois determinado o centro de gravidade R. Mas 
falta moflrar, que em qualquer outra lituaçsÕ do fyfte-
ma , deve paliar a refultante por efte ponto , que temos 
achado. 

Já fabemos Ç n. J7. ) , que a foma dos momentos em 
ordem a qualquer ponto da refultante fe reduz neceífa-
xiamente a nada •, de for te , que podemos fegurarnos de 
que hum ponto pertence á dita refultante , todas as ve-
zes que a foma dos momentos em ordem ao dito pento 
for nenhuma. Logo , fe AB ( Fig. 18 . ) he a refultante 
de qualquer fyftema na primeira lituaçaõ , e fe em fegun-
da poíiçaõ perpendicular á primeira , a refultante he CD 
perpendicular â AB, bailará provar que a refultante em 
qualquer outra poliçaô eftá neceífariamente lujeita a psf-
far pelo ponto do concurfo G , ou , que vem ã fer o mef-
mo , bailará provar que a foma dos momentos em ordeiu 
a qualquer linha EF , que palia pelo ponto G , he nenhuma. 

Seja pois M hum dos pontos graves do fyftema, do 
qual fe tirem as perpendiculares MP , MQ,, MR aos tres 
eixos , que reprefentaõ as noffas tres refultantes. Será 
pois o angulo PGM = PGO. — MGQ^ , e confeguinte-
mente/f» PGM = / « < P G Q c o f M G Q , - feu MGO cofPGQ-r 

donde tiraremos = fen PGO, § 2 - - cofPGQ,^ i 

e por confcguínte ferá PM - fen PGg. MR — cofPGQ; 
MO- Tomando pois o momento do ponto M em ordtm ao 
eixo EF, teremos M. PM ;= fen PGQ. M. MR — ccfPGQ^ 

M. 
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M. A í g , e a foma dos momentos f M . PM 'rzfen PGÇt. 
f M . MR — cof PGg, / M . MQ. Porém AB , CD faõ duas 
refuitantes , e confeguintemente a foma dos momentos re-
portados a cada huma delias deve fer nenhuma, ifto he, 
deve fer / M . MR zz o , e f M . MQ^ = o. Logo ferá tam-
bém / M . PM — o. Logo a foma dos momentos em ordem 
a EF he nenhuma, e por confeguinte qualquer refultante 
palfa fempre pelo ponto determinado pela interfecçaõ das 
duas primeiras. 

IndagaçaÕ do centro de gravidade , quando os 
corpos eftaõ em pianos d:ff crentes, 

99 C Eja(') dous Pífios ABC, BCd ( Fig. 19. ) perpen-
diculares entre li , e ao horizonte. Se de cada 

hum dos pontos graves M , P , g, conduzirmos perpendi-
culares para cada hum deftes dous planos , acharemos pri-
meiramente a diftancia Kr da refultante ao plano ABC 
nefta primeira fituaçaõ , tomando a foma dos momentos em 
ordens ao mefmo plano , e dividiádo-a pela foma das maf-
ías ( n. 66. ) , o que nos dará 

M . Mm 4 - P . Pp -+• g ^ . g a r 
Rr — . 

M •+• P t g . 

Depois por hum calculo femelhante acharemos a fua 
diftancia ao plano BCd , que he 

M . Mm' -J> P. Pp' 4* g^, Qq' 
Rr' • , 

M -bP + Ç) 
Mas com eftas duas diftancias na6 podemos ainda de-

terminar, fenaõ a refultante, que fabemos fer perpendi-
cular ao horizonte, como os pianos ABC, BCd , e que 
deve pairar pela interfecçaõ R das duas diftancias. He 
verdade , que o centro de gravidade que bufcamos deve 
fer huiB dos pontos defta refultante ; mas qual he ? 

Para O determinarmos , imaginaremos o fyftema revirado-
em huma fituaçaõ perpendicular, de tal maneira que o 
piano horizontal aCd venha a fer vertical; e nefta nova 
poliçaõ a fegunda refultante paliará a huma diftancia defte 
p lano , a qual terá por valor a foma dos momentos a ella 
reportados dividida pela foma das mallas. 

100 Logo para conhecer o centro de gravidade de qual-
quer 
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quer fyftema, cujas parta eftaõ fanadas em planos diferen-
tes, be neceljario fuppor tres planos perpendiculares entre Ji; 
e a fuma dos momentos tomados em ordem a cada bum dos 
planos dividida pela fomi das mafas dará a diftancia rtf-
peSliva do centro de gravidade a cada bum dos mefmos planos. 

Huma vez conhecidas eftas tres diftancias , naõ he ne-
ceflario mais para determinar o centro de gravidade. Fal-
taria porém alguma coufa a eíta theorica , fe na5 fe mof-
traflè.que a refultante em qualquer outra poíiçaõ do fyfte-
ma deve neceífariamente paifar pelo centro de gravidade 
aífim determinado. Para o demonítrar , bafta fazer v e r , 
que fe a foma dos momentos tomados fucceífivamente em 
ordem a tres planos, que paíTaÕ pelo centro de gravidade, 
he nenhuma , a mefma foma tomada em ordem a qualquer 
outro plano que paffar pelo mefmo ponto deve também fer 
nenhuma. 

101 Se jaó pois AGC , AGB , CGB ( Fig. 20. ) tres pla-
nos perpendiculares entre íi , a cujo refpeito a foma dos 
momentos he nenhuma. Seja outro plano qualquer GVN , 
que palie pelo centro de gravidade •, feja M hum dos pon-
tos graves do fyftema , do qual fe conduza .Alg.perpendi-
cular ao plano CGB , e do ponto de projecção g t i re - fe gP 
perpendicular áre í taGB. Imagine-fe depois difto hum pla-
no MQVN perpendicular ao plano GVN , e nefte plano con-
duza-fe a reéta MN perpendicular á fua interfecçaõ cont-
inua NV-, a refla QV ferá perpendicular a GV, e o angulo 
g V N medirá a inclinaçaõ dos planos CGB , GVN. 

Sendo tudo ifto huma vez concebido, a demonftraçaÕ na& 
he difficultofa. Porém a fim de abbreviar, fupponhamos 
GP — x, P g , = y , M0~ 7., o angulo VGB a, e o an-
gulo QVN ~ b. 

Teremos pois em primeiro lugar o angulo QGV — g G P 
— a , e confeguintemente fen QfiV = fen gGP cof a — fen A 
cof g G P ; donde fe deduz QV —y cof a — x fen a. 

Em fegundo lugar teremos o angulo MVN r= b— QVMt 

e fen MVN — fen b cofQVM — fen QVM cof b ; donde fe 
tirará MN ~ fen b . QV — M g , . cof b c= — x fen a fen I» 
^y cof a fen b — 7. cofb. 

Sendo pois MN a perpendicular conduzida do pontoM 
par3 o plano GVN , teremos por foma dos momentos em 
ordem a efte plano fM . MN = — fen a fen b . f M . x + 
tofa fen b .fM .y _ cofb .fM . z. 
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E porque fendo x , y , z as diftancias refpeélivas do pofl-
to M aos tres planos perpendiculares entre l i , as fomas 
dos momentos f M . x , fM . y , fM . x tomados em or-
dem aos mefmos planos faõ nenhumas , a foma dos mo-
mentos fM . MN referidos ao quarto plano qnalquer GVN 
ferá também nenhuma. 

102 Depois de havermos alfim defenvolvido o methodo 
de determinar os centros de gravidade de qualquer fyftema 
de corpos íituados no inefmo plano, ou em planos diver-
fos , e depois de havermos moftrado que em cada corpo , 
e em cada fyftema de corpos o centro de gravidade he hum 
ponto único , e fempre o mefmo em todas as fituaçoens 
po Uiveis : ferá conveniente , que appliquemos agora e ies 
princípios á determinaçaS do centro de gravidade nos cor-
pos , que a Geometria nos enlina a medir e a conhecer. 
Efta applicaçaõ , em quanto ao mais , naõ pode certamente 
ter-fe por huma efteril curioíidade. Neila fe reúnem duas 
venragens, de trazer á lembrança as formulas mais úteis 
da Analyfe , e de fervir de fundamento á Statica, cujo au-
xilio he de fumma importância nas Artes. 

I . 

Determinar o centro àc gravidade das Unhas. 

103 Ç Eja primeiramente huma linha refta AB ( Fig. 
i j 21. j , homogenea em todo o feu comprimento , 

e por confequencia uniformemente pezada. He faeil de ver, 
que o feu pezo total reful ta do pezo de cada hum dos feus 
elementos. Seja pois Mm hum deftes elementos infinitamen-
te pequenos , e feja A o ponto fixo , ao qual fe reportem 
os momentos ; AM — «, e Mm ~ d x. 

Pofto ifto , acharemos a diftancia do ponto A ao centro 
de gravidade, dividindo a foma dos momentos de todos os 
pequenos pezos Mm pela foma dos mefmos pezos. Logo 

f x d x * * 
ferá AG — : porém fx dx — — , e / - í * = «, fem 

f d x _ 2 
conftante, porque eftes dois integrais fe defvanecem fa-

f x d x x 
zendo x o ; logo — - - — := — • Fazendo pois *:= -AS* 

J dx 2 
a fim de acharmos o centro de gravidade da linha inteira 

AB, 



D E M E C H A N I C A . 1 * 

AB 
> teremos AG r= —- ; ultimo refultado , que nos en-

2 
finaria, fe por outra parte o naõ viflemos evidentemente, 
que o centro de gravidade de qualquer linha rsâa, unifor-
memente pezada,fe acha fempre no meio delia. 

104 Se o pezo defta linha naõ folfe uniforme, o cen-
tro de gravidade naõ citaria no meio delia. Para fixar en-
taó o ponto, que elle deve occupar , reprefentemos em ge-
ral por X a deníidade da linha em qualquer ponto M , fen-

- , f X x d x 
do X huma funçaõ de x : e teremos AGzz 

JXdx 
Supponhamos que a deníidade de cada ponto M he pro-

fxxd X 
porcional á diftancia AM, Nefte cafo ferá AG s - — — 

fxdx 

2 i 

Logo ferá o centro de gravidade 

aos dous terços da l inha, contando defde o ponto fixo A. 

I I . 

Determinar o centro de gravidade do períme-
tro dos poíygonõs. 

l o j Orno o perímetro de qujdquer polygono he for-
V^/ mado pelo ajuntamento de muitas linhas reftas, 

facilmente fe pôde determinar o feu centro de gravidade. 
Supponhamos pois as quatro linhas Mm, Nn , Pp, 
(F ig . 22. ) , difpoftas de qualquer maneira. Eftá claro, que 
os feus centros particulares de gravidade fe achaS ho meio 
de cada huma, em a, b, c , f , e que eftes quatro pontos po-
dem confiderar-fe , como carregados, cadahum do pezo to-
tal da fua linha. 

Ifto fuppofto, acharemos o centro commum de gravida-
de dos fobreditos pontes ( n. 97. ) , imaginando em hum 
mefmo plano duas reílas A a', A a" perpendiculares entre 
£, fobre as quais fe conduziráõ perpendiculares tiradas de 
íiftdshum dos pontos graves; e allim teremos 

D G 

• 
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G G' - Mm• na' + N" • h l>' + P 1> • £ -r Qâ • f f 
~~ Mm-i-Nn^Pp -b^q 

cc„_Mm.aa" + Nn . b b " P p . c c"+ Q_q ; f f " , 
~~ M m -i- N n + P p -+-

Com eftas duas diftancias conheceremos pois em todos 
os csfos femelhantes o centro dos centros de gravidade G, 
de qualquer numero de linhas uniformemente pezadas, de 
que fe componha o perimetro de hum polygono. 

As mefmas formulas applicadas aos polygonos regulares 
dariaõ o centro de gravidade do perímetro 110 mefmo cen-
tro da ligurá ; coufa , que naõ pôde ter dificuldade alguma. 

I I I . 

Determinar o centro de gravidade de qualquer 
curva. 

106 ^ Eja a curva A M B ( Fig. 23. ), cujo centro efe 
O gravidade fe pertende determinar. Supponha-

mos C P — x , PM = y , M m — ds zs 1/ (dx2 -t- dy*~) ; e 
teremos y d s por exprelfaõ do momento de M m, tomado em 
ordem ao eixo CP, e xds em ordem ao outro eixo C 
Logo ferá determinado o centro de gravidade G da curva 

AMB pelas duas formulas GG' = GG" 
s s 

nas quais devem tomar-fe os integrais de A até B. 
107 Se a curva tiver dois arcos iguais e femelhantes 

A B , A B: ( Fig. 2 4 . ) , he evidente que o centro de gra-
vidade deve achar-fe no eixo CP. Porilfo naõ he necef-f x d s 
fario entaõ mais doque calcular a diftancia CG — -

s 
— f x V ( d x 2 + 
~ fV(.dx2+dy-) 

f y d s 
lo8 Dando a formula G G ' = — - — a diftancia do cen* 

tro de gravidade da curva AMB i linha das abfciífas CP 
( F i g . he fácil de deduzir hum methodo differente 
do que le^ enlina na Geometria , para determinar o valor 
das fuperficies curvas dos folidos de revoluçaõ. Porque 

cha-
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chamando c a circumferencia do circulo, cujo diâmetro 
he i , ifto he , fazendo c ~ 141 59265 js:8y79j2 &c, fa-
beiruis que 2 cfyds he a formula geral defta efpecie de fu-
perficies , a qual por confeguinte exprime a fuperticie cur-
va gerada pela rovoluçaõ de A MB ao redor do eixo CP. 

i c f y d s 
Porem temos 2 c.GG'^, — logo 2 c f y d s z: s. 

2t". GG' — ao produfto da linha generante A MB pela 
circumferencia , que defereve o feu centro de gravidade. 

109 Pode generalizar-fe efte refultado, e concluir-fe 
que girando quantas linhas quisermos, reilas ou curvas, ao 
redor de qualquer eixo, a fuperjicie por cilas gerada ferá fem-
pre igual ao produfto da foma das linhas generantes pela cir-
cumferencia , que na mefma revolução defereve o feu centro 
commum de gravidade : com tanto que todas eflas linhas efie-
jao de huma mejma parte a refpeito do eixo da revolução. Ha-
vendo algumas porem , que eftejaõ da outra parte , deve-
rá diminuir-fe a fuperticie, que ellas produzem, da fuperfi-
çie produzida peias outras ; e. a differença dará a fuperfi-
cie do folido. 

110 Daqui fe infere hum methodo bem íimples para 
achar o centro de gravidade de qualquer fyftema de linhas. 
Porque a diftancia defte centro a huma recla tomada arbi-
trariamente fe achará, fazendo revolvei" o fyftema ao re-
dor da dita linha, e div A l d o a foma das fuperficies pro-
duzidas , pela circumferentia cujo raio for igual á foma 
das linhas generantes. 

E reciprocamente : Se por outra parte for conhecido o 
centro de gravidade de hum fyftema de linhas , ferá fácil 
de conhecer a fuperficie do folido deferito pela fua revo-
luçaõ ao redor de qualquer reíia , multiplicando a foma 
das linhas generantes pela circumferencia, que defereve o 
feu centro commum de gravidade. 

111 Logo, fe qualquer polygono fymmetrico, ou regular 
abfhk, fizer huma revoluçaõ ao redor de qualquer linha 
reíia AB (Fig . 25. ) , a fuperlicie do folido deferito ferá 
igual ao produíto do perímetro do polygono pela circumfe-
rencia , cujo raio for igual á perpendicular G G', conduzi-
da do centro da figura para o eixo da revoluçaõ A B. 

Logo também a revoluçaõ de hum circulo, ou de hu-
111» Çllipfe qualquer A C E (Fig. 2 6 . ) , ao redor da fua 

D 2 tan-
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tangente no ponto A , defcreverá huma fuperfície igua! ao 
produeto do perímetro da figura pela circumferencia, que 
deícreve o raio AC. Se o folido de revolução for gerado 
por hum circulo , entaõ ferá a fuperfície igual á de hum 
quadrado, que por lado tiver huma linha reíla igual á cir-
cumferencia do mefmo circulo. 

Em geral (Fig. 27. 2 8 . ) : Se qualquer figura abdc 
compofta de duas , ou de quatro partes iguais, e femelhan-
tes ab, ac, cd, bd, fizer huma revoluçaõ ao redor de qual-
quer eixo AB , a fuperricie do folido, que reluitar , ferá 
igual ao produ&o do perímetro abdc pela circumferen-
cia, cujo raio he GG' , e cujo comprimento he 2 c. G G'. 

Em fim, fe ao redor de qualquer ponto C ( Fig. 2 9 . ) 
e(tiverem difpoítas de huma maneira fymmeírica quantas 
figuras fe quizerem a, a'; b, b' ; e, e', a fuperficie do fo-
lido gerado pela revolução cio fyftema inteiro , ao redor 
de qualquer eixo AB , ferá igual ao produéto da foma 
dos perímetros de todas as figuras pela circumferencia, 
cujo raio he C C', e cujo comprimento he 2 ç.CC'. 

As dilfereqtes Propofições , que acabamos de enun-
ciar , podiaõ fer demonítradas direitamente pelos únicos 
princípios da Geometria. Mas efTe medo de as deduzir 
eíiá muito longe de ter toda a elegancia do methodo fun-
dado na theorica dos centros de gravidade. 

' * 

Exemplos. 

112 I. A Cbar o centro de gravidade G do perimetrtf 
j [ \ de qualquer triangulo ABC (F ig . 30. ). 

Bufque-fe primeiramente a diftancia deite centro ao la-
do AC, fazendo girar o triangulo ao redor delle , e divi-
dindo a fuperficie , que deferever, pela circumferencia, cujo 
raio he igual ao perímetro do mefmo triangulo. Achar-fe-há 
pois que AB defereve huma pyramide cónica r e í t a , aqna l 

tem por fuperfície AB . -1 circ BD, e que BC defereve ou-
2, 1 

tra pyramide cónica reíta, cuja fuperficie heBC . — circ BD ; 
logo z 

(AB + B C ) ' circ BD ' (AE 4- BC) BD 
CG' s _ 12 -2 ; 

Circ ( w 4 B . - f c B C - J . A Q ( AB £ B C * A C) 
O 
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O principio dos momentos daria immediatamente o mef-

tno refultado , porque o momento do lado AB he — A B . 

B D , e o do lado BC h e — BC . B D. 
x 

Bnfque-íe depois por huma conftrucçaõ geometrica o 
ponto G : e para iíTo , feja E o meio da perpendicular B D, 
e conduza-fe a refta G F parallela á bafe AC, e em di-
ftancia igual a G G'. Logo ferá £ F z ; - B D - . G G ' zz 

~BD.AC 2 

Dividindo pois a fuperíicie do trian-
2 

AB + BC-t-AC 
guio pelo feu peri:r.etro, fe achará a diftancia E F , e ferá 
determinado o ponto F , pelo qual deve fempre paífat a 
linha FG parallela á bafe AC. O 

Bufque-fe em fim por hum proceffo femelhante a reíla 
XG parallela ao lado BC, e a fua interfecçaõ com FG 
determinará o ponto G , centro de gravidade do períme-
tro triangular A B C. 

i i ] He verdade, que efte centro podia também d e ; 
terminar-fe de hum modo mais fácil , e igualmente geral. 
Porque feja a o meio do lado AC, e b o meio de B C ; e 
do centro de gravidade GÉ ( q u e fe fuppoem conhecido ) 
tircm-fe para os lados AC, BC as perpendiculares G G ' , 
GG". Ifto pofto, ferá refolvido o Problema, fe conhe-
cermos as reftas a G ' , b G " . Para ilío faremos eftas duas 
proporções , 

4AC:AB-i>BC~,AC:*.AB-BC:aG' 
4 B C : A B -t- A C — B C:: A B — A C : b G". 

114 II. Achar o centro de gravidade G de qualquer 
*rco circular AM (F ig . 31 . ) . 

A fua diftancia GG' ao raio AC fe achará dividindo 
a fuperíicie do fegmento çsferico , que defereve o arco AM 
n a f u a revoluçaõ ao redor de AP, pela circumferencia , 
cujo raio he igual ao comprimento do mefmo arco. Te* 

. . . A P . circ A C 
remos pois em primeiro lugar G G ' S •—- :=; 

circ A M 
AP . AC 

" — • Em fegundo lugar , fazendo revoluçaõ o mef-

mo 
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mo arco ao redor do eixo perpendicular B C , teremos 
CO. circ AC PM. AC T 

CG' — - r; . Loiío para determinar 
circ AM AM h 1 

o ponto G faremos as duas proporções feguintes. 
O arco A M he para o ftu feno vcrfo A P , como o raio 

para a diflancia GG' do centro de gravidade ao raio AC. 
O arco AM he para o feu feno reílo PM , como o raio 

para a dijlancia CG1 do centro de gravidade ao eixo BC. 
Bailará porém calcular huma deitas diftancias ; porque 

bem fe vê , que o centro do gravidade deve achar-fe no 
raio C G , que divide o arco AM em duas partes iguais. 
Ifto mefmo fe demonftra pelas formulas precedentes , das 

GG' AP quais fe tira — zr — ; logo os triângulos CGG', APM 
CG' AM J 

fsÕ femelhantesf e o angulo AMP — GCG' zz ~ ACM. 

Quando houvermos pois de determinar o centro de gra-
vidade G' de hum arco circular MAM, tiraremos hum 
raio CA , que o divida em partes iguais no ponto A , e 

AC.MPM 
fobre elle tomaremos a parte C G ' z = — , „— , ilto 

MAM 
he , buma quarta proporcional ao arco , d fua corda, e ao 
raio. 

Donde fe fegue reciprocamente , que fe por outra par-
te pudelfemos de hum modo exadlo determinar o centro de 
gravidade de hum arco de circulo, teríamos juntamente a 
reílificaçaõ rigorofa delle. 

n f III. Achar o centro de gravidade G de hum arco 
parabolico MAM dividido em duas partes iguais no vertice 
A (Fig. 32.) . 

Seja o parametro zr 1, e teremos pela equaçaõ da pa-
. » ^ / y y i y V O - M y y ) 

rabola yy — x. Logo AG~ —— — — — — — 
fày V C1 + 4X>0 

, » r í > ' C i + 4 > ' y ) 2 _ f í / ' í > ' V C i + 4 > y ) 
( n . 107. ) z í -

t 
f d y v (1 + w ) 

* y(.i + 4yy)* i T„ . . . 
~ 1 r-jz — Logo conduzindo a tangeu-
36 AM. 10 

te 
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i MT* 
te MT , e r, normal MN , ferá AG zz — p ^ ^ ^ 

i 2 V T . A Í T i 
—. — — — — • • Tomaremos pois liuma quar-

16 8 A M 16 
ta proporcional a 8AM , NT, MT , da qual tiraremos a 
decima-fexta-parte do parametro , para termos a diftan-
cia AG do centro de gravidade G ao vertice A. 

i i6 IV. Achar o centro de gravidade de bum arca cy-
cloiàal MAM, cujo circulo generante tem f>or diâmetro AB 
( F i g - ? ? - ) -

Seja AB — a. Pela natureza defta curva teremos AM2 

f x d s fs*ds 
— s2 zz 4 a x. Logo ferá AG zz zz = - -b s 4 as 

í ' -f2 4 a X 1 t jn- • r —x. íilta pois fempre o cen-
17, a s 12 a 12 a 
tro de gravidade a hum terço da abfciíTa AP , contando do 
vertice , e o da cycloide inteira a hum terço do diâ-
metro AB. 

117 Se as linhas forem de natureza differenre , ou 
naõ puderem exprimir-fe por huma mefma equàçaõ , he 
necelíario bufcar o centro de gravidade particular de ca-
dahuma, e depois coníiderallo como hum ponto , carre-
gado de todo o pezo da fua linha. Eftes centros com-
binados entre fi daraÕ o centro commum, que fe hmca. 
Eifaqui hum exemplo. 

118 V. Achar o centro de gravidade G' de hum arco 
de circulo MAM com a fua corda MM ( Fig. 34.) . 

Como o centro de gravidade G do arco MAM fe de-
CA.MPM 

termina pela diftancia CG zz — — - — e como P 
MAM 

he o centro de gravidade da corda MM , confideraremos 
os pontos G, P carregados dos pezos MAM , MPM , e 

CG . MAM + CP. MPM 
acharemos a diftancia CG' zz —— — 

MAM-fMP M 
ÇC A ±C P) MPM n , „ . 

— — , . . .. ; ». Donde fe tira efta proporçaõ 
M AM + MP M 

MAM +MPM :MPM : : CA + CP : CG'. O metho-
do geral ( n. 110. ) daria o mefmo refultado. PalTemos 
ao centro de gravidade das fuperficies planas. 

i y . 



6 z T R A T A D O 

IV. 
Determinar o centro de gravidade de qualquer 

Juperjicie plana. 

119 Ç Eia BM huma curva qualquer , reportada ao 
O eixo A'P ( Fig. 35. ) , e feja M P p m o ele-

mento da fuperíicie do trapézio B C P M. O centro de gra-
vidade R deite elemento he ao mefmo tempo o feu centro 
de figura , e pôde conliderar-fe carregado de todo o fevt 
pezo y dx. Pelo que os momentos deite pequeno reítan-
gulo em ordem aos eixos perpendiculares AP, AQfera& 

ydx.RR', e y dx .RR": porém R R ' — - y ^ W z i * ' * 
2 

~ fvy d X f x y d x 
logo GG1 — , e A G' — Bem enten-

Jyd.v fy d x 
dido , que eítes integrais devem tomar-fe de JB até M., 
fendo a origem das abfcillas em A. 

120 Se imaginarmos , que a figura BC PM faz huma 
revoluçaõ ao redor do eixo A P , o folido gerado terá por 
medida cfyydx. E porque o valor de GG' , que temos 
achado, nos dá 2 c . G G ' . fy dx =z cfyy dx , concluire-
mos, que P folido formado pela revoluçaõ do efpaço BCPM 
ao redor do eixo AP he igual ao prifma reflo , que tiver 
por bafe o mefmo efpaço , e por altura a circumferencia 
defcrita pelo feu centro de gravidade. 

121 A mefma propriedade terá lugar, feja qual for 3 
figura generante, e a íua poliçaõ a refpeito do eixo. Sup-
ponhamos com effeito qualquer figura BCD ( Fig. 36. ), 
referida a hum eixo AP, e conduzamos huma ordenada 
PMM', que corte em Al , c M' as partes inferior e fu-
perior do perímetro da figura. Fazendo AP — x, PM — y, 

, ferá o elemento do efpaço 
y' - 4 - u 

BM'M, a diftancia do feu centro de gravtda-
2 

de ao eixo AP , c dx -.•d* 
2 2 " * 

o feu momento em crdem ao mefmo eixo. Donde conclui-
ÍCy'y' — yy) dx _ 

remos GG' ^ w , ou a c.GG'.BCD 
2.BC D 
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~ c f y ' >•' d •/. — c fy y d x. Porém eftá claro ene cfy'y' 
he a exprelíaõ do folido produzido pela revolução da parte 
íuperior da figura BCD , e que c f y y d x exprime igual-
mente o folido gerado pela revolução da parte inferior 
BMD. Logo a dilferença deites dous folidos dará eviden-
temente o folido produzido pela revolução da figura BCD 
ao redor do eixo AP. 

122 Eni fim , feja qual for o numero das figuras gene-
rantes , efte methodo terá fempre a mefma applicaçaõ. Por-
que de huma parte , cada figura multiplicada pela circum-
ferencia , que defereve o feu centro de gravidade, dá o 
folido por ella produzido na fua revoluçaÕ ; e da outra 
parte , a foma dos produétos de cada figura pela circumfe-
rencia , que defereve o feu particular centro de gravida-
de, he igual á forca dr.s figuras multiplicada pela circum-
ferencia , que defereve o centro commum de gravidade , 
porque as eircumferencias faõ proporcionais aos raios, e 
a foma dos produítos de cada figura pela diftancia do feu 
centro de gravidade ao eixo , he igual á foma das figu-
ras multiplicada pela diftancia do centro commum de gra-
vidade ao mefmo eixo. Logo o producto total da foma 
das figuras multiplicada pela circumferencia , que defere-
ve o centro commum de gravidade, dará a foma dos fo-
lidos produzidos pela revolução de cada huma cias figuras. 
Deve pois ter-fe por geralmente demonftrado o Theorema 
feguinte. 

i2j Todas as vezes que huma, ou muitas figuras f j v i f -
quer , fituadas no mefmo plano , girarem ao redor de hum 
fixo , tomado como fe quizer no mefmo plano , a foma dos fu-
lidas por cilas produzidos na fua revolução , he igual d Jb-
ma de todas as figuras , multiplicada pela circumferencia , 
que defereve o centro de gravidade de iodo o fyftema. Bem 
entendido , que fe todas as figuras generantes naõ eíti-
verem da mefma parte a refpeito do eixo , deve tirar-fe 
a foma dos folidos produzidos pelas figuras, que èftaõ de 
huma parte, da foma dos íolidos produzidos pelas figuras, 
que eftaõ da outra; e a diferença ferá o refultado que fe 
procura. 

Efte Theorema, eo que acima demonítrámos fn. 1C9.), 
tem grande ufo na Mechanica. Ambos faõ conhecidos 
pela denominação de Theoremas do P. Guldin , que foi o 
primeiro que os publicou em huma obra intitulada Cen-
tral ary ca. 124 l?e-
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114 P e ' ° ultimo Theorema pôde medir-fe a folidez de 
todos os folidos gerados pela revoluçaÔ de qualquer figu-
ra fymmetrica , do mefmo modo que pelo primeiro temos 
medido as fuperficies curvas dos mefmos folidos , como fe 
vê nos cafos feguintes. 

I. Se o polygono fymmetrico da Fig. 25. fizer huma 
revoluçaô ao redor de qualquer eixo A B , o folido que 
refultar terá por medida o produclo da fuperficie do mef-
mo polygono multiplicada pela circumferencia do raio G G'. 

II. Se o circulo A C E ( Fig. 2 6. ) fizer huma revolu-
ção ao redor da fua tangente A B , o folido por elle pro-
duzido terá por medida a fuperficie do mefmo circulo mul-
tiplicada pela circumferencia. Sendo pois o raio a , ferá o 
dito fo l i dos 2 / j ' í 2 . 

III. Se huma ellipfe ( Fig. 27. 28. ) , ou qualquer ou-
tra figura comporta de duas , ou de quatro partes iguais , 
femelhanres , e fymmetricamente difpoftas a refpeito de 
hum ponto G , fizer huma revoluçaÕ ao redor de qual-
quer linha A B , o folido que refultar ferá igual a hum 
prifma re f to , que tenha por bafe a figura generante e por 
altura huma reéfa igual á circumferencia defcrita pela re-
vo!uça5 do ponto G. 

IV. Em geral : Se a refpeito de hum ponto C ( F i g . 
29. ) eftiverem quantas figuras fe quizer , iguais , feme-
íhantes , e diftribuidas fymmetricamente em roda delle , 
o folido produzido pela revolução de todo o fyftema ao 
redor de qualquer eixo A B , terá por medida a foma de 
todas as fuperíicies generantes multiplicadas pela circum-
ferencia defcrita pelo raio C' C. 

125 Reciprocamente , quando fe tratar de conhecer 
o centro de gravidade de qualquer figura plana , efta fe 
fará girar ao redor de qualquer eixo tomado arbitraria-
mente , e dividindo o folido que refultar pela_ fuperficie 
generante , e por 2 c, o quociente ferá a diftancia do cen-
tro de gravidade ao eixo de rotaçaõ. Achando pois ou-
tra diftancia femelhante a hum fegundo eixo tomado tam-
bém arbitrariamente , o centro de gravidade ferá deter-
minado , e conhecido. 

Ha com tudo hum pequeno inconveniente na applica-
ça5 defte methodo e h e , q u e para nos fervirmos delle he 
neceílario , que por outra parte conheçamos a medida dos 
folidos que podem clefcrever as fuperficies, cujo centro 

de 
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de gravidade queremos determinar. Faltando ido, ferá ne-
celfario recorrer ás formulas gerais acima dadas ( n. 119.). 
Eisaqui algumas applicações, que daraõ nova luz a efta 
matéria. 

Exemplos. 

126 I. A Cbar o centro de gravidade de qualquer 
j f \ trapézio A BMP (F ig . 37. ) , o de bum 

triangulo, ou de qualquer figura reflilinea. 
Já fabemos pela Geometria , que a pyramide cónica trun-

cada , que refulta da revolução deite trapézio ao redor do 

eixo A P , tem por valor ~ A P(AB1-tA B . MP+M P 3 ) , 
3 

e que a fuperficie do trapézio fe exprime por -- A P ( A B 

+ Í 1 Í ) . Logo ferá a diftancia - - - - - - - -

~ A P(A B-4-AB . M Pi-M P-) 
GG' = AG" = — 

2 c — AP( AB + MP ) 

- 1 . AB*+AB.MP+MP* 
~ 3 ' A B + Aí P 
« • - I A B + 1 • • 

3 3 A B -*- M P 
Donde fe vê , que efte valor he abfolutamffnte inde-

pendente da linha A P. 
Do mefmo modo fabemos , que a pyramide cónica re-

fta defcrita pela revoluçaõ do triangulo B g,Al ao redor 
do eixo A tem por valor — B c . gAÍ* = c.. 

A P 2 ( A Í P — A B ) , e que o cylindro defcrito pela re-
voluçaõ do reâangnlo A P Aí g, ao redor do mefmo eixo 
tem por medida c . A P ,2 M P . Logo o folido produ-
zido pela revoluçaõ do trapézio AB M P terá por expref-

faõ c . A Ps . ( — Aí P + i, A B ^ ; e confèguintemente 

tere-
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teremos a diftancia 

. AP2 ( A B + i j l P ) 
GG" AG' — - ! 

a c . - A P C ^ B + A Í P ) 

T AB + 2M P 
a P . 

3 >4 J3 + AÍ P 

- 2 ^ p 1 IJ4 P • ^ S -= 7 ~ f ' A~B + M P ~ 
He fácil de ve r , que ellas formulas fempre tem lugar ; 

feja qual for o angulo formado fobre as parallelas A B , 
M P pela fecante A P , com tanto que liaja a advertên-
cia de tomar fempre G C ' « G G" refpeflivamente paral-
lelas a A O, e A P. Logo por eftas duas formulas deter-
minaremos o centro de gravidade de qualquer trapézio. 

127 Daqui fe fegue , que fazendo A B ~ o , e conver-
tendo-fe o trapézio em hum triangulo AM P ( Fig. 38. ), 
o centro de gravidade fe determinará facilmente toman-

2 1 
do AG'— >— AP, e conduzindo G' G t= — M P, e paral-

3 3 
leia a M P. 

Porem , fe pelo ponto G afiim determinado, e pelo 
ponto A imaginarmos huma refta A G F, teremos AG': 
AP , ou 2 : 3 : : A G A F:: G G': F P; logo íG = 

A F , e F P s ^ M P . Ifto nos dará huma conftrucçaõ 

muito fimples , para determinar o centro de gravidade de 
qualquer triangulo A MP . Conduziremos a recta A F do 
vertice A para o meio F do lado cppofto , na qual toma-
remos a porçaõ F G , que feja liuma terça parte delia 5 e 
ferá G o centro procurado. 

128 Seria fácil de achar a mefma conftrucçaõ de hum mo-
do ainda mais limples , que naõ fuppoem o calculo preceden-
te. Porque(Fig.}9.) 5 como a refla A F conduzida do vérti-
ce A para o meio do lado oppofto MP divide em partes 
iguais todas as parallelas a M P , pada por todos os cen-
tros de gravidade particulares delias, e confeguintemente 
pelo centro de gravidade do mefmo triangulo. Pela mef-
ma rafaõ, conduzindo MH do vertice M para o meio do 

lado 
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lado oppofto A P , efta fegunda reíla paliará também pelo 
centro de gravidade; o qual por confeguinte fe. achará no 
ponto G determinado pela interfecçaõ das linhas A F, 
M H. Mas para deduzir o valor de F G , tire-fe a reda 
HF , que ferá parallela ao terceiro lado A M , e teremos 
P H : P A jOa i r 2 :: H F : A M : G F : AG ; logo FG = 

~ A F. 
3 

129 Agora , que coufa mais f.icil do que achar o cen-
tro de gravidade de qualquer figura redilinea ? Dividir-
fe-ha primeiramente em triângulos , e fe bufcaráõ os cen-
tros particulares de gravidade de todos elles : depois con-
fiderando eftes centros, como pontos carregados do pezo 
dos feus triângulos, determinar-fe-ha o centro commum 
de gravidade, que ferá o da figura propofta. 

130 II. Achar o centro de gravidade de bum femi-fegmen-
to circular A MP ( Fig. 4 0 . ) , e o do fígmemo inteiro. 

Fazendo AP=ix,PM — y , A C =5 a ; teremos y v ~ 
2 a * - < . * * , e f y y d x t= f (2 a x d x — x x d x ) a 

1 „ (a — — x*) — x-
— , e por confeguinte G G ' =; 
3 * AM P 

Do mefmo modo teremos f x y d x /[ — a)d*2 

Y(2ax—xx) + adxyr2ax->xx')]z: - — (zax 
j 3

 t 

R . a . A M P - - P A Í Í 
~ x x) *+a.AMP-, logo A G' = ! 

5 A MP 
I P M ' 

o b C G ' 3 ~ 
•$ A MP 

O mefmo^refultado fe acharia, fem ter neceflidade def-
tas integrações, fe fizeflemos revolver fucceíRvamente o 
ferai-fegmento AMP ao redor dos eixos CA , C B , c 
medilfemos as porções de esfera por elle produzidas. 

IJI Agora , para determinar o centro de gravidade de 
todo o fegmento MAM PM, naõ he neceffario mais do 

i p jjji 
$uc a diftancia C G ' - j . c u : 0 v a i o r calculado pa-

AMP 

** 
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ra o femicirculo B A B dará —. • —, que fe reduz pro-
3 c 

11 
ximamente a — a . 

131 III. Achar o centro de gravidade de qualquer fedor 
circular MÀ M C [ Fig. 40. ) . 

Nelte Problema podemos fervirnos de qualquer dos tres 
modos feguintes. i°. Podemos refolver o fedor em duas 
partes, das quais feja huma o fegmento M A M P M , e 
a outra o triangulo M C M . A primeira tem o feu centro 
de gravidade em G", e a fegunda em G ' " ; logo o fedor 
deve ter o feu em hum oonto r, de forte que fefa 

CrQMAMPM rhÁÍ C iW ) = CG'.MAMPM-+-

C G'". M C M =3 — P M' -t- — C P. CP. PM. = - -
3 3 

~PM(CP2-t-PM2)=! — PM. CM' ; logo Cr — 
3 3 

fPM .C M3 2 M M. C M _ 
AM .CM ~ F jVÍAJW 
Donde, para determinar o centro de gravidade de hum 

fedor circular em todos os cafos , teremos efta proporçaõ : 
O arco M A M he para a fua corda M M , como dous ter-
ços do raio paia a diftancia do centro do circulo ao centro 
de gravidade do feitor. 

2° Podemos coníiderar o fedor , como formado por triân-
gulos infinitamente pequenos C N n ( Fig. 41. ), todos com 
o vertice no centro do circulo, cujos centros particulares 
de gravidade eftaráô feguidamente fobre o arco B E D def-

2 
crito com o raio C B =s—CM. AtTini na6 refta mais do 

que determinar o centro de gravidade do arco BED ( n. 
114 ), que fe achará tomando 

C B. BFD 2 C M .MM ^ g _ . ^ ^ ______________ 

BED " 3 MAM 
3° Podemos também fuppor, que o fedor C M A M 

íaz huma revoluçaõ ao redor do eixo C K , perpendicular 
a C A. O folido produzido ferá huma efpecie de fedor es-
férico , que terá por medida a fuperficie defcrita na mef-

ni? 
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ma revoluçaõ MM. circ AC multiplicada pelo terço do 
raio. Logo teremos ( n. 125.) 

MM.zc.AC.~AC , C M . MM 
CG" » 2 

2C . M AM. ~C M 3 MAM 
133 IV. Achar o centro de gravidade de huma pcaabola 

A M de qualquer ordem qus feja ( Fig. 42. ) . 
Suppondo o parametro =s x , a equaçaõ delia curva ym — x 

nos dará dx—mym~l dy , e confeguintemente fydxzz 

fmymdyzz ———y™"®"1-; logo 
« +• 1 

1 - . m m J- 3 , 
- f y y d x ——r- y w-f 1 

C 6 ' s " 2 —— P M. 
St*" -WT~rym + l 2w + 4 

r i
 m 2 OT+ I , 

, f x y t x * 
GG"-- — AP. 

f y d x — y m * 1 i m i i 

Elias formulas 11a parabola ordinaria da6 GG' -3 M P, 

8 

t GG" — ~ P; valores, que daraõ fempre a conhe-

cer facilmente o feu centro de gravidade. 
134 V. Achar o centro de gravidade de bum fegmento el-

liptico qualquer A M P M ( Fig. 43. J . 
Coníiderando os momentos em ordem ao fegundo e ixo, 

e fazendo C Pa x ,P M=z y , C Azí a ,CB - b, acha-
/—1 y x d x bbxx 

remos C G s • Porémyy a bb ; 
/— y dx a a 

logo xdx=t ~ ~ y dy , t f ~ y x ix=i - i - "rr y*3 
0 0 3 o . 

i a 2 2 ai 
— . PM.» —• — P M ' 

logo C G a 2. — a i — i ! 
MAMPM a 

T • MA M P M 
P Ni 

3 ' NANPN 
Don-
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Donde fe moftra, que o centro de gravidade do fermen-
to clliptico A Aí P M he o mefmo que o do fegmento circu-
lar NA N P N. 

0 mefmo fuccede com o centro de gravidade do fedor 
elliptico C Al A Aí C a refpeito do fedor circular C N AN C, 
cujo arco he fempre determinado pelo prolongamento de-

M M. 

V. 

Determinar o centro de gravidade das fu-
perficie s curvas. 

T ^ T Aõ póle haver dificuldade nefla indagaÇaS, 
i. quando fe trata da fuperficie lateral de hum 

prifma. Porque bfem fe vê , que o centro de gravidade def-
ta efpecie de fuperficies deve neceífariamente achar-fe no 
meio da linha , que defcreve o centro de gravidade da ba-
fe, na formação do prifma. Paliemos pois aos folidos de re-
voluçaõ. 

1 ]6 Seja huma fuperficie curva, produzida pela revolu-
Çãõ do arco Aí B ao redor do eixo A P ( Fig. 44- He 
evidente , que o feu centro de gravidade G deve eltar no 
mefmo eixo , e que para fer determinado, na5 he necelfa-
rio mais do que conhecer a fua diftancia á origenv das 
abfciífas , que fupporemos em A. 

Eftá claro também, que o elemento M m defcreve a fu-
perficie de huma pyrami Je cónica truncada , a qual tem 
por medida xcyds, e por centro de gravidade o ponso 
r no meio de P p. Efte ponto pode confiderar-fe carre-
gado de todo o pezo da faperiicie i c y d s , e o feu mo-
mento em ordem ao ponto A origem das abfciífas ferá 

Cxyds . 
2 c xy ds. Logo a formula j 4 G = — :—, fará fempre 

f y d s 
conhecer os centros de gravidade das fuperficies curvas 
dos folidos de revoluç-õ. 

Exemplos. 

1. \ Aciar o centro de gravidade da fuperficie curva 
j t \ de bwnci pyrami de cónica retta MAM ( Fig.4F.>. 
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Fazendo A P = * , P M = 3 y , e o angulo MA Pz: a , 
. j

 d x 

teremos primeiramente y ~x tanga , e a, s s — — , e con-

r J 1 } , 
f x x d x -r x x 2 

ieguin temente A G =; A — — — * = — AP. 
f x d x i « J J 

2 

Doude fe collige , q te o centro de gravidade da fuper~ 
Jicie cénica be o mefmo que o do triangulo MAM. 

Com igual facilidade fe podia chegar ao mefmo refulta-
do , imaginando a fuperficie cónica dividida em huma in-
finidade de pequenos triângulos iguais e femelhafttes MAmy 

cujos centros particulares de gravidade fe achaÕ todos em 
huma circumferencia defcrita do pólo A com o raio A D es 
z -j-AM,e o centro de gravidade defta circumferencia 

fe achará confeguintemente era G na diftancia AG — . -AP. 

II. Achar o centro de grav idade da fuperficie de hum 
fegmento erferico , e em geral de qualquer zona. (Fig.44.). 

Sendo a o raio da esfera , e B a origem das abfciífas, 
f x d x 

teremos y d s —a d x, e confeguintemente '"j ^ x~ 

K —• x. Donde fe vê geralmente, que o centro de gra-
vidade da fuperficie de hum fegmento afcrico , ou de qualquer 
zona , efiti tio meio da porção do eixo cmprebendida por el-
le , ou por ella. 

III. Achar o centro de gravidade da fuperficie convexa de 
bum folido paraboloide ( Fig. 44. J. 

Seja B M hum arco da parabola , que pela fua revolu-
ção defereve o folido paraboloide , e feja B a origem 
das abfciffas. Fazendo o parametro ~ 1 , ferá a equaçaS 
da parabola generante^y =3 x, e acharemos o centro de 
gravidade da fuperficie convexa do paraboloide , pela for-
mula feguiate 

£ 2 G ~ 
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BGzz 
fys ày v( i + 4yy )__ 

fy dy y( i +4yy) 

- "i 
4 - - 7 [ o * 4 ^ r ~ i J 

3 yy C i + 4yy)2 i 

C i f 4 y y 

vi. 
Determinar o centro de gravidade de qtiaU 

137 T Magínemos o folido partido por fecções infinP 
i tamente yezinhas , e parallelas á hum plano to-

mado arbitrariamente. Chamando T qualquer delias fec-
ções , e a fua diftancia ao dito plano , ferá T d x a ex-
prelfaô do elemento do folido comprehendido entre duas 
fecções contíguas , e T x d x a expreffaõ do feu momen-
to. Logo a diftancia do centro de gravidade do folido ao 
plano referido ferá geralmente reprefentada pela formula 

me do folido propofto. Repetindo o mefmo calculo a ref-
peito de outros dous planos perpendiculares entre fi , e ao 
primeiro , teremos tres diftancias ao centro de gravidade , 
que he o que bafta para o determinar. 

138 I. A Char o centro de gravidade dos prifmas , dot 
JLJÍ. cylindros reclos c olliptos, das pyramide? 

angulares e cónicas ; e geralmente de todos os polyedrr.s. 
Sendo as fecções dos prifmas , e cylindros, todas pa-

ral-

qtier folido. 

, na qual f T d x he o mefmo que o volu-

Exemplos. 
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tallelas e igunis ás bafes oppoftas , eftá -claro que o feu 
centro commam de gravidade deve achar-fe no meio da 
linha recta , que paífa pelos centros particulares de gravi-
dade das mefmas bafes. Donde naó tem dificuldade al-
guma efte primeiro cafo. 

O fegundo naó he menos fácil. Porque todos os corpos, 
gerados á maneira das pyramides , podem fer partidos por 
fecções parallelas, e femelhantes á bafe ( Fig. 46. J : e en-
taõ a reda A D , cond'izida do vértice p^ra o centro de 
gravidade da bafe D, deve evidentemente palfar pelo .cen-
tro de gravidade de cada huma das fecções , e confeguin-
femente pelo do folido propofto. Logo para conhecer a 
diftancia A G , imaginaremos o pezo de cada fecçaÕ reu-
nido no feu centro particular de gravidade em hum pon-
to D da reíta AD, que chamaremos x • e advertindo, 
que todas eftas fecções faõ proporcionais aos quadrados das 
luas diftancias refpeclivas ao ponto do vertice A, teremos 

. f x t d x 4 x* ? 3 
AG=: 4—— - -— - -i * - -í- AD. 

f*2 dx 4 4 
i 

Logo o centro de gravidade dos folidos pyramidats ejiard 
Jempre aos tres quartos da àijlancia A D , contada do ver-
tice para ò centro de gravidade da bafe. E com efte co-
nhecimento , ficará muito fácil a indagaçaÕ do centro dé 
gravidade de toda a forte de polyedros. 

139 II. Achar em particular o centro de gravidade de 
quáifquer folidos de revolução. 

Tomando qualquer fegmento perpendicular ao eixo de 
revoluçaõ , he manifeíto que o feu centro de gravidade 
deve achar-fe no mefmo eixo. Porém a exprelfaõ do ele-
mento comprehendido entre d u a s fecções infinitamente ve-
zinhas he cyydx; logo a diftancia do centro de gra-
vidade do folido á origem das abfciífas ferá reprefentada 

. , . f y yx d x 
geralmente pela formula ; • 
** f y y dx 
I Supponhamos, por exemplo , que nos pedem o centro 
iáè gravidade de qualquer fegmento esferico ( Fig. 44. ). 
Neífe cafo teremos y y ~ — donde refulta - - -
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2 i 
fyyxdx — '—<«*'-<— x* , e fyydx — 

3 4 

-— *» ; logo a diftancia do centro de gravidade de qual-

quer fegmento esferieo ao vertice ferá conhecida pela 

formula 

fax»— 7 x* 8 a ~ i .* 
BGa f = K. 

a —• - i 2 a — 4 x 

Defta forte , fazendo x — l a , para termos o centro de 
gravidade da esfera inteira, que por outra parte fabemos 
que coincide com o centro da figura , acharemos B G ~ w , 

e fazendo xzza, teremos BG ~ ~ a, ifto he, ferá o cea-
8 

tro de gravidade de hum hemisferio aos finco oitavos do 
raio, contando do vertice. 

III. Achar o centro de gravidade de qualquer fcãor esferi-
eo CM AB ( Fig. 47. ) . 

Todo o fedor esferieo pôde refolver-fe em duas partes, 
huma das quais he o fegmento esférico AMB , e a outra 
huma pyramide cónica reda C B M- O fegmento tem o cen-

2 a —• 3 x 
tro de gravidade G na diftancia A G zz x, e a 

1 2 a — 4» 
pyramide cónica o centro de gravidade Gl na diftancia AGt 

3 x + a c 
Sí " A folidez do fegmento tem por valor — ( j á * » 

4 3 
£ 

—• x* ) , a da pyramide cónica — (a — x) (ia* 
3 

2 

e a do fedor — C AJ Logo tomando os momentos em or-

dem ao ponto A , a fim de determinarmos o centro de gra-2 vidade Gl' do fedor inteiro, teremos — ca2 x. A GnzS 
3 

e ^ B a —} # > c 

—Ciaxz — x* ) { *)*<- — ( « — 
3 \ J 2 8 ~ 4 » / 3 

s 3 x a % 
te3 ) ^ — - J ; e fazendo as reduções aeceffarias , 

A 
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rAG" rr 2— ; expreífaõ , que igualmente nos dá o 
8 

centro de gravidade do hemisferio aos finco oitavos do 
laio cornados do vertice , como achámos no exemplo pre-
cedente. 

O mefmo refultado fe achará , concebendo o feftor es-
ferico, como formado de huma infinidade de pyramides , 
as quais tenhaõ por vertice commum o centro C. Porque 
os centros particulares de gravidade de todas cilas fe acha-
rão em huma fuperíicie esferica defcrita do mefmo cen-
tro C com hum raio igual aos ttes quartos de C M , e o 
centro de gravidade da dita fuperíicie fe achará na diftau-
' . i a + i x cia —- a refpeito do ponto A. 

140 IV. Achar o centro de gravidade dos falidos par abo-
loides , hyperboloides , e ellipfoidss. 

Em quanto ao paraboloide , fendo a equaçaõ da para-
fcola generante yy — x , teremos immediatamente A G — 
f x x d x 2 
7 j — — AP. 
f x d x 1 

Na hyperbola he yy rr 2 a X 4- xx ( Fig 4 8 . ) ; e fub-
«ituindo efte valor na formula geral , teremos 

. - _ /( 2 a x 4- xx ) * dx 8 a-t-jx 
AG — -T- — " -— x. 

J ( 2 a x + * * ) d x 12 a-k- 4 * 
Donde fe v ê , que tomando huma abfciíTa x infinita , he 

•A G rr J- x ; e ao contrario , tomando a abfciíTa infinita-
4 

mente pequena , he A G rr — x ; de forte , que AG Ce 

acha fempre entre os dous terços, e tres quartos de XP_ 

Pelo que refpeita ao centro de gravidade de qualquer 
fegmento ellipfoidal, feito por huma fecçaõ perpendicular 
ao eixo, he fempre o mefmo que o do fegmento corref-
pondente da esfera circunfcrita , e fe achará da mefma 
maneira. 

Mas , fe a fecçaõ do ellipfoide , em lugar de fer per-
pendicular ao eixo , for obliqua de qualquer forte , como 
M P t f ( F i g . 49. ) , de que modo determinaremos entaó 
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o centro de gravidade do fegmento MSNP, que de!U 
refulta ? 

Supponhamos conduzido pelo centro C hum plano el-
liptica perpendicul ar ao plano da fecçaõ , o qual divide o 
feg:n;.no propofto em duas partes iguais , e femelhantes 
e pelo pouto P meio de MN tiremos o femidiametro CPS. 
Ifto pofto , dsmonftra-fa na Geometria que a fecçaõ MPN 
hehntn.i el ipíe , que tem por eixo maior a reéía MN , 
e qus he femelhante ás outras fecções, cujos eixos refpe-

fa> as duplas ordenadas ao femidiametro CS. Don-
de Te fegue , que o centro de gravidade G deve achar-
f= no femidiametro C S ; e que , fazendo S P zz x , P M 
zz.y , CS ~ m , ferá a diftancia defte centro ao pontoS, 

SQ JPM2xdx _ fxdx(imx-.xx)^ 8m — 

- f P M ^ d x fd x (2 m x ~x x~) ~~ i2m — 4* ' 

valor perfeitamente femeihante ao que achámos para o feg-
mento , que refulta de huma fecçaõ perpendicular ao eixo 
maior. 

141 V. Dado hum femicylindro retto elevado fobre o fe-
micirculo DAB , achar o centro de gravidade do folido, 
formado pela fecçaõ de bum plano elliptico , D B E ao qual 
fe dd s nome de unha cylindrica ( Fig. ço. ) . 

He manifefto , que o centro procurado deve achar-fe 
neceffiriamente em alg-im ponto do plano triangular CEA , 
que divide a unha em duas partes iguais, e femelhan-
tes entre fi. Sendo pois S C ' huma perpendicular condu-
zida do centro de gravidade G para o raio CA, deve-
remos primeiramente determinar C G'. 

Para iíTo fnpporemos o folido dividido por fecçSes pa-
rallelas ao diamerro DB , e perpendiculares á bafe. Cada 
fecçaõ ferá hum redtangulo M P N n p m , que terá por 

bx 
bafe 2 y , e por altura P p — —• , fazendo C A=z a, AE 

O» 
~ b , e C P x. Pelo que , fazendo ao ordinário P M 
y — y/- ( a/? — x x~), teremos a fuperficie de qualquer def-

2 b 
tas fecções — — xy , a folilez do elemento comprehen-

a 2 b 
dido entre duas fecções cont;guas zz — xy d x , e o feu 
momento em ordem a hum plano que paffe por BD perpen-

dicu-
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ib 
$cuferment« á bafe ~ -— x xy d x. Logo teremos 

a 
+ Çxxydx fxxdx-\f Caa — xxV 

C G ' = - ~ — • 
f x y d x f x d x y (aa — x x ) 

- I 
Porém f x x d x y (a a~xx)zz~* — * x x ) 2. 

4 

a* - L 
H /i*V (aa — xx)zz — ~ * ( aa — xx ) 2 -f 
v 4 4 

a2 , CDM P. Logo para o folido inteiro ferá o integral 

•i a1. C DM A C , ou ~ a' . A M D. Do mefmo modo 
4 8 

1 r , . 3.1 
f x d x V (aa—xx)z£ — l i ' - (a a-< xx~) 2, J , e o 

1 t 
feu valor total —• a'' ; ( donde concluiremos de paffagem , 

2 b x 2 
que a folidez da unha he — . — sz — a- b ). Logo fi-

« 3 3 ' 
-a* .AMD ? nalmente C G' —7 zz^ AMD , ou proxi-

j ? 
«lamente - — A C . 

Falta agora determinar a outra diftancia C G ' , Para ef-
fe effeito, imaginemos o folido dividido por fecções pa-
rallelas á fua bafe , cada huma das quais ferá hum fegmen-
to mp na igual á fua projecção M P N A. Chamando pois 

, fMPNA.%dx 
a a perpendicular A a » teremos GG'z=. -— : 

J M P N A .d z. 
porém fM PW A . d7, lie também a folidez da unha , que 

, , 2 . i> * 
temos achado — ~ a2 b; logo, advertindo que a — , 

3 ^ 

teremos fMPN A . z d z ^ — f M P N A 
«a J a a 

. (M 
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^M P N A . ~ — d .MPNA) : mas por outra 

parte hc d.MPNAzz —2yd*-, logo fM PN A.xdx 

ízMPNA. ~ + f x i d x V (aa-xx) — MPN A. — 

i — i 
~ — x ( aa->x>O z H— a2 ^ C D M P. O valor def-

4 4 

te integral tomado para todo o folido dará a? . AMD j 
8 

— • ' a 1 

logo G G ' s " A M P ~ 1 - ' ~ A M D ~ Í - d í 
xõ a x 6 

quarta parte da circumferencia, que defcreveria o raio E A. 

D.-fte calculo fe tira C G' : G'G :; — : : : a : ; 
8 16rt 2 

Jogo o centro de gravidade G eftá na reíta C G K, condu-
zida do centro C para o meio K da linha A E. E com efr 
feito efta refta r>aífa por todos os centros particulares de 
gravidade das fecções rectangulares M tn N n, que forma» 
a unha ; logo deve paliar pelo centro commum de gra-
vidade de todas ellas, que he manifeftamente o centro 
de gravidade da mefma unha. Affitn para o determinar, bafta 
tomar CG' igual aos tres oitavos da quarta parte da cir-
cimferencia da bafe , e tirar pelo ponto G' huma per-
pendicular á mefma bafe , a qual cortará a linha C K no 
centro procurado G. 

142 Por tudo o que até aqui temos expendido , eftá 
claro , que naõ hí l inha, nem fuperficie , nem folido al-
gum, cujo centro de gravidade fe naõ poffa achar, to-
das as vezes que tivermos a fua equaçaô. Naõ fuccede po-
rem o mefmo, quando hum folido^ por exemplo , he de 
tal forte irregular , que naõ póde«*alcular-fe o feu vo-
lume , fenaõ approximadamente •, porque entaõ naõ pode-
remos também confeg Jir para o centro de gravidade , maií 
do que huma determinaçaõ mais , ou menos approximada, 
conforme a do volume. 

Para iffo conlidefamos o folido dividido em partes tais, 
que poífaõ reduzir-fe fem erro feníivel aos folidos prif-

maticos t 
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matícos, ou a quaifquer outros corpos geometricos , cu-
jo centro de gravidade nos he conhecido. Feita efta re-
foluçaõ , tomamos a foma dos momentos de todas as par-
tes em ordem a hum plano determinado , e a dividimos 
pela foma das mefmas partes, ifto h e , pelo volume do fo-
lido , para conhecermos a diftancia do centro de gravidade 
ao mefmo plano. 

E fe o corpo na6 for fymmetrico , repetiremos o mefmo 
calculo a refpeito de outros dous planos perpendiculares 
entre l i , e ao primeiro , a fim de determinarmos ao me-
nos proximamente o centro commum de gravidade. Para 
conpenfarmos a falta de exacTidaÕ neftes refultados, ferá 
conveniente , que entaó confideremos o centro de gra-
vidade , na6 já como hum ponto mathematico , mas co-
mo huma pequena esfera defcrita do ponto achado como 
centro, ecom hum raio tanto mais jequeno, quanto for 
mais approximado o calculo , que fegundo as differentes 
circumftancias houvermos praticado. 

Ext ratio de outro me th o do para determinar os 
centros de gravidade. 

I 4 j VT As Menlorias da Academia Real das Scien-
.LNI cias fe acha hum methodo muito fimples , 

pelo qual fe defcobrem geralmente todas as formulas, já 
calculadas para os centros de gravidade. Como he r.aõ fo-
mente agradavel , mas também inftru&ivo , o chegar aos 
mefmos refultados por caminhos differentes , indicaremos 
aqui o que M. Clairaut traçou em huma pequena Me-
moria, que fe contêm no volume de 1731. Eifaqui o fun-
damento. 

O centro commum de gravidade de dous corpos fe acha 
dividindo a linha , que ajunta os feus centros particulares de 
gravidade, na rafaõ inverfa dos feus pczos. 

Suppcfto elle principio, confidera o Autor em qual-
quer fuperíicie hum dos feus elementos infinitamente 
pequenos, e tomando o feu centro de gravidade , como 
he fempre muito fácil , fuppoem conduzida huma recla 
defte ponto para o centro de gravidade procurado.Depois d i -
vide efta linha na rafaõ inverfa dos pezosda fupcrficie inteira 
e do feu elemento donde tira a formula dos centros de 
gravidade de todas as fuperficies. Ex-
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Exemplos. 

I. ^ Eja qualquer curva MAM ( Fig. f r . ) , dividida 
^ igualmente em duas pelo eixo AP. He claro , que 

o feu centro de gravidade deve achar-fe na linha AP : 
fupponhamos , que em G. O feu elemento MmmM tem o 
centro de gravidade no meio de PP, e por fer Pp infinita-
mente pequena , pode fuppor-fe em P. Seja g o centro de 
gravidade da ftiperficie MAUI , e confegUÍntemente Gg * 
difterencial , ou fluxaõ de AG : Fazendo AG — u , AP = * , 
PM — y , teremos Gg ( du ): g P , ou GP (,r — u):: MmmM 
(2 M c ) : MAM ( 2 fydx ) ; donde fe deduz dufydx zz xydx 
—» uydx, ou «yíiv + dufydx s } cujo integral «jyáx 

fxydx 
fxydx nos dará u — AG z z - — ( n . IIO .) . 

/ y dx 
II. Seja qualquer efpaço APJW comprehendido entre i 

abfciffa A P , a ordínada P M , e o arco AM ( F i g . 52. ). 
Pergunta5-fe as formulas do feu centro de gravidade. 

Supponhamos primeiramente, que efte efpaço varia de 
huma quantidade infinitamente pequena MmpP , cujo cem» 
tro de gravidade O eftará no meio de PM. Depois fuppo-
nhamos que o efpaço propofto APM tem o feu centro de 
gravidade em qualquer ponto G , e conduzamos a refla 
GO. O centro procurado deve eftar em hum dos pontos g 
defta linha. 

Para determinarmos efte ponto, dividiremos GO de ma-
neira , que feja Gg : gO : : MmpP : APM ; e depois diffo 
abaixando fobre AP as perpendiculares GG', gg', e con-
duzindo GR paraliela a AP,teremos Gg : gO , ou Gg : GO : i 
G'g': G'P' MmpP ; APM. 

Suppondo pois AG' := u , GG' S= t , AP zz x , PM — yt 

ferá G'g' ~ du , gb zz dt} Pp zz dx, PO — e tere-

mos na proporçaô precedente Gg : GO :\du:x — u:: ydx: 
fxydx 

fydx ; donde concluiremos igualmente u zz A G ' — • 
Jy dx 

Ifto pofto, os triângulos femelhantes Ggh, GOR daráS 
Gb : GR: : gb QR , ou algebricamente du : x — u : : dt : 

— y >- t :: y ix : fy ; logo i t f y dx tz ~ yy d x 
2t Z 

t» 
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t y d x , ou dt f d x -H-t y dx — — y y dx ; e integrando, 
2 

t f y dx ~ ~ f y y dx. Donde finalmente concluiremos t zz 
1 

, - f y y d x 
~~ —r—J ( m í-

fyàx 
III. Seja AM hum arco de qualquer curva ( Fig. f?. )-

Devemos achar as formulas neceflarias para determinar ge-
ralmente o feu centro de gravidade. 

Seja G o centro procurado, e M o do elemento Mm; 
divida-fe MG em hum ponto g na rafaõ de Mm a AM \ 
conduza6-fe as parallelas, como na figura precedente, e 
confervando as mefmas denominaçoens , teremos Gb : GR ; 
£ b : MR , ou du : x —u : : dt : y — t , e Gg : GM : : 
G'g': G'P : : Mm : AM ; logo du : x — a : : ds : s, e dt: 

fxds 

y ~t : ds : s ; e confeguintemente u — Ag' — —-— , 

f y d s e t — GG'~ , formulas perfeitamente femelhantes 
s 

ás que já achámos ( n . io(>. ). 
Seguindo o mefmo methodo , na5 pôde haver diffi-

culdade em calcular as formulas, que determinaõ o centro 
de gravidade dos folidos. 

dpplicaçoens da Theorica dos centros de gravi-
dade. 

A Theorica dos centros de gravidade naõ he de pura 
efpeculaçaõ , como muitas outras. Serve para expli-

car muitos phenomenos da natureza , principalmente os 
que dizem refpeito á eftabilidade dos corpos. Por iífo fe-
rá conveniente, que ajuntemos aqui algumas illullraço-
ens, que lirvaõ de bafe a eftas applicaçoens. 

144 Por quanto o centro de gravidade he aquelle pon-
to único , onde todo o pezo de hum corpo fe acha reuni-
do para o follicitar ao movimento , eftá claro que naõ pó-
de o corpo pôr-fe em quietação , fe naõ for fuftentada a 
feu centro de gravidade. Como porém naõ he poflivel 
fullentallo i®medutamente3 naõ podemos efperar que hum 
i corpo 
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corpo fe ponha em equilíbrio , fenaõ no cafo de fe achar 
o centro de gravidade na linha vertical , que palfa pelo 
ponto que o fuftenta. 

Suppondo pois, que qualquer folido BB ( Fig. 54. ) eftá 
fufpendido no ponto C , ou fuftentado no ponto A , r.aõ po-
derá haver equilíbrio , nem quietaçaõ por confeguinte , 
fe CG , ou AG na5 eftiverem na vertical, que paffa pelo cen-
tro de gravidade G. Em todos os outros cafos haverá o feu 
•effeito a gravidade , fem que nada fe opponha á fua acçaõ, 
de maneira que a deflrua ; e refultará huma efpecie de ro-
tação. Mas quando o ponto de fufpenfjô , ou de fuftenta-
ça6 for verticalmente oppofto á direcçaõ do centro de 
gravidade , todo o esforço com que elle he follicitado ao 
movimento ferá aniquilado , e terá lugar o equilíbrio. 

i4f Reciprocamente: Todas as vezes que qualquer cor-
po eftiver em equilíbrio, concluiremos que o feu centro 
de gravidade he fuftentado por huma linha vertical. Af-
íim , para determinarmos de hum modo fimples o centro de 
gravidade de qualquer folido , pollo-hemos em equilíbrio 
fobre a efquina de hum prifma triangular , e notaremos 
fobre a fua fuperficie a linha de interfecçaõ que ella faa 
com a efquina do prifma. Depois, tornai emos a pollo em 
outra íituaçaõ fobre a mefma efquina , de forte que igual-
mente fique em equilíbrio , e notaremos outra linha como 
a precedente na mefma fuperficie. Eftas duas linhas fecru-
zaráõ em hum ponto , do qual imaginaremos huma perpen-
dicular conduzida para a profundidade do corpo , e eífa 
palfando pelo centro de gravidade moftrará a direcçaõ, 
pela qual he neceílario fufpender, ou fuftentar o corpo , 
para haver equilíbrio. 

Em falta de prifma triangular , podemos fervirnos da 
borda de huma meza , fobre a qual poremos o corpo , de 
maneira que efteja proximo a cahir , e notaremos com hum 
Japis a linha do contado. Depois tornaremos a pollo em íi-
tuaçaõ obliqua á primeira , mas igualmente proximo a ca-
hir , e teremos outra linha que fe cruzará com a primeira. 
O mais he fácil de fe entender. 

Também pode fufpender-fe o corpo por qualquer dos 
feus pontos, e depois de eftsr em quietaçaõ fuppoem-fe 
huma vertical conduzida pelo ponto de fufpenfaõ a travez 
do corpo. Tornando a fufpendello por outro ponto , ima-
gina-fe outra vertical, que vai cortar a primeira, e o cen-

tro. 
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tro de gravidade fe achará fempre no ponto do concurfo. 
146 Examinemos agora a condição do equilíbrio , quan-

do hum corpo he fuftentado por dous pontos. He neceífa-
rio , em geral , que todo o esforço do feu pezo feja def-
truido pela reíiftencia dos dous pontos de fuftentaçaõ. Po-
re'm iíTo naõ pôde ter lugar , fenaõ quando o centro de gra-
vidade eltiver no plano vert ical , que pafla. pelos ditos dous 
pontos. Em qualquer outra fituaçaõ , naó feria o corpo em-
baraçado de girar ao redor do eixo, que repoufa fobre os 
dous pontos de apoyo , antes ao redor delle faria ofcillaço-
ens innumeraveis , fe a fricçaõ, e a reíiftencia do a r , naõ 
o reduziífem finalmente á fituaçaÕ, que convém ao equi-
líbrio. 

147 Nefte cafo na«õ he difficil de determinar a carga 
refpedliva dos dous pontos , em que o corpo fe fuftenta. 
Seja G o centro de gravidade de hum corpo , cujo pezo 
fe confidera todo concentrado nelle , e aftuando pela di-
recçaõ perpendicular Gg ( F i g . $>. ). Refolva-fe efta po-
tencia em outras duas parallelas Aa , Bb que paífem pe-
los pontos A , B \ e conduzindo qualquer refla agb , cu-
jas partes feraô conhecidas, far-fe-haõ eftas duas propor-
çoens: aí he para bg como o pezo total do corpo pa-
ra a parte que fuftenta o ponto A , e a b he para ag co-
mo o pezo do mefmo corpo para a carga do ponto B. 

14S Se hum corpo for fuftentado por tres pontos A, B ,<7 
( F i g . ), que naõ exiftirem em linha reila , ferá abso-
lutamente immovel ; e neífe cafo poderemos calcular pelo 
methodo feguinte a carga de cada hum dos pontos , eia 
que fe fuftenta. 

Imaginemos hum plano ABC , que paífe pelos tres pon-
tos dados , c encontre em G a vertical Gg conduzida pe-
lo centro de gravidade. E chamando G o pezo do corpo, 
e A ,B, C as cargas refpeílivas dos tres pontos dados , 
refolvamos a potencia G em outras duas, que paífem por C, e 
por D i e teremos primeiramente 

J)C:G-.:DG:C- — G :: GCD - — G. 
DC DC 

Depois refolvendo a potencia D em outras du3S, que 
paliem por A , e por B , teremos 

GC AD.GC . DB.GC „ 
A B : Í K G : : A D : B ~ Ã B J C G::DB:A-ÃtíjTc * 

0 
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O mefmo refultado fe podia confeguir , imaginando douí 
planos verticais que deixaífem para huma mefma parte 
os tres apoyos , e o centro de gravidade. Porque entaõ, cha-
mando a , b , c, g as diftancias dos apoyos A , B , C e do 
centro de gravidade G a hum dos planos , e a', b' c', g' as 
diftancias refpectivas ao outro , teríamos as tres equaçoens 
.feguintes 

Aa +Bb Gg 
Aíi' -t- Bb' + Cc' r= Gg' 
A B + C = G , 

pelas quais facilmente fe determinariaõ os valores de i , 
£ , C. 

149 Mas, fe o corpo eftiver pofto fobre hum plano ho-
rizontal, quais devem fer as condiçoens do feu equilíbrio ? 

I. Se elle naõ aífentar fobre o plano , fenaõ por huma 
das fuas extremidades, ferá neceífario que a vertical que 
palia peio centro de gravidade G, palfe também pelo ponto de 
contaílo C (Fig.?7.) . Faltando efta condição, cahirá necefla-
riamente o corpo para a parte da dita vertical ; e ao con-. 
trario , fendo a vertical dirigida ao ponto C , deve o cor-
po ficar em defcanço , porque a força que o follicita ao 
movimento por elfa direcçaõ he deftruida pela oppofiçaS 
diametral do plano , e por outra parte naõ ha mais rafaõ pa-
ra canir para huma parte do que para a outra. 

He verdade , que o menor aballo do plano , que o mais 
leve affopro pôde defordenar efte equilíbrio , principal-
mente fe o corpo tiver altura coníideravel , e affentar fo-
bre huma ponta muito aguda. Mas he , porque entaõ hu-
ma potencia eftranha , por pequena que feja , vem ajuntar-
íe cora a da gravidade , e follicita o corpo por huma no-
va refultante ; circunftaucia, de que prefciudimos aqui. Con-
cluamos pois , que para eftabelecer o equilibrio de hum 
corpo fobre huma das fuas pontas , he nelfario que efta 
ponta , e o centro de gravidade eítejaõ na mefma vertical. 

II . Se o corpo affentar fobre qualquer plano por huma 
das fuas faces , he neceffario para o cafo do equilibrio que 
a vertical GC ( Fig. ç8. ), que pada pelo centro de gra-
vidade , palfe também por algum dos pontos da bafe , e de 
outra forte cahirá o corpo para a parte da mefma vertical. 

Defte modo he , que as muralhas fe fuftentaõ perpendi-
cularmente ao horizonte , ainda que as pedras naõ eftejaõ 
ligadas entre ã , com tanto que eftejaõ bem a prumo. Naó 

por 
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podefáS cahir já mais , em quanto a vertical, que palfa pe-
lo feu centro de gravidade fe apoyar fobre a bafe; e por 
eífa rafaõ aeftabilidade dos edifícios depende muito da grof-
fura dos alicerfes. 

Efta eftabilidade ferá também tanto mais fo r t e , quan-
to as paredes forem menos elevadas , fendo todas as mais 
coufas iguais. Porque fe forem de altura coníideravel , a 
«lais leve inclinaçaõ fará cahir facilmente fóra da bafe a 
vertical , que palia pelo centro de gravidade. E por iffo 
ferá inevitável a ruina, fe á força de argamalfa , de ga-
tos de ferro , e de outros meios femeihantes, naó fe op-
pufer huma reliftencia proporcionada ao esforço -da reful-
tante. 

Supponhamos com effeito , que he GC ( Fig. ) a ver-
tical, que paífa pelo centro de gravidade •, e refolvamos o feu 
esforço em outros dous, hum GF ao longo do muro, e o 
outro GE perpendicular ao mefmo muro. O primeiro fe-
iá deftruido pela reliftencia dos alicerfes , e o fegundo naõ 
o pôde f e r , fenaõ pelo ligamento dos materiais ; porque 
entaõ faz a parede as vezes de huma alavanca , tanto roais 
favoravel ao esforço GE , quanto mais inclinada. Será lo-
£0 necelfaria em A huma refiftencia tanto mais f o r t e , 
quanto for o edifício menos a prumo ; por onde fe faz 
palpável a utilidade dos alicerfes profundos, e bem alfen-
tados. 

150 III. Se o corpo a(Tentar por muitas faces fobre hum 
plano horizontal, fera necelfario para haver de fuftentar-fe , 
que a vertical, que palfa pelo centro de gravidade, pafle tam-
bém por qualquer das faces, ou por entre el Ias , de forte 
que lhe naõ fiquem todas para huma mefma parte. Fal-
tando eftas duas condiçoens , naõ pôde a refultante re-
folver-fe em tantas potencias parallelas , quantos faõ os 
pontos do contacto ; logo naõ ferá deftruida totalmente , e 
por confeguinte cahirá o corpo fobre o plano , que o fuf-
tenta. 

Seja , por exemplo , o corpo Aí apoyado fobre hum pla-
no horizontal em A , e B (F ig . 60.) . Para que elie fe 
conferve em equilíbrio , he necelfario que a vertical con-
duzida pelo feu centro de gravidade palie por hum dos 
pontos da linha AB. Se eftivefíe apoyado em A , B , C, 
feria necelfario que a mefma vertical naõ cahifie fóra do 
triangulo ABC ( Fig. 61. ) ; e fe A , B , C, foliem quaif-

quer 
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quer fuperficies que ferviíTem de bafes ao corpo N, pelí 
mefma rafa5 feria neceffario que a vertical fobredita na5 
cahilfe fóra da figura triangular formada pelas tangentes 
das tres bafes. 

i y i Imaginemos agora huma malTa da forma AGB ( Fig.* 
62. ) , que fegundo as condiçoens que acabámos de expor, 
efteja em equilíbrio fobre as duas bafes A e B , e fup-
ponhamos que tem o centro de gravidade em G. O feu 
pezo obrará pela vertical GC , e forcejando por feparar pa-
ra a direita e para a efquerda as partes , que fe oppoem 
á defcida do ponto G , empregará toda a lua energia em 
precipifar-lhes a queda. Logo,feo corpo for tlexivel até hum 
certo ponto , o esforço do centro de gravidade o fará do-
brar , até que a reliftencia das partes laterais fe opponha 
a novos grãos de iufiexaõ ; e entaõ tudo fe pairará, como 
fe o corpo fe tiveffe tornado perfeitamente duro. 

Saõ muito frequentes 03 exemplos , que nefta parte ve-
mos na natureza ; porque todos os corpos tem hum certo 
gráo de flexibilidade, ou maior, ou menor. Nas cordas fo-
bre tudo obfervamos efte phenomeno •, e por ifto naõ podem 
jamais efténder-fe exaftamente em linha refta em qualquer 
fituaçaõ , que naõ feja a vertical. Por mais força que fe em-
pregue , fempre confervaó certa inflexão , que principal-
mente fe mmifefta nomeio delias. As mefmas vigas, por 
pouco que fejaõ compridas , e carregadas , fe encurvaõ e 
abatem fenfi/èlmente no meio , quando apoyaõ fomente 
pelas extremidades •, e por ido he muitas vezes neceflario 
efcorallas com pontaletes , para prevenir a ruptura. 

A eftabilidade , e iirmeza de hum corpo , aflentado fobre 
hum plano horizontal, depende , como temos dito , da pofi-
çaõ da fua refultante a refpeito do plano , que o fuftenta. 
Logo , quanto mais fe chegar efta refultante para o centro 
de gravidade das fuperficies , pelas quais affenta o corpo, 
tanto maior ferá a firmeza; e pelo contrario , quanto mais 
fe apartar do mefmo centro , tanto ferá maior o perigo de 
cahir. 

Ifto he o que todos os dias experimentamos deinnume-
raveis maneiras differentes. Quando eftamos em pé , e beni 
direitos , a vertical conduzida pelo noffo centro de gravi-
dade paífa exa&amente por entre os noffos pés 5 vertical, 
que em particular fe chama linha de direcção. Quando ca-
minhamos , quafi todos os nollos movimentos fe ordenaõ * 

çoa-
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feonfcrvsr efta linha na mefma pofiçaõ e quando nos fuften-
tamos fobre a ponta de hum pé , he necelfario que a reful-
tante venha a paliar por efte pomo de apoyo. Em geral na6 
podemos jamais cahir , fenaõ quando a linha de direcçaõ 
deixa todos os pontos , em que nos eftribamos , para huma 
mefma parte. 

Quando levamos em huma maõ algum pezo confidera-
vel , o noífo centro de gravidade muda de lugar , e con-
feguintemente a linha de direcçaõ o muda também , e nós 
fentimo-nos arrebatar para a parte do pezo que levamos. 
Entaõ naõ nos he ts6 livre o andar ; e f e o pezo he grande, 
corremos rifco de cahir. Se pela maior parte prevenimos 
eftas quedas , he porque ufando de hum mechanifiv.o tanto 
mais admiravel , quanto mais naiural , mais pronto , e me-
nos penofo , fazemos bem de preíla tornar para a parte con-
traria o centro de gravidade , eílendendo fimpiefmente O 
Outro braço. Quando queremos caminhar levando da direi-
ta e da efquerda pezos iguais , he-nos mais fácil á porque 
pezos iguais de huma e outra parte nsõ altéraõ a linha de 
direcçaõ , e o centro de gravidade naõ fatiga defigualmen-
te as partes do nolfo corpo. 

Para trepar ao cume de hi ma montanha efcarpada j in-
clina mo-nos para diante , apoyando fobre as pontas dos pés * 
afim de contrabalançar 0 [ ezo do corpo que nos follicita 
para traz: e pela rafaõ contraria, apoyamcs fobre cs calcanha-
res , quando defcemos. Em geral , os r.olfos movimentos 
particulares, e a fricçaõ fobre tudo , contribuem grande-
mente para modificarmos os effeitos do noíTo pezo , e para 
conlervarmos huroa eftabilidsde conftante 110 meio de tudo 
o que tende adeftruilla. Mas a experitncia, e a habitta-
çaõ enfinaõ mais nefta parte do que tcdos os livros de 
Mechanica juntos. Vede a deftreza , com que os borlantins , 
e os grumetes , guardaõ pontualmente o equilíbrio, eçi fitua-
çoens difficultofas, onde os mais hábeis Mechanicos fe acha-
liaõ muito embaraçados. 

Do movimento r.niferme dos centros de 
gravidade. 

JSi C Eja hum fyftema qualquer de corpos perfeít»-
O n;en:e l ivres. que naõ fendo ligados de fór-

&ii a ^mna entre fi poflíõ obedecer ás impulfõts ? que fe-
Jf para -
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psradamerue fe lhes derem : perguntafc qual ferá o mo-
vimento do centro de gravidade de todo o fyftema, fe ca-
da huma das partes fe mover com lmma velocidade par-
ticular. 

Bem fe vê nefte cafo, que o centro de gravidade de-
ve mudar de fituaçaõ, e mover-fe á medida que o efta-
do do fyftema varia. Aqui naõ he hum ponto fixo , e 
imnmdavel , que reúna de aiguma forte todas as forças 
de hum mefmo corpo , ou de hum fyftema cujas partes 
eftejaõ ligadas entre li. He hum ponto movei , cuja di-
recçaõ , e velocidade dependem das que tiver cada hu-
ma das partes do fyftema. 

Já fabemoS, que fendo as partes de hum fyftema to-
das animadas de movimentos iguais , e parallelos para a 
mefma parte, deve a refultante geral paliar pelo centro 
de gravidade ( n. 93. ), e obrigallo confeguintemente a 
mover-fe com huma velocidade igual , e parai leia á do 
fyftema. Logo quando muitas forças iguais , e parallelas 
attuaõ juntamente , e pela mefma direcção , fobre as partes 
de hum fyftema , o centro de gravidade deve mover-fe em 
Unha refla com toda a velocidade commua do fyftema , e pe-
la mefma direeçaõ. 

Semelhantemente , fe o centro de gravidade de qualquer 
fyftema , cujas partes forem folidamente ligadas entre f i , 
fe mover pela acçaõ de qualquer potencia, o feu movimento 
fe diftribuhá igualmente por todo o fyftema •, e cada parte 
fe movera com huma velocidade igual , e parallela d delle. 

153 Logo, em geral : Se qualquer força afluar fobre 
hum corpo , por huma direcção que pajfe pelo centro de 
gravidade , todas as partes delle fe moverão por direc-
ções parallelas d do dito centra. E para conhecermos a 
fua velocidade , dividiremos pela mafia do mefmo corpo 
a quantidade de movimento, que a potencia lhe houver im-
primido. 

Com tanto pois que ss direcções de differentes poten-
cias concorraõ todas no centro de gravidade , cu que ao 
menos paffe por elle a refultante geral das mefmas poten-
cias , o movimento do corpo ferá parallelo á direcçaõ da 
refultante , e a velocidade de cada parte ferá igual á re-
fultante dividida pela maíia do movei ; bem entendido, 
cue entaõ fuppoem-fe as partes do fyftema folidamente 
unidas entre li. 

154 Em 
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rç4 Em conformidade difto , hufquemos as proprieda-
des, que deve ter o movimento do centro de gnvidade G 
de qualquer numero de corpos A , B , C &c (Fig . <5?- ) > 
niovidos uniformemente pelas direcções parallelas aA , bB , 
(C com as velocidades refpeclivas V , V' , V". 

I. Deve efte centro mover-fe por huma r e £ f a G G ' p a -
rallela ás direções dos mefmos corpos. Porque lendo na ori-
gem do movimento a foma dos momentos nenhuma , fe el-
les fe tomarem em ordem a qualquer plano , que paliar por 
GG' , he necelfario qu« feja também nenhuma na conti-
nuação do movimento , porquanto a diftancia dos cor|*>s ao 
plano fobredito he confiantemente a mefma na hypothefe 
prefente. Acha-fe pois o centro de gravidade a cada inftante 
fobre todos os planos, que paffaÕ por GG1 •, logo naõ fe apar-
ta da l'ja interfecçaõ commua , que he a mefma linha GG'. 

II. O feu movimento deve fer uniforme. Porque lup-
pondo que ab gc feja o perfil de hum plano perpendicular 
ás direções dos moveis, teremos no principio do movimento 

(A+B-t-C ) Gg — A.Aa + B.Bb + C.Cc; 
e depois de qualquer tempo í , havendo os corpos corrido 
os efpaços V t,V' t, V" t , de forte que fe achem em A', 
B',C, o feu centro de gravidade fe achará em G'•, lo-
go tomando os momentos em ordem ao mefmo plano ver-
tical ab gc , teremos 

( A + B + C ) G'g = A . A' a B . B' b + C . C' c. 
Diminuindo defta equaçaõ a precedente , acharemos 

A.Vt + B,V't-\-C .V"t =z (AV + BV' + C V" )t. 
Logo o efpaço G G ' corrido pelo centro de gravidade he 
proporcional ao tempo ; e confeguintemente , he uniforme 
o leu movimento. 

III. A quantidade de movimento do centro de gravi-
dade he igual á foma dss quantidades de movimento de 
todos os corpos. Porque fendo n) a velocidade do fobredito 
centro , teremos ( A + B -+- C ) v = A V + B V + C V" : 
porém JI + B+ C exprime a malfa do centro de gravida-
de ; logo o primeiro membro da equaçaõ exprime a fua 
quantidade de movimento. O fegundo membro he eviden-
temente a foma das quantidades de movimento dos tres 
moveis. Logo ha igualdade perfeita entre a quantidade de 
movimento do centro de gravidade , e a foma das quan-
tidades de movimento dos tres moveis. 

F z He 
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He neceffario porém ter a advertencí.i, quando aíguffli 
dcs corpos fe mover por direcçaõ oppoíla á dos outros , de' 
tirar a fua quantidade de movimento da foma das quanti-
dades de movimento dos outros, para obter a do centro 
commum de gravidade. 

Diílo fe fegue, que fe as differentes partes de hum syf-
tema tiverem velocidades iguais , parallelas , e para a mef-
ma parte , a velocidade do centro dc gravidade deve fer 
igual á de cada huma das partes , como já diffemos. 

içy Segne-fe também , que fendo as partes de qualquer 
fyftema de corpos poftus em movimento por forças paralle-
las , deve o centro de gravidade mover-fe com a velocida-
de , que teria adquirido pela acçaõ fímultanea das ditas 
forças , fe todas lhe foliem applieadas immediatamente. 
Porque entaõ ferá a fua quantidade de movimento igual-
á foma das quantidades de movimento de todas as partes 
do fyftema. 

E dahi fe fegue em fim , que o centro de gravidade de 
hum fyftema deve ficar immovel , todas as vezes que a fo-
ma das quantidades de movimento dos corpos, que fe mo-
vem para huma parte, for igual á foma das quantidades de 
movimento dos que fe movem para a parte opi ofta. 

156 Mas que fuccederá , fe todas as partes do fyftema-
forem poftss em movimento por quaifquer potencias, qu& 
as obriguem a mover-fe por quãifquer direcções? 

Temos vifto, que toda a potencia pôde reiolver-Ce env 
outras tres parallelas a tres linhas dadas de poíiçaõ.. Cha-
memos eftas linhas X ,Y ,Z. Logo podemos fubftituir ao 
movimento de cada parte de hum fyftema outros tres mo-
vimentos parallelos a eftas linhas. E porque em virtude dos 
movimentos parallclos a X, deve mover-fe o centro de 
gravidade,como fe todas as potencias parallelas a X lhe fof-
fem applieadas imsiediatamente , e o mefmo fuccede a ref-
pei:o das potencias parallelas a ? , e Z ; eftá claro , que o 
centro de gravidade fe moverá realmente , como fe todas 
eftas forças paralieias a X , Y , Z obralfem immediatamen-
te fobre cl le, iílo he , como le elle fó fofle follicitado a 
mover-fe pela refultante.geral de todas as potencias appli-
eadas ás diíferentcs partes do fyftema. 

Logo fe a refultante geral de todas as potencias appli-
eadas ás differentes partes de hum fyftema for nenhuma , o 
centro commum de gravidade ficará immovel. 

Sup-

/ 
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Suppomos aqui , que as partes do fyftema naõ íaõ 
ligadas entre fi. Se o forem , naõ deixará de ter o centro 
de gravidade o mefmo movimento , que teria fe tod^s as 
potencias actuaífem immedistamente fobre e l l e , como fe 
verá na Dynamica. 

Dos centros de gravidade, e dos eixos de equi-
líbrio , fendo a gravidade variavel, e con-

correndo todas as Juas direcções 
hum mefmo ponto. 

157 Q E a acçaõ da gravidade foííe por toda a parte 
a mefma , e fe as linhas de direcçaõ foliem exa-

ílamente parallelas , naõ haveria nada que ajuntar aos prin-
cípios , que temos eítabelecido , para determinar os centros 
de gravidada Mas as direcções da gravidade concorrem 
todas no centro da terra , e a fua força dim/nue na rafaõ 
inverfa dos quadrados das diftancias ao mefmo centro , co-
rno fe nioítra naõ fomente pelas obfervações , mas tambeni 
pelo calculo. E por eífa rafaõ deveremos ajuntar alguma 
coufa á theorica precedente , para a fazermos completa. 

Os feus refultados com tudo naõ produzirão erro f;n-
fivel, em quanto a mefma theorica fe applicar a ufos fe-
nielhantes aos que temos referido circunftanciadameute. 
Bem fe v ê , que em hum mefmo corpo , ou fyftema de 
corpos, tais como nós os temos coníidersdo , todas as par-
tes gravitaõ por linhas parallelas, e com huma energia , 
que pôde fuppor-fe igual fem erro fenlivel. Por eífa rafaõ 
podemos fervirnos das formulas demonftradas nos artigos 
precedentes, para determinarmos o centro de gravidade 
em cafos femelhantes. 

Mas para reduzirmos efta theorica á hypothefe, que ver-
dadeiramente tem lugar na natureza , molharemos agora o 
methodo de determinar os centros de gravidade , ou para 
dizer melhor os eixos de equilíbrio , na fuppoliçaõ de con-
correrem as direcções dos graves em hnm ponto deter-
minado. 

158 Seja pois C o ponto do concurfo (Fig. 64.) , e fe-
jaÕ M , M', M" quantos pontos materiais fe quizerem , 
£tuados porém no mefmo plano que o centro € ; e fuppo-

nhamo», 
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nhamos, que. a acçaõ da gravidade lhes imprime em hum 
inftante quantidades de movimento dirigidas para o mef-
mo centro , e reprefentadas por M m , M' m1, M" m" . 
He manifefto , que a fua rçfultante ferá necellariamente 
dirigida para o mefmo ponto C , e que a direcção delia 
ferá conhecida , fe acharmos o valor do angulo ACR, que 
eila fórma com qualquer re<fta C A dada de pofiçaõ. 

He também evidente , que lendo fuftentado qualquer 
ponto delta refultante, por huma força diametralmente op-
pofta , todo o fyftema fe fuftentará igualmente , e que efte 
equilibrio fe confervará naó fomente na fituaçaõ actual do 
fyftema , mas em todas as lituaçõcs que pôde ter , fazen-
do huma revoluçaõ ao redor da linha CR ; e por ilfo da-
mos a efta linha o nome de eixo de equilíbrio. 

Como nas differentes fituações de hum corpo naõ paf-
fa fempre o eixo de equilibrio por hum mefmo ponto del-
le , pôde dizer-fe que entaÕ naõ tem centro algum de gra-
vidade. Nefte cafo fomos reduzidos a indagar o eixo de 
equilibrio , e o pezo do corpo , os quais ambos variaõ á 
medida que varia a diftancia ao centro. 

159 Supponhamos pois, que a gravidade aítua na ra-
faõ direita da diltancia , de maneira que fendo g a velo-
cidade que communica aos corpos na diftancia a do cen-

g x 
tf0 C ( Fig. 64. ) , feja — a velocidade communicada na 

íl 
diftancia Entaõ a velocidade, que receberá o ponto M, fe-

0 p 
rá — CM, e a fua quantidade de movimento ferá - C M . M ; 

a a 
g 

logo teremos = - C M . M , e pela mefma rafaõ 

U ' m ' = ~ C M ' . M ' , e W m " - ~ C M ' ' . M " . 
a a 

Sejaõ agora duas reítas quaifquer C A , CB perpendicu-
lares e n t r e i , e refolva-fe cada força Mm em outras duas 
M p , M q parallelas refpeílivamente ás ditas reítas. A re-
fultante de todas as forças parallelas aC A ferá =: M q -+• 
M' q' -t- M" q" ( n. 63. ) , e a refultante das forças paral-
lel.is = + M" p". E porque jí fabe-
mos, que a.refultante geral R C deve paffar pelo ponto C, 
naó temos mais que tomar CR'— M q + M'q'+ M'1 q", 
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e C R " r iM || + M' f>' + a fim da podermos com-
pletar o reélangulo R' R" , que determinará o valor, e a 
direcçaõ da refultante procurada ; e por confeguinte conhe-
ceremos o eixo de equilíbrio , e o pezo do fyftema. 

Ifto pofto , os triângulos femelhantes daraõ C M : M m , 

ou C M : — C M . M , 011 a: gM : : MP: M p ~ - - -
a 

l M. MP g M.C P t 
: : CP : m p ~ - Logo teremos 

C R' = 1 ( M . C P + M'. C P" + M" . C P " ) , 
CL 

C R" =: — ÍM . M P 4 M'. M> P' 4- M" . M" P" ); 
a 

RR' n si 1 M-MP*M.M'V' + M" .M"P" 
ggr ^ t«*g RCR'~z + M, à p, + M„ :c p„ ; 

formula , que finalmente dará fempre a conhecer a pofi-
ca5 do eixo de equilibrio na fuppoíiçaõ precedente. 

Sendo G o c.-ntro de gravidade no cafo das direcções 
parallelas , teremos eftas duas equações ( n. 97. ): 
(M+M' +M") GG' =zM.MP +M'. M'P'-hM". M"P". 
OW-4-AT + .M'O CG^M.MQj-M' .M'£-t-M".M"Q". 

GG1 RR' . ' 
Logo —— j r j j - j , « confeguintemente o ponto G fe acha 

na reíla C R , e o eixo de equilibrio C R pifla pelo centro 
ordinário de gravidade. O mefmo fuccederá em qualquer 
outra íituaçaõ do fyftema. 

Logo na hypothefe prefente , ainda que a gravidade fe-
ja dirigida para hum ponto fixo , e que a fua força crefça 
proporcionalmente ás diftancias do mefmo ponto , naõ dei-
xara'õ por ilfo os eixos de equilibrio de paffar todos pelo 
centro de gravidade , como fe a força da gravidade foíTe 
conftante, e as fuas direcções paralfelas. Somente o pezo 
do fyftema variará, fegundo as differentes lituações. E fe 
naõ demonftramos efta notável propriedade, fenaõ no ca-
fo de fe achar todo o fyftema em hum plano , que palie 
pelo centro das forças, he porque com os princípios , que 
havemos expofto, pôde facilmente extender-fe a deraonftra-
aÕ ao outro cafo. 

160 Exceptuando efta primeira hypothefe da gravidaie 
dire-
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direitamente proporciona! ás diítancias do centro das for-
ças , em todas as mais naõ pôde fer o centro de gravidade 
hum ponto iixo , mas ferá variavel fegundo as polições d i -
verfas do fyftema ; e por ilfo ferenios entaõ obrigados a 
tufcar o eixo de equilíbrio , e o pezo do fyftema para ca-
da huma das fituãçqes diíferentes , que tiver o mefmo fyf-
tema. Mas para reduzirmos as noíTai indagações á hypothe-
fe , que parece fer geralmente a da natureza , fupporema? 
aqui que a gravidade obra fobre os corpos na rafaõ inver-
fa do quadrado das diítancias ao centro das forças. 

161 Sendo pois g a velocidade, que a força central pô-
de imprimir em hum inftante em qualquer parte do fyf-
tema , fituada na diftancia / do centro C ( Fig. 64. ) , fe-

g f f 
rá a velocidade, que a mefma força no mefmo inftan-

xx 
te deverá imprimir em qualquer outra parte, que eítiver 

. I I z f f 
na diftancia X; porque he — . 

f f xx xx 
g f f . M Ifto pofto , teremos Mm — — , M'm' =3 

' MC* ' 

ÍIL-M' *A» »~ZFF-M" R • 
^ r Õ T ' M 171 = ' M"C~> e P° r confegumte 

.M.CP M '.CP' M".CP'\ 

, , / M . M P M'. M1 P' M".M"P'\ 
& V M Cf M'C> M"C> J 

Logo a tangente do angulo A C R , que faz o eixo de equi-» 
librio RC com a linha CA, fe achará pela equaçaõ fe-
guinte 

M . M P M'. M'P' r M". M"P" 

MCi * M'C> * M"Çi . 

tang ACR — M CP m' . C P' . ~mP . C Pff__ 

JMCi + M'C> * M"C> 
E o valor da refultante R C , ou da força neceífaria a cada 
inftante para fuílentar o fyftema pelo feu eixo de equilí-
br io , fe determinará, fazendo ufo da expreffaÕ feguinte. 

RC 
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rr.S-r/M.CP M'. CP' M".CP"s = 

f M. MP M'. M'P' M" . M"P" y -j 
+ \ Md f M'Ci + M" C ) J * 

Temos pois determinado naõ fomente a poliçaÕ do eixo de 
equilíbrio , mas também o valor da refultante , iíto h e , o 
pezo do fyftema. Porém fuppomos ainda, que todos os pon-
tos graves do fyftema eltaõ no mefmo plano com o cen-
tro das forças. 

162 Sendo , por exemplo , dada a linha refta AB , per-
gunta-fe qual he o feu eixo de equilíbrio (Fig. 65.) . 

Seja C o centro das forças , e tendo por elle conduzi-
do a reéta E D parallela a A B , de qualquer ponto M to-
mado em XB fe tire huma perpendicular MP fobre ED. 
Tomando pois hum elemento infinitamente pequeno Mm, 
teremos, como acabamos de moftrar, 

CR 
CP . Mm „„ r MP. Mm 

1 T ^ ^ * R ' ~ t > í f \ — M c T -
E fazendo CP — x , PM = b , MC zz % , e o angulo MCP ~ 
£p, teremos 

CR 

T, - J ^ — b d(L> Porem x =2 — — - , * b cot ® , e d x — — Z. • 0-
fcn Q ' r fen (p* ' 

— X dx d (D cof (D „ go - . O integral deita exprelfaõ he 
x* b 

ri (fen <p •+• C ) ; e fendo tomado de B até A , ferá -i 

(.fen AC D —fen BC D ). Do mefmo modo —. zz 

~ d Q fen Cp, cujo integral ( C — cof(p ), fendo toma-

do de B até A , he j ( cofB CD— cof A CD). Logo 

CR' ~ ^~~(fen AC D—< fen B C D~) t 

Z f f 
RR'~ cof B CD - cof A CD): 

» Mas 
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Mas por abbreviar, chamemos A , B , C, os ângulos CAB, 
«• t f 

ABC ,ACB, e teremos C R ' = : ( f e n A - f e n B ) , 
g f f 

c R R' ~ —— ( co/^4 -i- co/B ) ; donde concluiremos 

„ - co/A -f- co/B X - B 
tangRC R zz - — — cot • 

/í» A — Jen B z 

Logo ferá o angulo G C R ' ~ 90° — — (A —. B ) sS 
2, 

180o — 4 + B 
• ; e tirando o angulo B C D B , ficará o 

2 

180o — A — B C 
angulo G C B si 

2 3 • 
I<5J Donde fe fegue , que o eixo de equilibrio C G de 

qualquer linha retta A B divide em partes iguais o angulo 
AC B formado pelos dous raios conduzidos do centro das 
forças para as extremidades da mefma linha propriedade 
notarvel pela fua limplicidade. 

He pois manifefto , que na hypothefe prefente o cen-
tro de gravidade G de huma re^la A B naõ eftá nem no 
ponto do meio , nem em qualquer outro ponto fixo , mas 
que deve variar conforme as pofições differentes da mef-
ma l,inha , a refpeito do centro das forças. O único cafo de 
excepçaõ h e , quando a linha girar ao redor do feu eixo de 
«quilibrio ; porque em todas as fituações, que pôde ter 
nefta revoluçaõ, he evidente que o feu centro de gravi-
dade fe conferva confiantemente no mefmo ponto.. 

O refultado , que confeguimos pelo calculo preceden-
te , prova de hum modo fenfivel , que todas as reélas 
AB ,ab ( Fig. 66. ) , comprehendidas no angulo AC B , 
tem o mefmo eixo de equilibrio C G g ; e qus o de hum 
trapézio AB b a ,. cujos dous lados concorrem no centro, 
he também a refra CG g , que divide o angulo A C B em 
duas partes iguais. 

Agora, para determinarmos o pezo da linha A B t Fig. 
) , ou a refultante C R , recorreremos aos valores de 

CR'>, R R" } que daraõ ff R - ^ [ ( e o f A J f r 

cof 
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cofB ¥ + C/Í» A -fen B ) * ] = - ^ p - \/ [ a + a »/ 

(A + B ) J = - i cofC) a / e » ~ C; 

i he a perpendicular C I7 conduzida do centro C para a re-
cta A B. 

Sendo g f f hum factor commum , que entra na expref-
faõ de todos os pezos, podemos feparallo do calculo , fup-
pondo-o igual á unidade : e o pe?o de qualquer iinha AB 

2 fen - AC B 

* * — - C B 
164 Donde concluiremos , que todas as tangentes AGB , 

*gb de hum arco D GE comprehendido entre os raios 
conduzidos do centro das forças ( Fig. 67. ) , tem o mefmo 
eixo de equilibrio , e faõ igualmente pezadas , ainda que 
de comprimentos deliguais. Também podemos concluir , 
que o pezo de huma linha infinitamente longa naõ ferá in-
finito na hypothefe prefente, como he fácil de conceber. 

1 6ç Em confequencia do que temos dito , naõ ferá dif-
ficultofo de fe determinar o eixo de equilibrio do períme-
tro de qualquer polygono. Supponhamos , por exemplo, 
que fe trata de hum quadrilátero A B CD , fituado no pla-
no do centro das forças S ( Fig. 68. ) . Conduzindo para 
todos os feus ângulos os raios -AS , B S , C S, D 5 , divi-
diremos em duas partes iguais os ângulos ASB , B$C , CSD 
por outros tantos eixos de equilibrio S a , S b , S c. 

Ifto fuppofto , todo o pezo da linha C D , que tem por 
1 fen D S c 

expreffaÕ — , pode conliderar-fe reunido no ponto 
S IC 

c, e aítuando pela direcçaõ c S. E fe o refolvermos em 
outros dous, hum pela direcçaõ cc', ou perpendicular a 
huma linha refta dada de poliçaÕ S c ' , e outro parallelo 

„ a fen DS c. cofc S c' a efta mefma linha , terá efte por valor —— ,. 
S K. 

.. zfenDSc.fencSc' „ , 
e aquelle — ... • Fazendo pois a mefma relo-

S IC 
luçaõ em todos os outros pezos, teremos geralmente 

S G' 
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zfenBS c. eofcSc' zfenCSb. cofb S í' , 
SG> — - + - - 4-

S K S Ã ' ~ 

i fen DS d. cof d S d' z fen AS a. cofaS a' 

SK'" SK" ' 

zfen DSe. fen c S c' , z fen C S b .fen b S b' 
GG' - - + -

SK ' SK1 

z fen AS a. fen a S a' zfenDS d.fen dS d1 

' s l c ' * S K ' " ' 

donde fe deduzirá a exprelTa5 da tangente do angulo G S G', 
tjue determina a pofiçaõ do eixo de equilibrio Í G ; e o 
Valor de í G, que reprefenta o pezo de todo o fyftema. 

Se todas as linhas naÕ eftivelfem no mefmo plano com o 
centro das forças, achar-fe-hia o feu eixo de equilibrio , 
feguindo os princípios que acabamos de expor. Paffemos 
a indagar o eixo de equilibrio de hum arco de qualquer 
curva. 

166 Seja o arco AMB fituado em hum plano, que pafle 
pelo centro C (Fig. 69.). Confiderando hum dos feus ele-
mentos M m , eftá claro , que a fua malTa d s péza para o 
«entro C na direcçaõ M C com huma força reprefentada 

d r 
por • Sendo pois C P = « , e o angulo MC P 3 Ç ) , 

c refolvendo a força ——- em outras duas , huma parallela 
CM. 

a C P , e a outra parallela a M P , ferá efta reprefentada 
ds d s fenty cof (D2 

P o r jTjjfi fen <7> v=t — , e aquella por - - -

ds ds cofG>i . 
—— cof iD — Logo fendo CR o eixo de equi-
C M ® * * 
librio , e o pezo do arco dado AMB, teremos 

CRl=:f r d s fen Q çofQ* _ 
J xx J xx 

167 Sendo, por exemplo , A MB hum arco de circu-
lo , deferito do centro C com o raio pergunta-fe a po-
fiçaÓ do eixo de equilibrio, e o feu pezo. 

Nefte cafo temos x — a cof<ç>, dszz—adQ', logo 

RR? 
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„ r~d(pfen(p cojq> -hC cof BCb-cof ACa 
RR / — — , 

•> a a a 

t ^ r- d OcofCp _ C> -fen <p _ fen AC a -fen BCb 

~ J < ? ~~ a ~~ a * 

ccfBCb — cof A C a BCb* AC a 
tangRC R ' =; 7 — 7 7 =• 6 fen AC a—fen BCb 2 

Donde he fácil de concluir , qse o eixo de equilíbrio C R 
divide o arco AMB em duas partes iguais , como por ou-
tra parte fe vê qné deve fer. 

Quanto ao pezo defte arco , a ftia expreffaÕ ferá - -

-i "j/" [ (cof BCb - cof ACa)2 + ( fen ACa - fen BCb)»] 

j r- zfen~ A C È 
~ (2 — 2 cof ACB)zz Logo ef-

te pezo he o mefmo que o de qualquer tangente , igual 
é corda do arco dividida pelo raio. 

i<58 Supponhamos agora, que fe trata de achar o eixo 
de equilíbrio de qualquer trapézio AabB ( F i g . 70. )» 
formado peio arco de huma curva AMB , duas ordenadas 
Aa,Bb, e huma abfcilla ab , cuja direcçaõ psfla pe-
lo centro das forças C. 

Primeiramente reflectiremos, que todas eftas linhas for-
maõ hum fyftema , cujo plano palfa pelo ponto C, e que o 
•ixo de equilíbrio do pequeno trapézio MPpm ferá o mef-
mo que o da ordenada M P , ifto he, huma redta C G que 
divide o angulo M C P em portes iguais. Sendo pois C P 

x 
— * , e o angulo M C P ~ <p, teremos C M sr "cojçff , ç 

PM — x tang Ç. E porque o pezo de M P he reprefen-

zfen~q) 
tadò por 1— } o pezo do elemento MP pm terá por 

2 fen ~ <p. d x 

Valor Porém efte pezo pôde fuppor-fe situ-

ando em G pela direcçaõ G C; logo fendo refolvido em 

outros dous, hum pela direcçaõ G P, e o outro pela dí-
rec-
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2 f e n ^ Q 3 .d* 

recçaõ C P , o primeiro delles ferá } e 0 

2 fcn±q>.cof<pdx rf„(T).dx 

fegundo 1— — ; donde tere-

mos as formulas feguintes 

/ fen <Z d * 
CR'z=, J -—-i • 

x 

RR' 
rzfeti~q>2 . d x r d x 

A— Cl-cof V) 
taugRCR'sJ * 

J f f c n c D 

169 Supponhamos em fim , qué fe trata de achar o ei-
xo de equilíbrio de huma fuperficie , cujo plano naõ paf-
fa pelo centro das forças (Fig- 71. ). 

Conduzindo do centro C huma perpendicular C A pa-
ra o plano da fnperficie propofta , faremos paffar pelo pon-
to A a liaha das abfciífas AP. E fendo PM huma orde-
nada da linha que termina a mefma fuperficie , o feu ei-
xo de equilíbrio ferá huma reéía C G que divide o angu-
lo M C P em partes iguais, e o feu pezo ferá reprefenta-

2fen~ MC P 
do por , e confeguintemente o do elemen-

C P 

zfin^MCP.Pp 
to M m p P por 

Confiderando pois efte pezo reunido em G , e aéluan-
do pela direcçaõ GC, podemos refolvello em outros dóus, 

2 fen — MCP. Pp 
hum parallelo a AC, que terá por valor —" ^ • — -

C A 
, e o outro pela direcçaõ G A que ferá r e p r e f e n t a -

2 fen^MCP.Pp G A 

do por (i p 1 — " — - - -ç-Q- • Efte pode também te* 
foi-
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iolver-fe em outros dous , hum parallelo a P A , que terá 

2. J £11 ~MCP .P p A p 
por valor ' c P *' ~U~G ' e ° o u t r o parallelo a 

2 fen^-MCP.Pp pG 

G P , que ferá reprefentado por j j p - j t q * 

Agora fazendo C A =: b , A P zz x , P M — y , tere-
mos 6' P V ( b t> + ** ) , CM = V ( bb+xxJryy^, 

CP ifen-MCP 
= , 0 / ^ A Í C P ' e C ° n f e g U Í n t e m e n t e 6 ' G . C P = 

ifeu^MCPcof.LMCP _ fenMCP 

C P* —CP1 ~ (bb 4- A-*) CjW 
Em fim C M : C P i: MG : G P , ou CJM + C P : C P : í 

Logo , fendo C l l o eixo de equilibrio , e o pezo do 
trapézio , e tirando do ponto R a reíla KH' per-
pendicular ao plano PAC , e a reíta perpendicu-
lar a C A , teremos as formulas feguintes 

CR'-f, 

' s " = / i 

by dx 

(bb + xx ) V (b b + x x -{•>^ ) 

xy dx 

(l>b + x x ) V (M + -t-./.?) 

/ Y i f > -
^VCbb+xx) f ( bb + XX +yy ) ' * 

as quais determinarás o eixo de equil ibrio, e o pezo do 
trapézio M P g^JV. 

He de notar , que cortando CR o trapézio no ponto 
T, pôde efte ponto tomar-fe de alguma forte como cen-
tro de gravidade e afltm, refolvendo em trapézios to-
das as figuras planas que nos forem propoftas, acharemos 
por meio deftas formulas os feus centros de gravidade. 

Para acabarmos com hum exemplo , em que fe veja a 
applicaçaô deftas formulas , feja AS D hum quarto de 
«irculoj que tenha o centro em A , e o raio ;=; Nefte 

cafo 
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caio ferá yy — aa — x x , e confeguintemente fe redtt* 
ziráó aá formulas precedentes como aqui fe moítra 

CR»- r !'dx,/(aa~xx) 

""" J {bb •+• xx) y(aa-t bb) 

r i r " - r x d x V ( « « - * * ) • . 
*"" J ( BB -T ** J /^L «A + BB ) 

i f [ \ R R ' ~ J { + 

x 
Para integrarmos a primeira , faremos — ^ u ^ 

e teremos a transformada CR Ct . £ « 
J \ / ( . c u + b b ) i + « » 

hiuyj*** bb) x _ A r t u + 

bb + (aa+bb)uu J VQaa + bb) 
UV ( AA + B B) _ B . . 

ARO TANG — ^ ^ - Y(<T4+ÍLJ ' 

TANG — + Are fírag - — ; . Aqui 
6 V (a a - x x ) & by(aa-xx) 

tizõ he necefftrio ajuntar confiante porque x r= o dá o va-
lor de todo o integral — o . Aflim para termos o feu valor 
correfpondente a todo o quarto de circulo , faremos x zza t 
o fendo c — j , 1415 &c teremos 

CR'>-K<" + " > ~ ' . . 1 c, 
V(AA+BB) Z 

Para integrarmos a fegunda, faremos Y(AA — XX)ZI 
7. V QAA + L> B ) , e teremos a transformada 
R'R" = FJ-^À-X, _ I / _ L H + C = 

J 1 — ZZ 2 HX 
Y( A A*- xx ) + 1 V(AA + L>B)~V(AQ — XX*) ^ £ 
V {AA + BB ) 1 V(AA+VO)+/(AA~XX) 
Fazendo pois X—A, depois X — O,E tirando o ultimO 
refultado do primeiro , teremos 

R'R"_ ~ A . J / " + + 
K ( AA JFBB B 

Em fim o integral da terceira formula he RR' 55 ^ 
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f »»V (bb + x x ) * • , , 
; ^^ quô fazendo * 

/ i , dá 

RR 
b V(aa + bi> ' 

E porque temos achado RR* — R'R", concluiremos 
que o centro de gravidade T eftá fobre o raio AT, que di-
vide o quarto de circulo em duas partes iguais. 

Pelo que pertence á diftancia AT, que he iiraal a 
AC.RR" , 
— ^ j p - , — , ferá determinada pel a formula 

A T - Í b V l r v í a a -t^b) r + ^ f - i l ã - g - . 
"" c L V[aa + bb~)~b J i 

De forte, que fazendo a = b .teremos AT ss a. l L L í 2 1 i A 
c 

f 2 / c I + K2 J - K z J tr o , 5 6 7 7 rt. Cóffltí^ já fabe-
mos ( n. i j 2 . ), que o centro de gravidade ordinário de 
hum quarto de circulo fe acha na diftancia do ponto A 

reorefentada por — . ~ a — 0,600210 a } eftes dous 
3 C 

refultados r.a5 dififerem mais que —• do raio proximamen-

te ; e a differença procede de que na fuppofiçaõ prefente 

as partes mais vezinhas do centro pezaõ mais. 
4o 2 Vi. 40 

Se puzermos b — — a , ferá AT tr a. 

41 9 ° 
^ ~ l ~ — 1 ) sr 0,191761 a. Nefte cafo fahe a d i fe -
rença muito menor , porque o centro das forças eftá mais 
diftante. Logo fe b for igual ao femidiametro terreftre, 
fendo a hum pequeno numero de palmos ou pollegadas , he 
evidente que a diferença ferá infeníivel. Em geral , fe na 
formula, que temos achado por valor de AT , fuppuzermos 
b z= OO, acharemos exaílamenté , como para o centro 

tfe gravidade ordinário , que AT — a. 
3 6 

Q SE C-
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S E C C A O I I . 
i 

DO EQUILÍBRIO NAS MAQUINAS. 

S forças, que obraõ irnmediatamente humas con-
tra outras, naõ podem eftar em equilibrio, fe 
entre ellas naõ houver perfeita igualdade. Quan-

do porém exercitaõ a fua acçaõ por meio de Maquinas, 
que favoreçaõ o feu esforço , fuccede muitas vezes que 
bem fracas potencias fuftentaõ maífas enormes. Por eftas 
invençoens Mechanicas , que igualmente fe devem á necef-
lidade , e á induftria dos homens , chegamos a aumentar, 
para o dizer afíim, ao noffo arbítrio a energia das me-
nores forças. 

170 Entre as Maquinas humas faõ ÍImples , outras com-
portas. Eftas facilmente fe entendem por aqueílas; e pi>r 
iflò bailará conhecer bem as primeiras. As Maquinas íimples 
podem reduzir-fe a f e t e , a faber : Cordas , Alavan-
ca ,. Roldana , Sarilho , Plano inclinado , Parafuzo, 
e Cunha ; e ainda poderiaÕ reduzir-fe a menor numero, 
fe algumas circunítancias particulares nos naõ perfuadiliem 
a confiderallas feparadamente.. 

Todas ellas tem o mefmo fim, que he o de favorecer 
o esforço da potencia contra os obftaculos , que por íi fó 
naõ poderia vencer mas naõ faõ todas igualmente pró-
prias para produzir elte effeito. Para avaliar a efiãcacia de 
hum as e outras, tem-fe reduzido todas ao mefmo ponto 
de vifta , que he o do equilibrio , e tem-fe procurado as 
condiçoens necelTarias em cada huma delias, para que a po-
tencia e refiítencia fe contrapezem mutuamente. Ifto he o 
que agora entramos a moftrar. 

DEpois que M. Varignon ( Nouv. Méçb. Secí. II. 

pag. pj 2 1 0 ) tratou com mui.a miudeza a 
theorica das cordas , entráraõ eftas a fer contadas entre 
as Maquinas Íimples , com o nome de Maquinas Fu-
niculares. As cordas faõ com effeito hum m e i o de commu-
nicaçaó entre differentes potencias, e delias nos fervimos 
quali fempre nas outras maquinas; rafaõ porque ferá muito 

DAS CORDAS. 

coa• 
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conveniente que principiemos efta matéria , dando a conhe-
cer os feus ufos principais. Mas a fim de eftabelecermos algu-
ma coufa fixa, feremos em primeiro lugar obrigados a fuppol-
las perfeitamente flexíveis , e naõ pez&das , refervando pa-
ra depois o coníiderallas no feu eftado natural. 

Sejaõ duas potencias A , e B applicadas á corda AB 
( Fig. 72. ) , e afluando para partes oppoftas. He manifef-
t o , que mutuamente fe deftruiráõ os feus esforços, e tica-
ráõ confeguintemente em equilibrio j fe ellas forem iguais 
entre li. Naõ ha coufa mais clara. 

171 Sejaõ agora tres potencias A , B , C ( Fig. 73. ) , 
applicadas aos tres cnrdoens AD , BD , CD , unidos no pon-
to D ; perguntaõ-fe as condiçoens neceflarias, para que to-
do o fyftema fe ponha em equilibrio. 

Reprefentemos por Da a potencia A, e por De a po-
tencia C. Entaõ, completando o parallelogrammo aDcK, 
pelos princípios já demonftrados acharemos 

I. Que a acçaõ deftas duas forças A , e C fobre o nó 
D deve fer igual á fua refultante DK. 

II. Que o fyftema naõ pôde eftar em equilibrio , fe a 
potencia B reprefentada por Db naõ deftruir o esforço da 
refultante DK ; logo he necelfario que lhe feja igual , e 
oppofta , e confeguintemente deve achar-fe fobre a mefma 
linha KÍ. Donde fe fegue que para haver equilibrio devem 
os tres cordcer.s eflar 110 mefmo plano. 

III. Que as tres potencias 4 , C , B faõ entre fi com o Da, 
De , PK. Porém D a:Dc: DK: : fsnKDC:fen a D K: 
fen aDc :: fen BDC :fen ADB : fen ADC. Logo 

A : B : C : : fen BDC :fen ADC : fen ADB ; 
Donde fe fegue , que caia huma das potencias deve fer como 
o feno do angulo comprehendido pelas direcçoens das outras 
duas. 

172 Se a corda ADC em lugar de fer atada em o nó 
D , paíTaíTe livremente por hum anel lituado na extremida-
de D da corda $D •, entaõ, para haver equilibrio, feria 
jieceifr.rio que o anel naõ pudeile correr pela corda ADC 
para huma, nem para ou tra parte ; condição , que terá lugar 
todas as vezes que a linha dividi? o angulo ADC em duas 
partes iguais. Nefte cafo as duss potencias A , C faõ iguais, 
C içremos as projorçoens feguintes. 

A; 
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A:B::ftn BBC :fen ADC :: fen - ADC : fen ADC í 4 
2t 

1 : 2 cof ~ ADC, 
2 

17Í Logo todas ss vezes que duns potencias A , C obraõ' 
huma contra a'outra por meio de huma corda ADC , que 
parta por hum ponto fixo D , he neceíTario quC para naõ cor-
rer a corda pelo dito ponto , iftohe , para haver equilibrio, 
fejaó as duas potencias iguais entre fí. Donde conclui-
remos , que duas forças applieadas ás extremidades de hu-
ma corda , que palia pelo perímetro de hum polygono , ou 
de qualquer curva, naÕ podem fer poftas em equilibrio , 
fe naõ forem iguais (Fig- 74- )• 

174 Quando houver mais de tres forças applieadas a ou-
tros tantos cordoens, ligados todos a hum mefmo nó, bufear-
fe-ha primeiramente a refultante de duas quaifquer delias, 
e feraõ reduzidas- a huma de menos. Depois continuar-! c-
ha a mefma reducçáÕ até naõ haver mais que duas poten-
cias iguais, e oppoftas ; e entaõ todo o fyftema fe achará 
em equilibrio. O mefmo feria no cafo de eltarem alguns 
dos cordoens atados a pontos fixos, e immoveis; porque o 
esforço fuftentado por cada hum deíles pontos teria lugar 
de potencia. 

17ç 3upponhamos agora ( Fig. 7?. ) , que huma corda 
ABCDH he tirada pelas forças A , E ,F , G, H applieadas aoá 
pontos A , B , C , D , H , algumas das quais podem naõ fer 
mais do que pontos de apoyo. Para determinarmos as con-
diçoens do equilibrio, e as tenfoens refpeclivas dos cor-
doens AB ,BC , CD, DH , obíervaremos , que eftándo to-
do o fyftema cm equilibrio , todas as fuas partes o deveni 
eftar também. Logo poderemos coníiderar os pontos A e C 
como fixos, e a potencia E luclando contra a reíiftencia 
delles. Para haver pois equilibrio , ferá neceíTario em pri-
meiro lugar, que a potencia E feja para o feno do angulo 
ABC, como a potencia A, ou o esforço fuftentado pelo 
ponto fixo A , ifto he , como a renfaõ do ccrdaõ AB , que 
reprefentaremos por T,AB , he para o feno do angulo ÉBC; 
e em fegundo lugar , que a mefma potencia E feja para o fe-
»o do mefmo angulo ABC , como a tenfaõ do cordaÕ BG 
para o feno do ansiulo ABE. Teremos pois • * 

E :fen ABC : :T,AB :fen EBC ::T,BC : fen ABE. 
Do mefmo modo, para que aparte BCDF cfteja em equi-

Jibrioj 
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t ibr ío, he necelfario que fe verifiquem as duas proporço-
cns feguintes 

F : feu BC D :T,BC: fen FCD : : T,CD : fen BCF . 
Em fim , o equilíbrio particular do fyftema CDHG exige 
pela mefuia rafaõ , que tenhaõ lugar eftas outras proporço-
ens 

G : fen CDH :: T,CD : fen MDG : : T,DH : fen CDG. 
De todas eftas proporçoens fe tiraráõ feis equaçoens, e 

outras tantas condiçoens do equilíbrio de todo o fyftema , 
com as quais fe determinará arelaçaõ dastenfoens de dous 
cordoens independentemente das forças E ,F ,G, e a rela-
çaÕ de duas deftas forças independentemente das tenfoens 
dos cordoens &c. 

175 A mefma coufa teria lugar, ainda que os cordo-
ens EB , FC , DG, pela direcçaõ dos quais aílúaõ as forças 
E , F , G, eftivelfem em planos differentes. E porque pôde 
acontecer, que muitas potencias eftsjaÕ applicadas junta-
mente ao mefmo ponto da corda B , neffe cafo deveremos 
calcular primeiro a fua refultante ; e fuppondo-a em lu-
gar delias aoplicada ao dito ponto, acharemos as condi-
çoens do equilíbrio da mefma maneira. 

177 Mas demoremo-nos ainda hum pouco na confidera-
çaÕ do fyftema funicular ABCDH ( Fig. 75. ). A poten-
cia F reprefentada por CF1 fe refolve em outras duas Cb ^ 
C d na direcçaõ dos cordoens BC , DC , dos quais ellas 
exprimem as tenfoens. A força Cb eommuriica-fe em B à 

e obra conjuntamente com a potencia E , de maneira que 
a fua refultante dirigida por BK fe emprega em eftender 
o cordaõ BA , ou em carregar o ponto de apoyo A, o u , 
de outra forte , em fazer equilíbrio á potencia A. Confe-
guintemente pôde a tenfaõ do cordaõ BA exprimir a re-
fultante das duas potencias E,e Cb. 

Do mefmo modo pela tenfaõ do cordaõ DH fe pôde 
exprimir a refultante das forças G , e C d ; logo a refultan-
te das quatro forças E,Cb, Cd,G, ifto he , das tres 
E , F , G he abfolutamente a mefma que a das tenfoens 
dos dous cordoens extremos AB , DH; e por confeguin-
te deve paffar pelo ponto de concurfo K dos mefmos cor-
doens. E em gçral, 

178 Seja qual for o numero , e a direcção das potencias 
applicadas a buma mefma corda, a fua refultante pai]ará 
fempre pelo ponto de concurfo dos cordoens extremos. ' 

Quan-
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Qutndo eftas potencias sftuarem todas para a fliefim 
par te , e forem entre fi parallelas, a refultante geral de 
todas ferá igual á fua foma , e terá huma direcçaõ paral-
lela á das mefmas potencias. Seja pois huma corda peza-
da AEB (F ig . 7 6 . ) , preza pelas extremidades nos pon-
tos fixos A , B , a qual no eftado de equibrio tome a cur-
vatura AEB ; e fejaõ AC , BC as duas tangentes em A , e B. 
A refultante das cargas dos pontos de fufpenfaõ ,4 , B paf-
fará pelo ponto de concurfo C das duas tangentes , a fua 
direcçaõ ferá reprefentada por huma linha vertical CE, e 
o feu valor ferá o pezo da mefma corda, que he a foma 
das potencias que íollicitaõ a cada hum dos feus pontos. 
Chamando pois A e B as cargas dos dous pontos ref-
peiflivos de fufpenfaõ , e P o pezo da corda , teremos 

P :fcn ACB : : A: fen ECB : : B :fen ACE. 
T79 Em lugar do ponto de fufpenfaõ B podemos con-

ceber huma potencia, que communique a fua âcçaõ ao pon-
to A por meio da corda BEA ; e nefte cafo , a acçaõ 
da potencia B , fe ella obraffe immediatamente fobre o pon-
to A , deve fer para a acçaõ que effedlivamente lhe com-
munica por meio da corda pezada A EB , como o feno do 
angulo ACE para o feno do angulo ECB. He logo fácil 
de haver refpeito ao pezo das cordas na communicaçaõ 
das acçoens de quaifquer potencias. 

180 Donde fe v ê , que eftando os pontos A e B na 
mefma linha horizontal , a potencia B tranfmete toda a 
fua acçaõ ao ponto A. Mas quando o ponto B eftiver 
mais elevado , a potencia nelle applicada perderá parte 
da fua força na acçaõ communicada por meio da corda ao 
ponto A\ e pelo contrario, eftando B abaixo da hori-
zontal que palia pelo ponto A , a potencia B terá hum3 
acçaõ mais vantajofa fobre o ponto A , do que teria fe 
lhe folfe immediatamente applicada. Donde fe vê de hum 
modo fenfivel, como por meio de cordas pezadas fe po-
dem multiplicar as forças em muitos cafos. 

181 Já diflemos , oue naõ era poffivel em rigor eften-
der horizontalmente huma corda , de maneira que naõ ti-
Veíle inflexão alguma. A prova he muito fácil , em confe-
queneia do que acabamos de moftrar. Seja T a força que 
eftende as duas extremidades oppoftas da corda j4EB(Fig . 
77. ), e feja P o pezo delia. Teremos T : P :: fen ACD: 
fen ACB. Logo, fe o angulo ACB for infinitamente obtu-



D E M E C H A N I C A . I T f I 

f o , ífto h e , fe acorda efti ver perfeitamente eftendida em 
linha r e f t t , o feno do angulo ACD ferá igual á unidade , 
e o do angulo ACB a nada. Seria pois neceffam huma ten-
faõ infinita, para que a corda naõ tivelfe a menor infle-
xão. Em quanto a força que fe emprega em eftendella for 
finita, o angulo CAB o ferá também. 

Sendo o angulo ACB o dobro do angulo ACD , temos 
fen ACB rr z fen ACD.cofACD = z fen ACD.fen CAD ; lo-
go T . 2 f e n CADzzP. Supponhamos , que he T muito 
grande a refpeito do pezo da corda P ; AC naõ terá dif-
ferença attendivel a refpeito de AE, nem DE a refpeito 
de EC. Chamando pois L o comprimento da corda, teremos 
, CD zDE 

Jen CAD —- — — • e fubftituindo efte valor concluire-
4 L 

zDE ' P.L 
mos 2 T . ——< — P , e DE ^ — . 

Conhecendo pois o comprimento L da corda , o feu pe-
zo P , e a força T empregada em a eftender horizontal-
mente , poderemos fempre determinar a quantidade do aba-
timento no ponto do meio , a refpeito da horizontal que 
paffa pelas extremidades. CD •. ~ . ' . Í K O / 

EXEMPLO. Dado hum pezo de % libras para eftender hu-

ma corda que tem 24 pés de comprido , e 161 • grãos de 

pezo, achar qual deve fer a fua inflexaõ. 
Depois de haver refolvido 5 libras em 5. 16. 8 . 7 1 

1 6 1 7-z4 4 8 5 , ? 
j r aõ s ; teremos DE tz • , . '— - T< p ' ~ 

5.16.64.72 ç. 10.0.72 
48 

- 1 1 pés s= 48 1 à polleg. S f á t i i í l i n h . - 1 lính. I • 
64. 72 64. 6 ' 3 2 2 
A experiencia deu juftamente o mefmo refultado , fazen-
do-fe com huma corda, da qual triata c tres diâmetros 
faziaõ duas pollegadaS. 
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Da curvatura das cordas , follicitadas pela 
acção de qitaifquer potencias , e pojias em 

equilibrio. 

182 Uando huma corda (F ig . 7 8 . ) , ou huma câ r 
deia fummamente flexível ABD, eftá penden-
te pelas extremidades A , e D , e he folli-

çitada em cada hum dos feus pontos por quaifquer for-
ças íituadas no mefmo plano que os pontos de fufpenfaõ, 
lie fem duvida que deve tomar certa curvatura própria 
do equilibrio. Mas qual he a curvatura própria do equili-
brio ? iffo he o que agora examinaremos. 

Primeiramente eftabeleçamos qualquer eixo AC, ao 
qual fe reíiraõ os differentes pontos da curva , que procu-
ramos determinar. Depois tomando qUaifquer tres elemen-
tos confecutivos mm, mm', m'm", reflectiremos que fen-
do a corda fuppofta em equilibrio , podemos confiderar 
como fixos os dous pontos M e m' , fendo o ponto in-
termédio m follicitado por quaifquer forças, cuja re-
fultante reprefentaremos por R , ou mt. 

Ifto pafto , para que efta potencia faça equilibrio com 
as tenfoens dos dous pequenos cordoens Mm, mm', he 
neceílario que feja R : T,m m':: fen Mmm' : fen M m t. 
( n. 1 7 5 . E pela mefma rafaõ , coníiderando os pontos 
vn,vi" como fixos, e fendo o ponto intermedio m' fol-
licitado pela fua força m ' í ' , que he R ou por 
shbreviar r ' , ferá neceflario que tenhamos T,m m': R ' : : 
fiit t'm'm": fen mm'm". Logo multiplicando eftas duas 
proporçoens, termo por termo, teremos 
R : R' :: fcn Mmm1 .fen t'm'm" : fen Mmt . fen mm'm". 

Supponhamos agora o angulo Mmm' zz<p, e Mmt ~ / / ; 
C teremos no elemento feguinte mm'm" — (p •+• d@ ^ 
por abbreviar , e mm't' — /J,'. Logo fen t'm'm" — 
— ftn ( jU' -f <? ' ) — — fen U'cofq>'~ fen <p'coffj.'. 

E porque Cp' differe infinitamente poucç de 180o , e con-
feguintemente he cof (0' — — 1 ; teremos R : R':: fen cp. 

fen JJL' —fen tyfenq' cof/j,': fcn y. fen cp': - j ^ r ~ 

fen jJ. 
cof fi : -——; donde teremos 2 equação feguinte 

R< 
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R'fenjJ-T RfenU. 
-i—r- - - R' cof p - O) 

fen Cp' Jen cp J r 

/ R fen u v 
3 qual fe pôde reduzir a efta fórma , á Q—"fênÇ > 

R' cof fl' ~ o, ou também a efta -* 

R coff* — o ; refleftindo , que R'cof fj,' ~R cof U 
•d ( R co/ jU ) , e que o ultimo termo defta exprelfaó fe defva-
nece em comparaçaõ do precedente. 

Como as diverfas potencias applicadas aos pontos da 
corda, podem reduzir-fe a duas, huma p e l a direcçaõ 
da ordenada wp , e a outra ms parallela á abfcilfa Ap , 
chamemos Y a primeira , e X a fegunda; e fazendo ao 
ordinário AP — x , PvVÍ , Mr — dx , m r ~ dy , Mm — 
4t , teremos fen jj, fen ( Mmr t m q ) ~ fen M mr . 

r r „ r dx Y dy X 
coftmq cof Mmr . fen tmq . —+ .— . — ,e 

d s tm ds m 

cof U, — cof Mm r . cof tmg <— fen Mmr . fen tmq — 
dy Y dx X , Ydx+Xdy -— — . Logo fera R fen u — -. 
dt tm ds tm b r* ds » 

Ydy — X dx 
e R cof u s r — . Sendo pois r o raio ofculador; 

ds 
ds 

ferá o angulo de contingência, ou o feu feno — = 

fen O, e teremos por equaçaõ d3 curva procurada 
,s(Ydx + Xdy)r . Y d y - X d x 

a I —— )-rr — pz o. 
: * ds- / ds 

E porque efta equaçaõ he diferencial da terceira or-
dem , ferá necelfario integralla tres vezes confeeutivsmen-
t e , donde refultaráÕ na equaçaõ finita tres confiantes, 
que fe determinaráõ de maneira que a curva palie por dous 
pontos dados, e tenha hum comprimento dado. 

18} EXEMPLO I. Supponhamos, que fomente a força da 
gravidade aílua fobre todos os pontos ABD por direc-
çoens parallelas ás ordenadas PAI. Pergunta-fe, qual fe-
rá a curva nefte cafo? 

A acçaõ da gravidade tende a^ commutiicar ao ele-
mento Mm a velocidade g , e a quantidade de movi-

mento 
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mento gds. Aflim teremos 7 — gds , e X = pelo 
/ rdx\ 

que a equaçaõ geral fe reduzirá a d ^ J + dy — o , 

r d .v cujo integral he —— rr C — y. Porém fuppondoir conf-

dydr ddx dy 
tante temos r s - : loao — —— — o. O m-

' " dx C-y 
tegral defta exprelfaõ he Idx l ( C —y ) — ' C'ds, ou 
dx (C — y) — C'ds. Elevando ao quadrado, teremos 
dx2 (C — y ) 2 — C'2 d s~- — C>2 dx 2 + C'* dy 2 C 
feparando, teremos finalmente 

^ ± C' dy 

V C( C - y ) 2 ~C'2 3 
por equaçaS differencial da curva formada naturalmente 
por huma corda , ou cadeia fummamente flexível , pen-
dente pelas duas .extremidades. Efta curva he geralmente 
conhecida pelo nome de Cateitaria. 

Fazendo-fe dy — o ( Fig 79. ) , immediatamente fe 
determinará o ponto mais baixo da curva B , porque fe-
rá entaõ C — y — C , ony ~ BE ~ C — C'. E fe quizer-
mos referir a catenaria ao eixo vertical BE , conduzire-
mos huma ordenada qualquer a efte eixo , como M Q , e 
poremos BQ, ~ x , e QM —y. Depois, fubftituindo na equa-
çaõ precedente C — C' — x em lugar de y, e AE — y em 

, J , +C'dx lugar de x, teremos dy —= r— . Metendo 
' V(x x + 2C x) 

pois a em lugar de C' , e integrando , ferá finalmente 
, , a + x + V(x x + 2 ax ^ 

y — + / ^ - ; donde fe fegue que a 
a 

cada abfciífa x correfpondem duas ordenadas iguais, de hu-
ima e outra parte do eixo BE , o qual he confeguinte-
mente hum diâmetro da curva. 

Tomando os x pofitivos, vemos que os y crefcem até 
o infinito •, mas tomando as abfcifías negativas as ordena-
das fahem imaginarias. Aflim naõ palfa a catenaria além 
do vertice B, e pôde alfemelhar-fe a fua figura á de hu-
ma para boi a. Por outra parte ella fe confunde no ponto 
B com huma curva parabólica defcrita com o parametro 
2 & j e aflim fica juftificada a fuppofiçaõ que acima fize-




