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ftios (n .181. ) , tom indo BE = EC (F ig . 77. ) 
aà x 

A equaçaõ differencial dy — —7 da 

( x + a ) dx . . 
V(dx 1 H-dy » ) a • ;-——- r > integral he 

' V ( zax + .v x) 
BM r - V (zax-\- xx~). Donde fe vê que a catenaria he hu-
ma das curvas fufceptiveis de rettificaçaõ. 

Quando fe daõ os d'ous pontos de fufpenfaÕ A , D com 
o comprimento d3 corda , he necelfario , para defcrever a 
catenaria , determinar primeiramente a poíiçaõ do vertice 
B , e a confiante a. Para ilfo teremos tantas equaçoens quan-
tas faõ as incógnitas; mas naõ poderáõ reíolver-fe fenaõ 
por approximaçaÕ , por caufa das quantidades logarithmi-
cas que entraõ na equaçaõ da curva. 

Quando huma corda pendente de dous pontos naõ tiver 
a figura , que acabámos de ver , naõ poderá eitar em equi-
líbrio. Fará neceífariamente ofcillações continuas , até que 
a fricçaõ , e a reliftencia do ar a forcem a tomar a figura 
própria do equilíbrio. 

Galileu foi o primeiro, que penfou em indagar a curva, 
que huma cadeia pendente pelas extremidades fótma no ef -
tado do equilíbrio. Mas todas as fuas indagações paráraõ 
em conjefturar, que feria huma parábola porque a Geo-
metria do feu tempo naõ baftava para refolver efte proble 
ma. Os irmaõs Btrnoulis o emprenderaõ de novo, 110 tem-
po que na feia o calculo differencial, e nas fuas Obras fe 
pôde ver o fuccelfo , com que o refolveraõ. 
• 184 Entre muitas propriedades bel las da catenaria , que 
eftes grandes Geómetras deduzirão dos feus cálculos , ha 
huma mais analoga do que as outras ao aífunto que trata-
mos. Coníifte efta em que o centro de gravidade cia cate-
naria defee ao ponto mais baixo que he polfivel. Eífaqui 
como ella fe pôde demonftrar. 

Seja G o centro de gravidade do arco A M B D ( Fig. 
79 •. ) •> e G G' a fua diftancia á horizontal A E. He necel -
fario provar, que efta diftancia he hum máximo. E como 
_ , f y d í 

AB]) ' e 0 a r c o AB I> he de huma grandeza 

conftante, toda a dificuldade fe reduz a moftrar que na ca-
tenaria a exprelfaõ fy d s he hum máximo. 

A 
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A natureza de qualquer máximo he tal , que o feu va-
lor naõ deve mudar, em quanto fuppuzermos huma varia-
çaõ infinitamente pequena nas quantidades que o produ-
zem. Se fizermos pois variar infinitamente pouco hum pon-
to M' da curva propofta, o valor do máximo naõ terá mu-
dança alguma, ainda que os elementos contíguos M M', 
Aí' M" fejaõ tocados da dita variaçaõ. Huma vez que feja 
exprimida efta condição , deverá attender-fe também que 
o arco da curva fique conftante •, mas para exprimir de 
hum modo mais particular tanto efta invariabilidade como 
a do máximo, ferá neceífario que façamos variar outro 
ponto M ". 

Porém, para que a fluxaô de cada ponto naõ traga com-
íigo mais do que huma indeterminada, he neceífario fup-
por , que efta fluxaó fe faz fobre huma linha dada. Sen-
do efta linha abfolutamente arbitraria, fupporemos que a 
fluxaó dos pontos M' , Aí" fe faz fobre as parallelas ao ei-
jto M' R', M" R" , afim de fer mais fimples o calculo. 
Ifto pofto, as ordenadas naõ mudaráfí de valor , nem tam« 
bem as fuas differenças R M ' , R ' M " . 

E como , tomando muitos elementos çonfecutivos de 
huma mefma curva , a funçaõ F que convém ao primei-
ro fe muda em F + d F para o fegundo , e pela mefma 
rafaõ F •+• dF fe muda em F d F -f d ( F -+- d F ) para 
o terceiro, e affim por diante ; reprefentando porF , F ' , 
F" &c eftes valores confecutívos de F , a fim de abbre-
viar, teremos F' zz F -+- d F , F" == F' -f d F> &c. e con-
feguintemente F' — F zz dF, F" — F' — dF1 &ç. Em 
confequencia diílo terçmos pois M P zzy , M.' P'zzy't 
M" P1' zzy" &c , A P zz x, AP' zz x', A P" zz x'1 &c , 
donde concluiremos PP> zz dx , P' P" zz dx', — 
dx" &c , Aí' R zz d y , M"R' zz dy' &c , M M ' - d s , 
M'M"=zds'&c. 

Em fim , pela condição do problema fy d s deve fer 
hum máximo , e efte naõ deve fofrer mudança alguma da 
Suxaõ dos pontos Al1 ,M". Porem fy ds exprime a foma 
dos elementos y ds por toda a extenfaÕ da curva de A 
até D, e efta foma naõ varia de A até Al, nem d e M'" 
até D. I.ogo , fe ella houveíTe de variar, naõ poderia fer 
íenaõ entre Aí e M'" , onde o feu valor he y d s -f- y' d s' 
-f-y" ds". Logo adifFerençial delia quantidade deve fer 
i;r4al a nada. 

Mas 
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Mas corno aqui fe trata de differenciais dependentes da 
fluxaõ dos pontos M' , as quais naõ tem rélaçiõ al-
guma com as differenças naturais, ifto he , com as diffe-
íer.ciais das coordenadas, e do arco ; diítinguillsf-hemoS 
com a charaíteriftica t í . Aflim teremos y £ d s -J- y' £ d sr 

+ y" £ d s" — o, por quanto y ,y' / y " naõ faõ variáveis. 
É porque o arco da curva d s + d s' d s" he corítante , 
teremos igualmente cT d s â d s' -+- d s" — o. Do mef-
mo modo, fendo o intervallo PP'" =r d x d x1-t dx'' 
também confiante , teremos finalmente ^ 
£d*" — o. » 

Porém temos d -f dy- — d si ; logo d x cf d x 
ày £ dy — d s J" d s : e porque éi dy zzo, ferá dxzz 
d s 
~ £ d s. Donde teremos as tres equações feguintes 

ySds+y'jd s'-by"3 d s>'-0 
£ds + $ds'+ ds"~ o 

ds » ds' K , , ds'' 
~£ds+:ré

<ds'+:r-£ds>'=z o. 
d-x dx' d x" 

A primeira he o mefmo que { y — y') eJ1 d s -+• ( y' — 

y ) (<£ d s -rJd s') + y"Cá ds+£d s'+ <P d s") =0, 

a qual por meio da fegunda fe reduz a dy d s d y' 

(d^ ds jr^ds^ — o. Do mefmo modo a fegunda e a ter-

ceira daráÕ d £ds + d Ç~r) ( £ d s S d 

s o ; e deitas duas ultimas equações concluiremos em fira 

7y-~ j y = o , o u < í [ _ — J - o . . 

Integrando fo i s , teremos primeiramente Cd ( " J ^ - í -

, Cãs 
dy —o-, e tornando a integrar , t e r e m o s - j ^ — f - " — C, 

que he juftamente a equaçaõ da catenaria , que acima acha-
mos ( n. 182. ) . Logo o centro de gravidade occupa na 
catenaria o lugar mais baixo que hepoflivel. 

Note-fe, que fendo aqtii Jy ds hum máximo deve eon-
«luir-fé , que eritre tódas as curvas iíoperimetras, termi-
nadas nos dous pontos A e B , a catenaria he a que pela 

fua 
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fua revoluçaõ ao redor do eixo horizontal A C produz a 
maior fuperíicie curva que he poífível. 

185 EXEMPLO II. Suppondo que as direcções da gra-
vidade concorrem em hum centro commum , pede-fe a 
curva que deve formar huma corda A D em virtude do 
proprio pezo (Fig- 80. ) . 

Sendo conduzida pelo ponto de fufpenfaõ A para o 
centro das forças a reíta A C , de qualquer ponto da curva 
M tire-fe para ella a perpendicular M O,. Completando o 
rectângulo A P M 2, , e fazendo C Qjz * , O M ~y,CM 
— z,o qae era x e y na equaçaõ geral ferá agora y , e 
A C — x ; e allini fe converterá em 

f Y dy — X dx ) r \ __ Ydx+Xdy 
d { TZ ) ~ 17 

Seja F a velocidade communicada pela força central, 
a quai he huma funçaõ de z ; a quantidade de movimen-
to do elemento d s ferá F d s ~ MO , que fendo refolvi-
da em outras duas MS, MT , fegundo as direcções Mg. , 

Fxd s 

P M , dará z : F d s 1 : x : M T =: —^— =5 Y , e z : 

Fy d s F d s :: y : MS = — X. 

Subltituindo pois eítes valores na equaçaõ geral , tere-
F r F 

mos d f - - [x dy —y dx) 1=3 — [ xdx y dy ) zz 
L zds J z 

Fr 
F d z , cujo integral he — ( x dy — y d x ) z z f F d z . 

zds 
Porém fuppoudo confiante mrzzzd(pzzdu, teremos o 

zds> raio ofculador r — ; e fendo o an-
( — d s* -j- z d d z i a u 

guio A C M — O, teremos x dy — y dxzzzzdty logo 

fubltituindo eítes valores, teremos -—, % zz 
— d s- -r z a a z 

. F 1 ddz , 
Í F d z , ou - — - — i — • — • Multiplicando 
• ' f r d z z du^i-dz* r 

, Fiz dz d zd dz 
po,S por d * , teremos - a ^ ^ , 
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30 integral he l fF d a + lz — 1- l ( d ti* d x 1 ) — 
2> 

,dtl r r- 1 í ( l — , o u x / F i x s = C / V I + 

Separando pois teremos finalmente 
4- C á x 

á Cp 53 

d%-
z- d. 2 ; * 

* V [ %2:(fFdz y- - C- ] 
por equaçaõ differencial da catenaria no cafo de ferem 
as direcções da gravid ade convergentes para o centro das 
forças. 

Mas para moftrarmos huma applicaçaÕ defte refultado 
b C 

geral, fupponhamos F — , ifto he , fupponhamos 
azz 

que a gravidade obra na rafaõ inverfa dos quadrados das 

diftancias, e teremos f F d z z z —— + — ; logo d Q 
az a 

± adz . , . . r 
= — 7 7 . Efta equaçaõ fe integrara fa-

x K [ ( x - y _ az ] 11 ^ 
zer.do-a primeiro racional; e como b pode fer maior , ou 
menor do que a , haverá dous cafos para examinar. Seja 
pois B o ponto mais baixo da curva , Í B s c , e o angu-
lo B C M — Cp. Teremos no primeiro cafo 

l + - f ) 
v — - m /(tu*-1) ' 

e no feguudo v 
c i~m~ T m- , 2 m ^ 

— cr 1 cof— © . 
x 2 2 i - t -m 2 

Se m for numero inteiro, a catenaria ferá algébrica na 
ultimo cafo. 

DA ALA V A NC A. 

186 A Alavanca he huma vara inflexível P C (f apoya-
da fobre hum ponto C ( Fig. 81. ) , ao redor do 

qual pôde mover-fe livremente. Para maior íimplicidade 
íupporemos primeiramente , que ella naõ tem pezo algum. 

Sejaõ duas potencias A e B applicadas ás duas extremi-
dades P e 2 ,de huma alavanca P C de qualquer figu-

ra 
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r i que feja ; devem achar-fe as condiçõe; neceíTariaS pâ» 
ra que fe ponhaó em equilíbrio por meio defta maquina. 

Produz,lõ-fe as direcções A P , B das potencias até 
concorrerem 110 ponto E. E como podem coníiderar-fe am-
bas aíluando conjunclamer.te no ponto E , reprefente-fe 
por E F a acçaõ da força A , e por E G a da força B ; e 
a diagonal EH ferá a refultante. Bemfevê , que efta naõ 
pode fer deftruida fenaõ quando fe dirigir ao ponto de 
npoyo C. Seja pois C a carga defte ponto reprefentada pe-
la refultante E H , e no cafo do equilíbrio teremos 
C : A -.8:: EH : EF : EG : :fcn PEÇ),: fen CEO : fen CEP* 

187 Porquanto a refultanre das potencias A e B paf-
fa pelo ponto de apoyo C, a foma dos momentos em or-
dem a efte ponto deve reduzir-fe a nada ( n. 57 . ) . Con-* 
duzinúo pois do ponto C para as direcões das potencias 
A P , B as perpendiculares C M , C N , teremos A . CAÍ 
~ B . C N ; refultado , que igualmente pôde deduzir-fe 
da proporção A : B : : fen C E <Jj- fen CEP. Donde con-
cluiremos geralmente a condição fundamental do equili-
brio na alavanca, 

Que para havei- equilibrio entre duas potencias aplica-
das ds extremidades de qualquer alavanca , he nsceffario 
que os feus momentos fejaõ iguais, ou { que vem a fer o 
ínefmo ) , que cada huma das potencias feja reciprocamente 
como a djjlancia do ponto de apoyo d fua direcçaõ. 

188 Em geral : Seja qual for o numero das potencias 
applieadas de qualquer maneira nos braços de huma ala-
vanca , naõ poderá haver equilibrio fenaõ quando a reful-
tante geral paliar pelo ponto de apoyo. E por confeguinte 
a foma dos momentos das potencias, que tendem a fazer 
girar a alavanca para huma parte, deve fer i g u a ^ foma dos 
momentos das que tendem a fazella girar para a parte op-
poíta , tomsndo-fe os ditos momentos em ordem ao ponto 
de apoyo. 

189 Se as duas potencias, ou os dous pezos A e B (Fig. 
S2. ), tiverem as direcções parallelas , as perpendiculares 
C M ,C N fe acharáõ em huma mefma linha MN; e fe 
alem diffo s alavanca for refla , os dous braços CP ,C O, 
feraõ proporcionais ás linhas CAl,C.N. Logo para haver 
equilibrio , deverá fer A . C P = B . C ifto he , para 
<jue dous pezos applieadas a hnma alavanca recla fe potibaò 
(vi equilibrio, fer d nsceffario que fejaõ entre ji reciprocam*' 

te 
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te tomo o: braços , a«s quais ejlaõ applicadas. 
Logo, fe o braço CP for o dobro de C g, hum pezo A 

de huma libra fará equilibrio ao pezo B de c'uas libras. 
Se a hum , e outro ajuntarmos o mefmo pezo , bem fe 
V'Ê que naõ pôde fubíiílir o equilibrio. Mas o único meio 
de o confervar nefle cafo, he o ajuntar a B o dobro do 
que fe ajuntar a A. Do meímo modo fe vè , que fendo 
CP triplo de CQ, o pezo A de huma libra fará equilí-
brio ao pezo B de tres libras, e aílim por diante ; don-
de fe fegue , que por meio de huma alavanca de propor-
cionado comprimento podemos reduzir ao equilibrio os 
pezos mais defíguais. 

160 Se em lugar do pezo A imaginarmos huma poten-
cia , que faça equilibrio ao pezo B , poderemos conlide-
rar na alavanca tres coufas differentes, ao menos em quan-
to ao nome , a faber , a potencia, o pezo ou reíiílencia , 
e o ponto de apoyo. Elias tres coufas naõ faõ realmente , 
fenaõ tres potencias differentes , das quais as duas pri-
meiras reúnem a fua acçaõ contra o ponto de apoyo , o 
qual faz as vezes de terceira potencia, e dellroe a reful-
tante das outras duas. 

Sem embargo , tem prevalecido o coltume de diftin-
guir tres efpecies de alavanca , conforme a poíiçaõ da po-
tencia , reíiílencia, e ponto de apoyo. Chama-fe alavanca 
da primeira efpecie , quando o ponto de apoyo fe acha en-
tre a potencia , e a reíiílencia ; da fegunda efpecie, quan-
do a refiftencia fe acha entre a potencia , e o ponto de 
apoyo ; e da terceira efpecie , quando a potencia eftá entre 
a reíiílencia e o ponto de apoyo. 

No primeiro cafo , pôde a potencia t e r , ou naõ ter 
ventagem fobre o pezo , conforme o braço a que fe appli-
car ; no fegundo, fempre tem ventagem fobre o pezo ; e 
no terceiro , fempre fica de inferior partido. 

ipi Quando fe quer fuftentar huma mafia M (Fig.86.), 
huma grande pedra por exemplo , toma-fe ordinariamen-
te huma alavanca , da qual fe faz paflar huma pequena 
parte CP debaixo da mefma pedra; e entaõ, fendo o pon-
to C apoyado fobre o chaõ, a potencia £ obra com tan-
to maior fuperioridade , quanto o braço C Q^ ao qual fe ap-
plica he mais comprido que a parte C P. Os que diftin-
guem tres efpecies de alavancas, conftderaõ efta como per-
tencente á fecunda efpecie. 

tf 1?2 
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191 Mas quando hum homem fuftenta hum pezo ní 
extremidade de hum braço, eftendido horizontalmente, 
a alavanca que niífo emprega he da terceira efjecie , por-
que os mufculos que entaõ fazem as vezes de potencia fe 
achaõ entre o pezo, eo ponto de apoyo. Porém em hum 
homem de mediana eftatura, o comprimento do braço he 
para a diftancia do muiculo deltóide ao ponto de apoyo , 
como 100 para 3 \ logo hum pezo de 30 libras naõ pôde 
fuftentar-fe nefta pofiçaõ , fenaõ por hum esforço de iooo 
libras. Por iifo naõ devemos efpantarnos da dificuldade , 
que fe experimenta em fuftentar do modo referido qual-
quer pezo conlideravel. 

A'primeira vifta parecerá , que huma difpoíiçaõ diver-
fa feria mais favoravel á acçaõ dos noffos mufculos. Mas 
refleíflindo mais profundamente na coufa , he fácil de ver 
que a alavanca da terceira efpecie era a mais própria pa-
ra produzir grandes movimentos nos pezos, que fe levan-
taõ ; e fe para iffo faõ neceffarias maiores forças , com 
que intelligencia , mas ao mefmo tempo com que econo-
mia providenciou a tudo o Autor da Natureza 1 Veja- fe 
Borelli De motn ammalium, e Nieuwentyt Exiftence de Di-
eu démmtrét par les mermeilles de la Nature. 

193 Mas , para o tornar a dizer , eftas tres efpecies de 
alavancas fe reduzem a huma fó ; porque he manifefto , 
que podemos coníiderar indifferentemente o pezo, a poten-
cia , e a carga do apoyo , como tres potencias diíferentes, 
das quais duas luctaÕ com a terceira. E huma vez que fe 
tenhaõ eftabelecido eni equilíbrio, que embaraço pôde ha-
ver em coníiderar qualquer dos tres pontos P , C , g . fF ig . 
82. ) , como apoyo da alavanca, fendo todos elles fixos ? 

Sabemos , por exemplo, que a carga do apoyo C he 
A + B ; logo podemos confideralla como huma potencia 
que obra de baixo para cima , e que faz equilíbrio á po-
tencia g, por meio da alavanca P CJ^apoyada no ponto 
P. E entaõ teremos, por condição do equilíbrio (A + B ) 
PC = B . PQ, donde fe tira igualmente A.CP — B . Cg, 
ccmo já moftrámos. 

194 Se huma alavanca BA ( Fig. 8 j . ) , apoyada pelas 
duas extremidades A , B for carregada em C por qualquer 
pezo M , bem fe vê que para achar a carga de cada hum 
«los apoyos , he neceflario refolver a potencia M em ou-
tras duas que fejaõ parallelas, e paíTem por elles. A que-

de ve 

X 
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BC 

deve paffar pelo ponto A ferá — M, e a, que dere paf-

AC far pelo ponto B ferá ^ M. 

• 19J Agora , fe quizermos attender ao pezo da alavan-
ca , coníiderallo-hemos como huma nova potencia , cuja 
acçaõ reunida no centro de gravidade fe exercita perpendi-
cularmente ao horizonte. Donde fe fegue , que naõ ferá 
necelfario attender ao pezo das alavancas , todas as vezes 
que o centro de gravidade correfponder ao ponto de apoyo. 

Mas fupponhamos , que as duas potencias A , B faõ pa-
rallelas , e verticais ( Fig. 84. ) , e que G he o centro de 
gravidade da alavanca P C de maneira que todo o feu 
pezo L adlâe verticalmente pela direcçaõ G L. Entaõ con-
duzindo' qualquer reéla MN teremos por condiçaõ do 
equilíbrio B.CN + L.CI — A.C M. 

196 Sendo pois dada huma alavanca P C Q , o feu pezo 
L , e as potencias A , B applicadas ás extremidades del-
ia, acharemos o ponto de apoyo C , fobre o qual deve for-
mar-fe o equilíbrio , conduzindo qualquer reífa m n que 
corte em m , t, n as perpendiculares P A , I L, dadas 
de poliçaõ. Porque entaõ teremos B.cn-t-L.cizsA. 
cm i e fubftituindo c i •+• i n em lugar de c n , e im — i e 
em lugar de c m , acharemos B . ci -^-B.in-^L.cizz 

a • • , A . i m — B. i n ' A . 1 m — A . 1 c ; logo j c = —— • Tendo af-
b A+B-hL 

fim determinado o ponto c , por elle conduziremos a ver-
tical c C , aqual cortará a alavanca no ponto C , e eíte fe-
rá o ponto de apoyo que bufeamos. 

197 Confideremos agora huma alavanca da fegunda ef-
pecie C P Fig. 85. ) , a qual fupporemos refta , e uni-
formemente pezada. Seja o comprimento delia C QL— a, 
a parte C P — b , e a fus gravidade efpecifica = g. Logo 
teremos ga por expreífaó do pezo total da alavanca L, o 
qual fe confidera adiu ar em I meio de C $)• F° r confe-
guinte, a condiçaõ do equilíbrio nos dará Bazzb A --f. 

— g a a , ou B — + — v a. Se « f o r muito pequeno , 
2 a 2 

deverá pois a potencia B fer muito grande, e pelo con-
trtrio fe a for muito grande tornará a fer É muito gran-

H a d e ; 
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de ; logo entre eftes dons extremos haverá hum eerfò vá> 
lor de B , de maneira que na5 poíTa dar-fe outro menor, 
que faça equilibrio á potencia A , c ao pezo da alavanca. 

Para o determinar , diferenciaremos o valor geral de 
1 b A d a 

B fazendo A variavel , e teremos —IDA— Dt-
2 aa 

i b A 
vidindo por d-a , e igualando a nada, ferá — g — — ; 

z a a 
2 b A b A _ R 2 b A 

Y ——r g a — Z 2b A g , donde fe tira a zz \/ , g azz V 2b A g , e 

~ — g a ; logo Bzz /2 b Ag. Conhecendo pois o pezo 
2 

A, a difiancia CP na qual fe acha applicado , e a gravi-
dade efpecifica g da alavanca , acharemos immediatamente 
a mais pequena potencia que pôde fazer-lhe equilibrio 
calculando a formula B zz, / 2b Ag; eo comprimento da 

alavanca, calculando a formula a zz " y / ^ — " 

EJTEMPLO. Supponhamos C P zz J pollegadas-, A zzi 
soo libras , e que a gravidade efpecifica da alavanca, otí 

geralmente o que péza huma das fuas pollegadas , he 
!2 

libra. EntaÕ , C g, — ^ 2 4 0 0 = 45» pollegadas zz 4 
4.0 

pe's, e 1 pollegada, e B zz y 600 zz —- libras zz 24 li bras, 
2> 

e 8 onças. He pois neceífario , que nefte cafo tenha a ala-
vanca 4 p é s . e huma pollegada de comprimento , e queí' 
fe lhe applique huma potencia equivalente ao pezo de 24 
l i b r a s , e 8 onças. 

198 Quando fe pertende mover liuma pedra M fobre a 
fi:a efquina viva K L ( Fig. 86. ) , por meio de huma ala-
vanca da fegunda efpecie CP g . , naÕ deve tomar-fe por 1t 
o pezo total da pedra , porque huma parte delle he fuften-
tada pela efquina KL ; mas para determinar o que tem 
realmente o lugar de B , podemos conduzimos da manei-' 
ra feguinte. 

Seja G O centro de gravidade, e N o ponto onde a 
vertical que paíTa por G encontra a bafe K L F G; e p r o " 
duza-fe P N até a linha K L. Ifto pofto , o pezo M aíYu-

ando 
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"•fido pela direcçaõ GN fe refolverá em duas potencias, 
qne paffaráõ huma por P , e a outra por T. A primeira te-

, NT 
rá por valor —. ; mas, como ella naõ he perpendicular 

á alavanca ferá neceíTario refolvella também em outras 
duas, huma parallela, e a outra perpendicular á alavan-
ca. Em virtude da primeira, ver-fe-hia correr a pedra pe-
la alavanca , fe a fricção naõ folie fuperior ao feu efíei-
to ; mas a fegunda ferá realmente tudo o que deve tomar-
fe por B. 

ApplicaçaÕ dos princípios precedentes á 
Theorica das balanças. 

199 T " ^ Os princípios, que acabamos de expór , de-
J p e n d e a conftrucçaõ das balanças. Ainda que 

ellas fejaõ de yarias maneiras , todas fe explicaõ facilmen-
te , reduzindo-fe ao que temos moftrado na alavanca. To-
do o mundo conhece as balanças ordinárias, que naõ faõ 
outra coufa feuaÕ huma alavanca pofta em equilibrio fo-
bre o ponto que a divide em partes iguais , a qual fuften-
ta nas extremidades dos braços dous copos , ou pratos , que 
fervem para nelles fe porem os pezos, e as matérias que 
fe haõ de pezar. 

A alavanca A B (Fig.87.), que particularmente fe cha-
ma o traveffao das balanças, he a peça principal defta ma-
quina. Os dous braços delie A X , B X devem fer perfeita-
mente iguais em comprimento. Também he conveniente 
procurar , que fejaÕ igualmente pezados ; mas efta condiça5 
naõ he taõ importante como a primeira , para a bondade 
das balanças , porque he fácil de compenfar a deligualdade 
do pezo dos braços com o dos copos, mas naõ ha coufa 
alguma que polia emendar o erro , que provem da delij 
gualdade do comprimento. 

O travelfaõ he paliado pelo meio por hum eixo bolea-
do pela parte fuperior, e agudo pela inferior, a fim de 
fe dar ao traveífaõ toda a mobilidade poffivel. Efte eixo 
palfa por dous buracos S , X da aza ST X. O fiel E faz 
parte do travelfaõ , he perpendicular ao comprimento del-
l e , e difpoem-fe de maneira que fe ache exaifhmente no 
plano da aza todas as vezes que o travelfaõ eftiver bem 

hori-
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horizontal. Em cada extremidade do tfaveflaS eftá depen-
durado por tres cordõ:S , ou cadeias , hum prato maior , 
ou menor , conforme o ufo para que a balança fe deftina. 
Quando ambos os pratos eftaô vazios ,' he necefíario, fe a 
balança he boa , que ella fe ponha em equilíbrio , e que o 
fiel naó incline para huma nem para outra parte do plano 
da aza. 

Seria inútil infiftir fobre os ufos de huma maquina taõ 
familiar. Ninguém ignora , em geral, que para pezar qual-
quer m3ÍIa fe poem efta em hum dos pratos, naó importa 
qual , e no outro fe v.ió metendo pezos conhecidos até ef-
tabelecer o equilíbrio , que logo fe conhece pela pofíçaõ 
vertical do fiel ; e que finalmente fe conclue , que o pezo 
da malfa he igual á foma dos pezos, que no outro prato 
lhe fazem equilíbrio. 

200 Huma coufa porém , como já diffemos, pôde fazer 
muito defeituofi efta primeira eípecie de balanças, que he 
a deligualdade dos braços. Porque he fácil de compenfar o 
encurtamento de hum com o excelfo do pezo do copo nel-
le pendurado ; e entaõ fendo os pezos dos corpos na rafaõ 
inverfa dos comprimentos dos braços , o equilíbrio terá lu-
gar , fem que todavia podamos fiarnos da exaílidaõ da ba-
lança. Porque metendo a mercadoria no prato do braço 
mais comprido , eftá claro que ella fará equilíbrio a hum 
pezo realmente maior que o feu. 

201 Mas fabemos , que para verificar efta efpecie de 
balanças, bafta fazer paliar refpeílivamente de hum prato 
para o outro tanto o pezo como a coufa que fe quer pezar. 
Logo fe vê , que o pezo já maior do que devia fer, adqui-
re novas forças pela applicaçaõ ao braço mais comprido, 
e que por huma fubita preponderaçaõ faz defapparecer todo 
o equilíbrio. Em fim, por muito dolofa que feja huma ba-
lança femelhante, com ella podemos determinar o verda-
deiro pezo das mercadorias , fe tomarmos o meio propor-
cional geometrico entre o pezo , que lhe faz equilíbrio de 
huma parte, e o que lho faz da outra. 

Para o demonftrar , feja y o pezo da mercadoria , e/l o 
que moftra na balança, quando eftá applicada ao braço mais 
curto, que fupponho fer ií ; e teremos y . AS — a. .SX . 
Seja b o pezo , que moftra a mefma mercadoria , eftando 
applicada ao braço hiais comprido ; e teremos rambein 
}. S x- b . AS ; logo yy.AS.SXzzab.AS.S.X, 

e y s V • " Voi 
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Por exemplo : Se depois de havermos pezado a merca-
doria em hum dos pratos, acharmos que faz equilibrio 
com o pezo de 2Ç libras, e paffando-a para o outro prato 

' acharmos que o faz com o pezo de 26 libras, diremos . 
que o verdadeiro pezo delia he 2Ç libras, 7 ouça1-, 7 o tavas, 
e 25 graõs. 

202 A balança , que havemos deferito , he fem duvi-
da muito accomodada para os ufos ordinários •, mis na') 
deixa de padecer alguns inconvenientes. Hum dos maio-
res he , que para pezar differentes mercadorias faõ necef-
farios differentes pezos •, quando na Balança Rom.mx , ou 
balança de bam prato , hum fá pezo bafti para pezar dif-
ferentes mercadorias. Outro inconveniente da balanç.i or-
dinaria h e , que para a fazer mais perfeita , deve dar-fe 
certo comprimento aos braçjs ; e entaõ íaõ fujeicos a do-
bra r - fe , e fe fazem inúteis. He neceífario também, que 
o travelfaõ poffa mover-fe com muita facilidade, e para 
iffo deve a parte inferior do eixo fer bem aguda ; porim 
quanto mais aguda , de qualquer matéria que feja , tan-
to he mais fujeita a embotar-fe, e huma vez que perca 
o fio, naõ pôde a balança-ter a primeira, mobilidade , por-
que a fricção do eixo he maior. Também fe aumenta a 
fricçaõ por outra caufa , que he a grandeza dos pezos; e 
dahi v e m , que huma balança baftantemente feníivel pira 
pezar em pequena quantidade matérias preciofas , como 
ouro, e diamantes, naõ poderia fervir por muito tempo 
nefte ufo , fe fe emoregaife a pezar também outras ma-
térias de pezo confideravel. 

Em quanto o traveffaõ eftá horizontal , o pezo do fiel 
carrega fobre o eixo da balança : mas quando o travef-
faõ pende para huma das partes , bem fe vê que o pezo 
do fiel ajuda a potencia que tem prevalecido fobre a ou-
tra. Por ido fe tem o cuidado de naõ ufar fenaõ de fieis 
muito delgados, e ainda de lhes applicar por baixo hum 
pequeno contrapezo , que inclinando para a parte oppofta 
lhes faça de alguma fórma equilibrio. 

Na conftrucçiõ das balanças grandes devem preferir-fe 
cadeias de metal ás cord is , naõ fomente porque reliftem 
mais , mas também porque faõ menos expoftas ás influen-
cias da humidade e da fecura. Também fe devem prefe-
rir .as matérias mais duras e mais polidas para o tra-
veffaõ, ou ao menos para o eixo de huma balança folida, 
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e fácil de mover-fe. Sobre efte objeíto podem alem difto 
confultar-fe as Obras de muitos Geómetras ,Jac. BernoullH 
Oper. Vol, I . . . , Euleri difquijitio de bilancibus in Comm. 
Acad. Petrop. An. 1738. tom. X .. . . Lambert, Aila Hel-
•vetica Vol. III. <0-c. 

20; A Balança Romana , ou Balança de hum copo ( Fig. 
88. j he compofta de huma alavanca , ou traveffaó A B , 
que fe deve fazer movei o mais que for polfivel fobre 
hum eixo C , por huma fufpenfaõ femelhante á das balan-
ças ordinarias. Hum dos braços C B deve fer mais com-
prido que o outro C A , e quanto mais o fo r , tanto mais 
extenfo ferá o ufo defta balança. Na extremidade do bra-
ço menor fe fufpende hum prato accomodado para rece-
ber as matérias que fe haÕ de pezar , ou fe applica hum 
gancho para as fuftentar j e ao longo do outro braço pôde 
correr livremente hum pezo F , pendente por huma ef-
pecie de anel. Ifto pofto , eftando o prato vazio , chega-
fe o pezo para o centro C , até haver equilibrio perfei-
to entre as partes da balança. Suppondo , que entaõ o 
anel H fe acha fttuado no ponto o do braço C B , eftá 
claro que fe puzermos qualquer corpo no prato delta 
balança , o equilibrio fe romperá , até que apartando o pe-
zo F do eixo C , quanto for conveniente , fe torne arefti-
tuir e entaó veremos, que o momento C A . g, deve 
fer igual ao momento F . C H menos o momento F.Co 
do mefmo pezo F, por quanto elle fe tirou do lugar em 
que eftava na primeira divifaõ o . Logo ferá C i , 2, -
F.Ho. 

Defta conftrucçaõ fe fegue , que dividindo o efpaço o B 
em partes 0 1 , 1 2 , 2 3 , 3 4 , &c , cada huma delias igual 
ao braço menor C A , o numero correfpondente ao ponto 
em que fe achar o anel H denotará as vezes que o cor-
po O contém o pezo F. Por exemplo , fe efte pezo com-
prehendendo também o do anel for de huma libra, e ef-
tiver na terceira divifaõ, concluiremos que o pezo 2, he 
de tres libras; e alfim dos mais. Multiplicando as divi-
foens do braço C B , pezar-fe-haõ com facilidade até as me-
nores partes da libra : mas para os ufos ordinários , bafta 
dividir em 16 partes iguais cada hum dos intervallos jí 
marcados, a fim de fe pezarem as onças com exaílidaõ. 

204 A balança da China he como a Romana , mas de hu-
ma forma muito fimpies, e applicada 3 maior numero de 

ufos. 



D E M E C H A N I C A . I T f I 

"ttfos. Della fe fervem muito os Chins para pezar até as mais 
pequenas faifcas de ouro. Confifte em huma pequena vara , 
ou traveffaõ de marfim A B ( Fig.89. ), de cuja extremidade 
A eftá pendente hum prato proprio para receber o que fe 
quer pezar. Efte traveflaõ he furado em C de maneira , 
que paffando hum cordaõ C D pelo buraco , nelle fica fe-
guro por meio de hum nó , que tem na parte inferior. 
Por efte cordaõ he que fe fuftenta a balança, a qual tem 
o outro braço dividido em partes bem iguais, e nelle hum 
contrapezo , que fe vai afaftando do ponto C até haver 
equilíbrio. Mas a fim de fazer mais com modas as fuas ba-
lanças , coftumaõ os Chins dar no traveffaõ outros dous fu-
ros E , F, para poderem fufpendellas por tres pontos dif-
ferentes , conforme a necelfidade. Para cada eixo de fuf-
penfaõ tem o traveffaõ huma divifaõ particular ; e ficando 
fempre o prato na mefma extremidade , o contrapezo fe 
aparta mais ou menos, conforme o eixo de fufpenfaõ. 

Em lugar de fazer movei o contrapezo ( Fig. 90. ) , po-
dia fazer-fe o prato ; e efta balança ferviria igualmente pa-
ra os mefmos ufos : mas em geral , he mais fácil de mo-
ver o contrapezo, e delia maneira fe ufa menos o prato 
da balança. 

2oç Os Maquiniftas tem-fe exercitado muito em defco-
brir novos meios de pezar toda a forte de corpos. Hmna 
das maquinas mais ingenhofas , que fe tem imaginado pa-
ra efte effeito, confifte em hum quarto de circulo lixo fo-
bre o pá P. No centro C fe acha hum eixo perpendicular 
no plano do quarto do circulo , e ao redor do eixo eflaÕ 
dipoftas tres roldanas moveis e concêntricas 1 , 2 , j , por 
cada huma das quais palfa hum cordaõ , em que fe pôde 
fucceffivamente dependurar o prato. Os diâmetros das rol-
danas faõ arbitrários: porém ellas faõ todas fixamente uni-
das a hum mefmo raio C M feito de matéria algum tanto 
pezada , de maneira que naõ poffaõ girar ^ feni que eíla 
efpecie de index ou alidada fe mova também. O cordaõ 
que paífa pela roldana maior ferve para os pezos mais pe-
quenos , e os outros dous fervem por gradaçaõ p?.ra pezar 
maffas mais coníideraveis. 

O centro de gravidade G do index CM he o que fiz 
as vezes de potencia. Supponhamos , que eftando o prato 
vazio , C M correfponde ao ponto o; eftá claro , que car-
regando o prato fe romperá o equilíbrio a favor da mateJ 

ria 
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ria que fe peza, e que o prato defcerá confeguintemente 
até que o index C M tenha fubido para D a huma altura 
fufticiente , para que o feu centro de gravidade obrando 
por hum braço de alavanca mais comprido polia fazer-lhe 
equilíbrio. Mas a tim de que as maífas mais pezadas na6 
obriguem o index a fubir rapidamente acima do ponto D, 
ajunts-fe algum pezo na fua extremidade M , para o fa-
zer mais pezado, quando fe trata de pezar maíTas con-
fideraveis. Também he bom pôr em D hum obítaculo, 
que retenha o index no quarto de circulo, no cafo de 
que o feu pezo naõ feja baílante. 

He fácil de ver , que nefta maquina o jogo do index ao 
redor do ponto C naõ pôde fer taõ livre , corno o do tra-
velíaõ nas balanças ordinárias. A fricçaõ he neceífariamen-
te maior; e por iífo naõ deve fervir , fenaõ para pezar 
mafías mediocres, e que naõ fejaõ de grande preço. Em 
conclufaõ : naõ ha meio , nem mais fimples , nem mais 
proprio, para examinar os mais pequenos pezos , doque 
as balanças de que ufaõ os joyalheiros para pezar os dia-
mantes , e os enfayadores da moeda para pezar o ouro. Saõ 
balanças ordinarias , mas taõ juftas e fenfiveis , que baíta 
muitas vezes a milleflima parte de hum graõ para lhes 
alterar o equilibrio. He necelfario polias ao abrigo do ven-
to , cubrindo-as com hum pequeno recipiente de vidro. 

206 A facilidade de pezar as matérias menos preciofas 
faz ufar de huma maquina de aço , cuja forma fe reco-
nhece facilmente pela infpecçaõ da Figura 92. Também 
fe ufa de outra maquina quaíi femelhante ( Fig. ) , á 
qual fe applica hum moftrador dividido em mais ou me-
nos partes, conforme fe deftina a pezar maífas de maior, 
ou ds menor pezo. Mas naõ deve efperar-fe grande exac-
tidaõ do ufo deitas ultimas maquinas , porque a fricçaõ , 
a alteraçaõ da elafticidade , a ferrugem , e todas as influen-
cias do ar as fazem neceífariamente imperfeitas. 

A eftas primeiras applicações da alavanca fe podiaõ 
ajuntar outras innumeraveis: mas todo o mundo fabe, quan-
to ellas fe inultiplicaõ nos diverfos ufos' da vida. Os re-
mos dos barqueiros , as pontes levadiças com os feus con-
trapezos, as tizouras , tenazes , manivellas : tudo em 
fim nos oíferece na ar te , e na natureza applicações innu-
meraveis deita maquina , que paíía com rafaõ pela mais 
fimples, e mais util de todas. 
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207 A Roldana , polé , ou montão ( Fig. 9?. he hu-
ma efpecie de roda , de grandeza arbitraria , 

cuja circumferencia C F D he cavada por huma efpecie 
de góla , a fim de nella fe ajuftar a corda ACB, cujas 
extremidades faõ occupadas huma pelo pezo , e a outra 
pela potencia. A roda inteira he movei fobre o eixo E , 
que atraveífa a alça E G . 

Quando a alça eftá fufpenfa de hum ponto fixo G, a 
roldana he fixa; e entafi he neceífario para haver equili-
brio , que a potencia B feja perfeitamente igual ao pezo 
A. Donde fe fegue , que por meio defta maquina naô po-
de ter a potencia ventagem alguma fobre o pezo , fenaõ 
a de mudar a direcçaõ a feu arbítrio circunftancia , que 
favorece muitas vezes o emprego da fua acçaõ , como 
fe vê nas polés dos poços, maftros &c. 

Porém , quando a corda que pa(fa pela roldana eftá )ior 
huma das extremidades atada a hum ponto fixo A ( Fig. 
94. ) , e a alça levanta o pezo M , a roldana he inovei \ 
e entaõ , para haver equilibrio he neceífario que a ten-
faó do cordaÕ A C , ou a carga do apoyo A feja igual á 
potencia B ; porque a naÕ ler aflim , correria a roldana 
pela corda , até haver igualdade de huma e de outra parte. 

Seja pois reprefentada por jf K a carga do apoyo lixo , 
e por KL a potencia B ; a diagonal H K reprefentará o 
pezo M . E porque temos B : M : : K L : H L , os triân-
gulos femelhantes HKL, C E D daráõ B : M ;: D E :C D . 
Logo para haver equilibrio na roldana movei, he necejfnrto 
que feja a potencia B para o pe%o M, como o raio da 
roldana para a fubtenfa do arco comprchcndido pela corda. 

Donde fe fegue , que em quanto o dito arco for maior 
que 60° a potencia terá ventagem fobre o pezo ; e que 
terá a maior que he poflivel , quando o arco for de i8o« , 
o que fuccederá todas as vezes que os cordoens A C , B D 
forem parallelos. Logo naõ pôde efperar-fe condição mais 
favoravel para a potencia applicada a huma roldana mo-
vei , do que polia em equilibrio com hum pezo duplo. 
Se o arco fubtendido por C D tiver menos de 60o , Leni 
fe vê porque rafaõ a potencia fica de peior partido. He 
neceffario adver t i r } que deve ter-fe conta coro o pezo da 

roída-
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roldana, quando fe pertende grande exaftidaÕ no refiiífa-
<lo do calculo, e entaõ baila ajuntar o pezo delia ao da 
maífa Al. 

A propriedade da roldana movei deu lugar á invenção 
de huma maquina, que fe moftra reprefentada na Fig. 95. 
Neila fe vê hum pezo , ou huma potencia Q c u j a acçaÕ 
coinmunicando-fe por meio de huma polé fixa T a finco 
roldanas moveis , faz equilíbrio ao pezo P fufpenfo no ga-
to da quinta. Todas eftas roldanas faõ iguais entre fi , e 
os cordoens que as fuftentaõ faõ parallelos. Cadí hum del-
les eftá por huma das fuas extremidades atido a hum pon-
to fixo A em huma peça de madeira, ou em qualquer muro. 

Ifto pofto , he evidente que a primeira roldana move! 
O deve eftar em equilíbrio com huma potencia 2. duas 
vezes menor que a carga , que ella fuftenta. A carga da 
roldana feguinte deve pela mefma rafaÕ fer quatro vezes 
maior que a mefma potencia , e aflim por diante, até che-
gar á carga da roldana O I V , que naõ he outra coufa mais 
tio que o pezo M, e que fe achará confeguintemente em 
equiiibrio com outro pezo Q^tnnta e duas vezes menor. 
Multiplicando pois as roldanas moveis , podem aumentar-< 
fe çonfideravelmente as forças de huma potencia , que obra 
por meio deita maquina. A expreíiaõ geral defte aumento 
he P ~ am 

2c8 Cluma-fe Cadernal huma maquina compofta de muir 
tas roldanas A , B , C , D ( Fig. 96. ) , difpoftas de qualquer 
maneira dentro de huma mefma alça A D , e çhama-fe em 
particular cadernal de dous, t res , ou quatro gomes, con-
forme o numero das roldanas. Huma força medíocre bafta 
para fazer em hum cadernal equilíbrio a huma grande refif-
tcncia : mas o effeito defta maquina ferá mais notável, 
quando a hum cadernal fixo fe ajuntar outro movei. Suppo-
nhanios , que o cadernal A D eftá pregado fortemente pe-
las orelhas M e N em quaifquer pontos fixos, e que outro 
cadernal G E carregado de hum grande pezo P eftá fufpen-
fo horizontalmente ao primeiro por huma única corda 
Jí 1 6 ç 4 j 2 1 2 , j que joga por todos os gornes, e na ex-
tremidade 2. he tirada pela potencia. Ifto porto , bufque-
mos a condiçaõ do equilíbrio entre o pezo P , e a potencia 
2 , : mas antes diffo , naõ nos efqueçamos de advertir , que 
o pezo do cadernal movei , e de tudo o que lhe pertence 
deve ajuntaí-fe ao pezo P. 
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Primeiramente eftá claro , pelo qne temos dito da rolda-
na tixa, que a tenfaõ do cordaõ i he igual i potencia O , 
e que a do cordaõ 2 he igual á do cordaõ t. Por confe-
guinte todos os eordoens do apparelho devem ter a inefma 
tenfaõ, e a força delia ferá medida pela potencia g. . Po-
rém a tenfaõ de huma corda em equilibrio vem de duas po-
tencias iguais , que a eílenclem para partes contrarias ; logo 
podemos conliderar cada cotdaõ , como tirado de baixo pa-
ia cima pela potencia g, , e de cima para baixo por outra 
potencia igual a Mas eíta , que naõ tende evidente-
mente fenaõ a carregar o cadernal tixo , ferá abforbida pe-
la reíiílencia que elle oppoem. A primeira pelo contraria 
tende a elevar o cadernal inferior •, e aflim conliderareraos 
cada cordaõ como a direcçaõ de huma potencia g, que ten-
de a elevar o cadernal E F G. 

Se refolvermos pois cada huma deltas direcções em outras 
duas , huma horizontal , e outra vert ical , veremos facil-
mente que as primeiras devem deítruir-fe mutuamente , [ra-
ra que o cadernal naõ tenha movimento afgum horizontal ; 
e que as fegundas faõ as que fe empregaõ realmente em fuf-
tentar o pezo P. Seja pois A o angulo, que faz qualquer dos 
eordoens com o horizcmte. He fácil de ver , que g, fen A 
he o esforço vertical que refulta da potencia (^applicada 
fegundo a direcçaõ do mefmo cordaõ. Logo teremos a foma 
de todas ellas forças, ou fora . QfenA, ou Q.forn fen A = P. 
He necelfario pois, para eftabelecer o equilibrio nefte appa-
relho , que a potencia feja para o pezo como o feno total pa-
ra a foma dos fenos dos ângulos, que formaõ com o horizonte 
os eordoens, que fobem do cadernal inferior para o fuperior. 

Donde fe fegue , que fendo os eordoens parailelos, a po-
tencia deve fer para o pezo , como a unidade para o nume-
ro dos ditos eordoens -, e por ilfo eíta difpcfiçaõ he a xnais 
favorável á acçaõ da potencia. 

A condiçaõ, que acabamos de expôr, tem igualmente lu-
gar , quando os dous cadernais eftaõ difpoftos verticalmen-
te ( Fig. 97. ) i mas entaõ he necelfario , que as roldanas 
fejaõ deíiguak •, e querendo que os eordoens fejaõ paralle-
los , he neceflario , que os diâmetros das roldanas que a cor-
da abraça fucceftivamente íigaõ huma progrelTaõ ariihmeti-
ca , que tenha por dilferer.çá o diâmetro da mais pequena. 

Suppondo pois que as roldanas D , E, C, F , B , G , A faõ 
xefpeflivamente , em quanto aos diâmetros , como 1 , 2 , 

3 
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? , 4 , < , 6 ,7 , teremos no cafo do equilíbrio a condiçaõ 
fe;;ui;;te: O pezo deve equivaler a tantas vezes a potencia , 
quantas faíj os cordoens que fobem do cadernal inferior para 
o fuperior. Aflim no cafo prefente , huma potencia Q fete 
vezes menor que o pezo P o fuftentaria em equilíbrio. Po-
dem também fer iguais o diâmetros das roldanas, eftando 
ao lado humas das outras , cada huma em fua caía , como 
fe pratica em muitos apparelhos. 

O ufo dos cadernais he muito commum nas manobras dos 
navios , e geralmente em todo o lugar , quando fe trata de 
levantar grandes pezos. Efta efpecie de apparelhos he mais 
çommoda, que muitas outras, porque para fe fazer jogar 
naõ carece, nem de muito efpaço , nem de grandes esforços. 
Porém em quanto ás ventagens que pôde ter a potencia , he 
certo que naõ podem paliar de certos limites ; porque au-
mentando muito o numero das roldanas , e dos cordoens , a 
fricçaõ fe faz taõ conlideravel, que a potencia naó terá mais 
que ganhar. 

Ha muitos outros.modos de difpór as roldanas , os quais 
fe encaminhaõ mais ou menos a multiplicar as forças : mas 
nós naõ entraremos a referillos por rr.eudo , fendo baftantes 
os principios precedentes, para calcular o effeito delles. 

LO SARILHO, E DE OUTRAS MAQUINAS 

QUE À ELLE SE REDUZEM. 

zc<) ^ Obre dous apoyos A , A ( Fig.98. ) defesnça ho-
O rizontalmente hum cylindro B B , cujas extre-

midades podem girar com facilidade nos buracos, ou fendas 
dos apoyos. Perpendicularmente a efte cylindro eftá fixa hu-
ma roda R , que a potencia fe esforça a mover. A roda le-
va comíigo na fua revoluçaõ o cylindro , ao qual eftá preza 
huma corda que fuftenta o pezo , e que o levanta pouco a 
pouco á medida que vai girando o cylindro. Efte todo forma 
o que chamamos Sarilho , cujo ufo he taõ comiuum nas ve-
zinhanças de Paris, e em outras partes, para tirar as pedras 
do fundo das pedreiras. 

Muitas vezes em lugar da roda fe ufa fimplesmente no Sa-
rilho de huma manivella , ou de duas alavancas , ou barras , 
que cruzaó perpendicularmente o cylindro : mas confidêran-
do eftas alavancas, como outros tantos raios de huma mefma 

roda, 

.í 
<r 
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ioda , bem fe vê que naõ deixa de fer tudo huma mefma 
maquina. Somente parece , que a revoluçaõ do cylinrlro pro-
duzida pela força das alavancas he menos uniforme, doque a 
que fe obra por meio da roda. Efta efpecie de maquinas fe 
vê ordinariamente nas carroças, que fervem dc tranfportar as 
pipas de vinho. 

210 Separemos agora da Fig. £>8. todo o apparelho exte-
rior e acceíforio , para confiderarmos as partes ellencialmen-
te reiativas ao equilíbrio. Seja pois A B ( Fig çy. ) o eixo 
do cylindro apoyado fobre as duas extremidades A , B , e fe-
ja DFE afemicircumferencia da roda, á qual eftá applicad» 
a potencia P pela direcçaõ. da tangente F Aí P : feja H o 
ponto, onde a corda H toca a fuperficie do cylindro , do 
qual G H reprefenta o raio , ou a perpendicular conduzida 
do ponto H fobre o eixo A B . Imaginemos em fim , que 
a interfecçaõ do plano vertical D F E da roda com o plano 
horizontal ABH fe reprefenta pela reda C AÍO. 

Ifto pofto, fe concebermos a potencia P applicada em 
M , e reprefentada por Aí N , poderemos reíolvella em 
duas forças, huma horizontal reprefentada por AÍO , .e ou-
tra vertical reprefentada por Al R. Porém a primeira ef-
tá na direcçaõ do ponto C; logo ferá deftruida pela relif-
tencia do eixo , empregando horizontalmente o feu esfor-
ço contra os pontos de apoyo fixos A , e B. Logo fomen-
te a fegunda he a que deve fazer equilíbrio ao pezo O , di-
rigido por H Imaginando pois a alavanca Aí K H , que 
tem o ponto de apoyo em K , teremos por condiçaõ do 
equilíbrio M R : g , : : H K : M K. Porem os triângulos 
K Al C , K G H faõ femelhantes , como também o faõ os 
triângulos MNR , M F C -7 logo teremos em primeiro lu-
gar H K : M K , ou M R : g , : : G H ; C Aí ; e em fegundo 
lugar , M R : M N: : C F : C M. Donde concluiremos 

Q^.GK~CF.MNr=CF.P-, 
ifto he : Para haver equilíbrio no farilbo , he neceffario que 
a-potencia feja para o pezo , como o raio do cylindro pa-
ra, o da roda ou ( que vem a fer o mefmo ) be ncctjfario 
que os momentos dopeiu), e da potencia em ordem ao eixo 
fejao iguais. . 

211 Para determinar a carga dos pontos de apoyo A , B 
Aí F 

he neceffario refolver a força horizontal MU , ou ——-P 

em 

i 
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^ f : outras duas , huma dirigida para A , que ferá A a' ZS 
M F C B 

• jj-g - P ; e a outra dirigida para B, que ferá B b' zZ 

g ^ j • ^ -g - P. Do mefmo modo as duas forças verticais 

C F 
MR e 2, fe reduzem a huma Q / f A Í R , ou j ^ j f P , 

que pafla por K ; e efta fe refolverá em outras duas ver-
ticais , que paliem por A , e B. A primeira delias ferá A a 

K 8 '' c * ~ \ , , , , A K 
= Tb V Í H " CM P ) » e a fcgunda. f e r a B b ~ AB 

C F 
( ^ ") • Acabando pois os reélangulos A a'a" at 

B b' b" b, as diagonais Aa", B b" reprefentaráõ as car-
gas , que fuftentaõ os pontos A , B. 

212 A condição do equilibrio no farilho moftra, que 
a potencia terá tanto maior ventagem fobre o pezo , 
quanto for maior a roda , a que fe applicar. Efta roda , em 
conclufaó, pôde colloear-fe em qualquer ponto que fe qui-
zer do comprimento do cylindro, fem que o equilibrio fe 
defordene. Por exemplo ( F i g . i o o . ) , podíamos fuppor a 
fecçaõ G H no mefmo plano da r o d a , e o equilibrio naõ 
deixaria por iíío de exprimir-fe pela equaçaõ P . C F -
Qj. G H ; porque entaõ , obrando as duas forças P , Q, 
huma contra a outra por meio da alavanca angular FC/ í , 
os feus esforços feraõ iguais , aftim que tivermos P . G F 

2 i? Sendo a corda , de que fe faz ufo no farilho, 
quali fempre de hum diâmetro notável , e communicando-
fe a acçaõ da potencia ao pezo pelo eixo da mefma cor-
da , he neceífario ajuntar o femidiametro delia ao raio do 
cylindro. 

Daqui vem, que he neceífario aumentar a potencia, to-
das as vezes que a corda, tendo cuberto todo o compri-
mento do cylindro, fobrepoem as voltas humas a outras. 

214 Se o eixo do farilho ( F i g . IOI.J, em lugar de 
fer horizontal , for perpendicular , entaõ tem o nome par-
ticular de Cabrejlante. Delle fe ufa frequentemente para 
conduzir pouco a pouco maífas coníideraveis , como pedras 
grandes , obelifcos, eftatuas equeftres &c. Primeiramen-

t e 
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te fe leVantaõ com alavancas , para fe lhes introduzirem 
rolos por baixo, que facilitem o movimento-, e alg.;más-
vezes fe eltabelecem fobre hum tecido cie madeiramento 
fuftentado em rodas groíTaS , e maciças, Depois a huma 
diftancia competente i'e prega fortemente no chaõ huma 
groffa eftaca , á qual fe prende o cabreftanre. Quatro ho-
mens , cu mais fe he necelfario , applicados cada hum á. 
fua barra fazem voltar o cylindro ; á medida da revolu-
çaõ fe vai enrofcando a corda pela fua circumferencia, e 
o pezo fe adianta outro tanto. Quando eftá perto da ef-
taca, prega-fe efta mais adiante ', faz-fe a taefma manobra; 
e á força de a continuar , chega hum pequeno numero de 
obreiros a conduzir ao lugar do feu deftino pezos defmar-
cados. 

Defte modo he , que a pezar da grande fricçaÕ que 
he necelfario vencer, vemos muitas vezes mover fem gran-
des esforços malfas muito pezndas. Quando fe trata de as 
conduzir a pequenas diftancias , lixa-fe por huma vez a fi-
tuaçaõ do cabreftante ; e quando fe trabalha com elle , 
hum homem fentado ao pé do cylindro deferirola as pri-
meiras voltas da corda , ao palio que fe vaõ formando ou-
tras. Em Paris todo o mundo conhece efta manobra , 
que ferve continuamente para defearregar os barcos de 
pedra &c. 

21 y Os farilhos , de que fe ufa na conftrucçaõ dos pe-
quenos edifícios, ordinariamente faõ fuftentados por duas 
peças de madeira, que formaõ hum angulo , no vertice do 
qual fe acha huma roidana pela qual palia a corda , que de-
ve levantar os materiais. 

Chamaõ-fe Guindajhs os que fe ufaõ na conftrucçaõ 
dos maiores edifícios , e nos eftaleiros. No gnindafte , 
o ajuntamento de todas as partes do cylindro , e das 
rodas faz equilibrio a huma grande peça de madeira , cuja 
direcçaõ he obliqua ao horizonte , na qual eftaõ as polés 
íixas por onde paffa a corda. O todo he movei fobre hum 
piaõ , de maneira que tendo elevado o pezo a huma cer-
ta altura , pôde fazer-fe andar horizontalmente em roda do 
guindafte , por meio de huma roldana que chamaõ grua , e 
joga por cima do baileo , que he a modo de hum andai-
me , ou cadafalço armado ao redor do pinÕ. 

Para fe darem mais forças a efta maquina , peem-fe or* 
iicariamente cm cada extremidade do cylindio fctn;a roda 

í de 
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de feis pés de raio , fobre a qual fe fobc continuamente 
por pequenos degraos, a fim de afinar por meio do proprio 
pezo ; ou , fe cada huma tem o feu tambor, os obreiros 
as fazem girar caminhando pelo interior delias. 

2i 6 Reprefentemos por CAB (Tig.102.) o quarto ds 
roda , fobre a qual os homens caminhaõ , e por Al , Al' , 
Al" , Aí '" , B , os pontos onde aétiia o pezo delles, pelas di-
recções perpendiculares PM, P' A l ' , P" Al" &c. Logo 
fendo Aí , Aí' &c os pezos refpeétivos delles, teremos por 
expreffaõ dos feus momentos,, em ordem ao centro C , os 
produdos Aí . C P , A í ' . C P' &c , cuja foma deve fer 
igual ao momento da malfa , que elles fuftentaõ. 

Seia pois CE o raio do cylindro, e P o pezo que de-
ve fuftentar-fe. Teremos P.CE— M.CP -f- M>. C P' 

Aí" , C P " + Aí" ' . CP'" -f B .CB (fuppondo que nr.5 
ha mais do que huma roda ; porque fendo duas , e ambas 
iguais tanto nas dimenfões , como nas potencias que lhes 
faõ applicadas, a foma dos momentos ferá o dobro da ex-
prefTaõ precedente ) . 

217 Tomemos por exemplo hum guindafle , que tenha 
duas rodas , em cada huma das quais trabalhem n homens 
todos de igual pezo , e applicados a diítancias iguais AM, 
MM' &c. Seja Aí ò pezo de cada huni delles, r o raio 
CE do cylindro aumentado do femidiametro da .corda ,H 

. . 90o 

o raio CA da roda, e o arco AM — -— — x. Teremos 
n 

P . r zz 2 Aí . R ( fen x 4 . fen w + fen ix. . . . . . - f . 
1 -V- cot ~ * 

fen n x , ou 1) . Porém a foma delta ferie he 

(Euler . Intr. inAnalyf. Infin. tonh 1 . ) . Logo a equaçaõ 

precedente fe reduzirá a ella P. r — Al . R + cot jx^ ' 
Seja v. gr. o raio de cada huma das rodas de 8 pés, e 

o do cylindro juntamente com o femidiametro da corda 
de 6 polegadas. Pergunta-fe o pezo P, que 6 homens ap-
plicados a huma roda podem fuftentar em equilíbrio. 

O pezo de hum homem mediano coítuma avaliar-fe ent 
i ço libras. Aflim fubítituindo na formula precedente to-
dos os valores das quantidades} de que fe compoem, acha» 

. • remos 
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temos que he P — i<5. 150 ( 1 + cot. 7° 30' ) =2 16 . 150, 
">W754i — 20629,81. Eíte pezo ferá pois de 20650 li-
bras ; e aumentando-fe as forças o que for necelfario para 
vencer a fricção , levantarfe-há facilmente até onde fe 
quizer. 

A mefma formula daria- igualmente a conhecer o nu-
mero de homens, que feria necelfario applicar a cada roda , 
para fazerem equilibrio a hum pezo dado. 

218 He de advertir , que nos cálculos relativos ao ufo 
dos guindaftes deve attender-fc ao pezo , e á dureza das 
cordas. Quanto ellas faõ mais go l fas , tanto mais reliltem 
a dobrar-fe á feição da circumferencia do cylindro ; e 
quando faõ novas , ainda reliftem mais. Também fe ex-
perimenta maior difficuldade a efte refpeito á medida que 
ell as fuftentaõ maiores pezos , que o movimento das rodas 
he mais rápido , e que as roldanas por onde paffao faõ 
mais pequenas. Quanto ao pezo, deve também ter-fe con-
ta delle , muito principalmente quando a fegurança da-ma-
nobra nos obriga a ufar de grolfos calabres. 

219 As maquinas, que fe compoem de differentes ro-
das, naõ faõ outra coufa mais que hum encadeamento de 
fariihos, nos quais a potencia obra na circumferencia da ro-
da maior, por meio cl-s feus dentes. O que tem entaõ lu-
gar de cylindro ( Fig. 10?. ), he outra roda dentada muito 
mais pequena , que fe ajuda concentricamente ao eixo da 
grande , de maneira que naõ poffa mover-fe huma fem a 
outra. Para diftinçaõ , chama-fe a pequena carrete. 

Os dentes das rodas faõ ordinariamente abertos no feu 
mefmo plano , ifto he , na direcçaõ da circumferencia pa-
ra o centro. Algumas vezes porém pedem as circunftancias, 
que fe abraõ perpendicularmente ao plano ( F i g . 104. ) , e 
entaõ fe chama roda de coroa , ou roda de chão. Também 
•os carretes fe fazem de hum cylindro oco , ou lanterna, 
•cuja fuperíicie convexa he fubftituida por huns páos del-
gados , e roliços, chamados fuielos , psrallelos entre f t , 
e difpoftos a diftancias iguais (Fig. i o f . ) < Eítes fuzelos 
produzem o mefmo effeito , que os dentes ordinários, e 
ie ufaõ nas atafonas , e em muitos outros engenhos. 

220 Supponhamos agora huma roda A dentada , ou 
naõ dentada (F ig . 106. ) , fobre a qual obra huma poten-
cia g, pela direcçaõ da tangente M Q. Efta roda tem ff-

•gamente no íeu eixo hum carrete a 3 que endenta com ou-
X a t r j 
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tra roda B : o eixo defta leva outro carrete l, que rttcWfi-
outra roda C ; e para naõ multiplicarmos mais as peças, 
fupponhamos que a roda C tem finalmente no feu eixo hura 
carrete , ou cylindro c , no qual fe enrolla a corda J V P , 
que fufpenáe o pezo P , á medida que as rodas fe movem, 
Ifto pofto , bufquemos a relpçaõ , que deve ter a potencia 
Q com o pezo P , no cafo do equilibrio. 

Sejaõ R , R', R" os raios das rodas A , B , C ; fejaS 
r , r ' , r" , os raios dos feus carretes refpeflivos •, e fejaS 
em fim a , b , P as forças , com as quais tendem a-mover-
fe os pontos tangentes delles. Pela propriedade do fari-
lho teremos 

a:: r : R ,a: b: :r>: RT, b: P : : r " : R " •, 
e multiplicando eftas tres proporções', termo por termo j 
acharemos finalmente 

£ . p . . rri R R I R!>w 

L o g o , para ejlabelecer o equilíbrio por meio das rodas den-
tadas , be mcejfario , que a potencia feja para o pezo , como 
o produão dos raios de todos os canetes para o produflo 
dos raios de todas as rodas. 

Alfim , fendo o-raio de cada carrete huma decima par» 
íe do raio da roda , e havendo tres rodas, e tres carretes, 
huma potencia mil vezes menor que o pezo, huma fó li* 
bra por exemplo , fultentaria mil v e fe ajuntaiTemos fó -
meute duas rodas com dous carretes, a mefma libra faria 
equilibrio a cem mil. Poucas maquinas faõ logo taô pró-
prias para multiplicar as forças , como as rodas dentadas. 

221 Entre todas as maquinas, que fe reduzem imraedia-' 
tamente ao farilho, tem o Macaco , com muita rafaÕ , hunt 
dos primeiros lugares. Efte he hum dos inftrumentos mais 
limples da Mechanica, e naõ fe conhece outro mais ef-
i c az . 

No macaco obra a potencia por meio de huma manivel-
la A M N P ( Fig. 11 j. ) , cujo eixo N P tem hum car-
rete P , que move a barra dentada G D, e a obriga a fo-
bir. Eftá c laro , que para haver equilibrio nefta maquina, 
deve fer a potencia applicada á manivella para a força, que 
tende a levantar a barra C D , como oraio do carrete pai-
ra o raio M N da manivella. E como o primeiro raio he 
muito mais pequeno que o fegundo, podem levantar-fe f a -
cilmente com o macaco pezos muito confideraveis. 

Mao a força ferá muito maior } fe ajuntarmos huma ro-
& 
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€a com hum carrete de mais ( Fig. 114. ). Porque entaõ 3 
potencia applicada á manivella ferá para a força que ten-
de a elevar a barra C D, como o produdto dos raios dos 
carretes P ,R para o produ&o dos raios da roda N , e da 
manivella M N. 

Do movimento das rodas em geral, e do me-
chanifmo dos relogios em particular. 

111 TV/f As para confiderarmos de caminho o movi-
XVJL mento das rodas, fupponhamos que o primei-

ro carrete a faz mover todo o fyftema de rodas , e carretes 
(F ig . 1 0 7 . ) . Sejaõ reprefentados por n , o s números 
dos dentes dos carretes a , b •, e por t f , N' os números dos 
dentes das rodas B , C. He evidente , que o primeiro car-
rete a naõ pôde dar huma volta inteira fem que a roda B 
faça huma parte da fua revolução. Efta parte deve corref-
ponder a n dos feus dentes, e a fua expreffaõ geral he a 

parte ~ de huma das fuas revoluções totais. 

A roda C deve , pela mefma rafaõ , fazer huma parte 
da íua revoluçaõ , a qual he vifivelmente huma fracçaõ 
» ' . . . n 
—t da quantidade — que a roda B tem andado. Aflim , 

em quanto o carrete a dá huma volta inteira , a roda C fa-
n n' 

ta a parte da fua revoluçaõ total. 

113 Donde fe fegue em geral, que o numero ie voltar 
dadas pelo carrete, que move todo o fyftema, he para o numero 
das voltas da ultima roda, como o produtto dos números à: 
dentes de todas as rodas para o produão dos números de den-
tes de todos os carretes. 

124 Logo , fe a rodagem foffe movida toda pela roda 
C, a velocidade defta roda feria para a do ultimo carrete 
0, como o produflo dos números de dentes de todos os 
carretes para o produfto dos números de dentes de todas 
as rodas. E daqui fe pôde determinar em todos os cafos o 
numero de dentes, que fe deve dar a cada huma das pe-
ças , para que dando a primeira roda huma volta em cer-
to tempo 3 a ultima dfc também huma volta em hum tem-

po 
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po dado. Na5 ha coufa^mais ingenhofa na Re!ogiaria*d<J,\ 
que as applicações, que fe tem feito defte principio aos di-
verfos movimentos , que moftraõ os fegundos, os minutos, 
as horas , os dias , 03 mezes, e o curfo dos aftros. Exami-
nemos hum pouco efte mechanifmo, confideranao-o nos re? 
logios ordinários. 

225 O que dá o movimento a toda a maquina , he hu-
nia mola fpiral , que ordinariamente fe chama móla real, 
efcondida dentro do tambor A (Fig. 108.) , o qual he mo-
vei fobre o feu eixo. Efta móla fe comprime , quando fe 
dá corda ao relogio ; e como ella eftá fixa por huma das 
extremidades no eixo do tambor, e pela outra na fuperfi-
cie concava delle , he necelfario que para fe reftituirao 
feu eftado natural faça girar o mefmo tambor. Porém o 
tambor tem fobre a foa fuperficie convexa huma pequena 
cadeia de aço, que nella prende por huma ponta , e pela 
outra no fuzo B , o qual he huma efpecie de conoide, que 
ordinariamente pôde receber fete voltas , e meia da mef-
ma cadeia. Ifto pofto , quando fe anda com o fuzo , por 
meio da chave applicada ao feu eixo P, faz-fe andar ao 
mefmo tempo o tambor •, e aíTim fe comprime a móla in-
terior , á medida que a cadeia Vai paliando delle para o 
fuzo. 

Mas logo que fe acaba de andar com o fuzo , a móla 
começa a foltar-fe , faz girar o tambor , a cadeia torna pa-
ra a fuperficie delle , o fuzo a vai largando pouco a pou-
co , e communica o movimento a toda a maquina. He ver-
dade , que as forças da móla diminuem á medida que ella 
fe vai foitando : e por iílo naõ poderia fazer girar Uni-
formemente o fuzo , como he elfencial mente neceíTario, fe 
naõ fe tiveífem achado meios de compenfar aquella diini-
nuiçaÕ. Eifaqui primeiramente o mais efficaz. Em lugar 
de fe dar ao fuzo huma forma cylindrica, imaginou-fe dar-
Ihe a de hum conoide truncado, afim de que os momen-
tos das forças da móla foliem confiantemente iguais entre 
fi. Efta precauçaõ bailaria fó para confervar a uniformida-
de do movimento , fe pudelfemos fegurarr.os na pratica de 
que a móla fe folta fempre por huma mefma lei conheci-
da , e de que ao fuzo fe tinha dado exaílamente a figura 
que lhe he necelfaria. Mas como naõ he polfivel haver fo-
bre elles dous. pontos inteira certeza , procurou-fe reme., 
diar o refto de irregularidade por outros meios. 

" 226 An-
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i i S Antes de os âarmos a conhecer , íigamos pa"(To por 
palio os effeitos da.móla. Ella fe difpoem de maneira , que 
naõpolfa re!tituir-fe ao eftado natural , fenaõ no efpaço de 
trinta horas ; e affim o fuzo , que ha de dar fete voltas e 
meia, fará regularmente huma revoluçaõ em quatro horas. O 
mefmo fuzo eftá guarnecido na fua bafe de huma roda de 48 
dentes bem iguais, os quais eniaçaõ com os de hum car-
re te , que tem 12 também muito iguais. Efte carrete de-
ve pois fazer huma revoluçaõ em huma hora ; e por con-
feguinte , fe na extremidade do feu eixo , produzido até 
o moftrador , fe lixar hum ponteiro , efte moftrará os mi-
nutos. 

227 Falta dar movimento ao ponteiro das horas; e pa-
ra iffo fe imaginou hum jogo de rodas fituado entre o mo-
ftrador , e a chapa dianteira. O carrete M. (Fig. 109.) eftá 
no eixo da roda dos minutos , e dá confeguintemente hu-
ma volta por hora : além difto endenta com a roda N , cu-
jo carrete P elevado acima do feu plano faz mover a ro-
da Qj, Efta roda faz huma peça juntamente com o cano , 
ou pequeno "cylindro vazado , em cuja extremidade eftá o 
ponteiro das horas, e por dentro do qual gira livremente 
a hafte , que conduz o ponteiro dos minutos. Vè-fe repre-
fentada feparadamente efta roda na Fig. 110 : e naõ ha 
mais do que imaginalla fufpenfa ao moftrador por meio do 
cano , de forte que poffa girar livremente , como o faria 
ao redor da hafte , ou eixo dos minutos. 

Mas ainda pôde fazer-fe huma idéa mais clara defta 
jogo , lançando os olhos fobre a Fig. 111 , que reprefen-
ta .huma fecçaõ perpendicular, feita pela.hafte da roda dost 
minutos. Efta hafte K O tem o carrete M M , que endenta 
com a roda N N : e a roda N N tem na fua hafte o carre-
te P P , que endenta com a roda g , g , , cujo cylindro va-
zado C C E E tem na fua extremidade fuperior C C o pon-
teiro das horas C D. 

228 Agora para determinarmos o numero dos dentes das 
rodas N , g, e dos carretes P , M , delignemos eítes qua-
Tro números pelas mefmas letras refpeaivas W , g , , JP, M . 
E por quanto a roda g. deve dar huma volta em quanto o 
carrete P dá 12 , teremos 12 P. M ã N . g, ( n. 223. ) ; 
donde fevè. , que efte Problema , como todos os outros da 
mefma natureza , he em geral muito indeterminado. Adver-
tindo porém que as indeterminadas P, M , N , g, de-

vem 
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vem fer números inteiros; a 3 , que os dentes de hum car-
rete naó devera palfar de 12, quanto for poílivel ; que 
os dentes de liuma roda naõ devem paflar de 100 , quando fe 
naõ quizer fazer o relogio muito voíuminofo ; he fácil de 
comprehender , que o numero das foluções pofliveis deve fer 
muito limitado No cafo prefente, huma das mais fimples 
he dar aos carretes P, M ic e 12 dentes, e ás rodas 
N , Q 40 e 16. Igualmente fe podem tomar as ametades 
deites quatro números. 

229 Advirtamos porém , que fendo determinado o nu-
mero dos dentes de caia peça , a grandeza das rodas e car-
retes naõ he mais arbitraria Com effeiro, para que huma ro-
da poírà endentar exaflamente com hum carrete , he necef-
fario que o inrervallo entre os pontos tangentes de dous den-
tes confecutivos da roda feja igual ao intervallo entre os 
pontos tangentes de dous dentes confecutivos do carrete, 
l o g o , fendo N o numero dos dentes da roda, e 11 o nu-
mero dos dentes do carrete , deve fer o raio da roda pa-

^ 180° , J 180o 

ra o do carrete como o feno de . para o feno de ; 
n N 

entendendo-fe aqui pelo nome de raio , como ordinaria-
mente fe entende , a diftancia do centro ao ponto do contac-
to. Aflim teremos no jogo de rodas do cafo prefente ( Fig. 

M M . fen t P P fen 18o 

111.), J í i í a — , e —-— 7 - . 
Jen^ fen 4° j o ' 

Mas ainda falta huma condição , a que eflencialmente fe 
deve fatisfazer; ehe, que deve fer N N + M P P + O^) , 

,„ fen fen <í° fen 18' + feu 4° ou que M M . — PP.- —> 
fen jo feri 4° 30' 

Donde concluiremos 
fe« 1 f3 

N N - M M . 
fen 5 o 

fer, io°. cof to. fen 4o jo' 
PP=:MM. - — » 

ÇIQ^MM. 

fen <f0. fen 11o 15'. cof 6J 45» 

fen io°. cof ço fen i 8 3 

fen 5° fen ti° 1 ç * cof 6° 45' 
Calculando eftes valores por Logarithmos, acharemos 
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NN = Z,S>696MM 2-2-MM, .PPZZ - - -
33 

o , 8 0 3 8 M M ~ MM, t Q,(l= 3 ,1658MMzz 

3 — M M . E aílim ferá determinada a reláÇaõ , que de-
6 

vem guardar entre fi as peças defte movimento. 
230 Com eftas rodas pois , que ficaã entre o moftrador e 

a primeira chapa do tear, he que fe faz mover o ponteiro das 
horas concentricamente com o dos minutos ; e naó faltaria 
mais nada para a conftrucçaõ dos relogios , fe a móla pndeffe 
por fi fó fazer andar o fuzo com perfeita uniformidade. Mas 
o f r io , e o calor , a humidade , e a fecura, as diverfas po-
íiçóes do relogio , tudo confpira a fazer que a móla fe refti-
tua com defigualdade. Por outra parte , fe naõ fe lhe oppu-
zeffe alguma refiftencia , que lhe moderafle o impulfo , em 
lugar de fe defenvolver a corda do fuzo em 30 horas , palia-
ria toda ao tambor em hum inftante. Efta refiftencia he pro-
duzida pelo volante •, e eisaqui de que modo. 

Hum jogo de rodas , conduzido por huma roda que eftá na 
hafte dos minutos , faz mover a ultima roda, que chamaó ro-
da Catbarina, ou roda de encontro , a qual topa com os den-
tes nas palhetas do volante. Dá-fe a efta roda hum numero im-
par de dentes, a fim de que cada hum delles correfponda dia-
metralmente a hum efpaço vazio , e que naõ poífaõ ao mef-
mo tempo encontrar-fe dous dentes com as palhetas do vo-
lante. Efta conftrucçaõ faz , que as palhetas faõ alternativa-
mente impellidas pelos dentes fuperiores e inferiores da roda 
de encontro , e que á medida que paífà cada dente faz o vo-
lante duas vibrações. Nos relogios ordinários faz 17280 por 
hora. 

A roda do volante faz as fuas vibrações debaixo do guarda-
volante , que alguns também chamaõ gallo ; e eftá fujeita a 
huma pequena móla fpiral, que vulgarmente chamaõ ptndu-
la, e melhor feria chamar-lhe regulador, Efta móla reli lie ao 
movimento do volante, ou também o accelera , quando he 
necelfario ; refiftencia , e acceleraçaõ , que fe communica ao 
movimento de toda a maquina , e que sífim fe torna muito 
menos irregular. Bem fe fabe , que andando com o regifto, 
que vulgarmente chamafi a roda do tempo , e que eftá junto 
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do guarda-volante , fe retarda ou adianta o relogio , porqn? 
fe alonga ou encurta aquella parte do regulador , que modera 
as vibrações , e que reíifte mais ou menos ao movimento do 
volante , conforme lhe deixa o jogo mais ou menos livre. 

231 Determinámos agora o fyftema, que fendo condu-
zido por huma roda fituada na hafte dos minutos , deve pro-
duzir 17280 vibrações do volante por hora. 

A primeira roda he pois a que dá huma volta por hora , e 
que aqui reprefentamos por R ( Fig. 10,8. 112. ). Efta enden-
ta no carrete r , que na fua hafte tem a roda R ' , a qual en-
denta no carrete r> •, e efte conduz na fua hafte a roda de co-
roa R " , que endenta no carrete r" , o qual finalmente con-
duz na fua hafte a roda de encontro R 7 " . Tal he de ordinário 
a difpofiçaõ deftas peças: mas ainda que naõ faõ todos os re-
logios fabricados da mefma maneira , os princípios do calcu-
lo feguinte naõ deixaõ por iífo de ferem gerais, e applica-
veis a todas as combinações poíliveis. 

Sejaõ R , R ' , R" , R "' os números refpe&ivos dosden-
t e s , que fe devem dar ás rodas delignadas por eftas mefmas 
letra? •, e fejaõ r , r' , r1' os números dos dentes dos carre-
tes refpeflivos. No tempo , em que a primeira roda R dá 
huma volta , o carrete r " , ou a roda R'" dará hum nu-

, , , r . R . R ' . R " 
mero de voltas, que geralmente fe exprime por-——- —— • 

Efta roda fará logo paliar cada hora hum numero de dentes re-
R. R1. R" . R'" 

prefentado por —— : porem , para paliar 

hum dente, he neceífario que o volante faça duas vibrações; 
2 R.R'.R".R'" t 

logo - - deve dar 17280 vibrações. Lo-
go teremos *R . R ' . R". R"> = 8540 . r . r'. r">; e fup-
pondo todos os carretes de feis dentes cada h u m , 
R . R'. R'1. R'" — 1728 . 5 .6 . 6. 6 . 

Mas como a roda de encontro deve ter hum numero impar 
de dentes , e como naÕ pôde ter menos de 13 , nem mais de 
17, refta fomente o fuppor-lhe 15 . Entaõ ferá R . R' . R" zí 
1728 .2 . 6 . 6 — 54 . 48 . 48. Poier-fe-ha pois dar 54 den-
tes á roda R , 48 a R ' , e outros 48 a R" . , ficando a ro-
da de encontro de 1 <;, e cada hum dos carretes de 6. Os dous 
Problemas feguintes fe refolvem da mefma maneira. 

13a Pro-
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I32 , Problema I. Achar os números de dentes , que fe de-
vem dar a cada huma das peças de hum jogo de rodas , o qual 
fendo movido por bum carrete no eixo da roda das horas, faça 
dar á ultima roda huma fó volta no efpaço de bum anno com-
mum , i/lo he, em 365a çh 49'. 

O carrete pofto no eixo da roda das horas dá huma volta 
em 12 horas, e a ultima roda deve dar huma em 36511 çh 49 ' , 

49 349 -
ou em 876çt> ~ , que dividindo por 12 dá 750 — . Sejao 

60 720 
pois r,r',r'' os números dos dentes dos tres carretes, e 
R, R', R'' os números dos dentes das tres rodas, e teremos 

R . R ' . R" — 730 — r . r' . r " . 
720 

Ifto pofto , para que R . R* . R" feja hum numero intei-
ro , a primeira coufa que occorre, he fazer r. r' .r" — 720. 
Efte numero fe refolve nos faétores 8 , 9 , 1 0 , que faõ pro-
prios para fe darem aos dentes dos tres carretes ; mas efta 
fuppofiçaõ dá R . R'. R1' zz 525949 , numero que naõ pô-
de refolver-fe em fa&ores , que íirvaõ para os dentes das 
tres rodas R , RJ, R" : mas ifto fe remedeia , bufcando por 
via de approximaçaõ o que fe naõ pôde haver exactamente. 
Eisaqui o modo. 

3 4 9 
Por quanto a queftaS íe reduz a fazer que — r .r' . r" 

720 
feja hum numero inteiro , vejamos fe diminuindo-o da mais 

pequena quantidade poflivel — podemos fazello inteiro. 
720 

349. r. r'. r" — J" 
Supponhamos pois • — E , ou r •>"' . r' 

720 

ET —7 Z 0 ^ ^— . o refto defta divifaõ he 
349 

e fe o multiplicarmos por 16 , o refto ferá ^ 

tornando a multiplicar por 116, e tomando o refto da reduc-
i i i tf — E , . r , çao teremos que devera fer hum nume-

. . 349 
ro inteiro E'. Logo E — 349 E' + 111 S ; e fubftituin-
do efte valor ,. teremos r. r' . r" — 720 E' + 229 £ ,> e 

R . 
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R .R'. R" — 525949 E' +< 167281 cf , defprezando nefts 

ultima equaçaõ a quantidade —- , que naÔ he de confe-
720 

queneia alguma , comô logo veremos. 
Agora podemos dar a E' e «T os valores que quiser-

mos , até que os produdlos r. r'. r>' e R . R' . R" poffaõ 
refolver-fe em f.iíiores convenientes. Fazendo differentes 
tentativas , fe achará que os valores que produzem bom ef-
feito faõ E' ~ — 1 , e á1 — 4 ; donde fe deduz r . r'. r" 
si 96 , e R .R'. R" = I4JI7J. Os faélores de 196 faô 
4 , 7 , 7 ; e os de 143175 faõ 25 , 69 , 83 } e pôde tomar-
fe o dobro de hum dos primeiros , com tanto que também 
fe tome o dobro de hum dos fegundos. Aílim teremos refol-
vido o problema , fazendo os tres carretes de 7, 7 , e 8 den-
tes , e as tres rodas de $Q , 69 , e 83 , difpofto tudo de qual-
quer maneira ; porque he coufa indifferente dar a ef ta , ou 
áquella roda hum dos tres últimos números de dentes, ç 
do mefmo modo nos carretes. 

Suppofto que temo» defprezado huma pequena fracçaõ. no 
calculo precedente, naõ pôde recear-fe que dahi refulte er-
ro fenfível Apenas ferá necelfaria correcçaõ depois de ter 
deixado accumular todos eftes erros por hum grande numero 
de períodos. Para nos convencermos , bafta examinar o que 
fe palfa no movimento das rodas , que temos determinado. 
Eftáciaro , que dando a ultima roda hunu vol ta , dará o. 

14?'75 primeiro carrete -— 5 e porque efte dá huma volta 
190 

cm 12 horas, aquella dará huma em 
14317* • 

1 96. 
I4JI7Ç • ?h „ 4 g I 43 ^ A m m t e m e s ^ 

49 49 

luçaõ com a differença fomente de — deminuto, q u e h e 

huma approximaçaÕ maior do que era baftante. 
PROBLEMA. II. Achar os números dos dentes , guí fe devem 

àer a bum jogo de rodas , o qual fendo movido for bum carrete 
jituaio no eixo dos minutos , faça dar d ultima roda huma vol-
ta em 2jd 12^44' y, que he a revolução fynodica ia Lua. 

Reduzindo a horas eíle iatervallo de tempo, acharemos 
7 0 8 » 
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881 
708h ; e chamando # o produílo dos números dos 

12.00 
dentes de todos os carretes , e y o produfto dos números dos 

831 
dentes das rodas, teremos y zí 708 x equaçaõ, que 

1200 

naõ pôde fer refolvida , fenaõ por appioximaçaõ , fuppondo 

q u e —— he hum numero inteiro. Acabando o cal-
IZCO 

culo , como lio problema precedente, acharemos % — 
1200 E— , e y zz 8^0481 £ — ÇÇ990J1-, e pondo 
£ = 5 1 , e fahirá .v zz 884 , e 7 = 626521. 

O primeiro delles números pôde refolver-fe em tres fac-
tores 4 , , 17; e o fegundo em quatro 7 , 37 , 4 1 , 1 9 . 
Mas quereado-o reduzir a tres deveriaõ muhiplicar-fe os 
dous mais pequenos 7, e 37 , quedariaõ 259, numero mui-
to grande para os dente? de huma roda. Rdta pois , em fe-
tnelhante cafo , fuppor quatro rodas e quatro carretes. Mas 
para introduzir de novo hum carrete de 6 dentes , he necef-
fario dar 6 vezes mais dentes a alguma das rodas ; e a efco-
lha he bem fác i l , porque ha huma de 7. Temos pois refòl-
Vido o problema, empregando quatro carretes de 4 , 6 , 13 , 
e ij dentes, e quatro rodas de ij , 41 , 42;, e 59. 

Eftes princípios baftaô para explicar todo o mechanifmo 
defta efpecie de movimentos. Da foiaçaõ do primeiro pro-
blema nos podemos fervir , para fazer que no moftrador fe 
indiquem os dias , os mezes, os eqnino-cios, os (olfticios, 
e geralmente tudo o que refperta ao anno folar. E imitando o 
procedimento , que praticamos na foluçaõ do fegundo pro-
blema , poderá moítrar-fe de huma maneira muito exaila 4 
idade da L a s , e todas as fuas phafes. 

D O P L A N O I N C L I N A D O . 

S j 3 T A temos vrfto ( n . 149. e feg. ) , quais faó at 
J condições necelfarias, para que hum cor[>o pof-

to fobre hum plano horizontal fe mantenha em equilíbrio. 
He neceffario , em geral , que a vertical conduzida pelo 
centro de gravidade naõ deixe todos os pontos de apoyo para 
huma mefma parte. Examinemos agora o que deve obfervar-
fe no equilíbrio de hum corpo , quando fe põem fobre hum 
j l a a e inclinado ao horizonte. Primeira-



ntf T R A T A D O 

Primeiramente he fácil de ve r , que as forças que follí-
citaõ o corpo, devem todas reduzir-fe a huma fó , perpendi-
cular ao mefmo plano inclinado ; e que fem iíTo naõ pôde 
haver equilibrio. Huma vez que tenha lugar a dita reduc-
qaó , he evidente que a refultante ferá deltruida pela reíif-
tencia do plano , e que o corpo por confeguinte iicará em 
'defeanço , fem poder jámais mover-fe , em quanto os pon-
tos de apoyo naõ licarem todos para huma mefma parte a ref-
peito da refultante. 

2J4 Seja pois a potencia P (Fig. i i j . ) a que retem o 
corpo em equilibrio, G o centro de gravidade do corpo, 
G g , a vertical que paíTa por elle, a qual encontre a direc-
çaõ da potencia em M. Supponhamos também , que a for-
Ça P fe reprefenra por M R, e o pezo G por M Q. Com-
pletando o parallelogrammo M Q_N R , a diagonal M N 
reprelentará a refultante, a qua l , como diífemos, deve 
.fer perpendicular ao plano , para fer por elle deftruida. 

A primeira condição necelfaria, para haver equilibrio fobre 
.o plano inclinado , exige pois que o centro de gravidade do 
.corpo e a direcçaõ da potencia fe achem em hum mefmo 
.plano perpendicular ao plano inclinado. 

Seja A B a fecçaõ do plano Q_M P com o plano , fobre 
o qual fe trata de eftabelecer o equilibrio ; feja BC a li-
nha horizontal conduzida por B , a qual fe chama a bafe 
do plano inclinado; e AÇ a vertical que palia por A, a 
qual fe chama altura do mefmo plano. A refla BC he o 
comprimento delle , e o angulo ABC a fua inclinação. 
.. Ifto fuppofto : A fegundaxondiçaÕ necelfaria para haver 
.equilíbrio , he que a refultante MN feja perpendicular a 
A B. Por outra parte já fabemos, que a potencia P he 
para o pezo G , como' MR:MO: :fen O^fA N: fen N MR'7 

e que a mefma potencia he para a prelfaõ fobre o pla-
no , como M R : M N f: fen QMN :fen QM R . 

Da primeira deftas proporções concluiremos , que a po-
tencia ferá a menor que he poffivel , quando for reclo o 
angulo N M P , ou , que vem a fer o mefmo , quando a 
-direcçaõ M P for parallela ao plano. Porque entaõ a po-
tencia he para o pezo como o feno de Q,M N para o feno 
•total. E como , nefte cafo , faõ femelhantes os triângulos 
Q,MN , AB C teremos ella proporçaõ: A potencia beparx 
•o pezo com» o feno da inclinaçaõ do plano ao horizonte parti 
0 raio, ou como a altura do plano para o feu comprimento. 

23$ 
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23 f Eni cor.fequencia deites princípios he fácil de expli-
car a força da maquina , de que ordinariamente fe ufa para 
meter os toneis nas cavas, ou adegas fubterraneas ( Fig. 
116. ). Elta maquina participa ao mefmo tempo de todas as 
ventagens do farilho , da roldana movei, e do plano in-
clinado. As duas peças de madeira , em que joga o farilho , 
eftaõ encoltadas como huma efcada á parede , onde fe acha 
a entrada da cava. Huma das pontas da corda , que abrsça 
o tonel eftá preza a huma tranca , que fe atravelfa nos pes 
da efcada; e a outra eftá preza ao cylindro do farilho , e fe 
defenrola pouco a pouco, Deite modo faz o tonel as vezes de 
huma roldana movei. 

Sendo pois M o momento da força applicada ás barras do 
M 

farilho, e r o raio do cylindro, ferá >—• a força que ef-

tende cada huma das pontas da corda ; e fuppondo as duas 
2 M 

pontas parallelas, ferá — a força que retem o tonel P 

parallelamente ao plano inclinado. Chamando pois A a in-
zM 

clinaçaÓ do plano ao horizonte , teremos —: P : : fen A : 1 ; 

donde fe tira zM = P r fen A . 
Supponhamos agora , que eftaõ dous homens applicados ao 

farilho , e que conjuntamente empregaô huma força de zoa 
libras. Supponhamos também , que as barras do farilho fa5 
10 vezes maiores que o raio do cylindro , e que a inclinaçaÔ 
do plano ao horizonte he de 30o. Teremos P rr 200 . 10 . 
2 . 2 — 8000 libras ; e por confeguinte fuftentaráõ eftes dous 
homens o pezo de 80 quintais. Ajunte-fe a ifto o eífeito da 
fricção , que neftas circunftancias favorece tanto ao equili-
brio , quanto fe oppoem ao movimento. 

236 Quando hum corpo fe fuppoem pofto em equilibrio 
entre dous planos inclinados A B , A C (F ig . 1x7 ) , he 
necellario que haja na vertical , que paffa pelo feu centro 
de gravidade , ao menos hum ponto G , do qual conduzin-
do para os planos as perpendiculares G j , G » , eftejsõ 
eftas ambas em hum mefmo plano vertical , de maneira que 
naõ deixem para huma mefma parte os pontos, por onde 
o corpo alfenta fobre os planos. Logo he necelfario, que 3 
interfecçaõ commua dos dous planos feja huma linha reíta 
horizontal EF, -- • v-. ' Q 
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O pezo do corpo , que podemos rcprefentar por G M, 
refo!ve-fe em duas forças G G N que exprimem as pref-
foens refpeélivas fobre os dous planos inclinados. Chaman-
do-as pois N > e 0 P e z o c o r P ° G , teremos G : 2 . : 
N : : G Al: G G AT : : fen O G W : fen Al G A/: J í« Al-
G : B A C : fen C A E -.fen B A F . 

237 Por quanto cada p i fa t;o/m de huma abobada he 
hum corpo fullentado em equilíbrio entre os dous planos in-
clinados das duas peças vezinnas, para haver equilíbrio , he 
necelfario que a vertical conduzida pelo centro de gravidade 
tenha ao menos hum dos feus pontos tal, que delle fe poíTa ti-
rar huma perpendicular para cada huma das faces das peças 
contíguas, com as condições acima declaradas (Fig. 118.). Co-
mo porém cada peça faz huma prelfaõ lateral contra toda? as 
que a fuftentaõ, he necelfario , alem do referido , que a pref-
faõ da peça A fobre a peça B feja igual e direÁàmente op-
pofta á preffaõ reciproca, que a peça B exercita contra a 
peça A. As únicas peças, que naõ tem reacçaõ contra as fu-
periores, faõ os dous faimeis F , G , cujo pezo carréga to-
do fobre as impo/tas- O refto aíKia de peça em peça contrá 
as partes inferiores, que recebendo huma preffaõ lateral , 
a communicaõ fucceffivamente até os mefmos faimeis. 

Efta preffaõ geral communicada ás impoftas fe refolve em 
duas, huma perpendicular , e a outra parallela ao horizon-
te. A primeira carrega fobre os alicerces , e he deftruida pe-
la refiftencia delles. A fegunda fórma a força do encontro 
da abobada , que tende a defviar as paredes para as ilhar-
gas , e arruinar o ediiicio. Naõ ha coufa mais importante 
11a conftrucçaõ das abobadas , do que a arte de diminuir a 
força do encontro , que ellas fazem contra os pés direitos. 

Se as paredes, que fuftent3Õ huma abobada , faõ de mui-
ta folidez, e de pouca altura , facilmente podem refiftir á 
preffaõ horizontal delia. Mas quando a abobada he muito 
a l t a , e oufada , como faõ pela maior parte as dos grandes 
templos , entaõ adtuando a preffaõ por hum braço de ala-
vanca muito comprido fatigaria confideravelmente os pés 
direitos , e bem de preífa os derribaria , fe os Arquiteftos 
naõ tivelfem o cuidado de niffo darem algum remedio. 

O meio , que elles empregaõ de ordinário coníifte em for-
tificar exteriormente os pés direitos com botaréos algum3* 
vezes maciços , e pela maior parte formados de pequenas 
abobadas obliquas, quepropagaõ até outros pégoens menos 

elevs» 
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elevados o encontro da abobada principal, onde actuando 
por hum braço de alavanca mais curto he mais fácil de fe 
deftruir. 

Ein fim , quando ha muitas abobadas continuadas, a 
preflaÕ lateral, que obra nas extremidades, naõ he maior do 
que feria a de huma fó abobada , igual na extenfsõ a todas 
ellas. Que huma ponte feja de dés arcos, ou de quatro , 
o esforço geral que faz por defviar os membros das extre-
midades , he o mefmo ; e por ilfo he neceífario , que fejaõ 
igualmente fortes , para a poderem fuftentar. 

2]S Supponhamos dous corpos A,B ( F i g . I tp . ) ata-
dos ao fio A C B , que paífa pela roldana C , e poítos em 
equilíbrio fobre os planos inclinados ED,DF. Seja MN 
a vertical , que palia pelo centro de gravidade do corpo A, 
e reprefentemos por MN o pezo delle. Efte fe refoiverá 
em duas forças, huma M O perpendicular ao plano D E , 
e a outra M P na direcçaõ do fio CM. Fazendo huma re-
foluça^ femelhante do pezo do outro corpo , ferá Q.T a 
força com que elle eftende o fio BC M. Logo, havendo equi-

... • - w„ A fen N MO BfenRQS 
librio , feíá M P ss O T , ou — — — — — . 

10 ' fen CMO fen CQ_S 
Se osfiosCAjCJ? forem parall elos aos planos DE,DF, 

a ultima equaçaõ fe reduzirá a A fen DE G — B fen D F G , 

que fe pode pôr nefta fórma A . —— s B . '2-— . Lo 110 
DE DF b 

lerá neceífario , nefte cafo , que os petos dos corpos A, B fe-
jaõ como os comprimentos dos planos DE, DF fiire os quais 
fe fufientao. 

239 Mas fe dous corpos eftiverem fobre duas laminas 
curvas A F,B F (F ig . 1 2 0 ) , atados ás extremidades de 
hum fio , que paíTe pela pequena roldana C , de que mo-
do determinaremos a cotidiçaõ do equilíbrio ? 

Igualmente refolveremos cada hum dos pezos A, B em 
duas forças. E como reprefentamos aqui eítes dous pezos 
pelas verticais A a ,Bb , huma das forças ferá A a', ou 
Bb' , pela direcçaõ AN, ou BM perpendicular ao pla-
no inclinado ; e a outra ferá reprefentada por A a " , ou 
B b " , cuja direcçaõ coincide com a do mefmo fio. Logo, 
no cafo do equilíbrio , teremos A a" - Bb" ; e conduzin-
do a vertical CNM , os triângulos femelhantes daraõ 
Afl Ott A : A a f t : CN : CA, çBb ouB CM: 
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, • „ i c A C B 
C B ; l o g o i t . ^ s í . ^ . 

Ifto pofto , tiremos duas linhas horizontais AP,BQf 

e fazendo CP — x } c = , CA — z, C B — tJ , 

A P = y , B £ ~ y i ferá a fubnormal P N = , CN" 

a * 
^ y ^ y_ _xdx+ydy zdz CM—*'^7'' 

~ ~ dx ~~ dx ' — 

A i * B i * ' 
Logo , para haver equilíbrio, teremos ~ : 

dz dz' 
porém z -j- z' he huma quantidade conftante, e conf&-
guintemente d z zr — d z ' i logo a condição do equili-
brio ferá reprefentada por efta equaçaõ A d x 4- B d — o, 
da qual fe moftrará huma applicaçaõ no Problema feguinte. 

240 Dada a curva A F , com os pezos A, B , e o com-
primento do fio A C B , achar outra curva E B tal, que 
fojlos os dous corpos em qualquer parte delias eftejao fempre 
em equilibrio. 

Como a equaçaõ geral A d x - i t B d x ' — !^ tem lugar 
ém todos os cafos, o feu integral A x -f B x' — C nos en-
lina que o centro commum de gravidade dos dous corpos 
A e B deve achar-fe confiantemente fobre.huma mefma li-
nha horizontal, feja qual for a fituaçaõ delles j por quan-
to já fabemos por outra parte que a diftancia do ponto C 
á horizontal• que palia pelo centro de gravidade dos corpos 

A x B x' 
A, B, tem por expreflaÕ—— .. ^ - . • zr 

Agora dando o nome de a ao Comprimento do lio ACB7 

teremos % 4- z' — a, ou ss'.-— a — z ; e efta equaçaõ, jun-
tamente com a primeira que temos achado , dará de hum 
modo muito Íimples os valores de x' e de z' pelos de * 
e de z. F, afíim , fendo dado qualquer ponto A da curv-â 
AB , immediatamente fe conhecerá o p o n t o çorrefponden-
te B da curva BE.\ ; . : . 

241 Supponhamos, por exemplo , que a curva A_B he 
hum circulo que tem o centro era N , e chamemos r o fett 
raio, e c a linha C N. Teremos a x = x x -í- r r — ( c — * ) * 
— rr — cc+zcx-, e fubftituindo a—z' em lugar de 

C~Bx' 
è — — — em lugar de x, teremos por e q u a ç a õ da curva 

pro-
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a, c C 
procurada EF, z a x' — %'z' ~ a a~~ rr c c — ——+ 

zc B 
—•—• Porém , como a conftante C he arbitraria , pode-
A 

' zcC 
mos fuppolla ta l , que « / i - r r + íc = T ' > e 3 e 1 u a ~ 

i l 
2 £ B 

çaò precedente f e mudará e m 2 — — -
Vx 

qual pertence a huma epicycloide, cujos círculos gene-
rantes faõ iguais. 

Seja com cffeito ANE o circulo immovel ( F i g . m . ) , 
BNF o circulo movei , r o raio de cada hum delles , 
M o ponto defcrevente, fituado na linha B M D, e em 
qualquer parte delia. Sendo iguais os arcos revolvidos N E, 
NF , ferá ifosceles o triangulo ADB-, e conduzindo MC 
parallela a A B , ferá A C confiantemente igual a Aí B , e 
confeguintemente naõ receberá variaçaõ alguma, ifto pof-
to , reportemos a curva ao ponto fixo C , e façamo s CM = z, 
C P =í *, fl Ai ;= .A C w ; e teremos i ° , A B — C M : 

Til % 
C M:iAC-.ÇD— =5 DM; 2 0 , pela proprieda-

2 

de do triangulo ifosceles, C Mx =3 2 C D . C P , ou x * — 
zmz x , o u f i n a l m e n t e j n - n s i m * , equaçaõ per-

feitamente femelhante á da curva que procurávamos. 
242 Efta epicycloide he fufceptivel de tres formas dif-

ferentes , conforme fe tomar o ponto defcrevente , ou na 
circumferencia do circulo movei , ou fóra , ou dentro del-
ia. No primeiro cafo, o ponto C onde deve eftar a rol-
dana he hum pomo de reverfaõ (F ig . 122.) : no fegin-
do he hum ponto múltiplo , e a curva forma huma peque-
na folha ( Fig. i 2 j . ) •„ e no terceiro he hum ponto con-
jugado (F ig . 1 2 1 . ) , porque pertence realmente á curva, 
fendo evidente que os valores de * =r o , % = o fatisfazem 
a fua equaçaõ ; he porém ao mefmo tempo hum ponto fo-
litario , que naõ communica com a curva , fenaõ por meio 
de ramos imaginarios. 

Para defçrever pois a epicycloide, que fatisfaz á quef-
JC z « 5 
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taõ propoíla , ferá necefiario tomar C A ízmtz sí 
A 

— C N, e o raio dos dous circulos a — ao comprimes* 

to do fio. Eataõ o ponto na diftancia -- C N d<t 
A 

cen t ro , defereverá a epicycloíde procurada. 
A confiante foi determinada de maneira, que a curvâ 

fe fujeitaífe a paífar pela roldana C. Se a quizelfemos de-
terminar por qualquer outta condiçaõ , a c u r v a , ainda que 
difterente , poderia fempre conftruir-fe por "meio da epi-
cycloide precedente. As curvas, que fatisfazem a efta quef-
taõ , faõ- conhecidas pelo nome de curvas de cquililraçao. 
Nas Afias de Leipfick poderá ver-fe a foluçaõ defte mef-* 
mo Problema pelo Marquez do Hofpital , com as addiço-
ens que Leibnitz e Bernoulli lhe fizeraõ. 

i 4 j Os planos inclinados faõ de grande ufo , quando hé 
necelfario aballar malfas enormes, como por exemplo , quan-
do fe trata de lançar as náos ao mar , ou de as arraftar outra 
vez ao eftaleiro para ferem concertadas. Os rodeios , que 
fe tomaõ nas montanhas efearpadas , para fazer o caminho 
mais fáci l , faõ também huma prova fenfivel das ventagens, 
que nos refultaõ dos planos inclinados. Quanto he mais doce 
o lançamento de huma eícada, tanto menor fadiga fenti-
mos em fobir ; porque a acçaõ do pezo he tanto menor, 
quanto he maior o comprimento do plano , fendo as altu-
ras iguais. 

D O P A R A F U Z O . 

244 Parafuzo he hum cylindro refto A g , ( F i g . 
1 2 4 . ) , reveftido de hum ccrdaõ ou filete ef-

piral de groíTura uniforme, cuja inclinaçaõ ao eixo do cy-
lindro he confiantemente a mefma em todo o feu compri-
mento. Dá-fe o nome de fyira a huma volta inteira do fi-
le te , ou rofea do parafuzo , e o intervallo que fepara duaí 
fpiras confecutivas chama-fe pajfo do parafuzo. 

Fazendo abftracçaõ do relevo delia maquina , pôde con-
fiderar-fe produzida por triângulos rectângulos ABC,BDE 
&'c , que fe enrolaõ no cylindro (F i^ . i a j . ) . C a d a hum 
deites triângulos tem por altura o palio do parafuzo, epor 

btfç 
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fcafe a circumferencia do cylindro , formando as hypothe-
nufas o filete da rofca. 

245 A ptnra he hum folido vazado, e interiormente 
aberto em fórma de hum rego fpiral , de maneira; que 
por elle fe poíTa infinuar a rofca do parafuzo. Pôde cciili-
derar-fe, como o molde da parte do parafuzo que nella 
fe acha metida. 

246 Humas vezes eftá fixo o parafuzo , e fe anda em 
roda com a porca , como fe pratica nasprenfas dos Livrei-
ros , e em todas as maquinas dellinadas a apertar fortemente 
quaifquer corpos. Outras vezes pelo contrario he movei 
o parafuzo, quando fe trata de quebrar , ou impurrar algum 
corpo. Andando em roda com o cylindro , a rofea fe in-
troduz pouco a pouco pelos regos da porca , e com a ex-
tremidade do mefmo cylindro fe produz huma preffaõ in-
crível. 

Em geral , feja qual for dos cafos precedentes o que t e-
nha lugar, poderemos fempre coníiderar hum ponto da 
rofca move!, como pofto fobre huma porçaõ infinitamente 
pequena M N de hum plano inclinado A G , que tem por 
altura o palfo do parafuzo , e por bafe a circumferencia do 
cylindro (Fig. 12 ; . ) . Logo , fe quaifquer forças follici-
tarem efte ponto ao movimento , ferá neceífario para haver 
equilíbrio, que a refultante delias feja perpendicular ao re-
ferido plano inclinado. 

247 Supponhamos, por exemplo , que a porca eftá fi-
xa , e que huma potencia P fe applica á alavanca A P pa-
ra fazer girar o parafuzo ( Fig. 124. ) . Eftá claro , que no 
cafo de movimento o parafuzo deve ir avante na direcçaõ 
do feu eixo. Imaginemos pois , que huma potencia Q ap-
plicada á extremidade do eixo contrabalança o esforço da 
primeira, e impede o adiantamento do parafuzo. Deve de-
terminar-fe a condição necelíaria , para eftabeiecer efte 
equilíbrio. 

A potencia O. applicada fegundo a direcçaõ do eixo 
pôde refolver.fe em tantas potencias parallelas, quantos 
faõ os pontos da rofca movei ( Fig. 126. ) . Seja pois re-
prefentada por MG = g a que follicita o ponto M paral-
Ielamente ao eixo e feja MK a força de rotaçaõ do pon-
to M , em virtude da potencia P. Para haver equilíbrio , 
he neceífario que a refultante M H feja perpendicular ao 
plano inclinado M N . Defta condição fe fegue, que o an-
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guio HMG deve fer igual a YLM.N, e confeguintemenff-
teremos M K : </ : : taiig K M N : i , ou M K para q , co-
mo o palfo do parafuzo A B ( Fig. I2Ç. ) para a circum-
ferencia , que tem o raio igual á diílancia do ponto M ao 
eixo do cylindro. Defignando pois efta diftancia por r, a 
altura A B por b , e a rafaõ do diâmetro para a circum-
ferencia por c , teremos geralmente q : M K ;: 2 c r : b. 

Seja p huma potencia infinitamente pequena , que a hu-
ma diftancia R do eixo feja capaz de imprimir , por meio 
de huma alavanca , no ponto M. da rofca a força de ro-
taça5 M K ; teremos M K : p : : Ã : r , E multiplicando ef-
ta proporção pela precedente , refultará q: p :: 2 c R : b. 

248 Concluamos pois , que a força p applicada á ala-
vanca R para fazer andar em roda a partícula M da rof-
ca he para a força q parallela ao eixo , que contrabalança 
o feu esforço, como o paífo do parafuzo para a circumfe-
rencia defcrita pelo braço da alavanca Ri Como efta rafaõ 
he conftante , e como tem igualmente lugar em todos os 
pontos da rofca, que alfentaõ fobre o plano inclinado da por-
ca ; concluiremos em geral ( Fig. 124. ) , que a foma das 
potenciasp, ifto he,que a refultante P applicada ao braço da 
alavanca R , he para a foma das potencias q , ifto he , pa-
ra a fua refultante Q, dirigida pelo eixo do parafuzo, co-
mo a altura de hum paífo para a circumferencia , que feria 
defcrita pelo raio R. 

249 Seja pois qual for a figura, e groííura das fpiras de 
hum parafuzo, e a quantidade delias que na porca eftejaõ in-
troduzidas, teremos fempre por condição do equilíbrio nef-
ta maquina a proporçaõ feguinte. 

A potencia P , que tende a fazer girar o parafuzo pelo 
Ir aço da alavanca R , be para a força com que o parafuzo 
tende a adiantar-fe pela direcçaõ do eixo , ou, (que vem a 
fer o mefmo ) para a preffaõ que elle pôde exercitar fobre 
bum corpo pojlo na fua extremidade , ou im fim para a po-
tencia que lhe faz equilibrio, como bum paífo do parafuzo 
para a circumferencia, que defcreveria a potencia P andando i 
roda do cylindro. 

Logo a potencia terá tanto maior energia para compri-
mir os corpos por meio do parafuzo, quanto forem as fpi-
ras mais chegadas humas ás outras , e quanto for mais 
comprido o braço da alavanca. 

250 Alémdif to , a fricçsõ que he muito grande nef-
ta 
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ta msquina "favorece muito o equilibrio , mas embaraça á 
proporção o movimento. Sendo, por exemplo , hum para-
fuzo immovel pofto em fituaçaõ vertical , a porca deveria 
naturalmente defcer pelo feu proprio pezo , andando em 
roda pelas rofcas do parafuzo , até chegar á bafe delle. 
Com tudo, ainda que feja muito pezada, em qualquer par-
te qae a ponhaõ , fica em defcanço , até que alguma força 
externa a obrigue a girar , e a defcer : donde fe vê , quanto 
he confideravel a fricção nefta maquir.3 , principalmente 
quando fe naõ tem a attençãõ de facilitar-lhe o jogo com 
matérias oleofas. Efte obftaculo ao movimento crefce tam-
bém pelos grãos de caloj-, que contrahem ss rofcas á me-
dida que os esforços da potencia faõ maiores e por ilfo 
fuccede muitas vezes arrebentarem os parafuzos , quando 
fe trabalhaõ com excello , principalmente no tempo dos 
grandes frios. 

Sem embargo, a força do parafuzo para comprimir os 
eorpos pôde fer conduzida a hum ponto, que naõ he facii 
de conceber. He necelfario ter vifto em grande os effeitos 
defta maquina , para fazer conceito , ao menos proxima-
mente, do partido que delia fe pode t irar , fegundo as dif-
ferentes circunftancias. Naõ conhecemos em Paris coufa 
mais curiofa nefte genero , do que a falia das Imprenfas da 
Manufaítura do Tabaco. 

2 j i O parafuzo de Archimeâes, ou parafuzo fem fim , 
naõ differe do parafuzo Íimples, fenaõ por huma roda den-
tada , que fe lhe ajunta ( Fig. 127. ) . A potencia ap-
plicada á manivella B C g ^ a n d a e m roda com o cyíindro 
AB , guarnecido de duas fpiras £ e F, as quais enlaçaõ com 
os dentes da roda GHI •, e efta tem no eixo hum cylindro 
K, na fuperíicie do qual fe enrola a c o r d a , que fufpende 
o pezo P. 

Nefta maquina , o ponto tangente G de qualquer dente 
da roda pôde confiderar-fe como huma porçaõ infinitamen-
te pequena de huma porca movei fobre o parafuzo A B. 
Logo o paflo do parafuzo he para a circumferencia do raio 
B C , como a potencia g. applicada á manivella para a forç.? 
com que o ponto G da rofca tende a mover o dente da ro-

. * > , „ „ O. circ BC 
da. Logo fera efta força 3 — 

* E F 

Chamando pois r o rato do cylindro , e So da roda, 
t e re -
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, R por expreífaõ do momento da for-

ça applicada em G , o qual deve fer igual a P r , que he 
o momento do pezo. Aífím he neceffario , pari haver equi-
líbrio no parafuzo fem fim , que a potencia feja para o pe-
%o, como o produãodo raio do cylindro pelo pajfo do parafuxo, 
para o proíutto do raio da roda pela circumftrencia, que def-
creve ria a manivella. 

Se fizermos , por exemplo , o raio da manivella de's ve-
zes maior que o psffo do parafuzo , e o raio da roda dés 
vezes maior que o do cylindro, acharemos que entaõ fa-
rá equilíbrio a potencia g, a hum pezo 314 vezes maior. A 
fua energia ferá muito mais confideravel , fe ella fe appli-
caífe a hum fyftema de maquinas femeihantes, unidas entre 
li da maneira feguinre. 

252 Confidere-fe a potencia g, applicada á manivella 
de hum .parafuzo , o qual eudenta na fua roda. Tenha efta 
hum carrete , que faça andar outro parafuzo , cuja roda por 
meio de outro carrete mova o terceiro parafuzo. E na ro-
da defte fupponha-fe o cylindro , em que fe enrola a corda 
que fufpende o pezo. Moftra-fe pelo calculo , que fendo a 
potencia equivalente ao pezo de huma fó libra deve 
contrabalançar o pezo P de 279253 libras, fuppondo que 
as differentes partes da maquina tenj as dimenfões feguin-
tes. 

O raio da manivella tem 168 linhas, e confeguintemente 
a fua circumferencia 1056; o raio da primeira roda96 ; o 
da fegunda 9 0 ; o da terceira 85 ; o do primeiro carrete 
20 ; o do fegundo 18 ; e o do cylindro 16. Além difto fup-
pomos, que o fegundo parafuzo tem 14 linhas de raio no 
lugar onde toca o primeiro carrete, e 9 no lugar onde eu-
denta com a fua roda ; que o terceiro parafuzo tem 8 li-
nhas de raio no ponto de contaélo com o fegundo carrete, 
e 6 no ponto de contaílo com a terceira roda; e que o paf-
fo do primeiro parafuzo he de huma linha. Ifto fuppofto , 
facilmente fe acha , que haverá equilíbrio todas as vezes 
que for a potencia para o pezo , como o produflo do paffò» 
dn primeiro parafuzo, do raio do cylindro, dos raios dos 
dous carretes, e dos raios dos dous últimos parafuzosnos 
lugares onde aftúaõ fobre as fuas rodas refpeftivas, para 
o produfto da circumferencia da manivella dos raios das 
tres rodas, e dos raios dos dous últimos parafuzos nos lu-

gares 
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gares onde nftflaS fobre os carretes das duas primeiras ro-
das. Aífim teremos no cafo prefente , 
2 . : P : : 1.20.9.18.5.16: 1056.95.14.90.8.85 : : 1 :279253. 

D A C U N H A . 

253 \ Cunha he huma efpecie de prifma triangular, 
j t \ feho ordinariamente de matéria muito d u r a , 

como de ferro por exemplo (Fig.128.). Todos fabem, que 
os ufos principais defte inítrumento faõ de rachar , ou fen-
der diíferentes corpos. Os triângulos ABC ,FD F. faõ as 
duas bafes da cunha, CE he; o corte, BDC E ,AC E F 
faõ as duas faces, e A F B D he a cabeça : fobre efta fe 
applica verticalmente a força da potencia. 

254 Supponhamos , que a cunha A B C eftá introduzi-
da na fenda já começada V XY (F ig . 129. ) , e que a 
potencia P lhe dá hum golpe de martello na cabeça. A 
força , que refulta defte golpe pela direcçaõ QM N, deve 
refolver-fe em outras duas refpeétivamente perpendicula-
res ás duas faces da cunha AC ,B C , ou ás partes tangen-
tes V X , XY ; condiçaõ necelfaria , para que a refiftencia 
deites planos lhe poífa fazer equilíbrio. Confeguintemen-
te deve haver na direcçaõ QM N hum ponto M , do 
qual fe polfa conduzir huma perpendicular para cada hu-
ma das partes interiores do corpo já fendido. Reprefen-
temos pois a força P por MN, e refolvamcla em outras 
duas M K, ML pelas direcções MV , MY perpendicu-
lares ás faces da cunha. Ifto pofto , como cs triângulos 
K M N , A B C tem todos os feus lados refpeílivamente 
perpendiculares, teremos 

MN :SM:SN ::AB:BC:C A-, 
P .BC 

e confeguintemente a força M K ferá — ——-—, e a for-
A a 

P.AC 
ça ML~ 
v AB 

22$ Supponhamos agora , que eftando fixa a bafe da cu-
nha , a força applicada na cabeça he a que baíta , para que 
a ruptura efteja a ponto de fe fazer até o ponto O. Nefta 
hypothefe , a refiftencia R que a parte V X O oppotm ao 
esforço da potencia, que a quer feparar da outra par te UXY> 

deve 
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deve conlíderar-fe, como fazendo equilíbrio á força M K 
por meio da alavanca V X RO. 

Conduzindo pois as perpendiculares O R ,0 S fobre as 
direcções da reíiftencia , e da força , teremos no cafo do 

P AC OS 
equilibrio , R . 0 8 = — ; donde fe tira efta 

A B 
proporçaõ P : R :: O R . A B : A C . O S ; e tal he a rela-
ÇaÓ que entre íi devem ter a potencia applicada fobre a 
cabeça da cunha, e a reíiftencia que ella experimenta da 
parte do corpo , que fe pertende fender. Outra proporçaõ 
femelhante fe achará pelo que refpeita á outra parte do 
mefmo corpo: e geralmente concluiremos, que a cunhe 
tem tanto maior forç a, quanto he mais aguda. 

Mas como a reíiftencia R da parte V X O , e a per-
pendicular OR conduzida fobre a fua direcçaõ, faõ quan-
tidades fummamente variáveis, tanto pela natureza dife-
rente dos corpos que fe pertendem fender, como pela dif-
poííçaõ particular das fuas fibras, as quais naÕ tem o mef-
mo gráo de flexibilidade, naõ fe pode efperar que jámais 
fe eftabeleça coufa alguma cer ta , fobre a fua verdadei-
ra medida. E por iffo , fem embargo de fer a cunha hu-
ma maquina taõ fimples , a fua theoría phyfica , quando 
fe cor.fídéra como inftrumento proprio para feparar as par-
tes dos corpos , he cheia de incerteza , e efctiridade. 

Toda a ferramenta, que fe emprega em cortar , fe refe-
re mais ou menos direitamente á cunha. As navalhas , os 
machados, os rebotes, os pregos, os noíTos dentes, princi-
palmente os incifivos, o bico dos paffaros, as pontas, e 
garras dos animais , outra coufa naõ faõ mais do que dif-
ferentes formas de cunhas, com as quais fe obraÕ nos cor-
pos divilões innumcraveis. 

Reflexões gerais fobre as Maquinas. 

( ~ \ Uando duas potencias fe tem pofto em equí-
V _ / librio , he fácil de fazer, que huma delias 

prevaleça fobre 3 outra , ajudando ainda le-
vemente o feu esforço. O ponto elfencial na theorica das 
Maquinas fe reduz pois a determinar as condições , que a 
cada huma delias convém , para o effeito d e e f t a b e l e c e r o 

equi-
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equilibrio entre duas forças oppoftas. E ifto he o que pro-
curámos fazer nefta ultima parte da Statica. 

Dos principio?, que havemos expofto, he manifefto que 
fempre nos ferá fácil pôr huma potencia medíocre em efta-
do de vencer huma muito grande. Para iffo bafta empregar 
huma , ou muitas maquinas íimples, difpoftas de maneira , 
que produzaõ o eífeito propofto. Mas he de advertir , que 
aumentando a força , cahimos em hum inconveniente ine-
vitável , que he a diminuição da velocidade no movimen-
to do pézo •, donde refulta confeguintemente a perda do 
tempo. Naõ ha coufa mais fácil, fem duvida, que fazer 
vencer pela força de hum fó homem huma refiftencia equi-
valente á força unida de trinta homens •, mas elíe liomera 
gaftará neceífariamente trinta dias em fazer a obra , que 
feria feita em hum dia pelos trinta homens. 

2ç8 A experiencia conforme nefte ponto com a theori-
ca eftabelece pois como hum faíto conftante , que em to-
das as maquinas fe perde tanto na •velocidade, quanto fe ga-
nha na força , ou , que vem a ler o mefmo , que fe perde 
tanto no tempo, quanto fe ganha na força. Reciprocamen-
te , quando fe emprega huma força coníideravel, pede ga-
nhar-fe na velocidade', e confeguintemente no tempo. 

No farilho , por exemplo , dá a potencia huma volta na 
roda , em quanto o pezo anda fomente o efpaço , que cor-
refponde a huma volta do cylindro. Pelo que he a veloci-
dade da potencia para a do pezo , como a circumferencia 
da roda para a do cylindro , ou como o raio da roda para 
o do cylindro. Porém , no cafo do equilibro , efta ultima 
rafaõ he a que tem o pezo para a potencia. Logo no fari-
lho perde-fe tanto no movimento , quanto fe tinha ganha-
do no equilibrio. 

Applicando efte difeurfo ao parafnzo , veremos que elle 
fe naõ adianta mais do que hum paífo , em quanto a po-
tencia dá huma volta da manivella. Logo a velocidade da 
potencia he para a velocidade do parafuzo na direcçaõ do 
eixo , ou para a velocidade do corpo comprimido , como a 
circumferencia deferita pela força motriz p3ra'o pafiò do 
parafuzo. Naõ differe pois efta rafaõ da que tem a refiften-
cia , que impede o movimento do parafuzo na direcçaõ do 
eixo , com a potencia applicada á manivella no cafo do 
equilibrio. 

2$9 Eh» geral: Seja qual for a maquina por meio da 
ou?' 
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qual duas potencias P , g, eftaõ'em equilíbrio , pôde ima*-
ginar-fe que ellas correm no mefmo inftante os efpaços in-
finitamente pequenos dp e d q , os quais devem fer pro-
porcionais ás velocidades, por ferem os tempos iguais. Po-
rém , para que as malfas P , animadas das vtlocidades 
dp , d q pollaõ manter-fe em equilibrio , lie necelfario que 
as quantidades de movimento fejaõ iguais. Logo ferá Pdp 
= ÍLd 1 > e confeguintemente P p — Qq. 

Por efta ultima equaçaõ fe moftra , que em todas as 
maquinas naõ páde haver equilibrio entre duas potencias, 
fenao quando elias faõ tais , que fe fofjem poftas em movi-
mento andaffem no mefmo tempo efpaços reciprocamente pro-
porcionais. Efte principio demonftra de hum modo geral 
o que acabamos de eftabelecer , que a potencia perde tan-
to no movimento, quanto ganha no equilibrio ; e podia tam-
bém fervir, para demonftrar as condições do mefmo equi-
librio nas differentes maquiuas , de que até agora tra-
támos. 

He verdade , que para nos fervirmos delle nefte ul-
timo ufo , feriamos obrigados a fuppor as maquinas em 
movimento; o que repugna ao eftado do equilibrio. Porém 
como efta fuppoíiçaõ naõ he mais do que condicional, naõ 
fe oppoem á folidez das confequencias, que podíamos ti-
rar do referido principio. Tomemos por exemplo dous cor-
pos pendentes das extremidades de huma alavanca. Sabe-
mos , que devem confervar-fe em equilibrio, todas as ve-
zes que os feus pezos forem na rafaõ inverfa dos braços da 
alavanca, aos quais eftaõ applicados. Porém nefte cafo , he 
evidente que fe por impolfivel houvelle de mover-fe a ala-
vanca , os efpaço; corridos pelos dous pezos feriaó na ra-
faõ inverfa dos mefmos pezos: porque eftes efpaços feriaõ 
arcos femelhantes deferitos pelos braços da alavanca , os 
quais faõ entre li como os raios. 

Podíamos pois, á imitação de Defcartes , Gravefande 
e muitos outros , affentar os fundamentos da Statica fobre 
o principio , que acabamos de expôr. As condições parti-
culares dcJ equilibrio em cada huma das maquinas fimples 
fe deduzem delle com muita facilidade ; e como a fua ap-
plicaçaõ he muito geral , naõ he de admirar , que muitos 
Authores lhe tenhiõ dado preferencia fobre o methodo, 
que temos ftguido. Mas fem embargo parece , que o prin-
cipio mencionado naõ he muito dirccío , para lervir dc bafe 

3 
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A huma theorica , que por outra parte he fufceptivel de 
huma demonfíraçaõ rigorofa. 

260 Aqui feria o Jugar de entrarmos na defcriçaó cir-
cunftanciada das maquinas comportas : mas alem de que 
ella feria immenfa , cada hum pôde facilmente fuppril-
la , tomando por modelo o que acima diíTemos dos appa-
relhos de cadernais , das rodas , e do parafuzo fem fim. 
Toda a dificuldade conlifte em achar , para o cafo do equi-
líbrio , a rafaõ da potencia ao pezo : e efla refulta fempre 
do produíto cie todas as rafões particulares , que o equilí-
brio exige em cada huma das maquinas fimples, que entraÕ 
na compoíiçaÕ daquella, cujo elfeito fe pertende calcular. E 
pôde também dizer-fe , que efta rafaõ lie fempre a inver-
fa dos efpaços, que deveriaõ andar no mefmo tempo as 
duas potencias, fe por impolfível naõ eftivelfem em equi-
líbrio. 

Reflexões particulares fobre a fricçaõ. 

Omo a fricçaõ modifica muito os effeitos das maqui-
nas , principalmente fendo compoftas , ninguém pô-

de julgar-fe difpenfado de a meter em linha de cont3, quan-
do pertende calcular a força util de huma maquina com 
3lgum genero de exaclidaõ. Por falta de avaliar , ao menos 
em parte, o que as forças moventes gaftaõ da fua ener-
gia em vencer a refiftencia procedida da fricçaõ , fe tem 
cahido muitas vezes em erros nsõ menos grolfeiros, que dif-
pendiofos. Digo, em parte \ porque ninguém fe pôde li-
zongear de medir exaclamente ella perda : Taõ variáveis , 
e incertos faõ os elementos , de que ella depende. 

261 A fricçaõ provem da refiftencia, que he neceífario 
vencer, para fazer que hum corpo fe mova fobre outro. 
Efta reíiftencia he infinitamente variável ; por quanto reful-
ta da adhefaõ mutua, e enlaçamento das partes falientes 
de hum corpo com as intrantes do outro. As fuperficies 
mais polidas naõ faõ izentas deftas pequenas defigualda-
des, as quais fe defcobrem fem numero ufando do microfco-
pio. Eíla adhefaõ exige pois huma quantidade de força , para 
fer vencida. He abfolutamente nectflario romper os laços, 
que a formaõ , quando o corpo fe naõ pode defembaraçar de 
outra maneira ; e fem iffo naõ haveria movimento. 

262 A experiencia moftra muito tem , que a fricçaõ fe-
gue 
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gue proximamente a rafaÕ das preffocs, ifto he , que hum 
corpo que affenta por huma das fuas faces fobre qualquer 
plano, e que requer huma certa força para chegar ao pon-
to de mover-fe , naô exigiria para iílo mais do que a ame-
tade delia , fe o feu pezo , ou em geral , fe a potencia que 
o comprime fobre o plano , fe houvelie diminuído de hu-
ma ametade. 

2,<Sj Também moftra a experiencia , que fazendo mover 
hum parallelepipedo fobre huma das fuas faces menores , 
fe acha fenfivelmente a mefma reíiftencia da parte da f r ic-
çaõ , que fe obferva quando fe pertende mover fobre qual-
quer das faces maiores. E dahi tem concluído alguns Phy-
licos, feguindo a M. d' Amontons ( M.ém. de /' Ac. Roy. 
des Sc. A. 1699. 170J. 1704 ) , que as fuperlicies naÕ tem 
parte na medida defta reíiftencia. Podia com tudo parecer, 
que quanto maior he a fuperfície , tanto mais fe multipli-
cai» os pontos do contacto , e tanto mais força he necelfa-
ria para dobrar , ou quebar as pequenas pontas, que emba-
raçaõ o movimento. Mas fe por huma parte faõ mais nu-
merofos os pontos deíiguais, por outra he menor o pezo 
que comprime a cada humdel les , e as partes prominentes 
de huma fuperficie fe encaíxaõ meãos profundamente nas 
cavidades da outra , donde fe requer menor força para as 
defpegar. Porém efta compenfaçaõ naÕ he taõ exafla, princi-
palmente quando o polido das partes he differente , que 
naõ deva contar-fe a grandeza das fuperíicies entre as cau-
fas da fricçaõ. 

O tempo influe também nefta adhefaõ reciproca dos 
corpos. Porque as fuas eminencias , e cavidades fe ajuftaõ, 
e encaixaõ tanto mais , quanto he maior o tempo que tem 
íido fujeitas aos effeitos da preífaÕ. He hum fado provado 
pela experiencia, e confeffado por todos os Phyficos. E da-
hi vem , que huma vez que o corpo he pofto em movi-
mento naõ experimenta tanta reíiftencia, quanta experi-
mentava no momento em que começou a mover-fe. 

264 NaÕ fomente a duraçaõ da fuperpoíiçaõ , e conta-
do dos corpos aumenta a difficuldade de os mover , mas 
também os diverfos gráos de temperatura , e de humi-
dade na atmofphera contribuem muito a fazer fumma-
mente variaveis os effeitos da fricçaõ. Todos fabem , 
que huma porta , huma janella&c , naõ fe abre com a mef-
ma facilidade, quando o tempo eíU m u i t o húmido. Afun-

te-fc 
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íe-fe a ifto , que as fibras do piano refiftem mais, ou me-
nos , conforme a direcçaõ do movimento , e conforme o 
gráo da flexibilidade particular de cada huma. Ajuntem-fe 
em fim todas as variações, que trazem comíigo as qualidades 
particulares de certos corpos , que parecem ter entre li hu-
ma tal Afinidade , para faltarmos a linguagem da Chymica, 
que a fua adhefaõ reciproca he muito mais forte : e certa-
mente concluiremos", que naõ ha coufa mais embaraçada 
ca confideraçaó das forças moventes, do que a theorica das 
fricçoens. A experiencia he nefta parte a guia mais fegu-
r a ; e eifaqui hum modo de tirar delia refultados, fobre 
os quais fe polia contar. 

26$ Seja M hum corpo pofto fobre o plano horizontal 
AB (Fig. 130.), e tirado pela direcçaõ Q^C pelo pezo P , 
por meio do fio Q_C P , que fuppomos palfar por huma pe-
quena roldana C. Eftá claro, que a fricçaõ he nefte cafo o 
único obftaculo que le oppoem ao movimento do corpo M , 
porque toda a força do feu pezo he deftruida pelo plano, 
fobre o qual aífenta. A naõ haver aquelle obftaculo , baf-
tária pois 3 menor potencia P , para o fazer mover hori-
zontalmente. Tcmem-fe por P differentes pezos confecuti-
vamente , até fe achar hum que efteja a ponto de pôr o 
corpo em movimento : e entaõ teremos hum meio bem Íim-
ples de conhecer a fricçaõ , como he o feguinte. 

Produza-fe a direcçaõ C até encontrar em M a verti-
cal Aí N , que paffa pelo centro de gravidade. EntaS , 
feprefentando por Al N o pezo do corpo , e por Aí F a for-
ça P, a diagonal Al T ferá a refultante deitas duas forças, 
3. qual terá huma certa quantidade de inclinaçaõ fobre a 
horizontal A B ; e o angulo deita inclinaçaõ Aí TN he o 
que fe chama angulo da fricçaõ. Ora a tangente defte an-
gulo he para o raio , como a força da preffaõ he para a da 
fricçaõ ; logo conhecendo efta ultima rafaõ ferá fácil 
de determinar o angulo da fricçaõ. E fe a fricçaõ he hum 
quarto da preffaõ , como fe tem obfervado muitas vezes em 
certos corpos, concluiremos que o angulo da fricçaõ tem 
á tangente quadrupla do raio ; e confeguintemente ferá de 

como fe acha nasTaboas. 
266 Em geral : Para que hum corpo efteja a ponto de 

niover-fe, he neceffario que a refultante das forças que 
lhe íaõ applicadas, faça cóm ss fuperficies que fe tocaS 
hum angulo igual ao angulo da fricçaõ. Além diffo he 

necef-
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necelfario , que o ponto T da bafe A B, pelo qual palia 
a refultante , naõ venha a cahir fóra da mefma bafe ; por-
que fendo affim , o corpo em lugar de fe mover pelo pla-« 
no adiante , tombaria fobre elle. 

187 Também pôde determinar-fe a reíiílencia que re-
fulta da fricçaõ , pondo qualquer corpo de pezo conhecido 
fobre hum plano A B movei fobre o eixo horizontal A , e 
inclinando-o até que o corpo eíleja a ponto de efcorregar 
( F i g . 131.). Entaõ o feu pezo reprefentado por MT fe 
refolverá em duas forças , huma M N perpendicular ao pla-
no, e outra M V que lhe ferá parallella. A primeira he total-
mente deílruida pela reíiílencia do plano , e a legunda pe-
la fricçaõ , á qual he confeguintemente igual Logo a for-
ça da fricçaõ he para o pezo do corpo , como o feno da in-
clinaçaõ do plano para o feno total ; e por confeguinte o 
angulo da fricçaõ MT N he igual ao angulo C AB do 
plano com a vertical. 

268 Huma vez conhecido eíle angulo , pôde ter-fe con-
ta com os effeitos da fricçaõ no ufo das maquinas. Tomemos 
0 farilho por exemplo (Fig. 132.), e fupponhamos a roda 
1 KO com o cylindro LGF no mefmo plano , e o todo mo-
vei fobre o eixo C NT. Produzaõ-fe as direcçoens PO,QF 
da potencia e do pezo, até concorrerem era M, e feja 
MT a direcçaõ da refultante. 

Ifto pofto , fe naõ houveffe fricçaõ que vencer , a re-
fultante feria dirigida por MN C para o centro C, ou per-
pendicularmente á fuperíicie do eixo : mas no cafo da fric-
çaõ , ferá necelfario que ella faça com o mefmo eixo hum 
angulo MT N igual ao angulo da fricçaõ. Seja qual for o 
valor deite angulo, que nós chamaremos /, no triangulo 
C MT conheceremos os dous lados CT,CM , e o angulo 

CTM — 9 0 o /; logo ' ferá o feno do angulo 
C M 

C MT , que chamaremos Q). Seja o angulo C MP — A , e 
C M F — B , e confeguintements PMT ~ A — 0 , e 
T M F = B Sendo pois MT a direcçaõ da refultan-
te das duas forças P, e teremos P : g: : fen TMF : 
fen T M P ::/?«( B + O ): fen (A - I p j; e eil3 he a 
rafaõ , que devem ter entre íi as du«s potencias , para 
fazerem equilibrio no farilho. 

Suppondo parallelas as direcçoens das potencias P, 
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poderemos coníiderar como infinitamente pequenos os ângu-
los A , B , Ç ; e entaõ ferá P : g,: : fen B -i-fen Ç): fer, A 

CO CF 
— fenty: porém fen A 5= ^ , fen B ~ — ,e fen(p~ 

> 'ogo P : Q,:: CF + C T. c o f f : CO — CT. c o f f . 
CM 

269 I. He de advertir em primeiro lugar , que na hypo-
thefe da fricçaõ ha fempre dous valores entre outros , que 
fe podem dar á potencia para fufientar o pezo , hum 
maior , e o outro menor do que devia fer no cafo de naõ 
ter lng3r a fricçaõ. Porque tomando N T' — N T , pôde 
«refultante dirigir-fe por M T ' , fem alteraçaõ do equilí-
brio , vifto fazer ainda com a fuperficie do eixo hum an-
gulo igual ao angulo da fricçaõ. 

No primeiro cafo, que he o que acima examinámos,' 
fendo MT a refultante das duas forças equilibradas , temos 
P : g,: : fen T M F :fen T .M O ; e eftá claro , que a poten-
cia ferá entaõ maior do que havia de fer naõ havendo fricr-
Çaõ. Mas no fegundo cafo temos P : g , : : fen T'MF : fen 
T' MO ; e eftá claro também , que entaõ ferá a potencia 
menor do que havia de fer , fe naõ houveífe fricçaõ. Sup-
pondo as direcçoens das potencias parallelas, acharemos 

0( CF + CT.coff) 
que os dous valores extremos de P faõ 

e 

CO -CT . coff 
C F - C T c o f f ) 

CO + CT . coff 
Seja , por exemplo , o raió da roda C O finco vezes ma-

ior que o do cylindro C F , e o do cylindro quatro vezes 
maior que o do eixo C T , e feja a força da fricçaõ huma 
quarta parte da preífaõ. Nefte cafo leremos tangf— 4, 

eu cof f — - .1 : e fuppondo as direcçoens parallelas, os 
V17 

dous valores de P que baftaráõ para pôr o corpo g^ a pon-
to de fobir, ou defcer , feraõ reprefentados por 

g . U r i 7 » o g , ( 4 K , 7 ~ Q f e r c d u z £ m a 

2 0 / 1 7 - x 20 Viy + 1 

© j 2 I 4 7 g , » e c ^ ^ g . O primeiro he ccm tffeito maior. 
L e o 
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e o feguncfò menor que y g , , valor único que tefia ltigafjjj 

fe naõ houveffe fricçaõ. 
Ella foluçaõ pôde applicar-fe a huma alavanca , que gi-< 

rar fobre hum eixo, confiderando CO e C F , como per-
pendiculares tiradas do centro do eixo para as direcçoens 
das potencias. Também fe applicará á roldana fixa, fazen-
do C O = 6' F. 

270 II. Também fe deve reflectir, que no cafo de que 
em fim fe chegaffe a eftabelecer huma theorica clara e folida 
da reíiftencia c-ccafionada pela fricçaõ , ainda ficaria huma 
dificuldade quali infuperavel nos meios de a reduzir á pra-
dica. Porque ella theorica, qualquer que foife por outra 
parte a íua generalidade , naô deixaria por iífo de exigir, 
que , para haver de applicar-fe com fucceflb , conftaífe pri-
meiro com alguma exadidaõ o gráo da mefma reíiftencia , 
por experiencias reiteradas , uniformes, e extremamente 
variadas em cada hum dos cafos , tanto do equilibrio, como 
do movimento. Porém naõ parece verofimil , que jamais fe 
poílaõ reduzir a regras confiantes os fados , que relativa-
mente á fricçaõ já faõ conhecidos , e muito menos a mul-
tidaõ immenfa dos que ainda fe naÕ fabem. 

O polido das fuperficies he fufceptivel de taõ grande 
variedade, fem haver efcala alguma de comparaçaõ, pela 
qual fe poffaó diftinguir os differentes gráos delle , que 
naõ era necefiario mais para tirar a efperança de huma theo-
rica geralmente applicavel aos effeitos da fricçaõ. Mas naõ 
he efte o único obftaculo, que fe oppoem á exiftencia de 
femelhante defcobrimento. A preffaõ , a grandeza, a na-
tureza , e a velocidade das fuperficies , as variaçoens da 
atmoffhera &c , faõ elementos igualmente iieceffarios nefta 
matéria ; e bem fe fabe , quanta incerteza provêm de caufas 
taõ differentes nos refultados das mefmas experiencias. Naõ 
deve pois efperar-fe dos cálculos relativos à fricçaõ , fe-
naõ huma approximaçaõ mais ou menos exada , e muitas 
vezes achada por mero orfamento , principalmente pelo que 
refpeita ás maquinas executadas em grande. 

271 III. Naõ faltaõ meios para diminuir a fricçaõ, já 
polindo bem as fuperficies , já feparando-as por meio de 
rolos , já untando-as com matérias oleofas; e fobre tudo 
evitando o movimento de corpos homogeneos , huns fobre 
eutros. Porque a experiencia• moftra . que metais differen-

tes 
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tes fe movem com mais facilidade, quer feja roçando, 
quer revolvendo , e confeguintemente fe gaftaõ menos , do 
que fazendo as peças do mefmo metal. O aço , por exem-
plo , mais facilmente fe move fobre o cobre , do que 
fobre outro aço. Também deve haver efcolha entre os cor-
pos heterogeneos, para facilitfct mais e mais o movimen-
to. Aílim o aço gira melhor fobre o lataõ , do que fobre o 
cobre , chumbo, ou eftanho. Saõ faftos eltabelecidos pela 
experiencia, á qual fe deve recorrer principalmente em fer 
melhante matéria. 

272 Porém , fe com todas eftas precauçoens podemos di-
minuir os effeitos da f r icçaõ, naõ devemos por ilfo crer que 
jamais fe poffaó deftruir de todo. Huma maquina fem fric-
çaõ he huma quimera *. e outra tal he o Movimento Perpe-
tuo taõ decantado , taõ procurado por alguns maquiniftas , 
e quaíi fempre objeflo ridiculo das fuas loucas defpezas. Pa-
ra que pudeífem lizongear-fe de produzir em fim efta Gran-
de Obra da Mechanica , era neceffario imaginar primeiro al-
gum meio de reftituir ás forças motrizes o que as fricçoens 
inevitáveis lhes fazem neceífariamente perder. Efta repro-
ducçaõ he impoffivel, fe de tempo em tempo naõ vier em 
foccorro huma p otencia eftranha que as reanime, ou com-
primindo mólas , ou levantando pezos , ou dando de qual-
quer outro modo impulfaõ , movimento , e vida a eftes au-
tomatos. 

273 IV. Os meios de aumentar a fricçaõ faõ mais nume-
rofos, e mais fáceis do que os de a diminuir. Mas a maior 
parte delles he taõ conhecida , que feria coufa inútil lem-
bralios aqui. Ninguém ignora também a fua utilidade nas 
Artes mechanicas , e em quaíi todos os ufos da vida. Pela 
fricçaõ he que as l imas, os rafpadores , as ferras , e em ge-
ral toda a ferramenta defte genero , obraõ fobre os corpos 
mais duros. Pela fricçaõ fe chegaõ a polir os metais , os ef-
pelhos , e os mcfmos diamantes. Se antes de defcer as mon-
tanhas algum tanto efcarpadas fe encravaõ os eixos das car-
ruagens , he para retardar o movimento, aumentando a fric-
çaõ ; e fepara lançar, ou levar a ancora , tf daõ algumas 
voltas da amarra no cylindro do cabreftante, he também 
para aumentar a refiftencia por meio da fricçaõ. Huma fó cha-
veta , que fe aperta contra o rodizio de hum moinho , bafta 
para reíiftir a todo o impulfo do vento , ou da agua &c &c. 

Jfc Gerslmente fe crê , que huma potencia tem a maior 
jL 3, energia 
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energia polítvel para fuflentar em equilibrio qualquer pez# 
fobre hum plano horizontal, ou inclinado , quando obra pof 
huma direcçaõ parallela ao mefmo plano ; mas efta alfer-
çaÕ naõ he verdadeira , fenaÕ quando fe prefcinde dos effei-
tos da fricçaõ. Pelo calculo fe acha , que para fazer mo-
ver qualquer corpo fobre htfm plano horizontal, fuppondo 
a fricçaõ igual a hum terço da preflaÕ , a direcçaõ mais fa-
vorável que fe pôde dar á potencia , he a que faz «om opl*» 
no hum angulo de proximamente. 

% 

; • ' • ' " ' ' I 

i . • • 

S E -
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S E G U N D A P A R T E 
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MECHANICA 
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A D Y N A M I C A . 

TYOÇOENS PRELIMINARES SOBRE O MOVIMENTO 
DE HUM CORPO SOLLICITADO POR MUITAS 

POTENCIAS. 

274 & ^ UANDO as potencias,que follícitaõhum cor-
fl 8 po ao movimento , na6 eftaõ em equilibrio, 

he manifefto que elle deve mover-fe necef-
fariamente ; e fe as potencias depois do pr i -

meiro impulfo ceifarem de obrar fobre o move i , e o dei-
xarem ali mefmo, bem fevê que o feu movimento ha de 
fer uniforme , erefti l ineo. Mas fe tendo chegado em certo 
tempo ao ponto B da fua direcçaõ ABC ( Fig. IJJ. ) , 
for foi licitado por outra qualquer potencia, fegundo a d i -
recçaõ B E , entaõ reprefentando por BC a velocidade que 
elle tinha pela direcçaõ A B, e p o r B E 3 velocidade no-
vamente recebida , a diagonal B D do parallelogrammo, 
BED C moftrará a fua direcçaõ , e velocidade effeítivas. 

Do mefmo modo , fe em qualquer ponto D da nova di-
recção B D , vier outra potencia a obrar fobre o movei , c 
lhe imprimir a velocidade D H , tomaremos no prolonga-
mento de BD h u m a r e f l a D G , que reprefente a veloci-
dade que eile tinha pela direcçaõ B D ; e completando o 
parallelogrammo DHFG, acharemos que a diagonal DF 
exprime a nova direcçaõ, que o corpo deve tomar , e s 
velocidade com que fe deve mover. 

Continuando o mefmo procedimento , he fácil de con-
ceber que todo o corpo follicitado defte modo por iinpul-

foens 
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foens fucceífívaS, deve correr os lados de hum polygono: e 
fe os nao.defcrever a todos com a mefma velocidade , ao 
menos defcreverá uniformemente a cada hum deli es em 
particular. Chamando pois s hum lado do polygono , t o 
tempo que gaita o movei em o correr, e « a velocidade com 

j 
que o corre , teremos u — ~ ; mas eítas tres quantidades 

podem fer diíferentes em cada hum dos lados do poly-
gono. 

27f Supponhamos agora , que huma força acceleratris 
obra fobre o movei a cada inítante infinitamente peque-
no , ifto he , fem interrupçaõ alguma. Eftá claro , que a 
linha defcrita ferá compolla de huma infinidade de peque-
nas diagonais, cuja ferie continua formará hum arco de 
curva , em quanto a direcçaõ da força acceleratriz naõ 
confpirar com a do movei. Cada huma deitas diagonais ferá 
pois hum dos elementos infinitamente pequenos ds da cur-
va defcrita, e dt ferá o elemento do tempo t emprega-
do em correr o arco inteiro s. E aífim teremos, por for-

d s 
mula geral da velocidade do movei y u t z ~r~. 

d t 
276 Se o corpo fe mover em linha reíta , e fe a for-

acceleratriz aítuar pela fua mefma direcçaõ, aumenta-
rá a cada inítante a velocidade do movei de huma quan-
tidade infinitamente pequena du. Mas efta quantidade naó 
ferá a mefma em todos os inftantes, fenaõ no cafo de fer 
conftante a força acceleratriz. Como pois efta força no inf-
tante d t imprime a velocidade d u, he manifefto que obran-
do igualmente no inítante feguinte imprimiria outra velo-
cidade igual du \ de maneira, que fe o movei naõ expe-
rimenraffe outra acçaÔ , fenaõ a de huma tal força , no fim 
do fegundo inftante teria a velocidade 2 du. Efta acçaõ, 
repetida por hum numero 11 de inftantes , produziria pois 
a velocidade n d u no fim do tempo n d t. 

Seja ndt — 1, ou « — , e teremos por expreflaS 
d t 

d u 
da velocidade adquirida em huma unidade de tempo • 

d t 
Chamemos p efta quantidade , que naõ pôde deixar de fer 
conhecida , por quanto ella-he * que ferve de m e d i d a á 

intenfaõ 
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Intenfaõ da força sccel era triz. Logo teremos dit ~pdt: 
exprelfaõ igualmente própria para reprefeutar o aumento , 
ou a diminuição da velocidade , que a força accelentriz 
produz no movei , conforme a fua direcçaõ confpira com 
a delle , ou lhe he direitamente contraria. 

277 A quantidade p he variável , todas as vezes que 
a força acceleratriz n3õ he confiante •, porque aqui enten-
demos por p a velocidade , que a intenfaõ aflual da força 
acceleratriz , repetida igual e continuamente por huma 
unidade de t empo , produziria em hum movei unicamente 
fujeito á fua acç3Ó. He com tudo alíaz ordinário enten-
der-fe por p a mefma força acceleratriz : mas fe quere-
mos ter idêas claras dos primeiros princípios da D /nami-
ca , he necelfario que naõ percamos jamais de vilta o úni-
co modo exaéto de conliderar as potencias. Já ditfemos 
( n . 2ç. ), que ellas naõ devem , nem podem ent rarem 
confideraçaõ , fenaÕ em rafaõ dos effeitos que produzem. 

Se toda a fua acçaõ fe exercita em hum inftante , re-
fulta no movei huma determinada quantidade de movimen-
to , cuja medida dá fempre a conhecer a energia da poten-
cia. Mas quando /fe trata de huma força acceleratriz , que 
obra defigualmente em cada ponto do efpaço deferito pe-
lo movei , he neceffario, a fim de medir os feus effeitos, 
fuppór por hum momento que a força perfevera na fu$. 
intenfaõ adlual , e ver o que a fua acçaõ repetida igua l , e 
continuamente produziria de velocidade, em hum corpo uni 
camente fujeito ao feu impulfo , por huma unidade de 
tempo. , 

278 Efta velocidade , que nós chamamos p , he muito 
própria para nos moftrar a intenfaõ da força acceleratriz 
cm hum ponto determinado, feja elle qu3l for ; porq.ue 
fuppondo que o valor de p fe faz duplo, dupla também 
deve fer a acceleraçaõ , por quanto he p geralmente pro-
porcional a du, fendo dt conftante. Por outra parte fen-
do p variável em cada ponto do efpaço corrido pelo mo-
vei , moftrará os differentes grãos de acceleraçaõ , que a for-
ça deve produzir em cada hum dos mefmos pontos. Don-
de fevê , que a quantidade p naõ deve entrar no calculo , 
fenaÕ como huma Íimples medida dos effeitos produzidos 
pela força acceleratriz , e que o modo mais adequado de 
•avaliar a energia da mefma força coníifte em conhecer o 
Valor de p. 

27P D c " 
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279 Depois defla breve expoíiçaõ do verdadeiro fetl-
t ido , que fe deve dar á formula du — p d t , naÕ teremos 
duvida em dizer com todos os Geómetras modertios , que 
o elemento du velocidade he igual ao preduclo da força accc-
leratri-z. multiplicada pela elemento do tempo. Efte enuncia-
do porém , eommodo pela fua brevidade , peccaria abfo-
lutamente da parte da exa&idaõ , naô fe lhe unindo hu-
ma idèa diftinta do que he neceífario entender-fe por p. 
Succede aqui o mefmo , que em muitas outras expreífo-
ens confagradas pelo ufo. Todas faô iudifferentes, para 
quem huma vez tem alcançado o feu verdadeiro fentido. 

280 Em condufaÕ : Ainda que a formula d u — pd t naS 
tenha 'ugar, fenaõ nos movimentos reftilineos perturbados 
p«r qualquer força acceleratriz , pôde com tudo applicar-fe 
facilmente aos curvilíneos. Para ifto, feja Mm (Fig. 134.) o 
elemento infinitamente pequeno, que a corpo defereve no 
inftante dt. Se depois de o haver deferito, naõ folfe folli-
citado por outra nenhuma potencia, continuaria a mover-fe 
uniformemente em linha reíla na fua primeira direcçaõ 
Mmm'; e no iuftmte feguinte d t', ou dt ddt t corre-

dsdt' 
n a o efpaço mm1 ~ — • 

Supponhamos pois, que no ponto m he íollicitado o di-
to corpo por quaifquer potencias. Todas eftas poderão re-
duzir-fe a duas, huma T p e l a direcçaõ Mmm', e a outra 
N perpendicular a Mmm'. A primeira he geralmente co-
nhecida pelo nome de força tangencial, e a fegunda pelo 
de força normal. A força tangencial accelera a velocidade 
do move! na direcçaõ mm', c o krá chegar a hum ponto 
m" no fim do tempo dt': e confeguintemente ferá o au-
mento da velocidade d tt rr T d A força normal, pelo 
contrario , naõ altera o movimento do corpo , mas fomente 
lhe muda a direcçaõ, fazendo-lhe correr o pequeno efpa-
ço m'l'J- perpendicular a mm". Porém a velocidade necef-
, . m" u. 
faria para correr o dito efpaço no mftante d ti he - , 

* dt' 
e efta velocidade he imprefla pela força acceleratriz N J 

m" u 
logo teremos ——-— N d t', ou mufj. —Ndt'z. 

d t 
Em virtude deftas duas forças , e da velocidade que já 

tinha 
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tinha o corpo no ponto M da fua TRAJECTÓRIA , achar-fe-ha 
110 ponto /-<• depois do inftante D T', e haverá deferito o 
fegundo elemento M" (J-, ou DS D DS da linha do feu 
movimenlo. Seja R o raio ofculador da curva , que elle 

ds2 

deve deferever. Teremos m" fj. ~ - ; e as tres equa-
R 

DS , 
ções relativas ao movimeuto do corpo feraõ U D TT 

A T 

~TDT>, E D s2 — R • & D T1 2 . E porque D t' = D T •+• 
DDT, e eftas equações devem fer homogeneas, podemos 
fubftituir D T em lugar de DT' , e as equações fe reduziráõ 
aos termos feguintes : 

ds 

Tt 
DU~T DT 

d S2 — R . N D T2 , ou UU == R . N". 
E por eftas equações he que pôde determinar-fe em qual-
quer ponto da trajeéloria a velocidade de hum corpo folli-
citado por quaifquer forças, em todos os cafos , ao menos 
quando a dita linha fe achar em hum mefmo plano. 

281 Eftabelecidas eftas primeiras noções , paliaremos a 
tratar da nolfa matéria , difeutindo por ordem as quellóes 
principais da Dynamica, as quais em geral podem reduzir-
fe a tres. Na primeira confideraremos o movei, como hum 
ponto livre, que pórle igualmente obedecer a todas as fol-
licitações das forças acceleratrizes. Na fegunda conliderare-
mos ainda o movei, como hum ponto, mas neceflitado a mo-
ver-fe fobre huma linha , ou fuperficie dada : de maneira 
que as forças, pelas quais he follicitado ao movimento, 
naõ polfaõ produzir outro effeito , fenaõ o de accelerar , 
ou retardar a fua velocidade na trajedloria , que elle de,-
Ve correr. Na terceira em fim examinaremos o movimento 
dos pontos , que afluando huns contra os outros , pertur-
baõ reciprocamente os feus movimentos refpeílivos : e da-
hi deduziremos o movimento dos corpos, coníiderados no 
eftado aftual , ifto h e , com volume finito. Tais faõ os ob-
jeélos principais das tres Secções daDynamica. 

282 Mas antes de entrarmos no exame particular de 
cada hum delles, repetiremos a verdadeira fignificaçaõ das 

- - \ quanti-
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quantidades u e p nas equações fundamentais u — — , e 
dt 

d u ~ p d t ; porque he muito importante, que delias fe te-
nhaõ ideas claras , e exaétas. 

He neceffario pois que por u entendamos aqui huma 
quantidade variável , que exprime a cada inftante o efpa-
ço , que o movei correria em huma unidade de tempo , fe 
o feu movimento vielfe de repente a fazer-fe uniforme, e 
redtilineo. Por confeguinte , he u a velocidade , de que o 
movei feria animado, fe as forças acceleratrizes ceffaffem 
de obrar, ou fe aniquilaffem em qualquer inftante do mo-
vimento. 

Por p entendemos outra quantidade variavel, que ex-
prime a cada inftante a velocidade, que a força accelera-
triz , permanecendo confiante , feria capaz de imprimir no 
movei, por huma acçaÕ igual, e continuamente repetida 
por huma unidade de tempo. 

d t 
28j Em fim, das duas formulas = -- , e du — pdt, 

fe deduzem outras duas u d u zz p d s,e p dt r: d 

as quais fe applicaô igualmente a quafí todos os objef los , 
que paffamos a difcutir. E com effeito fe verá , que a mai-
or parte deftas difcuffões confiftein na applicaça5 deitas 
quatro formulas a differentes valores de p. 

DO MOVIMENTO DE HUM PONTO LIVRE SOLLICI-
TADO POR QUAISQUER POTENCIAS. 

O Movimento de hum ponto livre pôde confíderar-fe 
em dous eftados differentes. O primeiro he quando fe 

move por hum efpaço vazio , ou de nenhuma refiftencia } 
e o fegundo, quando fe move por hum meio refiftente. 

SE C CAO I. 
i 

A R T I -
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A R T I G O I . 

Do movimento de hum ponto livre , por hum 
meio nao rejijlcnte. 

184 Primeiro objeíto , que naturalmente fe offerer 
W ce nefta theorica , he o exame getal de todos 

os movimentos reftilineos ; mas como o dos corpos graves 
lie o mais u t i l , efpeciaimente nos empenharemos em dar 
bem a conhecer todas as fuas circunftancias. 

A gravidade , como já dilfemos em outra parte , he 
huma força acceleratriz confiante , que exercita fobre to -
dos os corpos huma acçaõ continua por direcções perpen-
diculares ao horizonte. Supponhamos pois , que qualquer 
Corpo fe deixa cahir livremente por huma linha vertical : a 
gravidade obrará fobre elle , e o foUicitará ao movimento 
fem interrupçafi alguma. Será logo animado de huma for-
ça acceleratriz confiante , que podemos chamar g ; e aflim 
teremos por equaçaõ do feu movimento du — g d t , cu-
jo integral he u— g t. 

2,3$ Efla formula nos enfina já , que na queda dos cor-
fos graves, faõ as velocidades na rafaõ dos tempos , con tados 
defde o principio do movimento. 

Integrando também a equaçaõ u d u ~ g ds , teremos 
s a — 2 g s; e fubílituindo g2 t2 em lugar de u u, teremos 

j ~ — g t2 . Eíle novo refultado geral nos moílra , que 

cr efpaços corridos defde a origem do movimento faõ na "ra-
faõ duplicada dos tempos. 

Como as velocidades adquiridas faõ proporcionais aos 
tempos, igualmente diremos, que os efpaços corridos faõ 
na rafaõ duplicada das velocidades adquiridas ; o que im-
mediatamente fe concluiria também da equaçaõ u u~ 
Zg*. 

Eftas duas equações u — gt , e r = — g ts , que com-

prehendem a terceira uu == 2 g s , baftaÕ para determinar 
em todos os cafos as circunftancias relativas ao movimento 
dos graves , huma vez que feja bem conhecida a quanti-
dade confiante g, para cuja determinaçaõ exacta naõ fe 
tem defprezado coufa alguma. Por 
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Por experiencias repetidas , feitas com todo o cnidadfl 
que podia efperar-fe dos Phyíicos mais hábeis , e confir-
madas fobre tudo peios refultsdos mais uniformes da theo-
rica dos pêndulos, fe tem averiguado com a maior feguran-
ç a , que era poífivel, as leis da acceleraçaõ produzida no 
movimento dos corpos em virtude da gravidade. Sabemos 
de fa£lo , que na latitude de Paris hum corpo deixado a fi 
mefmo corre no primeiro fegundo da fua queda i y pés e 

— , ou mais exaéiamente if F , o ç 8 . 
IO 

Suppondo pois que fe conta o tempo por fegundos , e 
o efpaço por pés , quando for t — i , ferá Í « 1y,098. 

Subílituindo eíles valores na equaçaõ s zz ~ gt2, conclui-
remos g =: 30,196 ; valor , que reprefenta com muita exa-
dlidaõ a força da gravidade , e que no movimento dos cor-
pos graves faz as vezes da força acceleratriz p } que en-
tra na formula geral du—pdt. 

287 Sendo ntíim determinado o valor de g , bailará co-
nhecer huma das tres quantidades u , r , para determi-
nar immediatamente as outras duas, por meio das equa-

1 • 
çoes u ~ gt, s •=: — gt- , e tiu—zgf-

I. Por exemplo : Pergunta-fe , que tempo he neceflarío, 
pnra que hum corpo deixado livremente a li mefmo cai» 
da altura de 400 pés ? 

* - 1 , . 4 00 A equaçaõ s — — g i* nos aara t- — r: 20,4pj j; 
2 15,098 

, 1 „ t logo t — V26,493y — y — • Seraõ logo neceífarios ç ' ' —> 
7 7 ' 

para cahir o corpo da altura propofla. 
II. PergUnta-fe, qual deve fer a velocidade do mefmo 

corpo no fim da queda ? 
Subílituindo os valores conhecidos na equaçaõ k 3 ri 

2 5 r , teremos K » — 2. jo ; i96 . 400 == 24156,8 ; logo « 
— V 24if<5,3 — jyy 2- . Será pois a velocidade adquirida 

peio corpo de iyy — pés, iílo he, eorreria unifòrmemen-
7 

te 
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le i j y — pés por fegundo, fe depois de liaver cabido da 
7 

altura de 400 pés , deixafle iuteiramente de obrar fobre 
elle a força da gravidade. 

I I I . Achar a profundidade de hum poço , ao fundo do 
qual fe obferva que naõ chega hum corpo , que livre-
mente fe deixa c a h i r , fenaõ em 7" ? 

Tomando a equaçaõ x — — g <2 , e fubftituindo nella 09 
2. 

.Valores de g, e de t, acharemos t 15,098 . 49 739 

• i p é s . 
S 

4 
IV. Sendo a profundidade de hum poÇo âi 739 ~ 

e o tempo da queda de 7 " , quantos pés deve o grave cor-
rer no primeiro fegundo ? 

Como os efpaços corridos faõ proporcionais aos quadra-

dos dos tempos t teremos 4 9 : i : ; 739 ^ : *• 1J ,098 , 

como também da equaçaõ ~ g ~ fe podia deduzir im» 

mediatamente. 
_ V. De que altura deve cahir hum corpo , para adqui-

rir huma velocidade de 400 pés por fegundo ? 
A - , , I Í O O O O 

A equação u 11 — 2 g r nos dara j- — =3 
60,392 

2549 —. • Será pois a altura procurada de 2649 — P& * 

de forte que fe depois de havella corrido , celfaffe total-
mente a acÇ3Õ da gravidade, o corpo continuaria a mo-
ver-fe com huma velocidade uniforme , que lhe fari» 
lindar 400 pés cada fegundo. 

For eftas formulas fe calculou 3 Taboa feguinte 

T A -
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Do Defeenfo dos Graves. 

F 
j T e m p o 

E f p a ç o 
c o i r i J o 

Velocida-
de adqu i -
r ida . 

T e m p o 
E f p a ç o 
co i r ido 

V e loc ida-
de adqu i -
r i d a 

! Segundos Pés Pés j S e g u n d o s Pis Pés j 

1 
2 
3 

í 4 
! 5 

I 5,098 
60,292 
135,88 
241 ,57 
377.45 

30,196 
6 0 , 3 9 2 

90,588 
1 2 0 , 7 8 

I 5 0 , 9 8 

31 
32 
33 
3 4 
35 

14509 
I 54'50 
1 6 4 4 2 

17453 
1849Ç 

9 3 6 , 0 8 

9 6 6 , 2 7 

99*5,47 
1 0 2 6 , 7 

1 0 5 6 , 9 

6 
7 
8 
9 

I O 

543, 53 
739,^0 
966,27 
1221,9 
1509,8 

l 8 l , l 8 
2,1 r ,37 
241,57 
2 7 1 , 7 6 

3 0 1 , 9 6 

36 
37 
32 
39 
40 

1 9 5 6 7 

2 0 6 6 9 

21802 
2 2 9 6 4 

24157 

1 0 8 7 . 1 

1 1 1 7 . 2 

1147,4 
1 1 7 7 , 6 

1 2 0 7 , 8 

11 
12 

*3 
14 
T5 

1 8 2 5 , 9 

2 1 7 4 . 1 

2 5 5 1 , 6 

2 9 5 9 . 2 

3 397,° 

3 3 2 , 1 6 

3 6 2 , 3 6 

392,55 
4 2 2 , 7 4 

4 5 2 , 9 4 

41 
42 
43 
44 
45 

2 5 3 8 0 

2 6 6 3 3 

2 7 9 1 6 

29230 
30573 

1 2 3 8 , 0 

1 2 6 8 , 2 

1 2 9 8 , 4 

1328,6 
1358,8 

1 6 

17 
1 8 

19 
20 

3 8 6 5 . 1 

43<5J,? 
4 8 9 1 , 7 

5450,4 
6 0 3 9 . 2 

433,14 
5 r3,33 
543,53 
573,72 

6 0 3 , 9 2 

45 
47 
48 
49 
50 

31947 
3335 1 
34725 
3 6 2 5 0 

37745 

1 3 8 9 , 0 

1 4 1 9 . 2 

1449,4 
1 4 7 9 , 6 

1 5 0 9 . 3 

21 

22 
i J 
24 
25 

. 5558 ,2 
7307,4 
7925,8 
3596,4 
943*5,3 

5J4 , I I 
554, J I 

694,51 
724,71 
754,9o 

52 
53 
54 
55 

39270 
40826 
42410 
44025 
45<57I 

1 5 4 0 , 0 

1 5 7 0 , 2 

1 6 0 0 , 4 

1 6 3 0 , 6 

1 6 6 0 , 8 

j 2 ( 5 
2 7 
2 8 

2 9 

! 30 
i . . 

1 0 2 0 6 

1 1 0 0 6 

1 1 8 3 7 

1 2 6 9 7 

1 3 5 8 8 

7 8 5 , 1 0 

8 1 5 , 3 0 

8 4 5 , 5 0 

8 7 5 , 6 8 

9 0 5 , 8 8 

5* 
57 
58 
59 
5 o 

47342 
49053 
50790 
5 2 5 5 6 

54353 

1 6 9 1 , 0 

1 7 2 1 , 2 

1751.4 
1 7 8 1 . 5 

1 8 1 1 , 8 
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á88 Chai»a-fe altura devida a bitma velocidade aquel-
la , donde hum grave deveria cahir para adquirir a dita 
Velocidade. Seja b a altura conveniente, e « a velocidade, 
que delia refulta. Teremos u u — 2 gb e concluiremos , 
que as velocidades faõ na rafaõ fubduplicada das altu-
ras, que Ibe faõ devidas. O ufo delias alturas he muito com-
mum nas obras de Dynamica , depois que os Geometra» 
Modernos as introduzirão nos feus cálculos em lugar das 
velocidades, ás quais fervem de medida. 

289 Se hum corpo, ao tempo de cahir , tivefle recebi-
do certa velocidade vertical da acçaõ de qualquer força 
motriz, poderíamos chamar b a altura devida a ella velo-
cidade ; e o movei , tendo corrido o efpaço s , ellaria no 
mefmo cafo como fe tivelfe cahido da altura b + s. Aflim 
teríamos por equações do feu movimento uzz gt -i- / 2 gb, 

1 / , K2I1 V 1 
J - 4 - Ô — — g (t + ) , ou s — — g t* •+- / V2 g b. 

2 \ g * 2 
290 Supponhamos agora , que fe lança hum corpo de 

baixo para cima com a velocidade U, e que fe trata de de-
terminar o feu movimento. Para iíTo recorreremos á equa-
çaõ du z z f d t ; e obfervando, que a velocidade do mo-
vei he continuamente retardada pela acçaõ g da gravida-
d e , efcrevella-hemos defta maneira — du — gd t. Se i n -
tegrarmos efta equaçaõ de fórina que feja u zz U, quan-
do t zz o , teremos u ~ U — g t. Subftituindo efte valor 
de « na equaçaõ d s — u d t, dará d s zz. U d t — g t d f , 

€ integrando , s — U t — — gt2. 

As duas equações t que temos achado , faÕ evidentes 
por fi mefmaS. Porque o movei confervaria fempre a mef-
ma velocidade U, fe naõ folie retardado pela acçaõ da gra-
vidade : porém a gravidade no tempo t lhe imprime a ve-
locidade g t em fentido contrario ; logo a velocidade do 
corpo deve fer U — gt. Igualmente fe manifefta , que o 

efpaço corrido pelo movei deve fer s — U t — — gt2 . 
2 

Porque, fe a gravidade naõ intervieífe , andaria o corpo no 

tempo t o efpaço U t; mas a gravidade retarda o movi-

mento , e lhe faz defcer a quantidade — gt1 i logo o ef-

paço 
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p j ç o c o r r i d o e f e c t i v a m e n t e p e i o m o v e i f e r á U t — - i g í s ; 

2 
291 A primeira equaçaõ u —U — g t prova que o mo-

vei continuará a fobir até que feja 17 — g t , ifto he , até 
que a gravidade lhe tenha imprimido em fentido contra-
rio huma velocidade igual á da projecçaõ. Entaõ fe achará 
elevado á altura devida a velocidade U : mas apenas tiver 
chegado a ella , fendo efgotada toda a força de projecçaõ , 
a gravidade continuará a produzir o feu effeito , e o corpo 
tornará pelo mefmo caminho, conforme as leis que temos 
moltrado , gaitando tanto tempo em defcer , quanto tinha 
gaitado em fobir. 

2 9 1 D a q u i f e p ô d e f a c i l m e n t e c o n h e c e r a q u e a l t u r a 

f o b i o h u m c o r p o l a n ç a d o v e r t i c a l m e n t e a o a r , t o d a s a s v e -

z e s q u e f e f o u b e r o t e m p o q u e c o r r e u d e f d e o p r i n c i p i o 

d o m o v i m e n t o a t é o i n f t a n t e d a q u e d a . S u p p o n h a m o s , p o r 

e x e m p l o , q u e h u m a b o m b a l a n ç a d a d e h u m m o r t e i r o , p o r 

h u m a d i r e c ç a õ v e r t i c a l , t o r n a a c a h i r f e n d o p a f f a d o s 1 8 

f e g u n d o s . N e l t e c a f o d e v i a f o b i r p e l o t e m p o d e 9 " a h u -

m a a l t u r a i g u a l a 1 . 5 , 0 9 8 p é s m u l t i p l i c a d o s p o r 8 1 ( p o r 

f e r e m o s e f p a ç o s c o r n o o s q u a d r a d o s d o s t e m p o s ) * e a f -

i i m d i r e m o s , q u e c h e g o u á a l t u r a d e I Z 2 3 p é s . 

2 9 7 A f o r m u l a u u —igb m o l t r a t a m b é m , q n e f e 

d o u s c o r p o s f o r e m f u j e i t o s á a c ç a õ d e d u a s g r a v i d a d e s d i f -

f e r e n t e s , n a õ p o d e m a d q u i r i r a m e f m a v e l o c i d a d e , f e n a õ 

c a h i n d o d e a l t u r a s r e c i p r o c a m e n t e p r o p o r c i o n a i s á s f o r ç a s 

d a s d i t a s g r a v i d a d e s . P o d i a p o i s e x p e r i m e n t a r - f e p o r e f t e 

m e i o , f e a f o r ç a d a g r a v i d a d e t e r r e f t r e h e a m e f m a e m d i f -

f e r e n t e s l u g a r e s : m a s a d i a n t e v e r e m o s , q u e a s o f c i l l a ç õ e s 

d o s p ê n d u l o s f a õ m a i s p r ó p r i a s p a r a v e r i f i c a r e f t e f a í l o 

c o m m a i s e x a d t i d a õ . 

2 9 4 A g r a v i d a d e o b r a g e r a l m e n t e f o b r e t o d o s o s c o r -

p o s , d e m a n e i r a q u e t o d o s p e z a õ h u n s p a r a o s o u t r o s , e 

p a r a h u m c e n t r o d e t e r m i n a d o ; e a f u a a c ç a õ n a õ f e l i m i -

t a a o s c o r p o s f u b l u n a r e s , m a s p e n e t r a o u n i v e r f o i n t e i r o . 

T a l h e c o m e f f e i t o a b a f e d o f y f t e m a d e N e w t o n . E f t e 

G e o m e t r a i n c o m p a r á v e l m o l t r a p r i m e i r a m e n t e a n e c e f l i d a -

d e d e r e c o n h e c e r n o S o l , e e m t o d o s o s P l a n e t a s e f t a f o r -

ç a u n i v e r i a 1 c h a m a d a Attracçao , o u Gravitaçau , p e i a q u a l 

t o d a s a s p a r t e s d e q u e e l l e s f e c o m p o e m , e todos o s c o r -

p o s q u e o s r o d e i a õ , g r a v i t a õ p a r a o s f e u s r e f p e í t i v o s ce t t -» 

t r o s . C a l c u l a n d o d e p o i s o s e f f e i t o s d e f t a g r a v i t a ç s õ a r e f * 
peito 
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peito dos c o r p o s fítuados n a s f u p e r f i c i e s d o S o l , d e Júpi-
t e r , d e S a t u r n o , e d a T e r r a , a c h o u q u e f a õ e n t r e f i u a 

r a f a õ d e f t e s q u a t r o n ú m e r o s 1 0 0 0 0 , 9 4 3 , 5 2 9 , 4 3 5 . A p -

p l i c a n d o p o i s a e f t e s r e f u l t a d o s a f o r m u l a u u — 2 g b , e f -

t á c l a r o , q u e a s a l t u r a s d e q u e h u m c o r p o d e v e r i a c a h i r 

j u n t o á f u p e r f i c i e d e f t e s a f t r o s , a f i m d e a d q u i r i r h u m a 

m e f m a v e l o c i d a d e , f e r a õ r e f p e í l i v a m e n t e s o m o t J Q 0 0 } 

x 1 1 
9 4 3 > 5 2 9 > 4 3 5 

2 9 5 E m g e r a l , p o d e r e m o s d e t e r m i n a r o m o v i m e n t o 

d o s c o r p o s g r a v e s j u n t o á f a p e r f i c i e d o S o l , e d o s o u t r o s 

d o u s P l a n e t a s , f u b f t i t u i n d o e m l u g a r d e g n a s e q u a ç o e n s 

1 , 1 0 0 0 0 
» — g t , e J — — gt2 , t q u a n t i d a d e . 30,196 

941 S29 
n o S o l , - r r ~ . 3 0 , 1 9 6 e m J ú p i t e r , e — . 3 0 , 1 9 6 e m S a -1 5 435 
t u r n o . P e l o q u e f e r á j u n t o á f u p e r f i c i e d o S o l g = 6 9 4 , 1 6 , 

e m J ú p i t e r g — 6 5 , 4 5 9 , e e m S a t u r n o g — 36,721. D o n -

d e f e v ê , q u e q u a l q u e r g r a v e j u n t o á f u p e r f i c i e d o S o l 

c o r r e r i a n o p r i m e i r o f e g u n d o d o f e u d e f c e n f o l i v r e 5 4 7 — 

p é s , e m J ú p i t e r 3 2 — , e m S a t u r n o 1 8 — , e n a T e r -

C 4 5 . 
1 

ra 1 5 — 
19 

Das Forças Centrais. 

196 HamaÕ-fe /orfax centrais , ou centripretas , as 
V^ que follicitaÕ continuamente hum corpo para 

qualquer ponto determinado. 
S e j a h u m c o r p o A ( F i g . 1 3 5 . ) , q u e f o l l i c i t a d o p o r 

q u a l q u e r f o r ç a d i r i g i d a p a r a o p o n t o C , c o m e ç a d e f d e o 

d e f c a n ç o a c a m i n h a r l i v r e m e n t e d e A p a r a C : p e r g u n -

t a - f e , q u a i s d e v e m f e r a s c i r c u n f t a n c i a s p r i n c i p a i s d o f e u 

B a o v i m e n t o ? 

Chamemos x o efpaço A M corrido no tempo t, u a ve-
M locidade 
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l o c i d a d e no p o n t o M , e a a d i f t a n c i a A C : e f e j a / h u m a 

d i f t a n c i a a o p o n t o C , n a q u a l a f o r ç a c e n t r a l f e a c h a i g u a l á 

d a g r a v i d a d e g . I f t o p o f t o , f e a f o r ç a c e n t r a i o b r a r e m 

q u a l q u e r r a f a õ c o m p o r t a d a s d i f t a n c i a s , d e m a n e i r a q u e f e j a 

« o e x p o e n t e d e l T a r a f a õ , a c h a r e m o s a e z p r c l f . õ d a f o r ç a 

a c c e l e r a t r i z n o p o n t o M p e l a p r o p o r ç ã o f e g u i n t e 

e(a — x~)« 
f»: r-;.(a~xy>: • 

gdx (a —x)" 
D o n d e c o n c l u i r e m o s a d ( n . 2 8 ? . Y fn % J ' 
S e j a b a a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e a ; t e r e m o s a a — zgb t 

r • , ,, 1 ,, dx(a — *)* 
e c o n f e g u i n t e m e n t e udu ~ gdb. L o g o db — — , 

£ __ £ ^ >¥ + I 
c u j o i n t e g r a l f e r á h — - — - — — - — • • A c o n f i a n t e C 

6 o + o / * 

f e d e t e r m i n a , r e f l e í t i n d o q u e n o p r i n c i p i o d o m o v i m e n -

t o , n o p o n t o A , d e v e f e r a o m e f m o t e m p o x — o , e b 

— o ; c o n d i ç a Õ , q u e d á C = : a * + 1 . L o g o 

+ « - f a - x }» +« 
£ — • H u m a v e z q u e f o r c o n h e -

l » T l ) t " 

c i d a a a l t u r a b d e v i d a á v e l o c i d a d e a , e f t a f e d e t e r m i -

n a r á i m m e d i a t a m e n t e p e l a e q u a ç a õ u V 2 g h . 

O ú n i c o c a f o , q u e e f c a p a á f o r m u l a p r e c e d e n t e , h e o 

d e í t — — 1 . E n t a õ o b r a a f o r ç a c e n t r a l n a r a f a õ i n v e r -

f a d a s d i f t a n c i a s , e p a r a d e t e r m i n a r o v a l o r d e b h e n e -

c e l f a r i o i n t e g r a r p o r l o g a r i t h i u o s . A i n t e g r a ç a õ n e f t e c a f o 

a 
p a r t i c u l a r d a r á b t z f s l 

a—x 

2 9 7 S e o e x p o e n t e n - f 1 f o r p o l i t i v o , a c h a r e m o s 

q u e a a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e d o m o v e i , q u a n d o c h e -

g a r a o c e n t r o C , f e r á — - . p o r q u e e n t a S h e t f 
' ( » + O / 

: = a . P o r é m f e s + 1 f o r h u m n u m e r o n e g a t i v o — * » » t 

/ m + i f « _ . ? > 
teremos b - — - • : expreflaô . que 

ma" ( « « * ) » r 

d l 
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d á b = 2 0 0 , q u a n d o * = 2 a . D o n d e c o n c l u i r e m o s , 

q u e a v e l o c i d a d e d o c o r p o , c h e g a n d o a o c e n t r o , f e r i a 

i n f i n i t a , c o m o h e f á c i l d e c o n c e b e r , a d v e r t i n d o q u e a ; 

f o r ç a c e n t r a l o b r a n e l f e c a f o c o m t a n t o m a i o r e f f i c a c i a , 

q u a n t o o m o v e i f e c h e g a m a i s p a r a o m e f m o c e n t r o . 

N e í t e m e f m o c a f o p o r é m , f e o c o r p o c a h i f f e d e h u -

m a a l t u r a i n f i n i t a , o u f e o p o n t o A e í t i v e í T e i n f i n i t a m e n -

t e d i í l a n t e d o c e n t r o C , q u a n d o c h e g a f f e a o p o n t o M n a õ 

t e r i a a d q u i r i d o , f e n a õ h u m a v e l o c i d a d e f i n i t a . P o r q u e f u p -

p o n d o a e x i n f i n i t a s n o v a l o r g e r a l d e h , t e r e m o s b 

f m + i f—n 
~ — s — - — — — — — • S .e a f o r ç a c e n -

m.(CM)'» m(CM)-»~1 v 

t r a i , p o r e x e m p l o , f o r n a r a f a õ i n v e r f a d o s q u a d r a d o s 

f i 
d a s d i í l a n c i a s , f e r á b z z . . — ; l o g o a v e l o c i d a d e d e 

C M 
h u m c o r p o , q u e t i v e f l e d e f c i d o d e h u m a a l t u r a i n f i n i t a , 

f e r i a r e c i p r o c a m e n t e c o m o a r a i z q u a d r a d a d o e f p a ç o q u e 

l h e f a l t a r i a c o r r e r p a r a c h e g a r a o c e n t r o . 

2 9 8 S e » s 1 , o u f e a f o r ç a c e n t r í p e t a f o r p r o p o r -

• 1í Cl X . .1 x SC 
c i o n a l á s d i í l a n c i a s d o c e n t r o , f e r á b s : E 

d X d X 
p o r q u e d t — — — — , f e r á n e c e í f a r i o p a r a v i r -

u V 2 gb 
m o s n o c o n h e c i m e n t o d e t , q u e i n t e g r e m o s a e x p r e f T a õ 

• \ í L O i n t e g r a l h e \ f L . 

V g y ( z a x ~x x r g 

Are cof——-— ; logo tomando c pela femicircumfe-
x 

r e n d a , t e r e m o s p o r e x p r e f f a õ d o t e m p o d a d e f e i d a a t é 

o c e n t r o C a q u a n t i d a d e c o n f i a n t e — * 

2 9 9 S e n — — . 2 , o u f e a f o r ç a c e n t r í p e t a f o r n a r a -

f a õ i n v e r f a d o s q u a d r a d o s d a s d i í t a n c i a s , c o m o p e l a s m a i s 

c o n í l a n t e s o b f e r v a ç õ e s p a r e c e e í t a r j á e l t a b e l e c i d o , t e r e -

m o s 

« rt - * ' Í V Z g N * / 
V a a dx— xdx _ , adx —x àx 

—< r . r , -• 77 P o r e m — -
J V z g , V C a x - x x ) 

M i " p ô d e 
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a ~ ~ x ~ ) d x 

p ô d e r e f o l v e r - f c e m -r Y(.ax—,xx) -y( ax — xx) 

p r i m e i r a p a r t e h e a d i í f e r e n c i a l d e V ( a x — x x ) , " e a 

f e g u n d a h e a d e h u m a r c o d e c i r c u i o , c u j o f e n o v e r f o h e 

* . f e n d o o d i â m e t r o a . L o g o t — ~r~——IV(&» — xx~) 
f V 2 g L 

i 
a — x 

i 
* « 

. — a — x 
a . A r i cof — - J f i n t e g r a l c o m p l e t o , p o r * 

2 ^ 
que dá t — O , quando x — o . 

Logo f a z e n d o x zz a, c o n h e c e r e m o s o t e m p o q u e O 
c o r p o d e v e g a i t a r e r a c h e g a r a o c e n t r o d a s f o r ç a s , p e l a 

— c a/ a 
e x p r e í T a Ô — C o m o e l l a q u a n t i d a d e h e p r o -

p o r c i o n a l a a V a , c o n c l u i r e m o s g e r a l m e n t e ; Que o s tem-

pos do defeenfo dos corpos, defde a origem do movimento 
ate' o centro, faõ como as rain.es quadradas dos cubos daí 
alturas , donde tem defeido, ou na rafaõ fefquipltcada daí 
alturas, q u e q u e r d i z e r o m e f m o . 

3 c o S e f u p p u z e f i e m o s c o n f i a n t e a f o r ç a c e n t r a l , e f e m -

p r e a m e f m a q u e n o p o n t o A , o n d e t e m p o r v a l o r a e x -

P ff 
p r e í f a õ — ; — , e n t a Ô c o r r e r i a o m o v e i o e f p a ç o a cova 

a a 
h u m m o v i m e n t o u n i f o r m e m e n t e a c c e l e r a d o , e o t e m p o f e 

i g f f 
d e t e r m i n a r i a p e l a f o r m u l a — • — • — < 3 , q u e d á í 

% a a, 
t a V a 

z: -j— • D o n d e f e f e g u e , q u e o tempo que gafta o 

movei em chegar ao centro, quando a força central he fem" 
pre a mefma que na origem do movimento, he para o tem-
po que gaftaria crefeendo a dita força na rafaS duplicadé 
inverfa das dijlancias , eomo o raio para a oitava parti 
da circumferencia ; o u c o m o 1 4 p a r a 1 1 , q u e h e p r o x i r 

p r o x i m a m e n t e a r a f a õ q u e t e m 2 p a r a - c . 

O q u e t e m o s d i t o d o s m o v i m e n t o s r e c l i i i n e o s h e o q u e 

b a f t i 
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i s a f t a p a r a o s d e t e r m i n a r , q u a i f q u e r q u e f e j a õ a s f o r ç a s 

a c c e l e r a t r i z e s . N a õ h a m a i s d o q u e f u b f t i t u i r o v a l o r c o m -

p e t e n t e d e p n a e q u a ç a õ uduzz p d s , o u g db —p d s , 
e d e p o i s d i í l o i n t e g r a r . P a l i e m o s a o s m o v i m e n t o s c u r -

v i l í n e o s . 

3 0 1 S e n d o h u m c o r p o f o l l i c i t a d o p o r q u a i f q u e r f o r -

ç a s a c c e l e r a t r i z è s , e t e n d o r e c e b i d o n a o r i g e m d o m o -

v i m e n t o h u m a c e r t a v e l o c i d a d e d e p r o j e c ç a õ , p o r q u a l -

q u e r d i r e c ç a õ , d e m a n e i r a q u e f e j a o b r i g a d o a m o v e r -

f e p o r h u m a Orbita , o u Traje floria c u r v i l í n e a : p e r g u n -

t a - f e , c o m o p ô d e d e t e r m i n a r - f e a n a t u r e z a d e f t a o r b i t a , 

a v e l o c i d a d e q u e d e v e t e r o c o r p o e m q u a l q u e r p o n t o 

d e l i a , e o t e m p o q u e g a f t a r á e m c h e g a r a h u m p o n t o 

d a d o . 

S e j a A M m f J - ( F i g . 1 3 6 . ) a c u r v a , q u e o m o v e i h a 

d e d e f c r e v e r , f e j a A P o e i x o d e l i a , t a l f a n o r m a l , 

e m T a t a n g e n t e n o p o n t o m . C h a m e m o s , a o o r d i n á -

r i o , Ap~x,PMz=y, Mm — ds, a v e l o c i d a d e n o 

p o n t o M ~ u , a a l t u r a d e v i d a a e f t a v e l o c i d a d e — b 

s s — U U - , o t e m p o e m p r e g a d o e m c o r r e r o a r c o A M 
zê 

- i r ? 
e o raio ofculador R cr -j — 

I f t o p o f t o , r e d u z i r e m o s t o d a s a s f o r ç a s q u e f o l l i c i t a õ 

o . m o v e i a d u a s , h u m a N p e l a d i r e c ç a õ d a n o r m a l m N , 

e a o u t r a T p e l a d i r e c ç a õ d a t a n g e n t e t » T . E p o r q u e 

j á t e m o s ( n . 2 8 0 . ) a s e q u a ç õ e s ds—udt, du zzT d t , 
e N . R — 1 1 » = 2 g b , d e f t a u l t i m a p o d e r e m o s l o g o c o n -

c l u i r e m g e r a l : Que a força normal be para a da gravi-
dade , como a altura devida d velocidade do movei para a 
emetade do raio ofculador. D e p o i s , d a s d u a s e q u a ç õ e s d t 
ç = a d t , ç d u ~T d t , t i r a r e m o s uduzzTds, c u j o 

i n t e g r a l h e utizzzfTds: p o r é m uuzzN.R', l o g o 

X . R ~ z f T d s . 
Efta 

e q u a ç a õ n a õ i n c l u e u , n e m t , p o r q u e a s f o r ç a s 

N e T f a õ f u n ç õ e s d e x , e d e y . M a s f e r a õ n e c e l f a r i a s 

t r e s i n t e g r a ç õ e s c o n f e c u t i v a s p a r a c h e g a r á e q u a ç a õ f i -

n i t a d a c u r v a p r o c u r a d a ; e f e n d o e f t a h u m a v e z c o n h e -

c i d a , d e t e r m i n a r - f e - h a 3 v e l o c i d a d e p e l a f o r m u l a u u c r 
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i f T d s , e o tempo pela foFmula t — J——. Tal 

he , em geral , o methodo que pôde feguir-fe na foluçaõ 
defte Problema. Mas efte caminho , ainda que muito na-
tural , naõ he com tudo o mais Íimples em muitos calos. 
Eisiqui outro , que nos parece merecer preferencia. 

302, Todo o corpo , que fe move por huma linha cur-
va , pôde coníiderar-fe como dotado de dous movimen-
tos , hum parallelo á abfciífa x, e o outro parallelo á or-
denada y . Porque , fe em virtude do primeiro pôde cor-
rer o efpaço Al r ou d x no iaftante d t, e fe em vir-
tude do fegundo pôde correr no mefmo inftante o efpa-
ço r m ou dy , eftá claro, que em virtude de ambos 
correrá realmente a pequena diagonal Al m , ou ds . A 
fua velocidade parallela a A P , que chamaremos borizon-

dx 
tal, ferá pois reprefentada por —— ; a velocidade pa-

d t 
dy 

tal lei a a P A I , que chamaremos ver t ical , por —j—; e 

3 velocidade effeíliva , por • 
dt 

Ora , quaifquer que fejaõ as forças que follicitaÕ o 
•orpo , fempre pódem reduzir-fe a duas , huma X pela 
direcçaõ de M R parallela a x , e a outra Y pela direc-
çaõ de Al P parallela a y : a primeira das quais accelera 
o movimento horiíonal, e a fegunda o vertical. E porque 
o elemento da velocidade he fempre igual ao produílo da 
força acceleratriz pelo elemento do tempo ( n. 279.) , 
teremos as duas equações 

as quais cem a equaçaõ ordinaria ds zzu d t determinaráõ 
0 movimento do corpo. 

303 Eftas equações , quanto ao fundo, naõ differem 
das que deduzimos pelo methodo precedente. Para nos fe-

gurarmos diffo, multipliquemos a primeira p o r — — , e 
d t 

dy 
1 fegunda por • ; e ajuntando os produclos teremos 

dx 
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JJL + d ( J l J ) = xdx + Ydy: po-
dt v dt J dt \ dt / 

d x2 dy2 d s- , dx .d 
rém — - r ——" = ~7~T ~ K u '•> ! o S° "T— d ( 77 ) 

d t2 d t- d t2 d t \dts 

-f d ( - udu — Xdx + Y d y . 

d t \ d t s 

Agora , effeituando as diferenciações indicadas nas 

mefmas daas equações, teremos dt ddx — dx ddt — 

Xdt> , e dt d dy — dy ddt zzY d t> , donde eliminan-

do d d t , virá d x* d ( - ^ j - ) ~ d t * ( Y d x - X d y ) . E 
d s'> 

porque o raio ofculador R — , fubf-

d si 
tituindo teremos d t3 ( X dy — Y d x ), ifto he , 

R 
uu X dy —Y d* 

——— rr Efta ultima equaçaõ , com 
R d s 

a outra u d u Z=Í X dx -T-Y dy , faõ pois equivalentes ás 

duas 

Em fim, refolvendo a força X por MR em outras 
d x 

d u a s , huma tangencial por M m , que ferá —— X , e 
d t 

dy 
a outra normal por M N , que ferá —— X; e refol-

d s 
vendo também a força Y por jVÍ g, em outras duas , hu-

dy 
Bia tangencial que ferá —— Y, e a outra normal que 

d s 
d x 

ferá _ —— y : acharemos a força tangencial total T 
d s 

X d x - i Y d y , , X d y - Y d x 
, e a normal N — . 

d t ' d s 
Logo as duas equações K d a ~ Tds , e uuzz N . R 

faõ 
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/- i x 
faõ equivalentes ás que temos achado ^ — X d t , e 

( d y v 
=s Y d t e delle modo , a conformidade dos 

refultados he huma prova da bondade de ambos os me-
thodos. 

ApplicaçaÕ ao movimento dos gr az es lançados 

por qualquer direcçaõ, e em particular 

ao tiro das bombas. 

304 T) Ara darmos toda a clareza a efta theorica ; 
A applicalla-hemos a hum cafo particular. Sup-

ponhamos , por exemplo , que fomente a força da gra-
vidade perturba o movimento do corpo lançado pela di-
recçaõ A V , com huma velocidade dada V, e por hum 
angulo V A P = a ( Fig. 137. ). 

Nefte cafo temos 7 — g, e X — o, donde fe re-

duziráõ as noflas duas equações gerais a d ( j - ) — o, e 

/ d y s. d x 
d ——.) — ~ g d t . Integrando pois teremos — - C , e 

V d t y d t 

d y 
— — C' —> g t. A primeira moftra , que a velocidade 

horizontal he confiante, como eftá claro que deve f e r , 
Porquanto naõ he alterado efte movimento. Ora V cof a 
cxprime a velocidade horizontal , e Vfen a a vertical no 
Principio do movimento ; logo C — V cof a, e C'—V fen a. 
^ubítituindo eftes valores nas equações integradas , teremos 
Ax~Vdtcofa, e dy — Vd tfen a gtdt. Tornando 

a integrar , ferá xzzVt cof a, ey=:V tfen a — -1- g 
2 

I 1C íC 
e eliminando t, ferá y x tanga —« — g 

2b V V cof a* 
Logo deli guando pela conftante b a altura devida á veloci-

dade 
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, , , ~ x 

dade da projecção V , teremos y—x tang a — —•—-— 
4 b cof a2 

por equaçaõ ás coordenadas da curva . E porque huma 
delias y he de huma fó dimenfaõ , concluiremos que a 
trajefloria he hum3 parabola. 

Segue-fe pois defta determinaçaó , que todo o 
grave lançado em hum efpaço vazio por qualquer direc-
çaõ , que naõ fofle a vertical, dsfcreveria huma curva 
parabólica. Mas no eftado adlual das coufas, em que a 
refiftencia do ar infiue tanto fobre o movimento dos cor-
pos , eftas trajectórias ditferem fenfivelmente da parabo-
la , que teria lugar nos meios naõ reliftentes. Adiante 
veremos, quanto he cheia de embaraço a fua exaéta de-
terminação. 

306 O methodo , que tivemos .em deduzir a equaçaõ 
X X 

y~x tang a — naõ he o único que conduz 
4 bcofa2 ' 

ao mefmo refultado. Pôde demonftrar-fe de muitos ou-
tros modos , que o caminho de hum projeftil no vácuo 
he huma parabola. Pôde , por exemplo , confiderar-fe a 
velocidade inicial do movei , como comporta de huma 
velocidade Vfen a pela direcçaõ vertical A K , e de ou-
tra Vcofa pela horizontal AP . Ifto pofto , fe o corpo 
naõ tivefle fenaõ a primeira velocidade , chegaria no tem-
po t a huma altura A Çr=i V t fen a, — — g t2 (n. 290.): 

2 

mas no mefmo tempo , a fegunda velocidade deve tranf-
portallo horizontalmente por hum efpaço Vtcofa; 
logo deve o corpo achar-fe realmente no ponto M. , quan-
do for paflado o tempo t ; donde teremos, como ac ima, 

yzzVtfena — gt2 , e x— Vtcofa. 
1 

A formula , que ferve para determinar o tempo , ferá 
x 

t — v C 0JQ~ • E pelo que refpetta á velocidade do mo-
vei , em qualquer ponto da trajeíloria , acharemos que he 
fempre a que elle teria adquirido cahindo de huma altu-
ra igual a b — y . Porque recorrendo á equaçaõ geral 
nàu — X dx + Y dy ( n . j o j . ), e fazendo X = o , e 
Y — g i teremos udu — —gdy,e a altura devida á 

velo-iJ*-
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velocidade do movei , ou zzlh—y. 

Para fe determinarem os pontos, onde a curva encon-
tra a horizontal AP, he necelfario fuppor y zz o na 

X X 

equaçaõ y zz x tang a — ^ ^ • Entaõ fe acharáÕ 

para * os dous valores feguintes , * ~ o , e * — 4 b t a 1 l í a-
cof a- — 4I1 fen a cof a — 2 b fen 2 a . O primeiro convém 
ao ponto A , e o fegundo ao ponto C . 

507 Efta determinaçaõ dá por amplitude do tiro a 
diftancia AC ~ 2 b fen 2 a. Logo a maior amplitude b que he 
poífivel , ferá quando tivermos fen 2 a zz 1 ; e por iífo he , 
que dando a hum morteiro a inclinaçaõ de 45° fe lança-
rá huma bomba á maior diftancia que he poífivel, fen-
do todas as mais coufas iguais. Nelfe cafo ferá a ampli-
tude da fua trajeftoria o dobro da altura devida á ve-
locidade da projecçaÕ. 
• }o3 Deve notar-fe aqui , que a huma abfciffa AP naõ 
correfponde mais do que huuia fó ordenada P M porque 

xx 
na equaçaõ y zz x tang a — — » a ordenada y 

4 b cof a2 

tiaô tem mais do que hum fó valor. Mas a huma ordena-
da AQ^, ou PM— P'M', correfpondem fempre duas abí-
eiffas , Q^M' , ou A P , A P' ; porque a equaçaõ 
xx — 2 b x fen 2a-i-4bycofaz~o dá evidentemente 
dous valores para x. 

Pela natureza das equaçoens do fegundo gráo, ferá a 
foma das raizes A P - i - A P 1 igual ao coeficiente do fe-
gundo termo 2 b feu a , que exprime como temos vifto o 
valor de A C. Logo AP + AP' — AC , e confeguinte-
mente AP — CP': donde fe moftra, que as porçoens AM, 
C M' da trajedoria faõ iguais, e femelhantes. Logo a or-
denada DB, que paífa pelo meio D da amplitude AC, di-
vide a trajeéloria em duas partes B M A , B M'C i g u a i s , e 
femelhantes entre fi •, e confeguintemente he BD o eixo 
da parabola , B o feu vertice , e DB a maior altura a que 
fóbe o projeftil. Para determinar pois efte máximo, naõ 
he neceffario mais do que tomar x — b fen 2 a , e imme-
diatamente fe achará DB ~y — bfen az ; e por confe-

*"" guinte 
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AD-

guinte ferá o parametro da parabola defcrita := ^— zz 

4 b cof a 2 . 

309 Na pratica do tiro das bombas , ordinariamente fe 
determina a força da polvora , fazendo hum tiro de pro-
va pelo angulo de 4j 0 ; porque medindo a amplitude, 
ou alcance horizontal defte tiro , e tomando a fua ametade, 
fe conhece immediatamente a altura devida á velocida-
de de projecçaõ. Huma vez conhecida a força da polvo-
ra , podemos com a mefma carga fazer cahir huma bom-
ba em qualquer ponto D cio plano horizontal Ç Fig. 138. ), 
menos diftante da bateria do que o ponto C , no qual fe 
termina a amplitude maxima A C , que produz o tiro pe-
lo angulo de 45 0 . 

Para ilfo, bafta conhecer o angulo da projecçaõ DAV ~ a. 

Seja pois AD — b ; e teremos 2 b fen 2 a — b , e por con-

feguinte fen 2 a zz —- . 
2 b 

Supponhamos, por exemplo , que a amplitude AC pe-
lo angulo de 45: 0 fe achou de 500 braças , e que .1 dif-
tancia A D he de 388,7 braças. Logo teremos fen 
388,7 

— 0,7774 -, feno , que nas 1 aboas correfpcnde pro-
500 

ximamente a 51o 2'. Logo o angulo de projecçaõ deverá 
fer de 25 0 31'. 

310 He verdade, que em lugar do angulo 51o 2* 
podíamos tomar o feu fupplemento 128" 5 8 ' , cuja ame-
tade 6 4 o 29' daria hum fegundo angulo de projecçaõ, 
complemento do primeiro. Donde fe fegue , que fempre 
Jha duas inclinaçoens diverfas , que íe podem dar ao mor-
teiro , para fazer cahir huma bomba em hum ponto de-
terminado. Prefere-fe o angulo maior, quando fe perten-
de arruinar edifícios , romper abobadas & c ; e o menor , 
quando fe quer , que a bomba depois de cahir continue 
a faltar para diante , e que arrebentando caufe maior eftrago 
em tudo o que achar ao redor de li. 

A rafaõ defta preferencia he manifefta. Porque fe a 
bomba cahir quali perpendicularmente , empregará a ma-
ior parte da fua força em ferir o lugar onde der -, e por 
ilfo, quando fe intenta demolir os ediíicios, fe spontaõ os 
morteiros fempre pelo angulo maior que 45 o . Masque-

ren-
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rendo, que as bombas depois de cahirem continuem a fa-
zer chapeletas , deftruindo tudo o que encontrão , efcolhe-
fe o angulo menor , para que cahindo obliquamente , e re-
folvendo-fe a fua força em duas, huma vertical , e ou-
tra horizontal, feja ella ultima fuíficiente para as tranf-
portar com impulfo , e eílrago , até finalmente arrebenta-
rem. 

311 Se o ponto M ( Fig. 139.) , que fe quer bombear, 
naõ eftiver na linha horizontal A P , ferá primeiramente 
neceífario medir , pelos methodos da Trigonometria , a 
diftancia AM , que chamaremos m , e o angulo M AP que 
o raio vifual A M faz com a horizontal A P , ao qual cha-
maremos â". Depois diffo far-fe-ha hum tiro de prova pe-
lo angulo de 45 0 , com a carga que fe tem determinado u-
f a r , a fim de conhecer a força cia polvora , que deve fer 
tal que produza huma amplitude maior que AP. 

Ifto fuppofto , como AP—mcofJ1, e P M — mfen 
poderemos fubftituir elles dous valores em lugar de x e de 

x x 

y na equação — — x fen a cof a •— y cof a2 , e achare-

mmcof£2 
mos — - mfcn a cof a cof g — m cof a2 fen <J , 

til cof I 
ou -—- — cof a fen [a ) — — fen — 

4 v 2» 

1 , Ç\ W cof 
-7 fen ò. Logo fen ( 2 a - S, ) = fen S HH —— . 2» 2 u 

l iz Para conftruir efta equaçaS , bufear-fe-ha nas T a -
. . . m cof £ 

fcoas hum angulo cp , cuja tangente feja igual a ——-— , e 

aflim teremos fen ( 2 a — ) ~ fen £ Jrjof<? tang Q = 

. Conhecendo o angulo 2 a — d , e o fea 
cof. <T) 

fupplemento , a hum e outro fe ajuntará £ , e fe tomará 
a ametade de cada huma das fomas , que daráõ os dous 
grãos de inclinaçaõ do morteiro , igualmente proprios pa-
ra fe lançar a bomba ao lugar propofto. 

Por exemplo: Tendo-fe achado o angulo M A P de 
6° 12' , a diftancia A M de $64 toefas, e a amplitude 
de 4y 0 , ou a quantidade 2 b de 743 toefas, queremos fa-ber 
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fctír 3 inclinaçaó que deve dar-fe ao morteiro, para que 
a bomba venha a cahir no ponto M. 

Primeiramente calcularemos o angulo (p pela formula 
v i c n f j 1 „ . . </r ... 

tang cp rr — - — , conforme ao que acima dillemos: eu-

aqui a operaçaÕ 

740 C l . 7 , IjOyóZ} 
m — 5 6 4 L . 2 , 7 5 1 2 7 9 1 

cí = 6° 12' - - L.cof.9, 99745^1 

Log. aiag <p - 9, 8794997 

Affim acharemos nas Taboas que o angulo CP he de 37 
e por confeguinte cí* -í- Cp — 4j 0 21'. Conhecidos eftes t 

calcularemos o angulo 2 4 — d pela formula feu (2 a — 
fen (J*<P) 

zz como aqui fe moura 
cof q> * 

< p = 3 7 ° 9 ' CL. cof. 0 ,098510? 
c J - t - ( p = : 4 j 21 L. fen . 9, Sj66io 9 

Log. fen, ( 2 a - e? ; 9,9^1214 

A efte logarithmo correfponde nas Taboas o angulo 59 a 2 ? ' t 

cujo fupplemento he 1200 32'. Ajuntando a hum e outro 
6o 12', teremos 65 o 40 ' e 126° 44' , cujas ametades faõ 
32 o 50' e 63 0 2 2 ' . Dando pois ao morteiro a inclinaçaó 
de qualquer deftes dous últimos ângulos , cahirá a bom-
fca' no ponto M. 

Como importa muito no tiro das bombas regular-lhes 
as efpoletas , de maneira que naÕ arrebentem muito cedo, 
nem muito tarde , he precifo faber o tempo, que el-
Jas devem gaftar em chegar ao £lvo. Para ilfo temos a 

* m cof o 
formula t sr — . 1 ornando pois,no ca-

V cof a cof a Vzgb 
lo precedente , hum dos valores calculados de rt, deter-

% minaremos t da maneira feguinte 

« ~ 
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a — 32 a 50 - CL . cof. o,0755908 
1 

2b — 740 TCL. 8, 5653841 
1 

Jo , 196 
w = 564 - -
$ — 12 ' -

"- L .2 ,7512791 
L • w/. 9,997452? 

- - - 0 ,6497317 

2 CL . 9 , 2600253 2 

Log. / 

Logo ferá í — 4 > 4^4 j mas lie necelfario advertir , que 
tendo lido as quantidades m , b contadas em toefas , e g 
em pés , para determinarmos o verdadeiro valor de t de-
vemos multiplicar o valor achado por yr 6. Aílim ajun-
tando ~ 16 , que he 0,3890756 , ao logarithmo achado 

0,6497317 , teremos 11 — r , 0388073 , que correfponde a 
10,9j. Gaitará pois a bomba i o ' ' , 93 em chegar ao ponto 
M pela parabola menor. 

Se ao logarithmo 1 , 0388073 a juntarmos o do cofe-
no de 32 o 50' que he 9 , 9244092 , e o complemento 
logaritlunico do cofeno de 63 0 22' que he 0 , 3 4 8 4 5 1 4 , 
teremos 1,3116679 por logarithmo do tempo, que a bom-
ba gaitará em chegar ao mefmo ponto pela parábola ma-
ior , que ferá confeguintemente 20" , 5 . 

313 M. de Maupertuis refolveu taõ brevemente, e 
de hum modo taõ completo , os problemas relativos ao 
tiro das bombas, que pôde citar-fe , como hum modelo 
de precifaõ , a fua Memoria intitulada Ballillica Aritb-
metica. Os que fe naõ achaõ em eftado de confultar a Hifto-
ria da Academia Real das Sciencias , aqui poderáõ julgar 
da elegancia das fuas foluçoens , que faõ da maneira fe-
guinte. 

Seja C A — b ~ á altura devida á velocidade de pro-
jecçaõ por A G ( Fig. 140. ) ; e feja A 2, — s — ao ef-
paço que a bomba correria uniformemente, fe a gravida-
de a naõ abaixatfe pelo efpaço QM rr a. Teremos pois 
s : 2 % : : / b : / % ( n. 28. e 288. ) ; logo s* ~ 4 i x , e a 
-trajeétoria ferá confeguintemente huma parabola. 

Seja AP — x , PM —y , tang £A P = t; e ferá PQ, 
— tx , Q.M — P g, — PM — tx —y , e AQJ1 — AP* 
4- P 2 , 2 • Logo í 2

= j * a - t - t 2 * 2 _ 4 4x = 4 l ) f * - 4 i y . 
LogQ 
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Logo * 2 ( i f t 2 ) t : 4 b C t x e q u a ç a õ á s coorde-
nadas, na qnal fe introduzio de pro;:oiito o angulo de in-
clinaçaõ ÇiAP, a fim de fe poder determinar a direc-
çaõ do morteiro. 

314 Querendo , por exemplo , lançar huma bomba fobre 
o ponto E com huma carga dada , meditemos a diftancia 
A D — b , e a altura D E — c. Fazendo pois * = b , c 

2 b 
y s feiraremos da equaçaõ precedente o valor de t = — +. 

^ y/ (4 b2 —4b c — bb") logo pôde a bomba chegar ao 

mefmo ponto por duas inclinaçoens differentes do morteiro. 
Mas para que os valores de í fejaõ reais , he neceffario que 
4 &3 feja maior que 4 bc + bb, ou ao menos igual. 

Se o ponto E eftiver na linha horizontal , ferá t — 

%- + —)/"{ 4b3 —bb~)-, c Ce eftiver abaixo delia , t — 
b b 

~ 1 r Vr(.4b2 +4 bc-bb). 
b b 

Sendo neceffario determinar a carga conveniente para 
ferir o ponto E por hum angulo dado , calcularemos a for-

b 2 ( 1 +1 - ) 
ça do tuo reprefentada por CA — b — — ; 
; 4 ( b t - c ) ' 
formula , pela qual fe moftra , que fendo confiante a inclina-
çaõ do morteiro, faõ as amplitudes porporcioniis a i ; por-

4 1 
que fendo entaõ c —o , temos AB — l — h. 

1 t* 
31 f O máximo da amplitude fe a c h a , differenciando a 

4 1 x 41 
equaçaõ x Sr b , ou — ; porque fazen-

1 + í 2 b 1 + f » ' 

do d — o, teremos 1 - 1 - tang4* ° . Logo a ma-
1 + t 2 

jor amplitude poffivel, que fe pode haver de huma carga 
dada , he quando fe aponta o morteiro pelo angulo de 45 0 . 

31<5 Em fim, p a r 3 conhecer o mínimo da carga , diffe-
• . , , 1 , 2 ( 1 +'2 ) ' 

renciaremos primeiramente a equaçaõ b zz —— , 
4 C b t - c ) 

ou 
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4 6 I . f f a c I w 
O U FT~T7Z7' * * DARÂ ' = T ± T L °X+C*Y> 

d e p o i s , f u b f t i t u i n d o o v a l o r p o f i t i v o d e t n a e q u a ç a õ , t e -

r e m o s p a r a o c a f o d a m e n o r c a r g a p o í f i v e l b z z — c 2 z 
V (i- -W2) . 

Outras applicaçoens ao movimento dos proje-
cteis. 

Tlyl" As tornemos ao exame das noflas equaço-
f d x \ / d v \ 

gerais d{—)z=Xdt,e d ^ J ~Y dt.E para 

c o n t i n u a r m o s a m o f t r a r a s f u a s a p p l i c a ç o e n s , f u p p o n h a m o s 

a i n d a q u e o c o r p o h e f ô m e n j e i b l l i c i t a d o p e l a f o r ç a v e r -

/ dx 
t i c a l Y . N e í f e c a f o t e r e m o s d o m e f m o m o d o d 

e n s 

( f > -
o u d x ^ - C d t - , e c o n l e g u i n t e m e n t e f e r á c o n f i a n t e a v e -

l o c i d a d e h o r i z o n t a l , c o m o n o c a f o q u e a t é a g o r a t e m o s 

t r a t a d o . 

dy ( dy \ 

P o r é m a o u t r a e q u a ç a õ d a r á ^ d \ ~ J — Y dy ; 

d y 2 
c u j o i n t e g r a l h e - — - = : 2 fYdy ; e p o r q u e d t h e p r o -a t -

dy 2 

p o r c i o n a l a dx, t e r e m o s ~ rnjYdy, e c o n f e g i i i n t e m e n » 

dy te dx — ; equaçaõ feparada , fe Y for 
1 / O f Y d y ) 

h u m a f u n ç a õ d e 

3 1 8 S e j a , p o r e x e m p l o , l a n ç a d o q u a l q u e r c o r p o p e -

l a d i r e c ç a õ B V ( F i g . 1 4 1 - ) > c o m q u a l q u e r v e l o c i d a d e , 

e f e j a a t t r a h i d o p a r a a r e í k A P n a r a f a õ i n v e r f a d o s 

q u a d r a d o s d a f u a d i f t a n c i a a e f t a l i n h a : p e r g u n t a - f e a 

e q u a ç a õ d a f u a t r a j e & o r i a . 

A condição da força vertical di 1 T S >- • j — , e 

poa? 
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f i r \ 
confeguintemente fY dy zz g f f \~y~~—™) • L o S ° a e~ 

, dy 
quaçaõ differenciat da trajectória feri A a — • •, ã jr , 

^ C r - r ) 

a ydy _ y à y - \ b d y 
ou também dx y T — —- : = ^>-, s- * 

b V ( b y - y y ) K( by^-yy) 

* b d Ok 
r *, e integrando, xV ~ zzC~V{by~yy } 

r (. o? ~yy) o 

r - b 
— Are c o / ^ 2 ^ . 

2 ^ 
Se o corpo foffe attrahido para a reâa AP na rafaS 

a f i 
inverfa dos cubos das diftancias , teríamos Y zz — — , e 

y 1 

g f t r i i \ 
fY dy zz • t —- — ) . Donde concluiremos dx ZZ 

2 y 2 b* ' 
d y adx ydy 

I S ^ T - I T ) ' ° U ~ r ^ V ^ » ' i n t e s r a l 

i n tl X defta equaçaõ he 'yZZC'~/(bb>~yy)\ logo a tra-

je&oria ferá em geral huma fecçaõ cónica, que terá a 
linha A P por eixo principal. 

319 Reciprocamente, fendo dada $ trajefloria B M, 
podemos determinar a força Y perpendicular a AP, ne-
celfaria para que o corpo defereva livremente a mefma 

í , dy* 
trajectória. Porque fe differenciarmos a equação —— zs 

4 y , ou d , , ferá á ) 
dx* d * x dx' 

^ Y dy^ c confeguintemente Y z z j ^ d , ou, íup-

*< , u ponda 
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C- ddy 
pondo d x confiante, Y — 

dx 

320 Por exemplo : Se quizermos faber , qual deve fef 
a força Y perpendicular a AP, para que o corpo def-
creva huma fecçaô cónica B M , que tenha por eixo prin-
cipal AP , tomaremos a equaçaõ geral das linhas da fe-
gunda ordem, que he yy—a~t-px-*-qxx, e differen-

ciando-a teremos y dy — ~pdx-^-qxdx. Suppondo dx 
2> 

confiante , e tornando a diferenciar , teremos y ddy + dy2 

—(] d x 2 ; e multiplicando elle refultado por y 2 , ferá 
y } d dy — q y 2 d x 2 — y 2 d y - — q d x - + p x q x x) 
— dx 2 ( L — (aq- — p p ) d x2 . Logo X 

2 4 

C2 (a q~ - p p ) 
^ ——í ; e confeguintemente ferá a força 

vertical nefte cafo reciprocamente proporcional aos cubos 
das ordenadas , como tínhamos achado pelo methodo di-
reito. 

He de notar , que Y defvanece , quando aq ~ - pp: 
4 

mas entaõ a + p * q x x he hum quadrado perfeito , e a 
fecçaõ cónica fe reduz á mefma linha rec.a da pro-
jecçaõ. E com effeito por fi me mo fe entende, que naõ 
he neceffaria mais força que a da projecçaõ , para reter o 
movei em huma trajeíloria reílilinea. 

321 Em geral : Se o corpo for animado por ambas 
as forças X e Y, das mefmas equaçoens do movimento 

( dx \ . ( dy \ dx* 

- ) ~ X d t , e d ( j- ) = Y d r , teremos — 
d v 3 

2 Í X d x , e — —2fYdy. Por confeguinte ferá * 
d t 2 

dx dy 
equaçaõ da trajeíloria r - — — • = —— . Sen-» 

Y ' y f X d x V f Y á y 
do pois X e Y funçoens refpeflivas de x e y , efta equs* 
Çaõ ferá feparada, e poderá integrar-fe, ao menos pelai 
quadraturas. 

Suppoa-
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Suppondo, por exemplo, que a força vertical Y he a 
da gravidade, e que a horizontal X he reciprocamente 
proporcional aos cubos das diftancias do movei á verti-
cal, que palfa pela origem das abfciífas , teremos Y ~ — g , 

g f i 
X — — —— , e confeguintemente fY d y zz g(.l"~ y~), 

crfl f \ i \ 
e fXdxzz -—• ( ) . Será logo a equaçaS 

2 s xx aa ' 
dy -» f 2 a 2 

differencial da traieíloria ZZ W ——— . 
r ^ b - y ) y f * 

x dx . , , . „ . 
, cujo integral he K ( i - Z J P Ç £ 

V[a2 - x 2 ) 

£ í j y ( a 2 — X 2 ) J . Logo a traj'eftoria nefte cafo 

ferá , em geral , huma linha da quarta ordem ; e em par-
ticular , ferá a parábola ordinaria , quando for C — o. 

322 Examinemos agora o movimento de hum corpo , 
que fendo lançado por hum efpaço naõ refiftcnte, com 
qualquer força de proj'ecçaÕ , he attrahido para hum pon-
to fixo por huma força centrípeta , variavel de qualquer ma-
neira nas differentes diftancias a refpeito do mefmo ponto. 

Sej'a A M a trajeíloria do movei (Fig. 142.) , t' o cen-
tro das forças , a abfciffa AP — x , a ordenada PM — y, 
a diftancia AC ~ a, o raio veflôr C M zz t,, e P o va-
lor abfoluto da força centrípeta no ponto M , reprefen-
tada por M O. Refolvendo efta força em duas , huma MT 
pela direcçaõ MA, e a outra M S por huma direcçaõ 

P M 
parallela a A P, a expreífaÕ da primeira ferá —— . MO zz 

C irl 
p y j í . J c p p ( a - x ) „ 
. , e da fegunda __ . MO zz —- .Teremos 

* CM % 

pois a força X zz • ( a~ * l e a força e 
% ^ 

fubftituíndo eftes valores nas equaçoens da foluçaÕ ge-

xal ( n . 302. ), teremos d( i * ) - C J f Pdt, e 
^ dt ' % 

K * t J * • Ifto 
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Ifto pofto , multipliquemos a primeira delUs equações 
po >, e a fegunda por a — x-, e ajuntando os produclos, 

( d x \ sdy\ 
— J + Qa — x) d 0 > cul° 'nte" 

d x d y 
gral he y. —-> -f ( a — x ) — C, ou y d x-t- (a — #) dy 

d t d t 
— C d t ; equaçaõ abfolutamente independente da força 
central P , e que fomente fuppoem fer a direcçaõ delia 
fempre para o mefmo ponto fixo. Integrando efta ultima 
equaçaõ , teremos 2 fy dx a —<x )y — C /, ou fy d x 

+ — Ca — x)y— — Ct: porém fy d x-\- ~ ( a — * ) y 
2 2 2 

he a area do feitor ACM-, logo , qualquer que feja a for-
central, as áreas defcritas pelo raio vector faõ proporcio-

nais aos tempos. 
Na theorica das forças centrais , ha poucas Propolições 

taõ fecundas, e taõ gerais como efta. Newton a tomou por 
bafe dos feus cálculos em tudo o que demonftrou fobre efta 
matéria. Pi»/. Princip. Malhem. Sefl. II. Prop. I. 

323 Suppondo o angulo ACM — <p, teremos — fzxd CD 
2 

d ca 
por expreffaõ da area AMC \ logo 7.zd(p Cdt, e — 

— ~ : porém —? he a velocidade angular do movei , ou 
zx d t 

( que vem a fer o mefmo ) a velocidade com que gira o 
raio veétor ; logo a velocidade angular be reciprocamente 
proporcional ao quadrado da diftancia. 

324 Se conduzirmos do centro C a perpendicular C Jf 
* * © cdt 

fobre a tangente em M , fera C N — ——— = •• — 
£ 

— • Logo a velocidade effeãiva do movei em qualquer ponto 

da fua orbita be reciprocamente como a perpendicular conda» 
zida do centro para a tangente' da curva no mefmo ponto. 

32$ Multiplicando a primeira das duas equações ge» 
dx dy 

rais ( n . 322.) por — , e a fegunda por , teremos 

iM 
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J T Á ( L 7 ) + 5 7 Á ( L 7 ) = I : 

porém z z — x ) 2
t e confeguintemente z d x 

zzy dy — (a —x) d x logo u du ZZ —• P d z; e integran-
do , uu — — í f P d z. Como P he huma funçaõ de % , ef-
ta equaçaõ dará a velocidade u em z. Donde fe fegue , 
que o movei terá na fua trajeãona a mefma velocidade , 
que teria na mefma diftancia outro qualquer corpo que por 
linha reãa defee'Je para o centro, com tanto que ambos fe 
acbajfem buma vez em diftancias. iguais com velocidades iguais. 
He a Prop. XL dos Princípios de Newton. Seít. V Í I l . 

326 Agora , para conftruir a trajeíloria , tomemos as 
duas equações zzd<p^Cdt,e uu — — z f P d z . Sub-
.. . . , . ds* d z 2 ^ z 2 d ( J ) 2 

ítitutndo na ultima , ou — em lugar de 
dr- àt2 

uu, teremos d z- z- d cp* — — 2 d t2 fP d z ; e fubfti-
z* d 2 

tuindo nefta em lugar de d t2 o feu valor tirado 
" C2 

da primeira , teremos ( dz2 rfc zzdCD2 ) C2 zz —> 
± C dz 1 z* d ~2 f P d z. Logo d zz ———-— , J S T zVC-z&fPdz-C2)' 

equaçaõ feparada, e que fempre poderá conftruir-fe , ao 
menos por quadraturas. Delle modo he que Newton rsfol-
ve efte problema na Prop. XLI dos feus Princípios. 

Pelo que refpeita á ambiguidade dos finais + , deve 
notar-fe que provém de que o angulo de projecção C AV 
pode fer agudo , ou obtufo. Se he agudo, diminue z á me-
dida que o angulo O aumenta , e entaõ he neceífario ufar 
do final — • Se he obtufo , z e (p crefcem ao mefmo tem-
po , e neffe cafo deve tomar-fe o final . Bem fe vê , 
que fe o angulo de projecçaõ foífe reflo , os dous finais fe-
riaõ indifferentes. 

527 Em fim , feja qual for a hypothefe da força cen -
t r a l , fempre o circulo poderá fer huma trajeftoria , com 
tanto que fe obfervem duas condições. A primeira, que 
S velocidade de projecçaõ tenha fido impreífa por huma 
direcçaõ perpendicular ao raio veílor ; e a fegunda , que o 
quadrado deft i velocidade feja igual ao produclo da força 
central pelo' raio do circulo, ou ( que vem a fer o mefmo) 
que 3 força central feja para a da gravidade, como a altura 

devi-
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devida á velocidade de projecçaõ para ametade do ralo. 
Porque fendo a trajeéloria circular , temos d z — o , e 

confeguintemente ferá também em geral —. z z2 / P d z— 
— C2 

C2 — o-, logo fPdz— } e differenciando , P dt 

C2 C2 

— —• i z , ou P =3 —•• E porque entaõ he z d f f ) — 
zf z ' 

d s — u d t , a equaçaõ z z d Cf> — C d f dará C ^ u x , e 
a « 

confeguintemente P r : — , o u « a — P z , o u 2 » Í S 
z 

P z. Ifto mefmo fe fegue de que nefte cafo he a força cen-
trípeta igual á força normal e efta he para a força da gra-
vidade , como a altura devida á velocidade do movei para 
ametade do raio. 

328 EXEMPLO I. Suppondo que a força central he na ra-
faõ direfta da diftancia ao centro, determinar a equaçaõ 
da trajefloria de hum movei lançado com qualquer veloci-
dade ( Fig. i 4 j . ) . 

Seja / a diftancia , onde a força central fe acha igual á 
g % 

da gravidade, e teremos em geral P =: f P d z z z 

£ z z 
•—— -r C'. Agora fuppondo , que o movei foi lançado do 

ponto A pela direcçaõ A V perpendicular a C A, e com 
huma velocidade V , teremos d z =3 o no pon to A , e con-
feguintemente zd ® zz ds. Aflim mudar-fe-ha no ponto 
A a equaçaõ z2 d Ç =3 C d t em zds — C dt donde fe 

zds 
tira C — —— = a V. 

í z z 
Porém u u — — zJPdz 3 - 1 C ' - —j—; e por-

? a 1 

que u ~V, quando z — « , ferá z C' =3 V V — 

logo uu-VV + =3 — z / P d z . Subftitu-

indo pois eftes valores, e o de F F — z g 6 , na equaçaõ 

» • ^ N J /Í, ~adzV2fh cerai ( n . 726.) . teremos d (Dz; — r—y 

Para 
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Para integrarmos efta equaçaõ feja /( a2 — z2 ) r r p z ; e 
fubftituindo nella os valores de a, e d z , teremos d (p — 

d r r j j b S e j a 2 f b y 

V(a2 - 2 f b - z f b p 2 ) 
d 1 

t teremos a nova transformada d O zz , cujo 
1 ~qq 

integral he g — fen (p ; fem conftante , porque 9 , ou 
K 2 / i . / (a2 - a 2 ) , , r , ^ 

fe defvanece, quando (D zz o, ou quan-
z / ( a- - zf b) v 

J „ . . r rr, V 2 f b . V [ Cl- — Z-do zzza. Será pois fen CD — . ou 
1 ^ z f ^ a t - z í b ) 

z * fen <p* ( a 2 - 2 / i ) = z f b ( a 2 - z 2 ) . 
Fazendo agora C P .*•, P JM , poderemos fubfti-

tuir y y em lugar de z2 fen <P2 , e yy + * em lugar de 
» x. E aífim teremos («2 ~ z f b ) z z z f b ( a . 2 - x3 -y2), 

z f b 
ou yy — a ( a a — x x ) por equaçaõ ás coordenadas d» 

trajefloria. Efta equaçaõ pertence a huma ellipfe, que tem 
o centro em C , fendo a ametade do eixo maior AC zz a, 
e a ametade do menor B C zz / z f b . Suppomos , que 
a > z f b - , fe foífe a < * z f b , feria BC a ametade do e i -
xo maior. 

329 Logo , fe hum corpo depois de haver fido lançado 
por huma direcçaõ perpendicular ao raio veílor A C , com 
huma velocidade devida á altura b , for follicitado para o 
centro C por huma força centrípeta na rafaõ direita das-
diftancias ao mefmo centro-, de maneira que na diftancia / 
feja efta força igual á da gravidade , o movei defereverá 
huma ellipfe , cujo centro ferá o mefmo que o das for-
ças , fendo a ametade de hum dos eixos AC zz a, e do 
outro B C z z V z f b . 

Se a projecçaÕ naõ tivefle fido perpendicular ao raio 
veftor , mas por huma linha M V', que com elle fizefle 
hum angulo dado C MV', igualmente fe poderiaõ deter-
minar os eixos da t ra jef tor ia , e a fua poliçaÕ. Porque fe-
ja k a altura devida á velocidade do corpo em M , ou á 
velocidade de projecçaõ. Como temos em geral uuzzV V 

g 
[ a a ~ z z ) , ferá z f k z s í f b - f a a — m m 

porém 
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porém s / J =; B C » ; logo z f k zz C O s . Conhecemos 
pois C Aí — ts , C O ~ K 2/fe , e o angulo C M V' , qne 
comprehendem eftes dous femidiametros conjugados ; e 
confeguintemente ferá fácil de deferever a ellípfe , que 
ferve de trajeíloria ao movei, no cafo de fer obliquo o 
angulo de projecçaô. 

330 Quanto ao tempo, que o movei emprega em cor-
rer qualquer arco AM da fua trajedoria, temos vifto que 
he para a area A C M , como a unidade para a quantidade 

— aV. Por confeguiate , chamando c o numero 3,1415:9 

&c , e b a ametade do eixo CS, o tempo de huma revo-
luçaõ inteira , ou o tempo periódico terá por exprelfaÕ 

c tib 2 c h 
^ • Logo o tempo pcriodico ferá o mefmo , que 

1 a V v 

2 
gajlaria hum corpo em deferever uniformemente com a veloci-
dade V a circumferencia do circulo deferito com o raio C B. 

Como temos b zz V 2/ li. e b, pôde o tem-

po periodico reprefentar-fe igualmente por u | / — ; 

quantidade , que naõ depende fenaõ da força central, e que 
nos moftra confeguintemente , que fe muitos corpos lança-
dos com quaifquer velocidades primitivas defereverem traje-
ílorias ellipticas ao redor do mefmo centro, os feus tempos pe-
riódicos fer ao iguais. 

331 A altura fc devida á velocidade do projeâil em 
C 0-

qualquer ponto M da fua orbita he reprefentada por ——• 
2 / 

( n. 329. ), e confeguintemente he a velocidade proporcio-
nal ao femidiametro conjugado C O. Sendo pois V a veloci-
dade no ponto A, e a a velocidade no ponto Aí , teremos 

ti ~ V ° • Logo terá o movei a maior velocidade , quan-

do fe achar nas extremidades do eixo menor; e a menor ve-

locidade , quando fe achar nas extremidades do eixo maior. 
332 Os pontos da maior , e menor velocidade do pro-

jeéfil, chamaõ-fe em geral ox apfides da fua orbita ; e quan-
do fe trata do movimento dos planetas á roda do Sol , cha-
ma-fe em particular aplidc fuperior , ou aplislio, o pon-

to 
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to os fua menor velocidade; e apfide inferior , ou peri-
kelic , o ponto da menor velocidade. 

33? EXEMPLO IÍ. Suppondo , que a força centrípeta he 
na rafaõ inverfa do quadrado da diftancia , e que na dif-
tancia f he igual á força da gravidade , determinar a tra-
jectória de hum movei lançado com qualquer velocidade 
( Fig. 144. J . -

g f f g f f 
Nefte cafo temos P , e / P á s - -f 

zz z 
2 g f f C ; donde ferá uuzz — 2 f P d z — - í C ' + -Po-, 

J z 
rc'm fazendo AC —a, e a velocidade de projecçaõ no 

2 z f f ponto A = V , teremos V V — — 2 C' -r •• , e con-
a 

feguititçiaente —. 2 C ' — VV —> —; logo, fubílituindo 
a 

2 ? f f 
«fte valor , ferá aa ~ —. 2 ( P d 4 - F K + — — J z 
a g f f 

—' Seja pois "J a altura devida á velocidade a, e 

i a altnra devida á velocidade de projecçaõ V; c teremos 
v ~ b + IL — ÍL • 

z a 
Ifto pofto , fe a velocidade de projecçaõ for perpendi-

cular ao raio vedor C A , a conftante da equação x2 d 'P — 
C dt ferá— a V, e aífim teremos por equaçaõ differencial 

da trajedoria d <p - *f
A

f* — ~ 

o u á t p - Seja 
* K [ ( a - « ) ( a b - f f .z+ a 2 b)2 

2 a 2 b — / « z 2 a - b d z 
• —P, ou z ~ - : e teremos — — 

dí> 2 a2 b - a f 2 - ap , , ,, 

a2 b ( 2 a i — / f + . (,1 
5=1 / » • { - / — Ve K C ( * - « ) ( « * - / / . % + 
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^ r c i ^ f i - / / ) 3 - ? * ] . Logo 

~ —— • —— — • Integrando po is , teremos 
V [( 2 a b — f f )2, — p2 J 
p ^ 2fl2 è - / = x 

— - — — ~cof(Ç>, ou —- —- =r cof d?, fem conf-
2 a o —ff 2 ah t. —j2 x 
tante , porque dá ao mefmo tempo Ç> — o, e x — a. Lo-
go a equaçaõ finita da trajeíloria ferá na hypothefe prefen-
te 2 a2 b - f 2 t. — ( 2 a b — // ) x cof<P. 

E porque fazendo A P — x , temos x Cof(Ç> — a — * t 

eftá claro que a equaçaõ entre os x e os * da curva de-
ve fer f2 x ~ 2 a2 b + ( f f — 2 a b ) ( « . — * ) = a f 2 +t 
( 2 a h — f f ) x. Elevando pois ao quadrado , fubftituindo 
em lugar de x2 o feu valor y2 + ( fl — x )2 , e reduzindo, 
teremos por equaçaõ ás coordenadas f* y2 4 a2 b f2 x 
4 « b ( ab — f /) x2 equaçaõ , que em geral pertence a 
huma fecçaõ cónica, que tem por vertice o ponto A , e por 
eixo a linha A P. Será pois a traje&oria huma el l ipfe , fe 
for ah <</3 ; huma parabola, fe a b z z f 2 , e huma hy-
perbol a , fe a b > f2 . 

534 Na primeira fuppofiçaõ, fe determinará o eixo maior 
A a da ellipfe , fazendo y — o, que dará * — A a — 

•p a fr ; e a ametade do eixo menor D B fe achará , to-

1 aV ab 
mando x — — A a , que dará D B — —— . Po-

2 ' 1 

a2 h 
rém AC — a , e confeguintemente Ca— j2 _a ), ^S® 

b 
AC. C a z=, p _ • 1 =r D B2 . Donde fe fegue , que « 

ponto C, onde fe acha o centro das forças, he bum dos focos 
da ellipfe. 

335 Será o fóco mais vezinho do ponto A , quandtf 
for 2 ab > f2 ; e o mais dif tante, quando for 2 ab**f2 . 
Quando porém for z a b z z f 2 , ambos os focos fe reuniráõ 
em hum fó , e a trajeéloria ferá confeguintemente circu-
lar. Do mefmo modo fe moftra , que fendo a trajeíloria 
huma parabola, ou hyperbola , fempre o centro das força» 
fe acha no fóco. . 

Jppll-



D E M E C H A N I C A . 
iJJL 

. Applicaçao da Theorica precedente ao Mo-
vimento dos Planetas. 

336 \ Fim de applicar efta theorica ao movimento 
J t x . dos corpos celeftes , fupponhamos que elles fe 

movem por trajettorias ellipticas , e façamos o eixo maior 
delias — A , o menor — B , e o parametro — P. Teremos 

af* z a f a b B 2 4a*b 
A — , B — , e P = : = — 

f*~ab ' //(/* -ab)1 A f\ 

Porém, como temos vifto, o tempo de huma revolução in-

teira he igual á area da eilipfe dividida por ~ a V * lo-2» 

Z-c.A.B 
go ferá o tempo periodico — , e fubftituindo 

- a y i g b 

2 tl 
€m lugar de B o feu valor V A . P , ou —- /A b , ferá o 

c.AL 
mefmo tempo periodico ZZ -7 • Donde concluire-

f V i g 
mos , que fe muitos corpos defcrevcrem trajeftorlas ellipti-
cas ao redor do mefmo centro de forças , ferdô os tempos pe-
riódicos como as raizes quadradas dos cubos dos eixos maio-
res das fuas orbitas, ou ( que vem a dizer o mefmo ) na 
rafaõ fefquiplicada dos mefmos eixos. 

337 E porque a altura devida á velocidade he em ge-
/ / f f ral d — ô -+- — — , concluiremos também que o pe-

rihelio eftá na extremidade do eixo mais vezinha do fóco, 
e o aphelio na outra extremidade do mefmo eixo. 

He coufa fabida , que no Syftema de Ncwtcn todos os 
planetas gravitaÕ para o Sol , na rafaõ inverfa do quadra-
do da diftancia em que eftaõ a refpeito do centro delle. 
Logo fe os planetas recebêraõ no principio do feu movi-
mento huma certa velocidade de projecçaô obliqua , co-
mo era neceffario para naó cahirem todos fobre o Sol , ef-
ta força primordial de projecçaô , combinada com a força 
da gravitaçaÕ, que he entaõ a força central , deve fazei-
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los defcrever huma fecçaõ cónica , que tenha o c e r f ? 
mefmo rio Sol em hum dos feus focos. E como porhup'* 
parte todos elles tem fuas revoluções per odicas , e rof 
outra parte variaõ de diftancia ao Sol em diíferentes pon-
tos das fuas orbitas, ella claro , que entre as fecções có-
nicas a ellipfe he a única trajecíoria dos planetas , que ob-
fervamos. Porém em geral eftas ellipfes tem pequena ex-
centricidade, ifto he , diíferem pouco de huma íigura cir-
cular. 

358 Do que acima temos demonftrado concluiremos 
pois I. Que os planetas defcrevcm ao redor do Sol areas pro-
porcionais aos tempos. II. Ç)tie os tempos periodicos faõ como 
as raízes quadradas dos cubos dos eixos maiores das fuas or~ 
l/itar. Os cometas ellaõ no mefmo cafo, com efta difíerença 
porém que as fuas orbitas faõ ellipfes muito allongadas, 
nas quais por confeguinte pôde tomar-fe aparte infer ior , 
nas vezinhànças do perihelio , como hum arco de parabola. 

Eftas duas Leis memoráveis do movimento dos plane-
tas tinliaô íido já defcubertas pelo celebre AftronomoKe-
pler , e por ella rafaõ fe chamáraõ Regrar de Kepler. Mas 
eftava refervado para Newton o demonftrallas com todo o 
rigor, por hum encadeamento lingular de princípios, de 
cálculos , e de confequencias. Depois de haver pofto por 
bafe ao feu Syftema a caufa phyíica dcftas leis, moftrou 
que elias deviaÕ neccííariamente ter lugar, fuppondo que 
3 força centrípeta, que retem os planetas nas fuas orbitas, 
he dirigida para o centro do Sol , e que obra na rafaõ in-
verfa dos quadrados das diftancias ao mefmo centro. 

Por mais que fe tenhaÕ feito paliar eftas leis petas pro-
vas reiteradas das mais delicadas obfervações, nunca fe 
achou fado sl^uni que as definentille, antes todos concor-
rem maravilhofamente a confirmallas ; e nenhuma coufa 
tem contribuído de hum modo mais efficaz para fazer adop-
tar geralmente o fyftema , ao qual ellas fervem de bafe. 

Todos os planetas fe movem fegundo a ordem dos Sig-
nos ; c ainda que as fuas orbitas naõ cftaõ no mefmo pla-
no , a fua inclinaçaõ a refpeito da ecliptica naõ palfa de 8 
grãos. Os dous pontos , onde ellas encontrão o plano da 
ecliptica, chamaõ-fe nodos. 

Óbfervando com toda a exaílidaÕ poííivel as cir-
cunftancias da revoluçaõ dos sftros , tem-fe achado oS 
tempos periodicos da maneira feguinte: 

Mtrcu-
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tr-
JI 
1 

? I 

— 

Mercúrio 87<I 23* 15' 
1 
2 ) OU 87J, 969 

Vénus 224 16 48 1 
T > ou 224 , 700 

Terra 3^5 6 9 
( 

7 j ou 256 

M:>.rte 686 n 30 
1 
2 ) ou 686 , 980 

Júpiter 4332 12 ) OU 4332 0 5 
Saturno 10759 8 J ou 10759 , 33 

Seudo pois os eixos maiores das orbitas dos planetas co-
pio as raízes cubicas dos quadrados dos tempos periódi-
cos , concluiremos, que fuppondo o eixo maior da orbi-
ta terreltre dividido ena 100000 partes , os eixos das or-
bitas dos feis planetas precedentes feraõ renrefentados ref-
peélivamente pelos números 38710 . . . . 7 2 3 3 3 . . . . 100000 
. . . 1 52309 . . . . 520109 . . . . 953803 , os quais faõ muito 
conformes ao que fe tem. achado por obfervações imrne-
diatas. Como fabemos por outra pa r t e , que o eixo maior 
da orbita terreltre he proximamente de 48000 femidiame-
tros terreftres, naõ temos mais que multiplicar os números 

48 
precedentes por , rara os reduzirmos todos a fenii-

100 
diâmetros terreílres. Ella multiplicação dará 155S1 . . . . ; 
347 2 ° • • • • 48000 . . . . 73137 . . . . 249652 . . . . 457825 . 
E porque o femidiametro da terra he de 19615800 p é s , 
podemos reduzir 03 referidos eixos a medidas conhecidas. 

340 Agora poderemos determinar a força attraciiva do 
S o l , ou a diftancia / do feu centro , onde ella he igual 
á força da gravidade. Porque fendo o tempo periódica 

_ c . A y A , c .AVA • • 
2 — — 7 — , teremos f z z —— , onde he 

J V2 g ' T Vig 
neceílario advertir que o tempo fe conta em fegundos , 
e tanto A coiro / em pés. Se quizermos pois exprimir 
«ílas duas ultimas quantidades em feraidiauietros terref-

tres f 
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c. A 3 /19615800 
t res , deveremos efcrever f — . Po-

T / z g 
rém o diâmetro A da orbita annual he ds 48000 femi-
diametros terreftres , e o tempo periodico T he de 365a 

6 h <?' 10" — 31558150" • , logo / — - - - - - - -
j 1 

( ? , 141 Í9i<5f) ( 48000) 2 (19615800) 2 r 
7 = SP1*—. 
i . a 

C 31558150) ( 6 0 , 3 9 1 ) 2 

Logo a força attraíliva do Sol , tomada a 596 — femi-

diametros terreftres do feu centro, he igual á força que 
a gravidade exercita lobre os corpos lituados junto á fu-
períicie da terra. 

341 Para determinar o movimento verdadeiro de hum 
planeta ( Fig. 145. ) , he necelfario conhecer por meio das 
obfervações a excentricidade da fua orb i ta , ou a diftan-
cia C S entre o centro e o fóco , que he ametade da dif-
ferença entre a máxima e minima diftancia do planeta a 
refpeito do centro do Sol. Seja pois efta excentricidade 
zz E , e o eixo maior A B ~ A , e confeguintemente o 
menor i C D - V(A A — 4 EE) , e feja f a quantida-
de , que mede a intenfaõ da força acceleratriz. Ifto pofto , 
eisaqui como fe pôde calcular a velocidade do planeta 
em qualquer ponto M da fua orbita. 

f f f f 
Por quanto já temos achado , que u — i + —— —> 

z a 
he necelfario primeiramente determinar b. Para iíTo temos 

A - " f 2 - , donde fe tira b - S' ; e fubf-
f2 — a b A . a 

tituindo efte valor, teremos v — - — — —. Donde fe 
x A v. A 

fegue, que a velocidade perihelia em A he devida á 

altura l f - I L - f f f L -
* A S A-E A ~~ A^A-zE)' 

e que a velocidade aphelia em B he devida á altura 
£ 
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f f f f _ / / ( A — z E~) 

zoy 

A ~~ A^A-i-zE)' 

342 Note-fe , que ellas duas alturas fa& entre fi como 
( A -{- z E y para ( A - 2 £ )J , ou como o quadrado ..3 
S B para o de í ^ , Logo as velocidades correfpondenies 
íaõ como S B para S A ; e alfim vemos por outra parte 
que deve fer , reflectindo que as velocidades nos diíferen-
tes pontos da trajeíloria faõ reciprocamente como as per-
pendiculares conduzidas do centro das forças para as tan-
gentes. 

343 Se quizermos faber o tempo , que deve gsflar 
hum planeta em defcrever hum arco A M da fua orbita , 
contado defde o ponto do perihelio A , faremos eíla pro-
porçaõ : Como a area da ellipfe be para a area A S M , 
aflim o tempo perioàico para o tempo procurado. 

344 Mas fe quizermos refolver o problema inverfo , 
ou bufcar o lugar do planeta na fua orbita em qualquer inf-
tante dado , he neceífario calcular o angulo ao Sol AS Mt 

correfpondente ao tempo determinado t , que tem corri-
do defde a palfagein pelo perihelio até chegar o plane-
ta ao ponto M . O angulo ASM cluma-fe anomalia ver-
dadeira; e o problema, que tem a determinaçaõ delle por 
objeíto, he muito conhecido dos Aílronomos pelo nome 
de Problema de Kepler. Até o prefente naõ fe teiu podi-
do refolver , fenaõ de hum modo approximado. 

O circulo ANB defcrito fobre o diâmetro A B , 
chama-fe o circulo do excentrico. Se produzirmos até o 
ponto N da fua circumferencia a ordenada M P , eftá 
claro que , fendo o feitor circular A N S para o feitor 
elliptico A M S era huma rafaõ confiante, ferá o feitor 
circular A N S para a area de todo o circulo, como o 
tempo t empregado em correr o arco A M para o tempo 
periodico T. 

Reduz-fe pois a queftaÕ a conduzir pelo ponto dado £ 

huma linha S N, que corte no circulo do excentrico hu-

ma parte dada da fua area A N S — l— - Para i í fo , 
T * 

íéja o raio do excentrico A C = 1 , a excentricidade C S 
zz E , e o arco de circulo A N que fe quer determinar , 
« que fe chama anomalia do excentrico zz. Ç). Alfim tere-

mos 
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mos por valor da area ANS a quantidade - i - AC. AN 

— C S . P i í í : - (f> • - E fen q> , e a area inteira 
2 2 2 

cR? circulo ferá c. A C2 ; logo £p — E fcn <p — . 2 c 

3 4 5 S e q u a l q u e r c o r p o f e m o v e f l e u n i f o r m e m e n t e p e l a 

c i r c u m f e r e n c i a d o e x c e n t r i c o , e a c a b a i T e n e l i e a f u a r e -

v o l u ç ã o n o m e f a i o t e m p o q u e o p l a n e t a a f u a n a e i l i p f e , 

t e r i a m o s — • z c p o r e x p r e f l a õ d o a r c o A Q , q u e e l l e 

d e f c r e v e r i a n o t e m p o t . E f t e a r c o h e o q u e f e c h a m a 

anomalia media do planeta, e f e m p r e h e c o n h e c i d o e m f e 

d a n d o o t e m p o t , p o r q u a n t o h e T : t : : 3 6 0 o : A 

S e n d o p o i s a a n o m a l i a m e d i a ( o , t e r e m o s C p — E f c n ( p 

— £ . P o r é m d e i t a e q u a ç a õ n a õ p o d e d e d u z i r - f e o v a l o r 

d c O , f e n a õ p o r a p p r o x i t n a ç a õ . S e r á c o m t u d o t a n t o m a i s 

f á c i l d e a l c a n ç a r , q u a n t o f u r m e n o r a e x c e n t r i c i d a d e E . 

P a r a m a i o r f a c i l i d a d e d o c a l c u l o , f u p p o r e m o s q u e a s 

q u a n t i d a d e s (J) o £ f a õ r e p r e f e n t a d a s e m g r á o s e p a r t e s 

d e c i m a i s d e g r ã o ; o q u e e x i g e q u e t a m b é m f e r e d u z a 

o v a l o r a b f o l u t o d e E f c n C p e m g r á o s , m u l t i p l i c a n d o - o 

1 8 0 
por Neftes termos ferá a equaçaõ, que havemos 

c 
^ i 8 o . E . . 

d e r e f o l v e r , ( p - G = t f e n Ç . 

c 
346 EXEMPLO. Na orbita de Marte , que he a mais 

excentrica de todas, exceptuando a de Mercúrio, que» 

remos faber o lugar do planeta 6jd ioh 59' 31 ' ' —- de-

pois da fua paflagem pelo perihelio. 

Marte faz a fu3 revoluçaõ em 6 8 6 d 2 j h
 3 0 ' — ; t 

2 

reduzindo a partes decimais de dia teremos T zz 686,98 
zc t 

e t — 6 5 , 4 5 8 . Aflim calculando a formula £ tz.—-* 

por logarithmos , teremos 

626. 
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68(5 ,98 CL. 7, 1630559 
360 L. 2, 5563025 
6 5 , 4 5 8 L. 1 , 8159627 

Log. G - - 1 ,5353211 
A efte Logarithmo correfponde o numero 3 4 o , 30217, 
que he o valor procurado da anomalia media , correspon-
dente ao tempo propofto. 

Por outra parte confta das obfervações, que o eixo 
maior da orbita de Marte he para a fua excentricidade 

186268 
como 2004343 para 93134 . Logo E zz '~2004,^

 e P o r 

confeguinte ferá fácil de calcular o Logarithmo do coef-
- . 180. E 180 . E 
nciente na equaçaõ (p ~~ G zz — fen <p. 

3 , 14159265 - - - C L . 9, 5028501 
2004343 CL. 3 , 6980280 
j80 L. 2 , 2552725 
186268 L. <r . 2701387 

180 . E 
L o, 7262889 

Será pois a equaçaõ, que temos para refolver, log ( <p — C ) 
— o , 7262889 log fen (|>. Ora , como Ç> naó deve fer 
muito maior que 6 ou 34o , fupponhamos primeiramente 
<p zz 36° ; e tendo achado pelo calculo , que efte valor 
ainda he pequeno , fupponhamos em fegundo lugar <p zz 
38o . Fazendo o calculo para eftas fuppofições, teremos 

I — 
I 

O ZZ 36 o 
G zz 34° , 30&c 

x , 7 

II 
O — 3 8 0 
G = 34° , 30&c 

( P - G — 3 , 7 

Lfen <p = 9, 7692187 
0, 7262889 

Lfen (p — 9,7893420 
0, 7262889 

L ( C p - G) t=o, 4955076 

© ~ G = 3 , i J 

1 . ( 0 - © - 0 , 5 1 5 6 3 0 9 

<7>~ 3. 28 

Erro + 1, 43 Erro — 0, 42 

9 347 
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347 Ifto pofto , imaginemos huma iinha refla MBM* 
( Fig. 146. ) , cujas abfct.llas AP, A P' reprefentem as 
íuppoliçoens 36 , e 38-, e as ordenadas PM , P'M' , re-
prefentem os erros correfpondentes. Affim teremos efta pro-
porçaõ : como a foma MC dos dous erros para a diífe-
ça P P ' das duas fuppoliçoens , alfim PM ou 1 , 43 para 
o quarto termo P B — 1 , 546 , o qual fendo ajuntado á 
primeira fuppoiiçaõ 36 o dará proximamente Ç — 37o, 546. 
Mas para confeguirmos huma approximaçaõ maior, fa-
çamos outras duas fuppoíiçoens , tomando na primeira 
Ç> — 37 0 , 54 , e na fegunda <p 370 , 55 *, e hum cal-
culo femelhante ao precedente nos dará 

, r III 
(p = 37, 54 
£ = 34, 302.13 

Q - G - 3, 23787 

1 
IV 

<P= 37, 55 
G = 34, 3021? 

<£>—£= ?, 247^7 

L fen (p — 9, 7848420 
0, 7262889 

L ( < p - f í ) í = 0, 5111309 

<p- 3, 24417 

L fen <p — 9, 784y4o6 
0, 7262889 

L Çíp — fi) ~ 0, 5112295 

0 4 £ r 3 . 24<ri t 

Erro -t- 0,00650 Erro 0, 00276 | 
.. . . _i 

Deftes dous refultados deduziremos efta proporçaõ : A 
foma dos erros o , 00926 he para a differença das fuppo-
íiçoens 0 , 0 1 , como o primeiro erro o , 0065 he para o 
quarto termo , que fe achará — o , C0702 , e ajuntando-fe 
á primeira fuppoíiçaò dará Cp — 37 ° , 54702. 

Efte valor he exaéto até á ultima letra decimal , por-
que íubftituindo 37 o , 54702 em lugar de <?> na equaçaõ 
L ( <T>,— £ ) = o , 7262889 + L fen ip , na6 fe acha erro 
algum. Concluamos pois , que a anomalia do exceutrico Alt, 

he de 370 , 54702, ou de 37 o 32' 49" -- . 

348 Agora , fendo já conhecida a anomalia do excên-
trico AN , palfaremos a determinar a anomalia verdadei-
ra ASM ( Fig. 1 4 5 . P a r a iffo fupponhaffios C A — a* 
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CP = *, CS — e-, etendo refleélido que he tang ~ O == 
2 

i~cofq> I Í A I - P S 
teremos tang - A S M ^ - y — , e 

I . C W - C P AP 
AC N — — , Porem , pelas propneda-

a P í T P N ' * 1 1 

e x 
des da ellipfe, temos o raio veítor SM — a — — , e 

a 
e x a -+- e 

confegumtemente SM—SP—a + e — x s= 
a a 

r ^ a + e . 1 * ~ . . 1 

( a~ x)— AP. Logo tang — ASM-. tang — 
a b 2 2 

. . . . a+e AP AP , a.P M 
ACN : : —— . : __ : : a + e : ;:« + (: 

a PM PN PN 
;C D :: a + e : K ( a a — ee ) : K (a + e ) : K ( « ~ O - Lo-
go a raiz quadrada da diftancia pcrihclia be para a raiz 
quadrada da diftancia apbelia, como a tangente da ameta-
de da anomalia do excentrico para a tangente da ametade da 
anomalia verdadeira. 

Teremos pois no noffo exemplo V 1818075 : K2190611 

:: tang 18 ° 46' 2 4 " — : tang L AS M\ e calculando 
11 2 

efta proporção por logarithmos, acharemos 

1818075 - LCL.6,8701941 

2190611 L L. 3,1702826 

18 0 46' 24 ' ' ~ L. tang. 9 ,5313664 

Log. tang ~ASM 9,5718431 

Efte logarithmo correfp onde nas Taboas ao angulo de 
8 1 

a o ° 27' 4 0 — *, e aflim teremos a .anomalia verdadeira 

ASM — 4 0 o 2 1 " p — 40 0 , 92232, com a qual 

fe determina o lu^ar de Marte na fua orbita ao inftan-
te dado. O 2 Ajun-
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A j u n t a n d o a í ' d i f f e f e n t e s p a r t e s d e i t e c a l c u l o , f e r á p o í f 

2 

t f a n o m a l i a m e d i a A g _ — 3 4 0 , 5 0 2 1 3 — 3 4 o 1 8 ' 7 " — 5 j 

a n o m a l i a d o e x c ê n t r i c o A N ~ 3 7 ° , 5 4 7 0 2 — 3 7 a 3 2 * 

4 9 " - ; e J a n o m a l i a v e r d a d e i r a A J A I — 4 0 0 , 9 2 2 3 a 

" \ 
40° J í ' 2 l " — . 

II 

_ J 5 . P a r a a j u n t a r m o s a q u i h u m a a p p r o x í m a ç a S a n a í y * 

t i c a d o P r o b l e m a p r e c e d e n t e , f e j a a a m e t a d e d o e i x o m a -

i o r A C r= i ( F i g . 1 4 5 . ) , a e x c e n t r i c i d a d e C S — e , o 

r a i o v e f t o r S M — r , a a n o m a l i a v e r d a d e i r a ASM — u , 

a a n o m a l i a m e d i a A Q , — z , e 2 c a c i r c u m f e r e n c i a d o 

c i r c u l o q u e t e m o r a i o = i . A f u p e r f i c i e d o c i r c u l o A E B 

f e r á r e p r e f e n t a d a p o r c , e a da e l l i p f e p o r c f (_ 1 ~ e 2 ) 3 

o e l e m e n t o d o f e & o r ASM f e r á — rrdu, e o d o c i r -
2 

c u l o — d z . L o g o a c h a r e m o s d z : - i r r d a : : c J 
2 Z 2 

* • x J rrdti 
eV( 1 — ea J ,econfeguintemente d & :r - i 

Í . C P <r2 + e .pí 
P o r é m h e 5 J t f t s A C _ A C - — i 

AC AC 
1 — e3 

o u r—i~e3—er cofu-, l o g o r — - . E f u b -
H Í cofu 

i l i t u i n d o e f t e v a l o r d e r n a e q u a ç a õ d z ; r r ^ u 

( i - e 2)-dn 

i - f í J 

ferá d x tr ^ r— a s= O - ' 2) d » (i + e cofu) "i 
( i + ecofu)* 

1 

Reduzindo pois (1 — e 2 ) 2 a huma fe r ie , e ( 1 

e cof « ' 2 a o u t r a ; m u l t i p l i c a n d o - a s ; r e d u z i n d o a s p o -

t e n c i a s d e cofu a c o f e n o s d e m ú l t i p l o s d e u ; e d e f -

p r e z a n d o a s p o t e n c i a s d e e q u e p a f f a r e m d a q u a r t a , p o r 

(etem e x t r e m a p e q u e n h e a a , a i n d a q u e f e j a n a o r b i t a d e 

Mercttr 
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M e r c ú r i o ' , t e r e m o s dz — du — 2edacofu — ( 6 e* 
4 

tí- e* ) d uccfzu — e»" d u cofi u +r •~-e*ducof4u; c 
o 

integrando , 

fen 3 u -(- e 4 fen 4 b . 

S e c o n t a r m o s a s a n o m a l i a s d e f d e o p o n t o d o a p h e -

l i o , o s t e r m o s q u e n e f t a e x p r e f f a õ t e m o f i n a l — d e V e r á o 

i n u d a l l o e m + . 

P a r a a c h a r m o s a g o r a a a n o m a l i a v e r d a d e i r a p e l a m e -

H i a , f u p p o n h a m o s d z c o n f i a n t e , e t e r e m o s 

* J L i - * 2 ) 2 O + * « > / « ) , o u 
01> 

du , .21 , „ 
4 Z 'O 

• t + 3 < r < ) c o / 2 » ' 

a 
+ - ( a í + 1 8 c » ) c o / « 

— ( 8 e 3 _ i - 4 6 f 4 ) ío /2 « — l i e? f o / 3 y 
— 7 e 4 cof 4 s. 

d ' » „ 00 
(2 e» + ^ e 4 ) + ( j * + 7 8 r» ) co/« 

-t6iye*')cof2tt-t- 18jeJío/^B 

•+• " V C 4 c o f 4 «• 

d ? B 3og 

^ • 7 = : — (2l?S + ^ M ) - (2 Í + . 318 e'Ocof* 
— ( 158 e- + <5411 ei ) cofzu _ ' 

—2051 e' cof 31» — - l 8 r ? «4 í o / 4 «í 

Supponhamos s — « -f- A /<?» 3 + Bfen 2z+Cfen]% 
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•+- D fen 4 % ; e fazendo fempre confiante dz , teremos 
também 
d 11 
— — x + A cofz -t- 2 B cofz x 4" 3 C cof 2 x + 4 D cof 4 x 
d z 
d<u 
— — — A cof x —• 8 Bcofzz — 2 7 C cof 3 x — 6 4 D C 0 / 4 x 

díti 
— — A cofz 4* 3 2 B í o / 2 x + 2 4 3 Ccof]z-r 1 0 2 4 D cof 4 x 
OX 1 
d ' » 
— = — A cofz — 128 B cof 2 x — 2187 Ccof 3 x 

— 1 6 3 8 4 D c o / 4 x . 

Igualando pois eftes valores aos precedentes refpefliva-
mente , e fuppondo amhas as anomalias na fua origem do 
perihelio , onde os feus cofenos, e os de todos os múltiplos 
delias , fa5 iguais ao raio , ou á unidade , teremos as qua-
tro equações feguintés , para determinarmos os coefficien-
tes A , B , C , D : 

A 4 - 2 B 4 - 3 C + 4D — if + — e* 4- 3 e» «t ~ ff* 
2 o 

A+ 8B-t-2^C-f-64D—2e-*-10 eí+ 29 e> 65 e* 
A + 3 2 B + 2 4 3 C + 1 0 2 4 D = : 2 e + 4 0 e2

 2 6 3 e» 
+ 1 0 8 4 e* 

A 1 2 8 B f 2 1 8 7 C + 1 6 3 8 4 D 3 i f + i < S o e 2 + 2 3 6 9 e S 

17520 e* 

Donde concluiremos A — 2 e ~ — e}, B ~ ~ e2 — - i í e*. 
4 4 24 ' 

1 2 — 9 6 

Logo ferá 

« = ; X + ) / c b x + í 2 « 4 ̂ f e m f 

. T 3 1 0 ? . 
+ '— í' fen 3x4- — £4 fen 4 z. 

1 2 9 6 

Suppondo as dimenfões da orbita de Marte tais , com-
ino acima foraõ referidas , ferá e — 0 , 0 9 2 9 ? ; e fubftituin-
do efle valor , teremos por equaçaõ delle Planeta 

u x • + - o , 1 8 5 6 6 f e n z 0 , 0 1 0 7 6 / 7 » 2 x 

+ 0 . 0 0 0 8 7 Jen 3 % + 0 , 0 0 0 0 8 f e n 4 x . 

Como 
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Como nelta expreffaõ fe reprefentaõ as anomalias em 
partes do raio , que fe tem tomado por unidade, querendo 
feprefentallas em grãos , e partes de gráo , ferá neceffario 
multiplicar.os coeficientes numéricos por 57", 29578, que 
he o arco igual ao mefmo raio , e teremos 

u — -z, -+- 10o 38' 1 <;" fen'z -t- 36' 59" fen 2 x 
+ 2' Ç9 / ' /fn + 16" fen 4 %. 

Se as anomalias fe contarem do aphelio , como ordinaria-
mente fe coftuiro nas orbitas dos Planetas , deve mudar-fe 
o linai + em — nos coeficientes de fen a , e fen 3 %. J5 

Tal he em geral , o modo de calcular os movimentos 
dos corpos celeltes. Mas eftes movimentos, ainda que mui-
to regulares por li mefmos, faõ com tudo fujeitos a humas 
pequenas deíigualdaaes , das quais agora moítraremos bre-
vemente as caufas ; e os effeitos. 

Da AttracçaÕ dos Corpos Celestes , e do Pro-
blema dos Tres Corpos. 

349 f \ Sol , conforme a o que tem moftrado Newton, 
he dotado de huma força attraétiva , que faz 

mover ao redor delle os feis Planetas principais •, e eftes 
Planetas também, aflim como todos os mais aftros em ge-
ral , tem huma força femelhante, pela qual obraõ naõ fo-
mente hutis contra os outros , mas todos juntos contra o 
mefmo Sol. 

Parece que efta propriedade he , como a inércia , in-
herente a cada partícula da matéria , e que naõ podendo 
fer effeito daimpulfaõ de Huido a lgum, deve bufear-fe « 
fua caufa na vontade do Autor da Natureza. 

Coníiderando pois a gravitaçaÕ reciproca de todos os 
corpos, como huma lei primitiva do fyftema folar, primei-
ramente exporemos alguns, faitos indicados pela obferva-
çaõ , ou adivinhados, para o dizermos aflim , pela theori-
ca e depois os appliçaremos ao movimento dos Planetas. 

350 Se a attracçaÕ compete a cada huma das partes da 
matéria , he evidente que a diftancias iguais dos feus cen-
tros devem os Planetas attrahir na rafaõ das maífas. Mas 
fe as diftancias forem differentes , prova o calculo ( e a ob-
fervaçaÕ o confirma X que a attracçaÕ he na rafaõ direita 

das 
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das inaflaS, e fia inverfa dos quadrados das diftancias / í em 
o que. naõ feriaõ as trajedorias fecções cónicas. 

E como fabemos por outra parte , que eftes aftros def-
crevem orbitas ellipticas ao redor do Sol , he fáail de con-
cluir que fe a acçaõ reciproca dos Planeta9 naõ lhes alte-
ralftí hum poUco os movimentos, deveriaõ fer os apfides , 
os planos , e os nodos das ditas otbitas abfolutarnente in-
variáveis. Somente os Aftronomos podiaó verificar efte fa-
do ; e elles fe empenháraõ nilfo com tanto cuidado , e di-
ligencia , que naÕ refta duvida alguma fobre a alteraçaô 
das orbitas planetarias. 

Newton predilfe a Flamftead , que fendo Júpiter de to-
dos os Planetas o que tinha mais maffa , e confeguintemen-
te mais força attradiva , havia de perturbar fenfivelmen-
te no tempo da fua conjunçaõ o movimento dos outros cor-
pos celeftes , princípaimente o de Saturno , e dos feus fa-
tellites. ObferváraÕ-fe pois nefta época com maior cuida-
do do que jamais fe tinha feito ; e a profecia de Newton 
fe comprio com efpanto , porque Júpiter produzio no tem-
po periodico de Saturno huma alteraçaõ de doze dias. 

351 A força attradiVa da terra , efta mefma força que 
junto á fuperficie delia nós chamamos gravidade , he a que 
rerem a Lua ua fua orbita. A Lua faz a fua revolução pe-
riódica em 27d 7h 4 j ; ; a fua diftancia media he de 60 fe-
midiametros tereftres; e fuppondo a fua orbita cijcular, he 
fácil de moftrar, que o feno verfo do arco que ella defere-
ve em hum minuto he de iy pés e — • Efte he pois o ef-

12 
p a ç o , que ella andaria para a terra em hum minuto , fe a 
gravidade fó obraffe fobre ella. E porque os efpaços corri-
dos em virtude das forças acceleratrizes faõ como os qua-
drados dos tempos , fegue-fe que a força central que obra 
fobre a Lua deve fazer-lhe correr no primeiro fegundo d3 

queda de 1í pés e •— • 
j6oo T2 

E como efta força deve fempre aduar na rafa5 inverfi 
dos quadrados das diftancias , eftá claro que em huma dif-
tancia 60 vezes menor , ifto h e , junto á fuperficie da ter-
r a , deveria fazer andar á Lua IJ pés e em hum fe-12 

gundo 
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gundo. Tal he realmente o efpaço , que a gravidade faz 
correr aos corpos graves junto á fuperiicie da terra. Logo 
a força central da Lua naõ he outra coufa , fenaõ a mefma 
gravidade que experimentamos no defcenfo dos corpos gra-
ves , modificada fomente na rafaõ inverfa do quadrado da 
diftancia. 

352, O mefmo principio rete'm nas fuas refpeclivns or-
bitas a todos os Satellites. A força attraíiiva de Saturno he 
a que f«z andar á roda delle finco Luas ; e a força attra-
ftiva de Júp i te r , quatro. Todos eftes Planetas fecundarias 
defcrevem orbitas ellipticas ao redor do feu Planeta princi-
pal. Os feus movimentos faÕ muito regulares , e os tempos 
periodicos exaílamente proporcionais ás raizes quadradas 
dos cubos das fuas diftancias ao centro do Planeta princi-
pal. Obfervaõ-fe, em huma palavra , em ordem aos feus 
refpeflivos centros de forças, fujeitos ás mefmas leis que 
guardaÕ os Planetas principais nas fuas revoluções ao redor 
do Sol. 

Mas fe os Satellites de Saturno , de Júpiter , e da T e r -
r a , provaõ fenfivelmente que eftes tres Planetas faõ dota-
dos de huma força attrafíiva , naõ poderemos por analogia 
admittir huma força femelhante em Marte, Vénus , e Mer-
cúrio ? E naõ ferá natural o penfar , que ella obra também 
na rafaõ direita das maffas , e inverfa dos quadrados das 
diftancias ? A mefma Lua , e os outros Satellites , naõ faõ 
por ventura corpos femelhantes á terra ? Porque rafaõ pois 
lhes negaremos efta força commua a todos os outros, e tal-
vez infeparavel da matéria , por huma lei primitiva do 
Creador? 

353 Ao menos, naõha coufa que mais veroíimil pare-
ça aos Phyíicos , do que a acçaõ da Lua fobre a Terra. As 
marés do Oceano offerecem huma prova bem palpavel^, 
fendo certo que a defigual gravitaçaõ das aguas para a Lifa 
produz efte phenomeno ; porque o Sol coopera niffo muito 
pouco. A fua força he com tudo realmente muito maior ; 
mas como elle eftá perto de 400 vezes mais dift.mte de nós 
do que a Lua , e como a terra he muito pequena em com-
paraçaõ del le , a fua acçaõ fobre as differentes partes do 
globo terreftre he fenfiveIntente a mefma. Por outra parte 
aflua por direcções quafi parallelas , e ilfo também concor-
re para que os feus effeitos fejaõ menos fenfiveis fobre as 
aguas do mar. 

A 
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A Lua , pelo contrario , eftando muito vezinha da ter-
ra em comparaçaõ do Sol , obra por linhas muito mais di-
vergentes ; e como a fua acçaõ fobre as differentes partes 
do globo he differente, deftas duas caufas reunidas deve 
refultar huma commoçaÕ geral nos corpos, que delja fo-
rem fufceptiveis. As aguas do Oceano immediatamente 
fujeitas á fua attracçaõ devem pois elevar-fe , e as aguas 
collaterais abaixar-le. Mas como a revoluçaõ diurna da 
terra muda continuamente os afpectos, bem fe vê que as 
aguas ja elevadas naõ podem confervar-fe por muito tempo 
acima do feu livel ordinário ; antes devem defcer abaixo 
delle , para depois fe tornarem a elevar , propagando de 
humas a outras até ás praias eftas enchentes , e vafantes. 

Agora paliamos a moftrar os effeitos defta gravitaçaõ 
reciproca dos corpos celeftes, e até que ponto faz os feus 
movimentos mais complicados , e irregulares na apparen-
cia. Mas antes diffo advertiremos , que fe os Geómetras 
do nolfo feculo fizeraõ defta indagaçaõ o objeíto principal 
dos feus trabalhos , he forque conhecêraÕ a grande utili- * 
dade que delle refultava, para aperfeiçoar a theorica da 
L u a , da qual depende a determinaçaõ das Longitudes no 
mar. Também advertiremos, que naõ podendo íemelhante 
matéria fer tratada completamente em huma obra como ef-
ta , o noffo intento he fomente o de moftrar o caminho aos 
leitores interelfados nefte conhecimento. 

354 PROBL. I. Sendo dous corpos M , AÍ' (F ig . 147 ) 
lançados por bum meio naõ refijlente com quaifquer velocida-
des , e attrahindo-fe reciprocamente na rafaõ das fuas maf-
fas, determinar o feu movimento. 

Referindo as duas trajedlorias deites moveis ao mefmo 
eixo A P ,feja A P =3 * , P M zzy , A P' =3 x\ P' M' = 
y ' , M M' — 51 • Reprefentando pois a acçaõ do corpo M' 
fobre o corpo M por MN — P , teremos por expreffaõ da 
acçaõ cio corpo M fobre o corpo M' a reíta M' N' 3 
M 
— P , porque elles aítíiaõ na rafaõ directa das fuas maf-
M 
ias. Refolvantos agora as duas forças M N, M' N', cada 
huma em outras duas , das quais huma feja parallela, ea 
outra perpendicular a AP. As parallelas feraõ M g, =3 

7. > e M'Q!~ 
M P Q ' - x ) 

Mi' * 
j e as perpen-

dicu-
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p ( vi — v M 
diculares feraõ MO — —— —, e i V Í ' 0 ' = —, • 

P ) 
* • D o n d e r e f u l t a r á õ a s q u a t r o e q u a ç õ e s f e -

gaintes , 

. M P , , 

M - : * ( ' ' ( 7 ; > 
S e m u l t i p l i c a r m o s a p r i m e i r a p o r M , e i f e g u n d a p o r 

A í ' , e d i m i n u i r m o s o f e g u n d o p r o d u í l o d o p r i m e i r o , t e -
S d X N / d X1 V 

r e m o s M d J -{- M ' d ~ j ~ o , c u j o i n t e g r a l 

á* á x' 
h e M M ' . - — — C . T r a t a n d o d a m e f m a m a n e i r a 

d* d / 

a t e r c e i r a , e q u a r t a e q u a ç a õ , t e r e m o s M . j j -+- M \ 

j tii d tc d x^-
J - = i C'. P o r é m M . — + M ' . — h e a q u a n t i d a d e d e 

dt dt dt 
m o v i m e n t o d o c e n t r o d e g r a v i d a d e d a s d u a s m a f l a s p a r a l -

d y d y' 
l e l a m e n t e a A P , e M . f - M ' • T ~ q u a n t i d a d e 

d t d t 
d e m o v i m e n t o d o m e f m o c e n t r o p e r p e n d i c u l a r m e n t e a A P . 

L o g o , c o m o t e m o s a c h a d o c o n f i a n t e s e f t a s q u a n t i d a d e s , 

e f t á c l a r o q u e o c e n t r o d e g r a v i d a d e G , o u p a r a f a l t a r m o s 

m a i s p r o p r i a m e n t e , q u e o centro de maffai d o s c o r p o s 

M , M ' f e m o v e u n i f o r m e m e n t e p o r h u m a l i n h a r e f t a HG. 

D o n d e f e v ê , q u e a p o í i ç a õ d e f t a l i n h a , e a v e l o c i d a d e 

d o 

c e n t r o d e g r a v i d a d e , p o d e m d e t e r m i n a r - f e p e l a s v e l o -

c i d a d e s d a p r o j e c ç a õ , q u e r e c e b ê r a õ o s c o r p o s A l , M ' , e 

p e l a f i t u a ç a õ d e l l e s n o p r i n c i p i o d o m o v i m e n t o . 

3 5 5 I f t o p o f t o , c o m o o c e n t r o d e g r a v i d a d e d e f e r e v e 

h u m a l i n h a r e d l a , p o d e m o s t o m a i l a p a r a e i x o d a s a b f -

c i f f a s f F i g . 1 4 8 . ) ; e e n t a õ , f e n d o a o r d e n a d a y ' , o u P ' M ' 

n e g a -
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negativa , o movimento do corpo M fe determinará por ef-
tas duas equações 

z K J \d.t j 

~ ( y ' + y ) d t - - d ( dJ. Y . 
% \ dt s 

Mas para determinarmos o movimento do mefmo cor-
po em ordem ao ponto movei G , fupporemos primeira-
jnente MG — Z, e P G zz X •, depois deduziremos o va-

r d A G \ 
lor de A G zz * + X, e teremos a equaçaõ d ^ —— j zz 

^ C dí ) d C ÍT ) ° > P o n l u e 3 velocidade do cen-

t ro de gravidade i d L í L h e confiante. Logo áf 7— ^ 

a í ^ dt s 
/ i X \ 
\ ~t ) ' e ^bft i tuindo e ^ e s v a ' o r e s , teremos par i 

exprimir o movimento do corpo M a refpeito do ponto 
move! G as duas equações feguintes 

PXdt J / , d X \ Pydt i f d y x 

~ ~~d(rt )>e-F~ 
as quais faõ abfolutamente as mefmas , que acharíamos, fe 
o corpo M fofle attrahido para o ponto G conliderado co-
«10 fixo , por huma força central P, funçaÕ de MM', a 
confeguintemente da diftancia Z , por quanto he M M* 

M -f M' 
Z=. — — Z , Ifto mefmo h e por outra parte evidente 

refleclindo-fe que o corpo M' obra fobre o outro M pe^ 
ia direcçaõ M M ' , que palfa fempre pelo ponto G. 

3 5 6 D o n d e f e f e g u e , q u e o m o v i m e n t o d e d o u s c o r -

p o s , q u e f e a t t r a h e m m u t u a m e n t e c o m c e r t a s f o r ç a s , n a ô 

h e d i l f e r e n t e d o q u e h a v e r i a õ d e t e r , f e e l l e s f o f T e m a t -

t r a h i d o s p a r a o f e u c e n t r o c o m m u r a d e g r a v i d a d e p e l a s 

m e f m a s f o r ç a s , e m q u a n t o o m e f m o c e n t r o f e m o v e í f e u n i -

f o r m e m e n t e e m l i n h a r c c l a . 

Segue-fe também , que as forças tendentes ao centro de 
gravidade fempre devem fer alguma funçaÕ das diftanciaS 
ao mefmo centro ; porque faõ huma funçaõ de 
tem huma rafaõ conftaute com M G. Pôde 

t 



D E M E C H A N I C A . 
iJJL 

Pôde formar-fe huma idéa defte movimento , imagi-
nando dous pontos quaifquer fobre dous raios de huma ro-
da movei. Cada hum delles defereverá hum circule ao 
redor do centro da roda , em quanto o mefmo centro fe 
move por huma linha recta. 

357 Em geral (F ig . 149. ) : Os dous corpos M , Aí' 
defcrevem ao redor do centro G curvas femelhantes , por-
que GAÍ' he fempre para G Aí na rafs5 confiante de Aí 
para M', e por confeguinte todas as dimenfões homólogas 
deltas curvas eítaraõ na mefma rafai). 

Sendo dada a lei, pela qaal fe attrahem eftes dous cor-
pos , conheceremos pois a força tendente ao centro G , c 
èonfeguintemente determinaremos as trajeflorias M. ÇJjNT , 
M ' Q ^ N J , que elles defcreveriaõ ao redor do ponto G, 
fe elle eítiveífe fixo. Logo teremos, no íim de qualaues 
tempo t, o lugar de cada hum delles na fua trajectória. 

Sejaõ, por exemplo , Aí e M' os lugares dos dous mo-
veis. Se o centro de gravidade fe adiantou no mefmo tem-
po pelo efpaço G g , conduziremos as linhas Aí w, A í ' s / i 
parailelas , e iguais a G g , e teremos os pontos m , mJ por 
lugares abfolutos dos dous moveis. Suppondo pois , que 
elles defcrevem círculos ao redor do centro de gravidade, 
o feu movimento abfoluto fe fará por cycloides aliongadas, 
ou encurtadas , conforme for a velocidade de translaçaõ da 
centro de gravidade maior, ou menor que a velocidade de 
«ada hum dos moveis na fua orbita refpefiiva. 

358 Se os dous corpos A l , M' ( Fig. 147. ), além da 
fua attracçaÕ reciproca , foffem follicitados por quaifquer 
forças, eftas fe reduzirkõ a duas X e Y pelas direcções 
Aí Ç) e MO, pelo que refpeita ao corpo A í ; e a outras 
duas X' e Y' pelas direcções M' Ql e M' Oi , pelo que 
refpeita ao corpo MK Entaõ as quatro equações do oio* 
Jiineuto deites dous corpos feria&defta maneira, 

P S &X N 

a N d t ' 

, , , , Aí P / d x ' v 
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Multiplicando pois , como acima, a primeira por M , 3 
fegunda por M' , e ajuntando os produftos ; e fazendo o 
mefmo com a terceira, e quarta ; teremos por refultado as 
duas equaçoens feguintes , 

( MX + M'X') dt-Md ) + á ( 77") 

(M3T -J-JWY')^ +M'd . 

Logo a força acceleratriz do centro de gravidade na di-
, „ MX-i-M,X' 

recçao de AP' ferá nefte cafo — , e a força 
v M+M' ' * 

que accelera o feu movimento perpendicular a AP, ou 
que tende a apartallo defta linha ferá reprefentada por 
MYA-M'Y' — . Donde concluiremos, que o centro de gra-

M + M' ^ 
vidade fe moverá da mefma maneira , como fe lhe fof-
fem immediatamente applicadas as quantidades de movi-
mento , que recebem os dous corpos, em virtude das for-
ças acceleratrizes ( n . 155 . ) . 

Mas como naõ fe conhece a relaçaÕ entre y' e y , 
nem entre x' e x, naõ poderá em geral determinar-fe o 
movimento do centro de gravidade , fenaõ no cafo de fe-
rem as potencias conftantes. Entaõ defcreverá huma para-
bola , e os dous corpos fe moveráõ ao redor de l le , co-
mo fe eftivelfe fixo. 

359 PROBL. II. Sendo tres corposM, M', M" attrabidos 
mutuamente na rafaõ direãa das maffas, e na inverfa de 
qualquer potencia das diftancias , determinar os feus movi' 
mentos ( Fig. 150. ). 

Suppondo que os tres corpos eftaõ refpeftivamente em 
M , M', M" , e referindo as trajectórias ao eixo AP, 
feja AP - A:, PM —y, AP' — *', P' M' — y\ AP" = *''» 
V"M" — •/'., MM'- z , M'M'J = z ' , MM" - z" , e o 
expoente da potencia das diftancias — Como pois cada 
corpo aflua fobre os outros dous proporcionalmente á fua 
malfa dividida pela potencia n da diftancia , multiplica-
remos efta quantidade por huma conftante a , para termos 
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o valor abfoluto de cada força acceleratriz. Aífim o cor-
po M attrahirá o corpo M' com huma força M' N' — 
aM • a M 
'—1 e o corpo M", com huma força M"T" = 
z" ,'Jn • 

aM' 
Do mefmo modo teremos as forças MN cr , e M"N1* 

* z» 
AM' 

Sr , com as quais o corpo M' attrahe os corpos M,M''\ 

a M" aM" 
e finalmente as forças MT ^r , e M' T' cr — — , 

v z'"> z'» 
com'as quais o corpo M'' follicita os outros dous. 

Agora refolvendo cada huma deftas forças em outras 
duas , huma parallela , e outra perpendicular a AP , acha-
remos os valores feguintes , que exprimem feparadamente 
as que follicitaò a cada hum dos tres corjos. Temos pois 

Para M 

aM' 
M N ~ 

z" 

M O ^ - ^ l 
z» z 

aM' x'-x = 
. Z<> Z 

MT c= 
aM" 

z" » 

Z''» %'< 

aM" x"-x 
MS 

>J* n z" 

Para M' 

a Aí 
M'N'zz 

z" 

z» z 

x'-x 
M'Qi = 

z" z 

M'T> r= • 
aM" 

z' » 

, , aM" y"-y' 
M'V'= ~~ 

z'» z 

aM" x"-x' 
M'S' = 

z'« z 

M"N" = -

Para M" 

aM' 

•J a 

aM' y"-y' 

z'» z' 

aM' 
~ 1 n 

M!'T" = 

Z,n 5J» 

aM 

z" «. 

aM y"-y 
M"y"~ 

z"a Z" 

M"S" = 
aM 

z''n 

3<5O Iflo pofto , fendo MQ_+ MS a força do corpo M 

parallela a A P , teremos ( M QJ- M S ) d t — d • 

Pomefmo modo teremos ( M V-V M O ) dt — d ( - j ^ ) 

( M ' 
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C dt — M'r'~M'o')át — 

c M»s»+ M » £ ' ) dt - d ( d
7 Ç ) , c 

r d V1' v 

( M " V " •+• M " O " ) d t — - d r - - ) . E f u b í l i t u i n -

d o o s v a l o r e s a n a l í t i c o s , t e r e m o s a s f e i s e q u a ç o e n s f e -

g u i n t e s , 
aM'dt aM"dt x''~x .dx 

J- — 7.» ~ ^ ' %» ~ \ d t ) * 

aM"dt x'' ~ x' aM.it x'-x 

x ' " T' ã » " JJ "" \ 7 7 y 

AM' dt x''~x' aMdt x"~x _ 

nM'dt y ' - y flM" d t y"-v , /• dy \ 
-1 , - zz a ( —— j 

a » X V ' " a " v d f / 
af.í"dt y>'-y!_n_Mdt_ y'-v , dy' s 

7.'" 7.' ~ 7. " \HTJ 

a M'dt y"-y' aMdt y"~y _ i / d y " \ 

TJ" " ' + a » " ~ (. 1 7 ) ; 

361 Se multiplicarmos a primeira por M , a fegunda 
por JM' , e a terceira por — M", e fomarmos o's produélos; 
e fe tratarmos da mefma maneira as tres ultimas equa-
çoens , teremos 

cuj#s integrais 
d * d x ' 

Jlí Aí' — + jK<» VL. =; C 
d t dt dt 

M> % * M" = 
d í d í At. 

Dioílra? 
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.Ííioftraõ também , que o movimento do centro de gravi-
dade he uniforme , e reétilineo. Logo em geral , qualquer 
que feja o numero dos corpos que fe aitrabem mutuamente, 
cu fuas acçoens reciprocas naõ influirão naaa fot re o mo vi' 
mento do feu centro commum de gravidade , e efte centro te* 
rd fempre a mefma velocidade e direcçaõ, que tinha no prin> 
cipio do movimento. 

362 Donde fe fegue, que o centro de maífas do fyf-
tema planetario ou eftá em quietaçaÕ , ou íe move uni-
formemente , e em linha reíla. Pouco impotta iaber , qual 
deites dous cafos he o que tem lugar no eftado aíiual das 
Coufas. Os movimentos relativos feraõ os mefmos em qual-
quer delles. 

Devem pois todos os planetas, e o mefmo Sol , fazer 
as fuas revoluçoens ao redor defte centro. Mas a maífà 
do Sol he taõ grande em comparaçaõ da que tem os pla-
netas , que quando todos elles fe achaífem emconjunçaÕ, 
o centro de maífas de todo o fyftema naõ eítaria diítante 
do centro do Sol mais do que hum diâmetro deite aftro, 
He pois o movimento do Sol , ao redor do centro do mun-
do planetario, bem pouca coufa ; mas fem embargo, 'he 
neceífario que delle fe faça conta nas indagaçoens mais 
delicadas. 

363 Se multiplicarmos a primeira das feis equaçoefu 
d X d X' 

gerais acima achadas por M , a fegunda por M1 -—, c 
d t dt 

dx" 

3 terceira pôr — M" } e ajuntarmos os produítos, 3 

foma dará 

e fe fizermos as mefmas operaçoens nas tres ultimas equa-
çoens , o refultado nos dará também 

a MM' a MM" 
c ' ' ' - ' r t - z à r í 
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*M'M" 
, u + l 0 " - y ' ) ( dy''— d y ' ) — 

Ajuntemos eftas duas equaçoens. E para abbreviar o 
ca lcu lo , reparemos primeiro que fendo u , u' ,u" as ve-
locidades dos corpos M , M' Aí" , teremos u d a 

H D ( ± L ) dt dt j dt v dt / ' d f d t ' 

dy' ,.( dy'\ dx" , dx" \ 

^ dt K dt J* dt K dt 

d y l . r dy' — —- d (— ^ • Notemos também, que xx { x'—x )* 
d t * d t J 

- K x " x " = (x'> ~xy + ( y " ~ y )2, e•%'%' 
S3 ( x" — x' )2 + (y" — y')1 •, e por confeguinte, x d x 
= (*'-*)( dx'- dx)-b( y'-y ) ( dy'- d y ) , %'• d x" 
33 Qx" — X ) Cd x"-dx ) + ( y " ~ y ) ( ijr» - d y ) , s 

4 x' = ( x"- x>) (dx>'- d x ' ) + (y " - y l ) (dy"~ dy'). 
Ifto p o " 0 , acharemos que a foma das nolías duas equa-
ções fe redua á equaçaõ feguinte 

a M M' dz 
Mu du + M!u' du' -i-M" u1' du'' — 

x° 
aMM"dz" a M' M'1 d x' 

Iht * R~ X " " X 

cujo integral 
2 a M M' x 1 

M.U* + M'ti'* * M" ti"* + 
i —n 

2 a M M " z ' > l ~ " 2 a M ' M " z ' l ~ n 

4- € 
i —n i —n 

contém o principio da Confervaçaõ das forças vivas , de 
que os Geómetras modernos fazem grande ufo. Veja-fe a 
Dynamica de Aí . d'Alembert. 

O integra) , que acabamos de achar, e os outros dous 
que daõ o movimento do centro de gravidade , faõ os 
tres únicos que fe tem podido deduzir geralmente daS 
íeis equeções do Problema. Seria necelfario , que os li-

mites 
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t t i i t e s d o c a l c u l o i n t e g r a l e f t i v e í f e m m a i s a d i a n t a d o s d d 
q u e e f t a õ , paca e l l e f e p o d e r r e f o l v e r c o m p l e t a m e n t e ; 
m a s a o m e n o s e f t á a p o n t a d o o c a m i n h o . 

E l i e P r o b l e m a t e t u - f e f e i t o m u i t o f a m o f o n e f t e f e c u -
J o p e l o s t r a b a l h o s d o s G e ó m e t r a s , q u e f e o c c u p i r a õ n a f o -
l u ç a õ d e l l e . H e g e r a l m e n t e c o n h e c i d o p e l o n o m e d e P r o -
llcma dos tres curpos; e c o m o d e l l e d e p e n d e a T h e o r i -
c a d a L u a , e f p e r a - f e q u e n o v o s e s f o r ç o s p r o d u z i r ã o n o -
v o s d e f c o b r i m e n t o s f o b r e e f t e o b j e é i o . 

3 6 4 P a r a f e a p p l i c a r e m a s e q u a ç õ e s p r e c e d e n t e s a o 
m o v i m e n t o d a L u a , d a T e r r a , e d o Sol , f e r i a n e c e í f a -
r i o p ô r n — 2 , p o r q u e a f o r ç a c e n t r a l he na r a f a õ i n v e r f a 
dos q u a d r a d o s d a s d i f t a n c i a s . T a m b é m f e r i a n e c e í f a r i o i n -
t r o d u z i r n o c a l c u l o o u t r a s t r e s e q u a ç õ e s , p o r q u e a s p r i -
m e i r a s n a õ p o d e m d a r c o m e x a é t i d a õ o m o v i m e n t o d a 
L u a ; e 3 r a f a õ h e , p o r q u e a f u a o r b i t i n a õ e f t á n o 
p l a n o d a e c l i p t i c a , m a s t e m c o m "el la h u m a i n c l i n a ç ã o 
d e p e r t o d e 5 g r á o s , e t o d a s a s v e z e s q u e o m o v i m e n - , 
t o f e f a z a i f i m e m p l a n o s d i í f e r e n t e s h a t r e s e q u a ç õ e s d e 
m a i s p e l a s t r e s n o v a s c o o r d e n a d a s q u e f e d e v e m i n t r o d u -
z i r . M a s o g r ã o d e d i f i c u l d a d e p e l o q u e r e f p e i t a á s i n -
t e g r a ç õ e s , h e o m e f m o ; f o m e n t e o c a l c u l o f e f a z n i a i s 
c o m p r i d o . 

365 H a d o m t u d o h u m c a f o , e m q u e p ô d e d e t e r m i -
n a r - f e e x a c t a m e n t e o m o v i m e n t o d e m u i t o s c o r p o s , q u e 
f e 2 t t r a h e r n m u t u a m e n t e ; e h e q u a n d o f e f u p p o z e r e m a s 
f o r ç a s p r o p o r c i o n a i s á s d i f t a n c i a s . P o r q u e e n t a õ d e f c r e v e -
r á õ t r a j e & o r i a s e l l i p t i c a s a o r e d o r d o c e n t r o c o m m u m d e 
g r a v i d a d e , e m q u a n t o e f t e c e n t r o f e m o v e u n i f o r m e m e n . 
t e , e e m l i n h a r e í l a . E i s a q u i c o m o i f t o f e p ó d e m o f t r a r , 
f e m r e c o r r e r a o c a l c u l o a n t e c e d e n t e . 

S e j a õ M , M' ,M" os t r e s c o r p o s ( F i g . 1 5 1 . ) , c u j o 
m o v i m e n t o f e h a d e d e t e r m i n a r . P a r a f a b e r , q u a l d e v e 
f e r o do c o r p o M , p o r e x e m p l o , a t t r a h i d o p e l o s o u t r o s 
d o u s M', M", r e p r e f e n t e m o s p r i m e i r a m e n t e p o r M N 
= a M' .M'M a a c ç a õ do c o r p o M*, e p o r M N ' 

fi M" .M"M a do c o r p o M" . D e p o i s , i m a g i n a n -
do h u m a l i n h a r e d t a q u a l q u e r m ' Mm", e h u m a p e r -
p e n d i c u l a r a e l l a M £ > , r é f o l v e r e m o s c a d a h u m a d a s f o r -
ç a s MN,M N' em o u t r a s d u a s p e l a s d i r e c ç õ e s M m>,M O. 
A f l i m t e r e m o s M O ~ a M ' . M m', M O' = a M'1. M mr'í 
MP~aM'. M'm' P' ~ a M.'1. M" m" i e f e n d o a 

i z r e f u l -
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r e f u l t a n t e r e p r e f e n t a d a p o r MS, t e r e m o s MT — aM*$ 
Mm'~aM" .Mm", e M (^zz et M" . M" m" + a M'* 

P o r é m , f e n d o o c e n t r o d e g r a v i d a d e e m G , t e r n o s 
_ AV.Mm' ~M".Mm" _ M".M"m"+M'.M'mt 

M Aí' bM'' ' C G g M + M' +M'r 

G ST 
L o g o — - — z z - • , e c o n f e » u i n t e m e n t e e f t á o p o n t o (3 

A l g TM ° r 

n a d i r e c ç a õ d a r e f u l t a n t e M S . D o n d e f e v ê , q u e a s a c -
ç õ e s d o s d e u s c o r p o s A l ' , A l " f o l l i c i t a õ o c o r p o A l p a r a 

MG. MT 
o c e n t r o de g r a v i d a d e G CDm a f o r ç a M S zz — 

Mg 
a ( M -f M' + A l " ) Al G . M o v e r - f e - h a õ p o i s os t r e s c o r -
p o s , c o m o f e n a ó t e n d o f o r ç a a l g u m a d e a t r a c ç ã o e n t r e 
l i , f o í f e m a t t r a h i d o s p a r a o c e n t r o c o m m u m d e g r a v i d a -
d e , n a r a f a õ d a s f u á s d i f t a n c i a s a o d i t o c e n t r o , p o r h u -
m a ma í fa c e n t r a l i g u a l á f o m a d e t o d o s t r e s . L o g o d e f c r e -
v e r á õ e l l i p f e s a o r e d o r d e f t e c e n t r o , e o s f e u s t e m p o s 
p e r i o d i c o s f e r a õ igua i s • , o q u e t e m l u g a r g e r a l m e n t e , 
q u a l q u e r q u e f e j a o n u m e r o d o s c o r p o s . 

3 6 6 O m e f m o r e f u l t a d o f e p ô d e d e d u z i r d a s e q u a ç õ e s 
g e r a i s ( F i g . 1 5 2 . ) . P o r q u e t o m a n d o p o r l i n h a d o s * o 
c a m i n h o do c e n t r o de g r a v i d a d e G , e f u p p o n d o a v e l o -
c i d a d e d e l l e zzk , a a b f c i í f a G P zz X zz k t -< x , t e r e m o s 
A í ' ( + A l " ( * " - * ) = M \ P P ' - » - A l " . P P " z z 

/ dx \ / dX \ 
CM -h M + M" y X , d { — j , e 

M'Cj/' ) f Al" = r ( A l + M'-f-M'")y : 
L o g o a p r i m e i r a , e q u a r t a e q u a ç a õ d a r a Õ p a r a o m o v i r 
m e n t o d o c o r p o A í a s d u a s e q u a ç õ e s f e g u i n t e s 

a C M + Al' -fr Al" ) ydtzz - d "" 

P o r é m e f t a s e q u a ç õ e s f a õ a s m e f m a s , q u e a c h a r í a m o s f e 
o c o r p o fo í fe a t t r a h i d o p a r a o p o n t o G , na rafaõ d i r e c -
ta das d i f t a n c i a s , p e l a maff i i Aí •+- A í ' -J- M" . L o g o e f -
t á d e m o n í t r a d o , q u e n o c a f o d e m u i t o s c o r p o s f e a t t r a -
h i r e m n a r a f a õ d i r e f l a das f u a s d i f t a n c i a s , t o d o s d e f e r e -
\ e r á Õ o r b i t a s e l l i p t i c a s a o r e d o r d o c e n t r o c o m m u m d e 
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g r a v i d a d e , m o v e n d o - f e e f t e u n i f o r m e m e n t e p o r h u m a t r a -

j e f l o r i a r e d t i l i n e a . 

• A R T I G O I I . 

Do movimento ãe hum ponto livre, follicitado 
por qiiaifqíier potencias, cm hum meio 

rcfijlente. 

$ 6 7 C * 3 > n e r c ' l a h u m a p r o p r i e d a d e g e r a l d a 

m a t é r i a , n a õ p ô d e h u m c o r p o d a r m o v i m e n -
t o a o u t r o , f e m l h e c o m m u n i c a r h u m a p a r -

t e d o f e u . E c o m o e f t a c o m m u n i ç a ç a õ f e n a ó f a z j a m a i s , 
f e m h a v e r h u m a p e r d a , r ea l d a p 3 r t e d o m o v e i , e f t á c l a -
r o , q u e e x p e r i m e n t a n d o e l i e p e r d a s r e i t e r a d a s a c a d a 
i n f t a n t e , b e m d e p r e í f a f e h a d e e x t i n g u i r t o d a a f u a 
v e l o c i d a d e . 

I f t o h e o q u e v e m o s f u c c e d e r c o n t i n u a m e n t e a t o d o s 
o s m o v e i s , q u e n o s r o d e i a õ . P o r q u e o i l u i d o , no q u a l 
f e m o v e m , n a õ p ó d ç c e d e r á i m p r e l f a õ d e l l e s , n e m f a -
h i r d o f e u l u g a r p a r a l h e s a b r i r p a f f a g e m , f e m r e c e b e r 
l i u m m o v i m e n t o q u e o o b r i g u e a i í fo . E f t e f l u i d o , u n i c a -
m e n t e p e l a f u a i n é r c i a , r e l i f t e po i s á i m p u l f a Õ d o s m o -
v e i s , c o m t a n t a e f f i c a c i a , c o m o f e t i v e í f e h u m m o v i m e n -
to o p p o f t o ao d e l l e s . , e i g u a l á f u a p r ó p r i a i n é r c i a ; e 
d a h i v e m , q u e q u a n t o h e m a i o r a d e n í i d a d e d o f l u i d o , 
t a n t o m a i o r h e a r e f i f t e n c i a . 

S e j á A h u m a f u p e r f i c i e p l a n a e x p o f t a á i m p u l f a õ d i r e í l a 
d e h u m f l u i d o , o u m o v i d a e l l a m e f m a p e l o f l u i d o , p o r h u -
m a d i r e c ç a õ p e r p e n d i c u l a r , e c o m h u m a v e l o c i d a d e u . 
No i n f t a n t e d t d e v e r á p o i s c o r r e r o e f p a ç o zzu d t , e c o n -
f e g u i n t e m e n t e t e r á d e s l o c a d o h u m v o l u m e d e f l u i d o z z 
Audt. S e j a a d e n í i d a d e d o fluido — D-, e t e r e m o s ADud t 
p o r e x p r e í f a õ d a m a l f a , q u e t e m f i d o p o f t a e m m o v i m e n t o , 
no i n f t a n t e d t. 

Q u a n d o e f t a ma í f a t i v e r r e c e b i d o d a f u p e r f i c i e m o v e L 
a v e l o c i d a d e u , a f u a q u a n t i d a d e de m o v i m e n t o f e r á 
A D u - d t e c o m o e f t e e f f e i t o d a i m p u l f a õ p r o d u z n o 
f l u i d o h u n i a r e f i f t e n c i a i g u a l a o m o v i m e n t o r e c e b i d o , t e r e -
m o s Mdu — A D «2 d 13 c h a m a n d o M a m a f í a do c o r p o 

q u e 
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q u e e x p ó e m a f u p e r f i c t e A a p e r c u f l a õ d i r e i t a do f l u i d o , 
e e n t e n d e n d o p o r d u a d i m i n u i ç ã o i n f t a n t a n e a d a v e l o c i -
d a d e , c a u f a d a p e l a r e í i f t e n c i a d o f l u i d o . 

3 6 S L o g o p o d e a r e í i f t e n c i a d e q u a l q u e r f l u i d o c o n í i -
A D u2 

d e r a r - f e , c o m o h u m a f o r ç a r e t a r d a t r i z - — , f e m p r e 
M 

o p p o f t a d i r e c t a m e n t e á i m p u l f a õ do m o v e i ; e e f ta f o r ç a , 
c o m o T e v ê , h e e m r a f a ô c o m p o f t a d a f u p e r f i c i e d o m o -
V - l , d a d e n í i d a d e do f l u ido , e do q u a d r a d o da v e l o c i d a -
d e . De fo r r e q u e , f e n d o t o d a s a s m a i s c o u f a s i g u a i s , bum 
corpo movido no mefmo fluido experimenta huma refiftencia 
proporiional ao quadrado da velocidade. 

T a l he , em g e r a l , a m e d i d a dã r e í i f t e n c i a , q u e a i n é r -
c i a d s f lu idos o p p o e m a o m o v i m e n t o d e q u a l q u e r c o r p o . 
M a s e f t a ca- i fa f e r á p o r v e n t u r a a ú n i c a , q u e r e t a r d a o m o -
v i m e n t o d o s c o r p o s ? p a r e c e q u e n a õ . A e x p e r i e n c i a m o f -
t r a , q u e a a d h e f a Õ r e c i p r o c a d a s p a r t e s d o s f lu idos p r o -
d u z o u t r a e f p e c i e d e r e í í f t e n c i á , á q u a l f e d e v e a t t e n d e r . 
M a s c o m o e f t a t e n a c i d a d e , m a i s o u m e n o s f o r t e c o n f o r -
m e a d i v e r f a n a t u r e z a d o s f l u i d o s , h e f e n í i v e l m e n t e a 
m e f m a e m i n f t a n t e s i g u a i s , q u a n d o a r e f i f t e n c í a q u e p r o -
v e m d a i n é r c i a h e p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d a v e l o c i d a -
d e , o e f f e i t o d a p r i m e i r a h e p o u c o n o t á v e l nos m o v i -
m e n t o s m u i t o r á p i d o s . O c o n t r a r i o f u c c e d e nos m o v i m e n -
t o s v a g a r o f o s , e e n t a õ n a õ f e p o d e d e i x a r d e a t t e n d e r a o 
r e f e r i d o e i f e i t o . 

3 6 9 S e a f u p e r f i c i e A n a õ r e c e b e r d i r e i t a m e n t e a c o r -
r e n t e do f lu ido , r e f o l v e r - f e - h a a v e l o c i d a d e o b l i q u a u em 
o u t r a s d u a s , q u e f e r a õ r e p r e f e n t a d a s p o r u cof a , e u [ena, 
c h a m a n d o a o a n g u l o f o r m a d o p e l a f u p e r f i c i e , e p e l a c o r -
r e n t e d o f l u i d o . A p r i m e i r a f e r á p e l a d i r e c ç a õ d a f u p e r f i -
c i e , e n a õ p r o d u z i r á r e f i f t e n c i a a l g u m a ; a f e g u n d a f e r á 
p e r p e n d i c u l a r á m e f m a f u p e r f i c i e , e d e l i a r e f u l t a r á t o d a s 
r e í i f t e n c i a . P e l o q u e i u b f t i t u i n d o u fen a em l u g a r de u na 
f o r m u l a D A u2 , t e r e m o s D A u2 fen a2 p o r e x p r e f i a õ da 
r e í i f t e n c i a n o c a f o d a p e r c u í f a õ o b l i q u a . M a s h e n e c e í f a r i o 
t e r f e m p r e n a l e m b r a n ç a , q u e e f t a f o r ç a f e e x e r c i t a p e r -
p e n d i c u l a r m e n t e á f u p e r f i c i e m o v e i A . D o n d e f e f e g u e , 
que Jendo todas as mais coufas iguais, a refiftencia de burit 
mefmo fluido contra huma fuperficie plana , e obliqua bepro-
forcional ao quadrado do feno do angulo de Incidência. 

3 7 0 N e f t è 
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3 7 0 N e f t e u l t i m o c a f o , he e v i d e n t e q u e A fen a 2 e x -
p r i m e a f u p e r t i c i e , q u e , f e n d o e x p o f t a a o i m p u i f o d i r e -
i t o do f l u i d o , e x p e r i m e n t a r i a a m e f m a r e í i í l e n c i a , q u e 
e x p e r i m e n t a a f u p e r t i c i e A m o v i d a o b l i q u a m e n t e . D o n d e 
f e v ê g e r a l m e n t e , q u e p a r a d e t e r m i n a r a r e f i f t c n c i a q u e 
h u m f lu ido d e v e o p p ô r a o m o v i m e n t o d e q u a l q u e r f u p e r t i -
c i e , ba f t a c o n h e c e r a f u p e r í i c i e p l a n a , q u e p o r h u m i m p u i -
f o d i r e i t o e x p e r i m e n t a r i a a m e f m a r e í i í l e n c i a . T a m b é m 
a d v e r t i r e m o s , q u e p a r a n a õ e m b a r a ç a r i n u t i l m e n t e o c a l -
c u l o c o m o f a í t o r D u 2 , nos e x e m p l o s f e g u i n t e s c o n í i d e -
r a r e m o s e f t a s f u p e r f i c i e s d i r e i t a m e n t e e x p o f t a s a o H u i d o , 
c o m o a s m e d i d a s n a t u r a i s d a r e í i í l e n c i a , q u e e l l e p r o d u z . 

3 7 1 S u p p o n h a m o s p o i s h u m p r i f i n a m o v i d o e m q u a l -
q u e r f l u i d o p a r a l l e l a m e n t e á s f u a s b a f e s ( F i g . 1 5 3 . ) . 
B a i l a r á c o n f i d e r a r h u m a f e c ç a õ A M H BK , e m u l t i p l i c a r 
a r e f i f t e n c i a l i n e a r , q u e e l l a p a d e c e , p e l o c o m p r i m e n t o d o 
f o l i d o , p a r a d e t e r m i n a r a f u p e r í i c i e , q u e f e n d o e x p o f t . i ao 
i m p u i f o d i r e i t o e x p e r i m e n t a r i a a m e f m a r e f i f t e n c i a q u e o 
f o l i d o . 

S e j a p o i s BA a d i r e c ç a õ do m o v i m e n t o , M m o e l e -
m e n t o da c u r v a , e M V h u m a r e f t a p a r a l l e l a a B A ; f e -
r á m M r o a n g u l o d e i n c i d ê n c i a d o f l u i d o f o b r e M m , e 
t e r e m o s M m . fen m M V2 p o r e x p r e f l a õ da r e f i f t e n c i a t q u e 
e f t e e l e m e n t o e x p e r i m e n t a f e g u n d o a p e r p e n d i c u l a r M N . 
I f t o p o f t o , r e p o r t e m o s o s p o n t o s d a c u r v a a o e i x o A B , 
e fupponhamos A P ~ x , P M — y , M m ~ d s . Será Mm. 

d y2 

fen m MV- — ds > —- ; e r e f o t v e n d o e f t a f o r ç a em o u t r a s 

d u a s N O e O M , h u m a p a r a l l e l a , e a o u t r a p e r p e n d i c u l a r 
a o e i x o A P , t e r e m o s p o r m e i o d o s t r i â n g u l o s f e m e l h a n t e s 

dy2 

N O M. Mmr . 3 força N O ~ d y . , . e M O =: 
ds2 

d y 2 

d x . j - ^ - . L o g o a f o r ç a t o t a l p e l a d i r e c ç a õ do e i x o A B 

f e r á r e p r e f e n t a d a p o r f e a f o r ç a p e r p e n d i c u l a r ao 
* d s2 

m e f m o e i x o , p o r f d y * . • 
J d s2 

3 7 2 E í t e s i n t e g r a i s d e v e m t o m a r - f e e m t o d a a p a r t e 

K 
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H M K t e r m i n a d a n o s p o n t o s H e K , q n e faõ e s m a i s d i -
f tantes do e i x o A B ; p o r q u e a o u t r a p a r t e H BK n a õ pa-
d e c e r e f i f t e n c i a a l g u m a d a p a r t e d o f l u i d o . S e a c u r v a f o r 
f y m m e t r i c a d e a m b a s a s p a r t e s d o e i x o A B , a f o r ç a p e r -
p e n d i c u l a r a o m e f m o e i x o f e r á d e f t r u i d a , e f o m e n t e r e -

/
dy! 

• j - ^ - , q u e f e r á o d o b r o d a q u o 

f e e x e r c i t a em h u m a d a s p a r t e s A H . 
3 7 } P a r a d e t e r m i n a r po i s a d i r e c ç a õ , e o v a l o r de t o -

d a a f o r ç a q u e r e f u l t a d a a c ç a õ , o u r e a c ç ã o d o f l u i d o fo-
b - e t o d a s i s p a r t e s da f e c ç a õ p r o p o f t a , t o m a r e m o s a f o -
ma dos m o m e n t o s das f o r ç a s M F em o r d e m ao e i x o A P, 
e d i v i d i n d o - a p e l a f o m a d a s f o r ç a s , t e r e m o s a d i f t a n c i a 
G E d i f i a r e l u l t a n t e a o e i x o . D o m e f m o m o d o , t o m a n -
d o a f o m a dos m o m e n t o s das f o r ç a s O A í e m o r d e m a o 
p o n t o A , e d i v i d i n d o - a p e l a f o m a d a s m e f m a s f o r ç a s , t e -
r e m o s a d i f t a n c i a A E d a f u a r e f u l t a n t e a o d i t o p o n t o . Se -
r á p o i s 

. „ d s 1 „ _ a s 2 

AE ~ , ê GE — . 

r j ày- r i dy2 

D e p o i s q u e a f l t m f o r d e t e r m i n a d o o p o n t o G , t o m a r e m ® 
dy- dy1 

G l — f d x . -—f , e G t = f d y . e a c a b a n d o o 
ds2 ds1 

r e í f a r g u l o , a d i agona l G T d a r á o v a l o r , e a d i r e c ç a õ da 
r e f i f t e n c i a t o t a l q u e p a d e c e a f e c ç a õ H MK. 

_ 3 7 4 EXEMPLO. S e n d o a f e c ç a õ do f o l i d o p r o p o f t o h u m 
c i r c i l o , c . i j o d i â m e t r o A B — z a ( F i g . i f j . * ) , p e r ç u n -
t a - f e q u a l d e v e f e r a r e f i f t e n c i a t o t a l d o í l u ido p a r a l e l a -
m e n t e 3 A B ? 

N e f t e e a f o , y y — a a * —> xx , ds* zs yi g 

ÍAV ày* í f J y*dy \ 
J d l ^ - J \ â y ~ ~ A m a n d o 

e f t e i n t e g r a l de A a t c H, t e r e m o s - a , c u j o d o b r o — s 

? 3. 
ç x p r i -
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e x p r i m e a r e í i f t e n c i a q u e e x p e r i m e n t a o f e m i c i r c u t o H Â & 
na d i r e c ç a õ do e i x o A J3 ; e a r e í i l t enc i a t o t a l fe r e d u z a 
e í ta fó , p o r q u e a o u t r a he n e n h u m a . A c h a r e m o s p o i s a f n -
p e r f i c i e , q u e f e n d o e x p o í t a a o i m p u l f o d i r e i t o d o l l u i d o 
e x p e r i m e n t a r i a a m e f m a r e f i f t e n c i a q u e a f u p e r f i c i e c o n v e -
x a d e h u m c y l i n d r o , t o m a n d o o s d o u s t e r ç o s d a f u a f e c -

4 
ç a õ r e i l a n g u l a r q u e paf la p e l o e i x o . E p o r q u e — a e x p r i -

me a r e f i f t e n c i a , q u e o f lu ido o p p o e m ao f e m i c i r c u t o í / A K , 

e z a a q u e o d i â m e t r o H K p a d e c e r i a da p a r t e do m e f -

m o f l u i d o , c o n c l u i r e m o s q u e a p r i m e i r a n a õ h e m a i s q u e 

d o u s t e r ç o s d a f e g u n d a . 
_ 375 C o n f i d e r e m o s a g o r a a r e f i f t e n c i a , q u e d e v e e x p e -

r i m e n t a r h u m f o l i d o d e r e v o i u ç a õ , m o v i d o pe i a d i r e c ç a õ d o 
f e u e i x o ( F i g . 154 . ) . S e j a M m h u m e l e m e n t o r ia c u r v a , 
o q u a l p e l a r e v o l u ç a õ d e f e r e v e h u m a p y r a m i d e c ó n i c a 
t r u n c a d a , d a q u a l i e t o m a r á a p a r t e c o m p r e h t n d i d a e n t r e 
d o u s a p o t h e m a s i n f i n i t a m e n t e v e í i n h o s . E f t a p a r t e , q u e 
c h a m a r e m o s 63 , f e n d o p l a n a , e x p e r i m e n t a r á l i u m a r e í i -

ày* dy 
í t e n c i a zz tú . , p o r q u e -— he o f e n o da i n c i d ê n c i a . 

ds* ds 
C o m o e f t a r e í i f t e n c i a f e e x e r c i t a p e r p e n d i c u l a r m e n t e r.o 

e l e m e n t o 03, r e f o l v e r - f e - h a e m o u t r a s d u a s , h u m a p a r a l -
l e l a , e a o u t r a p e r p e n d i c u l a r ao e i x o . A p r i m e i r a t e r á p o r 

d y d y2 

Valor W . •— - e p o r q u e o a n g u l o de i n c i d ê n c i a 
ds d s2 

h e o m e f m o e m t o d o s o s e l e m e n t o s 6 > , e a f o m a d e i t e s 

« l e m e n t o s , o u a f u p e r f i c i e d a p y r a m i d e c ó n i c a t r u n c a d a 

, 2 c y dyi 
h e z c y d s , t e r e m o s p o r e x p r e f f a õ d a r e f i f t e n -

d s-
c i a o p p o f t a a e f t a f u p e r f i c i e ; e c o n f e g u i n t e m e n t e , f e r á 

C y d y 1 

2 c J - 3 r e f i f t e n c i a , q u e d e v e e x p e r i m e n t a r o f o l i -

d o i n t e i r o n a d i r e c ç a õ d o e i x o . 

. EXEMPLO. Se O f o l i d o f o r h u m a e s f e r a , c u j o v e r t i c e f e -
ja A (Fig. 1 j j . * ), te remos yy zzzax — x x , d s 2 zz 
d x 2 + & - y * y l — y d y — . O i n -

a2 ' d s* ' a a 
tegral 
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t e g r a l he — — ; q u e t o m a n d o y zz a fe r e d u í a 
2 4 a 2 

— a2 . L o g o a r e f i f t e n c i a da e s f e r a i n t e i r a f e r á 2 c . — cr 
4 4 

— . Donde fe moftra , que a esfera experimenta ame-
2 

tade da refiftencia, que experimentaria bum dos feus círculos 
máximos. 

P a r a c o n h e c e r a c u r v a t u r a , q u e d e v e t o m a r n o 
e q u i l í b r i o h u m a c o r d a , o u h u m a v e l a p r e z a a d o u s p o n t o s 
f i x o s , e e f t e n l i d a p e l a f o r ç a d o v e n t o ( F i g . 1 5 5 . ) , n o t a r e -
m o s i ° q u e a a c ç a õ d e f t e i l u i d o f o b r e o e l e m e n t o M m he 
p r o p o r c i o n a l a o m e f m o e l e m e n t o , e a o q u a d r a d o d o f e n o d e 
i n c i d ê n c i a . 2 0 , q u e f e n d o a d i r e c ç a õ d o v e n t o p a r a l l e l a á s 
o r d e n a d a s P M , e f t a a c ç a õ d e v e f e r r e p r e f e n t a d a p o r 

d x2 

a M m . fen P Mm? zz a ds . - . 
J d s2 

I f t o p o f t o , a e q u a ç a õ g e r a l d e h u m a c o r d a a t a d a a d o u s 
p o n t o s f i x o s , e f o l l i c i t a d a p o r d u a s q u a i f q u e r p o t e n c i a s X , 
e Y h e ( n . 181 . ) 

/ ( Y d x + X dy )r N Ydy — Xdx 

T? ) * Ts = ° 
Y dx +X dy 

O r a r e p r e f e n t a a f o r ç a n o r m a l , q u e r e -
fw d s 
f u i t a d e t o d a s a s p o t e n c i a s , e q u e n o c a f o p r e f e n t e h e — 
adsdx2 Y d y — X d x 

Ts2—' C Tx r e P r e l , e n t a 3 f ° r Ç a t a n g e n -

c i a l , q u e n e f t e c a f o h e n u l l a . L o g o a e q u a ç a õ d a c u r v a 

s ar dx2 >. 
p r o c u r a d a he d ^ — ) — 0 > c u i ° i n t e g r a l fe a c h a 

— - — — a i . E f u b f t i t u i n d o o v a l o r d o r a i o o f c u l a d o r 
ds2 

d x 
d ( T F ) . . 

- r V J Z ? > t c r e m o s = T c r e g r a n d o , 

\ d s ) TF 

dy \ds~J dy 

/ 
bds 

C — y ^ > e q u a ç a õ q u e h e p r e c i f a m e n t e a d e h u m a 




