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c o r d a e f t e n d i d a p e l o f e u p r o p r i o p e z o . A í i i m c o n c l u i r e -
m o s , q u e a c u r v a t u r a , q u e o v e n t o f a z t o m a r a l u i r o a c o r -
d a , o u a h u m a v e l a , h e a m e f m a q u e e l l a t o m a r i a e m v i r -
t u d e da f u a g r a v i d a d e , c o m a d i f f e r e n ç a f o m e n t e q u e o 
e i x o e m l u g a r d e f e r v e r t i c a l e f t a r á l i t u a d o f e g u n d o a d i -
r e c ç a õ d a c o r r e n t e d o f l u i d o . 

E f t a s p r i m e i r a s n o ç õ e s f o b r e a r e f i f t e n c i a d o s f l u i d o s 
e r a õ n e c e f l a r i a s p a r a f a c i l i t a r a m e d i d a d o s e f f e i t o s , q u e 
r e f u l t a õ n o m o v i m e n t o d o s c o r p o s . M a s p a r a a f a c i l i t a r 
a i n d a m a i s , c o n f i d e r a õ - f e o s c o r p o s í i m p l e f m e n t e c o m o p o n -
t o s , e a r e f i f t e n c i a do m e i o c o m o h u m a f o r ç a t a n g e n c i a l , 
f e m p r e o p p o f t a á d i r e c ç a õ d o m o v i m e n t o . 

3 7 7 C o m o t o d o s o o f l u i d o s c o n h e c i d o s r e f i f t e m a o s m o -
v e i s na r a f a õ do q u a d r a d o da f u a v e l o c i d a d e u , f e j a b a 
v e l o c i d a d e c o m a q u a l e l i e s e x p e r i m e n t a r i a õ h u m a r e í i f -

® a 1 

t e n c i a i g u a l á f o r ç a da g r a v i d a d e g - , e t e r e m o s —— p o r 

e x p r e f f a õ g e r a l , e m e d i d a s b l b l u t a da r e f i f t e n c i a . A q u a n -
t i d a d e b d e p e n d e r á e v i d e n t e m e n t e d a d e n f i d a d e d o f l u i d o ; 
e p o r i lfo n a õ f e r á c o n f i a n t e , f e n a õ no c a f o de o f e r t a m -
b é m a d e n f i d a d e d o m e i o r e f i f t e n t e . 

A d e n f i d a d e do a r , p o r e x e m p l o , d i m i n u e f e n f i v e l m e n -
t e á m e d i d a q u e n o s e l e v a m o s n a a t m o s f e r a , f u b i n d o á s 
m a i s a l t a s c o r d i l h e i r a s . A d a a g u a d i m i n u e d a m e f m a m a -
n e i r a , á p r o p o r ç a õ q u e fe c h e g a p a r a a f u a f u p e r f i c i e ; por -
q u e n i n g u é m i g n o r a , q u a n t o f a õ d e n f a s a s a g u a s d o m a r 
e m g r a n d e s p r o f u n d i d a d e s . D e v e p o i s e n t a õ f e r v a r i a v e l a 

q u a n t i d a d e l , e o c ò e f f i c i e n t e — q u e f e c h a m a expoente 

da reftjlencia deve a Cada inf tante depender da poiiçaõ 
aílual do movei . 

3 7 8 S e p o r m a i o r g e n e r a l i d a d e f e f u p p o e m a r e f i f t e n -
c i a d o m e i o p r o p o r c i o n a l á p o t e n c i a m d a v e l o c i d a d e » , 

g 11 m 

« u , q u e v e m a f e r o m e f m o , i g u a l á e x p r e l f a õ » 

n a õ h e 

p o r q u e f e a c h e m n a n a t u r e z a e x e m p l o s d e f t a v a -
r i e d a d e . O ú n i c o c a f o , q u e e l l a p a r e c e o f f e r e c e r n o s h e 
o de r a = 1 ; o s o u t r o s n a õ f a õ m a i s do q u e h y p o t h e f e s 
p u r a m e n t e M a t h e m a t i c a s , d a s q u a i s f e f a z m e n ç a õ e i n 
o r d e m á s c o n f e q u e n c i a s n o t á v e i s , q u e d e l i a s r e f u l t a õ a l -
g u m a s v e z e s , 3 7 P S e j a 
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3 7 9 S e j a po i s h u m c o r p o m o v i d o p o r h u m a l i n h a r e * 
d a e m v i r t u d e d e h u m a i m p u l f a õ p r i m i t i v a . E f t á c l a r o , 
q u e a r e í i f t e n c i a d o m e i o p ô d e í im a l t e r a r - l h e a v e l o c i d a -
de , m a s naõ a d i r e c ç a õ . S e j a * o e f p a ç o c o r r i d o no t e m -
p o t , d e f d e o p r i n c i p i o d o m o v i m e n t o , e f u p p o n d o a r e -
í i f t e n c i a d o m e i o p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d a v e l o c i d a d e 

u , teremos —— por expreífaÔ da força re tarda t r iz . Logo , 

f e n d o u n i f o r m e a d e n f i d a d e do f lu ido , t e r e m o s du — —# 
gu- d t , , . du g dt du 
— — — , d o d e f e t i r a = ; — — , e — •—• = 5 

bb uu bb « 
gu dt gdx 

bb ~ bb ' ' 
g t i 

Os i n t e g r a i s d e f t a s d u a s e q u a ç õ e s f a õ ZZ ~ fy C t 

r x 
e / u — C' — ' S e j a V a v e l o c i d a d e i n i c i a l •, e n t a õ 

b b 

1 - o, * = o , e V - l V y C - - -i ; l o g o =: 

i r V n x i 
— , e / — — r ~ ' T e r e m o s p o i s n o f i m d e q u a l -

u V u bb 
bb 

q u e r t e m p o t a v e l o c i d a d e u JJ- » e o e i p a ç o 

b b , 
cor r ido x zz — / ( i + - ) . 

g V bb s 
Do m e f m o m o d o , t e n d o o m o v e i c o r r i d o o e f p a ç o x f 

o x ' b b 
a c h a r e m o s a f u a v e l o c i d a d e u zz, Ve ' , e o t e n i -

b b / g x : b b N . . . 
p o t z z — ( e — i ) . Será pois in te i ramente 

í V v / 

d e t e r m i n a d o o m o v i m e n t o do c o r p o ; e b e m fe vê , q u e a 
p e z a r d á r e í i f t e n c i a d o m e i o , c o n t i n u a r á a m o y e r - f e f e m 
j a m a i s p a r a r . 

í iím 

3 8 0 S u p p o n h a m o s em g e r a l a r e í i f t e n c i a = > e 4 

d e n í i d a d e c o n f t a n t e . S e r á duzz — —— d t : e f u b f t i t u -
bm indo 
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i n d o em l u g a r de dt , a c h a r e m o s q u e da ~ —> 
tr K 

5 « 
y j ; — d x . S e r a Õ p o i s a s e q u a ç o e n s d o m o v i m e n t o 

— m g d t i — m £ á * 
» > e u á n - - — , c u j o s 

i n t e g r a i s t o m a d o s de m a n e i r a q u e * e f f e d e f v a n e ç a õ , 
i —a» i — m 

K - 7.' £ t 
q u a n d o u ~ V , f e r a Õ x —w — — , e 

2 — m 2 — m 
K _ 

2 — Wi i a , ' 

P o r e f t a s e q u a ç õ e s p ô d e d e t e r m i i w r - f e o e f p a ç o c o r r i -
d o , e a v e l o c i d a d e d o m o v e i , n o f i m d e q u a l q u e r t e m p o 

2 — m 2 — n 
_ F - « 

í . Se «i f o r m e n o r q u e 2 , a e q u a ç a õ ^ _ r ; , ' 

a jç 

~ — • m o f t r a q u e a v e l o c i d a d e u f e r á n e n h u m a , o u q u e 

o m o v i m e n t o c e i f a r á , a f f i m q u e o m o v e i t i v e r c o r r i d o h u m l) m y 2 — m 
e f p a ç o x — — ; m a s fe m f o r i g u a l , ou maior . 

g 2 — w 
q u e 2 , e f t e e f p a ç o f e r á infini to- , e aíTim d e v e r á o m o v i m e n -
t o d u r a r p e r p e t u a m e n t e , 

381 B u f q u e i n o s a g o r a q u a l d e v e f e r o m o v i m e n t o d e 
h u m c o r p o g r a v e , q u e d e f c e d e f d e o d e f c a n ç o e m l i n h a , 
r e í t a p o r h u m m e i o u n i f o r m e m e n t e d e n f o , q u e r e l i f t e n a 
xafaÕ d i r e i t a d o q u a d r a d o d a v e l o c i d a d e . 

T e n d o e n t a õ p o r f o r ç a a c c e l e r a t r i z d o c o r p o a g r a v i -
g 

d a d e g , e p o r f o r ç a r e t a r d a t r i z a q u a n t i d a d e —^j- , f e r á du 

^ i. v.2 \ . d x 
~ [ S — ^ j - J d t , q u e p e l a f u b f t i t u i ç a o d e . e m l u g a r 

de d t , d a r á « d 11 — ( g— Ã ^ - ^ d x • d o n d e fe t i r a f a -
\ b. 1/ ' 

, bbdu b-udu 
. c i l m e n r e e gdx— . I n t e -

g r a n d o 
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g r a n d o e f t a s d u a s e q u a ç õ e s d e m a n e i r a q u e u , x e t C e 
b b -+- u 

d e f v a n e ç a õ a o m e f m o t e m p o , t e r e m o s g t — ~ / - , 

b2 
e 2 g x — l>2 l — . A í E m a c h a r e m o s q u e a h u m e f p a -u o —a u 

— 2g X 

ç o x c o m p e t e h u m a v e l o c i d a d e u — I V ( i - e b b ) * 

g X 2 g x _ 

e h u m t e m p o ( = - + / ( e b b _ , ) > . 
& 

T a i s f a õ a s f o r m u l a s , d e q u e d e v e m o s f e r v i r n o s p a r a 
d e t e r m i n a r o m o v i m e n t o d o s c o r p o s g r a v e s , q u a n d o q u i -
z e r m o s a t t e n d e r á r e f i f t e n c i a d o a r . 

3 8 2 S e o g r a v e f o r l a n ç a d o d e b a i x o p a r a c i m a c o m 
h u m a v e l o c i d a d e V , e n t a õ c o n c o r r e a g r a v i d a d e c o m a 
r e í i í l e n c i a d o f l u i d o a r e t a r d a r o m o v i m e n t o . S e r á p o i s 

— b-udu 
e f e p a r a n d o , a c h a r e m o s g dx — gd t ^ 

b b-i-uu 
- b2 d u . , b2 + V* 

— , q u e í n t e g r a n d o - í e d a r a Õ 2 g x — b21 — » 
b 0 ItU V2 + «2 

g í K » ? í 
e —- — Are tãtig —• —• Are Mng — , ou =7. =3 

b v o b 
by-bu 
— — . E f t a s e q u a ç õ e s d a õ n o f i m d o e f p a ç o x a v e ! o -

bò -t»K 
— í f * 

c i d a d e nzzV ( tf b b {bb +VV)-*bb ) , O 
b V 

o t e m p o f — — A r e w s g — 

~2gX 

~ - Are tang Vi e b b ( Z? ) ^ 
2 \ bb J 

? 8 } S u p p o n d o u r r o , o g r a v e a c a b a r á d e f u b i r , e a 
a l t u r a a q u e t e r á c h e g a d o f e r á n e f t e c a f o r e p r e f e n t a d a p o r 

bb 
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V O / y Y \ 
— I ( I -+• — ) . P o r e x e m p l o : fe a v e l o c i d a d e de p r o -
2 g \ b b / 
j ecçaÕ V f o r i g u a l a b , a a l t u r a a q u e ha de c h e g a r o 
g r a v e f e r á p a r a a a l t u r a a q u e c h e g a r i a no v á c u o , c o m o o 
l o g a r i t h m o de 2 p a r a a u n i d a d e , ou p r o x i m a m e n t e c o m o 
61 para 88 • , e o t e m p o q u e g a i t a r á p a r a c h e g a r a e f t a a l -
t u r a f e r á p a r a o q u e g a i t a r i a n o v á c u o c o m o 3 , 141 & c 
p a r a 4 . 

ApplicaçaÕ da theorica precedente â ex-
periência. 

3 8 4 T 7 * M c o n f e q u e n c i a d a t h e o r i c a , q u e a c i m a h a -

v e m o s e x p o f t o ( n . 3 6 8 . ) , p a r e c e q u e d e v e -
r i a c o n c l u i r - f e , q u e a r e f i f t e n c i a d e h u m f l u i d o a h u m a 
l u p e r f i c i e p l a n a A , q u e l h e h e p r e f e n t a d a d i r e i t a m e n t e , 

t e m p o r m e d i d a a b f o l u t a , f e n d o M a ma í fa âo 
M 

m o v e i , 'u a v e l o c i d a d e , e D a d c n í i d a d e do fluido. M a s 
e f t e r e f u l t a d o n a õ h e c o n f o r m e á v e r d a d e , f e n a õ e m 
q u a n t o m o f t r a , q u e a r e f i f t e n c i a h e p r o p o r c i o n a l a o q u a -
d r a d o d a v e l o c i d a d e . P a r a t e r o v a l o r a b f o l u t o d e l i a , f e -
r i a n e c e í f a r i o c o n h e c e r a n a t u r e z a d o s f l u i d o s m u i t o m e l h o r 
d o q u e a t é a g o r a f e c o n h e c e . 

3 8 5 N e w t o n , t o m a n d o a e x p e r i e n c i a p o r g u i a n e f t a i n -
d a g a ç a õ , e o n c l u i o d o s f e u s d i v e r f o s r e f u l t a d o s , q u e o s f l u i -
d o s r e í i f t e m f o m e n t e a a m e t a d e d o q u e i n d i c a a f o r m u l a 
p r e c e d e n t e . S e a d e m o n í t r a ç a õ , q u e e l l e d á ( Prhuip. M&-
*b. Lib. I I . Sett. V I I . ) , n a ô p a r e c e b a f t a n t e m e n t e d i r e i t a , 
a o m e n o s n a õ p ô d e n e g a r - f e a c o n f o r m i d a d e d a c o n c l u f a õ 
c o m a s f u a s e x p e r i e n c i a s . P o r e í fa r a f a õ j u l g a m o s , q u e d e -
v e m o s e n c o f t a r n o s á f u a d e t e r m i n a ç a õ , e m q u a n t o a P h j f i c a 
n a õ d e r m a i o r e s l u z e s f o b r e e f t a m a t é r i a * H e v e r d a d e , 
q u e p o r n o v a s e x p e r i e n c i a s f e i t a s c o m m u i t o c u i d a d o p a -
r e c e , q u e a r e f i f t e n c i a d o s f lu idos n a õ f e g u e e x a c t a m e n t e a 
r a f a õ d a f u a d e n l i d a d e , n e m a d a s f u p e r f i c i e s q u e e n c o n -
t r a õ . M a s i í f o n a õ f a z , q u e a m e d i d a da r e f i f t e n c i a , t a l 
c o m o N e w t o n a d e t e r m i n o u , d e i x e d e f e v e r i f i c a r d e h u m 
m o d o m u i t o f u f f i c i e n t e , n a s a p p l i c a ç õ e s q u e h a v e m o s d e 

E f t a s 
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E í h s a p p l i c a ç õ e s f a õ t o d a s r e l a t i v a s á c a h i d a d o s c o r -
p o s g r a v e s e c o m o as e x p e r i e n c i a s , q u e h a v e m o s de r e -
f e r i r , fo r . iõ f e i t a s c o m c o r p o s e s f e r i c o s , f e r á c o n v e n i e n t e 
q u e p r i m e i r o c a l c u l e m o s a r e f i f t e n c i a q u e d e v e . e x p e r i m e n -
tar q u a l q u e r g l o b o e m h u m f l u i d o . 

I?i6 S e j a p o i s o d i â m e t r o d o g l o b o zz a , e a f u a d e n -

f t d a d e D'; f e r á o v o l u m e d e l l e — — a' c , a f u a maíTa 
o 

— — a* c . D ' , ca f u p e r f i c i e de h u m c i r c u l o m á x i m o 
6 

zz — o.2 c\ e c o n f e g u i n t e m e n t e a f u p e r f i c i e p l a n a A q u e 
4 

e x p e r i m e n t a r i a h u m a r e í i f t e n c i a i g u a l á d o g l o b o f e r á Z Z 

~ a z c ( n. 3 7 0 . ) . S u b f t i t u i n d o e f t s s v a l o r e s na f o r m u l a 
o 

1 7 * ' C . D . U * JJ U 2 

da r e f i f t e n c i a , t e r e m o s — * , ou ,•—* 
2 l a 1 cD> 8 li a 

C o m o t í n h a m o s r e p r e f e n t a d o o v a l o r d e f t a f o r m u l a p o r 
Z u2 g 5 t D 
- , p o d e m o s c o n c l u i r q u e — ~ — — i d o n d e fe 
bb ' 1 H b b 8 a D1 ' 
. bb 8 D' „ 

t i r a — zz — a • — • Se rá po i s n e c e í i a r i o c o n h e c e r a ra-
, & 3 l> V 

f a õ q u e t e m a d e n f i d a d e do g l o b o c o m a do f lu ido , o q u e 
n a õ f e r á d i f f i c u l t o f o , c o m p a r a n d o o p e z o d o p r i m e i r o c o m 
o d e h u m v o l u m e igua l d o f e g u n d o . 

3 8 7 A l é m d i í f o , naÕ d e v e e n t e n d e r - f e a q u i p o r g a 
f o r ç a d a g r a v i d a d e , o u a v e l o c i d a d e 3 0 , 1 9 6 q u e e l l a c o m -
m u n i c a a o s c o r p o s g r a v e s e m h u m f e g u n d o . P o r q u e p e r -
d e u l o t o d o o c o r p o m e r g u l h a d o e m h u m f l u i d o h u m a p a r -
t e d o f e u p e z o , i g u a l a o p e z o d o v o l u m e d o f l u i d o , c u j o 

D l u g a r o c c u p a , e f e n d o e f t a p a r t e zz — , e f t á c l a r o qUff 

n e f t e c a f o d e v e t o m a r - f e g zz ^ 1 —. —^ 30,196. 

3 8 8 T e m o s a c h a d o a c i m a , q u e c a h i n d o h u m c o r p o 
d e ú i a o d e f c a n ç o p o r h u m m e i o u n i f o r m e m e n t e r e f í f t e n -

t é . 



D E M E C H A N I C A Í \T 

t e , d e v e c o r r e r o e f p a ç o # n o t e m p o 

b í l + K f f - f • bb ) \ T —p-

^ i — i —e 

— 2 g * - 2 £ * 
Í + V C i - Í ^ ) . , . — T ^ — > 

2 ^ x • , d o n d e v e m /Qi^-e b b ) ss 

i - V C Ê T ) 

2 f( 2 g í 

e p + 1 ( f i + i ) 1 

I L L I L L 

Í - J T " - í - í — - e
 b t , z z e h 4 - 1 

t n t I _ Li 
( e b + 1 ) * ** b 

1 Í " L i 
e b + e . b 

; t / ç± 

— ; l o g o — / ^ ¥ y . 

E f t e h e o v a l o r d o e f p a ç o c o r r i d o n o f i m d o t e m p o t. 
3 8 9 C o m o n o s d i f f è r e n t e s c a í o s , q u e h a v e m o s d e e x a -

m i n a r , h e f e m p r e o t e m p o d e a l g u n s í e g u n d o s , a q u a n t i - ' 

oade e
r
 h d e v e f c r h u m n u m e r o a f l az c o n f i d e r a v e l ; e p o r 

i . i » , Xím r e c e i o d e e r r o a l g u m a t t e n d i v c l , p o d e m o s d e f -
~ t * gt 

•• II— 1 1 1 | 

P ^ z a r o t e r m o e * . A f l i m t e r e m o s x - ~ L ~ e b 

11 f> 2 

- í t f l ' , \ b b ~ l* ) =zl> t-, ' °>691 »47»- E f l e r e f u í -

' } j 0
n ? j 0 Í l r 3 ] á > 1 U e 0 m o v i m e n t o v i r á a f e r u n i f o r m e 

e m p a l i a n d o a | g U D S f e g u n d o s . 
• , q u a n t i d a d e b h e a m a i o r v e l o c i d a d e , q u e o g r a v e 

* z «a c a h i d a , c o m o fe c o l l i g e e v i d e n t e m e n t e 

< 1 da 
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da e q u a ç a õ u ~ b ) • E a i n d a q u e 

e m r i g o r n a õ po í l a a d q u i r i l l a , f e n a õ e m h u m t e m p o inf in i -
t o , c o m t u d o h e ta l a c o n v e r g ê n c i a c o m q u e f e c h e g a p a r a 
e l l a , q u e pa l i ados a lguns f e g u n d o s f s r á a d i t f e r e n ç a a b f o -
l u t a m e n t e i n f e n l i v e l . I f t o p o f t o , e i f a q u i a l g u m a s e x p e r i e n -
c i a s f e i t a s p o r N e w t o n , e r e f e r i d a s n a S e c ç a õ V I I . P r o p . 
X L d o s f e u s P r i n c í p i o s . 

3 9 0 EXPER. I . H u m g l o b o , q u e n o a r p e z a v a 156 - I 
4 

g r ã o s ( l i b r a R o m a n a ) , e na a g u a 77 , c a h i o em 4 
f e g u n d o s d e t e m p o d e h u m a a l t u r a d e 112 p o l t e g a d a s 
d e L o n d r e s , e m h u m v a f o c h e i o d e agua d a c h u v a . 

C o m e c e m o s p e l a r e d u c ç a õ d e f t a s m e d i d a s á s d e P a r i s . 

O pé de L o n d r e s h e p a r a o de P a r i s , c o m o 8 1 1 p a r a 8 6 4 ; 

e a í f i m a a l t u r a , de q u e o g l o b o c a h i o , e r a de 1 0 5 , 1 3 p o l -

l e g a d a s d o p é d e P a r i s . A l i b ra R o m a n a c o n t é m 6 6 3 3 g r ã o s 

d a l i b r a d e P a r i s ; e p o r c o n f e g u i n t e a o n ç a d a l i b r a R o m a -

n a , q u e h e a d u o d é c i m a p a r t e d e l i a , c o n t é m 553 — d o s 

noí fos g r ã o s , e o gra& da l i b ra R o m a n a , q u e he a 480™* 
p a r t e d a o n ç a , v a l e o m e f m o q u e 1 , 1 5 2 4 3 ' d o s n o í f o s . 

F e i t a t o d a a r e d u c ç a S , a c h a r e m o s p o i s q u e o p e z o do 
g l o b o no a r e r a de 1 8 0 , 0 7 g rãos , e na a g u a de 8 8 , 7 4 . A 
d i f i e r c n ç a d e f t e s d o u s p e z o s , o u 9 1 , 3 3 g r ã o s , e x p r i m e o 
p e z o d e h u m v o l u m e d e a g u a i g u a l a o d o g l o b o ; e c o m o 
a d e n f i d a d e d o a r h e a 8 5 o m a p a r t e d a d e n f i d a d e d a a g u a , 
c o n c l u i r e m o s q u e h u m v o l u m e í e m e l h a n t e d e a r t e m d e 

p e z o ~ ' ' , o u 0 , 1 1 g r ã o s . L o g o o p e z o d o g l o b o n o 
8 5 0 

v á c u o f e r á d e 1 8 0 , 1 8 g r ã o s , e o d e h u m v o l u m e igua l d e 

391 A g o r a p o d e r e m o s d e t e r m i n a r o d i â m e t r o d o g lobo 
d e h u m a m a n e i r a m u i t o m a i s e x s f t a , d o q u e f e p o d i a con-
f e g u i r p e l o m e t h o d o d i r e i t o . P o r q u e , f e n d o o d i â m e t r o 

a v a l i a d o e m p é s , f e r á a f o l i d e z d o g l o b o c p é s c u b i -

c o s : o r a h u m v o l u m e i g u a l d e a g u a p e z a 9 1 , 4 4 g r ã o s , e 

D' 1 8 0 1 8 
agua 9 1 , 4 4 g r ã o s : l o g o — — 

V 9 1 4 4 

f a b s -
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f a b e m o s p o r o u t r a p a r t e q u e h u m p é c u b i c o d e a g u a d a 
c h u v a p e z a 7 0 l i b r a s , o u 7 0 . 9 2 1 6 g r ã o s ; l o g o t e r e m o s 

4 a 1 c . 7 0 . 9 2 1 6 =: 9 1 , 4 4 , ou c . 1 3 4 4 zz i , U J 5 D O N -
o 

d e f e t i r a « > = : 1 ' • , q u e p o f t o e m c a l c u l o p o r l o -
c . 1 3 4 4 

garithmos dará 

c c L . 9 , 5 0 2 8 5 0 1 

1 3 4 4 C L . 6 , 8 7 1 6 0 0 7 

1 , 1 4 3 - 1 . 0 , 0 5 8 0 4 6 2 

/ . <z! t 6 , 4 3 2 4 9 7 0 
, _ - - . 8 , 8 1 0 8 3 2 3 . 

A f l i m a c h a r e m o s o v a l o r d e a , q u e h e d e 0 , 0 6 4 6 9 p é s , 

bb 8 D1 6 0 0 6 
R e f t a c a l c u l a r o v a l o r de z : a « 

g 3 D
 " 4 3 

1 1 4 3 C L . 6 , 9 4 1 9 5 3 8 
/ I . . . . . . . . . . L . 8 , 8 X 0 8 3 2 3 

6 0 0 6 L . 3 , 7 7 8 f 3 

' — - - - - - ^ 5 3 1 3 7 1 4 . 
£ 

• £ v 8 8 7 4 

P o t e r n t e m o s g = Q 1 - —J 10,196 - . 30, ip<5 5 

l o g o 1 8 0 1 8 < - - C L . ç , 7 4 4 2 9 3 4 
8 8 7 4 - L . 3 , 9 4 8 1 1 9 4 

30, 196 - - - - - L . 1, 4799494 

Lg X, 172362A. 

A c h a d o o l o g a í i t h m o d e g , c o m o j á t e m o s c a l c u l a d o 
- bb 

0 de — ,a f o m a de a m b o s nos d a r á / £ a — o", 7 0 3 7 3 3 5 , 

e c o n f e g u i n t e m e n t e / i r o , 3 5 1 8 6 6 8 . I f t o p o f t o , c o m o o 

e f p a ç o c o r r i d o * s b t — . o, 6 9 3 1 4 7 2 , e c o m o n e f t e 
~ ~ Z 

Ç ^ z c a f o 
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c a f o t — 4 ' ' , a c o n t i n u a ç ã o do c a l c u l o d a r á 
bb 

L b - - - o , 3 5 1 8 6 6 8 

X f - - - o, 6 0 2 0 6 0 0 

o , 9 5 3 9 2 6 8 

£ T «,3 5313714 

*' k 
L 0 , 6 9 &c - 9 , 84082 54 

9 , 3 7 2 1 9 6 8 . 

O p r i m e i r o d e i t e s l o g a r i t h m o s c o r r e f p o n d e a 8 , 9 9 3 5 pés^ 
e o f e g u n d o a 0 , 2 3 5 6 . L o g o o e f p a ç o c o r r i d o p e l o g l o b o 
e m 4 " f e r á d e 8 , 7 5 7 9 pés , q u e r e d u z i d o s a p o l l e g a d a » 
d a õ 105 , 0 9 4 8 . P o r e m c o r r e u 105, 13 c o n f o r m e a e x p e r i e n -
c i a d e N e w t o n ; l o g o a t h e o r i c a c o n c o r d a p e r f e i t a m e n -
te c o i n a e x p e r i ê n c i a . 

3 9 a EXPER. I I . H u m g l o b o , q u e p e z a v a n o a r 7 6 

g r á o s ( l i b r a R o m a n a ) , e n a a g u a 5 : ~ g r ã o s , c a h i o e m 

3 5 ' ' 3 a m e f m a a l t u r a d e 112 p o l l e g a d a s d e L o n d r e s . 
M u l t i p l i c a n d o o s p e z o s p o r 1 , 1 5 2 4 3 , t e r e m o s 8 7 , 9 7 

g rãos d e P a r i s p o r p e z o d o g l o b o n o a r , e 5 g r ã o s 

na a g u a . A d i f f e r e n ç a , ou o p e z o de h u m v o l u m e i g u a l 
d e a g u a h e 8 2 , 1 4 , d o q u a l a 850™a p a r t e , o u o , 0 9 h e 
o p e z o d e h u m v o l u m e igua l d e a r . L o g o o p e z o d o g l o -
b o n o v á c u o h e d e 8 8 , 0 6 g r ã o s , e o d e h u m v o l u m e i g u a l 

D' 8 8 0 6 
d e a g u a 8 2 , 2 3 '•> e c o n f e g u i n t e m e n t e — ! = — . M a s 

a5 c. 7 0 . 92x6 8 2 , 2 3 , o u a > c . 3 5 8 4 — 2 , 7 4 1 j, 

l o g o a > ; d o n d e t e r e m o s 
c.3 584 

C - C L . 9 , 5 0 2 8 5 0 1 

3 5 8 4 •- <•»• CL . 6, 4 4 5 6 3 2 0 

741 .- - - L • 0,4379090 

L A I ^ 4863911 

l A 8 , 7 ^ 5 4 6 3 7 . 

PaíTí£f 
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bb 8 D' ' . 
P a l i a n d o a g o r a a c a l c u l a r a f o r m u l a — — — a . •—• — 

* - g 3 D 

7 0 4 4 8 
— - - — d . t e r e m o s 

34669 ' 

24669--' CL. 5, 607848? 
7 0 4 4 8 L . 4 , 8 4 7 8 6 8 7 

« - L . 8 , 7 9 5 4 6 3 7 

bb 
£ , 9, 2 5 1 1 8 0 9 . 

£ 
• D

 \ 
C a l c u l a n d o t a m b é m a f o r m u l a g — ( 1 p j ) j o , 1 9 6 

2 8 — • ? o , 196 , t e r e m o s 

8 8 0 6 C L . 5 , 0 5 5 2 2 1 j 
583 - - - - L\ 2, 7 6 5 6 6 8 6 
30, .196 £ . 1 ,4799494 

L g 0 , 3 0 0 8 3 9 3 . 

Ib 
A f o m a d o s I o g a r i t h m o s de — e de g d a r á po i s l bz s 

S 
9 , 5 5 2 0 2 0 2 , e c o n f e g u i n t e m e n t e lb — 9, 7 7 6 0 1 0 1 . O r a 

bb 
o e f p a ç o c o r r i d o x —b t— — . 0 , 6 9 3 1 4 7 2 , e o t e m p o 

& 
t S t ç " 5 logo em fim 

bb 
L g 9, 2fil3o9 l i 9 , 7 7 6 0 1 0 1 

2. 15 - - 1, 1 7 6 0 9 1 3 

0 , 9 5 2 1 6 1 4 

L . 0 , 6 9 3 & c - 9 , 8 4 0 8 2 5 4 

9 , 0 9 2 0 0 6 3 . 

O p r i m e i r o d e i t e s I o g a r i t h m o s c o r r e f p o n d e a 8, 9 5 5 7 , ç 
o f e g u n d o a o , 1 2 3 6 ; l o g o o e f p a ç o c o r r i d o p e l o g l o b o 
f e r á d e 8 , 8 3 2 1 p é s , o u d e 1 0 5 , 9 8 p o l l e g a d a s . A f i i m 
e f tá b e m c o n f o r m e a t h e o r i c a c o m a e x p e r i e n c i a , p o r q u e 
a a l t u r a c o r r i d a fo i de 1 0 5 , 13 p o l l e g a d a s . 

_ A s d u a s e x p e r i e n c i a s , q u e a c a b a m o s d e r e f e r i r , f o r a o 
f e i t a s n a a g u a ; a s f e g u i n t e s n o a r . 

393 EXFER. I I I , H u m g l o f c o d e v i d r o , q u e t i n h a ç p o l -
l e g a d a s 
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l e g a d a s d e d i â m e t r o , e 4 8 3 g r ã o s d e p e z o n o a r , g a f -

t o u 8 " — e m c a h i r d o a l t o d a I g r e j a d e S . P a u l o d e L o n -

d r e s , i f t o h e , d a a l t u r a d e 2 2 0 p é s d e I n g l a t e r r a . -

R e d u z i n d o t u d o á s no f l a s m e d i d a s , a c h a r e m o s q u e o 

g l o b o p e z a v a f f 6 , 1 3 g r ã o s n o a r , q u e t i n h a 0 , 3 9 1 1 1 

p é s d e d i â m e t r o , e q u e e m 8 " — c o r r e u o e f p a ç o d e 

2 0 6 - p é s . V e j a m o s p o i s , f e a t h e o r i c a p r e c e d e n t e dá 

2r 
e f t e e f p a ç o p o r r e f u l t a d o . 

C o m o t e m o s o d i â m e t r o a — o , 3 9 1 1 1 , f e r á o p e z o de 
h u m v o l u m e i g u a l d e a g u a t z a ' c • 7 0 , c u j a 

o 
8 j 0 m a p a r t e , o u 2 3 , 7 7 4 g r ã o s d a r á o p e z o d e h u m v o -

l u m e i g u a l d e a r . A l f i m t e r e m o s o p e z o d o g l o b o n o v á -

c u o de < 8 0 c r â o s , e — s r . C a l c u l a n d o p o i s a f o r -

O 23,77 
bb 8 D' 4*4? 

m u l a — — — a . — . o, 3 9 1 1 1 , a c h a r e m o s 
g 3 D 71,32. 

7 1 , 3 a - - - - - - - - C L . 8 , 1 4 6 7 8 3 7 
4 6 4 0 . . . . k . . - , . L . 3 , 6 6 6 5 1 8 0 
o, 3 9 1 1 1 - - T L . 9, 5 9 2 2 9 6 0 

bb 
L ~ L . I , 4 0 5 6 0 2 7 . 

D e p o i s c a l c u l a n d o a f o r m u l a g t z Ç i > ~ ^ ^ ? o , 1 9 6 — 

í l j , . 3 0 , 196, a c h a r e m o s 
58o 

5 8 0 - - CL . 7, 2 3 6 5 7 2 0 
$ 5 6 , 2 7 1 . 2 , 7 4 5 2 5 4 4 

3 0 , 1 9 6 - L . 1 , 4 7 9 9 4 9 4 

L g - - - - - - - - 1 , 4 6 1 7 7 5 8 . 

T o m a n d o a ^ m e t a d e d a f o m a d o s l o g a r i t h m o s de — e 

' d e 



"DE M E C H A N I CA. 247 

de g , t e r e m o s 11 — 1, 4 3 3 6 8 9 2 . E c o m o o e f p a ç o c o r -
bb 

r i d o he x — b t — — . o , 6 9 3 1 4 7 2 , e t — 3 " , 2 , a c h a -

r e m o s 
bb 

í - - - - - - 1 , 4 0 5 Í 0 2 7 L b 1 ,4336892 

Li - - - o, 9138138 L . 0 , 6 9 & c - 9 , 8 4 0 8 - 2 5 4 

2 , 3 4 7 5 0 3 0 1 , 2 4 6 4 2 8 1 . 

A o p r i m e i r o l o g a r i t h m o c o r r e f p o n d e 2 2 2 , 5 9 , e a o f e -
g u n d o 17 , 64-, l o g o w — 2 0 4 , 9 5 p é s . A d i f f e r e n ç a h e d e f é 
e m e i o n e f t e c a l o ; m a s r e f l e c t i n d o , q u e d o u s m i n u t o s 
t e r c e i r o s d e m a i s , o u d e m e n o s n a m e d i d a d o t e m p o , d e -
v i a õ p r o í u z i r o e r r o d e h u m p é n e f t a e x p e r i e n c i a , p ô -
d e d a r - f e a t h e o r i c a p ô r e x a f l a f u f f i c i e n t e m e n t e . 

3 9 4 ExrER. I V . H u m a b e x i g a e m f ó r m a d e g l o b o , q u e 
- -» j 

t i n h a J p o l l e g a d a s de d i â m e t r o , e de p e z o 99 —• g r ã o s , 
o 

g a f t o u 2 1 ' ' e m c a h i r d o a l t o d a c u p u l a d a m e f m a 
L o 
I g r e j a , q u e t e m d e e l e v a ç a S 2 7 2 pés . O u { r e d u z i n d o á s 

n o l f a s m e d i d a s ) h u m g l o b o d e o , 3 9 1 1 1 p é s d e d i â m e t r o , 

e d e 1 1 4 , 2 4 g r ã o s d e p e z o , c a h i o e m a i " ~ d a a l t u r a 
o 

d e 2 5 6 i p é s . 

P o r q u a n t o j á t e m o s a c h a d o q u e o p e z o d e h u m v o -
l u m e i g u a l d e a r h e d e 2 3 , 7 7 g r ã o s , f e g u e - f e q u e a b e -

D ' _ 1 3 8 
x i g a p e z a r i a no v á c u o 1 3 8 g r ã o s . L o g o t e r e m o s — — , 

D *h77 
8 D' 3 6 8 „ , 

7 - 7 a - " B - ~ — " • ° , 3 S > n i » e f i n a l m e n t e g t r 

D 

( 1 D ' ) J 0 ' 1 9 6 = • 3°> I f t o P o í t o > f o r m a -

t e m o s o c a l c u l o d a m a n e i r a f e g u i n t e 

£ 3 - 7 7 



• a J 4 T R A T A D O 

7 7 - * C L . 8 , 6 2 5 9 7 0 8 
3 6 3 L . 2 , 5 6 5 8 4 7 8 

0 , 3 9 1 1 1 - - - L - 9 , 5 9 1 2 9 6 0 

bb 
X . J - - - - - - - - o , 7 8 2 1 1 4 6 

2 . 0 , 6 9 3 & c 9 , 8 4 0 8 2 5 4 

o , 6 2 2 9 4 0 0 . 

A e f t e u l t i m o l o g a r i t h r a o c o r r e f p o n d e o n u m e r o 4 , 1 9 7 
bb. . 

Valor de — . cr, 6 9 3 1 4 7 2 . D e p o i s t e r e m o s 

1 3 8 C L . 7 , 8 6 0 1 2 0 9 

1 14 , 23 - - L . 2 , 0 5 7 7 8 6 F 

, IS>6 - - L • 1 , 4799494 
b h 

L — - - - - - - - - - - O , 7 8 2 1 1 4 6 
ê. 

L B 1 2 , 1 7 9 9 7 1 0 
- I , 0 8 9 9 8 ^ 5 

1* - I , 3 2 4 7 9 ^ 7 

íbt - - - 2 , 4 1 4 7 8 2 2 . 
A f l i m a c h a r e m o s b t de 2 5 9 , 8 8 7 p é s ; e t i r a n d o a p a r -
t e a c h a d a 4 , 1 9 7 , f e r á o e f p a ç o c o r r i d o 2 5 5 , 6 9 p é s . 
C o n f o r m e a e x p e r i e n c i a f o i d e 2 5 6 , 2 ; d o q u a l n a õ d i f -
f e r e o r e f u l t a d o da t h e o r i c a m a i s q u e m e i o pé ; e b e m 
f e v ê , q u e a m a i s l e v e i n e x a é t i d a õ d a p a r t e d a o b f e r v a -
ç a Ô p o d i a t e r o c c a í i o n a d o e f ta d i f f e r e n ç a . 

O e f p a ç o , q n e e f t e m o v e i t e r i a c o r r i d o n o Vácuo e m 
o m e f m o t e m ^ j f e r i a de 6 7 3 7 pés ; e d a h i f e vê a q u e 
e r r o s f e r e m o s e x p o f t o s , f e n e f t a e f p e c i e d e m o v i m e n t o s 
d e f p r e z a r m o s a r e f i f t e n c i a d o a r . 

Da trajectória dos graves lançados por qual-
quer direcção em hum meio refiHente. 

3 9 J T > U f q u e m e s a g o r a a t r a j e í t o r í a , q u e d e v e de f -
J 3 c r e v e r h u m p r o j e â i l , q u e f e n d o l a n ç a d o p o r 

q u a l q u e r d i r e c ç a õ e r a h u m m e i o d e u n i f o r m e r e f i f t e n c i a , 
h e 
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f o l l i c i t a d o pe la a c ç a õ c o n f t a n t e d a g r a v i d a d e p o r d i -

r e c ç õ e s e n t r e í i pa ra l l e l a s . 
Seja a o a n g u l o da p r o j e c ç a õ , b a a l t u r a d e v i d a á 

Ve loc idade d e l i a , v a a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e em. 
g T> 

q u a l q u e r p o n t o d a t r a j e í l o r i a , e — — a r e í i f t e n c i a d o 

m e i o p r o p o r c i o n a l ao q u a d r a d o da v e l o c i d a d e ; e t e r e m o s 

. £ V d x 
p o r e x p r e u a õ d a f o r ç a r e t a r d a t r i z h o r i z o n t a l — , e J k d f 

f t1 dv 
d a v e r t i c a l g - f - — " — — • D o n d e r e f u l t a Õ a s d u a s e q u a -

k ds 
ç õ e s f e g u i n t e s 

k d s \dt ' 

d a s q t ia i s f e d e d u z f a c i l m e n t e e f t a t e r c e i r a dv-\-dy + 
v d s 

— = ° " 

UU ds-
C o m o t e m o s p r — ^ — — 7 - , a p r i m e i r a e q u a ç a õ 

, • ^ d r , ' dx \ dx 
p o d e r e d u z i r - f e a e f t a f o r m a , H 2 d ] : — — o , 

k dt' dt 
s 

• . , , r , dx . . dx2 T 
c u j o in t eg ra l he . +2 l =5 12 g C, ou ~— e =: 

k dt d t-
— s 

d x- k 
ígC, ou v.——~Ce 

d s2 

k 
Se ja pois ago ra d y — p d x , e t e c e m o s v e s s 

s s 
k v d s k 

C Ç 1 + pp) , dm e * e — a C <> d p . ou 
k 

' dv 

\ 
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— s 

i>ds jT 
<íi» f • zCpdpzz — dy[ p e l a t e r c e i r a e q u a -

çaÕ ) — ~p d*t o u e dx+zCdpzz o. M u l t i p l i -

x 

á x ~7T 
c a n d o p o r V O + P P) Z=~T~ > t e r e m o s á r . e Hf. 

4 ,v 

2 C dp y ( i •+• p p ) — o, c u j o i n t e g r a l he fe e -f 

C p V C i - f p p ) - * - c í ( p - i - ^ O J = 

j 

i C á p V 1 

S u b í l i t u i n d o — em l u g a r de c } e f e p a r a n d o , 

t e r e m o s 
iijf " — dp 

2 k ~ / 

T a r a d e t e r m i n a r a s c o n f i a n t e s , r e c o r r e r e m o s á e q u a ç a 5 
— s 

d x2 

TJ . — rr C. e , e no p o n t o da p r o j e c ç a ô t e r e m o s 
d s2 

d x — d s. cof a, szzOjVzzb-, logo C zz b cof a2 . No 
s 

m e f m o p o n t o t e r e m o s p— tanga; l o g o a e q u a ç a õ ke 

• r C p / ( i - f p p ) 4 - C i ( p - f - V ( i -+- p p ) ) = C ' d a r á 

C ' fe fen a / i + « N 
~ + ^ - 7 — + 1 • A í l i m t e r 2 N rnf a * 

d» 

C t> cof a2 . cof a2 ^ cof a 

CX 
r e m o s . p o r e q u a ç a õ da t r a j e f l o r i a — z z 

2 fe 

( 

I 



D E M E C H A N I C A . 2 * 1 
. 

r — — + ^ 1 R - ^ Y ) 
bcoja2 cof a2 * cof a ' 

expre f f aõ , q u e e m ge ra l n a ó l i e p o í f i v e l i n t e g r a r p o r n e -
n h u m dos m e t h o d o s c o n h e c i d o s . 

395 Se o m e i o r e í i f t e p o u c o , c o m o o a r , k f e r i h u -
ma q u a n t i d a d e m u i t o g r a n d e , e f e ao m e f m o t e m p o a a l -
t u r a b d e v i d a á v e l o c i d a d e d a p r o j e c ç a õ f o r m u i t o p e q u e -

k 
na , a q u a n t i d a d e f e r á m u i t o g r a n d e ; de f o r t e , q u e 

b cof a-
j e d u z i n d o o d e n o m i n a d o r a h u m a f e r i e r e f u l t a r n a o m e -
n o s h u m a i n t e g r a ç a õ a p p r o x i m a d a . M a s n a õ h e e f t e o c a -
f o , d e q u e f e t r a t a p r i n c i p a l m e n t e n a Balliftica, p o r q u e 
f e n d o a v e l o c i d a d e d o s p r o j e í l t i s qua l i f e m p r e m u i t o g r a n -
d e , a q u a n t i d a d e b v e m a f e r c o m p a r a v e l a h . 

3 9 7 C o m t u d o , f e o a n g u l o d e p r o j e c ç a õ h e p e q u e n o , 
f a c i l m e n t e f e c o n f e g u i r á a a p p r o x i m a ç a õ f e g j i n t e . 

C o m o p h e h u m a q u a n t i d a d e p e q u e n a , e m l u g a r <ie in -
t e g r a r m o s e x a c t a m e n t e a e q u a ç a õ 2 C d p V ( 1 ri- /' p ) 

s 

e k d s o, r e d u z a m o s K ( 1 + P P ) a h u m a f e r i e c o n -

' 1 1 , Ç „ „ 
v e r g e n t e 1 + — p2 — — p* — - p 6 — ps &c , e 

2 8 10 128 

teremos f d p V ( i -fc pp)=;C"+ p + ~p> — -t-
6 4 0 

— p ? — & c . E l t e i n t e g r a l d e v e t o m a r - f e d e m a n e i r a q u e 
.112 

d e f v a n e ç a , q u a n d o p ~ tang a ; e e o n f e g u i n t e m e n t e f e r á 

C" — — tang a — - Í - taug a ' • £ > t a n g a« — & c . L o g o a 
6 4 0 

d x 

e q u a ç a õ d a t r a j e f t o r i a f e r á — = 5 

— d p 
- ; ; 

j j j - ^ j * "*ng a—p-i- ~ (tang a ' - p<)~ ~CtaH «* - fO&e 

S e n d o p e q u e n o o a n g u l o da p r o j e c ç a õ , p o d e r á õ d e f p r e -

zar-
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z a r - f e as p o t e n c i a s f u p e r i o r e s d e tang a e d e f , e p ô r - f e 
p o r p r i m e i r a a p p r o x i m a ç a Õ 

dx — dp 

tang a — p 
2 h cof a2 

O i n t e g r a l d e f t a e q u a ç a õ he — + C =3 / (— * 

* k K zb ct>J a2 

tang a —p^ • e p o r q u e tang a tz p, q u a n d o * — o , f e r á 

r _ , fe x r 2 b ccfa . \ c — ' ~T7—7— , e -—— / r- í- (tanga-p) ! 2 b cof a2 k ^ k r j r 

k 
o u 

k 2 b cof a2 ' . T 
e — 1 =3 - ( tang a — p) . L o g o p 3 3 tang a 

x 
k f Y \ dy . 

2 b cof a2 

x 
k \ _ k 1T 

—;—rr- ; ax — — e d * c u j o i n t e g r a l he 
zbcoja-y 2 b cof a2 

x 

( , \ y — <tang a + — ) * —( e — 1 ) 5 v 2 b coj a2 J 2 bcnfa* v ' 

e e f t a he a e q u a ç a õ da t r a j e í f o r i a . 

3 9 8 R e p r e f e n t e m o - l a p e l a c u r v a A MB ( F i g . 1 5 6 . ) , ' 

e d i m i n u a m o s as o r d e n a d a s da q u a n t i d a d e N P zz C A 5: 

— , d e f o r t e q u e o p o n t o C f e j a a o r i g e m das 
2 b cof a2 

a b f c i f í a s , e M N a o r d e n a d a . A í f i m t e r e m o s por equaçaõ 
ás c o o r d e n a d a s C N ( t f ), e M N (>>) , 

x 
r k \ k2

 " f e -

y =3 tf I a + — - — - — ] - — e ; 
2 b cof a2' 2bcofa-

C o n d u z a - f e p e l o p o n t o C a r e f l a I ^ e faça com Cif 
hum 
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f i a m a n g u l o G , d e m a n e i r a q u e f e j a tang C s t/mga-f 

' k G \ 
— — ; l o g o f e r á — * ( tang a - r —;—— ) , 

2 bcofa* 2 I CO/A- ' 
x 

k- " k " 
e c o n f e g u i n t e m e n t e O , A I — :— e : p o r é m x — 

B 2 b coj a-
C g , . cofG l o g o e n t r e C g ^ c 2 , -M , q u e p o d e r e m o s c h a -
m a r e t e r e m o s a e q u a ç a õ 

x1 cof. e 
L 3 i 

> ' — T-? í k 
* 2 b cofa-

D o n d e f e f e g u e , q u e a c u r v a A M h e h u m a l o g a r i t h m i -
c a , q u e t e m p o r a f y m p t o t a t g , , c u j a s o r d e í i a d a s v e r -
t i ca i s f a z e m c o m a m e f m a a f y m p t o t a h u m a n g u l o , c u j a 

fi 
c o t a n g e n t e — tang a -i — - , f e n d o a f u b t a n g e n t e 0 2 bcofa- < 

A k 

aa c u r v a — — • 
cofG 

O p o n t o O m a i s e l e v a d o f e a c h a r á , f u p p o n d o — o . 

x 

E n t a õ tang a — 
1 - ( « ' - ) = ' 2 b coj 

h l ^ 1 + 2 ^ ; l o g o a m a i o r e l e v a ç a Õ 01 s 

(, . k2 n /* bfen 2 a\ , 
k </IB£ « - f - ^ j f n - — . — ) - k 

, 2 6 eofa2 / ^ k X 
A amplitude AS fe scha pondo y — oj e teremos 

J» 

* a + * — ( e * - O , 
v a bcofa2/ 2 bcofa* \ 

* 

f>n f "1 ^ fen 29 m ~ ~ — I — ^ ; e q u a ç a õ , q u e p o r m a t o r 

k 

brevidade efcreveranios defta forma x — 1 £ . Mas 

n a õ 
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n a ó p ô d e r e f o i v e r - r e , f e n a õ p o r m e i o d e f a l f a s p o í i ç o e n s ^ 
c o m o l o g o v e r e m o s . 

3 9 9 E i f a q u i a l g u m a s e x p e r i e n c i a s , f o b r e a s q u a i s f a r e m o s 
a g o r a e n f a y o d a t h e o r i c a p r e c e d e n t e . T o d a s e i l as f o r a õ f e i -
t a s c o m h u m c a n h a õ d e 2 4 c a r r e g a d o c o m 9 a r r á t e i s d e p o l -
v o r a . 

| ÂNGULOS 
j de projecção 

. 
AMPLITUDES 

Obferiadas 

1 0 1 1 ' 3 0 0 1 . 

4 8 2 0 

J f 1 6 7 5 

2 0 1 7 4 0 
182$ 

3 ° 1 9 1 0 

3 5 2 0 2 0 
• 4 0 2 0 5 0 

4 5 2 2 0 0 
L . . . . 

M a s h e n e c e l f a r i o a n t e s d e t u d o d e t e r m i n a r a q u a n -
t i d a d e f e . P a r a i f fo r e f l e c t i r e m o s , q u e t e m o s r e p r e f e n t a d o a 

_ , . f v 11 u . _ , , - , . 
r e f i f t e n c i a p o r •— — — . A í h m fe he a a m e t a d e do 

. k 2 k 

q u e a c i m a t e m o s d e f i g n a d o p o r — ( n. 3 8 6 . ) ; e con fe -

4 D ' 
g u m t e m e n t e fer: — . — a'. f e n d o a' o d i â m e t r o da ba l» . 

3 D 

O d i â m e t r o d a s b a l a s de 24 he de c — p o i l e g a d a s , 
9 

4 9 
o u d e — t o e f a s . A d e n f i d a d e d o a r h e p a r a a d o f e r -

9.7 2 
r o f u n d i d o , d e q u e e f t a s b a l a s f e f a z e m , c o m o 1 para 

6 0 4 7 . L o g o fe — — . 6047 . —— — 609.677 t o e f a s ; c 
3 9 - 7 2 

c o n f e g u i n t e m e n t e l k = 2, 7 8 5 0 9 9 8 . 
D e t e r m i n e m o s a g o r a a q u a n t i d a d e h , ou a a l t u r a d e -

v i d a á v e l o c i d a d e d a p r o j e c ç a ô . N a p r i m e i r a e x p e r i e n c i a 
t e m o s 
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t e m o s o a n g u l o de p r o j e c ç a õ a — n ' , e a a m p l i t u -
de o b f e r v a d a x — j o o t o e f a s , q u e he o a l c a n c e de f o n . 
to em tranco , a í f i m c h a m a d o , p o r q u e a l i n h a de m i r a 
p e l o razo dos metais f az c o m o e i x o d a p e ç a h u m a n -
gu lo d e I I ' . I f t o p o f t o , t o d a s a s q u a n t i d a d e s q u e 

b ftn ia 
e n t r a o na e q u a ç a õ f u n d a m e n t a l % — i -J — fe d e -

K 

X 

t e r m i n a r á õ f a c i l m e n t e . P o r q u e e ^ h e o n u m e r o , c u -

j o l o g a r i t h m o h y p e r b o l i c o h e — , o u c u j o l o g a r i t h m o o r -

. , * 3 0 0 d m a r i o he — . o , 4 ] W 4 f — • o , 4 ] 4 í 9 4 f ~ 
K 6 0 9 , 6 7 7 

c , 2 1 3 7 0 0 6 . L o g o e k — 1 , 6 3 5 6 8 8 3 . T e r e m o s p o i s 

X " C L . o , 3 0 7 9 7 8 f 

c , 6 3 5 6 8 8 3 - L . 9 , 8 0 3 2 4 4 2 

I s • ' O, I I 1 2 2 1 7 

. _ "_. b fen ia 
A f f i m a c h a r e m o s a S r 1 , 2 9 1 8 8 2 . L o g o — - — — 

o , 2 9 1 8 8 2 
o, 2 9 1 8 8 2 , o u b — ——• 7- ; e c o n t i n u a n a o o c a l -

. fen 2 0 2 2 ' 

c u l o p o r l o g a r i t h m o s , t e r e m o s 

fen2o 2 2 ' - C L . r , 3 8 4 1 0 9 0 
o , 2 9 1 8 8 2 - - L . 9 , 4 6 5 2 0 7 3 

. k - L , 2 , 7 8 5 0 9 9 8 

- - 6 3 4 4 1 ^ 1 -

S e r á po i s b — 4 3 0 9 t o e f a s . H u m c a l c u l o a b f o i u t a -
m e r . t e f e m e l h a n t e d a e x p e r i e n c i a f e i t a p e l o a n g u l o d e 
4o d a r á i = 4 8 6 3 ; e p e l o a n g u l o de 1 5 o , i> — 
l o m a n d o p o i s o r n e i o e n t r e e f t e s t r e s r e f u l t a d o s , p o d e m o s 
f u p p o r q u e a a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e d e p r o j e c ç a õ , 
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e r a n e f t a s e x p e r i ê n c i a s de 4 8 1 1 t o e f a s , e q u e a forÇ3 
d a p o l v o r a d a v a p o r c o n f e g u i n t e á ba lá h u m a v e l o c i d a -
d e d e 1 3 2 0 p é s , o u d e 2,2,0 t o e f a s p o r f e g u n d o . 

S e n d o a í f i m d e t e r m i n a d o e f t e v a l o r , c a l c u l e m o s a s a m -
p l i t u d e s q u e a t h e o r i c a d á p a r a c a d a h u m a das i n c l i n a ç o e n s 
a p o n t a d a s n a T a b o a p r e c e d e n t e , e v e j a m o s l e e l l a s c o n -
c o r d a õ c o m a s o b f e r v a d a s . 

I. Para o a lcance de ponto em branco , pelo angulo de 
p r o j e c ç a õ I 0 I I ' , t e r e m o s po i s a e q u a ç a õ A 1 -+-

b 
^ f en 2 ° 22 ; e c a l c u l a n d o - a p o r I o g a r i t h m o s , a c h a r e m o s 

6 0 9 , 6 7 7 C L . 7 , 2 1 4 9 0 0 2 
4 8 1 1 1 . 3 , 6 8 3 1 3 7 1 
fen 2 ° 2 2 ' 1 . 8 , 6 1 5 8 9 1 0 

9, Ç139-8J. 

E f t e u l t i m o l o g a r i t h m o c o r r e f p o n d e a 0 , 3 2 6 5 3 • , e c o n -
f e g u i n t e m e n t e t e r e m o s 1 , 3 2 6 5 3 ^ 

x 

. * V 

S e j a p o i s — =2 o , 5 ; e t e r e m o s e — i , 6 4 9 , e sS 

1 , 2 9 3 , c o m o d e f e i t o dé 0 , 0 2 8 . 
x 
—1 

X 1, S e j a — o, 5 t ; t e r e m o s e * — 6 6 5 , e z — 

1 , 3 0 4 , c o m o d e f e i t o d e 0 , 0 2 2 . A í f i m d i r e m o s : a d i f -
l í e r e n ç a d o s d o u s e r r o s o , 0 0 6 h e p a r a o m e n o r d e l l e s 
0 , 0 2 2 , c o m o a d i f f e r e n ç a d a s h y p o t h e f e s 0 , 0 1 h e p a r a 

h u m q u a r t o t e r m o ; l o g o = 546, . 
A» 

x „ . # _ T 
S e j a - o, 55 ; t e r e m o s e 1 , 7 3 3 2 5 3 , * e % 3 

3332 c o m o exceíTo d e 0 , 0 0 5 7 . F a z e n d o 
r« 

# 

o, 5 4 5 , t e r e m o s e k = i, 7 2 4 6 0 8 , e a — 1 , 3 2 9 5 , c o m 
o e x c e l i b de o , 0 0 3 . A l í i m t e r e m o s o , 0 0 3 7 : o , 0 0 3 = s 

0 , 0 0 5 V 
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f e , 0 0 5 : o , 0 0 4 , q u e n o s dá — — 0 , 5 4 1 j e c o m o e f t e v a -

l o r he a í faz e x a & o , f e r á a a m p l i t u d e q u e b u f c a m o s * c 

fc • O) 5 4 ' =r 33° t o e f a s . 
I I . N o t i r o p e l o a n g u l o d e 4 0 , h a v e m o s d e r e f o l v e r 

b 
a e q u a ç a S % — 1 -í< — fen 8 » j e p r a t i c a n d o do m e f m o 

m o d o , t e r e m o s 
b 

8 9 8 0 3 7 $ 

Jen — • - L . 9, 1435?*? 

o, 0415926» 

A e f t e l o g a r i t h m o c o r r e f p o n d e o n u m e r o 1 , 1 0 0 5 ; l o g o 
x 

• . ÍÍ 4 t * 
a — 2, i c o j . S e j a ~ — — ; t e r e m o s í K ~ 7936 , e 

k 3 
/c 

« £ = 1 , 0 9 5 2 , c o m o d e f e i t o d e o , 0 0 5 3 . S e j a — = 5 1 , 3 5 ; 
* * 

t e r e m o s e k — 3, 8 5 7 4 , e % — 2, 1 1 6 6 , c o m o e x c e f l o 

d e 0,0161. A í E m d i r e m o s 0,0214:0,0053 i : i 
60 

0 , 0 0 4 1 2 8 ; l o g o 1 - H h o , 004128 s i , 3375 , e # 
k 3 

t r 8 1 5 t o e f a s . 
I I I . P e l o a n g u l o d e 1 5 o t e r e m o s a e q u a ç a S z z í I •+• 

i > i i . * 
/ f» 30° - 1 + — • ~ =5 4)9 í37' Seja J =5 M > terc 

x 

m o s t k 12,180 , e % 4,471 c o m o d e f e i t o d e 0,481. 
K 

S e j a - - e? 2,6 j t e r e m o s e ^ — 13,464, e % 4,794 c o m 

0 d e f e i t o d e 0,160. D i r e m o s p o i s 0,312 : 0,160 : : o , i : 

p , o j j e f e r á ~ — a , 6 j . 

B Seja 
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x 

* ~~k 
Se ja p o i s zz, 2 , 6 5 ; e a c h a r e m o s e — 1 4 , 1 5 4 0 4 , 6 

a — 4 , 9 6 3 8 c o m o e x c e f f o de 0 , 0 1 0 1 . Se j a — 55 2 , 6 4 e 

d a r á ff ^ — 1 4 , 0 1 3 2 0 , e % — 4 , 9 2 9 2 c o m o d e f e i t o de 
0 , 0 2 4 5 . A f l i m t e r e m o s 0 , 0 3 4 6 : 0 , 0 2 4 5 : : 0 , 0 1 : 0 , 0 0 7 i 

x 
d o n d e v e m — = 2 , 6 4 7 , e # == 1 6 1 4 t o e f a s . 

i 
I V . P e l o a n g u l o de 2 0 o , f e r á x — 1+ — fen 4 0 o ; S 

a f l i m t e r e m o s 
jj 

~ I . 0 , 8 9 8 0 3 7 3 

fen 4 0 o - X . 9 , 8 0 8 0 6 7 5 ^ 

0 , 7 0 6 1 0 4 8 . 

A e f t e J o g a r i t h m o c o r r e f p o n d e o n u m e r o 5 , 0 8 2 8 ; l o g o 4 
x 

~ 6 , 0 8 2 8 . S e j a s 3 j l o g o e * — 2 0 , 0 8 5 , e x - 6 , 3 ^ 

-

e o m o e x c e f f o d e o , a 8 . S e j a — 2 , 9 ; l o g o e s : 

1 8 , 1 7 5 , e x = s 5 , 9 2 c o n i o d e f e i t o d e o , i 6 . A f l i m t e r e * 
tt 

m o s 0 , 4 4 : 0 , 1 6 1 : 0 , 1 : 0 , 0 3 7 ; d o n d e f e r á ~ 2 , 9 3 7 « 

e * — 1791 t o e f a s . 
V . P o r h u m c a l c u l o f e m e l h a n t e a c h a r e m o s p a r a o t i r o 

x 
w k 

de 2 5 o x — 7 , 0 5 7 4 7 . F a z e n d o po i s — s 3 , 1 • , t e r e m o s ff 

= 2 2 , 1 9 3 , e x — 6 , 8 3 9 c o m o d e f e i t o de 0 , 2 1 8 . E fo i 
x 

X 
z e n d o z s 3 , 2 ; t e r e m o s f f " = 5 2 4 , 5 3 3 , c x = 5 7 , j 5 4 

c o m o e x c e f f o d e 0 , 2 9 7 . P e l o q u e a p r o p o r ç ã o 0 , 5 1 5 ? 
• ,• 0 , 2 1 8 í 
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: : 0 , 1 ; 0 , 0 4 2 3 d a r á — 3 , 1 4 2 3 , e * — 1 9 1 6 

t o e f a s . 
V I . Do m e f m o m o d o p a r a o t i r o de 3 0 o ; f e r á x z z 

x 
x T 

7 , 8 4 8 1 . S u p p o n d o — =: 3 , 3 *, a c h a r e m o s e zz 2 7 , 1 1 , e 

x 
zzz 7,91 c o m o e x c e í f o de 0 , 0 7 . S u p p o n d o - r zz 3 , 2 5 ; 

« * 

a c h a r e m o s e ^ — 2 5 , 7 9 , e x ~ 7 , 6 3 c o m o d e f e i t o de 
0 , 2 2 . D o n d e a p r o p o r ç a õ 0 , 2 9 : 0 , 2 2 - : : 0 , 0 5 : 0 , 0 3 8 d a r á 
x 

rr 3 , 2 8 8 , e x 'zz 2 0 0 5 t o e f a s . 

V I I . P a r a o t i r o de 3 5 o , t e r e m o s x z z 8 , 4 3 0 6 . P o r é m 
x 

x T 
f u p p o n d o 3 3 , 4 , a c h a r e m o s e — 2 9 , 9 6 4 , c x — 

8 , 5 1 9 c o m o e x c e í f o de 0 , 0 8 8 ; e f u p p o n d o -r zz 3 , 3 9 9 
K 

X 

t e r e m o s e ^ z z 2 9 , 6 6 6 , e x ~ 8 , 4 5 6 c o m o exceíTo d e 
0 , 0 2 5 . Será p o i s 0 , 0 6 3 : 0 , 0 2 5 : : 0 , 0 1 : 0 , 0 0 4 ; e t i r a n d o 

- x 
e f t e u l t i m o t e r m o de 3 , 3 9 , t e r e m o s — ~ 3 , 3 8 6 , e * zz 

K 
2 0 6 4 t o e f a s . 

V I I I . P a r a o t i r o de 4 0 o , a c h a r e m o s x zz 8 , 7 8 7 3 ; e f u p -

x 
X ' ' 

p o n d o —< ~ 3 , 4 5 , f e r á e * — 3 1 , 5 0 0 4 , e x = 8 , 8 4 1 c o m 
x 

4> e x c e í f o de 0 , 0 5 4 i f u p p o n d o p o r é m — ^ 3 , 4 4 , f e r á 

x 

fe 

e — 3 1 , 1 8 7 , e x — 8 , 7 7 5 c o m o d e f e i t o de 0 , 0 1 2 . A f -

f im a p r o p o r ç a õ 0 , 0 6 6 : o , 0 1 2 : 1 0 , 0 1 : p , o o i 8 d a r á — =r 

, ç * — 2 9 9 8 t o e f a s . $ 3 Í X . 
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I X . E m f i m p e l o a n g u l o d e 4 ; 0 , t e m o s 2 , 9 0 7 $ ; # 

f u p p o n d o — zz 3 , 4 5 , a c h a r e m o s a — 8 , 8 4 1 c o m o d e f e i t o 

x 
de 0 , 0 6 6 • , p o f e ' m f u p p o n d o — 3 , 4 6 , a c h a r e m o s x — 

K 
8,9066 , v a l o r f u f í i c i e n t e m e n t e e x a c t o , q u e d a r á X — 211Í 
t o e f a s . 

M a s a f i m d e m e l h o r f e p o d e r e m c o m p a r a r o s r e f u l t a * 
d o s d a e x p e r i e n c i a c o m o s d a t h e o r i c a , a j u n t a r e m o s a q u i 
a T a b o a f e g u i n t e . 

1 
Ângulos de Amplitudes Amplitudes Diffe- ^ 
projecção obfervadtis cãlcnlaias reríças 

Io u ' 300 T 330 •f* 30 
4 820 815 - 5 

1614 - 61 
20 1740 1791 + 51 

182$ 1916 + 91 
30 1910 200f + 91 
3f 2020 2C 64 -b 44 
4o 2050 2098 + d8 
4J 2200 21 IO - 90 

|_ 

E l t a T a b o a f o i c a l c u l a d a , c o m o f e t e m v i d o , n a f u p p o f í Ç á S 
cie q u e a f o r ç a d a p o l v o r a i m p r i m i a n a s ba l a s h u m a v e l o -
c i d a d e d e v i d a á a l t u r a d e 4 8 i r t o e f a s , q u e h e h u m m e i o 
d e d u z i d o d a s t r e s p r i m e i r a s o b f e r v a ç õ e s . A p e ç a e r a d e 
24, e a c a r g a de 9 a r r a t e i s , c o m o já d i l f e m o s . 

C o m p a r a n d o po i s a s a m p l i t u d e s o b f e r v a d a s c o m a s q u e 
d á a t h e o r i c a à p p r o x í m a d a , ' d e q u e n o s t e m o s f e r v i d o , h e 
f á c i l d e v e r q u e c o n c o r d a Õ f u f í i c i e n t e m e n t e . M u i t o m a i s , 
a d v e r t i n d o q u e e í t as e x p e r i e n c i a s n a õ p o d e m f a z e r - f e c o m 
a e x a f t i d a õ q u e e r a n e c e f f a r i a p a r a v e r i f i c a r h u m a t h e o r i a . 
P o r m a i s c u i d a d o q u e f e p o n h a e m f a z e r t o d a s a s c o u f a s 
i g u a i s n e f t a e f p e c i e d e p r o v a s , f u c c e d e m u i t a s v e z e s q u e 
p e i o m e f m o a n g u l o , e c o m a m e f m a c a r g a , d i í f e r e m a9 
a m p l i t u d e s de ço , e a i n d a de 1 0 0 t o e f a s . A m a i o r d i f f e -
x e n ç a , q u e t e m o s a c h a d o , h e d e 9 j t o e f a s , q u e f a õ p r o x í -

m a m e a -
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f h a m e n t e a v i g e f i m a p a r t e da a m p l i t u d e ; e e f t e e r r o p a -
r e c e a n t e s p r o c e d e r d a e x p e r i e n c i a . F o r q u e n o c a f o d e 
q u e o a n g u l o d o m a i o r a l c a n c e fo l f e r e a l m e n t e d e 4 5 o , 
o q u e he q u a n d o m e n o s d u v i d o f o , a d i f f e r e n ç a d o s a l c a n -
c e s d e 4 5 o e 4 0 ° d e v e r i a f e r m e n o r q u e a d o s q u e c o r -
r e f p o n d e m a 4 0 o e 3 5 o , c o m o fe f a b e p e l a n a t u r e z a d o s 
w m i m o s . A l f i m d e v e r i a f e r a a m p l i t u d e d e 4 5 o m e n o r q u e 
2O8O , q u a n d o a e x p e r i e n c i a a dá de 2 2 0 0 t o e f a s . 

SE C CAO II. 
i 

t)0 MOVIMENTO DE HUM CORPO SOBRE HUMA 
UNHA DADA. 

4 0 0 Ç * U p p o n h a m o s I O , q u e O m o v e i h e h u m p o n t o 
O p h y i i c o d e h u m v o l u m e i n f i n i t a m e n t e p e q u e n o . 

, q u e a l i n h a f o b r e a q u a l fe m o v e n a õ l h e p e r m i t t e o 
d e f v i a r - f e d e l i a , c o m o p o r e x e m p l o o f a r i a h u m c a n a l , 
c u j o d i â m e t r o fo f l e i g u a l a o d o c o r p o . 3 0 , q u e o c o r p o 
f e p ô d e m o v e r l i v r e m e n t e p o r e f t e c a n a l , f e m e x p e r i m e n -
t a r f r i c ç a õ a l g u m a . 

4 0 1 H u m c a n a l d e l i a f o r m a naÕ p o d e r á po i s d e l t r u i r , 
f e n a õ o s m o v i m e n t o s q u e l h e f o r e m p e r p e n d i c u l a r e s ; e p o r 
e o n f e g u i n t e , a r e í i f t e n c i a q u e p r o v e m d e f t a c a u f a f e e x e r -
c i t a r á t o d a p e r p e n d i c u l a r m e n t e á l i n h a d e f c r i t a p e l o m o v e i , 
d e m a n e i r a q u e n a õ r e f u l t a r á d a h i f o r ç a n e n h u m a t a n g e n -
c ia l , q u e l h e a l t e r e a v e l o c i d a d e . L o g o , f e o c o r p o f e m o -
v e r e m v i r t u d e d e h u m i m p u l f o p r i m i t i v o , e o f e u m o v i -
m e n t o n a õ f o r a l t e r a d o p o r f o r ç a n e n h u m a a c c e l e r a t r i z , 
p o r q u a l q u e r c u r v a q u e f e j a o b r i g a d o a m o v e r - f e , t e r á e m 
t o d a a p a r t e a m e f m a v e l o c i d a d e • , e c o n f e g u i n t e m e n t e , d e f -
c r e v e r á a r c o s i g u a i s e m t e m p o s i g u a i s . 

4 0 2 M a s f e m r e c o r r e r a h u m c a n a l i z e n t o d e f r i c ç a õ , 
p ô d e f a z e r - f e m o v e r h u m c o r p o e m q u a l q u e r l i n h a d a d a , 
c o n f o r m e o m e t h o d o d o c e l e b r e H u y g h e n s . S e j a A A í a l i -
n h a d a d a ( F i g . 1 5 7 . ) , BN a f u a e v o l u t a , e MN o r a i o o f -
c u l a d o r n o p o n t o M . T o m a r - f e - h a p o i s h u m f i o i n e x t e n f i v e l 
MNC , q u e p o r h u m a p o n t a f e f i x a r á n o p o n t o C d a e v o -
l u t a , d e m a n e i r a q u e po í fa a p p l i c a r - f e í o b r e a l a m i n a CNBi 
€ p e l a o u t r a p o n t a f u f t e n t a r á o c o r p o , q u e n o f e u m o v i -
m e n t o f e r á f o r ç a d o a d e f e r e v e r a curva d a d a A M. 

Ben 
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B e m f e v ê , q u e h u m m o v e i n a õ p ô d e f e r d e f t a m a n e i -
r a c o n l t r a n g i d o n a f u a d i r e c ç a õ , f e m q u e r e f u l t e h u m a 
p r e í f a õ c o n t i n u a f o b r e a l i n h a d o f e u m o v i m e n t o , o u ( q u e 
v e m a f e r o m e f m o ) f e m q u e o fio da e v o l u t a n a õ e x p e r i -
m e n t e h u m a c e r t a t e n f a õ . L o g o , f e e m f e n t i d o c o n t r a r i o 
f e a p p l i c a í f e a o m o v e i h u m a f o r ç a i g u a l a e f t a p r e l f a õ , h e 
e v i d e n t e q u e d e f c r e v e r i a a m e f m a c u r v a m a s e n t a õ f e -
r i a o m o v i m e n t o l i v r e . 

S u p p o n h a i n o s , q u e e l l e f e m o v e p e l a c u r v a A M em. 
v i r t u d e d e h u m a i m p u l f a õ p r i m i t i v a , f e m f e r p e r t u r b a d o 
p o r p o t e n c i a a l g u m a , e c h a m e m o s F a f o r ç a da p r e l f a õ 
q u e e l l e e x e r c i t a f o b r e a c u r v a A M , f e g u n d o a p e r p e n -
d i c u l a r N M . S e e f t a f o r ç a , c o n l i d e r a d a c o m o f o r ç a a c c e -
l e r a t r i z , f e i m p r i i n i . f ; n o m o v e i p e l a d i r e c ç a õ o p p o f t a 
M N , a t r a j e í l o r i a A M f e r i a p o r e l l e d e f c r i t a c o m m o -
v i m e n t o l i v r e . P o r é m F n e f t e c a f o he a f o r ç a n o r m a l • , l o -
g o t e r á p o r v a l o r o q u i d r a d o d a v e l o c i d a d e u u d i v i d i d o 
p e l o r a i o o f c u l i i o r M N ( n . 2 8 0 . ) . 

E í l e m e f m a h e po i s o v a l o r d a p r e l f a õ d o m o v e i f o b r e 
a c u r v a , ou da t e n f a õ do f io , c h a m a d a c o m u m m e n t e For-
ç a centrífuga. E l l a d e . i o m i n a ç a õ p r o c e d e u d e q u e t e n d e n d o 
o m o v e i p e l a f u a i n é r c i a a m o v e r - f e u n i f o r m e m e n t e , c 
e m l i n h a r e d t a , n a õ p ô d e f e r c o n í t r a n g i d o a d e f e r e v e r 
h u m a l i n h a c u r v a , f e m f a z e r h u m e s f o r ç o c o n t i n u o a e f -
c a p a r p e l a t a n g e n t e , e a f a í h r - f e d o c e n t r o d o f e u m o v i -
m e n t o . 

40? Logo a força centrífuga he igual ao quadrado da 
'velocidade dividido pelo raio ofculador ; e confeguintemente 
hs para a força da gravidade , corno a altura devida d veloci-
dade do movei para ametade do mefmo raio ofculador. Mas naõ 
d e v e p o r i í fo e n t e n d e r - f e , q u e a f o r ç a c e n t r i f u g a d e p e n d e 
d a g r a v i d a d e ; p o r q u e o m o v e i f e m p r e e x e r c i t a r i a 3 f u a 
p r e í f a õ f o b r e a l i n h a d o m o v i m e n t o , a i n d a q u e n a õ e x i f -
t i l f e a f o r ç a d a g r a v i d a d e . 

4 0 4 Q j a i f q u e r q u e f e j a õ p o r o u t r a p a r t e a s f o r ç a s , q u e 
f o l l i c i t a õ h u m c o r p o n a f u a t r a j e c t ó r i a , f e m p r e p o d e m r e -
d u z i r - f e a d u a s , h u m a t a n g e n c i a l T , e a o u t r a n o r m a l N . 
A p r i m e i r a f e r v i r á de a l t e r a r a v e l o c i d a d e do m o v e i , e t e -
r e m o s g d v z z T d s ; e a f e g u n d a p r o d u z i r á h u m a n o v a p r e f -
f a õ f o b r e a c u r v a d e f c r i t a , d e m a n e i r a q u e o b r a n d o p a r a 

g m e f m a p a r t e q u e a f j r ç a c e n t r i f u g a — , a p r e f f a õ < o t a f 
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uu 

f e r á + N , e o b r a n d o em d i r e c ç a õ o p p o f t a , a p r e f l a õ 
R 

uu 
f e r á t a õ f o m e n t e — — N. 

R 
N e f i e u l t i m o c a f o a p r e f l a õ f e r á n e n h u m a , q u a n d o f o r 

uu 
- — z z N ; e e n t a õ d e f e r e v e r á o m o v e i l i v r e m e n t e a c u r v a 
a 

p r o p o f t a . P o r i l fo e f t a h e a m e f m a e q u a ç a õ , q u e a c h a m o s 
p a r a o s m o v i m e n t o s l i v r e s ( n . 2 8 0 . ) . 

4 0 5 P o r m e i o d a f o r m u l a g d v — T d s , e d a e q u a ç a õ 
c o n h e c i d a d a c u r v a , a c h a r e m o s a v e l o c i d a d e d o m o v e i e m 
q u a l q u e r p o n t o . O t e m p o f e a c h a r á , i n t e g r a n d o a f o r m u l a 
ds 

~ ; c a p r e f l a õ f o b r e a t r a j e f k o r i a f e r á r e p r e f e n t a d a p o r 

uu " • 
— + N . M a s e f t e u l t i m o e l e m e n t o n a õ h e n e c e í f a r i o p a -
R 

r a c o n h e c e r o m o v i m e n t o d o c o r p o . 
4 0 6 S e j a BM a l i n h a d a d a ( F i g - 1 * 8 . )> -AP o f e u 

e i x o , X e Y a s d u a s f o r ç a s a c c e l e r a t r i z e s d i r i g i d a s , h u -
m a p o r M N p a r a l e l a m e n t e a A P , e a o u t r a p o r PM. 
S e j a P a p r e f l a õ t o t a l f o b r e a c u r v a , f e g u n d o a p e r p e n d i c u -
la r O M . S e e f t a f o r ç a f e a p p l i c a r p o r h u m a d i r e c ç a õ c o n -
t r a r i a MO , o m o v i m e n t o f e r á l i v r e . R e f o l v e n d o p o i s a 

. f o r ç a P p o r M O e t n d u a s , h u m a p e l a d i r e c ç a õ M N , q u e 
pdy 

f e r a = — — , e a o u t r a p e l a d i r e c ç a õ M Q,, q u e f e r á s ; 
ds 

Pdx 
— — ; t e r e m o s 

£ f u b f t i t u i n d o — 1 e m l u g a r d e d t , 
u 

1 ~ . / u d x \ / dx\ , dx 

rds 
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^ ds / \ds J ' as 
M u l t i p l i c a n d o a p r i m e i r a p o r d x , e a f e g u n d a p o r dy> 

a f o m a d o s p r o d u c l o s d a r á ( X d x -+• Ydy~) ds — 

, r d st , / d* \ dy , / d y \ -, 

*Bíif [ z ^ t + dl-d(d7) ] + « 
K i « rs X d « 4- Y d y ; e q u a ç a õ , q u e c o i n c i d e c o m a o u t r a 
í d v —Tds. 

D o m e f m o m o d o , h a v e n d o m u l t i p l i c a d o a p r i m e i r a 
p o r dy , e a f e g u n d a p o r d x, a d i f f e r e n ç a d o s p r o d u f t o s 

dará ( X d y - F d * ) d s + P 4s* — « « d x f ^ d f — ^ 
Ldx \ d . r / 

u~-dx* ,/dys. „ , 

d si 
O f c u l a d o r R ; l o g o 

-"""(-D 
»* Ydx — Xdy 

P — — _ o 
i t ^ dx 

D o n d e f e v ê , q u e n a õ h a v e n d o f o r ç a a l g u m a a c c e l e r a -
«s 

t r i z , a p r e l f a õ f o b r e a c u r v a d e v e f e r — • ; e q u e h a v e n d o 
R 

p o t e n c i a s a c c e l e r a t r i z e s , a p r e f f a õ d a f o r ç a c e n t r í f u g a h e 
a u m e n t a d a o u d i m i n u í d a d a f o r ç a n o r m a l , c o n f o r m e a d i -
r e c ç ã o d e l i a . E h e p r e c i f a m e n t e o m e f m o , q u e a c i m a a c h á -
m o s , c o n í t d e r a n d o o m o v i m e n t o d e o u t r a m a n e i r a . 

E i f a q u i e m p o u c a s p a l a v r a s o m e t h o d o g e r a l d e c a l c u -
l a r o m o v i m e n t o d e h u m c o r p o f o b r e h u m a l i n h a d a d a . 

ApplicaçaÕ da Theorica precedente a alguns 
cafos particulares. 

S > 
U p p o n h a r a o s , q u e h u m m o v e i e f t á f u f p e n f o d e 
h u m fio a t a d o p e l a o u t r a e x t r e m i d a d e a h u m 

p o n t o f ixo. S e e f t e m o v e i f o r i m p e l l i d o p o r q u a l q u e r d i r e c -
ç a õ 

, q u e n a õ f e j a a do m e f m o f io , d e f c r e v e r á n e c e í T a r i a -
m e a t e a c i r c u m f e r e n c i a d e h u m c i r c u l o a o r e d o r d o p o n t o d e 
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â ê f u f p e n f a ó , e i f lo c o m m o v i m e n t o u n i f o r m e , f e naÕ 
h o u v e r p o t e n c i a q u e l h e a l t e r e o m o v i m e n t o i m p r - f l o . 

Seja V a v e l o c i d a d e do i n o v e i , a q u a l fe a c h a r e f o l v e n d o 
a v e l o c i d a d e impreiTa e m o u t r a s d u a s , h u m a V p e r p e n d i -
c u l a r ao r a i o , e a o u t r a pe l a d i r e c ç a õ d e l l e . S e j a F a t e n í a S 
do fio, ou a f o r ç a c e n t r í f u g a , e R o r a i o do c i r c u l o . T t r e -

V- ,. , MV- ' 
m o s po i s F — — , ou p a r a d i z e r m e l h o r F — , 

R R 
V-

f e n d o M a mafTa do m o v e i ; p o r q u e — n a õ he o u t r a c o u -
R 

f a f e n a õ h u m a f o r ç a a c c e l e r a t r i z , c u j o e f f e i t o h e a v e l o -
c i d a d e q u e p ô d e i m p r i m i r a f o r ç a c e n t r í f u g a . 

P a r a C o n h e c e r p o i s a i n t e n f a õ v e r d a d e i r a d e í l a p o t e n -
V1 

c i a , h e n e c e f í a r i o m u l t i p l i c a r — • p e l a mafTa d o c o r p o . A f -
R 

f i m a c h a m o s , q u e a força eentrifuga he para o per,o do cor-
po , como a altura devida á velocidade para ametade do raio. 
S u p p o n d o , p o r e x e m p l o , q u e a v e l o c i d a d e he d e v i d a á a l -
t u r a de 40 pcs , e q u e o r a i o do c i r c u l o he de 10 pés , a 
f o r ç a c e n t r í f u g a , ou a t e n f a õ do f io f e r á p a r a o p e z o do 
c o r p o , c o m o 8 p a r a 1. 

4 c 8 S e j a T o t e m p o p e r i o d i c o do m o v e i • , t e r e m o s 

„ 2 c R r M.AC*R , 
V — ——— , e a f o r ç a c e n t r í f u g a F — » L o -

go/? força centrífuga he proporcional ao raio do circulo ài-
reftamente, e ao quadrado do tempo periodico reciprocamente. 

4 0 9 C o m o a t e r r a t e m h u m m o v i m e n t o d e r o t a ç ã o a o 
r e d o r d o f e u e i x o , t o d a s a s f u a s p a r t e s f aõ a n i m a d a s d e 
h u m c e r t o g r ã o d e f o r ç a c e n t r í f u g a , m a i o r o u m e n o r , 
c o n f o r m e e l l a s e f t a õ m a i s o u m e n o s d i í l a n t e s d o e i x o 
d a r e v o l u ç ã o . C o m o e f t a f o r ç a d e b a i x o d o e q u a d o r h e d i -
r e i t a m e n t e o p p o f t a á d a g r a v i d a d e , e f t á c l a r o q u e d e v e 
n e l l a c a u f a r m a i o r d i m i n u i ç ã o . Q u a n t o aos l u g a r e s i n t e r -
m é d i o s d o e q u a d o r a t é o s p ó l o s , a d i m i n u i ç ã o d a g r a v i d a -
d e d e v e f e r m e n o s f e n f i v e l á m e d i d a q u e f e f o r c a m i n h a n -
d o para o s m e f m o s p ó l o s , o n d e a f o r ç a c e n t r í f u g a h e n u l l a . 

D o n d e f e f e g u e , q u e f e a t e r r a f o i o r i g i n a l m e n t e f l u i -
d.i , e m v i r t u d e d o f e u m o v i m e n t o d e r o t a ç a õ n a õ p o d i a 
c o n f e r v a r a f ó r m a e s f e r i c a , q u e a g r a v i d a d e l h e p r o c u r a v a 
d a r . P o r q u e p e z a a d o m e n o s a s p a r t e s m a i s v e z i u h a s d o 

e q u a -
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e q u a d o r , e r a n e c e f f a r i o m a i o r q u a n t i d a d e d e l i a s , p a r a e f -
t a b e l e c e r o e q u i l i b r i o . A l f i m d e v i a t o m a r e f t a maf fa f l u i d a 
h u m a f i g u r a á m a n e i r a d e e l l i p f o i d e , m a i s a b a t i d a pa ra o s 
p ó l o s , e e l e v a d a tiara o e q u a d o r , ta l p r o x i m a m e n t e c o m o 
a d o f o l i d o g e r a d o p e l a r e v o l u ç ã o d e h u m a e l l i p f e á r o -
d a d o e i x o m e n o r . E f t e h e t a m b é m o r e f u l t a d o , q u e d a õ a s 
m a i s e x a f t a s m e d i d a s d o s g r á o s d o m e r i d i a n o , f e i t a s nef -
t e s ú l t i m o s t e m p o s . T o d a s c o n c o r d a õ e m m o í t r a r o aba t i -
m e n t o d o g l o b o t s r r e í t r e p a r a a p a r t e dos p ó l o s , e e l e v a -
ç a õ p a r a a p a r t e do e q u a d o r ; e a s q u e pa f i aõ p o r m e l h o -
r e s p r o v a õ , q u e o e i x o t e m d e m e n o s q u e o d i â m e t r o d o 

e q u a d o r d e l l e . 
2 I Ç 

4 1 0 E x a m i n e m o s a g o r a o m o v i m e n t o d e h u r a c o r p o , 
q u e d e f c e p e l a a c ç a õ d a g r a v i d a d e p o r h u m a l i n h a r e d s 
AC i n c l i n a d a ao h o r i z o n t e ( F i g . 159 . ) . Se j a A 3 o r i g e m 
do m o v i m e n t o , AM o e f p a ç o c o r r i d o no t e m p o í , e a 
a v e l o c i d a d e a d q u i r i d a no p o n t o M . C o n d u z i n d o p e l o p o n -
to A a v e r t i c a l A B, e p e l o p o n t o C a h o r i z o n t a l BC, 
p o d e r e m o s r e f o l v e r a f o r ç a da g r a v i d a d e g p e l a d i r e c ç ã o 
M P em o u t r a s d u a s , h u m a p e l a d i r e c ç a õ M C , q u e fe rá 
g fen a •, e a o u t r a p e r p e n d i c u l a r 3 M C , q u e f e r á g cof a, 
e n t e n d e n d o p o r a a i n c l i n a ç a õ ACB da r e é t a AC c o m o 
h o r i z o n t e . A u l t i m a d e l i a s f o r ç a s d a r á a p r e f f a ó f o b r e o 
p l a n o i n c l i n a d o , p o r q u a n t o a f o r ç a c e n t r í f u g a h e n u l l a ne -
f t e c a f o ; e e f ta p r e l f a õ he p a r a o p e z o do c o r p o , c o m o o 
c o f e n o de a p a r a o r a i o . A o u t r a f o r ç a g fen a f e r v i r á 
d e a c c e l e r a r o m o v i m e n t o p e l a d i r e c ç a õ A M . A í f i m d e f -
c e r á o c o r p o , c o m o f e fo í f e f o l l i c i t a d o p o r h u m a f o r ç a 
d e g r a v i d a d e z r g fen a p e l a d i r e c ç a õ A M , e o f e u m o -
v i m e n t o f e r á u n i f o r m e m e n t e a c c e l e r a d o . L o g o t e r e m o s a í 
d u a s e q u a ç õ e s f e g u i n t e s , 

11 z : £ t fen a, e * — — g t* fen a -y 
2 

d o n d e f e p o d e m d e d u z i r m u i t a s c o n f e q u e n c i s t s ú t e i s . 

I . O t e m p o e m p r e g a d o em c o r r e r A C ( F i g . 159 . ) htf 

-1 r 2A c r2AC* , , „ . . 
V —7 — 1/ 5 l o S ° «e c o m o a r e c t a A 6 , » g Jen n V g A B 

q u a n i o A B h e c o n f i a n t e . P o r c o n f e g u i n t e o s t e m p o s e m -
p r e g a d o s em d e f c e r do p o n t o A a t é a h o r i z o n t a l B C f aõ 

c o m o 
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c o m o a s l i n h a s , pe l a s q u a i s d e f c e m o s c o r p o s . 
I I . Se d e f c r e v c r i n o s h u m c i r c u l o , c u j o d i â m e t r o A B 

fe ja v e r t i c a l ( F i g . 1 6 0 . ) , o m o v e i p a r t i n d o de A p a r a 
Aí pe la c o r d a A Aí g a f t a r á o m e f m o t e m p o , q u e f e r i a n e -
ce í f a r i o p a r a d e f c e r a t é B p e l o d i â m e t r o A B , p o r q u e no 

A M2 

c i r c u l o a q u a n t i d a d e ^ - he c o n d a n t e . 

I I I . A v e l o c i d a d e do m o v e i c h e g a n d o ao p o n t o C ( F i g . 
i ç 9 . ) he V 2 g A C fen a ~ y 2 g A B. L o g o f e r á i g u a l 
á q u e o c o r p o t e r i a a d q u i r i d o c a h i n d o p e l a v e r t i c a l À B ; 
d o n d e f e f e g u e , q u e a v e l o c i d a d e a d q u i r i d a p e l o d é f c e n f o 
d e h u m m o v e i e n t r e d o u s p l a n o s h o r i z o n t a i s , h e f e m p r e a 
m e f m a , o u e l l e d e f ç a l i v r e m e n t e p e l a v e r t i c a l , o u p o r 
h u m p l a n o i n c l i n a d o , o u a i n d a p o r h u m a r c o d e c u r v a , 
c o m o v e r e m o s n o a r t i g o f e g u i n t e . 

Do Movimento de OfcillaçaS nos meios 
mo reftjlentes. 

4 1 1 O E ; a ACA' h u m a c u r v a q u a l q u e r ( F i g . i í r . ) , 
^ p e l a q u a l d e f ç e h u m c o r p o e m v i r t u d e d a g r a -

v i d a d e , c o m e ç a n d o d o p o n t o A . R e f e r i n d o a c u r v a a q u a l -
q u e r e i x o v e r t i c a l B C , c o n d u z i n d o a s h o r i z o n t a i s - A B , 
Aí P, e f a z e n d o B P = x , P , f e r á a f o r ç a da g r a -

v i d a d e g p o r M G p a r a l l e l a a B P ; e c o n f e g u i n t e m è n t e 
X zz g ,Y =: o Ç n . 4 0 6 . ) . L o g o dv — dx , e v=z x + a 
n o c a f o d e t e r o m o v e i n o p o n t o A h u m a v e l o c i d a d e in i -
c i a l d e v i d a á a l t u r a a . D e f c e n d o p o i s o c o r p o p e l o a r c o 
A A í de h u m a h o r i z o n t a l A B a t é o u t r a A í P , a d q u i r e p r e -
c i f a m e n t e a m e f m a v e l o c i d a d e , c o m o f e t i v e f l e c a h i d o p e -
l a v e r c i c a l B P . 

S u p p o n h a m o s , q u e e l l e f e m v e l o c i d a d e a l g u m a i n i -
c ia l d e f c e do p o n t o A • , a v e l o c i d a d e em Aí f e r á d e v i d a 
á a l t u r a BP , e a v e l o c i d a d e em C á a l t u r a B C. M a s fe 
C he o p o n t o m a i s b a i x o da c u r v a , e fe o r a i n i C A í ' A ' he 
h u m a c o n t i n u a ç a õ d e l i a q u a l q u e r ; a v e l o c i d a d e e m A l ' f e -
rá f e m p r e d e v i d a á a l t u r a BP , e a v e l o c i d a d e em A' á 
a l t u r a o . D e v e p o i s f a b i r o m o v e i a t é A ' á m e f m a a l t u r a 
d o n d e t i n h a d e f c i d o • , e de A ' t o r n a r á a d e f c e r p e l o m e f m o 
c a m i n h o , e c o m a v e l o c i d a d e a d q u i r i d a n o p o n t o C f u b i -
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r á p e l o p r i m e i r o r a m o a t é o p o n t o A d a o r i g e m d o m o v i -
m e n t o . A f l i m irá a l t e r n a t i v a m e n t e de A pa ra A ' , e de 
A ' para A , a t é q u e a l g u m o b f t a e u l o e f t r a n h o f e o p p o n h a 
a o f e u m o v i m e n t o . A e f t e m o v i m e n t o a l t e r n a t i v o h e q u e 
fe dá o nome de Movimento de Ofcillaçaõ. 

4 1 j P a r a c o n h e c e r a d u r a ç a õ d e h u m a o f c i l l a ç a õ i n -
t e i r a , ou ( q u e v e m a f e r o m e f m o ) p a r a d e t e r m i n a r o 
t e m p o da d e f c i d a p o r A M C , e f u b i d a p o r C M' A ' , 

, • • d í d s 
he n e c e í f a r i o i n t e g r a r , ou — d e f d e A a t é A ' . 

Wz gv vzgx 
4 1 3 EXEMPLO I . S e j a AMD h u m a r c o d e c i r c u l o d e f -

c r i t o do c e n t r o C c o m o r a i o C A =r a ( F i g . 162 . ) . 
T i r e - f e a v e r t i c a l C D ; e f u p p o n d o q u e l ie A o p o n t o 
d o n d e o m o v e i c o m e ç a a d e f c e r p e l o a r c o A M D , f e -
ja DP — x, e BDzz. b. Af l im ferá y — K ( 2 a x ~ x x \ 

* s ~ V ç z ~ a x - l * y e . L o g o i t * 

—a d x a — dx 
Vzg(b — x) (zax-xx) ~ / z £ [ z a — x) y ( b x - x x ) = 

1 

I Yl ( JL, ^ 
3 Vg v 1 7a ' 

— d x 1 Va —d x 

Vg\ 2, a ' V^bx — xx) z /g V{bx—xx) 

x a za 2 . 4 4 a? 2 . 4 . 6 8 a* ^ 

. J L i A i l i 7 . . & c V 
a . 4 . 6 . 8 x<S / 

P a r a a c h a r po i s o t e m p o d a d e f c i d a i n t e i r a , h e n e c e f -
f a r i o i n t e g r a r c a d a t e r m o d e f t a f e r i e , d e m a n e i r a q u e o 
i n t e g r a l fe d e f v a n e ç a q u a n d o x—b, e d e p o i s t o m a r o va-
lo r d e l l e q u a n d o x — o . O c a l c u l o i n t e g r a l d á g e r a l m e n t e 

/ -
~xmdx * O T ~ V c bx-xx) 

— Hr 
\ b x —x x ) m 

m — 1 
b C 2 ra— r ) f — x " dx 

' 1 2 Hl J / [ b x — x x ) 7 

l o g o , f e c a d a h u m d e f t e s i n t e g r a i s f e t o m a r e n t r e o s l i m i -
t e s 
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?es * — b , c x — o, c o m o t e m o s d i t o , t e r e m o s 
, m m ~ i , 

Ç — xdx b \ zm — i ) T — x dx 
J / ( b x — x x ) ~ z t/i J V(bx-— xx") * 

f o r m u l a , q u e d a r á a s a p p l i c a ç õ e s f e g u i n t e s ; 

/ — x d x b p — dx 
/[ úx-xx)— 2J /[bx-xxJ ' 

r-x* dx _ ib r-xdx b2 J V[bx-xx) 4j Vr{bx—xx)~ 2.4 j V(bx-xx) * 

r - * , d * ~ i t r - x * i x
 B b r 

Jf(bx-xx) 6J Yijax-xx) 2.4.6 J t\tx-xx) 
D o n d e f e f e g u e , q u e o t e m p o d a d e f c i d a p e l o a r c o AMD 
. 1 Va. ( 1 b . 1.3- b2 

h e t — ( 1 -jr —— -—f- —- • - f . 2 f g ^ 2 2 d 2 2 . 4 S 4 &* 

f - j * _ 
á 2 . 4 » . 6 = 8<i» 2 2 . 4 2 , 6 2 . 8 l 16a* / J V\bx-xx) 

_ , r -dx „zx -b „ . 
P o r e m / — — t r A r e cof — ; — ; e e f t e í n t e -

J b x — x x ) b 
gra l d e f v a n e c e , q u a n d o * — b , e t e m p o r v a l o r o n u m e -
ro c o n h e c i d o c ~ 3 , 141 &c q u a n d o * — o . L o g o o t e m - ' 
p o d a d e f c i d a f e r á 

l = J L c y j L . ( I + J L : ± + _ L J 1 . _ Í 1 . 

2 V g \ 2 2 za z- . 4 2 4 

1 . ? 2 . <;2 bi \ 

* 2 2 . 4 2 . 6 2 ' 8 a s ' 5 

e p o r c o n f e g u i n t e , c h a m a n d o T o t e m p o de h u m a ofcií-» 
•laçaõ i n t e i r a , f e r á 

t - « y . 1 . ( , + i . i - + • h \ & c ) . 
" £ V 2 2 2 - . 4 1 4 « * ' 

S e o a r c o A M D f o r p e q u e n o a r e f p e i t o d o r a i o , o 
f e n o v e r f o b f e r á t a õ p e q u e n o r e l a t i v a m e n t e a o a r c o , c o -
m o e f t e o h e e m c o m p a r a ç ã o d o r a i o . P o d e r - f e - h a Õ p o i s 
n e í f e o a f o d e f p r e z a r t o d o s o s t e r m o s d a f e r i e q u e c o n t é m 

è , t o m a n d o - f e f o m e n t e Tzze — . 
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E fe q u i z e r m o s a v a l i a r o e r r o q u e d e f t a u l t i m a forma-» 

la r e f u l t a , q u a n d o os a rcos fa5 c o n f i d e r a v e i s , n a õ ha m a i s 

q u e c o m p a r a r o r e f u l t a d o d e l i a co ra o d a f e r i e . P o r e x -

e m p l o fe A M D ~ 3 0 o , t e r e m o s — ZZ 1 — — = O , I ] 4 ' J 

d o n d e h e £acil d e c o n c l u i r q u e o t e m p o d e h u m a o f c i l l a -

ç a õ i n t e i r a , t a ! c o m o o d á a f o r m u l a c ~ — , n a õ d i f -

f e r e d a f u a d u r a ç a õ rea l f e n a õ h u m a f e x a g e f i m a p a r t e pro-
x i m a m e n t e ; de m a n e i r a , q u e f e a o f c i l l a ç a õ f o r de h u m 
f e g u n d o , f e r á o d e f e i t o f o m e n t e d e h u m t e r c e i r o . P o -

b 
r é m fe A Al D zz 50 , t e r e m o s — o , 0 0 3 8 , e o t e m p o 

Cl 

d e d u z i d o d a f o r m u l a — n a õ d i f c r e p a r á d a r e a l i d a -

d e m a i s q u e , d e f o r t e q u e f e r á õ n e c e í f a r i a s d ua i 

2 0 0 0 
m i l o l c i l l a ç õ e s , pa ra f e c o m e t t e r o e r r o d e h u m f e g u n -
do e fe os a r c o s f o r e m f e n d o m e n o r e s , as d i f f e r e n ç a s 
c a d a v e z f e f a r á õ m a i s i n f e n l i v e i s . 

E m f i m . c o m o a f o r m u l a Tzz c \ / — h e i n d e p e n -
v g 

d e n t e d e b , e f t á c l a r o q u e a s o f c i l l a ç õ e s d e h u m c o r p o 
p o r a rcos m u i t o p e q u e n o s d e h u m m e f m o c i r c u l o d e v e m 
t o d a s f e r d e igua l d u r a ç a õ e p o r i í f o n e f t e c a f o f e 
chamaõ Ofcillações ifocbronas. 

E p o r q u a n t o h e a b f o l u t a m e n t e o m e f m o f u p p o r q u e 
h u m c o r p o M f e m o v e f o b r e h u m a r c o d e c i r c u l o f o l i -
do A Aí D , OJ q u e o fe i i l a na e x t r e m i d a d e de h u m fio 
de f u f p e n f a õ C Al, c o n c l u i r e m o s i g u a l m e n t e q u e bum peti' 
dulo ( p o r q u e e f t e h e o u o m e q u e e n t a õ í e d á ao m o -
vei ) que faz as ofcillações muito pequenas , as faz toda} 
n o mefmo tempo. 

41 ç A e x p r e f í a ó d e f t e t e m p o he T — c~\/ — , fen* 
v g 

d o o c o m p r i m e n t o d o p ê n d u l o r e p r e f e n t a d o p o r a . D o n -
d e f e f e g u e , q u e a duraçaõ de huma ofcillaçaõ be direita-
mente proporcional d raiz quadrada do comprimento do pên-
dulo , e reciprocamente » raiz quadrada da força da gravi-

dade, 
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iade. H u m p ê n d u l o , q u e t e m o c o m p r i m e n t o q u á d r u p l o 
d o d e o u t r o , d e v e p o i j f a z e r a s o f c i l l a ç õ e s d u a s v e z e s 
m a i s v a g a r o f a s , f e n d o a g r a v i d a d e c o n f t m t e °<c. 

4 1 6 S e j a N o n u m e r o d a s o f c i l l a ç õ e s f e i t a s e m h u m 

*
 a 

c e r t o t e m p o t ; t e r e m o s T — — c 1/— , e c o n f e -
N r g 

g u i n t e m e n t e a — • L o g o os comprimentos de doai 
c* N* 

pêndulos faõ reciprocamente como os quadrados dos nznieros 
das ofcillações feitas em bum tempo dado. 

4 1 7 D a q u i f e t e m d e d u z i d o h u m m e i o m u i t o f i m p l e s 
d e d e t e r m i n a r p o r e x p e r i e n c i a o c o m p r i m e n t o d o p ê n d u -
l o , q u e d e v e f a z e r c a d a v i b r a ç a õ e m h u m f e g u n d o . 

S u f p e n d e i h u m c o r p o b e m d e n f o p o r h u m f i o d e m e t a i 
m u i t o d e l g a d o , e d a i a e f t e f io t r e s p~s de c o m p r i m e n -
t o , p o r q u e e f t e h e p o u c o m a i s o u m e n o s o c o m p r i m e n t o 
p r o c u r a d o ; d e f v i a i h u m p o u c o e f t e p ê n d u l o d a v e r t i c a l 
p a r a o f a z e r o f c i l l a r , e c o n t a i e x a c t a m e n t e a s v i b r a ç õ e s 
q u e f a z e m q u a l q u e r t e m p o d e t e r m i n a d o , e m h u m a h e r a 
p o r e x e m p l o . E n t a õ f a r e i s e f t a p r o p o r ç a õ : C o m o o q u a -
d r a d o de ]6oo ( n u m e r o d a s o f c i l l a ç õ e s q u e o p e n d u ' o 
d e f e g u n d o s f a r i a n o m e f m o t e m p o ) p a r a o q u a d r a d o d o 
n u m e r o d a s o f c i l l a ç õ e s c o n t a d a s , a f l i m o c o m p r i m e n t o d o 
p ê n d u l o d a e x p e r i e n c i a p a r a o c o m p r i m e n t o p r o c u r a d o d o 
p ê n d u l o d e f e g u n d o s . 

P o r e f t e m e t h o d o f e c o n h e c e u , q u e n a l a t i t u d e d e P a -
5 7 

r i s he o p ê n d u l o de f e g u n d o s de 3 p é s 8 l i n h a s e 
1 0 0 

d e h u m a l i n h a . M a s c o m o e f t a s e x p e r i e n c i a s f e f a z e m com, 
c o r p o s d e h u m v o l u m e f i n i t o , h e n e c e í f a r i o t e r o c u i d a -
d o d e m e d i r e x a í l i f l i m a m e n t e o s c o m p r i m e n t o s d o s p ê n -
d u l o s d e f d e o p o n t o d e f u f p e n f a õ a t é o u t r o p o n t o c h a -
m a d o Centro de ofcillaçaõ, do q u a l h a v e m o s de f a l l a r na 
S e c ç a õ I I I . 

4 1 8 H u m a v e z q u e f e j a c o n h e c i d o o c o m p r i m e n t o d o 
p ê n d u l o , q u e b a t e e x a é l a m e n t e o s f e g u n d o s , c o m f u m -
m a f a c i l i d a d e f e d e d u z o c o m p r i m e n t o d e q u a l q u e r o u t r o , 
q u e d e v a f a z e r a s o f c i l l a ç õ e s e m m a i s , o u m e n o s t e m p o . 
O p ê n d u l o , p o r e x e m p l o , q u e e m P a r i s d e v e f a z e r c a d a 
© f c i l l a ç a õ e m m e i o f e g u n d o , t e r á e v i d e n t e m e n t e 9 p o l -
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14 
l e g a d a s 2 l i n h a s e de h u m a l i n h a ; e o p ê n d u l o , q í i a 

100 

h o u v e í f e d e b a t e r m i n u t o s , d e v e r i a t e r 3 6 0 0 v e z e s o c o m -

p r i m e n t o d o p e n d u i o d e f e g u n d o s , i f t o h e , 1 1 0 1 4 — p é s . 
4 

S o b r e i f t o h e q u e f e f u n d a o m o d o d e r e g u l a r o s r e l ó -
g i o s o f c i l l a t o r i o s . Q u a n d o e l l e s (e r e t a r d ã o , l e v a n t a - f e 1 
wia-laranja, d a p ê n d u l a e a b a i x a - f e p e l o c o n t r a r i o , quan -
d o f e a d i a u t a õ . M a s p a r a d e t e r m i n a r a q u a n t i d a d e , q u e 
fe d e v e l e v a n t a r , ou a b a i x a r , f e j a o c o m p r i m e n t o a í l ua l 
da p ê n d u l a — a , a q u a n t i d a d e q u e fe l h e d e v e a j u n t a r 
o u d i m i n u i r — o n u m e r o d a s v i b r a ç õ e s d e q u e e l l e 
f e r e t a r d a , o u a d i a n t a e m h u m t e m p o d a d o , p o r e x e m -
p l o e m h u m a h o r a — £ , e o n u m e r o d a s v i b r a ç õ e s q u e 
d e v i a f a z e r e f t a n d o b e m r e g u l a d o — b . J f t o p o f t o , t e r e -
m o s ( n. 4 1 6 . ) e f t a p r o p o r ç a õ a : a + * : : l -

l o g o x ~ 

4 1 9 D a m e f i n a t h e o r i c a f e t e m u f a d o p a r a d e t e r m i n a r 
c o m a u l t i m a e x . i f t i d a õ a f o r ç a da g r a v i d a d e ; e a l ém 
d e q u e a i d è a h e m u i t o i n g e n h o f a , o c a l c u l o h e d e lin-

g u l a r f a c i l i d a d e . P o r q u e f e n d o T — c — , e f u p p o n -

do T — 1» e a ~ ao c o m p r i m e n t o do p ê n d u l o de f e g u n -

d o s = 4 4 0 , 57 l i n h a s , t e r e m o s g — c2 . 4 4 0 , 57 l i n h a s 

t=. 3 0 , 196 p é s , c o m o a c i m a t e m o s f u p p o f t o ; d o n d e f e 

c o n c l u e q u e o e f p a ç o c o r r i d o p o r q u a l q u e r c o r p o n o p r i -

m e i r o f e g u n d o d a f u a q u é d a h e cie 1 5 , 0 9 8 p e s . 

4 2 0 Se a f o r ç a da g r a v i d a d e d i m i n u e á m e d i d a q u e noJ 

c h e g a m o s para o e q u a d o r , o c o m p r i m e n t o do p ê n d u l o de f e -

g u n d o s d e v e v a r i a r e m d i í f e r e n t e s l a t i t u d e s ; p o r q u e a e q u a -

ç a õ T r= c ~ \ f ' m o f t r a , q u e f e n d o T c o n f i a n t e devem 

os comprimentos, dos pêndulos de fegundos fer em diferentes 
latitudes na rafaõ direãa das forças da gravidade. Com 
e f f e i t o , t e n d o i d o M. Ricber a C a y e n a cm 1 6 7 2 p a r a fa-
z e r a l g u m a s o b f e r v a ç õ e s , r e f l e í t i o q u e a p ê n d u l a d e f e -
g u n d o s q u e t i n h a l e v a d o d e P a r i s r e t a r d a v a f e n f i v e l m e n t e , 
d e f o r t e q u e f o i o b r i g a d o a l e v a n t a r a meia-laranja h u m » 

l i s h * 
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( í n h a e — p a r a a f a z e r b a t e r n o v a m e n t e o s f e g u n d o s . 
4 

D e p o i s d e M . Richer , t e m - f e v e r i f i c a d o m u i t a s v e z e s , 

e e m m u i t o s l u g a r e s o fa . f to q u e e l l e a t t e f t o u . E i s a q u i 

h u m a p a r t e d e i t a s o b f e r v a ç õ e s 

11 

j L u g a r e s d a s O b f e r v a ç õ e s L a t i t u - C o m p r i m e n t o j L u g a r e s d a s O b f e r v a ç õ e s 

d e s d o p ê n d u l o 

N o E q u a d o r e m 2 4 3 4 t o e f . d e a l t . o ° 0 ' 4 3 8 . 7 0 l i n h . 
e m ^ ( f ó t o e f . d e a l t . 0 . c 

a o l i v e l d o m a r 0 0 4 3 9 , 0 7 
E m P o r t o - b e l l o 9 34 4 3 9 , " * 
N a i l h a d e S . D o m i n g o s 18 2 7 439,11 
N o C a i r o 5 0 2 4 4 0 , 2 5 
E m R o m a 4 i 4 4 4 4 0 , 2 8 

E m P a r i s 4 8 5 0 4 4 0 , 5 7 
E m L o n d r e s S i 3 1 4 4 0 , 6 5 

E m L e y d a 5:2 9 4 4 0 , 7 1 
Em P e t e r s b u r g - r - - - - 5 9 5 6 4 4 0 , 9 7 
E111 A r c h a n g e l 6 4 3 * 4 4 1 , 1 3 
E n i P e l l o - 66 4 8 4 4 1 , 1 7 

1 
> ; 

1 

j 
T o d o s e f t e s r e f u l t a d o s , e m u i t o s o u t r o s c o n c o r d a õ e m 

p r o v a r a d i m i n u i ç ã o d a g r a v i d a d e d o s p ó l o s p a r a o e q u a -

d o r ; e d e f t a d i m i n u i ç a õ f e c ó n c l u e a e x i f t e n c i a d a f o r -

ç a c e n t r í f u g a p r o c e d i d a d a r o t a ç a õ d a t e r r a , a q u a l t r a z 

c o m f igo a f igu ra e l l i p f o i c l a l , e o a b a t i m e n t o da t e r r a p a -

r a a p a r t e d o s p ó l o s , r e g u l a d o p e l o l i v e l d a s a g u a s d o 

m a r . 

4 2 1 O t e m p o , q u e o m o v e i g a i t a e m d e f c e r p e l a c o r -

d a A D , h e i g u a l a o t e m p o q u e g a i t a r i a e m c a h i r p e l o d i â -

m e t r o v e r t i c a l ; e e f t e t e m p o h e r e p r e f e n t a d o p e l a f o r m u l a 

* ' 0 t e m p o q u e e l l e g a i t a e m d e f c e r p e -

l a a r c o A M D h e ~ c \ í — , e — c h e m e n o r q u e 2 g 2 

1 . L o g o h e m e n o r o t e m p o d a d e f c i d a p e l o a r c o AMD, 

q u e p e l a c o r d a A D . N e f t e c a f o , a i n d a q u e a l i r . ha 

S r e c t a 
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r e í t i f e j a o c a m i n h o m a i s b r e v e , n a 5 h e c o m t u í f ) í 
q u e e x i g e o m e n o r t e m p o , r i e m t a õ p o u c o o m e f m o c i r -
c u l o . H a m u i t o t e m p o q u e M. Bernonlli m o f t r o u p e l a p r i -
m e i r a v e z , q u e a c y c l o i d e h e a q u e t e m e f t a n o t á v e l 
p r o p r i e d a d e , c o m o a d i a n t e v e r e m o s . 

422. EXEMPLO I I . S e j a õ A B , A C d u a s f e m i c y c l o i d e s 
( F i g . T63. ) , d e f c r i t a s p e l a r o t a ç a õ do c i r c u l o q u e t e m 
p o r d i â m e t r o A K , f o b r e a h o r i z o n t a l G K H . Toman-< 
d o - l e h u m íio A R A l d u p l o d e A K , o u i g u a l n o c o m -
p r i m e n t o a h u m a d e f t a s c u r v a s , f u f p e n d e n d o - f e p o r h u -
m a d a s e x t r e m i d a d e s n o p o n t o A , e f u p p o n d o - f e n a o u -
t r a e x t r e m i d a d e h u m c o r p o i n f i n i t a m e n t e p e q u e n o , e f t e 
c o r p o n o f e u m o v i m e n t o d e f c r e v e r á a c y c l o i d e i n t e i r a 
B D C , c u j o c i r c u l o g e n i t o r f e r á i g u a l ao das d u a s f e m i -
c y c l o i d e s , e c u j a b a f e f e r á a h o r i z o n t a l B K C . I f t o p o f t o , 
p e r g u n t a - f e o t e m p o d e h u m a o f c i l l a ç a õ d e f t e p ê n d u l o p e l o 
a r c o F DF>. 

S e j a o c o m p r i m e n t o do p ê n d u l o — a , e c o n f e g u i n t e -

m e n t e o d i â m e t r o do c i r c u l o g e n i t o r s — a f o a r c o 

D A í r ; . r , e Í P ~ * , P e l a n a t u r e z a d a c y c l o i d e t e r e -
, , / i í I J Í 

m o s s2 == z a x , e c o n f e g u i n t e m e n t e d s — C h a -

Yz a x 
m a n d o p o i s b a a l t u r a P E d o p o n t o F , o n d e c o m e ç a o 

m o v i m e n t o , a v e l o c i d a d e d o m o v e i n o p o n t o M l e r á - d s 
l i - Y z S C & - * ) ; d o n d e r e f u l t a dt~ r — — a 

— dx l i / .1 . 
— — ' — 1 / M a S 0 n e g r a l de — 

f f ( b x - x x ) 1 " g K(fx-xx) 

t o m a d o e n t r e os l i m i t e s de x ~ b, e x zz o , f e m p r e (C 

r e d u z a c ; l o g o o t e m p o d a d e f c i d a p e l o a r c o F M D f e -

rá t — - c ~\f , e o t e m p o de h u m a o f c i l l a ç a õ i a r 

2 » g 
t e i r a p e l o a r c o F D F> f e r á T zz c — . D o n d e fe v ê ; 

q u e e l l e t e m p o h e f e m p r e p a r a o q u e g a i t a r i a o m o v e i 
em d e f c e r p e l o d i â m e t r o v e r t i c a l K D c o m o C p a r a r , 
o u c o m o a c i r c u m f e r e n c i a p a r a o d i â m e t r o d e h u m c i r -
c u l o . L o g o todas as ofcillações de bum pêndulo, j ue defere-

mt 
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*&t guaiftjuer arcos de huma cycloide, faõ de iguaí duraçaõ. 
4 2 3 E f t a f ingular p r o p r i e d a d e d e u á c y c l o i d e , e a t o -

d a s a s o u t r a s c u r v a s q u e t e m a m e f m a v e n t a g t m , o n o -
m e d e Curvas Tautóchronas. M . H u y g h e n s , h o m e m d e 
r a r o i n g e n h o , f o i o p r i m e i r o , q u e d e p o i s d e h a v e r de* 
m o n f t r a d o q u e t a n t o a s p e q u e n a s c o m o a s g r a n d e s o í c i l -
i a ç õ e s d e h u m m e f m o p ê n d u l o , f u f p e n d i d o d a f ó r m a r e -
f e r i d a e n t r e d u a s l a m i n a s c y c l o i d a i s , f a õ t o d a s f e i t a s e m 
t e m p o s i g u a i s , i m a g i n o u q u e h u m p ê n d u l o d e f t a e f p e c i e 
f e r i a p r o p r i o pa ra r e g u l a d o r d o m o v i m e n t o d o s r e l o g i o s . 
Ç c o m e f f e i t o ; a i n d a q u e a s i m p r e f f õ e s d a r o d a d e e n -
c o n t r o f e j a õ d e l i g u a i s , a s o f c i l l a ç õ e s d e f t e p ê n d u l o n a õ 
d e i x a r á õ p o r i f fo d e f e r i f ó c h r o n a s . 

M a s e f t a i n v e n ç a õ , a i n d a q u e d e f u m m a b e l l e z a n a 
t h e o r i c a , n a õ f o i d e g r a n d e u t i l i d a d e n a p r a t i c a . P a r a f e 
• c o n f e g u i r o b o m e f f e i t o d e l i a , e r a n e c e f f a r i o v e n c e r d i f -
i c u l d a d e s q u a f i i n f u p e r a v e i s . C o n í i f t e m e f t a s e m d a r , e 
c o n s e r v a r ás l a m i n a s de m e t a l AR , A R' h u m a f igura c y -
cloic ia l b e m e x a é l a , e b e m i g u a l ; e c o m o p o d i a l i z o n -
g e a r - \ e a l g u é m d e o c o n f e g u i r , c o n c o r r e n d o t a n t a s c a u f a s 
p a r a c* e m b a r a ç a r ? A c o n t r a c ç a õ i n e v i t á v e l d a s l a m i n a s 
n o t e m p o d e f r i o , e a d i l a t a ç a õ n o t e m p o d e c a l o r f e 
o p p u n h a Õ f o b r e t u d o á u n i f o r m i d a d e da f u a f igura , e i f -
t o b a i l a v a p a r a f a z e r d u v i d o f o o i f o c h r o n i f m o d o n o v o 
p ê n d u l o . P o r e f t e , e o u t r o s i n c o n v e n i e n t e s , d e t e r m i n á -
r a õ o s A r t i f t a s f u b f t i t u i r o p ê n d u l o c i r c u i a r e m l u g a r d o 
c y ç l o i d a l d e M . H u y g h e n s , d e p o i s d e f e h a v e r d e m o n f -
t r a d o q u e a s o f c i l l a ç õ e s p o r a r c o s p e q u e n o s d e c i r c u l o 
e r a õ i g u a l m e n t e i f o c h r o n a s , q u a n t o b a i l a v a p a r a o u f o q u e 
f e p r o c u r a v a . M a s p a r a j u l g a r d o m e r e c i m e n t o das i n v e n -
ç õ e s m o d e r n a s , r e l a t i v a m e n t e á p e r f e i ç a õ d o p ê n d u l o c i r -
« u l a r , e á m e d i d a do t e m p o , f e r á n e c e f f a r i o l e r a s O b r a s 
d o s S á b i o s , q u e p a r t i c u l a r m e n t e f e o c c u p á r a Õ n e f t a m a t é r i a . 
>- 4 2 4 S e j a E Áí D h u m a c u r v a q u a l q u e r ( i F i g . 164 . ) , 
e E o p o n t o d o n d e h u m c o r p o ^ i n c i p i a a c a h i r , e m 
v i r t u d e de h u m a f o r ç a c e n t r í p e t a P d i r i g i d a p a r a C , e 
p r o p o r c i o n a l a q u a l q u e r f u n ç a õ d a s d i f t a n c i a s ; d e v e d e -
t e r m i n a r - f e a v e l o c i d a d e d e f t e c o r p o e m q u a l q u e r p o n t o 
J V Í , e o t e m p o da f u a d e f c i d a p e l o a r c o E Ni . 

F a z e n d o C M = , z } r e f o l v a m o s a f o r ç a P d i r i g i d a 
for M C em o u t r a s d u a s , h u m a n o r m a l } e o u t r a t a n g e n -

S z c i a i . 
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• . A • • ,, PV( ds3-d Z- ) 4 _ ciai. A p r i m e i r a l e r a — , q u e a junta iSf 

« u 

d o - f e c o m a f o r ç a c e n t r í f u g a — d a r á a p r e f l a õ t o t a l f o -

b r e a c u r v a . A f e g u n d a f e r á P - e e f t a as * 

v e r á u n i c a m e n t e a c c e l e r a r o m o v i m e n t o . L o g o gdv — 

- P d z , e g v z z g b - f P d z . O t e m p o f e d e t e r m i -

n a r á c o n f e g u i n t e m e n t e p e l a f o r m u l a d t ——í K(2gb- zjPàz) 
EXEMPLO. S u p p o n h a m o s , q u e o a r c o E M C h e i n f i n i -

t a m e n t e p e q u e n o , q u e e n c o n t r a a â n g u l o s r e é l o s o e i x o 
C D , e q u e o r a i o o f c u l a d o r em D he =: a . N e í t e c a f o 
p o d e m o s c o n í i d e r a r o a r c o E M. D c o m o h u m a r c o do c i r -
c u l o d e f c r i t o c o m o r a i o a , e a p o t e n c i a P c o m o c o n f -
i a n t e , e c o m o r e p r e f e n t a d a p o r n g . T e r e m o s p o i s m — 

— d s 
n ( b ~ z ) . f e n d o C E — b : l o g o dt K i f » = * 

. -x) 
P o r é m p e l a n a t u r e z a do c i r c u l o , p o n d o CD — / , e DP — 

j , j- , ** — f f 
t e m o s z a x — x x - í - í f ^ x y z z z z - i l o g o * s r — — — - , 

2 a -j- z j 

xx— f f . , , «4</ 
• - a ^ J

f
J « ; l o g o z x z z f f + ~ ~ y L ss,Q e ss — z a x : 

, a-t-f 

zaf 

M a s q u a n d o z — b , a q u a n t i d a d e r d e v e f e r a D M E 

a + f 
q u e c h a m a r e m o s w ; l o g o 6 — x — * (mm — t t ) ; lo» 

zaf ' 
— ds r a f 

g o e m fim d t =3 — 1 / r
 J — — • To-

^ ( m m — s s ) r g s ( í i + / ) 

m a n d o p o i s o i n t e g r a l e n t r e o s l i m i t e s e f í = o j 

i i r «f , . teremos i p - t y — — , e confeguintemente O 
a V g n ( a + f y * 

tempC 
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t e m p o d e h u m a o f c i l l a ç a õ i n t e i r a p e l o a r e o i n f i n i t a m e n t e 

p e q u e n o E D E ' f e r á T — c \ J — ^ , r - O r a o 
V gnQa+f) 

p ê n d u l o , q u e t e m o c o m p r i m e n t o / , e q u e « h e a n i m a d o p e -
l a f o r ç a d a g r a v i d a d e g , p o r d i r e c ç õ e s p a r a l l e l a s , f a z a s 

f u a s o f c i l l a ç õ e s e m h u m t e m o o r e p r e f e n t a d o p o r c — 

1 Ã 

l o g o n o c a f o p r e c e d e n t e o c o m p r i m e n t o d o p ê n d u l o í im-

p l e s i f o c h r o n o d e v e f e r — n ( a -hf ) 

4^5" Se E M D f o í f e h u m a l i n h a r e f t a , o r a i o o f c u l a -

d o r a f e r i a i n f i n i t o , e t e r í a m o s e n t a õ T s c \ f — ; e n g 
fe a f o r ç a c e n t r a l f o í f e a m e f m a da g r a v i d a d e , f e r i a n e f t e 

c a f o T — c r i . D o n d e f e f e g u e , q u e h u m c o r p o f o b r e 

h u m p l a n o p e r f e i t a m e n t e h o r i z o n t a l , f o b r e o q u a l n a õ e x -
p e r i m e n t a í f e f r i c ç a õ a l g u m a , f e n d o a p a r t a d o l i u m p o u c o 
d o p o n t o D pOr o n d e pal ia a p e r p e n d i c u l a r c o n d u z i d a d o 
e e n t r o C , f a r i a o f c i l l a ç õ e s , c a d a h u m a d a s q u a i s t e r i a p o r 

d u r a ç a õ c } • T e r i a p o i s o p ê n d u l o i f o c h r o n o p o r c o m -
g 

p r i m e n t o h u m f e m i d i a m e t r o t e r r e f t r e e - f a r i a c a d a o f c i l l a -
ç a õ e m 4 2 ' 1 2 " ; e p o r c o n f e g u i n t e , p a r a f a z e r 1 7 o f -
c i l l a ç õ e s , f e r i aÕ n e c e l f a r i a s q u a f i 1 2 h o r a s i n t e i r a s . 

Do Movimento de Ofcillaçaõ nos meios refif-
t entes. 

4 1 6 T ? X a m i n e m o s a g o r a o m o v i m e n t o d e h u m n e n -
L z j d u l o c y c t o i d a l ( F i g . 163. ) , no c a f o de f e r a 

f e í i f t e n c i a d o m e i o n a r a f a õ d u p l i c a d a d a v e l o c i d a d e , q u e 
h e , c o m o j á t e m o s d i t o , a h y p o t h e f e q u e f e c o n f o r m a c o m 
6 S e x p e r i ê n c i a s . 

S e j a D A — a , DK— L a , D P . - * . D M - r — j 

V 2 a x. A f o r ç a da g r a v i d a d e 2 a c c e l e r a r á o c o r p o p e l a 

d iro-
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f dx 

d i r e c ç a õ da t a n g e n t e , e e f t a a c c e l e r a Ç a S f e r á — - j — *, é 
d s 

a r e f i f t e n c i a do m e i o , p e l o c o n t r a r i o , o r e t a r d a r á c o m a 

PU2 , , , u ds , 
f o r ç a -r - , ou —- . L o g o d n> — — d x —— , ou iv 

tf fi « 

á — r 

i — — í • . M u l t i p l i c a n d o p o r c k 9 
K a 

~ s —x _ í 

T*, T* —sds . . 
t e r e m o s e K d v — • - — • e K - — - — • e * , c u j o i n t e « 

— s s 

g r a l he e v — C + j — ff k , ou — C ff & 

k2 + s k 
M a s f e n d o o a r c o DMF s s » ; . h e n e c e l f a r i a 

<1 
w 

q u e t e n h a m o s s — m , q u a n d o f o r o ; l o g o C f f 

fc s + « fe . fe s + í k 
• - o ; e c o n f e g u i n t e m e n t e u s = 

o rt 
s—m 

fc2 4. m fe ~ * f 

A maior velocidade ferá , quando d f — o. Enta5 pe-
D S 

l a e q u a ç a õ d i f e r e n c i a l t e r e m o s 7 - — ~ ; e p e l a u l t i m a 

e q u a ç a õ , f c . - ( f e + m ) f f * = : o . D o n d e t i r a r e m o s 

s zzm— hl ( 1 + j e c o n f e g u i n t e m e n t e s — ^ — 
\ k / 2 £ 

tf! ' »«4 . „ 
c ' q u i n a 0 P ° 1 S 0 d a m a i o r v e -

l o c i d a d e n o p o n t o m a i s b a i x o d a c u r v a D , c o m o n o v á -

c u o , m a s h u m p o u c o a n t e s d o m o v e i c h e g a r a D . 

4 2 7 A a l t u r a d e v i d a á v e l o c i d a d e d o m o v e i o o p o n -

to 
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_ m 

to D he — - ^ - e k . C o m e f t a f u b i r á p e l o a r -
a a 

gàx 
CO DF'-, m a s e n t a õ f e a j u n t a r á a f o r ç a da g r a v i d a d e —— 

Í u 
C o m a r e f i f t e n c i a do m e i o —- a r e t a r d a r - l h e o m o v i m e n -

k. 
n> d s "J d Í 

, to. L o g o t e r e m o s dv — — dx — —— , ou —— — 

— dx. E f t a f o r m u l a f e i n t e g r a r á c o m o a da d e f c i d a , a d -
v e r t i n d o f o m e n t e q u e f e d e v e t o m a r - f e n e g a t i v a m e n t e . 

_ s 

T k.2 —s k 
A f l i m t e r e m o s 1>szC'e I r . M a s q u a n d o 

a 
— m 

h e u — — c K • l o g o _ _ — - e k . , 
a t^ a 

— s — m 

r • k*—*k k i p o r c o n f e g u i n t e <v e 
a a 

S e j a m ' o a r c o t o t a l D F ' ' , q u e o c o r p o d e ^ r e v e n a 
f u b i d a . A c h a r e m o s o v a l o r de m', f a z e n d o v — o , e re-

— m—m' 1 
k 

í o l v e n d o a e q u a ç a õ fe — «2' = ( ^ + m ) e , ou 

m' — m 
[k — m1') e k. zz [k + m) e k . R e d u z i n d o e f t a e-

„ • , , . m'2 . m'> m'* 
q u a ç a o a d u a s f e r i e s , t e r e m o s - t — 7 - * f --r- ; ;•+• 

2 J AJ Oti 
» l ' S VI i ti 14 

• — ( S c S= 4- — &c ; d o n d e p e -
30 2 3 fe 8 f e * 30fe ? ' 1 

l o m e t h o d o í n v e r f o d a s f e r i e s , f e t i r a m 1 — « 1 — — — - f 
3 fe 

4 w ' 44 m 4 

4 2 8 E f t a u l t i m a f e r i e h e d e g r a n d e u f o , q u a n d o a 
r e f i f t e n c i a d o m e i o h e p e q u e n a ; p o r q u e e n t a õ h e k m u i -

t a 
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t o g r a n d e . P o r o u t r a p a r t e a d v e r t i r e m o s , q u e e f t a f e r \ è 
f e c h e g a m u i t o p a r a h u m a p r o g r e l f a õ g e o m e t r i c a , p o r 
q u a n t o o s t r e s p r i m e i r o s t e r m o s e l t a õ e x a c t a m e n t e e m p r o -
p o r ç ã o , e o q u a r t o e f t a r á t a m b é m fe J h e f u p p u f e r m o s o 

8 4 4 • 
c o e f f i c i e n t e — , q u e d i f f e r e p o u c o d e • — . S o m a n d o p o -

2 7 1 3 5 

i s e f t a f e r i e d e t e r m o s , a c h a r e m o s m ' ~ — . S e n -

5 k + 2m 
do po i s o a r c o d e f c r i t o na d e f c i d a r e p r e f e n t a d o p o r m 4 

•> L m 
t e r e m o s — p o r e x p r e í f a õ d o a r c o d a f u b i d a ; e p o r -

3 Kf 2m ' 
q u e e f t a u l t i m a q u a n t i d a d e h e m e n o r q u e m , c o n c l u i -
r e m o s q u e o s c o r p o s ena h u m m e i o r e f i f t e n t e n a õ t e m t 

c o m o no v á c u o , a p r o p r i e d a d e de f u b i r e m a a l t u r a s i g u a i s 
á s d o n d e d e f c e r a õ ; f a f t o , q u e p e l a e x p e r i e n c i a d e t o d o s 
0 3 d i a s h e m a n i f e f t o . 

4 1 9 S e n d o f e i t a a p r i m e i r a o f c i l l a ç a õ p e l o a r c o m •+• 
» « ' , o m o v e i c o m e ç a r á a f e g u n d a d e f c e n d o p e l o a r c o m ' , 

e a c a b a l l a - h a f u b i n d o p e l o a r c o m v — ? — - . S u b f -
3 k . + l m > 

t i t u i n d o n e f t a e x p r e í f a õ o v a l o r de m' — * ^ , t e r e -
3 k + 2 m 

m o s m ' ' : = ' ' ™ . . D o m e f m o m o d o f a r á a t e r c e i r a o f -
3 4 ' " 

c i l l a ç a Õ d e f c e n d o p e l o a r c o m " , e f u b i n d o p o r o u t r o a r -

3 km" 3 km 
co m a i s p e q u e n o m'" — tr - • . L o g o 

3 4 + 2 m ' ' i k . + 6 m 

em g e r a l , q u a n d o f izer a o f c i l l a ç a õ n , d e f c e r á p o í 
, 3 K m 

h u m a r c o , e f u b i r á p o r l iu ra a r c o s i 

3 í m (u - i ) r 

3 km 

3 f i + 2 m / i 

C h a m a n d o A í e f t e u l t i m o a r c o , t e r e m o s A í ~ — 3 k m 
» 3fc+2mn 

ou 3 £ ( m ~ Ai ) r= 2 n m M j d o n d e fe vê , q u e o n u m e -

r o d a s o f c i l a ç o e n s h e p r o p o r c i o n a l a * - — . T a m -M m 
b e m 
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b e m fe p o d e r i a c o n h e c e r po r e x p e r i e n c i a a q u a n t i d a d e k 
q u e e x p r i m e a r e í i f t e n c i a , m e d i a d o o p r i m e i r o a r c o de 
d e f c i d a m , e o u l t i m o de f u b i d a M , e c o u t a n d o - f e e x a í l 3 -
m e n r e o n u m e r o d a s o f c i l l a ç o e n s . 

4 3 0 A g o r a p a r a d e t e r m i n a r m o s o t e m p o d e h u m a o f -
c i l l a ç a õ , d e v e r e m o s r e c o r r e r á f o r m u l a q u e a c i m a a c h a -

/ s — m 

k* +sk J i a +mk ~7~~ , , 
m o s , u ir e • , a qua l f e n d o c o n * 

a a 
v e r t i d a em h u m a f e r i e dá av sk — ( fc2 + m k ) 

(.U ~ *! ' -^V f 7," >.?-+<' - 4 
V Jt 2, fea tffc» 24 / 

W 1 — I 2 ( 2W + 5 ) ( » / — í ) 2
 ; + 

2 2 4 k 2 

^ • • O C — O « + & C T L O G O ^ / Z ^ L ) 

120 fc » \ 2 /i v J 

(im 4 - Q ( w - Q . 0 a o w 

t ; 1 + f- ( S c . o 
t f k C ^ + O 2 4 K 2 i m + s 

~ d s p o r q u e d t ~ , t e r e m o s 
* . V 2 g v 

g ^ _ y» — ár 1 ds Crm + s") ' r,i—s ) 

~ ~ \ V ( » 2 2 — s 3 ) 6 k ' ( w + x ; k c » i 2 - / 4 f 
d X (»/ ~ X V X J T / I 

~ 2 4 k * ' (tn + s y r — • 

P o r e m / " H l l i — Are co / í - , q u e f e r e d u z a 
/ K ( « 2 - x 2 ) m 

I — d s ( 2 m + x ) (m—s) 
c quando x — o. O outro t ermo •- 7 ; — ~ T T 

a ( m - f x ) KC ) 

, _ 2 w 2 á r r ^ x 
p o d e c o v e r t e r - f e em 5- -rr—: r \ > c u 

(»«*x) / ( t ^ - x 2 ) Y ( m - - s - ) 

j o integral h e 2 m y m ~ s W w 2 - x 2 ) , q u e fendo x s : o 

„ — , d s ( m - x ) 1 

íe reduz a »/. E o t e r c e i r o t e r m o — r — r 
( w + x j 2 K ( « l í J ) 

t e m 
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t 

- f m — i 2 M - Í \ , 
t e m p o r i n t e g r a l - 2 [ / + — — ) " 

- 1 / " / » i - Í \ 

2 Are tang — j , o q u a l f e n d o s — o f e r e -

d u z a — + L o g o em fira f e r á o t e m p o da d e f e i d a 

3 2 p e l o a r c o FMD d e t e r m i n a d o p e l a e q u a ç a õ 

4 3 1 Q u a n t o a o t e m p o d a f u b i d a , n o t a r e m o s q u e e a J 

k2 — sk k* ~~t 
t a o h e i > s ; ; e q u e f e n d o m ' 

a 
- m m ' 

o a r c o t o t a l , he ( k «O e ^ =3 ( k — m1 ) e ^ } 
m' „ r 

l o g o t e r e m o s a r a — k 2 — s k ^ ( k - ^ . m , k ' ) e \ 
e q u a ç a õ , q u e f e d e d u z d a f o r m u l a a v — l{_2 + 1 f e . " : ( k * 

J- — Hl 

•?- m k ) e ^ , q u e t e m o s a c h a d o p a r a a d e f e i d a , p o n d o 
wi ' em l u g a r de m , e f a z e n d o ^ n e g a t i v o . C o m o p o i s o 
i n t e g r a l , q u e d á o t e m p o d a f u b i d a , d e v e i g u a l m e n t e t o -
m a r - f e e n t r e os l i m i t e s s — o , e s — , n a õ he n e c e f -
f a r i o m a i s d o q u e f a z e r £ n e g a t i v o , e p ô r m ' e m l u g a r 
d e m n a f o r m u l a d o t e m p o d a d e f e i d a ; e a í f i m t e r e m o s 
p o r e x p r e f t a õ d o t e m p o d a f u b i d a 

- L 2 6k 24^ \ 2 3 ) J V g ' 
A j u n t a n d o ef tas d u a s f o r m u l a s , t e r e m o s po i s o tempo 

T d e h u m a o f c i l l a ç a õ i n t e i r a p e l a e q u a ç a õ f e g u i n t e 

L tf*. U K í 

4 3 2 S e n ; Í U e q u a ç a õ f u b í l i t u i r m o s o v a l o r d e m r
} q u e 

h e 
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2 m 2 2 m & 

m — — . — £ & c , i f t o h e , f e p u z e r m o s y . — e m 

l u g a r d e M — w ' , e m 2 e m l u g a r d e m ' 2 , t e r e m o s 

V 2 4 * 2 / g 

D o n d e f e v è , q u e e f t e t e m p o n a õ e x c e d e o q u e j á t e m o s 

a c h a d o p a r a h u m a o f c i l l a ç a õ f e i t a n o v á c u o , f e n a õ e m h u -
m2 

ma q u a n t i d a d e e x t r e m a m e n t e p e q u e n a a ^ ^ c 

qua l h e p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d o a r c o d e f c r i t o p e l o p ê n -
d u l o . 

Q u a n d o o p ê n d u l o f i z e r a o f c i l l a ç a õ n , h e o a r c o d a 
i }£ tfl 

f u b i d a M zz —r^ , e o da d e f c i d a p r e c e d e n t e zz 
3 k + 2 m n 

? li VI 
— — • L o g o f e r á o t e m p o d e f t a o f c i l l a ç a õ r e -

- O 

p r e f e n t a d o p o r ( i 4 - g ( , f c + * a V ( , . 0 ) » ) ' V f ' 

E i f a q u i t o d a s a s c i r c u n f t a n c i a í d o m o v i m e n t o d e h u m 
p ê n d u l o c y c l o i d a l , d e t e r m i n a d a s p a r a q u a l q u e r o f c i l l a ç a õ 
Fei ta e m h u m m e i o d e p o u c a r e f i f t e n c i a , c o m o h e o a r 
p o r e x e m p l o ; e t u d o i f t o p ô d e a p p l i c a r - f e a o p ê n d u l o c i r -
c u l a r , q u a n d o o s a r c o s d a s o f c i l l a ç õ e s f o r e m p e q u e n o s . 

4 3 3 Q u a n d o a r e f i f t e n c i a d o s f l u i d o s K e e m p a r t e c o n -
f i a n t e , e e m p a r t e p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d a v e l o c i d a -
d e , h e n e c e l f a r i o n o s m o v i m e n t o s m a i s v a g a r o f o s , o u n a s 
o f c i l l a ç õ e s m u i t o p e q u e n a s , a t t e n d e r á p r i m e i r a p a r t e q u e 
p ô d e v i r a f e r f e n f i v e l e m c o m p a r a ç a õ d a f e g u n d a . E f t a 
c o n f i d e r a ç a õ n a õ f a z o p a l c u l o m a i s c o m p l i c a d o , c o m o h e 
f á c i l d e v e r p e l a a p p l i c a ç a Õ f e g u i n t e . 

S u p p o n h a m o s q u e o p o n t o F ( F i g . 1 6 3 . ) he o p r i n c i -
p i o da d e f c i d a p e l o a r c o FMD , e q u e o m o v e ! fe a c h a 
«m q u a l q u e r p o n t o M. F a z e n d o DP zz *, e DM zz t , 

gdx 

f e r á ^ a f o r ç a t a n g e n c i a l q u e r e f u l t a da g r a v i d a d e e 

d e f i g n a n d o p o r R a r e f i f t e n c i a , t e r e m o s dvzz — d x -fc 
* d s n -- — — • P o r e m a e f t e c a f o a r e f i f t e n c i a R h e c o m p o f t a d a 

p a r t e 



T R A T A D O 
gv 

p a r t e — p r o p o r c i o n a l a o q u a d r a d o d a v e l o c i d a d e , e â S 

gh v ds 
h u m a p a r t e c o n f i a n t e — ; l ogo d u 33 —. d x -r W 

K k 
Ids . . . 
—— ; e q u a ç a õ , q u e d a r á g e r a l m e n t e a v e l o c i d a d e do m o -

v e i , f e j a q u a l f o r a c u r v a q u e e l l e d e f c r e v a p e l o f e u m o -

v i m e n t o . 
Se f o r h u m a c y c l o i d e , f e n d o o c o m p r i m e n t o do p ê n d u l o 

s d s 
33 / i , t e r e m o s j 2 — z a x , c dx — — 5 l o g o dv 

a 
-« j 

ids sds b ds , T" 
—— 33 —> + — — « . M u l t i p l i c a n d o p o r e , í 

k a k 
— s _ s 1— r 

, ~í T t 
i n t e g r a n d o , me ~ G ~ b e * 4 - — e 5 

a 
e p o r q u e no c a f o de s 33 m , d e v e f e r v 33 o , t e r e m o s 

__ m 
_ — / fe1 -f- m fe v r fe2 - 4 - x f c . 
C = : — ( — h ) e * , e n> =3 — 6 

a y a 
s— m 

«- ^ • - " ' ^ O * ' 9 u a n ( * 0 J — i f to he^ 

n o p o n t o m a i s b a i x o d a c u r v a D , f e r á a v e l o c i d a d e d o m o -

— m 

V e l d e v i d a á a l t u r a j& - ( ^ - &> e 
/i N a y 

P e l o q u e r e f p e i t a a o « f c e n f o , f e r á d u 
rods 

fds bdf T 
— . M u l t i p l i c a n d o p o r e i n t e g r a n d o , t e r » 

a K 
s t s 

m o s ' v e t ~ c ' - , b e k + e k i e c o n f e g u i n t e m e n t e 
fít 

. D 
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- Í 
r* k2 — sk 
* —' S 4- M a s f e n d o s zz o, d e v e f e r * 

a 
— m 

k2 , y k--\-mk s r fi _ / — A ) C * ; l o g p V 5= 
a \ a ' 

— m 
/te-t-mk. 1. r . k*~sk , 
y— — bJ e , e p o r c o n f e g m n t e v zz b 

— s —. m 
(k2-*-mk 

— h ) e k • E p o r q u e f endo szzm' , te* 
a 

fe2 —m'k / k - ~i-mh 
c i o s v zz o , f e r á — b zz ( 

a » a 

— & ) j r k , o u ( k 2 ~ m 1 k ~ a b - ) e k — ( f c a " H 

— m 

m\—ab°)e * • 

O m c t h o d o i n v e r f o d a s f e r i e s d a r á m' zz m — — (^2 ai 

t n i / 4 . 4 \ « / a w 
f r—) + 7- ( ~ a h m - \ - — »i> ) < x c — « Í 1 l i — 

3 ' \ 3 9 ' ^ 5 
, 4 ma \ 2<ib / 2 m\ / 2ab^ 

+ 7 ' T r ) - ~ r ( I m T T ) = ( w — ) ^ 

( a W 4 w â ^ 3 fe W2 — <5fl 6 
3 fe p T * / — * 

N a f e g u n d a o f c i l l a ç a õ f e r á p o i s o a r c o d a f u b i d a m't 

J ktn' — 6ab 3 km-12 ah . f ... * 
— — : — — . ; n a t e r c e i r a o f c i l l a ç a » 

3k+2tn' 3 ^ + 4 m * 

«,'w— Jkm"-6ab ikm-i2ab , 
m ~ • — r — — ; e em g e r a l n» 

« f c i l l a ç a Õ o , f e r á o a r c o d a f u b i d a q u e c h a m a m o s M z z 
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3 k m-6nah . 3k(m-MJ 
• : D o n d e fe p o d e t i r a r M— — \ 

3 k + znm 1 z m M. + 6 a b 

D a q u i f e f e g u e , q u e m e d i n d o b e m e x a í t a m e n t e o a r c o 
da d e f c i d a m na p r i m e i r a o f c i i l a ç a õ , e o a r c o M. da f u -
b i d a n a u l t i m a , h a v e n d o - f e t a m b é m c o n t a d o o n u m e r o t o -
t a l d a s o f c i l i a ç õ e s , t e r e m o s h u m a e q u a ç a õ e n t r e b e k . 
R e p e t i n d o f e g u n d a v e z a m e f m a e x p e r i e n c i a , t e r e m o s o u -
t r a e q u a ç a õ e n t r e as m e f m a s q u a n t i d a d e s í i e a q u a l 
c o m b i n a d a c o m a p r i m e i r a f e r v i r á p a r a d e t e r m i n a r o v a -
l o r d e c a d a h u m a d e l i a s . P o r e f t e m e i o p o i s c o n h e c e r e m o s 
a r e i i f t e n c i a a b f o l u t a d o a r , t a n t o a p a r t e p r o p o r c i o n a l a o 
q u a d r a d o d a v e l o c i d a d e , c o m o a p a r t e c o n f t a n t e . 

Exemplo tirado de algumas experiencias de 
Newton fobre a reJiHencia do ar. 

T 4 3 4 T i ? N t r e o u t r a s e x p e r i e n c i a s f e i t a s c o m m u i t o c u i -
± 2 i d a d o f o b r e e f t a m a t é r i a , l e m o s n o s P r i n c í p i o s 

d e N e w t o n L. II. Sei1. VI. Prop. XXXI a e x p e r i e n c i a f e -
g u i n t e . 

H u m g l o b o d e m a d e i r a , q u e t i n h a d e d i â m e t r o 6 p o l -

7 
l e g a d a s e d e L o n d r e s , e q u e p e z a v a 5 7 o n ç a s R o m a -

8 

n a s e — , e f t a v a p e n d u r a d o d e h u m f i o d e m a n e i r a , 
221 

q u e o c e n t r o de o f c i i l a ç a õ ( o n d e t o d o o c o r p o f e c o n l i d e r a 

e f t a r r e u n i d o , e o f c i l l a r c o m o h u m p o n t o ) d i f t a v a d o p o n -

t o d e f u f p e n f a õ 1 0 p é s e — , m e d i d a d e L o n d r e s . T i n h a -
2 

f e f e i t o n o fio h u m n ó d i f t a n t e d o p o n t o d e f u f p e n f a õ 1 0 
p é s e h u m a p o l l e g a d a . O a r c o d e f e r i t o p o r e f t e n ó f e r v i i 
p a r a m e d i r o q u e d e f e r e v i a o c e n t r o d e o f c i i l a ç a õ n o m e f -
m o t e m p o j e p a r a e f t e e f f e i t o f e m u l t i p l i c a v a o p r i m e i r o 

1 2 6 

P o z - f e e f t e p ê n d u l o e ru m o v i m e n t o , de m a n e i r a <1®® 
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ò a f c õ d e f c r i t o p e l o n ó a t é a v e r t i c a l f o í f e d e 2 p o l l e g a -

xlas , e d e i x o u - f e o f c i l l a r a t é p e r d e r a o i t a v a p a r t e d o m o -

v i m e n t o . E l l e a p e r d e u no f im de 1 6 4 o f c i l l a ç õ e s , e o u l -

t i m o a r c o de f u b i d a f o i de 1 p o l l e g a d a e — -
4 

D e p o i s a f a í l o u - f e o nó da v e r t i c a l 4 p o l l e g a d a s ; e o h f e r -
í e r v o u - f e , q u e t e n d o f e i t o 121 o f c i l l a ç õ e s p e r d e u a o i t a -
v a p a r t e d o m o v i m e n t o , e f o i o u l t i m o a r c o d e f u b i d a 3 

p o l l e g a d a s — • Em f im r e p e t i n d o a m e f m a o p e r a ç a õ a 

r e f p e i t o d e o u t r a s d i í l a n c i a s , f e a c h á r a õ o s r e f u l t a d o s f e* 

g u i n t e s . 

I r - — 
P r i m e i r o a r c o 

d e d e f e i d a 

U l t i m o a r c o 
d e f u b i d a 

N u m e r o d a s 
o f c i l l a ç õ e s 

a 
i 

1 r 1 6 4 

4 
1 

3 T 1 2 1 

8 7 69 

1 6 1 4 T 

2 8 1 8 4 

64 0 

2 
9 r 

A p p l i q u e m o s a g o r a a t h e o r i c a a e f t a s e x p e r i e n c i a s , p o r -
q u e o s r e f u l t a d o s f a õ m u i t o i n t e r e l f a n t e s . 

S e n d o o p r i m e i r o a r c o d e d e f e i d a — « , n o f i m d e 
h u m n u m e r o n d e o f c i l l a ç õ e s t e r e m o s a u l t i m o a r c o d e 

r wâ 3^ m — 6nab 
t u o i d a — _ m a n t i d a d e q u e n o c a f o d e i t a s 

3 « + 2 f l » i 

7 
e x p e r i e n c i a s h e — m . e c o n f e g u i n t e m e n t e d e v e r e m o » 

j / 7 

t e r — k j n — n Q L « i + & a A , , 

4 » 
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S e j a >ii' o u í r o a r c o de d e f c i d a , e « ' o n u m e r o d a s o f * 

c i l l a ç õ e s c o r r e f p o n d e n t e s . I g u a l m e n t e t e r e m o s ~ l ^ m ' ^ 

v „ , , 1 4 m 2 —. m ' 2 

m ' 2 J , e finalmente £ s - • ~ r~ • 

« n7" 

S e w f o r d u p l o d e « / ' , c o m o f u c c e d e t o m a n d o d u a s 

o b f e r v a ç õ e s c o n i e c u t i v a s d a T a b o a p r e c e d e n t e , f e r á 

1 4 » » ' a a ' 
- P o r é m h e d e a d v e r t i r , q u e »»' h e o a r c o d e f -

2 n' -7i ' M 

c r i t o p e l o c e n t r o d e o f c i l l a ç a õ , e f e e m l u g a r d e l l e f u f c f t i -
t u i r m o s o a r c o d e f c r i t o p e l o n ó , r e f u l t a r á p o r v a l o r d e k . 
121 
— d a f u a v e r d a d e i r a q u a n t i d a d e f o m e n t e . 
1 2 6 

T o m e m o s p o i s a s d u a s p r i m e i r a s o b f e r v a ç õ e s , q u e d a ô 
14 m'nnl 

«1' — 2 , « — 164 , n — 1 2 1 ; e a c h a r e m o s ; — 
2 n' — » 

2 121 
2 6 8 4 p o l l e g a d a s " 2 2 ? pés e — 5 = — • k . T o m a n d o a f e -

j 1 2 6 
j j u n d a e t e r c e i r a d a s m e f m a s o b f e r v a ç õ e s , e f a z e n d o m' = 

121 1 
4 , n> — i 2 i , B — 6 9 , a c h a r e m o s 2 2 ^ p e s e — * 

1 2 0 4 
E c o m p a r a n d o d o m e f m o m o d o d u a s a d u a s a s o b f e r v a ç õ e s 

121 

f e g u i n t e s , t e r e m o s p o r ~ £ e m p é s d e L o n d r e s o s v a l o -

r e s f e g u i n t e s 2 1 t 2 2 J — . . . . . 2 2 J . . . 2 2 3 . . . . 2 J J — . . . . 2 4 4 . 

3 4 2 

H e v e r d a d e q u e o s d o u s ú l t i m o s v a l o r e s d i f f e r e m f e n í i -
v e l m e n t e d o s t r e s p r i m e i r o s . M a s d e v e a d v e r t i r - f e , q u e 
e l l a t h e o r i c a c a l c u l a d a pa ra o s p ê n d u l o s c y c l o i d a i s , naõ pô-
d e a p p l i c a r - f e aos c i r c u l a r e s , f e n a õ q u a n d o o s a rcos d e f t e í 
f a õ m u i t o p e q u e n o s . E p o r i f lb d e v i a n e c e f í a r i a m e n t e achar - fe 
h u m a d i f e r e n ç a f e n f i v e l n o s d o u s ú l t i m o s v a l o r e s , por t e r e m 
r e f u l t a d o d e o f c i l l a ç õ e s f e i t a s p o r a r c o s a l g u m t a n t o conf i -

d e r a s 
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der.ivets, fendo hum de pollegadas, e o outro de 64. 
Se nos cingirmos pois aos tres primeiros valores, como 

deve fer , a fua conformidade he quanta fe podia efperar 
de experiencias de tal delicadeza; e fe tomarmos o meio 

121 
arithmetico , teremos 224 pés por valor real de 

go k — 233 pés de Londres; e porque o pé de Londres he 
pira o de Paris como 811 para 864, ferá k zz 219 pes de 
Paris. 

Sendo pois o globo deftas experiencias animado de hu-
ma velocidade devida á altura de 219 pés, experimentaria 
da parte do ar huma refiftencia igual á gravidade •, e con-
feguintemente, em havendo adquirido ella velocidade con-
tinuaria a mover-fe uniformemente , porque a acceleraçaõ 
da gravidade feria igual e contraria á reliftencia do Huido. 

435 Determinada a quantidade k , que mede a parte 
principal defta reliftencia, ifto he , a parte proporcional ao 
quadrado da velocidade , falta determinar b que mede a 

3 k w 
parte conftante. Para iflb ufaremos da equaçaõ . 

8 71 
7 til 

— iri1 + 6ab , que dá 48 ah zz 3 ^ . — — i4»«2- Ora na 
A ^ n 
primeira deftas obfervações mzz— . 2 pollegadas , 

121 
l i 6 
77, ' 12 • 224 , a — 125, e n — 1S4; logo b zz 0,00759 12> I 
de huma pollegada. 

Calculando a mefma quantidade pela fegunda experien-1 

v ' a , e tomando — • 4, e n — 121 , teremos b zz 
I2t 

0,00763; refultado muito conforme ao primeiro , para dei-
xar de infpirar confiança na theorica, que a elle nos con-
duzio. Se tomarmos o meio arithmetico, acharemos b zz 
0,00761 de huma pollegada. E porque temos fuppofto , qus 
» parte conftante da refiftencia era reprefentada por ~ ; 

k 
fubftituindo o valor de k - 12 .233 pollegadas , ferá 

OjCCOCOI/. 
Ti Afltm 
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Aflim achamos, que a refiftencia confiante que o globo 
experimenta da parte do ar he proximamente huma qua-
tro-centefima-milleíima parte da gravidade. Mas ainda que 
fofle mais pequena, fempre delia deveria Í3zer-fe cafo nos 
movimentos muito vagarofos, porque pode entaõ exceder 
infinitamente aparte da refiftencia, que he proporcional ao 
quadrado da velocidade. 

436 Como efta refiftencia conftante tem lugar em todos 
os fluidos, pôde fucceder que o pêndulo fique em equilí-
brio , fem que o fio efteja exactamente vertical. Bafta para 
ilfo (F ig . 162. ), que a força tangencial g fen MC D da 

g 
gravidade feja igual á refiftencia — - — ; e por confe-

400000 
guinte, que o feno d e MC D feja 0,0000027 ; donde reful-
ta o angulo MC D de 33" ' . Logo o prumo indicado pelo 
pêndulo deftas experiencias podia diftar da verdadeira ver-
tical 33 ' " . 

437 Daqui fe fegue , que o referido pêndulo devia ficar 
a b 

em quietaçaÕ, aflim que o ultimo arco de fubida fofle 

O numero das ofcillações neceflarias para chegar a efte ef-
ab 3 k^m — 6 nab 

tado fe calculará pela formula — ; don-
k j k *t- 2 nm 

3 k m — 3 a b * r 
de fe tira a n b — / E applicando efta lor-

mula á primeira experiencia, teremos n— 8565593 ofcil-
lações , que devia fazer o pêndulo antes de haver perdido 
todo o feu movimento. 

E porque o comprimento defte pêndulo era de 126 
21 . 811 

pollegadas de Londres, ou de pés de Paris, o 
" ' 1728 

tempo de cada ofcillaçaõ devia fer de i",7948. Logo de-
veria o pêndulo ofcillar por pouco menos de 178 d ias , fa-
zendo abilracçaõ naó fomente da refiftencia , que o ar op-
punha ao movimento do fio, mas também da fricçaõ oc-
cafionada pelo ponto de- fufpenfaõ. Na pratica porém naõ 
he neceffario tanto tempo , porque o movimento b r e v e m e n -
te fe faz infenfivel, e entaõ he como fe já tiveffe cheg*" 
do ao eftado de quietaçaÕ. D<t 
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Da Linha d; mais breve defcenfo. 

438 T) Ede-fe , qne entre dous pontos dados A , B 
JL ( Fig. 1 6 5 . ) , fe defcreva em hum plano verti-

cal a curva AM B , de maneira que defcendo hum corpo 
por ella , de A até B , corra o arco A B no menor tempo 
po Uivei. 

Elle Problema fe reduz a achar a linha , na qual a ex-
prellàõ do tempo he hum minimo. Para a determinar, con-
duzamos pelo ponto A huma horizontal A P , e tomemos 
na curva dous elementos confecutivos MM', M' M". Dos 
pontos M ,M',M" levantemos M P , M' P ' , M" P" per-
pendiculares á refla A P , e feja AP — x, P M— y , e 
AM — s. 

Ifto pofto , quando o corpo chegar ao ponto M deverá 
ter a mefma velocidade, como fe houvelfe cahido peia ver-
tical PM •, e confeguintemente o tempo empregado em 

r ds 
correr o arco A M ferá reorefentado por / — — • He 

* J y2gy 

/
dt rd1 

, ou fimplefmente que / — 
rzgy J ry 

feja hum minimo. 
Para exprimir efta condição , fupponhamos que o ponto 

Aí'varia infinitamente pouco na direcçaõ horizontal. Eftá 
claro , que fe o arco M M " faz parte da curva procurada, 
o tempo naõ deve por ilfo variar. Por confeguinte , a úni-
ca parte do tempo fufceptivel de variaçaõ , he a que em-
prega o corpo em correr os dous elementos confecutivos 

MM', M'M", ou i i + l i ' . Com effeito , de qualquer 
Yy Yy' 

tnaneira que feja fituado o ponto M', fe elle fomente va-
riar , a velocidade em M" para correr M" B ferá fem-
pre a mefma. 

Teremos pois + — o - e porque d s* =3 
yy Yy' ' 

d* 2 + dy3
 } acharemos que dsJds~ dx$dx, e que 

Logo - Í L « S + 
R ds Yy as V j 
J í ~ O. 
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— o. Mas fendo dx + dx' huma quantidade confiante j 
' dx' dx 

temos Jdx'=z-odx ; logo j--— ~~ —— - o, e 

( d x \ 
2—-—) — o , equaçaõ da curva 

procurada. 
dx I 

Integrando, teremos — • — — , ou a d * ' — yds* 
ds V y '/a 

dv Vy 
~ydx: +ydy- ; logo dx— Ella equaçaS 

rCa-y) 
já moftra , que a curva procurada he a cycloide , como he 
iacil de reconhecer , reduzindo-a a efta fórraa dx a 

ydy' — —ady — ady 
ydy 2 , 2 
— — — - + , cuttf 

V ( a y - y y ) a y - y y ) a y - y y } 

—• ady 
TL 

Y(ay - y y ) 
integral he x — C —• f { a y — yy 

R L . I T 

J Y(.ay —i 

43P Da equaçaõ dx — fe fegue , que n» 
/ ( a - y ) 

ponto mais baixo da curva D (Fig. 166. ) he a ordenada 
C D — a; e fe imaginarmos hum femicirculo defcrito fo-
hre o diâmetro C D , e conduzida a horizontal AIO., te-

r j-ady 

lemosiV^-VC a y - y y ) , eCN~J — — 

logo AP — CN — NQ. Pela mefma rafaõ AC — CN D -, 
louo AC~ AP, ou C P , ou MÇl = CND-CN + 
N Q =: AT D + M Çl, ou Aí N =z D W, que he a proprieda-
de mais conhecida da cycloide. Logo a cycloide be a liubt 
domais hrtvs defctufo. 

44o Como faõ dados os dous pontos A, e B (Fig.167.)» 
naõ ftrá diifccultofo defcrever por elles a curva procurada. 
Podemos primeiramente defcrever qualquer cycloide fobre a 
bafe horizontal A L tomada arbitrariamente. Encontrando 
efta curva a corda A B no ponto /C , pelo ponto B condo-
e r e m o s a linha B F parallela a K L^, e ferá AS a bafe da 

cr 
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Cycloide procurada , ou ( que vem a fer o mefmn ) fe r i 
A F igual á circumferencia do circulo genitor ; e fen do ef-
te conhecido, a defcriçaó da cycloide procurada naõ tem 
mais difficuldade. Funda-fe efta conftrucçaõ em que as cy-
cloides f iõ curvas femelhantes; elfecVivamente naõ entra 
ca equaçaõ delias outra conftante que o diâmetro do c i r -
culo genitor. 

Todos os Geómetras da primeira ordem fe occtipáraõ no 
principio defte feculo fobre o problema da linha do mais 
breve defcenfo , e todos acháraÕ por refultado hum arco 
de cycloide. Daqui vem o nome de Cur-jas brcicMílócbro-
«iir, para deíignar geralmente todas as que em differentes 
Cafos tem a propriedade de ferem as linhas do mais breve 
defcenfo. Mas para tratarmos efte artigo com mais genera-
lidade , ajuntaremos o problema feguinte. 

441 Sendo hum corpo follicitado por quaifquer poten-
cias fobre hum plano dado , achar a linha do mais brevj 
defcenfo de hum ponto até outro qualquer ponto dado (Fig-
1 6 ) . 

Reduzidas todas as potencias a duas, huma pela direc-
çaõ PM, e a outra parallela a A P , feja a primeira ~ 
Y r a fegunda — Â r , e a altura devida á velocidade no 
ponto Afiam teremos por expreífaõ do tempo ds 

ds ds' 
defcida pelo arco MM' M'' a quantidade — + — , , quff 

f v / v 
differenciada deve por-fe — o. Nefta dilferenc'açaõ , tudo 
o que depende do ponto M' he variavel e aíUrn teremos 

Supponio, que a fluxaõ do ponto M' fe faz horizontal-
mente , terçmos cT dy =r o , e confeguintemente £ ds ~ 

dx' , , dx' , 
5-; £ d x' 2; — -— c y d x . Logo 
ds' d s' 

às/v d s' y D1 

ds'Jn)' 

1 
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c , . , . , Xdx+Ydy Sendo pois a força tangencial = —, terá-
d s 

mos gdv — X dx -f-Y dy , e gd v' ~ X' d x' + Y' dy' 
Mudando nefta ultima d em J, teremos g£v'zz X'3 x' 

+ Y'Sy'-X'<à'dx-, logo « 5 V ~ — J d x , e fubfti-

/ X d 
tuindo ferá a equaçaõ da curva d ( —.—^ 4. — 

\ d s f v s 2 g v f v 

— o. Se em lugar da expreíTaÕ d 
( I R K ) fubftituirmos 

1 / d x \ dxdu . /• d x v 
— d ( —- ) — . viremos a ter 2v d ( — ) + 
Vv \ d s y 2vdsKv \ d t s 

Xds1—gdxdv 
zz o ; e pondo em lugar de g d v o feu 

gds 
,sdx^ Xdy" —Ydydx 

V^lor Xdx+Ydy , ferá 211 d (— \ + —-—, 
\ds y gds 

dx 

\ ds J Ydx~Xdy _ d . U3 
ZZ o , ou : zz 2 g v • Mas he o raio 

ds dy 
r , j n _ dy 1 Ydx~Xdy 2gv 

ofculador R - ; logo —^ = — • 

Donde fe fegue , qué a linha da mais breve defeida he aquel-
la , em que a força centrífuga he igual á força normal; de 
maneira , que a preffaõ total fobre a curva feja o dobro de 
qualquer delias. 

442 Ella ultima conclufaõ he o Theorema que M. Eu-
ler propoem na fua Mechanica , para a indagaçaS geral 
das brachiftochronas. Mas efta propriedade na& fe extende 
aos meios reíiftentes, porque a velocidade em M" para 
correr o arco M" B naÕ he mais a mefma , quando o pon-
to M' recebe qualquer variaçaõ. He neceífario pois calcu-
lar o aumerno do tempo por todo o arco M M' M"+ M"B> 
o que faz efta indagação muito mais difficultofa. 

DT foluçaõ geral, que acabamos de d ar, pôde facilmen-
te deduzir-fe a do primeiro cafo. EntaÔ he X zzo ,Y zi 

g> 
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d tf 2y \ ds/ 
« teremos T x = Lo-

dy , /dxs. dx . i ,dx 
go — — á ( ) : — i e integrando — l y — l 

2y \ds / ds 2 ds 

1 a d x 2 á y ^ y 
— o u y = — ; donde fe tira «tf — , r, 
2 á j * ' 

como tínhamos achado ( n.433. ) . 

S E C C AÕ I I I . 
5 

BO MOVIMENTO BOS CORPOS QUE OBRAM HUNS 
CONTRA OS OUTROS DE QUALQUER MANEIRA. 

N A S duas Secções precedentes temos fuppolto o s 
moveis , como pontos folitarios , que podiaõ obe-
decer livremente a toda a forte de potencias. 

Agora determinaremos o feu movimento , fuppondo que 
elles aétuaõ huns contra os outros, ou por collifaõ , ou por 
meio de quaifquer vinculos, com os quais eltejaõ ligados, 
e unidos entre íi. 

A R T I G O I . 

Do movimento que refulta da collifaõ dos 
corpos. 

443 T) Oito que naõ conhecemos corpo algum perfei-
1 tamente duro , nem perfeitamente elajlico, fo-

mos com tudo obrigados a fuppor-lhe a exiltencia , para 
eítabelecer huma theorica geral das leis do movimento , 
no cafo da collifaõ. Por ilfo na applicaçaÕ deltas leis , de-
veremos tomallas como approximações maiores , ou me-
nores , conforme os corpos fe chegarem mais ou menos pa-
ra a dureza, ou para a elajlicidade perfeita. 

Para que elles foffem perfeitamente duros , era necef-
fario que força nenhuma os pudefle comprimir , nem alterar 
em nada a fua figura ; e para que foliem perfeitamente ela-

íticos t 
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fticos , que aelafticidade os reftituiífe ao primeiro eftadô 
no mefmo inftante em que ceffa a compreífaõ, Mas para.o 
dizer outra vez , naõ conhecemos corpo algum de volume 
iinito , que tenha perfeitamente qualquer deftas duas pro-
priedades. O diamante he muito duro, o marfim muito 
elaltico ; mas naõ palfaõ de modelos imperfeitos deftas pio-
priedades. 

Sem embargo , depois de havermos pofto o principio 
qtie deu M. d' Alembert no feu Tratado de Dynamica, 
para determinar o movimento de muitos corpos , que entre 
li aéluaÕ de qualquer maneira , applicallo-heraos á collifaS 
dos corpos, e ao movimento do centro de gravidade do 
feu fyftema. 

444 Sejaõ A , B , C &c as partículas de qualquer fyfte-
m a , nas quais fe imprimaõ reipedivamente os movimen-
tos a , b , c õcc. Como ellas naõ faõ livres , fupponhamos 
que mudaõ os movimentos recebidos em outros a, b , c 
&c. Aííim podemos imaginar que os movimentos im preitos 
a , b , c , &c faõ compoftos, cada hum de outros dous , 
hum a, ou b , ou c &c , que cada partícula tomará refpe-
élivamente , e o outro , OU G , ou Y. &c. Os primeiros 
deftes movimentos a , b , c &c tem o feu effeito inteira-
mente , Tem que os vínculos do fyftema lhe lirva de embara-
ço algum, porque tal he a fuppofiçaõ. Os outros , G> , yt 
& c , naõ tendo influído nada ein alterar os primeiros, feraõ 
mutuamente deftruidos entre fi. Logo faõ combinados de 
maneira , que deixariaõ todo o fyftema em equilíbrio , fe 
as partes delle naõ folfem animadas de outros movimen-
tos. Daqui refulta o principio feguints , para achar o mo-
vimento de muitos corpos, que afíuaõ entre fi de qualquer 
maneira. 

PRINCIPIO FUNDAMENTAL. 

O E forem refolvidos os movimentos a., b , c &c , impreffot 
" nas diferentes partes de hum mefmo fyftema , cada bum etit 
outros dous a, a.; b , £ •, c , X. Ó'C , de maneira que naõ 
dando ás ditas partes outros movimentos mais que a, b , c 
<&'0 , ellas os confsrvafjem , fem fe embaraçar mutuamente, 
t que naõ lhes dando fenaõ os movimentos d , Q, , H, , 
todo o fyftema ficaffe em quietaçaõ ; entaõ feraõ a , b , c Ò-c 
os moviUicntos, que as partes do f/Jlema tomarão em virtude 
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áoi movimentos impreffos a ,b te <&<: , e da acçaõ reciproca 
que exercitaõ entre Ji. 

445 Efte principio igualmente fimples, e fecundo , ex-
tende-fe a todas as theorias, que entramos a explicar , 
principiando pela collifaõ dos corpos duros. 

Suppomos aqui , que os centros de gravidade de dous 
corpos , que fe encontrão , fe movem por huma mefma li-
nha , e que o plano tangente ao ponto do encontro he per-
pendicular á direcçaõ do movimento deiles, O coucurfo 
deftas duas fuppofições traz fempre comfigo huma percuf-
faõ direita , e exclue confeguintemente todo o movimento 
de rotaçaÕ. 

446 SejaÕ pois dous corpos duros M , m, movidos para 
a mefma parte com as Velocidades V , v , que pela colii-
faõ fe mudaõ em u,u'. Podemos, conforme o principio 
fundamental, coníiderar no inftante da perculiaõ os corpos 
Al , m , como animados das velocidades u , u', que deve-
rão confervar depois del ia , e das velocidades V — u , e 
v — u' , que feraõ deftruidas. Porém as velocidades u , u' 
Caõ devem embaraçar-fe reciprocamente , conforme o mef-
mo principio; logo faõ iguais, porque o corpo que encontra 
naõ tem acçaõ fobre o encontrado , fenaõ até o ponto de 
ferem as velocidades iguais ; logo u — u'. 

Também deve haver hum perfeito equilibrio entre o 
corpo M animado da velocidade V — u, e o corpo m ani-t 
mado da velocidade «' — v em fentido contrario. Logo 

. M. V -+- m v 
MfV — ii) — m(u-"o)\ donde fe tira u zz. * 

M - ( - m 
447 Efta formula moftra, que a velocidade commua dos 

dous moveis depois do encontro fe acba , dividindo a foma 
das quantidades de movimento , que ellcs tinbaõ antes do en-
contro, pela foma das maffas. 

Donde fe legue, que na hypothefe prefente fe con-
ferva a mefma quantidade de movimento antes, e depois 
da perculfaõ. Ganha hum dos moveis pela coliifaõ o que 
V outro perde pela inércia. 

Se os dous moveis caminharem por direcçoens op-
poftas, faremos v negativo na formula precedente, e te-

Jlfy _ f)i rg 
remos a ; logo para achar a velocidade cotn-

M +ni 
IKua ^depois do encontro nefte cafo , ferá nèceiTario dividir a 

diffe-
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differença das quantidades de movimento, que os corpos 
tinhaõ antes da col!ila5 , pela foma das malfas. 

E fe hum dos dous corpos, m por exemplo, eítiver 
M. V 

em quietaçao , faremos m =: o , e fera a — . Donde 
M. + m 

fe fegue, que fempre haverá communicaçaõ de movimen-
t o , por muito pequenas que fejaõ tanto a velocidade co-
mo a maffa do corpo , que fere o outro. Aflim pôde a me-
nor força finita vencer a inércia da maior maíTa. 

Para darmos hum exemplo deftas formulas, fejaõ dous 
corpos duros, dos quais hum M. péza ç libras , e o ou-
tro m péza 3 libras , movidos para a mefma parte com as 
velocidades refpedivas de 9 pés , e 1 pé por fegundo. 

Subftituindo eftes valores , teremos » rr * ^ + * -1 — 6; 
• •> + 3 

e diremos, que ambos os corpos depois da collifaõ te-
raõ a velocidade commua de 6 pés por fegundo. Se as 

direcçoens foíTem contrarias, teriamos u ~ S pés ; C 
4 
y 

fe o corpo m eftivelTe em quietaçaõ , u — f pés — 
o 

448 Sendo elafticos porém os dous moveis M , M, 
primeiramente fe comprimirão hum ao outro , até que os 
feus centros de gravidade , e o ponto de contadlo tenhaõ 
huma velocidade igual, que chamaremos «. Mas aflim que 
ceifar a comprellaõ , os dous corpos fe ferviráÕ mutua-
mente de apoyo , e a elafticidade retornando forças iguais 
ás da comprellaõ lhes imprimirá a mefma quantidade de 
movimento , com a qual foraõ comprimidos. Em virtude 
defta reacçaõ tenderáõ os dous moveis a feparar-íe hum 
do outro. 

Logo , fe elles fe moverem para a mefma par te , no 
MV+mv qual cafo temos »— . a força com que o 

M 4. m 
corpo incurrente comprime o outro ferá M (K—«) » E 

efta lhe ferá reftituida pela elafticidade em fentido con-
trario. Aífim naõ terá depois da percuífaõ mais que a 
•velocidade u diminuída de K u, ifto he ,*a velocida-
de a u — F. ' 

O fe-
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O fegundo corpo pelo contrario , fazendo equiiibrio á 
comprelfaõ do primeiro com a força m ( u — v ) , e fen-
do-lhe efta reftituida pela elafticidade fegundo a direcçaõ 
do feu proprio movimento, deverá mover-fe depois do 
encontro com a velocidade u aumentada de u — v, que 
fe reduz a 2ti — V. Logo para achar a velocidade de cada 
bum dos corpos depois da collifaõ, be neceffario tirar a fua 
velocidade primitiva do dobro da velocidade commua, que am-
bos teriaõ fe fo(fem perfeitamente duros. 

Se fuppuzermos , que elles fe encontraÕ por direcço-
ens contrarias ( tomando fempre MV pela maior quan-

M V — m v 
tidade de movimento ) , teremos u r= ; e a ve-

M+ m 
locidade do corpo M depois da collifaõ ferá como d a n -
tes 2 u — V mas a do corpo m ferá entaõ 2 u -t- v , co-
mo também fe deduz do cafo precedente , fazendo v ne-
gativo. 

449 Seja V1 a velocidade de M, e v' a de m depois 
da collifaõ ; e fuppondo que amboí fe movem para a mef-
ma parte , teremos 

iMV + 2mv ( M — m~)V + 2mv 
y, _ —V~ 

— M + m M +m 

2 MV+2mv (m „ Al) v + 2M V 
v' r : — - T s= ; 

M + m M + m 

donde fe tira,que M V' -*• m u1 = M V + m v , ifto he , que 
a foma das quantidades de movimento he a mefma tan-
to antes , como depois da collifaõ. 

Mas fe os moveis fe encontrarem por direcçoens op-
poftas, teremos entaõ 

2 M V — 2 mv (.M — ri) V— 2 m v 
= M + m " M + m ' 

, zMV-imv _ C M -m~)v * 2 MV D» — 4. Tl— — ; 
M + m M + m 

donde fe tira efta equaçaõ M V 4-w n>' — M V— m n), oufe 
naõ dá as fomas das quantidades de movimento igua is , 
como no cafo precedente. 

4yo Era ambos os cafcs porém , teremos fempre a 
equa-
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equaçaõ MV1 4- •» v = — MV'3 4- m v' - . Sendo pois â 
produílo da mafTa de hum corpo pelo quadrado da fua ve-
locidade chamado por Leibnitz força uiva do mefmo cor-
po , podemos dizer neíle fentido , que os corpos perfeitÁ-
ncnte clafticos confervaõ depois da collifaõ a mefma foma das 
forças vivas , que tinbaõ antes delia. 

Podemos pois coníiderar as leis da collifaõ do3 corpos 
elaflicos, como incluídas neftas duas equaçoens muito fint-
f les 

MV J-m v — M V' 4- m v' 
MV- -J- mv - — M V'2 +m v'- , 

das quais fe deduz outra ainda mais fimples V -j-V 
t ' í t , tomando-feo final •+• quando os corpos fe encon-
traõ por huma mefma direcçaõ, e — quando fe encontrão 
por direcçoens oppoítas. 

Se o corpo ferido m eíliver cm quietaçaõ , e for a fu* 
xtiaífa igual á do corpo incurrente M , teremos M—m, 
*y — o •, e confeguintemente V — o, e v' — V. Lego o 
corpo incurrente M ficará em quietação, e o corpo feri-
do m partirá com toda a velocidade, que trazia o corpo M. 
líta fe experimenta todos os dias no jogo do bilhar, quan-
do com huma bóia fe fere outra em cheio. 

451 Se fuppuzermos muitos corpos elaflicos, iguais , 
contíguos hur.s aos outros, e que tenhaõ todos o feu cen-
tro em huma mefma linha, entaõ o movimento imprelfo 
Tio primeiro paliará pelos intermedios a communicar-fe ao 
ultimo , e elle fó fe moverá com a velocidade impreffa, 
ficando os outros immoveis. Mas fe fizelfemos mover os 
dous primeiros juntamente, entaõ os dous últimos fe def-
tacariaõ da fileira com a mefma velocidade que os primei-
ros tinluõ antes da collifaõ. 

A rafaõ diflo h e , porque ferindo o feguçdo corpo pri-
meiramente o terceiro , logo lhe communica a fua veloci-
dade , que paira immediatamente ao ul t imo, o qual fe def-
taca confeguintemente dos outros; mas como o fegundo 
tranfmittindo a fua velocidade ao ultimo , fe comprime 
de ambas as partes , fepara-fe hum momento do primeiro, 
*pe vem confecutivamente a fazer o mefmo effeito , def-
tacando o penúltimo , que feguirá por confeguinte ao ul-
timo. Em geral , fempre haverá tantos corpos que fe def 
tacaráõ dos precedentes , quantos forem os que juntamen-
te vierem a ferir a fileira dos outros. Se 
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Se dous corpos elafticos M , m fe encontrarem por d i -
tecçoens oppoftas", hum M com a velocidade de 7 p i s , c 
o out;o m com a de ] pés por fegundo, e com huma máf-
ia tripla de M , teremos m — 1 M ,V =7 , u rr J; e fub-
ftituindo eftes valores na formula do fegundo cafo , acha-
remos V' —-Z , e v' ~ 2. Logo os dous moveis torna-
rão para traz pelo mefmo caminho , por onde vieraõ a en-
contrar-fe, com as velocidades refpeflivas de 3 e de 1 
pes por fegundo. Podem ver-fe outras applicaçoens em Gra-
vefande Pbyftcet Elcmcnta Matbem. L. II. Cap. VI. 

Até aqui temos conliderado a collifaô entre dous cor -
pos fomente. Quando forem muitos, pelo problema feguin-
te poderemos conhecer o meio de determinar o feu movi-
mento. 

452 PROBL. Sendo dado hum corpo esferico C ( F i g . 1 6 3 . ) , 
movido peia linha C I com a velocidade C D — V , e encon-
trando ao mefmo tempo com os dous corpos A , B em quie-
taçaõ, perguntaõ-fe as velocidades de todos tres, e a di-
recção de C depois da collifaô. 

Seja CE K a direcçaõ do corpo C , e C E a fua velo-
cidade depois da collifaô. Conlideremos a velocidade pri-
mitiva C D refolvida em duas , das quais huma feja C E , 
a qual tenha effeito depois da collifaô , e a outra CF , que 
fe deftrua na mefma collifaô. Ora como a velocidade CE 
jiaô deve embaraçar as que haô de tomar os corpos A , B, 
conduzamos EG , EH perpendiculares aos raios CA , CB \ 
c ferá manifefto , que deve C G reprefentar a velocidade do 
ponto de contaflo A, e confeguintemente a do corpo A , e 
pela mefma rafaõ C H reprelentará a velocidade do cor-
po B. Podemos pois no inftante dapercuífaô confiderar 0$ 
corpos C, A, B, como animados refpeélivamente dasve» 
locidades CE, C G ,C H, que elles derem confervar , 
fem fe embaraçarem mutuamente , e das velocidades CF t 

*— C G , — Ç H, com as quais devem fazer equilibrio en-
tre fi. 

Seja o angulo ACI, ou o arco A I — <*•, o arco 
BI ~ G, o arco KI = © , CD — V~, CE — Vi 
c confeguintemente CG — V' cnf ( a. ~ Ç> ), C H — V 
*(f{ C «i- CZ! ). Como pois as forças C .CF, A . C G, e 
B • Ç H, dirigidas por CF , AC , BC , devem eftar em equi-
líbrio , fe relblvermos a cada huma delias em o u t r a s duas , 
iJIjma _por C D3 e outra perpendicular &C D , tanto a fo-

n>4 
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ma das primeiras , como a das ultimas fe reduzirá a nada. 
Logo teremos 

C.CF.cof FCD - B.CH.cof BCI - A.CG.cofACI - o 
C.CF.fen FCD - B.CH.fen BCI + A.CG.fen ACI - o. 

Porém temos CF.cofFCD=CD~CE.coflCK-y~ 
V' cof (p , e C F . fen FCD ~C E.fenICK = VfenQ * 
logo fubllituindo eftes valores, teremos 

C C V-V cof (p ) — B V' cof G cof C s * cp ) -
A V cof O, cof (d. — 4> ) — o 

C V'fen O- B V'fen G cof (_G i $) + 
A V'fen <h cofC <* - ip ) — o. 

Eda ultima equaçaõ dá Cfen — B fen G ( co/ £ coftp — 
fen o fen Ç> ) + A / f » o. (cof * cof <p -j- fen * /<?» (p ) := o j 
e por confeguinte 

7 Bfen a C- 7^4/t» 3 g 

ta"á ^ ~ C + Bfen G2 +Afen** ' 
Será pois determinada a direcçaõ , que o corpo C de-
ve tomar depois da collifaõ. E para conhecer a lua ve-
locidade , deduziremos o valor de V da primeira equaçaõ, 
a qual dá 

r - £ 1 
c cof + B cof Q cof(£ + + A cof o. cof(<x~0) 

Quanto ás velocidades dos corpos A , B pelas direcçoens 
C A , C B igualmente fe determinarás pelas formulas fer 
guintes. 

r r r f c , _ CCcof« + CBfenÇfen(*+G) 

C(A + B + C)+ABfen[a+G)z 

r » / c f i + < P ) - C C c ° f G + C A f e n " f e » ( " + c > , 

Qualquer que feja o numero dos corpos, fempre o pro-
blema fe poderá refolver de hum modo femelhante ao 
que temos praticado. 

pf 
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Do Movimento do Centro de gravidade commum 
de muitos corpos. 

453 Emos vifto na Statica , que fe as diverfas pat-
X tes de hum fyftema faõ perfeitamente livres , 

os movimentos que fe imprimem em cada huma em par-
ticular fe tranfmetem todos ao centro de gravidade por 
direcçoens parallelas , donde fe concluio que deve efte cen-
tro mover-fe , como fe todas as potencias lhe foflem sp-
plicadasimmediatamente. Agora moftraremos , que o mef-
mo fuccede quando todas as partes do fyftema faô ligadas 
entre fi , com tanto que o fyftema inteiro efteja livre r 

naõ fendo obrigado a mover-fe ao redor de algum ponto 
f x o . 

Os movimentos a , b , c &c , que as partes do fyftema 
devem tomar , podem refolver-fe em dous : a faber, nos mo-
vimentos imprelfos a ,b , c &c , e nos movimentos deftrui-
dos — « , — G » —• % &c. Mas quanto a eftes últ imos, de-
ve haver equilíbrio ; logo o centro de gravidade naõ pôde 
delles receber movimento a lgum; e por confeguinte o ca-
minho, que ha de feguir efte centro em virtude dos mo-
vimentos a , b, c &c , que as partes do fyjtema haõ toma-
do pela fua acçaõ mutua , ferá precifamente o mefmo que 
teria feguido em virtude dos movimentos a , b , c &c , que 
as mefmas partes teriaõ , fe folfem livres. 

454 Difto fe fegue , que o eflado de movimento, ou de, 
quietaçaS do centro de gravidade commum de muitos corpos, 
naõ fe altsra pela acçaõ mutua dos mefmos corpos entre f i , 
com tanto que o fyflema feja livre. 

Se qualquer corpo M ( F i g - 169. ) receber hum im-
pulfo pela direcçaõ da refta A B , que naõ pafla pelo feu 
centro de gravidade G , efte centro fe moverá, como fe 
a potencia A B lhe fofle applicada por huma direcçaõ pa-
rallela GD •, logo ficaria em quietaçaÕ , fe em fentido con-
trario lhe fofle applicada huma potencia G D' igual a AB. 
Como porém as duas potencias G D' e AB, ainda que iguais 
eutre fi , naõ faõ dire&amente oppoftas , e confeguinte-
mente naõ podem deftruir-fe mutuamente , e como temos 
moftrado que o centro de gravidade G fica em quietaçaÕ; 
o único movimento que pôde tomar o corpo he o movi-
mento de rotaçaõ ao redor do mefmo centro. 

45 5 Lo-
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Logo fe qualquer corpo for follicitado por poten-
cias , cujas direcçoens na5 paífem pelo feu centro de gra-
vidade , deveremos concluir : r ° , que o centro de gravi-
dade fe moverá , como fe todas- as potencias lhe fofem ap-
plieadas por direcçoens parallelas d que lias , pelas quais obrau 
anualmente, i0 , que as outras partes do mefno corpo to-
marão bum movimento de rotaçaõ ao redor do centro de gra-
vidade , como ellas o teriaõ tomado em virtude das mejmas 
potencias , fe o centro de gravidade foffe bum ponto absolu-
tamente fixo. 

456 O movimento do centro de gravidade chama-fe 
Movimento progre.fivo ; c como elle he commum a todas 
as partes do corpo , de qualquer maneira que fe mova, 
poderá fempre Coníiderar-fe o movimento de cada parte , 
CJUIO comporto de outros dous, hum progreílivo , que he o 
ilielino em todas as partes , igual , e parallelo ao do centro 
de gravidade , e o outro de rotaçaõ ao redor defte centro. 

Sendo pois o movimento progreílivo aquelle, que to-
ma hum ponto follicitado por quaifquer potencias , pôde 
determinar-fe pelos princípios,que havemos exporto nas Seo>-
çoens precedentes. O que falta , para determinar o movi-
mento de hum corpo , he o calcular o movimento de ro-
taçaõ ao redor do centro de gravidade. Logo daremos o 
niethoda. 

Outra (implicação do Principio geral aos movi', 
mentos que fe fazem nas Maquinas. 

457 Omo a acçaõ reciproca, que muitos corpo? 
ligados entre fí exercitaõ huns contra os ou-

tros , fe moftra principalmente nas Maquinas , de que fre-
quentemente nos fervimos nos ufos da vida , he de muita 
importancia conhecer-lhe os elfeitos , e para iífo ferviráti 
os exemplos feguintes. 

PRGEI., J. Determinar o movimento de dous corpos M 
atados a hum fio fem gravidade M. C vi, que pajfa por bumt% 
roldana fixa C ( F i g . 170.). 

Chamando p a força acceleratriz do corpo M •, adver-
tiremos 1 0 , que efta feria a gravidade g toda inteira, fç 9 
corpo r.i naõ aítuaífe contra Al. 20 , que a força acceleratriz 
do corpo m he também a quantidade p 3 lendo poíém 4 
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t«a acçaÕ em fentido contrario pela direcçaõ m a. Aílim 
podemos conliderar o corpo M , como follicitado pela for-
ça acceleratriz py que elle confervará , e pela força g — p 
que ferá deftruida ; e do mefmo modo o corpo mt como 
follicitado pela força p fegundo a direcçaõ m a , que elle 
confervará, e pela força g +p fegundo a direcçaõ a m , 
a qual ferá deftruida. 

Devendo pois os dous moveis ficar em equilibrio , fe 
fbflem fomente animados das forças refpectivas g — p e 
£ + p, pela propriedade da roldana fixa teremos M ( g — p~) 

M — m 
~m(g + p)-,c confeguintemente p — ^ ^ g . Efta 

he a expreífaõ da força acceleratriz dos dous moveis; e 
porque he conftante , concluiremos que elles deveráõ ter 
hum movimento uniformemente accelerado. Logo no fim 
de qualquer tempo t, ferá a velocidade adquirida 
M-m . ., M — m 1 

- • f t , e o efpaço corrido E= — . — g t4 . 
M + m ' M + m 2 

458 PROBL. I I . Suppoudo que o fio MC m do proliema 
precedente be uniformemente pe%ado t determinar o movimen-
to dos corpos M , m. 

Seia AM — x,am~a~x, e o pezo efpecifíco do 
fio O pezo da parte AM ferá f x , e o da parte am ferá 
/ ( « — * ) . Logo a força acceleratriz do corpo M terá pot 

. , . A Í — » ! + / * - / • ( * - * • ) 
expreífaõ a quantidade — • • ^ g , ou 

M-m-f a + 2 f x . 
— — g . Porem para abbreviar, fupponhamos 

M — m — f a 2f 
.. . . — «v, w • z; £ ; e ferá a ex-

M-i-m-^fa ' M-rm+fa 
preífaõ da força reprefentada por ( + G x") g, a qual 
cefte cafo naõ ferá conftante , nem o movimento unifor-
memente accelerado. 

Sendo pois 3 velocidade — u , teremos u d n — g d x 
( «•+• G » ) , cujo integral he uu=zg(Gxx-h2a.x'); 
e porque naõ ajunto conftante , fupponho tacitamente que 
a origem dos * fe naõ toma já no ponto A } mas no pon-
to D onde começoy o movimento. 

V Deter-
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Determinada defte modo a velocidade , falta aohar O 
tempo empregado em correr o efpaço x. Para iífo dev ere-

mos integrar a equaçaõ àt-yf g- ' qUC 

dará 
t . q, 4- Q x -T- V ( G - A- - + 2 c £ x ) -

* V (S £ V « ) 
459 PROBL. III. Determinar o movimento de Mm cor-

po M , que por meio da roldana fixa A faz fubir outro cor-
po m fufpenfo da roldana mov.l B , fendo os tres cordoens 
parallelos entre Ji (F ig . 171. ) . 

Seja p a força acceleratriz de M e confeguintemente 

r- p ferá a de m. Poderemos pois confiderar os corpos 

M , m, como animados das forças acceleratrizes p , e — 

p , que elles confervaõ, e das forças g — p, g -f — p , 
2 2 

com as quais devem fazer equilíbrio entre fi. Logo pela 
propriedade das roldanas moveis , teremos 2 M ( g — p ) 

/ 1 \ j j r • -2m 
tz m ( g + -- p ) ; donde fe tira p — —;— g. Lo-

V 2 J 4 M Ar m 
go o movimento de ambos os corpos ferá uniformemente ac-
celerado e achada a expreffaõ da força acceleratriz , to-
das as mais circumftancias fe calcularão , como no defeen-
fo dos graves. 

KC I • J 1 O .
 2M ~~M 

A força acceleratriz de m, ou — p , fera pois g \ 
2 ,4 M •+- m 

a fua velocidade no fim de qualquer tempo t ferá — gt; 
4iW-f»i 

e a fua quantidade de movimento no fim do mefmo tem-
2 Mm —mm 

po gt. 
4M -i- Til 

Se quizermos pois achar a relaçaõ , que deve haver en-
tre M e m, para que a quantidade de movimento com-
municada ao corpo m em hum tempo dado feja a maior que 

he poífivel , ferá neceífario que a expreffaõ ————— fe-
4 M + m 

ja hum máximo. Entaõ differenciando-a , na fuppofiçaó de 
fóuien-
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fomente m fer variável, teremos 2 Mm - w i » - ( 4 Aí + »; ) 
( 2/H — 2w) , oa 8 Al2 — 8 Al»» — m2 — o ; donde fe tira 

9 
a rafaõ procurada — — 4 -J* / / 2 4 ~ — proxunamen-

A1 1 0 
te. 

460 PROBL. IV. Determinar o movimento de bum pezo M 
applicado á roda ABC de bum farilho , o qual faz mover 
outro pezo m applicado ao cylindro a b c ( Fig. 172. ) . 

Seja R o raio da roda , e r o do cyiindro ; e chaman-
p r 

do p a força acceleratriz do corpo Al , ferá « a do cor-

po m. Ido pofto feguindo fempre o principio geral , çon-
íideremos os pezos A l , m animados das forças accelera-

p r 
trizes p , — — , que haÔ de confervar, e das forças g — p, 

ti. 
p r 

e s + —, que fera5 deftruidas. E porque os momentos 
R 

deftas devem fer iguais, teremos Al R (g — p) r= mr 
s Pr \ , . r , — mr 
( g * T y , donde refulta , - M R a + m r , Rg. Aflim 

ferá o movimento deites dous corpos uniformemente ac-
celerado ; e confeguintemente a velocidade do corpo Al 

- , , , M R2 —mRr 
no fim do tempo t fera — — g t , e o efpaço 

MR2 + mr2 & ' * ^ 
MRi —mRr 1 corrido — . — g t 2 . Eftá claro , que na5 
MR - + mr2 2 ' ^ 

haveria movimento , fe foífe MR — mr, como por outra 
parte confta da condição do equilibrio-, e fe fofle MR <mr , 
o pezo Al fubiria em lugar de defeer , como he também 
por outra parte evidente. 

Do mefmo modo acharemos, que a força acceleratriz 
, , Al R - m r ao corpo m he - r g •, donde no tempo t ferá a 

MR2 -t-vir2 & r 

Aí R r — mr* 
velocidade defte corpo == : g t , e o efpaço 

A Í R 2 + w r 2 v 

1 . > . MRr — mr2 1 corrido de baixo por cima = — o t 2 . 
* MR2 -tmr2 2 Ó 

V a Que 
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Querendo achar a rafaÔ , que deve haver entre ff e f 
para que o corpo m feja levantado com a maior prontida5 

M R x • m x 2 

poífível, ferá necelfario fazer que feia hum 
MR 2 -*-mx3 

máximo. Diferenciaremos pois efta quantidade , fazendo va-
r 

riar — , oufunplefmente R , eteremos ( J U R r - r a r 1 ) 

a = ( M R2 -V»i r2 ) Mx, ou MR 2 —zmrR — 
mr 2 ; equaçaõ , da qual facilmente fe determinará o valor 

, R m •_/•/• m2 m s. _ 
de —• (- V ( — -t* —- ) • For exemplo : Se 

m : M:: 144 : 25, acharemos R zr 12 r > ifto he , para ele-' 
var o pezo com a maior prontidaõ polfivel , nefte caio , he 
necelfario que o raio da roda feja doze vezes maior que 
o do cylindro. 

461 Mas fuppondo, que o corpo M deve correr hum ef-
paço dado, e querendo determinar a rafaõ entre R e r, 
tal que o corpo m corra o maior efpaço polfivel , e no 
tempo mais breve que he polfivel, ferá necelfario que efte 

MR r — mr2 1 
efpaço dividido pelo tempo, ou que ' 

feja hum máximo. Porém nefta fuppofiçaõ, o efpaço cor-
JWR 2 — m R x 1 „ , . 

ndo pelo pezo M , ou . <— g t - he mima 
v ' MR2 -t»«r2 zb 

quantidade dada; logo concluiremos que í he proporcional a 
/> MR2 -wnr2

 N r . 
» ^ MR mrR / ' e c o a ^ e g u i n t e r a e n t e deveremos ter 

fMRr-mr2
 x y f, MR 2 *-mx • N r2 (MR-mx) 

^ M R H i n r i ) ' M R 2 - m xR )' "U R (.MR2 + «J r2 > 

— Aííisr. Differenciemos efta ultima exprelTaõ, fazendo 
y 

variar R, on x , ou -- , e de qualquer modo fahirá a, 
R 

equaçaõ cubica m2 r * -f j mMR 2 x = 2 M2 Ri , a qual 
naõ tem mais do que huma raiz real , cujo valor he 
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' »/_ Aí- M , Aí n _ 

, vi 
Amin por exemplo , íe m : Aí :: 2197 •• 400 , ou fe — t; 

Jft 
íf, 4925, acharemos — = 8 ,45 , ou R : r: : 169 : 2c. 

462 PROBL. V. Determinar o movimento de bum corpo Aí, 
o qual por meio do fio Aí D m, que pajfa pela roldana fixa 
D, faz mover juntamente o corpo m pofto fobre o plano in-
clinado A C , que fuppomos par alie lo ao cordão D m ( Fig. 

) • 
Seja C o angulo ACB, ou a inclinaçaS do plano 

com o horizonte, e p a força acceleratriz do pezo M , a 
qual ferá a mefma que deve ter m. Aflim podemos con-
íiderar os corpos Aí , m , como animados das forças p, 
e — p , que deverão fubfiftir , e juntamente das forças 
g — P , e gf*nÇ, + p, que feraS deftruidas. 

Como eftas ultimas forças fe exercitaõ por DAI e 
Dm, as quantidades de movimento que refultaõ devem fer 
iguais. Aflim teremos Aí (g — p) m ( gfenG-t- p ) , don-

Af — fen £ 
de fe tira p — : ?. Será pois o movimento 

dos dous corpos Aí , m uniformemente accelerado ; a ve-
, . . , . Al — mfen £ 

locidade no nm do tempo f fera — Ç t, e 
Aí + m 

, , ., M — m feu Ç, 1 _ 
0 efpaço corrido a —— T £* ' E porque a 

AÍ -f- m 2 

, , . , , Mm—m* fen? 
quantidade de movimento do corpo m he — — — g fT 

Aí m 
, M 

para qae ella feja hum máximo, deverá fer — = — r 

A R 
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A R T I G O II. 

Do movimento dos corpos, confulerados como 
pontos unidos por fios, ou varas inflexíveis. 

46] T) RROEL. I. Sendo dous corpos M, N ligados en-
1 tre Ji por bum fio inextenfivel MN , ou por hu-

ma vara fem majfa , determinar o feu movimento ( Fig. 174. 
Sejaõ mM, nN os elementos defcritos no inftante dt 

pelos corpos M , N. Se elles foliem livres , no inftante fe-
guinre defcreveriaÔ os elementos Mm' ,Nn' iguais aos 
precedentes, e na mefma direcçaõ. Supponhamos pois , que 
em virtude da fua aeçaõ reciproca chegaõ , hum ao ponto 
^ , e o outro ao ponto V ; e que os movimentos Mm' 
N » ' , que elles teriaõ fe folfe m livres, fe refolvem , ca-
da hum em outros dou» , a faber M e Nu que pek 
hypothefe deverão confervar , e M m , Na que feraó 
confeguintemente deftruidos. Para ilfo he necelfario , que 
as reftas M m c V n eftejaõ lituadas na direcçaõ de .MN, 
e qus feja M . M m = N . N n. 

Agora reportando as duas trajeítorias ao eixo A P g , , 
fupponhamos A P = # , PM ,MN=:a, AQ. — x', 
flQ^—y'- A força acceleratriz do corpo M por mM , 
que refulta da acçaõ do corpo N , fendo chamada cp , 3 
força do corpo N, que refulta da acçaõ reciproca do 

M 
corpo M pela direcçaõ nN , ferá reprefentada por — <p. 

N 

Ifto pofto, refolvamos a força <p em duas, huma pa-

rallela a A P , cujo valor fera , e a outra 

pela direcçaõ M P , que ferá reprefentada por —— 

Teremos pois para o corpo M as duas equaçoens feguin-
t C S» » 

Vo 
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M 

Do mefmo modo , refolvendo a força — <p em outras 

duas , teremos para o corpo N as duas equaçoens feguin-
tes , 

— ® i f := — i ( — ) , 
aN * \ i t j * 

aN 

, / ay N ir)-
Donde refultaõ eftoutras duas , 

dx-. ... r / d x ' 
M ( I R ) = < > . 

as quais fendo integradas , daráõ 
' ; - dx dx' 

' T t + ' 77 = c» 

M ~ N . C ' . 
... d í á í 

Deites dous integrais fé fegue, que o movimento do 
centro de gravidade he uniforme , e rectilíneo ; o que 
concorda com o principio acima demonftrado , que o efta-
do do centro de gravidade naõ fe altéra pela acçaõ reci-
proca das partes de hum fyftema. .. 

Em quanto o céntro de gravidade fe move uniforme-
mente , e em linha refla , os corpos M e N defcreve-
rá6 neceíTarÍ3mente ao redor delle circumferencias de cir-
culos uniformemente v como he fácil de moftrar pelo que 
dilfemos no calculo das attracçoens. Por outra parte he evi-
dente , que naÕ exiftindo 110 fyftema força alguma accele-
ratriz perpendicular a M N , naõ pôde fer alterada a ve-
locidade angular ao redor do ponto G. 

De paífagem notaremos , que das quatro equaçoens pre-
dx /d*. dy sdyv 

cedentes refulta e f t a J t ó . -7- d ( — ) + M. -j- d l — ) 
dt \dt J dt v i t / 

gral 
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ÍS 2 ds'2 
gral h e M . j - + MT- + W 1 , chsmíf l -

da VeV1 âs velocidades iniciais de M e d c N . Donde 
fe fegue , qu e a foma das forças vimas fe conferva fem-
pre a mefma. 

464 PROBX.. II. Sendo fuppoflas as mefmas coufas que 
no problema precedente , e fuppondo de mais que os corpos 
M e N ejt.iõ fujeitos á acçaõ de huma força acceleratriz 
confiante , como a gravidade g , pela direcçaõ das ordenar-
ias MP , J V Ç t , determinar o movimento deites ( F i g . 174 . ) . 

Como as forças acceleratrizes por P M , e JVg^faÕ di -
minuídas nefte cafo da quantidade g, teremos as quatro 
equaçoens do movimento defta maneira t 

—-— . <p d t — d ( V- 1 
a N \dt ) 

«*»- ' (£) • ; 
(d X v 

Tt ) 

N d ( z z o ; equaçaõ , q u e moftra o movimento h o -
N d t S 

rizontal do centro de gravidade fempre uniforme. De-
r dy / dy'N 

pois tiraremos tambei» M d J ^ f J / d ^ j 

- gàt(M. + N) ^ Porém ( % } ; ( M 4> 
V d t d t / 

& ) he a velocidade vertical do centro de gravidade í 
logo , fazendo efta velocidade — f, teremos d v ~ — gdt. 
Donde fe fegue , que o centro de gravidade fe move pre-
cifamente como hum ponto livre , e que defereve con-
feguintemente huma parabola , ao mefmo tempo que os 
dous corpos M, N deferevem ao redor de l l e oircumfe- * 

rencias 
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rendas de círculos com movimento uniforme. 
465 PROBL. III. Sendo os tres corpos B , C , D ligados 

ao fio B C D , e havendo recebido quaifquer impulfos, deter-
minar o feu movimento ( Fig. 175. ). 

Supponhamos , que eftes corpos no inftante dt aca-
baÕ de defcrever os elementos b B, c C , d D das fuas ref-
peítivas trajeílorias. Se elles nefte ponto ficaífem livres, 
defcreveriaÕ no inftante feguinte as linhas B b' , C c', D d', 
iguais ás primeiras , e na mefma direcçaõ. Logo , fendo 
obrigados pela mutua acçaõ , que exercitaÕ entre fi , a 
defcrever B G, C K,, D £, podemos confiderar , conforme 
ao principio geral , as velocidades impreflas B b', C c', 
D d', como comportas das velocidades B £ , C TC , D £ , 
que elles confervaõ realmente , e das velocidades B b , 
C c , D d , com as quais devem confeguintemente fazer 
equilíbrio entre fi. Para iífo , he pois neceífario que Bb, 
D d fe achem na direcçaõ dos cordoens B C , D C ; e que 
formando o parai lelogrammo C e c f , feja C. C f =: B . Bb , 
e C. cf— D .D d. Logo channndo ffl a força accelera-
triz de B quejefulta da acçaõ do corpo C pela direcçaõ 
B C , e nj, a força acceleratriz de D pela direcçaõ DC , 
teremos para o corpo C duas forças acseleratrizes , huma 
B D 

<p pela direcçaõ CB, e a outra — nj, pela direcçaõ CD. 
c c 

Referindo pois ao mefmo eixo AP as tres curvas defcri-
tas , fupponhamos AP BP = y, AP' = CP' =zy', 
A P" = DP" — y",CB — a,CD~b; e confeguinte-
mente a2 == ( x ' ~ * ) 2 4- (y ' - y ) 2, e b 2 = ( — 2 

* ( > " - > ' ) ' • Ifto pofto, a força Ç pela direcçaõ BC 

fe refolve em duas, huma i <p pela direcçaõ P B , 
a 

se 
C outra <p parallela a A P. Fazendo huma refolu-

çaõ femelhante das forças e C , f C, d D, teremos as feis 
equaçoens do movimento da maneira feguinte 

~ * J dx v 
* = 

A-';-*' 
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Multiplicando a primeira por B, a fegunda por C , 
a terceira por — D, e ajuntando os produílos ; depois, 
multiplicando a quarta por B , a quinta por— C, a fex-
ta por D, e ajuntando também os produílos; teremos 
eftas duas equaçoens 

as quais moftraó que Q movimento do centro de gravi-
dade he uniforme e reítilineo, como por outra parte 
fabemos que deve fer. Reduz-fe pois a queftaõ a bufcar 
o movimento dos tres corpos ao redor do centro de gra-
vidade , confiderado como fixo. 

466 Supponhamos , que a linha AP he a direcçaõ do 
centro de gravidade , e que efte fe acha aélualmente era 
G. Reprefentando por •}/ a velocidade delle, ferá AG ~ y t , 
no cafo de fe ter achado no ponto A quando principiou o 
movimento. Seja GP = X , GP' — X>, G P" = X" •, e 
teremos pela propriedade do centro de gravidade, B X 
-+• C Xr— D X" — o , e By 4- Cy>-i-D y" o ( por-
que he neceffario que alguma das diftancias y , y' ,-y" feja 
negativa ) . Teremos mais - X ' , 
*" = y t + ; e fubftituindo eftes valores nas tres pri-
meiras equaçoens gerais, refultaráõ as feguintes, que de-
terminaõ o movimento dos tres corpos relativamente ao 
centro de gravidade. 

J E - X ' 
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x > ^ 2 d x \ 

— >-Qdt - c * * * ' ^ ) 

Multipliquemos as tres primeiras refpeílivamente por 

á X J X ' n dX" 
— B —, C , — D— e as tres ultimas por 

dt dt dt 
dy dy' dy'' 

B —-, —C — , D —— • Depois diíTo ajuntemos todos 
d t - d t d t 

os produítos; e notando que as equações a3—(y'~ y)<* 
( X ' ~ * ) 2 , e í ^ C / ' - , / ) ^ ( X " + X ' j » da5 

ty' — y ) (dy'~dy) + {X'~X)(dX'-dX-) = o, e 

ferá o refultado 
'dX f d X \ dy ,( dy \ dX'(dX\ 

it \dtJ+ dt K dt ' dt V dt / 

Integrando ella equaçaõ, teremos 

„(dX* + dy*\ r d X'2 -f \ 

\ d tz J • 
donde fe f e g u e , que a foma d3s forças vivas he femprá 
a mefma. 

Mult ipl i -
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Multipliquemos agora as tres primeiras p o r — B y ; 

Cy', Dy" refpeéHvametite, e as tres ultimas por — BX , 
C X', D x"; ajuntemos os produílos, e reduzindo tere-
mos o refultado feguinte 

' « [ " ( ^ - " í f r ^ i y s ? ) 

cujo integral he 
BCXdy-ydX^+C ( X' dy' -y' dX') - D ( X" dy'* 
-v" dX" ) = C" dt. 

467 M-,s para darmos a eftas equações huma forma 
mais Íimples, feja o angulo A G B =: O, AGC=z ty',AGD 
• = < P " , e o raio G B = x , GC = s ' , G D = x " . Af-
lim teremos y—zfen(p,y' — z'fen0'yy"=:z"fen Ç', 
X — % cofÇ>, X1 = z' cofQ', X" ~~z" cofQ" , dX-
f d y* ~ d x= -f x2 d (f 2, X d y —y d X = x2 d Ç. Subfti-
tuindo elles valores nas duas equações integrais, que aca-
tamos de achar , feráÕ reduzidas ás feguintes 

B[dz~- +z~ d1>* ) - t - C ( d ' x 2 - i -z ' -
- + - X " 2 D<P>>* ) = C ' Í 1 Í J 

B x 2 dq> + Cz'* D x " 2 d ® " = r C " dt J 
Alem difto teremos as quatro equações finitas 

B zfen (p-i-c z'fen ©' + D z" fen CD" = o 
B x co/cp + c x'cof + D z"cofq>" — o 
2 % x ' co/C <p' - G> ; = z 2 + x ' 2 - a2 

2 x ' x ' ' cof < Ç>" - ) — x / 2 + x " 2 - Jí : 
Neftas feis equações fe contém a foltiçaõ do proble-

ma. Pornue deduzindo das quatro uitimas os valores de 
< p , x , ( £ " , % " em Cp' e x ' , para os fubftituir nas duas 
equações differenciais, e eliminado d t, teremos huma 
-equação differencial do primeiro grio entre Cf>' e x ' , 
a qual dará a curva deferita pelo ponto Ç ao redor do 
centro de gravidade. Integrando depois o valor de d t , 
teremos a pofiçaõ defte ponto no fim de qualquer tempo 
dado; e fendo efta pofiçaõ huma vez determinada, a dos 
outros dous corpos naõ tem mais dificuldade. 

Em conclufaõ , pode fatisfazer-fe ás equações prece-
dentes fuppondo que x , %', z" faõ quantidades confian-
t e s , do mefmo modo que <p' — , e <P"— Ç' . Logo 
pôde havçr cafos 3 em que cadahum dos corpos defçreva 

huma 
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fiuma circumferencia de circulo ao redor de G, com á 
mefma velocidade angular. 

468 Para chegar á foluçaÕ geral, he pois neceífario 
effeituar o calculo , que havemos indicado. Efte he mul-
to longo, mas naó tem outra dificuldade : aflim fuppri-
miremos as miudezas, que facilmente fe podem entender. 

Primeiramente, das quatro equações finitas podem de-
fluzir-fe as duas feguintes 

Bx 2 + Cz ' 2 + D x ' ' 2 f ( B - h t ' - i - D ) z ' - = B a * - t 2 l > - , 
D2 a" 2 - ( B + C) ( B z2 C x '2 ; - BC a2 . 

« . ,, . Ba2(C + D)-4-D2 bz 

fcupponhamos por abbreviar , m — — 
JB C B -tt C + D ) 

Db2 ( B 4- C ) 4 - B2 a2 , .A. . , n 
e u - — ; e fubftituindo eftes va-

Í ( B + C + D J 

lores nas duas ultimas equações, teremos 
C + D B-+-C , 

%2 — m x ' 2 , e z'>2 = ri' x ' 2 . 
B D 

ifto pofto , da terceira e quarta equaçaõ teremos 
f x 2 + z'2 - a* \ 

( d Ç - d W l f e n C V - Q l ^ d t — ) 

r z'2 •+- x"1 — fr3x 
( d(p'-d(p")fin t<p»~Ç')zzd[ - ~ ): 

fazendo pois o calculo, eliminaremos x e z'1 por meio 
dos feus valores achados •, e fuppondo, a fim de abbreviar , 

í =: V [ a x '2 ( B2 a? D2 b2 ) - *.'* (.B + C •+• X> )* 

r D2 l 2 —' B2 a2 •> a 1 
" l ) , ferá o refúltado defte calculo 

> B + C + D f J í 
[D2b2— Bfl2(C-KD)]x'2+B2(<i2»n •—»!*) dx» 

u (D o ' r : ~* 1 . 1. • — —— Y T B m - x'2 1 D + 6' ) Px« 

E fazendo pela mefma TsfaÕ 
[ ~ B « 2 ( C + D 11 x ' 2 4 B2 ( a2 m - m 2 ) 

R = [ f i 2 - D i » ( B + C ) J x ' 2 + P 2 ( * a ) • 

é<? 
teremos 
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Q_dz' ._„ . . . Rdz' 

Bz2 . Pz" ^ Dz"2.Pz> 
Agora tornando á equaçaõ geral B z2 d CD C z12 d O' 
D z"2 d 0" — H d t (H he huma conftante ) , a qual 

moftra que multiplicando cada corpo pela area que def-
creve ao redor do centro de gravidade, a foma dos pro-
duclos he proporcional ao tempo ; e eliminando delia z2 , 
x" 2 - , d ep , e d <p", por meio dos valores achados, re-
fultará 

dz' 
lBa2+Db2 -z'2(B+C+D)]d(p'-j- — ( 2 , - R ) =H d t, 

dz' 

ou [Ba2+Db2-z'XB+C+D)]dQ'+—, [ (Di2-Ba2) ( B * 

% , ( B az + D b2 )( B2 a2—> D2 b*) \ 

Depois, a equaçaõ das forças vivas B ( d z2 4- zi d Cp2) 
4- C ( dz'2 + z'2 d(f)'2 ) +D(dz"2 -+• z"2 d*2 

K H2 dt2 ( X he huma conftante ), feitas as mefmas eli-
minações , dará 

L Bz2 Dz"z" J 
/ O 2 R 2 \ d z ' 2 

^B z2 Dz"2 J P2 z'2 L v 

2 d z' d Qj' 

C + D )] áíp'2 ~R)~KH*dt2: 

Seja M = B a2 + D b2 - z'2 (B C +.D ) ; e teremos 

ff dt-MdQ' + ( Q,-R) . Subftituindo efte va-

lor na equaçaõ precedente a fim de eliminar d t, teremos 

L Bz2 D T ^ J VBzs 
, R2 á x ' 2

 M zdz'dQ' 
A- • ) — — • + Al dffií2 + —-f O - R ) 

- R ; 2 J . Logo 
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^ídQ'* zm~Ryq>» ( Q - f l ) 2 \ 
( K M * - M ) { — — + - „ , ' R , 4 P 2 X ' 2 

_ (C-kD)-PV4+Q- (B+C)2P2a'4-}-fl2 ( Q - . R ) 2 

~ B i ' Dz"1 M 
E extrahindo a raiz , acharemos 

Al P z ' ~ Fx'K(KAl2~Al) L Bm~z'2(C-i-D) 

( B -4- C ) 2 P2 + R- C (l~Ry 1 
• Dn~z'2 (B+C ) ' M -!J 

e confeguintemente 

dz' J/% ( C - t - D ) j pj z'* 4. 

' P Ala —Al ) L £ ni — z ' 2 ( U í ) 
( B + C ) 2 P 2 s ' 4 - t - Ã 2 

* Dn-z'2 (B +C ) * Aí J* 
Eftas duas equações finais eftaõ pois feparadas , e a 

pofiçaõ do ponto C a refpeito do centro de gravidade naõ 
exige, para fer conhecida, mais do que integrações de 
differenciais de huma fó variável. E fendo determinada a 
pofiçaõ defte ponto , a dos corpos B e D fe determina-
rá logo pelos valores de z e %" . Quanto ás quantida-
des P, eftas faõ já conhecidas pelas funções 
de z ' , ás quais as fuppuzemos iguais. 

469 PROBL. IV. Saído tres corpos B , C > D conftdera-
dos como pontos, e ligados á alavanca angular BCD in-
flexível , e fem maffa , e havendo recebido quaisquer impui-
fo tns primitivas , determinar o feu movimento ( F i g . 176. ) . 

Refolvamos primeiramente , como no problema prece-
dente , o movimento que teria cada hum dos corpos no 
inftante feguinte , fe vieífe a fer l iv re , em outros d o u s , 
hum que tenha lugar , e outro que feja deftruido , e re-
prefentemos os últimos por B b, C c , Dd . 

Depois , refolvamos o movimento B b em outros dous 
B b " , B b ' pelas direcções d e C S , P S ; e o s outros 
dous femelhantemente. Aífim , para haver equilibrio he 
neceflario que feja B . B b" = C . C c ' , B . B b! = D '. Dd", 
C . C c " = D . D á ' . Sejaõ (J) e fJ- as forças acceleratri-
zes do corpo B refultantes da acçaõ dos corpos d e D 

por 
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por BC e B D , e ^ a do corpo D pela direcção DC i 
liftá claro , que o movimento do corpo C fe determina-
rá como no problema precedente, e que o dos corpos 

B 

2? e D ferá alterado de mais pelas forças {J- e — fJ-, fe-

gundo as direcções BD, e DB . Chamando pois c a diftancia confiante B D, teremos 
x'' — x 

para o corpo B a força acceleratriz fX por hu-
o 
yl' _ y 

ma direcçaõ parallela a A P , e a força — JJ. pela 

direcçaõ de P B . Do mefmo modo para o corpo D te-

remos as duas forças acceleratrizes — u , , e c D 1 

v"~y B 
_ —— f j , . Aflim formaremos as feis equações fe» 

c u 
guintes 

x'—x . , — * , / d x \ 
( p d f - f r udtzzd(T- ) 

a c ' Nlt' 

b c D r K dt / 

a c ' N dt ' 

Das tres primeiras, e das tres ultimas concluiremos dtf 
mefma maneira que no problema precedente 

dofid$ 
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donde fe fegue, que o movimento do centro de gravi-
dade he uniforme , e reílilineo. 

Refleélindo também, que as equações ( x ' ~ x )2 -+• 
í y ' - y ) * - a * , ( x " - x ' y ( y " -y>y- - j», e 

C ^ " - * ) 2 - i - f y ' ' - y ) 2 ~ c2 , d ao ( # ' - * ) (dx1 -dx) 
i-(.y'~y)Cdy'-dy')~o,( x"-x')Cdx"-dx' ) 
+ U"-y1){dy"~dy') — o , e ( V ' ( d ~ d # ) 

( v" — y ) ( dy'i — dy ) = o $ acharemos 

Efte integral, e os dous que já temos para o movi-
mento do centro de gravidade , daõ a foluçaõ completa 
do problema. Por iífo naõ há neceífidade das outras tres 
equaçoens que fe podiaõ deduzir , alem de que ellas in-
cluiriaõ as quantidades defconhecidas <P , ^ , p , que he 
inútil determinar. 

470 Naõ fomente he conftante a foma das forças vi-
vas, ou dos produítos de cada mafla pelo quadrado da 
fua velocidade abjoluta , mas também a foma dos produ-
t o s de cada mafla pelo quadrado da fua velocidade de ro-
taçãode maneira , que fendo qualquer o numero dos 
corpos , a foma das forças vivas que elles tem girando ao 
redor do centro de gravidade, naõ ferá fufceptivel de 
variaçaõ alguma. Supponhamos que o centro de_ gravida-
de fe m^ve parallelair.ente a A P com a velocidade y; 
eftá claro , que fe a cada parte do fyftema fe imprimir 
0 velocidade y por dirteçaõ psrallelamtcte contraria á do 
centro de gra\ idade , os movimentos refpedtivos delias par-
tes feráõ fempre os mefmos ; e porque entaõ fcaríi o cen-
tro de gravidade em quittaçaõ , tertnios o movimento das 
fartes ao xedor delle. 

logo integrando 

Sendo 
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d x *' • 
Sendo pois a velocidade — do corpo B parai leiam ente 

a A P diminuída da quantidade y , a força viva delle 
< dy2 d x 2 

íerá B , t-i -; > ) , e a foma das forças vivas 1 dt2 - d t r 1 J 

de todas as partes do fyftema ferá reprefentada pela expreffaõ 

/ < • dx2 dy2 2 yd* \ 
B ^ — — t-y2 ) . Porém fabemos que 

/ ( d x2 d y2 \ 
B ^ J he a foma das forças vivas abfolutas , 

a qual havemos moftrado fer conftante ; logo tudo fe reduz 
„Bdx 

a provar que / — — — he também huma quantidade conf-
tante. Mas iífo he evidente , por quanto efte integral ex-
prime a quantidade de movimento do centro de gravida-
de. Donde concluiremos, que a foma daí forças vivas ab-
folutas be igual d foma das forças vivas ao redor do cen-
tro de gravidade e da força viva do mefmo centro. 

471 Ifto pofto, fe chamarmos x , x ' , x" as diftancias 
do centro de gravidade aos pontos B ,C,D ( advertindo 
que eftas diftancias faÕ confiantes, porque a alavanca fe 
tem fuppofto mtlexivel ), e Cj; , , (£>" os ângulos que 
eftes raios vectores forma5 com a direcçaõ do ceíitro de 
gravidade, teremos para exprimir a fornadas forças vi -
vas ao redor delle. 

z2 d (D'2 z'2 dQ'2 %"2d<D"i 
B —— + C + D —— conft. 

dt2 dt' dt2 

E porque o centro de gravidade naó muda de poíiçaõ a 
refpeito dos pontos B , C, D, feraõ os ângulos (f>' — (J) 
e i p " — cp' confiantes , e por confeguinte dQzz d Ç1 

=; d Qti. Logo (Bz2 + Cz'2 + Dz"2 ) —— - conft . , 
d t2 

d <P 

ifto he — — conft. Logo o movimento angular do fyfte-

ma ao redor do centro de gravidade he uniforme. 
Logo em geral , qualquer que feja o numero dos corpo/ 

fituados no mefmo plano, e ligados entre fi por. alavanca 
' j infle-
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inflexíveis, e fem maffa , fe receberem quaifquer impulfõet 
feio mefmo plano ; i0 , o feu centro commum às gravidade fe 
moverá , como fe todas ejirts forças lhe foffem applicadas 
por direcções parallelas , e o feu movimento [era unijormi 
e reãilineo ; .2° , cada parte do fyjlema girará uniformemen-
te ao redor do centro commum de gravidade. 

472 Vejamos agora , como pelas impulfões iniciais pô-
de determinar-fe o movimento de todo o fyftema ( Fig. 
177-.) • 

Seja6 B b ,Cc , D d as velocidades impreffas nos corpos 
B,C , D-, o centro de gravidade G ( que fe conhecerá 
pelas duas proporções B E : ED : : D : B , e CG: GE : : 
B + D : C ) fe moverá , como fe todas as forças B . B b, 
C . C c , D. D d lhe foífem applicadas. 

Reprefentemos por RR' o valor , e a direcçaõ da re-
fultante deftas forças ; e o centro de gravidade G defcre-

R R' 
verá GF parallela a R R ' com a velocidade . 

B + C + D ' 
e o fyftema girará ao redor do ponto G , çomo fe elle ef-
tivelfe lixo. Mas para determinar efte movimento , feja 
d (p o angulo deferito pelo fyftema no primeiro inftante 
dt ao redor de G para a parte B C D ; e teremos por ex-
prelfaõ dos arcos B o , C u , D cí deferitos pelos pontos 
£ , C , D as quantidadas G B . d (p , G C . d(Ç, G D .d (J). 

Imaginemos pois os movimentos Bb. d t, C c . dt, D d. 
dt , que os corpos teriaõ no inftante d t, fe folfem livres, 
como compoftos de outros movimentos, dos quais huns te-
raõ lugar por B £, C 70 , D , e os outros feraõ deftrui-
dos. A foma dos momentos deftes últimos em ordem ao 
ponto G ferá nulla , e confeguintemente a foma dos mo-
mentos das forças por B b , C c , D d , ferá igual á foma 
dos momentos das forças por B 5 , C TÍ. , D £ , fendo to-
mados todos em ordem ao ponto G logo o momente 
da refultante ferá 
RR'.RG. dt - B.GB.GBdÇI + C.GC.GC d<() +D.GD.GDdQ •, 
e confeguintemette 

dQ _ RR' .RG 
d t " " B . G Í ' + C . G C 2 + D . G D J " 

Dqnde fe vê , que a velocidade angular do fyftema ao re-» 
dor do centro de gravidade G he igual ao momento da re-
sultante* dividido pela foma dos prodLÍles de cada n 

X 1 pelo 
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pelo quadrado da fua diftancia ao centro de gfavidade. 
Conhecida a velocidade angular , pôde determinar-fe a pe^ 
fiçaõ do fyftema a refpeito da refta GF em qualquer inf-
tante. 

47 J PROBI.. V. Sendo bum fio C M M' carregado de dous 
corpos M e M', determinar as ofdilações defte pêndulo acr 
redor do ponto fixo C , na fuppofiçaõ de que cilas fejaõ in-
finitamente pequenas ( Fig. 178. ) . 

Conduza-fe a vertical C P' , da qual os. corpos naõ fe 
apartarão fenaõ a diftancias infinitamente pequenas A I P , 
M' P'; e feja- Al P - # , M' P' ~ x', C Al = a , M M' 
- a'. 

A gravidade g pela direcçaõ vertical M'G' fe refolve em 
duas forças, huma pela direcçaõ A 1 ' P ' , e a outra por 
M'H'. Sendo pois reíto o angulo H'M'P\ a primeira de-
ftas forças ferá g fen H'M'G' ~ g fen M' M K ( condu-

x ' — X 
zindo pelo ponto Aí a vertical Aí K) ~ - g. Efta he 

a' 
a força acceleratriz do corpo A l ' ; e aflim teremos 

A força por Al' H', ou pela direcçaõ do fio , que re-
fulta da gravidade g pela direcçaõ vertical M' G' , he 
igual a g , porque naõ differe mais que em huma qnantida-
de infinitamete pequena da fegunda ordem. Aífim tira o 
corpo Al' pelo corpo Aí com todo o feu pezo M'g pela 
direcçaõ Al A l ' , e efta acçaõ produz no corpo Aí huma 

M' g 
força acceleratriz - • 

V Aí 
Efta força fe refolve era duas , huma pela direcçaõ MP, 

e a outra pela direcçaõ do fio CAI H. A primeira tem por 
A í ' ? Aí '? 

valor 2- fen HM M' — — f e n MCP —fen AÍ'AlK) 
Al At . 

M'g / x x ' — x \ 
— — ) • Além difto, do pezo do mefmo 

M ^ a a' / > r . 

corno M , Ou da gravidade £ por AÍK, refulta huma for-
ça tangencial por MP, que he reprefentada por gfen MCP 

X ' 
zz — g. Logo. a força acceleratriz total do corpo Al ferá 

a 
i* 



D E M E C H A N I C A . 2 < ? j 

g* M'g x M'ír x'~x 
— •+• ; e fuppondo d t conf-
a M a M a' 11 

tante teremos por equações do movimento 
, . , x' — x 

—• d d x' — gdt* 
a1 * 

— ddxzzi — \ IH ) ) ?dt- . 
v a v A í ' A l d ' ' & 

474 Tomemos hum cafo particular, e fupponhamos que 
«S maífas M , AI' faÔ iguais, affim como também as dif-
tancias a , a ' . Nefte cafo as equações precedentes fe redu-
zirão á 1'órma feguinte 

f d t2 

- d d x ' - O ' - * ) " 
a 

i d t 2 ' 
~ddx~ ( i x — x ' ) - • 

a 
Multiplicando a primeira por hum coefficiente conftante G, 
e ajuntando o producto com a fegunda , teremos 

ddx+ J * + ( C - ! ) * ' ] — = 0 . 
a 

Supponhamos agora que ( 3 — G ) * -f ( C - ' I ) * ' h e hum 
G — 1 múltiplo de x 4- o que exige que —— Q, ou 
? - (o 

que Q- —z G — 1, e por confeguinte que £ — 1 + / i. 
Defignando pois hum deftes dnus valores por £, e o outro 
por G ' , teremos a equaçaõ ddx-+- Cddx' ( 3 — G ) ( x 

g d t 2 
+ G — o : a qual, fazendo * + G — x, fe re-

a 
Z dt2 

duz a d dz + ( 3 — Q )z — o. 
a 

Multiplicando por 2 d z , z integrando , teremos d z* 

s í - C j - G ) z2 iAlL — C Logo d t 1/ 1 ( 3 - G) 

— p r ^ — . Tornando pois a integrar acharemos que 

so — b cof t ( 3 — G ) ^ , fuppondo que os corpos 

pa6 recebêraó impulfaõ alguma primitiva. Agora rcftitu-
indo 
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indo o valor de % , teremos x + Gx^bcoft ) / " ^ j- ( 3 

— G ) ) 5 e do mefmo modo acharíamos x -f £' x' — 

b< coft (i ( j - ) . Logo , fendo w e m' oi 

valores iniciais de x e , teremos as duas equações 

Cx>~ [m-fCm') cof t "y/ ("f CJ~ C ) ) 

= ( m +G'm')coft \ f ( ^ ( j - O ) , 

as quais daráõ a conhecer os valores de * e fubftittl-
indo em lugar de G e G' os feus valores 1 e * 
— Kl ; e alfim ferá determinada a pofiçaõ dos dous cor-
pos no fim de qualquer tempo t. 

Se fuppuzermos m + G' m' ~ o, õu =; — 1 + K a , 

entaõ # + = o ; e confeguintemente terá fempre * 
huma mefma rafaõ com x'. Logo ambos os corpos chega-
ráõ á vertical no mefmo inftante , e o tempo que gaftaráõ 
em fazer efta meia ofcillaçaõ fe achará pela primeira equa-
çaõ, da qual fe concluirá cof t ( 3 — C— o, ou 

d y 2, a g ( 2 - V 2 ) 
e as ofcillações do pêndulo comporto deftes dous corpos 
feraõ confeguintemente ifoJironaS ás de hum pêndulo fim-

a 17 

pies que tiver por comprimento - — — , oa a pro-

ximamente. Do mefmo modo , fe fuppuzermos t i f ou 
tn 
—, — — 1 — K 2 , teremos x -+- G o, e os dous mo-
ta' 

veis chegaráÕ também nefte cafo á vertical no mefmo tem-

po. A duraçaõ delia meia ofci l laçaõ ferá - c Y ^ - — ^ 

a 
e o comprimento do pêndulo fimples i foehrono—- ^ , 

ou — ít proxioiamente. „ 
10 1 47f Quan-
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47Ç Quando o fio eftiver carregado de tres corpos 
JH, M', M" , pôde feguir-fe o mefmo methodo para de-
terminar o feu movimento ( Fig. 179. ) . 

Seja CM - a , MM'— a' ,• M> M" = a " , AÍ P 3 
M' P' — x', M" P" — x". Kefolvendo a força da gra-

vidade por M" G" em duas , huma por M" m", e a ou-
tra por AL" P ' ' , efta ultima terá por valor g fen m"M"G'', 

» r Xu _ x< ) Xn _ x> 
ou —: logo — d dx" — gdta . 

a" ' b a" & 

A força por AÍ' ' m" naõ differe da que obra por M"G", 
e tem por valor M" g} donde refulta no corpo M' a for-

. A Í " Ç " ça acceleratriz — pela direcçaõ AÍ'AL''. Refo!vendo-a 
M 

em duas , huma por M'm', e a outra por M'P', efta ul-
, M"g r . „„ M"g ,x'-x x"-x's 

tima, fera — fenm'M'M"- - j ^ -íy ]. 

Por outra parte da gravidade própria do corpo M' refuka 

a força tangencial —— ; logo teremos — d d x' — 

r x1 —' x M" f x' -X x" -x' v -1 
L ~1P ãi7" ^ F j ]&dt2-

A outra f j rça por M'm' terá por valor AÍ" g , que jun-
ta com a do corpo AÍ' pela mefma direcçaõ dá a força to-
tal ( M"+ M')g. Defta refulta no corpo M a forç3 ac-

. A Í " + A I ' 
celeratnz — g pela direcçaõ MM', a qual pro-

A1 

duz pela direcçaõ MP a força tangencial reprefentada por 

A í " J - A l ' , x ' - x x N ' . . , • g ( ; - ) . A gravidade própria do AL \ a' a / 
gx 

corpo M produz também a força tangencial — 5 logo tere-

mos 

476 Em geral > qualquer que feja o numero dos corpos, 
tom tanto que e/lejaõ infinitamente pouco dijlantes da ver-
tical , cada hum-fe pôde confiderar como follicitado ver-
ticalmente pela fua gravidade própria, e pilo fera de todos 

os 
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or corpos inferiores fecundo a direcção do mais vezinho. 

Efte principio bailará fempre para determinar a forÇâ 
acceleratriz de cada corpo , e para formar confeguintemen-
te as equações do movimento. 

A R T I G O III. 

Do Movimento de rotaçao de qualquer corpo ao 
redor de hum eixo dado. 

PRINCIPIO FUNDAMENTAL. 

477 C Enio qualquer corpo fujeito a pirar ao redor de 
O bum eixo dado , fe huma ou muitas potencias di-

rigidas por planos perpendiculares ao eixo de rotaçnõ lhe im-
primirem movimento ao redor do mefmo eixo , quaifquer qt(e 
fejaõ as forças com que fe moverem as differentes partes do 
fy (lema, fempre a foma dos momentos delias fetd igual d 
foma dos momentos das potencias , ou ao memento da futi 
refultante , tomanio-fe todas efles momentos em ordem ao 
eixo de rotaçao. 

Porque, qualquer que feja o movimento de cada hu-
ma das partes, fe lhes foffe impreco outro igual , e dire-
itamente contrario, o fyftema ficaria em equilibrio. He 
pois neceífario que as forças de cada huma das partes di-
rigidas em fentido contrario façaõ equilibrio ás potencias 
motrizes. Logo, pela condiçaõ do equilibrio no farilho, 
a foma dos momentos de humas he igual á foma dos mo-
mentos ide outras , tomados relativamente ao eixo de ro-
taçaõ. 

Mas fem recorrer á propriedade do farilho, podemos 
moftrar ifto mefmo pelo principio cie M. d' Alembert. Por-
que fupponhamos quaifquer potencias applieadas ás partes 
do fyftema ; o movimento imprelfo em cada huma fetá 
compofto do movimento que ella effeélivamente tomar, e 
de outro que chamaremos t. Logo o momento da força 
imnreffa , relativamente ao eixo , ferá igual ao momento 
da força que a parte tiver tomado mais o momento dc Q, 
e confeguintemente a foma dos momentos de todas as for-
ças motrizes ferá igual á foma dos momentos das forças 
<jue realmente tem as partes do fyftema mais á foma dos 

momea-
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momentos de todas as forças Ç. Mas as foiças G devem 
eftar em equilibrio , e confeguintemente a foma dos feus 
momentos he nulla ; logo a foma dos momentos das poten-
cias he igual á foma dos momentos das forças que realmen-
te tem as partes do fyftema. 

478 Temos fuppofto , que as potencias motrizes eraõ 
dirigidas por planos perpendiculares ao eixo de fotáçaõ. 
Se forem obliquas , ferá necelfario refolver cada huma del-
ias em outras duas , huma parallela ao eixo , que naõ po-
derá produzir movimento ao redor delle , e a outra íituada 
em hum piano perpendicular ao mefmo e ixo, a qual fó 
produzirá o movimento de rotação. 

479 Seja pois R a refultante das potencias motrizes , D 
a fua diftancia ao eixo , e confeguintemente o feu mo-
mento R D . Seja Cp a velocidade angular do fyf tema, ifto 
he , o arco que em huma unidade de tempo defcreve hum 
ponto fituado na diftancia 1 do eixo de rotaçaó. Defignan-
do por d M qualquer partícula do corpo íituada na diftan-
cia r, a fua velocidade ferá r -p , a quantidade de movi-
mento r <p d Aí , o momento relativo ao eixo r2 <p d M , e 
a foma deftes momentos f r 2 ( $ d M , ou fimplefmente 

Ç f r - dM. Logo <p f r - d M zz R . D , ou <p = 

O integral fr- d M exprime a foma dos produftos de 
cada partícula do fyftema pelo quadrado da fua diftancia 
ao eixo. Efta quantidade , que he fempre dada pela natu-
reza do corpo , chama-fe momento de inércia. 

R D 
480 Da formula (D — -— concluiremos geralmen-v fr2dM b 

te ,• que fendo applicadas a qualquer corpo quaifquer poten-
cias , Jituadas em planos perpendiculares ao eixo de rotaçaõ, 
a velocidade angular d roda do mefmo eixo ferd igual d Jo-
rna dos momentos das forças motrizes , ou ao momento da 
fua refultante dividido pelo momento de inércia. 

Com efta velocidade angular huma vez impreffa girará 
o corpo ao redor do feu eixo perpetuamente , fe alguma 
potencia naõ alterar de novo o feu movimento. 

481 Mas fe o corpo for fu jeito á acçaõ de qualquer for-
ça acceleratriz , entaõ chamando R a refultante das acções 
particulares defta força fobre todas as partes do fyf tema, 
e D a fuá diftancia ao eixo , ferá R D dt o momento que 

elia 
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ella pôde produzir no inftante d t, e o aumento ou dí-
minuiçaõ da velocidade angular do corpo lerá dO zz 
RD dt ^ 
fr2 A M 

Tais faõ, em compendio, os princípios comos quais 
fe pôde determinar em todos os cafos o movimento de 
qualquer corpo , ao redor de hum eixo dado. Mas como 
he neceífario antes dilfo faber determinar o momento de 
inércia, primeiro também indicaremos o methodo. 

Dos Momentos de inércia, e dos tres Eixos 
principais em qualquer corpo. 

482 Q Endo o momento de inércia a foma dos prodn-
ftos de cada partícula de hum corpo multipli-

cada pelo quadrado da fua diftancia a hum eixo dado , pa-
recerá á primeira vifta que para cada eixo em particular he 
neceífario hum calculo novo. Mas agora moftraremos , que 
tudo fe reduz a bufcar os momentos de inércia em ordem 
aos eixos , que paíTaó pelo centro de gravidade , e que a 
indagaçaõ deites pôde reduzir-fe fomente a tres. 

48} Seja AB o eixo de rotaçaõ (Fig. 180.), G o cen-
tro de gravidade do corpo , M o lugar do elemento d M. 
Pelo ponto M tonduza-fe o plano MP Q_ perpendicular ao 
eixo A B , cuja interfecçaõ com o plano A G B da figura 
feja a reíta P ÇK Pelo ponto G conduza-fe a linha GH pa-
rallela, e Gg perpendicular ao eixo A B. Em fim feja MQ, 
perpendicular a f g , , e ao plano da figura. 

Ifto pofto, teremos M P- = M H2 + P H2 + 2 PH.HQ, 
— MH'-+ Gg2~+- zGg. H Çl \ lo£c> f d M. MP2 = 
fdM.MH2-i-fdM.Gg2-*-zGgfdM.HQj Porem, 
pela natureza do centro de gravidade , temos /d M . H 
— o ; logo 

fd M . M P* = fdM.MH2+M.Gg2. 
Donde concluiremos, que o momento de inércia relativamen-
te a qualquer eixo he igual ao momento de inércia relativa-
mente ao eixo paralielo , que pajja pelo centro de gravidade , 
e mais ao produto da mafla do corpo pelo quadrado da dijlaa-
tia dejles dous eixos. 

484 Aí fim vemos, que entre todos os eixos parallelos, 
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O que paffa pelo centro de gravidade he aquelle, a cujo ref-
peito o momento de inércia he o mais pequeno e que he 
fácil de achar o momento de inércia relativo a qualquer ei-
xo , huma vez que fejaõ conhecidos os momentos de inér-
cia relativos aos eixos, que palfaS pelo centro de gravidade. 

Suppollo porém que por efte centro fe pôde conduzir 
huma infinidade de eixos diíferentes , e que os momentos 
de inércia a elles referidos podem variar infinitamente, 
bem fe vê que nenhum delles pôde fer infinito , nem tam-
bém nuUo. Logo he neceífario que entre todos elles haja 
hum máximo, e hum mínimo. A' indagaçaõ deftes fe def-
tina o calculo feguinte. 

485 Seja A o centro de gravidade do corpo (Fig 1810, 
e A X , X Y ,Y Z as tres coordenadas do ponto Z, onde 
fe acha o elemento d M, as quais deíignaremos por x,y,%. 
Seja AF o eixo , a refpeito do qual o momento de inerci.t 
deve fer hum máximo , ou hum minimo. Por A F condu-
za-fe o plano A E F perpendicular ao da figura A F X , e 
do ponto Y para a interfecçaõ AE deftes dous planos fe 
tire a perpendicular Y X'. 

Defignando pois o angulo B AE por a , e E AF por G, 
teremos AX' = AY cof (Y A X — a) = * cof * + y fen a, 
e X' Y zz y cof a. — x fen a. Comoletando o refhngulo 
X'YZ Y" poderemos coníiderar A X1, X'Y", Y" Z co-
mo as tres coordenadas orthogonais do ponto Z ; e fe do 
ponto Y", onde ZY1' atravelfa o plano AF E a o qual he 
perpendicular, conduzirmos a l inha Y" X'' perpendicular 
a AF, teremos por valores de tres novas coordenadas or-
thogonais as reftas AX" , X''Y" ,Y''Z, as quais cha-
maremos x" ,y" , %'' e teremos 

- A X ' cof Q + X' Y11 fen £ = * cof o, cof Q 
y fen « cof Q + z fen G 

y"zz X' Y" cof Q - A X'fen £ =:% cofÇ -yfen «feu C 
— * cof et fen Q 

x1' zzy cof a - x fen 
Ifto pofto , o quadrado da diftancia do ponto Z ao eixo AF 
ferá y''2 -+- 7."- ~x2 (fen + cof o.2 fen G2) +y- (cof 
•+• fen «2 fen G~ ) •+• %2 cof Q2 — 2 xy cof o. fen * •+. 
3 xy fen <* coft» fen G- -zyxfen a fen Q cof £-
lxzcofctfcn £ cof G. E fazendo , a fim de abbreviar , 

f x 2 d M zz A, f y 2 dMzzB, f%2 dMtzC 
f x y d M z z D , fx%dMzzE , f y zdM-F 

ir. te-
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integrais, que devem tomar-fe em toda a extenfaõ do COÍ-» 
po , e que aqui fuppomos conhecidos ; o momento de inér-
cia a refpeito do eixo A F ferá 

A ( fen «t2 + cof et2 fen g2) + B( cof a.2 -f- fen r2 fen G-) 
-+- C cof Ç- — zD fen cof ctcsfi2 ~zE fen Q cof £ co/« 
— 2 F fen Gcof g fen «. 

Do mefmo modo as formulas integrais d M , e 
f x ' ' y ' ' d M , que importará conhecer, teraõ por valores 
fx"z"dM — — Afenacofa. cofQ, + B fenacofa. cofG 

-V Dcofzr/cojÇ.-E fenttfenG 4- Fcof cr fen £ 
f x ' ' y ,fdM~ — A cof*2 fen QcofG-B fen a2 fen C cofG 

-4- C fenQ cof <2-2 D fen* cof«fen £ cof G 
-+- E cof a cof z G 4-F fen « cof z £. 

Agora , por quanto o momento de inércia he hum máximo, 
ou hum minimo , ferá necelfario differenciar o feu valor, 
fazendo primeiro variar et, e depois G , e igualando cada 
huma das expreífoens a nada. Teremos pois em primeiro 
lugar 

2 A fen a cof d cof G 2 — 2 B fen * cof & cof £* 
— 2 D cof z <*cof G2 + 2 E fen Mfen Q cof Q 
— 2 F cof n fen £ cof £ zz o , 

e dividindo por — 2 cofÇ , fahirá 
— A fen «. cof a. cof G + B fen a, cof a. cof£+ D cof 2a cof Q 
— E fen c> fen & ± F cof u fen G, — o ; ( 1 ) 

donde fe fegue , que f x " d M ~ o. 
Em fegundo lugar , fazendo variar G . teremos 

2 A fen G cof G cof c-2 +2 B fen G cof G fen 
— 2 C fen G cof £ + 4 D fen oicofa fen £ cof g 
— 2 E cof a cof 2 G — 2 F fen <t cof 2 tf = o ; . . . . . ( II) 

donde fe fegue igualmente , que f x " y " d M — O. 
Da equaçaõ , que acima notamos com o filial ( I ) , fe ti-

(A —B) fen eí cof d—D cof 2 a , 
ra tang Ç — —— J— - e da equa-

F cof cí - E fen a 
2E cof CÍ+ZFfen A 

çao f l l ) , tang zQzz - TZ v ' b Acofoc2-i-Bfene(.2-C+zDfenoc.cofa. 
2 tang G 

Por outra parte fabemos, que tang z G ~ • G2"" ' 

, 2 E cof a 2 F fe n <* __ 
logo teremos —- - — — r r zz 

A cof + BJen*2 ~C ±2 D feno. coj* 

l * 
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{zFcofa.-zEfen*)[(A-B ) fen # cof* - P cofi, « 3 

( F cof tL - E « a. -Dícf2<*y' 

donde finalmente fe concluirá a equaçaõ feguinte : 

+ lE<-zEF2 + + + C)DF + (A-EX b -O e 3 '<">S 
+ + D2F + (A-2B + C) DE - (A-B)(A-C>FJ 
-i-EF2—D2E + (A--C)DF — o. 

486 Sendo pois ella huma equaçaõ do terceiro gráo , e 
devendo ter duas raizes reais , porque ha necelfariamentc 
dous eixos, dos quais hum dá o máximo , e outro o mio imo, 
feraõ as tres raizes todas teais. Supponhan.os , que já fe 
conhece hum eixo , a refpeito do qual feja o momento de 
inércia hum máximo , ou hum mini mo , e vejamos como en-
taõ fe podem immediatamente determinar os outros dous. 
Digo immediatamente , porque feria difficil o deduzillòs d* 
equaçaõ precedente. 

Seja A o centro de gravidade do corpo, AB o eixo 
Conhecido, a refpeito do qual o momento de inércia he 
hum máximo , ou hum minimo. Sabemos já que «elle cafo 
deve fer f xy d M — o , e /x 7, d M — o. Affim fazendo 
D — o , e E — o nos valores de tang £ e tang 2 £ acima 
achados, teremos as duas equações 

„ (A-B) fen a cof a zF fen et 
tang —, tang zQ,--—- -

F cof*' A eofa.2 + BJen eC—C 
A - B A primeira dá tang £ — —-—fen a, ou cof cc— o. Po-

A-K r 
rém a formula tang G — —= /« «* «ana tang 2 £ =3 

F 

_2 F ( A — B ~)fen ot— ^ valor fendo igualado ao 
F2 —( A —B )3 fcn a2 

• " J!2 
precedente conduziria á equaçaõ — A — C , que 

A — B 
naõ dá nada a conhecer , e que he falfa ; logo naÕ ha o u -
tra coufa que fatisfaça á primeira equaçaõ , fenaõ cof x 

2 F 
— o, e confeguintemente ferá tang 2 £ — — • 

B — C 
487 Por quanto he cof o!, r o, os dous eixos fe acha-

táõ no plano perpendicular z AB. Por outra parte , dafido 
a 
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a equaçaõ tang iG - — — - dous valores para £ , hum 
B — C 

delles G , e o outro 90o + G, fegue-fe que os dous eixos 
faõ perpendiculares entre íi. Aífim concluiremos , que em 
qualquer corpo ba tres eixos perpendiculares entre Ji, a ref-
feito dos quais os momentos de inércia fa^m bum máximo , 
ou bum minimo. 

Eítes eixos , dos quais fe ufa muito nefta parte da Dy-
namica , chamaõ-fe os tres eixos principais de hum cor-
po. Ate agera os coníideramos entre todos aquelles , que 
paífaõ pelo centro de gravidade •, mas como naõ ha coufa 
no nolfo calculo , pela qual fe fupponha que o ponto A he 
o centro de gravidade do corpo , deveremos concluir ge-
ralmente, que a refpeito de qualquer ponto de bum corpo fm~ 
pre ha tres eixos , cuja propriedade he de fazer os momentos 
àe inércia os maiores, ou mais pequenos pojjiveis , e que efles 
ires eixos faõ perpendiculares entre ft. 

488 Mas como he mais ordinário , e mais commodo 
coníiderar ns eixos principais em ordem ao centro de gra-
vidade , fejaõ AB,AC, A D eftes tres eixos ( Fig.181.). 
Por quanto elles faõ perpendiculares entre fi , podem con-
liderar-fe como directrizes parallelas ás coordenadas x,y, z-, 
e porque de huma parte a propriedade do centro de gravi-
dade di fx d M — o , fy d M~ o , fzdMzz o , e da 
outra temos pela natureza dos eixos principais fxydM 
— o , f x z d M z z O t J y z d M z z o , eftá claro que o cal-
culo ferá muito mais fimples. 

489 He verdade , que naõ fe conhecendo nenhum def-
tes eixos , he necelfario para os determinar que fe refolva 
huma equaçaõ muito complicada do terceiro grão. Conhe-
cendo porem hum delles , facilmente fe determinaÕ os ou-
tros dous , tomando o eixo conhecido por huma das dire-
ctrizes , ou pela linha dos *, e as outras duas direítrizes 
parallelas a y , e z arbitrariamente. Entaõ , fuppondo os 
integrais f y - dM~B, f z - d M =z C , f y z d M - F, 
teremos o angulo G que faz hum dos outros dous eixos 
principais com a directriz parallela a y pela formula tang iG 

1 F 
= — » e o momento de inércia a refpeito de hui» 

B — C 
deites eixos ferá =r AB fen Q2 H- C cofQ* - F fen 

4 9 0 Dos tres momentos , que daõ os tres eixos princi-
pais 
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pais , hum deve fer hum máximo , e outro hum mínimo. 
O terceiro , fe naõ for igual a hum dos outros , naõ pôde 
fer máximo , nem minimo abfoluto mas exceptuando ifto, 
no mais terá as mefmas propriedades. 

Advir ta- fe , que produzindo dous eixos principais mo-
mentos iguais, todos os eixos poíliveis lituados no feu mef-
mo plano produzirão momentos iguais , pois naõ pôde ha-
ver outro maior, nem menor , que o produzido pelos ei-
xos principais. O mefmo fe entenda , quando todos os tres 
eixos principais daõ momentos iguais. 

491 S e j a õ A B , AC , A D os tres eixos principais do 
corpo ( Fig. 181. ) , e feja AF outro eixo qualquer que 
paífe pelo ponto A, cuja poliçaõ feja dada pelos ângulos 
BAEzz*,EAF — Q. Porquanto temos entaõ D — o , 
E — o , F — o , ferá o momento de inércia em ordem ao 
eixo A F reprefentado por A ( fen et2 -+- cof «2 fen Q2 ) 
-+- B ( cof a2 •+ fen *2 fen Q2 ) -t- C cof Q2, como fe deduz 
da formula geral ( n. 485. ) . 

Chamemos Ma2 , Mb2 , Mc2 os momentos de inércia 
em ordem aos eixos A B , A C , A D ; e teremos Ma2 — 
B + C, Ml2—A+C , Mc2z=A+B ; logo A H 

— M ( b2 * £2 - a2 ) , B — - i M ( a2 + c2 - b2 ), C ~ 
2 z 
1 

— M ( a? Ar l2 — c2 ), e confeguintemente o momento de 

inércia em ordem a qualquer eixo A F ferá rèprefentado 

Ear M ( a2 cof <*.- cof 4- b2 fen a.2 cof £2 + c2 fen ) 
orém he fácil de v e r , que cof FAB zz cofaccfG , 

cof FA C — fen cccofG, e cofF A D — fen <1 •, logo o mo-
mento de inércia a refpeito de qualquer eixo A F ferá re-
prefentado muito limplefmente pela formula feguinte 

M ( a* cofF AB2 +b2 cofF AC2 •+• c2 cofF A D* ). 
Imaginemos agora huma esfera defcrita ao redor do cen-

tro de gravidade G ( Fig. 182. ), e fupponhamos em A, 
B ,C os pólos dos eixos principais, de maneira que AB, 
BC, AC fejaõ quartos de circulo. Sendo pois Ma2, Mb2, 
M c2 os momentos de inércia relativos aos eixos G A , GB, 
G C , teremos por momento de inércia em ordem a qual-
quer eixo G F a expreflaõ M ( a2 cof A F2 -f b2 cofB F2 + 
t» cofC F2 ) . Logo, chamando tf., £ :y os arcos AF, BF, 
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CF , o valor defte momento ferá M (a2 cofa2 l*cof<Z* 
c- cofy • ) . Pela propriedade da esfera temos cof a2 -+-

cof -f cof y2 — i ; e alfim ferá fácil de determinar o 
momento de inércia em ordem a qualquer eixo, huma vez 
que fejaõ conhecidos os momentos relativos aos eixos prin-
cipais. Alguns exemplos acabarão de illuftrar efta theorica. 

Nelles confideraremos fomente os momentos de,'inercia 
relativamente aos eixos, que palfaô pelo centro de gravida-
de. Supporemos também , que os corpos faõ homogeneos , 
ifto he , que todas as fuas partes faõ de igual denlidade , a 
fim de podermos reprefentar pelas linhas, fuperficies, e fo-
lidos as fuas refpeftivas mallas. 

Exemplos da determinação dos tres eixos prin-
cipais nas linhas, nas fuperficies , e nos 

folidos. 

49a C A G >4 hum fio , ou huma alavanca ex-
ij tremamente delgada , que fe polia coníiderar 

como huma linha reíla ( F i g . 1 8 3 . ) . Mando o centro de 
gravidade G no ponto do meio , he manifefto que a mef-
ma linha AG A ferá hum dos eixos principais , porque o 
momento de inércia a refpeito de AG A he nullo , e por 
confeguinte hum minimo. Os outros dous eixos principais 
feraõ duas quaifquer perpendiculares G B. 

Ifto pofto f feja G M — x , e Mm = d x •, os elemen-
tos Mm , Mm tomados de huma , e outra parte do pon-
to G daráõ a refpeito do eixo Gi o momento de inércia 

2 x2 d x, cujo integral he — x*. Delignando pois a linha in-

teira por 2 a, ferá — a} , ou — M a2 o momento de iner-

3 3 
cia relativamente 3 qualquer eixo GB perpendicular s 
GA. 

Logo , fe GF for qualquer eixo obliquo , cuja inclina-
çaÕ fobre G A feja. — q , teremos por momento de inércia 

a refpeito delle a quantidade — Ma2 fen q2. Além de que 

ifto he ev idente , pôde deduzir-fe do que acima moftra-
o>osA 
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teos, obfervando que na formula geral Aí ( a' cof -H 
A* cu/Q1 -j- c2 cof y2 ) temos nefte cafo a. = o , b2 — c2 

ss — a2 , co / f i — fen q , e 5/ ~ 90° porque o terceiro 

eixo G C fe fuppoem perpendicular ao plano dos eixos 
AG , GB. 

A9} II- Seja B Aí A hum anel circular infinitamente 
delgado ( F i g . 184. ) , cuja maffa feja Aí. Aífim poderá 
conliderar-fe , como huma circumferencia de circulo , e 
hum dos eixos principais ferá perpendicular em C ao plano 
do mefmo circulo , e os outros dous feraõ quaifquer diâ-
metros B AC. 

A refpeito do primeiro e ixo , o momento de inércia fe-
rá Al a2 , fendo a o raio do circulo, e a refpeito do diâmetro 
B C A ferá fM m . M P2

 = f a • M P . F p = a X area do 
circulo ~ a> c. Quanto á circumferencia , pela qual havemos 
reprefentado a malfa Aí, ferá íac j logo o momento de in-

Aí 
ercia em ordem a qualquer diâmetro ferá — .,- . a» c S 

lac 

^ • A l o 2 ; de maneira, que .naõhe mais que huma ame-

tade do momento de inércia relativo ao eixo principal per-

pendicular ao plano do circulo. 
494 Em geral , fe hum corpo AÍ pôde fer confiderado 

como huma linha , ou como huma fuperíicie fituada em 
hum mefmo plano , hum dos eixos principais deverá fer 
perpendicular ao dito plano , e os outros dous eftaraõ nel-
le fituados. Porque he necelfario , para que hum eixo feja 
principal , que tomando-fe nelle huma abfciíTa x contada 
áefde o centro de gravidade , e as ordenadas y , x a hum 
ponto qualquer , tenhamos f x y d M — o, f x z dM ~ o 
( n . 48$. ). Porém nefte cafo he fempre * = o era ordem 
a todos os pontos do corpo; logo eftes integrais fe redu--
zent ambos a nada, e confeguintemente o eixo perpendicu-
lar ao plano da figura he hum dos principais; e os outros 
dous eftaraõ necelfariamente fituados no mefmo plano, 
porque deyem fer perpendiculares ao primeiro. 

49J III. Se agora coníiderarmos a fuperficie de hum 
eircuío ( F i g , i8ç. ) , cujo raio feja — a , e confeguinte-
giçnte a malfa M p ;«» c j todos os clismstros poderáõ fer -

3Í vir 
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vir de eixos principais , e teremos fy2dMzz f z 2 d M , 
Logo o momento de inércia a refpeito do eixo ( P ) per-
pendicular ao plano do circulo he o dobro do momento re-
lativo a qualquer diâmetro. Ora o momento do anel circu-
lar deícrito pelo elemento Mm , e tomado em ordem ao 
eixo (P~) he 2 c .C M . M m . C M zz zc z> d zt fuppon-
do C M zz z , cujo integral he — z* c, e fendo tomado pa-

2 

ra todo o circulo — a* c logo o momento de inércia a 
2 

refpeito do eixo ( P ) he — M a- , e a refpeito de qual-
2 

quer diâmetro — M a 2 . 
4 

495 IV. Em qualquer folido de revoluçaõ (Fig. 186.), o 
eixo da figura he hum dos eixos principais , e os outros 
dous faõ quaifquer diâmetros da fecçaõ circular feita per-
pendicularmente ao eixo pelo centro de gravidade. Para o 
moítrar , he neceífario que vejamos como tomando fobre o 
eixo G P huma abciífa G P zz e no plano perpendicu-
lar as duas coordenadas P zz y , 2, M — %, teremos 
fxydMzz o, e / xzdMzz o. 

Sepdo pois * confiante em huma mefma fecçaõ , tere-
mos nella f x y d M zz x f y d M ; e porque fy d M expri-
me a maífa delia fecçaõ multiplicada pela diftancia do feu 
centro de gravidade á linha perpendicular em P ao plano 
G P ^ , fendo efta diftancia nulla por fe achar o centro de 
gravidade em P, he neceífario que para cada fecçaõ per-
pendicular a G P tenhamos fxydMzz o, e confeguinte-
mente em toda a extenfaõ do folido ferá f x y d M z z o , 
e f x z d M. — o. Logo o eixo do folido GJP he hum d o í 
eixos principais. 

Os outros dous eftaráÕ necelfariamente fituados na fec-
çaõ perpendicular ao eixo no ponto G logo feráõ quaif-
quer diâmetros delia fecç3Õ, porque ella he circular. Sen-
do aífini determinados os eixos principais , falta conhecer 
cs momentos de inércia a refpeito delles. 

Pela propriedade do circulo temos primeiramente 
Jy2 d M zz f z 2 d M ; logo o momento de inércia relati-
vamente ao eixo G Pferá 2 f y - dM} e a refpeito de qual-

çues 
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?uer diâmetro da fecçaõ circular feita pelo ponto G ferá 
A2 d M f y 2 d M. Como x he confiante, quando fe t ra-

ta do elemento comprehendido, por duas fecções infini-
tamente vezinhas , e como por outra parte a malfa defte 
elemento he c ZP3 dx , teremos f x 2 d Al— fcZP-x* dx. 

Ainda que efta formula parece negativa , quando * o he, 
naõ deve com tudo o momento de inércia,que refulta de hu-
ina parte do centro de gravidade, fubtrahir-fe daquelle que 
refulta da outra ; mas he neceífario ajuntallos fempre , por-
que o elemento dM da mafla fempre fe ajunta ao refto do 
corpo , e por iffo deve tomar-fe fempre pofitivo , aflim co-
mo f x 1 'd x. Efte pequeno inconveniente fe evitaria , con-
tando as abfcifTas da extremidade do eixo. 

Reprefentando por Y a fuperficie da fecçaõ do folido, 
feita perpendicularmente ao plano GPQ., na diftancia y 
do eixo , teremos o valor de Y em y pela natureza do fo-
l ido , e a expreffaõ f y 3 d M — f y 3 Y d y . Em fim , fendo 
a mafla do folido M—f cy3 d x , multiplicaremos os mo-

M 
mentos achados por — — . • 

c f y 2 d x 
497 V. Supponhamos que o folido he hum cylindro 

( Fig.187. ) . Entaõ ZP he conftante , que faremos — / / , 
e o comprimento do cylindro ^ 2 a. Aflim teremos f x 2 d M 

x> a' 
z=,cb3 . — z=.c b3 .— para huma ametade do cylindro , e 

3
 \ 

f x 2 dMzzeb* . para o cylindro inteiro. 
Quanto á fecçaõ Y , he nefte cafo hum reílangulo , que 

tem de comprido 2 a, e de largo 2 f ^ - y 2 } . Logo f y 3 dM 

z=f4«y2 dy v(i»a ) ~ 4 « T 1-i>1fdyV(l' i~y t ') 
L 4 

? 
I 

— — y ( í a — y2 ) 2 J • Devendo efte integral tomar-fe 
4 

entre os limites / — o ,y~b} teremos f d y V (f>2 —y2 ) 

ss — b2 c, valor de hum quarto de circulo cujo raio he b, 9 
4 

8 integral fe redaairi a —í* a e , cujo dobro — b* ac fe-

4 K è 4 ár 
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ri igual a f y - d M tomado em toda a extenfaõ do folicfffí 
Por outra parte a malla do cylindro M — z a . c b2 ; logo o 
momento de inércia relativamente ao eixo do cylindro fe-

M 1 , rá — b* a c ZZ — M l- . e em ordem a qualquer dos 
zacb2 2 1 ^ 

M ( 2 I v outros eixos ferá i c l 2 • — a* 4—• acb* ) zZ 
2 ac b2~ s 3 a 1 

M (— a a — l A • Logo os momentos de inércia a 
M 4 J 

refpeito de todos os eixos,.que palTaõ pelo centro de gravi-
dade , feraõ iguais entre fi , quando for — aa+ — b b zz 

3 4 

—• b b , ou 4 a2 zz 3 b2 . 
2 

498 VI. Se o folido for huma esfera , he evidente que 
os momentos de inércia referidos a todos os eixos que paf-
faÓ pelo centro de gravidade , d e v - e m fer iguais. E porque 
fendo o raio zz a, fe acha f*2dMzz c x2 d x (a2 — x2~) 

( a 2 xi \ 
J, teremos por valor defte integral , 

2 4 
fazendo x zZ a , a expreífaõ — ca! , cujo dobro — c a5 z: 

f x : d M tomado em toda a extenfaõ do folido. Logo o mo-
mento de inércia em ordem a qualquer diâmetro h e f x 2 d M 

8 M 2 „ 
zz — c «5 . zz —Ma2. 

IÇ 4 , • J 
' —ca' 

3 
499 VII. Quando fe trata de huma lentilha ACB D 

(F ig . 188. ), compofta de dous fegmentos esfericos iguais, 
ou produzida pela revoluçaÕ de dous arcos iguais, e fe-
melhantes A C , A D ao redor da fua frecha C D , entaõ O 
centro de gravidade fe acha em G meio de CÍ ; e fa-
zendo DGzzCGzztiyAGzzBGzzb, o raio dos douf 

l2 H- a2 

arcos D C — r zz > e PD zz p, teremos P Z* zS-
2 a 

zrp—pp, eGP — x — a— p. 
Será pois f ^ d M z z c f d p í a — pyízrf—pp^zi^ 
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a- p2 2 i \ a21>' x 
— ap > 4- —p< )< — + — a p* — 

2 3 • 4 ; J 2, 

ps J . Suppondo pzz a, e dobrando efie integral , te-
5 

remos f x 2 dMzzcf - ra* - «0 4 ca* (a2 
J \ 1 i ? ' 6 y 

i* ) _ J . í «Í — f ai l 2 + — «S = — ( j a2 -»-
ic \ í io y ?o 

Será também f y 2 d M c fP Z* dp zz ~ c f ( 2 r p 
4 4 

i ^ 4 r 5 f)' p 5 -v 
PP/2 dp zz — c ^ rpt-J- — J • Fazendo p — 

4, e dobrando, acharemos / y 2 dMzz — f f l ' ^ — r 2 — 

n r + — a2 \ zz ca> ( 20 r2 >- a r + j a2 ) := 
5 y j o 00 

c a ( + 5 rt2 b2 -5- 10 b* ) . Porém temos a máfia Aí — 

f c dp ( 2 r p — pp) zz c ^ r p2 — i - p i ^ ; Jogo fazendo 

J> — a , e dobrando, ferá Aít=: — «c ( tf2 -f- 3 ) > e 

eonfeguintemente f x 2 d Mzz —Ma2. -—; , e 
. 10 3 b2 + a 2 ' 

r J XA ~ 1 AA ^ "> + 10 U r , t „ Jy 2 d Aí ~ —Aí . •. Donde teremos 
20 a2 — 3 b2 

finalmente por momento de inércia em ordem ao eixo 
. . . . , , 1 , , flt 4. ç a2 bz + 10 b4 principal CD a quantidade — M . ' , e 

10 a2 + 3 b2 

3- refpeito de qualquer dos outros dous eixos AB a quantida-
J r , J « , r , J W 1 w 7 + I í /I2 i 2 + IO /M de / * 2 á Aí + fy2 d M = — Aí. - 7 

20 a2 -i- 3 b2 

500 Vlf . Em fim , fe o folido for hum parallelepipe-
do ( Fii>. 189. ) , a determinação dos eixos principais naõ 
involve dificuldade. Saõ tres linhas l GL ,X GY ,VGT 
conduzidas pelo centro de gravidade parallelamente 30S 

tres 
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tres lados. SejaS pois eítes lados A B =s i a, A C — 11>t 

C H — i / , e x , y , % as tres coordenadas parallelas con-
duzidas pelo centro de gravidade. 

Ifto pofto , como todas as fecçoens feitas perpendi-
cularmente a G I faõ r : 4 b f , teremos f x 2 d M ~ 4 b f 

4 b f x ' 
f x 2 d x — . . Fazendo x — a , e dobrando ( ou de 

outra forte , tomando o integral entre os limites x sr ff, 
abf.iaf i 

x = — a ) acharemos f x 2 dM — — — M a 2 , 
3 3 

por quanto M _ 8 ab f. Do mefmo modo acharemos fy2 dM 

t= — M b 2 , e / x * i Aí — ~ M / 2 . Aflim teremos por 

momentos de inércia em ordem aos tres eixos refpeíti* 
vãmente parallelos a A B , AC , C H , as quantidades fe-
guiotes. 

( J * + / » ) : = Í M ( A C J 

3 ' u ' 

~ M ( a 2 + / i ) : = ^ A Í Ç A B 1 + BE 4 ) 

3 l i 
Eftes tres valores fempre fa6 iguais , tanto no cubo , c<U 
mo nos outros corpos regulares. 

Sendo baftintemente declarado o methodo , que fe de-
ve feguir, para determinar em todos os cafos os eixos prin-
cipais , e os momentos de inércia , acabaremos efte artigo 
com a diftribqiçaõ dos corpos em clafles relativas aos feus 
eixos principais. 

çot A primeira claífe ferá pois a dos corpos, que tem 
todos os tres eixos principais femelhantes, ou , que tem 
os momentos de inércia referidos aos mefmos tres eixos 
jgjais entre fi. Efta propriedade compete a hnma infini-
dade de cornos , além dos finco regulares. 

A fegunda claffe ferá a daquelles T que tem dous ei-
xos principais iguais entre fi, e confeguintemente os mo-
mentos de inércia refpectivos também iguais. Nefte cafo 
eftíõ rodos os folidos de revoluçaõ, e além delles outros 
muitos. A 
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A tsrceira claffe finalmente ferá formada de todos os 
Corpos , que tem os tres eixos defiguais, aflim como os 
momentos de inércia tomados a refpeito delles. Eft3 claífe 
he muito mais numerofa que as precedentes , e para deter-
minar os eixos principais dos corpos neila comprehendidos, 
he neceflario refolver huma equaçaõ muito complicada 
do terceiro gráo ; de maneira , que quafi he impoflivel 
determinar os feus momentos em geral. 

$02 Como os eixos principais podem confiderar-fe a 
refpeito de qualquer outro ponto, que naõ feja o centro de 
gravidade, dahi refultaráõ novas divifoens lemelhantes ás 
precedentes. Mas hum corpo , que pertence a huma clalfe, 
•ttendidos os eixos principais que paífaõ pelo centro de 
gravidade, poderá pertencer a huma clalfe differente quan-
do fe attender aos eixos principais que paíTaõ por outro 
qualquer ponto. Por exemplo, hum corpo da primeira 
elaffe relativamente aos eixos principais do centro de gra-
vidade , fempre [>ertencerá a clalfe differente relativamen-
te aos eixos principais de qualquer outro ponto. 

A R T I G O I V . 

T>o Movimento de Ofcillaçaõ de bum corpo gra-
ve ao redor de hum eixo horizontal. 

í ° 3 O E-í® ( Fig. 190. ) huma fecçaõ vertical 
O do corpo , feita pelo centro de gravidade G 

perpendicularmente ao eixo de rotaçao , de forte que efte 
eixo feja perpendicular ao plano da figura no ponto C. 
Suppoem-fe , que o corpo faz as fuas ofcillaçoens na ex-
tremidade de huma vara C AG inflexível , e fem mafla. 

Se reprefentarmos a malfa do corpo por M , e a gra-
vidade por g , ferá Al g a expreflaõ da força acceleratriz 
que obra em G pela vertical G L . , e o momento defta 
força a refpeito do eixo de rotaçao ferá M g . H G , fen-
do G H huma perpendicular conduzida do ponto G para a 
vertical C H. 

Suppondo pois C G — f , e o angulo G C H t= <p , te-
remos Mg .ffenCp por expreflaõ do momento da força 
acceleratriz. Logo , fendo W a velocidade angular do cor-
po MAB ao redor do eixo de ofcillaçaõ , terqnos d W — 

M 
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J" 2'1m" ^' 1Uant»^e » na fr* iM 

he o momento de inércia em ordem ao eixo de rotaçaôJ 
Seja M b1 o momento de inércia referido ao eixo, 

que paíTa pelo centro de gravidade paralielamente ao eixo 
de rotaçaõ, e teremos fr* dMzzMb2 -f- A l / 2 (n.483.). 

Logo d W ~ Mas fuppondo que o movi-
j 2 .^-b* 

mento fe faz de G para H, temos d t SQ 5 logo 
W 

- f 
W dw~ -— gd(Çfen(p. O integral h e i r » S ;JÍ 

/ 2 •+ b * 
1 fe. cof O ' — ; e fuppondo que na origem do movimento 
f 2 + h 2 

8 linha C G fazia com a vertical CH o angulo £ , teremos 
2 f g 

<P G , quando W — o ; logo em geral W2 ss + ^ 

( cof<p - cof Q, ). 
Í04 Ora hum pêndulo íimples, que tlveíTe íido ao mefmo 

tempo que o corpo Aí defviado da vertical até fazer coni 
ella o angulo £, e que fe achaíTe aílualmente na diftancia 
<P com a velocidade angular W , fendo o feu comprí-

f2 + b 2 
mento L r= - — , teria igualmente por expreífaõ 

i / g do quadrado da fua velocidade angular W3 

f2+b* 
( col" cofG )• Logo o pêndulo íimples, que tiver o 

f2+b2 

comprimento L = - , deverá mover-fe precifamen-

te como o corpo M. ; fará as fuas ofcillaçnens no mefmo 
tempo ; e lhe ferá confeguintemente ifochrono. 

f o i Se concebermos na direcçaõ de C G hum ponto 
f2 + b2 

grave O na diftancia CO = L = , efte ponto fe 

moverá como fe foífe livre , ifto he , fem que as outras 
partes do corpo perturbem o feu movimento, porque en-
tsõ he C O igual ao comprimento do pêndulo íimples , qne 
faria as fuas oiciliaçoens no mefmo tempo que o corpo. 

Logo 
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Logo o movimento do corpo fe fsz , como fe toda a 
fua mafla eftivefle concentrada em O ; porque enraó o 
ponto O teria fempre o mefmo movimento , e as outras 
paftes feguiriaô fem refiftencia o movimento delle-, e por 
iífo fe chama efte ponto Centro de Ofcillaçaõ. 

ço6 Difto fe fegue, que quando hum corpo he o b r i - ' 
gacio a mover-fe ao redor de hum eixo fixo , a fua maífa 
ra5 deve já confiderar-fe reunida no centro de gravidade, 
mas no centro de ofcillaçaõ , o qual he o que fe move 
como fe toda a mafla eftivefle nelle concentrada. 

Segue-fe também , que o maior effeito que pôde pro-
duzir fobre outro corpo a percuffaÕ de hum movei, que 
gira ao redor de hum eixo fixo , deve ter lugar quando o 
golpe he dado pelo centro de ofcillaçaõ, ou ao menos por 
hum ponto que igualmente difte do eixo. Efta he a rafaõ, 
porque o centro de ofcillaçaõ fe chama também centro de 
fercttffaõ. 

Ç07 Mas para illuftrar , e confirmar ao mefmo tempo 
efta verdade, ferá conveniente moftrar , que quando hum 
corpo gira ao redor de hum eixo fixo , a refultante das 
forças de que as differentes partículas faõ animadas , palfa 
pelo centro de ofcillaçaõ , ou ao menos por huma diftan-
cia igual á delle , a refpeito do eixo. 

Seja AC Po eixo de rotaçao f Fig. i p i . ) , G o cen-
tro de gravidade, dM huma part'cula qualquer do corpo 
íituada em M. Do ponto M tire-fe M Q perpendicular ao 
plano G C P ; e do ponto g, , ( f P perpendicular a C P. 
Aflim delignando por W a velocidade angular do corpo, 
teremos W . P M por expreflaõ da velocidade do elemen-
to dM pela direcçaõ Mm perpendicular a MP, e W.PM. 
dM por expreflaõ da força do mefmo elemento. Donde 
refultará a força W . g , F . d M pela direcçaõ Q_ M , e a 
força W. •d M parallela a Eftas ultimas forças 
feráõ mutuamente deftruidas, por quanto fQ^M . d M •= o; 
porém fem embargo de fer a fua refultante nulla , como 
obra a huma diftancia infinita , o momento que produ-
zirá a refpeito do eixo A p ferá finito , e terá por valor 
W • fÇLM1 .dM. 

A refultante das forças dirigidas por g , M ferá perpen-
dicular ao plano A G C , e o feu valor ferá W f ÇfP d M 
nr W . M . C G , que chamaremos R. O feu momento a 

refpeito do eixo ferá — Wf - . d M , e a fua diftan-
cia 
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fQ,P*.iM. 
cia ao mefmo eixo rr ;—• • • • 

M. C G 
Mas em lugar das forças parallelas a £ P , que fem 

embargo de terem a refultante nulla produzem o momen-
to Wj(^M2 . d M , pôde fubftituir-fe a força R na dif-

. , . W fQ M'.2 . d M fÇ^M2. dM , 
tancia do eixo —, ou —- . Logo 

R ' M.CG b 

em lugar de todas as forças , de que as partículas faó ani-
madas, pôde fubftituir-fe a força R refultante das for-
ças dirigidas por Q.M , cujo valor he W . M . C G , ap-

. , . / Q , P 2 . d A f fQM2.dAf 
plicando-fe na diftancia do eixo . •+• • 
* M .CG M. CG 

fP M2 . d M , , , . t= ———- . Logo a força, que refulta das que ani-

maô a cada huma das particulas do fyftema , palia por hu-
ma diftancia do eixo igual á do centro de ofciilaçaõ , e 
confeguintemente nefta diftancia he que a percuíTaó ferá 
mais forte. 

ço8 Eftá claro , pelo que temos demonftrado, que pa-
ra determinar o movimento de ofciilaçaõ de qualquer cor-
po de volume finito , ao redor de hum eixo horizontal, 
naõ he neceffario mais que conhecer bem a diftancia do 
centro de ofciilaçaõ ao ponto fixo , ou ( que vem a fer o 
mefmo ) conhecer o comprimento de hum pêndulo fimpies. 
àfochrono nas fuas ofcillaçoens ás do mefmo corpo. 

Sendo pois r a diftancia de qualquer partícula dM do 
corpo ao eixo de rotaçaÕ ,fr2dM o momento de inér-
cia relativo ao mefmo eixo , e / a diftancia C G do cen-
tro de gravidade ao mefmo e ixo, teremos a diftancia do 

f r 2 d M 
centro de ofciilaçaõ L ts . Donde fe vê , que 

M f 
* diftancia do centro de ofciilaçaõ ao eixo be ignal ao mo-
mento de inércia relativamente ao eixo, dividido feio produ-
ão da majfa do corpo multiplicada pela dijiamia do centro 
de gravidade ao mefmo eixo. 

' Se Mb2 reprefentaro momento de inércia, a refpeito do 
eixo parallelo que pada pelo centro de gravidade , teremos 
fr'- dM = M b2 -\-Mf3 ; logo a diftancia do centro de 

ofcilla-
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M b - + M f 2 />2 

ofcillaçaõ L z z — — = / + - 7 - . Donde f e v è 
M j T 

que efte centro eftá fempre mais diftante do eixo que o cen-
b2 

tro de gravidade a quantidade pofitiva GO — y . Aflim , 

pelo que acima temos dito dos momentos de inércia , fem 
dificuldade fe podem determinar os centros de ofcillaçaõ. 

Exemplos. 

509 I. Uando fe fazem as experiencias fobre os 
pêndulos, ordinariamente fe ufa de hum 
globo AMB ( F i g . 1 9 2 . ) , pendurado por 

hum fio de metal muito delgado. Defprezando pois a mafla 
do fio , e fuppondo o raio do globo zz b , e a diftancia 
do centro delle ao ponto de fuípenfaõ = / , teremos b 2 

2 
— b 2 ( n. 4 9 8 . ) . Logo a diftancia do centro de of-
S 2 b 2 

cillaçaõ ao eixo , ou C 0 — / -f- . e fe as ofcil-

laçoens forem pequenas, ferá a duraçaõ de cada huma 

• V í ^ -
Quando / = = o, e quando / — C O , o pêndulo fimples 

ifochrono ferá infinitamente longo. Por tanto , entre eftes li-
mites deverá haver hum minimo; e efte terá lugar , quan-
do for f z z b y —. EntaÕ feraõ a s ofcillaçoens feitas 

com 3 prontidaõ maior que he poflivel ; e fendo peque-
2 / 

i a s , cada huma terá por d uraçaõ C V ~ -

f i o Para que efte pêndulo faça cada huma das ofcil-
laçoens em hum fegundo , he neceífario em geral que 

, . f * + 1 b 2 , 
e 1/ ^ 1 J zz 1, ou ( que vem a fer o mefmo ) 

<jue f2-+• — b» — — ; e confeguintemente f zz —--j-, 5 £ + 
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± ~ - j - b 5 ) • D o n d e fe J que ha femprtf 

dous modos de fufpender hum globo de maneira, que faç3 
cada ofcillaçaõ em hum fegundo. 

Se o raio b do globo for pequeno , he neceífario que 
fl diftancia do centro delle ao ponto de fufpenfaõ feja re-

g 2 c1 

prefcntada por hum deftes valores —7 -- — b 2 . — , ou 

2 c* 
—b2 . —. Mas nefte ultimo cafo, bem fe vê que o 
5 g 

ponto de fufpenfaõ cahiria dentro do globo , e muito perto 
do centro. Por iffo naõ fe ufa , fenaõ do outro valor, toman-

zc2 T V \4C* ç J 
í i i Os dous valores de / feriaõ iguais em geral, fe 

a 1 ? f! 
tiveíTeraos — s —* J 2 , ou J> ts •—• V . Logo , 

4 e * s ' «- 8 b * 

como 4 he o comprimento do pêndulo fimples de f e -

gundos, o qual he de 440 , $7 linh. , feria neceífario que 
o raio do globo foíTe de 348 , 3 linh., ou de 2 pés , ç poli. 
o, 3 linh. 'Entaõ o intervallo CG ( F i g . 154. > entre o 

g 
centro e o ponto de fufpenfaõ feria —— , ou a ameta-

de do pêndulo fimples de fegundos, ifto h e , 1 pé 6 poli. 4 

linh. e — . Conduzindo CF perpendicular a AG, he fa-
7 

CG 2 
cii de ver que cofAFzz zs. V ~ , e que o arco 

A F he confeguintemente d e ç o ^ ó ' . Sendo aífim deter-
minado o diâmetro do globo , e o ponto de fufpenfaõ C , 
as ofcillaçoens delle fe faraó em hum fegundo. 

Se fizermos ofcillar o globo ao redor do ponto Aj 
teremos f — b - , logo o comprimento do pêndulo fimples 

ifochrono ferá b e querendo que faça huma ofcilla-

çaõ 
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ÇaÕ por fegundo , deverá fer o raio b — ~. 440, 
7 

2 
<7 linhas sr 2 pés , 2 poli. 2 l inh. e — . 

ç i2 II. Confideremos agora hum pêndulo compofto de 
dous pezos A ,£ ( Fig. 193. ) , que fupporemos esfericos, 
e enfiados em huma vara inHexivel , e fem malfa C A B. 
SejaÔ ec e G os raios deites globos , a e b as diftancias 
refpeétivas dos feus centros ao ponto de fufpenfaõ C. A dis-
tancia do centro de ofciilaçaõ , ou o comprimento do pên-
dulo Íimples ifochrono , ferá 

A C & + — d- ) -f- B ( b* + ~ C 1 ) 
c o — Í 7 Í 

Aa + Bb 

Ifto pof to , qual he a diftancia a em que deve por-fe o 
corpo menor A , para que as ofcillações fejaõ as mais pron-
tas , que podem refultar defte pêndulo ? Entaõ deve o pên-
dulo Íimples ifochrono C O fer hum minimo \ e confeguin-
temente diferenciaremos o feu valor fazendo a variavel , 

e teremos A2 ( a2 + -Í- «2 ) * A B ( i2 + G- ) =: 

iBb 2 
a A2 a- J? z AB a j f , ifto h e , a* + ——— a~ — o.z -fe 

B 2 
( 1 * 4. — gy ) ; donde fe tira 

A 2 

B * , 1 

e o comprimento do pêndulo Íimples ifochrono fe achará 
2 a . Bem fe vê , que dos dous valores de a fomente 

o poíitivo pode fatisíazer ao cafo prefente. 
B £>. 

Se os dous globos forem homogéneos, teremos — ~ —f 

C» l / T 2 
e confeguintemente a b,+ V | — <ffi + —• ( 

— ~ í 0 ' 
a 
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GJ ) + —- t2 ; e fe os raios delles forem muito pé< 
5 a* -1 

quenos em comparaçaõ de CJB, ferá proximamente 

F IJ Se foífem tres globos A .B ,C , os feus raios 
e as diftancias ao ponto de fufpenfaõ conta-

das do centro a, b , c , a diftancia do centro de ofcil-
laçaõ feria 

A « + + C e ' 

e aflim por diante , qualquer que feja o numero dos corpos. 
514 III. Se hum globo A M K ( Fig. 195. ) , fufpendido 

da vara cylindrica F A , ofcillar ao redor do eixo horizon-
tal D C E, determinar-fe-ha o feu centro de ofcillaçaõ CO 
da maneira feguinte. 

Seja A o pezo do globo , B o do cylindro , a o raio do 
globo , 2 b o comprimento F A do cylindro , 2 b o feu 
diâmetro, / a diftancia C A , G e O os centros de gravi-
dade e de ofcillaçaõ do fyftema. Como o centro de gra-
vidade do cylindro eftá em I meio de F A, teremos pri-
meiramente ( A + B)CG = A.CB+ B. C Izz A(a +/) 
-+- B ( / — b ) . Depois acharemos o momento de inércia 

do globo em ordem ao eixo DCE^:A(f + a)2 + Aa 
f 

e do cylindro em ordem ao eixo horizontal que palfa pe-

lo feu centro de gravidade I — B {—-J2)(n.497.), * 3 4 

c em ordem ao eixo DCE b* ^-~b1-i-(f~-b)tJf 

3 4 
Logo íerá a diftancia do centro de ofcillaçaõ 

C 0 S 3 — 

f i y Pa; 
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ç i j Para que efte pêndulo feja de fegundos, he ne-g 

ceíTario que CO — — . Com efta condiçaõ fe determi-
nará huma das quantidades que fe achaó no feu valor , o 
que fempre poderá fazer-fe pela refoluçaõ de huma equa-
çaõ do fegundo gráo. 

Quando o eixo de rotaçaÕ fe acha no alto da vara , te-
mos f ~ z b 3 e o valor precedente de C O fe muda no 
feguinte 

A (~a2 +4«í+4i1) + B('— h2 +4 b2 ) 
_ v S M . 4 

CO tr — 
A(z b +a)+ Bb 

Supponhamos, por exemplo, A zz 15 libr . B ~ i l i b r . , 
8 

C A := 2 i ~ j pé s , azz. — p é , e que o diâmetro 2 k 
4 

de F A he muito pequeno em comparaçaÕ do feu compri-

mento , de forte que fe poífa defprezar — i2 •, e achare-4 
mos C O zz 3 , 2528 pés. Se a maífa da vara fe defprezaf-

fe , teríamos C O zz 3, 2577; e o erro feria de ~ de ha-
10 

ma linha proximamente. 
j i ó IV. Examinemos em fim o centro de ofcillaçaõ de 

hum pêndulo comporto de huma lentilha BGPP (Fig.ipií.), 
fulpenfa de huma vara A B de figura parallelepipeaa, co-
mo fe ufa de ordinário. Aqui naõ reprefentamos mais que 
a fecçaõ perpendicular ao plano , em que fe move o pên-
dulo. 

Seja FGzzza,BDz:il>,ABzizfyCBzzbt a lar-
gura da vara i b zz m , e a efpeífura zz a , o pezo da len-
tilha — L, e o da vara zz P . E primeiramente, fendo o 
centro de gravidade do pêndulo em hum ponto G , e o da 
Vara em hum ponto I , teremos (1 + P ) C G = 1 . £ C 

P. Cf = LÇb -bb) + P ( b — / ) . Depois por momento 
de inércia da lentilha em ordem ao eixo F G teremos « 

.. , 1 , 7 a* rr a2 b2 -+• 10 , 
*:uaaudade— L. — ^ ( n. 490 . ) , e 

ÍQ «3 + J W 
cofife? 
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confeguintemente em ordem ao eixo horizontal T C V 3 
i 7 a* iç «Í 42 + 10 b* 

quant idade — L . — — L ( b •fc 
^ 20 a2 + 3 b2 

i y . Em fim por momento de inércia da vara relativa-
mente ao eixo que palfa pelo centro de gravidade I, te -
remos — P ( 4 f1 ) ( n. yoo. ) , e relativamente ao 

1 12> 

eixo T C K ferá o momento delia P ( 4 / - 4- »* ) -ir 
12 

P ( b - f y . Logo 

C O -

~ L C 7 + I y /l2 b2 IO 14 
20 

X ( b + b y h- J L P ( 4 / 2 + B2 ) + P ( 

L ( b - b b ) - i : P ( b - f ) 
g 

quantidade, que fe deverá igualar a — , querendo que 

o tempo de cada ofcillaçaõ feja de hum fegundo. 
f i 7 Huyghens foi o primeiro que indagou felizmente ; 

e que determinou por hum methodo direito os centros 
de ofcillaçaõ dos planos e dos folidos ( Horol. Ofcil. Pare. 
IV. Prop. XXI <ò' XXI I ) . Todos fabem como efte gran-
de homem poífuia o talento de conduzir as theorias mais 
elevadas aos ufos da maior utilidade , e quanto lhe fa& 
devedoras todas as partes da Mathematica. As artes na5 
lhe devem menospr incipalmente a da Relogiaria. D e -
pois de haver feito nefte geneto defcobrimentos immor» 
t j i s , teve a idêa de os applicar á indagaçaõ de huma 
medida invariavel, e bem deprefla deduzio do pêndulo 
limples ifochrono a exiftencia delia. Eisaqui, quaí foi o 
feu raciocinio. 

Se hum relogio de fegundos for bem ajuftado com o tem-
po médio por obfervaçaõ das eftrellas , ou por outra qual-
quer que feja própria para ilfo, na5 ha coufa mais fácil do 
que procurar hum pêndulo fimples, que faça as fuas oC-J 
filiações no mefmo tempo. Bafta alongar t ou encurtar a 

£í>í 
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fio, até coincidirem bem exaílamente por hum quarto , ou 
meia-hora quando muito , as ofcilJações dos dous pêndulos. 
Tendo chegado a efta precifaõ , na6 ha mais que medir 
com muita exaftidaõ a diftancia do ponto de fufpenfaõ 
ao centro de ofciilaçaõ no pêndulo íimples; porque divi-
dindo efta diftancia em tres partes , cada huma delias po-
derá fervir de medida invariavel , e univerfal. O mefmo 
autor lhe deu o nome de pé horário. 

Bem fe vê com effeito, que em quanto a força da gra-
vidade for a mefma no mefmo lugar, naõ pôde haver mu-
dança no comprimento do pêndulo íimples. Os feculos 
vindouros poderáõ pois verif icar , e determinar as medi-
das afluais, comparando-as com efte comprimento inva-
riavel , no cafo de que pelo decurfo dos tempos ellas fe 
alterem , ou fe percaõ. Bailará , por exemplo , que a pof-
teridade faiba que o pêndulo Íimples de fegundos era em 

? 7 
Paris de 3 pés 8 linhas e •, para concluir que o pé 

régio era para o pé horário como 43200 para 44057. Se 
os antigos tiveffem aflim fixado as fuas medidas , naõ ha-
veria tanto que difputar fobre as dos Hebreus , dos Egy-
pc ios , dos Gregos, e dos Romanps. 

A R T I G O V . 

Das duas efpecies de movimento que pôde to-
mar bum corpo livre , fendo impellido por 
huma direcçaõ , que nao pajfa pelo Jeu cen-
tro de gravidade. 

518 ç Eja M hum corpo qualquer ( F i g . 1 P 7 . e G 
o feu centro de gravidade. Pergunta-fe, qual 

ferá o movimento de l le , fe qualquer potencia A o folli-
citar por huma direcçaõ A P , que naõ palia pelo çentro 
de gravidade ? 

Já temos v i f to , que o centro de gravidade deve mo-
Ver-fe , como fe a força motriz lhe foffe immediatamente 
applicada pela direcçaõ parallela G E - , e confeguintemen-

tc tomará por efta linha a velocidade — • Também vi-
M 

2 mos 
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mos, quê ao mefmo tempo que o centro de gravidade fe' 
adianta-com o movimento progreffivo, as outras partes 
devem girar á roda delle, como • fe eftiveífe fixo. 

Supponhamos pois que a rotaçaõ fe faz a refpeito de hum 
eixo perpendicular em G ao plano da figura , e feja W 
a velocidade angular que tomará o corpo ao redor dei— 
lie , / u perpendicular G F , Af o momento da força mo-
triz , e Mk2 o momento de inércia em ordem ao eixo 
de rotaÇaõ. Aflim teremos por expreílaõ da velocidade 

A f 
inicial de rot3Ca6 W zz - — - — Mas efte eixo de rota-* v Mk2 

çaõ, e efla velocidade confervar-fe-haõ por ventura do 
mefmo modo nos inflantes feguintes? 

519 Para refolver efle problema , he neceífario bufcar 
era geral quais faõ em qualquer corpo os eixos, ao redor 
dos quais fendo huma vez poflo em movimento , deverá 
çonfervallo uniformemente, fem variar de eitfo de rotaçaõ. 

Seja AP o eixo procurado ( Fig. 198. ) , G o centro 
de gravidade do corpo, Aí huma perpendicular ao pla-
no GAP conduzida do ponto Aí , onde fe acha o ele-
mento d Aí , G A e P Q_ duas perpendiculares ao eixo con-
duzidas dos pontos G e 2 . . Supponhamos AP — x, P 2, 
— y > QM — % , a velocidade angular do corpo = W ; e 
teremos W . P Al por expreífaõ da velocidade de rota-
çaõ do elemento dM . Donde ferá a força centrífuga dei^ 

W2 . P Al2 , -
le pela direcçaõ PAI reprefentada por —— dM 

P M 
( n. 4 0 7 . ) = W2 PM. dM . 

Efta força refolve-fe em duas , huma por Q M — W * . 
zdM , e a outra parallela a P Ç>~W2y dM. A refultan-
te de todas as forças W2 .zdM deve ler nulla, porque 
fzdM:=0, ea refultante de todas as forças W* . y d M 
deverá fer == K'2 . Aí. G A. Mas he neceífario , que o eixo 
A P feja ta l , que as forças centrífugas fe fnçaõ mutuamen-
te équilibrio , e que iiaõ poffaõ confeguintemente alterar 
a velocidade angular , nem o mefmo eixo. Logo IV1 Aí 1 
G A — o , iílo h e , deve o eixo de rotaçaõ paliar pelo cenr 
tro de gravidade. 

520 Mas alem diflo ainda he neceífario mais ; porque 
sS forças W2 f z d M e W2 fy d Aí ainda.que nullas em fi 
mefmas, como fv devem conceber aéluando em diílancias 
• . i infini-



DE -MECH A NICA. 

r . - . fxzdM f x y d M , . . . , 
íntmitas — — , e , produziriao mo-

f z d M ' f y dM ' 1 

mentos finitos W- fxzdM , e W2 f x y d M , capazes de 
fazer variar tanto o eixo de rotaçaõ , como a velocidade 
angular. Logo he também necelfario , que feja fxzdM ~ o , 

. e f x y dM — o , para que o effeito das forças centrífugas fe-
ja abfoiutameute deltruido. Porem as formulas fxzdM —o, 
f x y d M zz o naõ tem lugar , lenaõ quando A P he hum 
dos eixos principais. Logo podemos concluir geralmente., 
que em qualquer corpo livre os- eixos principais do centro 
de gravidade faõ os únicos, ao redor dos quais fe perpetua 
uniformemente qualquer movimento primitivo de rotação. 

E pòr confeguinte a foluçaõ do Problema fuppoem , que 
.« eixo perpendicular em G ao plano da figura he hum dos 
eixos principais. 

S2i No movimento, de que tratamos aqu i , caminhan-
do o çentro de gravidade G uniformemente pela linha GE 
( Fig. 199. ) , e girando as outras partes ao redor de G fs-
gundo K L , dève haver necelfariamente na rcfia F G K 
perpendicular a GE hum ponto C; cuja velocidade de ro-
taçaõ perpendicular a CG feja igual á velocidade do cen-
tro de gravidade , e que fique confeguintemente em def-
eanço por hum inftante. Eíte ponto he o que M. Bernoui-
lx chama centro efpontaneo de rotaçaõ. 

JI 
Para o determinarmos, reflectiremos que — exprime a 

M 
velocidade do centro de gravidade commua a todas as par-

A / tes do fyltema , e — a velocidade angular do corpo á 

roda do centro de gravidade , e confeguintemente que 
A / 
—— CG he a velocidade de rotaçaõ do ponto C. Logo 
MK2 

A f A k2 

teremos ——— C G — •— , e C G = v Donde fe« fe-
Mk2 M ' / 

gue , que o centro efpontaneo de rotaçaõ naõ he coufa dif-
ferente do centro de ofciilaçaõ do corpo , fuppondo que elle of 
cilla ao redor de hum eixo perpendicular em F ao plano da 
figura ; e confeguintemente fe determinará pelos mefmos 
principios. 

J J . Daqui fe pôde facilmente entender a origem do 
Z 2 ' movi-
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movimento de rotaçaõ dos planetas. Huma Íimples força 
de projecçaô applicada por huma direcçaõ , que naõ paf-
falfe pelo centro de gravidade, baftava para produzir fi-
multaneamente os movimentos periodicos, com que elles 
dsfcrevem as fuas trajeélorias , e os movimentos de ro-
taçaõ , com que giraõ ao redor dos feus proprios centros ; 
e bem facilmente fe pôde determinar a diftancia do cen-
tro , onde devia fer applicada efta forç-t, para produzir 
os movimentos que conftaõ das obfervações. 

Seja o corpo M huma esfera ( Fig. 197. ), e o feu 

raio = R ; e teremos M k* = ~ M R2 + M f 2 , W = 

Af , A , 2 „ 
í . o u / * f - i f i s So ,e 

2 '
 1 MVJ s 

— M R2 + MJ2 

5 

confeguintemente fzz —— - ——R1 

2 MV 4.M2 V2 5 J 

Para applicarmos ifto ao movimento da terra , refleéH-
remos que fazendo ella a revolução diurna em hum dia 
e a periódica em hum anno , ferá a velocidade angular 

V ao redor do foi reprefentada por proximamente ; e 

fuppondo que o raio da orbita annua he de 22000 fe-
midiametros terreftres , ferá a velocidade de projecçaô re-

.. , 22000 R W 4400 RV A c r u / i -
prefentada por = — zs —• • t fubfti-

. „ 3tfr 7? M 
tuir.do efte valor na equaçaõ precedente, teremos f z s 
2200 R \r r / 2200 R * 2 -1 _ 1 „ 
— y 1 —„\ Rt — R próxima-

73 73 { 1 J 

mente , como M. Bernoulli achou por outro metíiodo. 
Achado o valor de /, podemos determinar o centro 

efpontaneo de rotaçaõ (Fig. 199.) , e teremos CG ~ 

R2 +/j 
5 . 

— — 60 R proximamente ; refultado muito no* 

tavil , por dar efte centro coincidente com a diftancia 
da Lua. He difficil de c rer , que ifto fiiccedefle aJTim | or 
acafo, mas mais dilficil ferá affignar a connexaõ phyfica, 

que 
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que tem a Lua com o movimento diurno da terra. J J . 
$22 PROBL. I. Vindo hum corpo duro m ( Fig. 2 0 0 . ) 

com a velocidade V encontrar outro corpo também du-
ro M. perpendicularmente á fuperficie delle , mas por hu-
ma direcçaõ IK , que naõ pafla pelo feu centro de gravi-
dade G: pergunta-fe , qual ha de fer o movimento de 
#mbos elles , fuppondo Aí livre , e em defcanço. 

Seja v a velocidade do corpo m depois da percuflaÕ, 
deforté que m { V — v ) exprima a quantidade de movi-
mento por elle communicada ao corpo M fegundo a di-
recçaõ I K . Sabemos já que o centro de gravidade G fe 
ha de mover t como fe efta força lhe folfe immediata-
mente imprefla por huma «direcçaõ parallela G £ ; e affim 

terá- por GE a velocidade — • Por outra parte fa-
M 

bemos, que as mais partes do corpo deveráõ girar ao re-
tnf(V —f) dor do ponto G com a velocidade angu! ar W ~ , 

1 6 Aí ' 
reprefentando / a reíla G K perpendicular a I K , e Aí k2 

o momento de inércia a refpeito do eixo perpendicular em 
G ao plano da figura, eixo ao redor do qual o corpo fe 
fuppoem girar. 

Agora he neceífario v que a velocidade do ponto de con-
taílo I fegundo a direcçaõ I K feja igual á velocidade u, 
que refta ao corpo m, a fim de que efte naõ polia mais 
aíluar fobre o corpo AÍ. Ora em virtude do movimento de 
rotaçaõ ao redor de G , a velocidade do ponto I perpen-

mf( V—v ) 
dicularmente a GI he — • G I , donde r e -

M KT 
« f K - n ) / J „ . 

fulta por IK a velocidade. ——5 e efta junta-
M k 

mente com a velocidade progreífiva do centro de gravi-
dade deve fer igual a v . Logo teremos a equaçaõ 
m ( V-v ) f 2 V - v ) , , , . 

. 1 zz v , da qual fe tira v 
M k : Ai 
m(f24-k2*)V zz A-—;—L ., , - Logo ferá a velocidade do cen-

m ( f 2 fc2 ) + M k2 b « 
w/( v - v ) mk2 V 

iro de gravidade — — — — r — —77 , 0 M « ( / + ) •+• AI k-
e 
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e a velocidade angular de rotaçaõ ao redor do ponto ÇT 

mf V 
ferá W ZZ ; com o que fe tem re-

foi vi do o problema propofto. 
r rr m y Se folfe f — o , teriamos a velocidade D — , 

M -t- m 
, , ., , m

 V 
s do centro de gravidade zz = v , e a velocida-

M-i-m 
de angular W = o. Com effeito , fendo entaõ direfla a 
percuffaõ, e determinando-fe o movimento pelas formulas 
ordinárias ( n. 447. ) , fe acharia, o mefmo refultado. 

523 PROBL. II. Dous corpos duros e esfericos A , a 
( F i g . 2 0 1 . ) , fufpendidos dos pontos fixos C, c pelas va-
ras inflexíveis CA, ca vem a encontrar-fe com as velo-
cidades angulares V, v: qual ferá o feu movimento de-
pois da collifaõ ? 

Sejaõ V', V as velocidades angulares, que elles teráõ 
depois do encontro. Pelo principio geral ferá pois necef-
fario, que as velocidades V, i>' naõ fe embaraffem mu-
tuamente , e que os corpos A , a animados das velocida-
des 

angulares V1— V1, v — tí ' façaõ equilibrio entre fi. Con-
duzindo C B — F, e cb — f , perpendiculares á linha A a 
que palfa pelos centros e pelo ponto do contacto , eftá cla-
ro que a primeira condiçaÕ exige que as velocidades dos 
pontos B, b feiaõ iguais , e confeguintemente teremos 
V'F = v ' f . 

Em fegundo lugar, cada particula d M do corpo A fi-
tuada na diftancia r do eixo C fendo animada da veloci-
dade ( V— V ) r , que ella ha de perder , dá relativamen-
te ao mefmo eixo o momento ( V — V' ) n dM-, logo a 
foma dos momentos ferá V')fr2d M =( V - V ' ) A. 
K2 , chamando A . K2 o momento de inércia do corpo A 
a refpeito do eixo C . 

Donde fe fegue, que o corpo A animado da velocidade 
angular V— V' he equivalente a huma força • 

F 
applicada em B pela direcçaõ AB . Do mefmo modo p 
corpo a animado da velocidade angular v — V he equiva-

( t ) — T i ' ) a k 2 
lente a huma força - applicada em b pela 

direc-
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direcçaõ A B . Logo , pela fegunda condiçaÕ , he necelfa-
( V - V ) A K 2 ( v - i ; ' ) 4 f c 2 

rio que tenhamos -J - o . 
F f 

Efta equaçaõ Juntamente com a outra V'F — v ' f , deter-
minará as velocidades angulares V',D', CUJOS valores faõ 

, f(AK^Vfj-ak-vF) F (A K2V f a k2 v Fy 
V ~ AK2f2 -bak2 F*,rV ~~ AK2J2-+ ak2 h2 

$24 Até aqui temos fuppofto os corpos duros; mas fe 
elles folfem elafticos, as formulas achadas careceriaõ das 
modificações, que a elafticidade requer. Porque entaõ ref-
ftituindo efta força ao corpo A em fentido contrario a ve-
locidade V—V', que elle tinha perdido pela comprefíaõ, 
naõ lhe reftará mais que a velocidade zV' — V. Do mef-
mo modo o corpo a tendo ganhado na comprefiàÕ a velo-
cidade — pela fua elafticidade ganharia outro tanto, 
e depois da perculfaõ teria a velocidade Subfii-
tuindo pois em lugar de V , v' os valores que acabamos 
de achar, teremos as velocidades angulares 

A f2 K2 r + 2 afF k2 n> - a F2 k2 V 
do corpo A sr — r A K2 f2 -t- a k2 F2 

ak2 F2V + 2 AfFK2 V - A f 2 K2 

do corpo a — 
A K2 f 2 + a k2 F2 

Antes da collifaõ huma partícula d M do corpo A 
íituada na diftancia r do eixo de rotaçaõ . tinha a velo-
cidade rV,e a força viva r2 V2 d M ; logo a força viva 
do corpo A era V2 f r 2 d M— V" . A K.2 , e a foma das 
forças vivas dos dous corpos V2.A K2 -+- v2. a fe2. Efta fo-
ma veio a fer depois da collifaõ A K= ( 2 V' — y)2 - f a Ia 

( 2 D ' - D ) 2 , ou V2. J 4R j + u2 . a k,2 \ 4 A K2r'(V'~ V) 
•+•4ak 2 v'(y' — d). Porém he fácil de ver , que os dous 
últimos termos fe reduzem a nada; porque as duas equa-

A K2(F'~K) , ak2 O'--®) 
ções V' F — v ' f , e - + - —< — V J » F f 

o, daõ V'(V'-V)AK2 + - T>) a k2 — o. Logo a 
foma das forças vivas he fempre a mefma antes e depois 
da collifaõ , quando os dous corpos faõ perfeitamente 
elafticos. 

F I M . 










