ASSOCIACAO PORTUGUESA
PARA

O PROGRESSO DAS SCIENCIAS







ASSOCIACAO PORTUGUESA

PARA

0 PROGRESSO DAS SCIENCIAS

PRIMEIRO CONGRESSO

CELEBRADO NA CIDADE DO PORTO
DE 26 DE JUNHO A 1 DE JULHO DE igai
JUNTAMENTE COM
0O OITAVO CONGRESSO DA ,-‘LSS('J(JI;'H.IF\\J ESPANHOLA
PARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

SECCOES DE MATEMA'ICA,
ASTRONOMIA
E SCIENCIAS FISICO-QUIMICAS

COIMBRA
IMPRENSA DA UNIVERSIDADE

1923







SOBRE AS NOCOES FUNDAMENTAIS
DA ANALISE INFINITESIMAL

CONFERENCIA

PELO

Dr. PEDRO JOSE DA CUNHA

E assombrosa a extensdo que a Andlise Infinitesimal tem
atingido nos nossos dias. Nio sé se tém expandido conside-
ravelmente qudsi tédas as divisGes desta Sciéncia jd4 conhe-
cidas das geragbes anteriores, como também se tém desenvol-
vido novas e importantes ramificagdes, mercé dos fecundos
trabalhos de investigagdo dos sdbios do nosso tempo.

Dominando todo éste vastissimo conjunto hd um certo nu-
mero de ideas ou nocdes fundamentais; algumas apareceram
logo ao alvorecer da sciéncia, como que Inactas no espirito
dos primeiros pensadores; outras foram surgindo a medida
que a sciéncia se ia desenvolvendo: e de todas se partia, sem
uma andlise discreta da sua esséncia, para a investigagdo de
novos factos e para a sua relacionagdo. Foi s6 quando se
tornou considerdvel o péso das suas conseqiiéncias, que os sd-
bios reconheceram a necessidade de profundd-las, fazendo-as
o objecto duma revisdo cuidadosa. E revisbes destas tém na-
turalmente de operar-se ainda muitas vezes na série dos tem-
pos. A Andlise Infinitesimal é como que um grande edificio,
a que se vio juntando constantemente novas alas e novos anda-
res; nada mais natural do que, de vez em quando, reforga-
rem-se-lhe os alicerces.

O exame critico das nog¢Ges fundamentais, em que assenta
todo éste edificio da Anilise, pode ser feito sob virios aspec-
tos, mas vou limitar-me a considerar aquele que interessa mais
particularmente aos professores de ensino superior.

Sendo limitada a durag@o dos cursos universitdrios, e ilimi-
tado e rapidamente crescente o dmbito da sciéncia, hd-de
sempre haver diferenca, e cada vez maior, entre a massa total
dos conhecimentos adquiridos num dado ramo scientifico e a
parte que um estudante pode assimilar durante a sua passa-
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gem por &sses cursos. Oferece-se, portanto, ao ensino supe-
rior o seguinte problema:

Sendo materialmente impossivel sairem os alunos das
Universidades, conhecendo todos os factos averiguados da
sciéncia do seu tempo, evitar que, ao lancarem-se na vida
prética, haja uma diferenca de j?tse que os iniba de se porem
rapidamente em dia com as ideas dominantes e de se integra-
rem no movimento scientifico contemporineo.

Este problema s6 pode ser resolvido dirigindo-se a acgéo
dos professores mais a qualidade do que a quantidade do en-
sino a ministrar. « preciso habilitar os alunos, ndo a repro-
duzirem de memoéria o maior numero de coisas que possam
reter, do cabedal de conhecimentos armazenado pela sua ge-
ragdo e pelas geragbes unteriores, mas a apreenderem com o
seu proprio esférgo t6da a obra scientifica jd realizada no do-
minio para que os atrairem as suas disposigbes naturais, e a
alargarem as aplicagbes e os horizontes da sciéncia a que se
consagrarem, usando com éxito dos seus processos de trabalho
e, porventura, dos seus métodos de investigagdo.

Em perfeita concordincia de ideas vejo o sr. Paul Appell,
o ilustre reitor da Academia de Paris, sustentar, numa confe-
réncia realizada em 1 de Fevereiro de 1920 perante a Asso-
ciagdo Geral dos Estudantes daquela capital, que se deve opdr
absolutamente o espirito scientifico ao espirito de erudigdo;
que o fim do ensino publico é o desenvolvimento do espirito
scientifico; que &éste ¢ caracterizado pela acgdo, pela procura
da verdade acima de tudo; e que o ensino superior deve ten-
der, ndio apenas a desenvolver conhecimentos, mas a provocar
o espirito de iniciativa e o gdsto pela investigagio.

Nesta ordem de ideas é forgoso que o professor aproveite
o melhor possivel a duragdo dos seus cursos para insuflar nos
alunos ideas claras e precisas sdbre os conceitos fundamentais
da sciéncia que professa, sébre os factos capitais da mesma
sciéncia que se deve sempre ter em vista nas suas aplicagGes,
e sObre os seus métodos de exposigdo e de investigagdo, de
forma que cada um déles, ao concluir a sua formatura, conhega
as novas directrizes em que se desenvolve o esférgo investi-
gador dos seus contemporineos; esteja apto a prosseguir os
seus estudos, alargando os seus conhecimentos em qualquer
ramo especial da sciéncia a que deseje dedicar-se; esteja se-
nhor dos métodos de investigagdo, que sdo proprios désse
ramo da sciéncia, para poder contribuir para os seus progres-
sos, se para isso tiver disposicdo natural; e esteja em condi-
gOes de aplicar a sciéncia adquirida na resolugdo dos problemas
que interessam a vida prdtica, designadamente a engenharia,
a industria e a agricultura,
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Estas consideracbes genéricas sio inteiramente aplicdveis
a Andlise Infinitesimal. No seu ensino deve ter-se em vista
mais a qualidade do que a quantidade, isto é, alcangado um
minimo de conhecimentos, definido pelas necessidades dos
cursos subseqiientes, nfio importa que a cultura especial que
um aluno tenha adquirido, em confronto com o estado con-
temporineo da Andlise, denuncie uma diferenca de intensi-
dade; essa diferenga é mesmo inevitdvel; o que importa ¢ que
ndo haja uma diferenca de fase. O aluno deve estar familia-
rizado com as ideas correntes, os modos de ser e os métodos
de investigagdo da Andlise moderna; ndo deve ter cristalizado
dentro dos horizontes mais estreitos e dos métodos menos fe-
cundos e eficazes das geragdes que o precederam.

Se do exposto deriva a necessidade dum cuidado especial
na organizagdo dos programas, na escolha das matérias sobre
que hd-de versar o ensino, ressalta ao mesmo tempo a conve-
niéncia de apresentar as nogbes fundamentais da Andlise sob
o aspecto por que devem ser encaradas a face dos ultimos de-
senvolvimentos que ela tem experimentado; de lhes dar, por-
tanto, o maior grau possivel de generalidade, sem prejuizo da
clareza e do rigor.

Vou passar em revista essas nogdes fundamentais, apre-
sentando-as, sem pretengdes a originalidade, pela forma que
melhor me parece coadunar-se com as condigdes que formulei.

L 2 L

Remontam qudsi a origem das sciéncias matemiticas, inti-
mamente ligados um ao outro, dois dos conceitos mais fecundos
destas sciéncias; sdo os de limite e de i:fm'mmen!e equeno,
que podem dizer-se jd conhecidos de Archimedes. l’fﬂjﬂ con-
sidera-se um conceito ainda mais geral. E o de funcdo, que
domina téda a sciéncia.

Como é sabido, os antigos chamavam funcéGes as varidveis
cujos valores dependem dos das varidveis independentes, seja
qual fér a natureza desta dependéncia; e emencﬁam por rarid-
veis independentes as varidveis cujos valores sao inteiramente
arbitrdrios.

Estas nogdes, assim apresentadas, eram pouco precisas.
Mesmo com relagiio as varidveis independentes, podemos mul-
tiplicar a vontade as questdes em que as varidveis, a consi-
derar como tais, s6 podem tomar valores tirados de determi-
nadas classes de numeros, ¢ ndo sdo por isso inteiramente
arbitrdrias.
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Dizemos hoje que mais precisamente as quantidades x, y, ...
sdo varidveis independentes, quando ndo existe nenhuma re-
lagdo entre elas, por forma que, fixados os valores de tédas
menos uma, a restante pode tomar todos aqueles de que ¢
susceptivel.

Por outro lado, dizemos que u ¢ fungdo de x, y, ...,
quando u estd ligado com estas varidveis de tal sorte que a
cada ponto (x, y, ...) pertencente a um dado conjunto (E)
corresponde um, e um sd, valor de u. Assim a nogio de
fungdo aparece ligada a de conjunto de pontos, o que mostra
a vantagem de fazer preceder as nogbes da Andlise Infinite-
simal do estudo das principais propriedades da teoria dos
conjuntos.

ImpGe-se inicialmente a consideragio das nogdes de con-
junto e de poténcia, a distingdo entre os conjuntos com a po-
1éncia do continuo e com a poténcia do numerdvel, e o estabe-
lecimento das propriedades fundamentais duns e doutros.

Em seguida ¢ necessdrio considerar os conjuntos de pontos,
deduzir as suas prlncirais propriedades e tratar da sua medigdo,
para o que, nesta altura, basta :;iplicar o critério de Jordan.

Pode objectar-se que aquela definigdo de fungdo, apesar de
parccer muito geral, ndo o ¢ na realidade, pois exclue as va-
ridgveis que admitem mais do que um valor para cada sistema
de valores doutras de que dependem. Sabe-se, porém, que
esta duvida se afasia decompondo essas varidveis em ramos,
e estudando cada um déles separadamente.

A verdade € que a definigio é tio geral que abrange até
as grandezas que ndo sdo susceptiveis duma representagdo
analitica, sempre a mesma, em todos os pontos do conjunto
em que sdo definidas. Assim, por exemplo, se a todos os
pontos do intervalo o-1, de abscissa racional, fizermos corres-
ponder o numero 1, e a todos os de abscissa irracional o nu-
mero o, definiremos nesse intervalo uma funciio, que s6 pode
ter um dos valores o ou 1; ela cabe realmente bem dentro da
nossa definigdo de fungdo, mas ndo podemos representd-la por
uma expressao analitica tnica.

Esta consideragiag ¢ suficiente para evidenciar que, em-
bora y seja fungdo de x, ndo se pode dizer, duma maneira
geral, que, reciprocamente, x seja fungdo de . No exemplo
citado, se quiséssemos fazer de y a varidvel independente, esta
6 teria os valores o e 1, ¢ a cada um déles corresponderia
uma infinidade de valores de x. Nem pela defini¢do antiga,
nem, muito menos, pela nova defini¢do, se pode considerar
neste caso x como fungdo de y.

Para os antigos, que tinham sempre em mente a represen-
tagdo grdfica das fungbes, os valores destas eram as ordenadas
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dos pontos das suas curvas representativas, e os da varidvel
independente, as abscissas. Ora tanto fazia exprimir as orde-
nadas em fungio das abscissas como as abscissas em fungio
das ordenadas; donde a nog@o intuitiva, que hoje temos que
or de parte como conseqiiéncia da generalizagdo da nogdo de
]i:"ungﬁo. de que, sendo y fungdo de x, ¢ x, reciprocamente,
fungao de y.

Resulta desta grande generalidade com que apresenta-
mos a nogdo de fungdo, que ¢ impossivel estabelecer uma
propriedade qualquer que seja aplicdvel a tddas as fungdes
em geral. Pode dizer-se que raciocinio algum ¢é factivel sem

ue se parta de hipoteses restritivas, que lhe sirvam de base.
gomus assim levados a considerar classes de fungdes, tais como
as funcées limitadas, as funcdes integrdveis e tantas outras,
conforme as propriedades que lhes atribuimos.

Passemos agora a nogdo de limite.

Os antigos partiam da seguinte definigdo:

Quando uma grandeza varidvel toma sucessivamente va-
lores que se aproximam cada vez mais duma grandeza cons-
tante, de modo que a diferenca para com esta se possa tornar
e manter menor que qualquer quantidade dada, diz se que a
constante ¢ o limite da varidvel; e isto quer a varidvel esteja
sempre abaixo, sempre acima, ou ora abaixo, ora acima,
da constante. E para precisar melhor a nogdo acrescentava
Duhamel nos seus Eléments de Calcul Infimitésimal que se a
diferenga entre a constante e os valores sucessivos da varidvel,
depois de se tornar inferior a uma quantidade designada, se
tornar em seguida maior que ela, depois mais pequena, em
seguida maior, e assim indefinidamente, a constante nio deve
ser considerada como limite da varidvel.

A idea de limite, assim enunciada, parece, a primeira vista,
excluir o caso de certas fungdes que, quando a varidvel de que
dependem varia sempre no mesmo sentido aproximando-se
dum mumero dado, oscilam indefinidamente em térno dum
—valor limite, sendo cada vez menor a amplitude das oscila-
sen
x?

- ; = >
¢Oes; tal é, por exemplo, a fungdo -, que tende para zero

quando x tende para o infinito, e passa e repassa indefinida-
mente pelo valor zero.
Por outro lado, as expressdes tornar-se e manler-se menor,
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néo traduzidas por simbolos matemdticos, ndo ofereciam ni-
tidez e precisdo suficientes.

Foi para tirar a esta nogdo tudo o que ela tinha de vago e
de impreciso que se adoptou a seguinte definigdo:

Diz-se que uma variavel #, que passa por uma infinidade
de valores diferentes

Mgy, M3z, Ngy +.:9 lpgy s.s

tende para um limite A, quando, por menor que seja a quan-
tidade positiva 3, existe sempre um numero my tal que, para
todos os valores de n superiores a ny se tem

| A—uy| <8,

Tomando esta definigdo como pontc de partida estabele-
ce-se o teorema de Cauchy, que dd a condigdo necessdria e
suficiente para a existéncia do limite, e baseados nele se de-
duzem muitos outros principios que sdo de uso fregiiente
na Andlise matemadtica; mas a referida definigio ainda se
presta a um reparo, que tem, a meu ver, uma grande im-
portdncia. A maneira como designamos os valores suces-
sivos da varidvel, distinguindo-os uns dos outros por indices
numéricos, mostra que ésses valores formam uma sucessdo
numerdvel; ora, na maior parte das aplicagbes, a varidvel,
que estd em jogo, passa por uma infinidade de valores conti-
nuos.

E certo que dum conjunto com a poténcia do continuo_se
pode sempre extrair conjuntos numerdveis, e até duma infini-
dade de maneiras; mas ésses conjuntos numerdveis, ainda que
todos tendam para limites, podem ter limites diferentes.

. = I ~
Se considerarmos, por exemplo, a fracgdo —» ¢ fizermos

crescer x indefinidamente passando por valores que formem
um conjunto com a poténcia do continuo, poderemos destacar
désse conjunto uma infinidade de outros, numerdveis, e tais
que a todos éles corresponda o limite zero; neste caso com-

. 1
preende-se que se diga que — tende para zero quando x
x

cresce indefinidamente, ainda que se suponha que o conjunto
dos valores por que passa x tenha a poténcia do continuo.

g ¢ ; 1
Mas se a varidvel a considerar se exprime por (1 4 x)sen -7

¢
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e queremos o seu limite para x =o, podemos fazer

|
2nz+a’

sendo # um numero inteiro, € a um arco qualquer So e <2=.

Para cada valor a4, a3, ..., atribuido a «, podemos dar a n
todos os valores inteiros e positivos desde zero até ao infinito,
e extrair, portanto, do conjunto dos valores da varidvel uma
infinidade de sucessGes numerdveis:

([-E— I)sena (:-i- - )scnu 14 : sena
oy iy 2740y sl anzta . Pt

1 I I
(["I“R—:)Set'lﬂ'g, (I+Ez_7:+a,)senu" B (I+2nz-+_-;!)se"a” wi

PR T [ DA SR ST AL M S RN TR TR T T AR e R S N SRR e e R

Os elementos da primeira sucessio tendem para seng;
os da segunda, para senas; e assim sucessivamente. Ao con-
trdrio, pois, do que sucedia no exemplo anterior, cada uma
destas sucessdes tem um limite diferente, e ndo hd propria-
mente limite para a varidvel quando se restabelece a hipotese
dela passar por um conjunto de valores com a poténcia do
continuo.

Diremos, pois, que uma varidvel « tende para o limite A,
quando, passando por uma sucessdo discontinua de valores

Uy, ua, U, veny Huy o

se verifica a condigio
| A—uy| <3

para n>>n; ou quando, passando por uma infinidade continua
de valores, tddas e quaisquer sucessdes numerdveis, que dela
se podem extrair, tendem para o limite comum A,

Empregando a linguagem de teoria dos conjuntos, o limite
¢é, no primeiro caso, um pontfo limite ordindrio, e no segundo,
um ponto de condensacdo.

ﬁa ultima hipétese podemos dizer, duma maneira bem ex-
pressiva, que a varidvel tende para um limite determinado.

Esta possibilidade de a varidvel passar, ou nio, por uma
sucessdo de valores que tenham a poténcia do continuo, leva-
-nos a reflectir um pouco na generalidade dos principios que
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se estabelecem na teoria dos limites. Eis o facto que me pa-
rece mais digno de registo:

Costuma-se demonstrar, como uma conseqiiéncia do teo-
rema de Cauchy, que uma varidvel que cresce (ou decresce)
constantemente, sem nunca exceder (ou se tornar inferior a)
um numero dado, tende para um limite. O teorema fica assim
estabelecido s6 para o caso das sucessbes numerdveis. E,
pois, interessante reconhecer que éle ¢ verdadeiro, mesmo que
a varidvel passe por um conjunto de valores que tenha a po-
téncia do continuo; isto ¢, que os limites de 16das as sucessdes
numerdveis, que désse conjunto se podem tirar, sdo, neste
caso, necessariamente iguais entre si.

* *

Conhecida a nogilo de limite, nenhuma dificuldade oferece
a de infinitamente pequeno. No meu entender, convém refinir
num so corpo de doutrina os principios relativos a essas va-
ridveis, que muitas vezes se encontram dispersos. Refiro-me
aos teoremas sdbre a classificagdio dos infinitamente pequenos,
a nogdo fecudissima de infinitamente pequenos equirvalentes e
aos principios relativos a substitwigdo dos infinitamente pe-
uenos. E muito interessante salientar o quanto tem de rela-
tiva a nogdio de infinitamente pequeno; que a mesma quanti-
dade pode ser considerada como infinitamente pequena, como
finita ou como infinitamente grande, conforme a que se toma
como infinitamente pequeno de referéncia. Esta nota tem
importdncia em muitos casos, sobretudo quando se quere de-
terminar os verdadeiros valores de certas expressGes que,
ara dados valores das varidveis, se apresentam sob formas
indeterminadas.

Examinemos agora a nogiio de conjunto limitado, donde
deriva a de fungdo limitada, que considero uma das mais im-
portantes de entre tédas as nogdes fundamentais da andlise
moderna.

Seja um conjunto (E) a uma s6 dimenséo.

Se todos os seus elementos sdo nimeros inferiores a um
nimero fixo L, dizemos que o conjunto ¢ limitado superior-
mente ou a direita.

Para estes conjuntos existe sempre um ponto M tal que
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ndo hd em (E) nenhum elemento maior que M; e por menor
gue seja o numero positivo 3, existe sempre algum elemento
e (E) que seja >M—3e SM.

Analogamente, se todos os elementos do conjunto sé&o nu-
meros superiores a um nimero fixo /, dizemos que o conjunto
é limitado inferiormente ou d esquerda. E para estes con-
juntos existe sempre um ponto m tal que ndo hd em (E) ne-
nhum elemento menor que m; e, por menor que seja o nu-
mero positivo 3, existe sempre algum elemento de (E')Sm
e <m+3.

O numero M, limite superior, ¢ a fronteira comum do
conjunto (£y), formado por todos os niimeros maiores do que
todos os elementos dc}h’;, ¢ do seu conjunto complementar
(Ci); e o nimero m, limite inferior, a fronteira comum do
conjunto formado por todos os niimeros menores do que todos
os elementos de (£') e do seu conjunto complementar.

Referir-me hei agora em especial ao limite superior, porque
o que se diz déle aplica-se mutatis mutandis ao limite inferior.

Da propria definigdo désse nimero se conclue que éle pode
pertencer, ou nio, ao conjunto que se considera, ou, por ou-
tras palavras, que pode ser, ou ndo, atingido. Com efeito,
por defini¢io de ponto fronteira, M tanto pode pertencer ao
conjunto (E) como ao seu complementar (C), ¢ se pertence
a (Ei) ndo pertence a (E). Fazendo parte de (Cy), ainda pode
ndo pertencer a (E), visto que todos os pontos de (E) sdo
pontos de (Ci), mas pode suceder que nem todos os pontos
de (C) sejam pontos de (E). E vem a proposito dizer que,
se alguns autores, como o sr. Jordan, consideram sinénimas
as designagbes de limite superior ou mdximo, por um lado, e
de limite inferior ou minimo, por outro, eu inclino-me de pre-
feréncia para a maneira de ver dos que s6 consideram os li-
mites, superior e inferior, como mdximo, ou minimo, quando
sdo atingidos.

A grande variedade e importdncia das teorias, em que in-
tervem a nogdo do conjunto limitado, tém-me convencido da
conveniéncia de insistir um pouco no estabelecimento desta
nogdo, apreciando-a sob todos os espectos por que pode ser
analisada.

Assim, examinando a possibilidade de o limite superior
ser, ou ndo, atingido, trés casos se podem dar:

1.° O limite M ¢ atingido, mas existe um nimero # sufi-
cientemente pequeno para que entre M e M—3 ndo haja ne-
nhum elemento do conjunto;

2.2 O himite M ndo ¢ atingido, mas por menor que seja o
numero positivo 3, existe sempre algum ¢lemento do conjunto
entre M e M—3;
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3.° O limite M ¢ atingido, e, por menor que seja o nu-
mero positivo 3, existe sempre algum elemento do conjunto
entre Jff e M—3.

Interessa, pois, poder conhecer, tendo em ateng@o as aplica-
cbes: 3

a) Se, sendo o limite M atingido, existe, ou ndo, algum
elemento do conjunto compreendido entre M ¢ M—4d, por
menor que seja 3; ou

b) Se, existindo sempre algum elemento do conjunto entre
M e M —3, por menor que seja 3, M pertence, ou ndo, ao
conjunto.

Na primeira hipétese a resposta € evidentemente afirmativa
se o conjunto é denso nas vizinhangas de M, porque entdo
entre qualquer elemento do conjunto situado nessas vizinhangas
e o proprio M pode-se sempre intercalar um terceiro elemento,
e portanto uma infinidade.

Mas esta condigdo da densidade do conjunto, que € sufi-
ciente, ndo ¢ de modo algum necessaria. Se o conjunto é
perfeito, todos os seus pontos (e portanto M) sdo pontos li-
mites. A condigao de haver elementos entre M ¢ M—3 ve-
rifica-se necessariamente. Ora um conjunto pode ser perfeito
e nio ser denso em intervalo algum; ¢é o que sucede, por
exemplo, ao conjunto de tédas as fracgGes decimais, limitadas
ou ndio, que se escrevem com os algarismos o e 1, ou ao con-
junto de tddas as fracches continuas ilimitadas em que figura
um numero limitado de quocientes incompletos diferentes.

Mas a condigiio de o conjunto ser perfeito, ou concentrado,
também ndo ¢ necessdria, porquanto pode o conjunto ser
fechado e M ser um dos seus pontos limites. Entretanto, o
ser o conjunto simplesmente fechado ndo ¢ condigio suficiente,

ois que nos conjuntos fechados hd pontos que ndo sio pontos
imites, e M pode ser precisamente um désses pontos.

Na segunda hipétese, M é necessariamente atingido se o
conjunto Efechado, pois que é um ponto limite do conjunto, e
@ste abrange todos os seus pontos limites. Mas a condigdo de
o conjunto ser fechado ndo € necessdria, pois que, sendo con-
centrado, pode o ponto M ser precisamente um dos pontos
comuns a €sse conjunto e ao seu derivado.

Resulta desta discussdo que s para os conjuntos perfeitos
limitados superiormente é que podemos afirmar d priori que
o limite superior M goza das trés seguintes propriedades:

1.* Ndo hd no conjunto nenhum elemento maior que M;

2.* Hd no conjunto um elemento igual a M; e

3.* Por menor que seja o nimero positivo 8, existe sempre
no conjunto algum elemento compreendido entre M e M—3.

A questdo de um limite ser, ou ndo, atingido pode apre-
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sentar-se sob uma modalidade diferente na forma, pdsto que
equivalente no fundo. O limite superior, por exemplo, ¢ atin-
gido, quando hd no conjunto um elemento que ¢é maior do que
todos os outros; ndo ¢ atingido no caso contrdrio, Esta tltima
hipotese pode exemplificar-se com o conjunto dos numeros
irracionais compreendidos entre o e 1, 0 q[L;al tem evidente-
mente 1 como limite superior ndo atingido. Por mais proximo
que um déstes numeros irracionais esteja da unidade, entre
éle e 1 pode sempre intercalar-se um terceiro, o que mostra
a impossibilidade de haver no conjunto um elemento maior do
que todos os outros. O primeiro caso verifica-se com o con-
junto dos nimeros reais compreendidos entre o € 1 no sentido
ato, onde existe o elemento 1, maior do que todos os outros,
que ¢ um limite superior atingido.

Nédo vale a pena demorar-me na generalizagio da nogdo de
conjunto limitado aos conjuntos a qualquer nimero de dimen-
s6es, nem insistir na nogdo de fungao limitada, no conjunto em
que ¢é definida; nenhum déstes conceitos dd lugar a considera-
¢bes especiais.

Referir-me hei, apenas, 4 conveniéncia de acentuar bem,
para vincar nitidamente o que seja uma funcdo limitada, que,

ara que uma fungdo seja limitada ndo basta que nilo se torne
mfinita, Uma funcdo f(x), definida no conjunto dos nimeros
reais, de modo que, para x = o, se tenha f(o) =o, e, em todos

o I = gy -
0s outros pontos, f(x)=—5, nio ¢ infinita em ponto algum,

mas nas vizinhangas do ponto o pode tomar um valor tdo
grande quanto se queira, e por conseguinte maior do que qual-
quer numero dado.

Esta particularidade curiosa, de uma fungdo poder ndo ser
limitada sem se tornar infinita, nfo custa a conceber, dada a
generalidade com que se estabelece a nogdo de fungdo; mas é
util ponderar que essa particularidade pode dar-se mesmo com
as funcbes que sfo susceptiveis duma representagdo analitica,
sempre a mesma, em todos os pontos do conjunto em que sio
definidas.

Consideremos, por exemplo, a série

1 L e e S it T b M S
$e £ 1 4xh +(1+x’]‘+ +(l+x’)“+
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cuja soma ¢ zero para x=0, ¢
1
Kot =y

x

para qualquer outro valor de x.

Como a fungido, que ela define, ¢ impar, poderemos limi-
tar-nos a considerar os valores positivos de x. Dado, entdo,
um ndmero positivo N, tdo grande quanto se queira, basta

g 1 [
atribuir a x um valor que torne —;}N (ou X N’) para que

se tenha, por maioria de razdo, g(x)> N, donde se conclui
que ¢ (x) ndo ¢ limitada. Mas esia fungdo também ndo pode
tornar-se infinita, porque isso s poderia verificar-se para x =0,
e neste caso ¢ (x) anula-se.

A nogdo de fungdo limitada, conjugada com a de conjunto
mensurdvel, permite estabelecer desde logo a nogdo de inte-
gral definido com uma grande generalidade. Em vez de se
iniciar o estudo da integragdo pelos integrais ordindrios das
fungdes continuas, pode comegar-se pelos integrais de Dar-
boux, donde se passa imediatamente para o integral de Rie-
mann e para as funcdes integrdveis. Assim, com 0 mesmo
trabalho, estabelece-se a nogdo de integral estendida a um do-
minio a qualquer nimero de dimensGes, e sem nos prender-
mos com a continuidade da fungdo integranda. E a propria
condigiio de integrabilidade nos permite associar desde fugo as
fungdes continuas, dentro do conjunto das fungdes integrdveis,
outra classe importante, a das funcdes de variacdo limitada.

*

»

A nogiio de continuidade é uma daquelas que mais ém
evolucionado. O célebre aforismo — natura non facit saltus—
que por tanto tempo reinou como verdade incontroversa, fez
crer aos homens de sciéncia que a continuidade se manifestava
em todos os fenémenos naturais, e que era por isso mesmo,
salvo pontos isolados, uma prcapricqclude intrinseca das fun-
¢6es que relacionam analiticamente os elementos désses feno-
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menos. Admitia-se d priori a existéncia da continuidade,
ligando-a até indissoluvelmente a existéncia da derivada. Hoje
sagbe-se que hd fungSes continuas que nio tém derivada em
ponto algum, e outras que num intervalo finito ndo tém deri-
vada num nimero infinito de pontos.

O alargamento da primitiva nogiio de fungio colocou a con-
tinuidade no numero das propriedades que tanto podem veri-
ficar-se como nflo, de sorte que as fungbes, em que ela se ma-
nifesta, constituem apenas uma classe entre a infinidade de
classes diferentes em que tddas as fungdes possiveis se pode-
riam distribuir. Sabe-se mesmo que, ao passo que as fungdes
continuas formam um conjunto com a poténcia do continuo, as
fungGes, que apresentam diswminu'id%des, formam um con-
junto com uma poténcia superior.

Livros antigos, de hd 50 anos a esta parte, ainda definiam
a continuidade dizendo que uma varidrel é continua quando
ndo pode passar dum valor para outro sem passar por todos
0s valores intermédios; e que uma funcdo é continua quando,
fazendo variar duma maneira continua as varidveis de que de-
pende, ela varia também duma maneira continua, isto é, nfio
passa dum valor para outro sem passar por todos as valores
intermédios.

Como conseqiiéncia desta definigio mostrava-se que, sendo
f(x) uma fungdo continua de x num intervalo dado, a acrés-
cimos infinitamente pequenos dados a x nesse intervalo cor-
respondem acréscimos infinitamente pequenos de f(x). Ora
¢ fdcil apresentar fungGes que, num intervalo determinado,
passem por todos os valores compreendidos entre dois numeros
dados, e tais que a um acréscimo infinitamente pequeno dado
a um valor da varidvel compreendido nesse intervalo corres-
ponda um acréscimo finito cFa fungdo. E o que se dd com a
expressio

x
S
x4+ 1(1_-{1—_.{:_’)

em que o simbolo I(3) designa o maior numero inteiro con-
tido em 7. Esta fungdo, no intervalo de —2 a 42 passa por
todos os valores compreendidos entre — 1 e + 1} anula-se para
X =o0; e para valores de x infinitamente préximos de zero pode
tomar valores finitos.

Hoje exprime-se a continuidade da fungdo f(x) no ponto xe
por meio das desigualdades

(%0 + k)= flxo) <2

s€n
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para
|h] < e

que se podem condensar na expressdo unica

lim f(xo + )= £ (xo),

ou, 0 que ¢ 0 Mesmo,

im f(x) = f(x).

= J

Mas para que haja realmente continuidade € preciso que
estas condigdes se verifiquem qualquer que seja a lei segundo
a qual h tende para zero (ou x para xo).

Para apresentar esta nogdo com todo o rigor exigivel, pondo
as coisas no seu verdadeiro pé, isto é, para dar a impressiio
de que a continuidade é uma propriedade tdo precdria como
qualquer outra, pode proceder-se assim:

Por meio de exemplos simples € fdcil mostrar que nem
sempre se tem

lim f(x0+ h) = f(x0)
h=o

qualquer que seja a sucessdo de valores por que passa h ao
tender para zero, ou que f(x) nem sempre converge para um
limite determinado quando x tende para xo. Nesse pressu-
posto, diz-se que a fungdo f(x) ¢ indeterminada no ponto xo;
o limite superior e o limite inferior dos valores para que
tende f(x) quando x tende para xo¢ passando por valores su-
periores a xo, dizem-se o limite superior de indeterminacdo
e o limite inferior de indeterminacdo a direita do ponto xo.
Podemos afirmar que estes numeros existem sempre, porque,
se o conjunto daqueles valores € limitado, os limites de inde-
terminagdo sdio os limites do préprio conjunto; se ndo € limi-
tado, dizemos que sdo iguais a +oo. Do mesmo modo, o
limite superior e o limite inferior dos valores para que tende
f(x) quando se faz tender x para xo passando por valores in-
feriores a xq, limites que mmLém podemos considerar sempre
existentes, sdo o limite superior de indeterminacdo e o limite
inferior de indeterminacdo a esquerda do mesmo ponto.

. 3 o I
E o que se pode exemplificar com as fungdes sen—, ou
=
1 : PR 9 A -
tang —. Estas fungbes sdo indeterminadas no ponto zero, e

quando se faz tender x para zero, os limites superiores e infe-
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riores de indeterminagdo, a direita e a esquerda do mesmo
ponto, sdo, respectivamente, 1 para a primeira e oo para
a segunda.

ode suceder que os dois limites de indeterminacio a di-
reita sejam iguais entre si, ou, por outras palavras, que f(x)
tenda para um limite determinado qugndo x tende para xp
passando por valores superiores a xy. Esse limite designa-se,
como € sabido, por f(x+ o), reservando-se o simbolo f(xp)
para exprimir o valor que toma f(x) no ponto xo.

Do mesmo modo pode acontecer que os dois limites de
indeterminagdo & esquerda sejam i%uais entre si, ou, o que é
0 mesmo, que f(x) tenda para um limite determinado quando
¥ tender para xy, passando por valores menores do que xy.
Esse limite exprime-se, como se sabe, por f(xy— o).

Os trés numeros f(xo+0), f(xs) e f(xo— o) podem ser
todos diferentes; ou dois iguais e o terceiro diferente; ou todos
iguais. E o caso intermédio ainda se decompGe em trés, que
tantas sdo as combinagGes distintas de 3 objectos tomados 2 a 2.

A consideragiio da questdo sob éste aspecto geral é conse-

tiéncia forgada da idea que formamos de Funga'o, ¢ nada mais
fdeil do que mostrar com exemplos concretos a possibilidade
de tédas estas hipoteses se verificarem.

Se ndo existe, ou ¢ infinito, qualquer dos trés mimeros
Jf(xa+0), f(xa) e f(xo— 0), ou se, existindo com valores fini-
tos, ndo sdo todos trés iguais entre si, diz-se que a fungdo f(x)
¢ discontinua no ponto Xy, ou que Xy ¢ um ponto de discon-
tinuidade de f(x).

No caso particular de ser

f(xo+0) =f(x0) Zf (x0—0),
a fungdo f(x) é semicontinua a direita do ponto xy; sendo
f(x0—0)=f(x0) Zf (x0+0),

f(x) é semicontinua a esquerda do ponto xy; quando se tem,
ainda em numeros finitos,

/(%0 —0) =f(x0) = f(x0+0),

€ entdo que se diz que a fungdo f(x) é continua no ponto xo
e que xo € um ponto de conlinuidade da mesma fungdo,

A continuidade de f(x) no ponto xy pressupde conseguinte-
mente a verificagio das quatro seguintes condigbes:

1,* A existéncia do numero finito f(xo+ 0);
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2.* A existéncia do nimero finito f(x9—o0);

3.* A igualdade déstes nimeros; e

4.* A coincidéncia do seu valor comum com f(xy).

Estabelecida assim a nogdio da continuidade, conveniente é
identificd-la com estoutra, que as vezes é mais comoda nas
aplicages: 7

Se f(x) € continua no ponto xy, dado um nuimero posi-
tivo 3, tdo pequeno quanto se queira, existe sempre um ni-
mero positivo ¢ tal que, a todos os valores de x compreen-
didos entre xo—s e x9+: correspondem valores de f(x)
compreendidos entre f(xo)—3 e f(x9)4 3.

A nogilo de continuidade estende-se muito naturalmente as
fungbes de mais duma varidvel, sem que seja necessdrio fazer
consideragbes especiais sobre o assunto.

* *

Definida a continuidade num ponto, segue-se examinar o
que deva entender-se por continuidade duma fungdo em todo
o conjunto em que ¢ definida.

A maior parte dos autores dizem que uma fungio é con-
tinua num conjunto quando ¢ continua em todos os seus pontos.
Neste caso, aos diferentes pontos M, M/, ... désse conjunto
correspondem, para um dado valor de 3, determinados numeros
g, €, ..., acima dos quais ndo se verifica a desigualdade:

| flx+h)—f(x)]| <3,

Estes numeros ¢, e ¢, ... (médulos de continuidade) podem
ter, ou niio, um limite inferior % maior que zero; e, se ésse
limite existe, tddas as desigualdades daquela forma, relativas
aos diferentes pontos do conjunto, se verificam para

lhi<y.

Neste caso a continuidade diz-se uniforme, ¢ n ¢ o médulo da
continuidade uniforme correspondente ao valor considerado
de 2.

Qutros autores s6 consideram continua a fungdo num con-
junto quando existe &sse limite v diferente de zero; isto &,
quando os primeiros consideram uniforme a continuidade.

Quanto a mim, por coeréncia, prefiro o primeiro modo de
ver.
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Voltando, por exemplo, 4 série

P R g O at

R AT R (e

reconhego que ela é convergente para qualquer valor de x,
mas que nido € uniformemente convergente num intervalo que
contenha o ponto zero: ndo digo, porém, que ela seja diver-
gente neste ponto. Por analogia, dada uma fungdo, que ¢
continua em todos os pontos dum conjunto, mas para a qual
os respectivos modulos de continuidade tem um limite inferior
nulo, nio digo que ela ndo seja continua nesse conjunto; digo
que € continua, embora junte que ndo o ¢ uniformemente,

*® *®

A questdo da continuidade num conjunto leva-nos assim ao
conceito abstracto da uniformidade, que desempenha um papel
muito importante em vdrias teorias, e designadamente na das
funcGes cﬁ:ﬁnidas por séries ou por integrais.

w*
* *®

Assim como as fungdes continuas estiio incluidas no con-
junto das fungdes integrdveis, assim também as fungdes deri-
viveis estdo incluidas no conjunto das fungSes continuas.

No estabelecimento da nogdo de derivada acho conveniente
seguir-se o critério indicado para a continuidade, para dar
desde logo a nogdo nitida, de que as fun¢des que admitem
derivada, constituem apenas uma classe dentro do conjunto
de todas as fungbes possiveis.

A nogdo fundamental da teoria da derivagdo ¢ evidente-
mente a nogio de derirvada num ponto duma fungiio duma sé
varidvel,

Suponhamos entdo uma fungdio f(x), duma sé varidvel x,
definida num intervalo (E). :

Sendo xy um ponto désse intervalo, admitamos que damos
a ay acréscimos hi tais que os pontos xo-+h ainda pertengam
ao mesmo intervalo.

De cada um déstes acréscimos h dados a xe advém para
a fungfio um acréscimo

_f‘[:.“l.'n ~+ fl_‘J = flfj.\'u),
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e pode suceder que a razio

f(,t‘n R :’i‘}_j_,f_lf:\‘ul!
h

niio tenda para um limite determinado quando h tender para
zero. Neste caso os limites, superior e inferior, de indeter-
minagdo, a dircita e a esquerda do ponto xy, tomam, respec-
tivamente, os nomes de numeros derivados, superiores e infe-
riores, a direita e a esquerda désse ponto.

E o que se dd com a funcio

i 1
f(x)=xgen =

no ponto o; e os seus numeros derivados nesse ponto sdo,
como ¢ ficil de ver, 4 1 os dois superiores e — 1 os dois infe-
riores.

Se os dois nimeros derivados a direita (ou a esquerda) sio
iguais entre si, diz-se que a funcio f(x) tem no ponto xy uma
semiderivada a direita (ou a esquerda). E o caso de

1
fx)=(x—a)e *—9,

que tem uma semiderivada nula a direita do ponto a, e uma
semiderivada infinita a esquerda do mesmo ponto.

Se no ponto xy existem as duas semiderivadas, e sdo iguais
entre si, diz-se que o seu valor comum ¢ a derivada de f(x)
no ponto xyp. A derivada de f(x) no ponto xa, quando existe,
€ entdo o limite determinado para que tende

,f (xo+ k) — f (x0)
I

quando & tende para zero passando por uma sucessdo de va-
lores quaisquer.

Se ;Jqu:jla razio cresce indefinidamente quando A tende
para zero, ainda se diz que existe derivada, mas que esta de-
rivada ¢ infinita.

EstabelecMa a nogdo de derivada num ponto, passa-se
imediatamente para a de funcdo derivada ou simplesmente
derivada duma fungio num intervalo, e prova-se que tdda a
fungio, que admite derivada, ¢ continua nos pontos em que a
derivada € finita.

A existéncia da derivada finita pressupde, conseguinte-
mente, a verificagdo das quatro condigdes que caracterizam a
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continuidade ; mas ¢ preciso juntar-lhes mais uma, que € a de
o0 acréscimo da fungio ser da mesma ordem que o acréscimo
da varidvel, salvo os pontos em que a derivada ¢ nula,

L
* ®

Da nogiio de derivada passa-se para a de diferencial, cujo
significado e importincia sdo manifestos, depois das proprie-
dades, que j4 se conhecem, dos infinitamente pequenos equi-
valentes. E estas nogbes facilmente se generalizam ao caso
das fungdes definidas num dominio a qualquer numero de
dimenses, tendo em vista a definigio de varidveis indepen-
dentes, o que conduz as nogd:s de derivada parcial e de di-
ferencial total.

Por outro lado, a consideragio dos imeci;rais definidos de
limite superior varidvel leva-nos a nogio de imtegral indefi-
nido, ou a uma primeira nogiio de funcao primifiva, e a re-
lagdo de reciprocidade, ou antes de inversdo, que existe entre
o cdlculo diferencial e o cdlculo integral, e que tio grande
papel desempenha nos raciocinios subseqiientes.

-
* L

Ocioso seri encarecer a conveniéncia de interpretar geo-
métricamente estas nogoes, sobretudo as de integral definido,
de derivada e de diferencial; nio s6 essa interpretagio nos
permite compreendermos melhor ésses conceitos fundamentais,
como também, conjugada com a nogao de diferencial dum arco
de curva, é o ponto de partida de tddas as aplicagbes geo-
métricas do cdlculo infinitesimal.

- -

As consideragbes feitas reportam-se as fungdes de varid-
veis reais; mas as nogbes fundamentais, que temos conside-
rado, sdo o alicerce de todo o edificio do cilculo, e pode
dizer-se que, para penetrarmos nas vastas dependéncias da
andlise moderna, em que as fungbes de varidveis imagindrias
desempenham um importantissimo papel, s6 nos falta uma
nogio fundamental, a de funcdo analitica ou monogénca de
varidvel imagindria.

gy
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Por muito tempo consideraram-se idénticas as fungdes de
varidvel complexa que Cauchy chamou monogéneas, e as que
Weierstrass denominou analiticas; gragas, porém, aos traba-
lhos do sr. Borel, estd averiguado que os dominios de Weiers-
trass ndo sao os dominios mais gerais em que se pode definir
uma fungio monogénea no senudo de Cauchy, donde se de-
preende a existéncia de fungbes monogéneas ndo analiticas.

O critério de Cauchy reveste, conseguintemente, maior
grau de generalidade; tem ainda a seu favor o ser o mais
intuitivo, o mais natural e o que pode assimilar-se com menor
preparacdo.

Como se sabe, diz-se que a expressio

P(x, ) +1Q(x, »),

em que P e Q designam fungbes reais de x e )y € uma
fungdo analitica ou monogénea de {=x+41y, quando tem de-
rivada em relagdo a esta varidvel. As condigdes necessdrias
e suficientes para o facto se dar, ou sejam

L A T Yl
ix _ ap’ oy  ox?

dizem-se as condices de monogeneidade.

Sobre esta definicio s6 tenho que observar que nela se
tomam como equivalentes as designacdes de analitica e mono-
génea, que, segundo os recentes trabalhos do sr. Borel, a que
d me referi, correspondem na realidade a coisas diferentes.

Ndo vejo, todavia, inconveniente em que elas continuem a
usar-se como sindnimas, subentendendo se que tomamos a de-
signagdo de fun¢do analitica no sentido de Cauchy.

*
* ¥

E tendo assim passado em ligeira revista as nogdes funda-
mentais da analise infinitesimal, porei térmo as minhas consi-
deracdes para ndo fatigar mais a atengdo dos meus ouvintes,

O programa tra;afo estd cumprido. Apenas lamento néo
ter podido expland-lo com maior proficiéncia, ou que nio f3sse
pessoa mais autorizada quem, perante esta douta assemblea,
desenvolvesse, sob todos os seus aspectos, 0s temas impor-
tantes em que ao de leve toquei.

1921, Junho.




SOBRE O DETERMINANTE DE RONSKY

PELO

Dr. PACHECO DE AMORIM

PROPOSICAO 1.

Seja
R=|u fTe s e
¥ ¥ r
{ oy A Ny
| |
............ O T |
| "{'u—n Hgﬁr-u L “LH—I}I

um determinante de Ronsky e

R:E':" .";. .'i: .. AN :

i r r

| 4'1| Jl-_- vwe 1[1

jl=—1) '.I'ﬂ—ﬂ
e 4lg waw
outro determinante do mesmo tipo, formado com os comple-
mentos algébricos dos elementos da ultima linha do 1.° Digo
que

R, = Rn—1,

»

# *

Com efeito, por forga das propriededes dos menores dum
determinante qualquer, é:

(1) { A =0 J<n—r1)

(1)

() & Auf"=R.

-
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Derivando a equagdo (1), obtemos:

- ; e p .
SAu+ B A u =0, [(j<n—r1)
fua] o]

Mas, em virtude da mesma equagdo (1),

n
YA u =0

==t

para todos os valores de j, tais que j+1<m—1; e, em vir-
tude (2),

i Au =R

para j+1=n—1.
Logo
(3) _}E.l:-r.-%”=o (j<n—2)
(2) &
(9 EAu"=(=1)-R

j==

Derivando as equagdes (3) e procedendo do mesmo modo,
obtemos o systema

(5) }EA:J =0 (j<n—3)

(3) 4
6) £ A;u"V=(—1).R.
=1

E manifesto que, procedendo desta forma k vezes, obtemos

0 sistema
n

\l z A® D oo (j<n—k—1)
(k+1) B

o gl fwe k=) y
EA: u; =(—1)-R.

Seguindo com estas operagbes até k=mn—1, obtemos a
equagao final

(n—1) ﬁ ‘-11-"_'} wi=(—1)""R.

fm=]

e
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Posto isto, multipliquemos os determinantes propostos R
e R,, linha a linha. Se dispuzermos os resultados obtidos em
colunas, vir-nos hd

IA, A, coe Ay || Is oo Uy |=
A AR e ‘
l—igh'}A‘:"*" .flffﬁ':'| e uf.""”!

siO £ OiR
O Q... ¥R =»

C R R R B

O—R ... * e

LR, vy, e

onde os asteriscos representam elementos que nio importam
ao valor do produto. ;

Na verdade, multiplicando os elementos da primeira linha
de R, pelos elementos das diversas linhas de R, obtemos os
primeiros membros das equagées do sistema (1) e foi com os
se{;undcus membros destas equagbes que formdmos a primeira
coluna do determinante produto. E da mesma forma se obti-
veram as restantes colunas do produto a custa das equagdes
dos sistemas (2), (3), etc.

O desenvolvimento déste determinante produto d4 lugar a
(m=1)m

um sé termo, cujo sinal é dado pelo factor (—1) 2 , por
ser n a ordem suposta de R.
Por sua vez os elementos que entram neste termo sdo

By R CIBR, o en. (20 R,

elementos cujo produto ¢

n(n=—1)

(—1) * -R~
Donde concluimos que

R, -R=R"
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e que
R, = RN_IS
c. d. d.

CoroLirio 1.°—Se o determinante R for nulo ou cons-
tante, o determinante R, também o serd, e reciprocameute.

CoroLirio 2.° —Se for nulo o complemento algébrico de
um elemento qualquer da udltima linha do determinante de
Ronsky, éste determinante também o seri.

Cororirio 3.° — Se dois quaisquer elementos
A| Aj " w A'f'l

de R, forem constantes, ou se trés quaisquer dos mesmos ele-
mentos forem fungGes lineares da variavel independente x, ou
quatro forem polinémios do segundo grdu em x, etc., R, e R
serdo nulos, como € fdcil de ver.

CoroLirio 4.° — Do coroldrio 2.° deduz-se ainda que serd
nulo qualquer determinante de Ronsky em que seja nulo o
complemento algébrico de um menor qualquer contido nas
suas tltimas linhas; ou por outra, o determinante de Ronsky
serd nulo se também o for um menor qualquer contido nas
primeiras linhas.

Seja, por exemplo,

l'l'| H: =0,
[ ]
M, N,
Nesta suposigdo diremos que

My Ny M3 =0,
I ! ’

“l Hl “3
A |

H; t‘; "3 {

pelo coroldrio 2.°
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E, continuando desta sorte, chegamos por fim a igualdade

R=o.

Scolio. — E de notar que os elementos

T TR T
satisfazem, como jd vimos, ao seguinte sistema:

"‘1[ 1, + 1'1] 1y 'I' el "}' Jln Hy =0

' L] r
A, u, + A, u, e Ay ity =0
= -1 =2
AV A gt AT Dy =0
n—1)

¥ 1 ‘_"| '*' "!.;"_“ Iy ‘i_ 1 ‘l‘ 1”‘-” P! T (_ l)"_—l - R-

PROPOSICAO 2.*

Representando por C[Af'™"] o complemento algébrico do
elemento A" ™" do determinante R, digo que

ClAM=(=1)""uR" *.
Com efeito,

CA Tl Tl v v e okl

|
|
R I LR A I I W I A |
|

EAT T AR A L s

h(’3‘ O 5 cea d o0 O
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Multiplicando € [A{"~"] por R, obtemos

ClAA™ Rm|0s Q@%:: ~ O iy

O 0...1t0 w

|
R I

()_,f,f eaa ¥ !I',i‘--..

2 T PR 4T

=(—1'|0 O ... +R|.u '
i * A
R = *

= (_ ”n{ 1 ‘l’l)n+1 . Wi

Donde se conciue que

ClA M=(—1)"" .- R,

4

PROPOSICAO 3.5

Representando por

< (mr—2) (m—1)
AV A}
G :

(=1} n—1
.-'1_.!' _“‘ )

o complemento algébrico do menor
in—2) n- 2)
| < 1 Ay ™ |

(r—1) im—1)
A ATV
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i s S
: contido nas duas #ltimas linhas de R,, digo que
]
j - in=3 )
E .'l; -ij:T Wy s (_ IJZ{J'J-I-l / R.lr | H- e
(_-\" )
] ;l_i'"_” ‘_l;;l'—l] i”) ”!r ;
Com efeito,
= 1m—"| lrn—"n
C R=
J ‘L-;n—f ‘_.1:;:-—“
q i, Ao A s MR Ll daa Al
P IR RS 4
|
ensasansadasensssaensm| [resns ses smses
e 2 s @i
' L O sk awanes N Y oL e
zi() O I
' S 5 T uj— Uy
QR ug i
(1 |
f(" et Hw 1) ”j;? t}|
& (_ Uzln-r =1} . R:r—z : “}l ™ |
5 .'{,'- Uy [+
i Donde se conclue que
| .-lj-"_” AP (= 3 Bk Y uy g |
. I
—_1 i} | s
AT A 1y uy |,
& g,
Scdlio. —E de notar: 1.° que os produtos de R, por R,
l':r—l)-l'llr—:]
' ede C por R, sio determinantes que s¢ dife-
| lrn—z) _ﬂ‘n—:_
.‘l -
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rem pelas duas ultimas colunas; 2.° que os menores

a5 e
AP A 1y Uy

| e r [
‘_ljlr-—ll J;}.-n_l}l u; My

sdo contidos em colunas das mesmas ordens, sendo, porém,
o primeiro contido nas duas ultimas linhas da R, e o segundo
contido nas duas primeiras linhas de R, Chamaremos cor-
respondentes aos menores de R, e de R relacionados pela
forma que fica dito, seja qual for a sua ordem,

PROPOSICAO 4.

Rclpresentando por M um menor qualquer de R, contido
nas ultimas 7 linhas e em quaisquer ¢ colunas, e por m o
menor correspondente do determinante K e ainda por C[M]

o complemento algébrico de M, digo que
C [;\IJ = {— I‘\]"'{"'i V.. Ru—i-1,

Com efeito, efectuando o produto € (M).R como efec-
(R-32) 4in—3)
Ay AT |

tuamos o de C por R, obtemos um determinante
fl,{i" ”A;:“”

que s6 difere do determinante produto de R,.R pelas ulti-

mas 1 colunas que sdo precisamente as ¢ colunas de R em

que se contém m,

Desenvolvendo éste determinante em relagio aos menores
contidos nas. suas ultimas 7 colunas, obtém-se um sé termo
que é

& m K=,

Para lhe determinar o sinal, notemos que a paridade dum

menor contido nas primeiras { linhas e nas ultimas i colunas
do determinante de ordem n, ¢ a do nimero

tt2t+tit(tn—14. o dn—it1)=i+ni=i(n41):

ou seja
C;:.':”] -RE(_ I:J'I(H ) .m Rn—l’;

SRR . cmas madk



SOBRE O DETERMINANTE DE RONSKY 33

donde se conclue que

CM]=(—1)"™". m R
c. d. d.

Scélio.— O complemento algébrico de M, C[M] ¢, com
o seu sinal ou com sinal trocado, igual a um menor de R, con-
tido nas n—1 primeiras lichas. O teorema que acabamos
de demonstrar, diz-nos que estes menores admitem como
factor a R ou a uma poténcia de R, logo que a sua ordem
seja igual ou superior a duas unidades.

Cororirio 1.°— Se R fér nulo, sdo nulos todos os me-
nores de R, contidos nas suas K primeiras linhas, qualquer
que seja K< 2.

Cororario 2.° — No caso particular de K= 2, teremos::
Aidy|=o0
A, 4|
para todos os valores de 7 e j desde 1 até m.

CoroLirio 3.° — Mostram-nos estas identidades que se um
dos elementos A, A, ... A, for constante e diferente de zero,

todos os outros elementos serdo também constantes, nulas ou
néo.

’
: . . . !
CoroLirio 4.° —Para os valores de i e j tais que A: e A/
sejam diferentes de zero, teremos:

donde se conclue que
Ag' ‘11-'

— = e

oy oy

sendo %; e @; ... constantes, nio arbitrdrias, mas perfeita-
mente determinadas pelas expressdes de wu,, wa, ... .
Associando estes resultados com a identidade

n
LAiu=o,
=]
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obtem-se
]
Yq;uy=0
f=1 -

que é a bem conhecida relagdo linear e homogénea existente
entre os elementos

M R g T A

do determinante de Ronsky nulo.

PROPOSICAO 5.4
Da relagio
C[M)=(—1)/"t)m R*-i"
demonstrada na proposigio 4.%, deduz-se:
M. C[M]=(—=1)i®+) m M R——".

Somando todas as relagdes andlogas que se obtém com os
menores M contidos nas ultimas ¢ linhas de R,, vem:

Ry=(—1)/*+ ) R=i-1Em M.
E como
R, = R™1,
segue-se que:
: SmM=(— 1) =+ Rf,

No caso particular de {= 1, esta relagdo dd-nos a equagdo
! _-lj-"‘” Up=(—1 PR

jé por nés determinada na proposigdo 1.*

L
* L

Dados que sejam os elementos #, U « .« tin de R facilmente
se calculam os elementos A, A, ... A, de Ry, que sdo, como
dissémos, os complementos algébricos dos elementos da tltima
linha de R.

-
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Dados que sejam os elementos A, A, ... 4, de R,, também
se podem calcular, em geral, os elementos w, u, ... u, de R,
com a auxilio das proposigées atrds demonstradas.

Seja

(1) Ai=9(x)y Ai=g:(x)y, « « Ax=u(x)

sendo 3, (x) ... g.(x) fungGes dadas.
Pedem-se as expresses de w, u, ... u, em x.
As equagdes (1) constituem um sistema de equacdes dife-
renciais de ordem n— 1, a n varidveis.
Para o integrar, derivemo-lo (n — 1) vezes, o que nos dd o
seguinte quadro:
A =5(x) eon An =7(x)

A, K ,:.rl (x) g _l.r.. = ?:1 (—r)

------------------------- EEE SRR

tn—1) —1) —1) =
AT =" (%) oo A V=g (x)

Multiplicando as equagSes da primeira coluna por ,, as
da segunda por u,, ... as da dluma por u,, e somando em
seguida as equagdes correspondentes a uma mesma linha,
obtemos o seguinte sistema:

(gi(x)ey, S (x)a +...4P(x)ue =o0

) o (D, +g(x)wa F...4 u(%)te =0
) n
| 1

{n—1) (n—1]

N () e (.. + ¢ (%) thy = (— 1) R,

gue ¢ formado pelas equagbes postas em evidéncia no scélio
a proposigdo 1.*

Do sistema (1) deduz-se, pois, o sistema (2). Reciproca-
mente de (2) deduz-se (1), se R ==o0. Para isso basta derivar
(n — 1) vezes o systema (2) e notar que entre as equagdes assim
obtidas se encontram as do systema:

% (%) u, 4 g2 (X) 1, o T ol (I} iy = O
@@ U+ (x)us —]—...+r§.{x)u’,, =0

BaE S B F SRR E L A N TEEERERE]

B @ U+ @@ 4 et () R,
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Daqui se conclue, se for R =0, que

Odart deinitla

!
0 M,y S

o ... u™

H u{l_l] e {n—1)
e (")“ : R = =A,

E da mesma forma se obtém as demais equagdes do sys-
tema (1).

No caso de R==o0, os dois systemas (1) e (2) sdo, pois,
equivalentes e as solugbes de um sdo as do outro.

Mas as solugbes de (2) sdo

0 Ty aee Ty
0 %n

s T2 s Tn
(_'_ l)" IR ?!_I’I 1} iad ({‘:H 1) R |
?f=|_:" “—— - S F_ p— =T| R R R
APRGEIR D o | )]
' i ' T2 ven Yn .
Pt P2 e P !
m—1) _(n—1) (1) !
T T3 sa oy |

Dum modo geral

f g \m—1

representando por C[=" "] o complemento algébrico do ele-
p N p LI- i 1 : / =]
mento gy (x) do determinante do sistema (2) que é R,.
Como
RI - \?H—l’

- [n—1)
o= (=1 E}f»%jf

vird:

relagdo esta jd achada na proposigdo 2.*
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Vé-se pois que o sistema (1) proposto, admite um sistema
de solugdes desprovidas de constantes arbitrdrias, se R, =0
e que ésse sistema € unico.

No caso de R, =0, ou bem se verificam as relagdes ex-
postas no coroldrio 2." da proposi¢do 4.%, ou ndo.

Se ndo, o sistema proposto € incompativel, o que significa
que as fungdes dadas

2 x) alx) oon gu(x)

ndo podem corresponder aos valores dos complementos algé-
bricos dos elementos da ultima linha dum determinante de
Ronsky, porque se correspondessem, de facto, as ditas relagées
haviam de verificar-se.

Se as ditas relagbes se verificam, teremos entdo que

Bl () )

== }u A
a4, Uy Oy )

e as equagdes propostas transformam-se em
(3) Ay=az, 0 (x); dy=adh(x) ... Ay=oyh(x).
Destas equagdes deduz-se, por ser R=o0,
it agtist ... Fagtiy=o0,

Ora, do sistema formado por esta equagdo e por uma
qualquer das equagées (3), deduzem-se todas as outras equu-
¢oes (3).

Seja, por exemplo,

G+ 0alst ... Foplip=0

| 14 s sie Uy |=ak(X).

(4) iy b T

|
|
L I A R RO R I A

3) |

) 2) (n—
Qe A,

Eleminando u. entre estas duas equagoes, obtemos

Ay =uy & (x),
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Eliminando w3, obtemos
Ay= a3k (x);

e assim para as demais.

Vé-se, pois, que quaisquer valores de w, w. ... u, que sa-
tisfagam ao sistema (4), satisfardo a (3). Mas o sistema (4) ¢
indeterniinado. Logo (3) também o serd.

Em resumo, o sistema (1) de equagdes diferenciais de ordem
(n—1) admite um sistema de solugdes desprovidas de cons-
tantes arbitrdrias, caso R, = 0. De contrdrio, ou ¢ indeter-

minado, ou incompativel, segundo se verificam ou ndo as rela-
¢oes

que se obtém dando a7 e a j todos os valores desde 1 a n.

L




SOBRE UMA REPRESENTACAO GEOMETRICA
DAS RAIZES
DA EQUACAO DO TERCEIRO GRAU

POR

F. GOMES TEIXEIRA

O método dado por J. Walker nos Proceedings of the
London mathematical Society (') (t. 1, p. 161) para deter-
minar as tangentes a cissoide de Diocle que passam por um
ponto dado sugere a seguinte representagio geométrica das
raizes da equagdo do 3.° grau.

Seja
(1) P4+ Ht+L=o

uma equagdo do 3.° grau dada, e consideremos a cissoide re-
presentada pela equagdo

2(x* ) =2ay?

ou paramttricamente

= &
aafes

T
O circulo representado pela equagao
4 prl—2hx—2ky4m=o0

corta a cissoide considerada em quatro pontos correspondentes
aos valores de g dados pela equagio

m
= 0,

m—jqah _
4 a*

‘li _I.

i‘_'_ﬁ-a e A 255F
a't’ 4a’

1 Ver: Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales, t. 1, pig 4.
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e tres déstes valores serdo idénticos aos das raizes da equa-
¢do (1), se for

k m— 4 ah m
MY B M Gk - W A st e I 3 2
! -;l’ 1 2a 4 4 (t —to) (1*+-H1t - L),
e portanto
k m—4ah m
E——fu, _—‘4_11’—=H’ L—Hh.-o, 4:a!-=—f_fu
ou
L H-lI? 3 T 3 i
r'?_ﬁ’ hﬂ‘—ﬂ'_Hr—-: k ‘IF? M=—44a H*

Logo a equagdo do circulo (€) que corta a cissoide no
ponto correspondente a fy ¢ em tres pontos correspondentes
aos valores de f que representam as raizes da equagio (1) ¢

(2) HE+yY42a(HLYx—2aly—4alr=o.

y L .

Observando agora que g X 7 =10, vé-se que um dos
pontos em que o circulo (€) corta a cissoide coincide com um
ponto de intersec¢do desta curva com a recta correspondente
a equagdo

(3) Hy —Lx=o,

Notemos agora que o circulo que entra na definigdo que
Diocles deu da cissoide tem por equagio (1)

(4) x4 pyl—2ax=0

e que esta equacgdo da

2
X—2a=m—i_
x

Substituindo na EClual,‘.ﬁﬂ (2) éste valor de x — 2 a nos termos
2al*(x—z2a) e x*+4y* por 2ax, esta equagdo toma a

() Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales, 1.1, pig. 1.
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forma
L’)" + L.\.:}'—(U-i' !{i} e 0,

¢ )
e dd para i valores

AL SR APt

o A DL iy

Logo o circulo (2) corta o circulo (4) em dois pontos que
coincidem com os pontos em que éste ultimo circulo é cortado
pelas rectas representadas pelas equagdes

(5) Ly—Hx=0, Ly+(H}1)x=o0.

Portanto as rectas (3) e (5) cortam, a primeira a cissoide
e as duas ultimas o circulo que entra na sua definigio, em trés
pontos que determinam o circulo (C), que corta a mesma cis-
soide em trés novos pontos que determinam tres rectas que
passam pelo ponto de reversdo da cissoide e cujos coeficientes
angulares representam as raizes da equagdo (1).

Convem notar que uma mesma cissoide serve para todas
as equagoes.

Apliquemos esta doutrina a concoide de Nicomedes repre-
sentada pela equagiio

- T

cosf

Os pontos de inflexdo de um ramo correspondem aos valores
de C que satisfazem a equagdo (1)

(6) 20 —3h%p—a¥k=o,
e os do outro ramo aos valores de p que satisfazem 2 equagio
(7 208 —3h*ptathk=o.

Pondo ¢ =Mt a primeira destas equagdes toma a forma

(8) 2h3—3ht —k=o.

'.‘

Aplicando as formulas dadas anteriormente, pondo H =— =,
2

(*) Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales, t. 1, pig. 262.
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L =— 5, temos a regra seguinte para determinar os pontos

de inflexdo do ramo considerado da concoide:

Trace-se uma cissoide de Diocles cujo ponto de reversio e
cujo eixo coincidam com o ponto duplo O e com o eixo da con-
coide dada, e depois tirem-se pelo ponto O as rectas represen-
tadas pelas equagGes

Shy—kx=o0, 3hxtky=o, ky+hx=o0

as quais passam respectivamente pelos pontos (31, k), (ky 3 h),
(ky —h). Pelo ponto onde a primeira corta de novo a cissoide
e pelos pontos onde as outras cortam de novo o circulo que
entra na defini¢io da cissoide descrevamos uma circunferéncia,
a qual corta a cissoide em trés novos pontos (X1, 1), (X2, y2),
(x3, ¥3). Os coeficientes angulares das rectas que passam por
estes pontos e por O representam as raizes da equagio (8), e,
representando por ¢, ¢", ¢ as raizes da equagdo (0), temos as
relagdes

p' = [ PAS o'=h 48 p"'=h

o X2

Js
x:'

que mostram que a perpendicular ao eixo da cissoide tirado
pelo ponto (h, 0) corta as rectas que passam pelo vértice da
concoide e pelos pontos (x, y1), (X2, y2), (X3, y'3) nos pontos
cujas ordenadas representam as raizes da equagdo (6).

Do mesmo modo se acham os pontos de inflexdo que exis-
tem no outro ramo da concoide.

Os pontos de inflexdo da concoide de Nicomedes foram
determinados por Huygens, Sluze, etc., por meio das conicas.
O método que acabamos de expor parece-nos mais simples.




A NUMERACAO FRACCIONARIA
NO PAPIRO DE RHIND
E EM HERAO DE ALEXANDRIA

POR

FERNANDO DE VASCONCELOS

Professor de Cilculo Diferencial, Integral e de Probabilidades
no Instituto Superior de Agron.mia

O Manual do Calculador egipcio, traduzido e comentado,
hd pouco mais de quarenta anos por Augusto Eisenlohr (*),
pertence, como ¢ sabido, a colecgdo Rhind conservada no Bri-
stish Museum e foi escrito 1700 a 2000 anos a. J. C. por
Ahmes, célebre escriba ou sacerdote que, sob o titulo Instruc-
¢oes para conhecer todas as coisas secretas, apresenta um su-
mario de regras e de questGes, com uma colecgdo de problemas
de aritmética e de geometria, cujo valor ¢ de excepcional im-
portincia na historia das matemiticas, porque nos dd directa-
mente uma idea dos conhecimentos matemdticos dos antigos
Egipcios, ¢ nos mostra, como ndv eram exagerados os louvores
que os autores gregos e latinos, consagravam neste particular
ao Egipto, que, ainda no século v a. J. C., decorridos perto
de 200 anos sdbre a fundagdo das Escolas jénica e pitagorica,
era considerada pelos Gregos, como uma escola importante de
matemadticas e de conhecimentos humanos, que todo o sibio
devia conhecer e directamente consultar.

Trata a primeira parte do Manual de Ahmes da redugdo

= 2 : g
de fracgdes o em que 7 toma todos os valores inteiros

desde 1 a 49, numa soma de fracgbes tendo tédas por nu-

(1) A. Eisenlohr, Ein mathematisches Handbuch der alten Aegypter
(1. ed., Leipzig, 1877; 2.* ed., 18g1); Cantor, Vorlesungen iiber Ges%uch.!e
der Mathematik, Leipzig, 1880,
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merador a unidade, frac¢bes estas que, para distinguir das
fracgbes ordindrias da forma moderna, de numerador e deno-
minador inteiros, mas quaisquer, chamaremos fraccées ele-
mentares ou, com oS autores ingleaes e americanos, fraccdes
primdrias ou ainda, como Loria ('), fraccdes fundamentais.
A redugdo € feita sem que se indique o método ou regra usada
na decomposigio das frac¢bes, apresentando, como se verifiza
da célebre Meméria de Paul Tannery, intitulada Questdes he-
ronianas (!) em que o assunto ¢ larga e profundamento estu-
dado, os resultados que seguem:

-.2—=-—I —II-
CEET T
Al g
5 3+:5'
B
7 _4+28'
2 i 1
o
2 1 1
i 5_166’
2 I 1 1

15 10 3o

i Bt el s Gl e 2
17 |2+5t—rﬁ-‘i
2 1 1 1
19 |1+yﬁ+114’
Al

at 14 43

i i it i

23. 12 a7b

2 J 1

5 |5+;'5

I

27 18 ° 54

2 1 1 i I
TRETRE Ry
C sl i AT 5 o
T 3 12.}+ 155"

2 1 1
32T 66

s I TRLY

35 3 @

- BT e

37 34 ' +m_)6'

A o X8
39_35_'—78’

tad o SR
.;1-'_-24—'“2.1-54 328
St il ! oY
43 g 86+mg+ 301’
AR DN 8

45 3o go

= _Spitit e ey e B

47 0 " 141 470

. TR ST

49 28 " 196’

(') Gino Loria, Le scienye esatte nell’ Antica Grecia (2.4 ed., Milano,

1914).

i*) Bulletin des Sciences Mathématigues (2. série, t. vin, 1884);
Tunnery, Memoires scientifigues publiés par J. L. Heiberg et H. G. Zeu-

then (t. 2.9 1912).

Paul
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ardiyat

51 34 ' 102

bt i

53 30 318 ' 795

b b

o e

2 1 1

DA TR

SR #hr e

39 3% T % T

ot UG ey SRS 1

T +34.4+483+5|n'

Ll Lo ey

63 42 ' 126’

2 1 1
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67 40 tast g

- S e

fig 46 138’

2 | 1 1

71w 38 7.0
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% Sl
g9 66

R L B g e L A
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R T T
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Cag~ AR
2

e S T
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&t ise

2
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2
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Apresentada assim a Tdbua de Ahmes, ¢ interessante pro-
curar saber quais as regras que presidiram a sua elaboragdo,
interésse que sobe de ponto, tornando mesmo necessdrio um
estudo aprofundado do assunto, quando, como diz P. Tannery,
na Memoria citada, quisermos estabelecer o termo de compa-
ragdo com as sucessoes de fracgGes elementares, na Escola
na sua Memdria, intitulada
L’ Arithmétique des Grecs dans Héron d’Alexandrie (') mos-
trou que o modo de extracgio das raizes quadradas incomen-
surdveis na Escola heroniana estd intimamente ligado ao sis-

heroniana.

De facto, Tannery

(Y) Mémoires de la Société des Sciences physigues et naturelles de
Bordeaux (2.* série, L 1v, 1882); P. Tannery, t. 1.%, pdg. 182-225.
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tema de representagio das fracgbes por uma sucessdo de
fracgbes primdrias; e, «ao reiinir algumas observagbes sdbre
a histéria déste sisteman», escreve (Y):

«Na verdade, as questdes, a que dd origem o emprégo
déste sistema dos Egipcios, constituem assunto qudsi comple-
tamente esgotado, quer por M. Cantor, na exposigio feita no
primeiro capitulo dos seus l'orlesungen, quer por F. Hultsch,
no trabalho da confrontagdo do original com esta Obra. Mas,
ainda que eu venha a limitar-me a repetir pouco mais ou
menos o que ji foi dito por estes dois ilustres sdbios, julgo
indispensdvel fazé-lo, para bem estabelecer o termo-de com-
Earag;’m com as sucessbes de fracgdes primdrias na Escola

eroniana ».

A importdncia, pois, do estudo da numeragio fracciondria
do papiro de Rhindpcstii, pzlo que se acaba de dizer, perfei-
tamente afirmada, e, pela autoridade incontestada do seu autor,
inteiramente comprovada. Por outro lado, o mesmo ilustre
sabio P, Tannery, geémetra eminente, cuja obra scientifica é
verdadeiramente notdvel no estudo das sciéncias exactas na
antiguidade, na jd referida Meméria L’Arith. des Grecs dans
Heéron & Aléxandrie (%), diz:

« A forma que éle emprega — trata-se de Herdo— para
a redacgao, enﬂwra inteiramente diferente da dos problemas
geomértricos euclidianos, ¢ idéntica 4 que se encontrou num
Manual do Calculador egipcio, obra que pertence talvez ao
décimo quinto século antes da era crista. Esta identidade de
forma supde, para a maneira de tratar estes problemas, uma
tradigdo escrita ininterrupta, tradicio que nos parece, além
disso, estabelecida pela existéncia nas colecgGes chamadas he-
ronianas de solugGes anteriores as determinagles exactas, so-
lugGes tddas semelhantes as do Manual egipcio acima citado ».

E, sobre as vantagens do emprégo no cilculo déste sistema
de numeracio, lé-se ainda na mesma Memoria (%):

«Este sistema de numeragdo, recebido sem alteragdo dos
calculadores egipcios, como o prova o papiro de Rhind, tem
vantagens notdveis, quando, como era de uso, o denominador
mais elevado ndo excede 100; com efeito, com um pouco de
prdtica, chega-se a operar muito rapidamente a multiplicacdo
por uma fracgdo elementar, quer dum numero inteiro, quer
duma outra fracgdo semelhante. Quanto a adigdo, para a re-
dugiio de duas fracgdes elementares de denominadores iguais

(') P. Tannery, Mém. sc., t, 2.%, pags. 137-138,
(?) P. Tannery, ob, cit., t. 1.2, pig. 108.
() P. Tannery, ob. cit,, t. 1.7, pig. 205,
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e impares, sabemos, precisamente pelo documento egipcio,
que era objecto dum exercicio particular. A subtracgdio exige
também alguns artificios simples; mas, em suma, com @&ste
sistema, a prdtica das quatro regras ¢ comoda e a aproxi-
magdo para as necessidades ordindrias é satisfatéria.

« E unicamente a existéncia déste sistema que devemos ter
em vista, para o objectivo das nossas investigacdes, e devemos
primeiramente preguntar: ;admitido um tal modo de nume-
ragio, como procederiamos nafuralmente para prosseguir a
extracdo duma raiz quadrada cuja parte inteira estivesse jd
determinada ? »

O que acabamos de transcrever ¢ suficiente para com-
provar como o sistema de numeragdo fracciondria com frac-
¢bes tendo tédas por numerador a unidade, herdado dos
Egipcios, dominou, por largos séculos no cdlculo aritmético
dos Gregos, que, nao obstante conhecerem bem cedo — pa-
rece que ji desde os fins do século v a. J. C.— o sistema
moderno das frac¢des ordindrias com numerador e denomi-
nador qualquer, empregaram qudsi sempre o primeiro, de pre-
feréncia, para a representagdo das fracgGes, sendo de notar

ue nos escritos gregos do século x1v, ainda o processo egipcio
oi empregado, como se vé na Geometria de G. Pediasis-
mos (1), guarda-selos do patriarca de Constantinopla, no rei-
nado de Andronico Il (1328-1341), e nos escritos um pouco
posteriores de Isaac Argirio (%).

A @éste respeito, lé-se nas ?ucs!ries herontanas (3):

« O sistema moderno das frac¢bes ordindrias, que se en-
contra, de facto, empregado concorrentemente com os desen-
volvimentos em fracgbes elementares na colecgdo dos escritos
heronianos, foi imaginado cedo pelos Gregos, como conse-
qiiéncia das suas especulagbes sobre as relagdes numéricas
dos intervalos musicais; parece jd conhecido no tempo de
Platio e foi empregado j4 antes de Arquimedes, por Aris-
tarco de Samos, ainda que apenas sob a forma de relagdo
entre dois numeros.

«Mas o triunfo do novo sistema ndo foi nunca definitivo
na pratica dos cilculos: deve-se notar, especialmente, que
Piolemeu, quando ndo emprega a notagdo sexagesimal, se
serve, de preferéncia, do antigo processo para a representagio
das fracgoes. Diofanto mesmo parece té-lo empregado em-

(1) Joannes Pediasismus oder Galenus Geometrie jum ersten Male
herausgegeben und erldutert, von G. Friedlein, Berlin, 1866.

(2) 1. Baillet, Le papirus mathématigue d'Akmim. Paris, 1893, pig. 37,

() Paul Tannery, ob. cit, t. 2.% pdg. 133.
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quanto lhe foi possivel, ndo obstante a natureza dos problemas
que tratava o conduzir necessariamente, a preferir o outro
sistema ».

De tudo quanto temos dito, resulta pois, que o sistema an-
tigo da numeragéo fraciondria exige, pela sua alia antiguidade
e, precisamente, pela sua persisténcia constante, através dos
séculos, na logistica grega, a apreciagdo e o exame cuidadoso
dos que se dedicam ao estudo, sempre cheio de novidades e
de belezas, da historia das matemdticas na antiguidade. Na
esséncia, &ste sistema coincide com o nosso; e, revestindo
muito embora, por vezes, uma forma um pouco mais compli-
cada que o sistema moderno das nossas fracgées ordindrias,
tem a vantagem, num grande nimero de casos, tratando-se
principalmente de fracgdes irredutiveis de termos contendo
mais de dois algarismos, de falar mais a inteligéncia, mos-
trando o modo fa composigdo destas fracgdes.

&

L x
Por exemplo, a fracgio 6;;75% exprime, sob esta forma,

apenas a relagdo irredutivel entre os nimeros 23 e 6460, sem
que mostre qualquer outra dependéncia ou ligagao dos mesmos
numeros entre si ou com os seus divisores. No entanto, é
facil verificar a possibilidade de decompér a mesma fracgdo,
na soma de trés fracgoes elementares de denominadores muito
mais simples que o denominador da fracgdo dada, conforme
a seguinte igualdade (1)

- e B ek e
6460 58+35+95’

com a qual, efectuando as operagdes indicadas, se reconhecem
novas relagdes de dependéncia entre o numero primo 239 e
os divisores de 6460, como segue:

6460 =4 X517 19
239=4><17+ 419+ 5X19.

Ainda, por exemplo, a decomposigio expressa por

L S o e SRR
a8 3 *ﬁlzvf-:g’

(1) Baillet, ob. cit., pigs. 39 e 76.
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mostra-nos as seguintes relagdes

I8 =3>4X29
157=32g4 5>

entre 157 e os divisores de 348; etc.
Além de que, hd questdes concretas e problemas cuja solugdo
¢ mais prdtica com o emprégo das fraccdes elementares do que
com o emprégo das fracges irredutiveis do sistema moderno.
E, se de facto, € certo que o sistema das fracgGes elemen-
tares ndo conduz a uma representagdo uniforme para cada
frac¢do determinada e, ao contrdrio, apresenta formas bas-
tante diferentes, cuja identidade ¢ possivel conhecer apenas
pela redugdo ao mesmo denominador, também ndo ¢ menos
exacto que as fracgbes ordindrias que nés usamos, afectam,
por vezes, também, aspectos e formas diferentes, cuja identi-
dade, fora dos casos conhecidos da divisdo por 2, 3, 5, 11 e
alguns dos seus multiplos, é reconhecida, apenas, depois de
obtermos o médximo divisor comum entre os termos da racgao.
Assim pois, e salvo o respeito devido a sdbios eminentes, como
P. Tannery (') e o professor Gino Loria (*), nio me parece
que sedpossa apontar o sistema fracciondrio egipcio como apre-.
sentando, exclusivamente, em si, o inconveniente de falta de
uniformidade, que, facilmente, verificamos que também existe
nos aspectos um tanto complicados, que tomam, por vezes, as
frac¢Ges ordindrias. i
Por exemplo, ndo ¢ ficil reconhecer que as fracgGes -3

23

2261 . . ; ] 53
e 2737 sdo idénticas, a menos que achemos o mdximo divisor

119=7 > 17, entre os dois termos da ultima fracgéo.

Os cdlculos da colec¢do heroniana apresentam o sistema
mixto do emprégo de frac¢des da forma moderna e transfor-
magdo dos resultados em fracges elementares, sistema éste
que, em muitos casos, pelas razdes que atrds expendi quanto
as fracgGes irredutiveis, me pareze que haveria vantagem em
adoptar nos cdlculos, para um grande nimero de questdes.

I1

Na primeira parte déste trabalho transcrevi a opinido de
P. Tannery, quanto a vantagem e necessidade do estudo do

(') P. Tannery, ob. cit, t, 2.% pdg. 147.
(*) Gino Loria, ob. cit,, 2.* ed., pag. 770,

4
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sistema antigo de numeragdo fracciondria, estudo que, como
foi dito, o mesmo ilustre geémetra apresenta desenvolvida-
mente nas Questdes heronianas, embora, segundo afirme, pouco
mais faga que repetir o que ja fora dito por Cantor e F. Hultsch
que tinham, qudsi completamente, esgotado o assunto.

E, a éste respeito, lembra Tannery, ainda antes de entrar
na apreciagdo dos principios que pa!eriam ter servido para
formar a Tdbua de Ahmes, que o sistema de que se trata é
constantemente seguido no papiro de Rhind, apenas com duas
excepgdes: uma referente as fracgoes Y %, % %
unidade de medida egipcia para os grios e para os liquidos;

do bescha,

: : A0 ¢ Y8 :
a outra, respeitante a fracgdo 7 que 0s Egipcios e depois os

Gregos consideraram sempre fracgio elementar, embora fosse
E 3 . i 2 I I
conhecida e expressamente notada a identidade —=-2~+—6~,

3

nas regras de cilculo daquele papiro, onde se 1€ sob o n.* 61:

2 " -
« Tomar os T duma frac¢io. Se te preguntam: quais sao
2 i .
0s 7 de - tomas a sua metade e a sua sexta parte, e 1550

2
faz os seus . Proceder do mesmo modo para qualquer
outra fracgdo que se apresente.»

P. Tannery, em seguida, estuda a decomposigdo, dum

| F
modo geral da fracgdo —, no caso em que p ¢ um numero
primo impar, em duas fracgdes elementares, ¢ diz que hd uma
unica solucdo possivel
() LR L e
W o N 5 o
2 2 F

AR =t |

O exame da tabela mostra, porém, que éste modo de de-
composigio s6 poderia ter sido empregado para as fracgGes
TR 2 e B
G i e e C
regra geral expressa na formula (1), e que so acidentalmente
encontraram naquelas frac¢des a decomposigdo em duas frac-
ches elementares, mostram-no nitidamente os outros desen-
volvimentos em trés e quatro fracgdes que, todos, como se
lé em P. Tannery se compreendem na férmula

(3)

: e que os Egipcios ndo tiveram a nogdo da
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em que M ¢ o menor multiplo comum dos factores a, b, c,
cujo numero ¢ 2 ou 3, pois que estas decomposigbes da tabela
compreendem um mdximo de quatro fracgdes elementares.
No caso limite de ser M=a, ter-se hd a decomposi¢io em
duas fracgGes.

Ora, considerando a formula (2) e, depois de ter verificado
que os valores de M que se encontram na Tdbua de Ahmes
sdo os niimeros 2, 3, 4, 6, 8, 12, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 56
e 6o, conclui Tannery (1):

« O processo geral do desenvolvimento € entdo ficil de re-
conhecer; devia-se escolher primeiro entre os nimeros com
vdrios divisores e, principalmente, na série dos divisores ou

S s 3 e
dos primeiros multiplos de 12 = sendo contado como inteiro

ou na série dos sub-multiplos de 60, um nimero M compreen-

dido entre p e E; a diferenga ST aN—p desenvol-
2 1p M Mp

viu-se em seguida facilmente em fracgSes elementares, decom-

pondo 2 M—p numa soma de divisores de M. Naturalmente M

devia ser tomado o menor possivel e, por éste modo os Egip-

cios acharam acidentalmente a divisdo em duas fracges pri-

. ; R
mdrias para cinco das fracces —.»

Entdo, aplicando a regra dcima enunciada ao desenvolvi-
. .
13
casos apresentados, conclui o ilustre gedémetra (%):
« Em resumo, parece, de acérdo com todos estes casos,
jue os Egipcios procuraram resolver por tentativas o problema
e obter os menores denominadores possivel...»
E, examinando, em seguida, os casos de aparecer M= 56
2 diz:
¢ 43
« Ndo se pode evidentemente recusar admitir a opinido de
M. Cantor, de que a Tdbua que estudamos ndo foi feita duma
s6 vez, segundo um designio preciso e conforme regras ante-
cipadamente conhecidas; por outro lado, a preferéncia para os
equenos denominadores, posta sobretudo em evidéncia por
E’. Hultseh, € suficientemente clara ainda que as decomposi-
¢Oes correspondentes ndo tenham sido sempre atingidas.»

A 2 ; :
mento das fracgbes desde —; a .— e examinando os diferentes

; 2
no desenvolvimento de =8 M =42 no de

(') P, Tannery, ob. cit., t. 2.%, pig. 140.
(*) P. Tannery, ob. n'.l: L 29 Eiis 144 & 145,
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I1I

Indicado, no nimero anterior, o estudo e trabalho de-veras
notdveis dos trés sabios eminentes F. Hultsch, Cantor e P, Tan-
nery sdbre a Tdbua de Ahmes, para a decomposigio das frac-

Pl 3 , : E
¢bes —, no caso em que p ¢ um nimero primo, nio se pode

deixar de reconhecer que o assunto ndo estd completamente
resolvido e, portanto, que aberto estd o caminho para o estudo
das regras e principios que podem ter sido seguidos pelos
Egipcios na redugiio a fazer daquelas frac¢Ges cuja decompo-
si¢lio €, como vimos, expressa pelas igualdades:

2 6 3 42 129 ' 3or’
o Sttt ee
o i e e tity
€|=%+(Tlﬁ' 5‘%5%4_5{3_’_%’
¢ et 1 e b v il
e b = Tm T Ee
R e
TR e T T N
ARt Bektbigen
peitith . | Beabdtatd
smithtn metdtdte
o g A v =% et e

O exame déstes desenvolvimentos mostra que a redugdo
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T =
das fracgGes — compreende duas, trés ou quatro fracces ele-

mentares, a primeira das quais de denominador sempre infe-

rior a p, mas maior que %, e as outras de denominadores
formados pelos produtos de p por divisores do denominador
da primeira fracgdo elementar, ou por éste, no caso das frac-
2
3

Os denominadores das primeiras fracgdes do desenvolvi-
mento sdo, sucessivamente, os numeros: 2; 3; 4; 6; 8; 12,
que entra em trés fracges sucessivas; 24, que entra também

5
¢Oes = a —.
1

A e e :

em trés fracgbes 2_9’ 5o :4—1; 20, que entra no desenvolvimento
2 / A

de 373 42 que pertence a decomposigio 4—3;
duas vezes; 36, uma vez; 4o, trés vezes; bo, quatro vezes; e,
por ultimo, 56. Isto é, os denominadores de que se trata,
sdo: os divisores de 12, ou os seus multiplos simples e os di-
visores de 6o, devendo contar-se

30, empregado

8=~}x:z e 4n-~;-><:tia

= : 2 =
como divisores simples, por ser 3 fracgio fundamental; en-

contrando-se, ainda isoladamente, 42 que é um multiplo de 6,
e 56 que ¢ multiplo de 8.

Pésto isto, vejamos como os autores egipcios, apenas dentro
de conhecimentos aritméticos limitados, podiam ter formado

4o 2 . ,
a Tdbua de decomposigdo de — no caso em que p é um nu-
mero primo. -
Notando que itk ol pode tomar a forma de
i &M : g oaxd
fracgio '_ﬁ:" com M numero inteiro qualquer, resulta
2 _3xXM 1 _21xXM
P M p MX>p

2 M 5
~——— em frac¢des elemen-
Mx>p

lares, como p € um numero primo, ¢ necessdrio que 2 > M
seja um nimero que compreenda p e divisores de M, isto é,

que seja
3) aXM=p+tatbtoe

Ora, para a decomposigio de
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supondo que a, b, ¢ sdo divisores de M, e que hd um mdximo
de quatro fracges elementares, conforme resulta da tabela.
er-se hd entdo, facilmente

() lzp—j:a—]—b—i—c= P a 4 b 1- (B,
F M><p MXp  MXp MXp MXp
donde
2 1 1 1 1
Pt by
AT oy o

decomposigdo esta que exige que M seja um numero inteiro

maior que w‘z- Evidentemente deve o factor M ser menor
que p para evitar o emprégo de grandes nimeros como fac-
tores dos desenvolvimentos.

No caso limite, ter-se hd

22X M=p-41,
M F-:l‘-!’
e, portanto,
) 2mpdl,
I
=
PP T S e
v p+41 41’
3 P

e no caso da decomposigdo definida por (3) pode o dltimo di-
visor de M, b ou ¢ conforme os casos, ser igual a 1.

Sdo os desenvolvimentos correspondentes as férmulas (4)
e (5), e sob a forma nelas indicada, que ¢ natural, em meu
entender, que féssem seguidos pelos autores egipcios na for-

magio da Tdbua de decomposigio de L7 quando p € um nu-

mero primo, decomposi¢do que foi feita, além disso, obede-
cendo as seguintes regras:
a) O valor de M pelo qual, em todos os casos, se multi-

plicam os dois termos da fracgdo %, satisfaz & desigualdade

£<M<p.
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b) O numero M que multiplica os dois termos da fracgiio
2 4 .
= deve ser o menor possivel, mas conter grande nimero de

gi\risores, para seu conveniente emprégo em facilitar os cdl-
culos exigidos pela decomposicdo expressa na formula (4):
como conseqiiéncia, o numero M deve ser escolhido, de pre-
feréncia, na série dos sub-multiplos ou dos primeiros multiplos
de 12, na série dos sub-multiplos de 6o e, excepcionalmente,
fora déstes divisores, nos outros multiplos de 6 e de 8.

¢) Os ultimos denominadores da decomposigio nunca po-
derdo conter mais de trés algarismos e terdo o menor valor
possivel.

d) O numero n de fracgdes elementares da decomposigéo
deve ser levado ao minimo, dentro das condigbes anteriores.

Com estas regras simples, pre-estabelecidas, podiam os
Egipcios, dentro dos seus limitados conhecimentos aritméticos,
formar a tabela de que se trata, em que se verifica:

1. Como conseqiiéncia das regras (a) e (b), que os valores
de M usados na Tédbua compreendem os seguintes nimeros:

2; 3; 45 65 8; 13; 205 24, 30; 365 40; 42; 365 6o;

que foram adoptados em definitiva, depois de exame e com-
paragdo, em cada caso, com outros numeros, e tendo em
atengdo as regras (¢) e (d), como veremos;

2. Como conseqiiéncia das regras (c) e (d) que a partir da

redugio de %, nunca mais 1 aparece na decomposigdo de
2 < M definida pela igualdade (3) e, a partir de —I%., cessa
também de figurar nessa decomposigdo o nimero 2, excepto
na redugio de 52'5‘ sendo, a partir desta fracgiio, sempre supe-
rior a 3 o ultimo numero da decomposi¢io de 2x M, e, a
partir de EI, sempre superior a 4.

Nota-se, além disso, como conseqiiéncia da regra (d), que o
ntimero n das fracgoes de decomposi¢cdo nunca excede n=4.
Analisemos agora cada um dos desenvolvimentos da Tdbua
de Ahmes, aplicando os preceitos e regras que enuncidmos.

A)— Redugdo de % -

p=3), M=23), %= ==

E esta a unica decomposig@o possivel.
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B) — Reducdo de % —

Pﬂsli J'If==u3},

M=), _}qlﬂﬂé_ﬁﬂ_i+i+i_

Déstes dois desenvolvimentos deve, sem a menor duvida,

ser escolhido o primeiro, correspondente a M=3, que ¢ o da
Tébua.

C)— Redugdo d —:— —

il . L el o o g e

=7), M=y4), = —
r=n 4) 7 7X4 7X4 4 18
X
7

- o SRR s ST
7><6 7X6 6 * |4+ 21
A decomposigio correspondente a M =4 ¢ a da Tabua e
estd de inteiro acérdo com as condigbes pre-estabelecidas.
Se ensaiarmos a decomposigdo correspondente a M= 5,

M = AL b T N L N N
x5 7 735 92X5 5+35'

verificamos que nunca poderia ser adoptada, por ndo ser pos-
sivel decompér 3 nos divisores de 35. Para esta tltima de-

B e - 3
composi¢do, multiplicam-se os dois termos de 35 por 18, con-
forme as regras atrds expostas, resultando

1 ]
35 35><18 35><i8 35><18 t3+ﬁ+35><18'

3 38 354 19__35+4+ 1841 1
3
D) — Reducdo de ’_z; —

1 16 11><6
2 2> 8 4441 |

1 1
I 118 11 X8 8+33 8E

pemit)y M=6) —= "_>E}L_.'_'_+_‘=6L+L
M =8§),

Deve ser adoptada, evidentemente, a redugio correspons=
dente a M =6, de acérdo com a Tidbua.
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Se ensaidssemos a redugdo correspondente a M = 10, en-
contrariamos o seguinte resultado que deveria ser rejeitado

23X t-pS4gq 1,0 2412
i, i nxmw 1uxio m+n+u><|o'

E) — Reducdo de —Iz— —

3
fl) A IS Gakark Lo son
p=13), M=8§), 13 1338 13<8 8 5'5:'4"104'
2 __3x1i3 34644+ 1 1 y1 o1, 1
M=ul) T 13 <12 n+26+39i_:56'
SNE2 T Al 2L TR Il BT S L)
13< 13 |a+25—r5:+78

Deve ser adoptada a redugdo correspondente a M =8, que
¢ a da Tdbua de Ahmes.

Note-se que, nesta redugdo, o factor M =7 daria a re-
dugdo mais simples
1

A G b SR L TR B
Menah 13 137 37" 7 g

ue ndo deve ter sido considerada por ndo ser 7 divisor
814
Ensaiando M = 10, viria

2 __2aX10 ‘3+5+1.=L

LR e
% = 10, 13 1310 13310 luTzﬁ-Jr 65'

decomposigdo que também ndo deve ter sido considerada pelo
motivo idéntico ao jd apontado: 10 ndo ¢ divisor simples de 12.
O exame das decomposigdes que apresentdmos, correspon-

o 01 % : :
dentes a reducdo desta fracgio 73 mostram a simples vista,

como € vantajoso, para que os ultimos denominadores dos
desenvolvimentos sejam pequenos, que se adoptem valores
de M tais que na decomposigdo de 2 < M deixe de figurar o
divisor 1. Isto mesmo, com o simples ensaio de M= 12,
podem ter notado os autores egipcios, que fizeram a Tibua,

: 5 48 :
na qual, a partir da fracgio 30 hunca mais figura na decom-
posigdo o divisor 1. :




F)— Reducao d :i? —

= o, 8 ARGy L g ¥ oe 4 ln
P 9 Blta)y 17 17X 17X13 Tnte

¢ a decomposi¢io tnica, correspondente as regras que atrds
estabelecemos.

Os ensaios correspondentes a M = 10, M = 16 =2 <8, ddo
os seguintes resultados

), e dtdo _pbagt Sl ot
A vl 17 17}<10= 17 < 10 |o+85+1;0'

o e 3l o ayd B4-443-41 fi R WL
et 17 , 17<16 17 >< 16 + + + 136 ' 272

5 2
G)— Redugdo de 5T

p=1g)y M=1y), =220 _lodddl_t 4l +
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19 192<12 19< 12

19°<13 12 14

O ultimo desenvolvimento, de acérdo com as regras pre-
-estabelecidas, é o da Tébua.
Experimentando os valores M =10, M =16, M= 18, re-
sulta

=‘_9_‘1‘_.3:|“_1='__.__-+_
\
|
|

2 Xl "S'T'_L = B
Al 19 191 1910 190’ |
a_a>16 1948411 1 1 Ly 8. |
;H::l[ﬁh Ig 2}([9 lgxl'& fﬁ+38+‘?ﬁ+3041 |
3 3X18 _19+9+6+42 @ |
M:lg}, 19 I[ix 18 lt_)>< 18 + + I?l
L 2
H)— Redugdo de —. —
23
a_3>x1 _al—41 1 4 1

gl M=l 3T iXn. AXn 276

¢ a decomposigdo da Tdbua, correspondente as regras enun-
ciadas.
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As decomposigbes correspondentes a M =15, M= 16,
M =20, ddo os seguintes resultados:

2 2315 _ 234542 1 1 3
- q — -_ —_— —— —_—
o fn k) B b VAT A S ey t59+3.1.5

a _3a>i16 234841 1 1 1

M=16) 3= 3<16 2316 16 46" 368"
. 2 .33 _al-tro-5-43 P SR LN
20 o ast 23 23>0 23>< 20 2a+ .|.ﬁ+ 02 ¥ 230

. 2
I)— Reducdo de %

Conforme as regras, os ensaios a fazer sdo:

2 __ 330 39454443 1 £ 25
P= 2'}). M= 2D]| 29 -19}(_20 39 > 20 m+ 116 145 +

Ao 5 29 29><24 20 < 24 +"|8+ |;r4+ 232’

devendo adoptar-se a ultima decomposigdo que ¢ a da Tdbua.
Os resultados correspondentes a M =15, M= 16, sdo:

2 215 ‘19+l 1
= 15 —_—— = ——— —
w13 29 39><13 29><15 15 +435’

if) N A6 Ml d g boipllt
¢ s 16 29 29X16  29><16 |ﬁ+:32 464

J)— Reducdo de 32_1 -

£ M e 3.1::521};2:0 "ii_.h' 20 +|-;
M emde, ?ﬁ=321>:<12:.m31+3:;‘_::+: = & +243 37_[::'
-2 _;:R;i—E_ : +113 4.+ ;ig’
T il = o A A
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sdo as decomposigSes correspondentes as regras pre-esta-

belecidas, devendo ser adoptada a primeira que ¢ a da
Tébua.

A decomposigdo correspondente a M= 16,

. 3 36 i iy o1
Memi0h. ST s :6'1'4,943‘

K)— Reducdo de :—;‘.— —
: 7

—3g), Mesge), 2amd2E20 b3t N3 v
P o= M a), 37 37X 37>< 20 20T3yc+;;40'

22X 4843 0y 1

M=1y), = 2
fnag) 37 37%<24 37<34 24 ' tu1 ' 296

! 2 22<30__ 374154642 1 1 1 1
M=3 — - = e =T _ _— -
B > i ~E s T T B TR T

M o 3 22530 U dpbiBbinhdr 1 U 8t
L ), 37 3;2<36 I72><36 3ﬁ+74—r:|1—r333+

1332’
o SEEADM O L L P A L
37 2><36 36+74-i 48+uz+666'

Conforme as regras estabelecidas, deve ser preferido o
desenvolvimento correspondente a M = 24, que ¢ o da Tdbua.

L) — Redugdo de -, —
41

2 2224 4143 ST 1
= M= —_—— = 1 e -+ —,
prmgl) Mowwagh, 41 41><a4 41 < 24 =:4T24ﬁ =358
2 _ 23 g41+1w0-4+-643 1, 1 I
M=13) —= - L - = — — N — _
ot 30) 41 41><30 41><30 Jo ' 123 2n5+4|o

M = 36), i_z><3ﬁ=4l—I—lS—}—g—{—4mL+L+_|+

41 41336 412>< 36 36 " 82 ' 164 ' 369
2 3 L3R GPIOLIObS Y 1 L
M40, 41 41><40 41>< 40 40TB'1 S oabg 323+4|0‘

A primeira decomposigdo ¢ a da Tdbua, conforme as re-
gras.




I

[ A NUMERAGAO FRACCIONARIA NO PAPIRO DE RHIND, ETC. 61

¥ 2
M) — Reducdo de . oo

| p=43), M=2y),

PR SURRE PN o LS LT o S MO TR

M = 36),

%, 2 _2X40 434104 104-44+2341

M= 40), 43 4340 43< 40
1 1 i 1 i 1

=5+R+E+Eﬂ+g—€o+%r
32X _Ptad g6 _
43 $3X42 432< 42

LI A N el B

— L4+

129 3ou

M = 43),

Ainda, de acdrdo com as regras enunciadas, deve ser
adoptada a decomposigdo correspondente ao tltimo desenvolvi-
mento que ¢ o da Tdbua; embora a M =24 e M =30 corres-
pondam trés frac¢des, vemos que a ultima, em ambos os de-
senvolvimentos, provém do divisor 2 que, como dissemos,

2 S i S e
desde 7o Dunca mais ¢ adoptado nas decomposigées a ndo

ser na de Notemos ainda que o emprégo dos factores

2

53°
24 e 3o daria as ultimas fracges da decomposigdo com deno-
minadores excessivamente elevados, em comparagdo com os
desenvolvimentos das fracgGes anteriores e com o que se obtém

usando nesta redugio o factor M= 42.

— Redugdo de —, —
N) educdo e4?

=

IR W oy L oA R T T
F 4?}1 M 24}- 47 4?)(14 4;’}(24 2.‘+:II'J-3‘

M=), 2 __ 2230 4741043 1 L+

47 47>X30 X3 3o ' 141 ' 470
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= 2_2X36 __47+13ot4
o ] M b i 47 47:3(36# 47><36

A P TR S T T

'—36_5_ I:.+I+138 ' g2%
2 _3>xX4 _47+20+10tat1

47 47740 47 >< 40

[

M = 40),

S SRR T i S e D
mT94+153+940 1880’

1
Mo 2], 2 X4 _ gt n+ti442

47 47742 47 >< 42

SR SR NEl Bk Ll
4-1+g44 i4l+93?

Deve ser adoptada a decomposigdo correspondente a M=30
que ¢ a decomposigio da Tdbua.

o 2
O) —Redui.ao d -'_-'E. —

M=) S-S b e
e
Mol g m it R e Lt b

M=), 5= ;;;cfs- - +5234>i-£ 2et sttt e

A decomposigio da Tdbua é a primeira, correspondente
a M =30, que tem justificagdo dentro das regras apontadas
—embora os desenvolvimentos correspondentes a M= 36
e M =42 tenham os ultimos denominadores um pouco meno-
res—, por isso que apresenta apenas trés fracgdes elementares.

2
P)— Redugdo d B

IR . 9 S T
59 59><30 3o ' 1770

M), 2eiX®B __Bi914

p = 5g), M=130),

1 1 1
So T S9< 36 S93<36 36T 4% T 5
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%y 2 __3X4 Sof10-4-5+442
p=>5), M=40), 59 49}<40_ 59 >< 40
A B i, A w2
+210+4?2+590+|180
M 3 _3xX4a__So4an+3I41
M= 42), 59 ;9}(_—41 ;'9)(4_3 =
ottt
: 2 2>48 Sotaqfrafa_
ot o 5_593»:41_ <9><43
__.{,8 HB '.183:1
M 5y L MM =-‘9+’?+‘3+3+'=
e g Sy RN '~g><*4
.___‘_ L5
118 mtu 3!35
; 3__2}(5!:7 _5:}+:8+|4+-‘.,‘._}=
M o 20h 59_=g}<"lim 59 >< 56 ;
e R o

Evidentemente, deve ser ado fftadu o desenvolvimento da
Tébua, correspondente a M =36, conforme as regras enun-

ciadas.
& 2
Q) — Redugao de Feas
- 2 __ 2 >< 36 atﬂ Ln- [—"l_ 1 e B3
.p='5!}| M= 16), l:.'i—l_ﬁlx'_"fﬁ mxlu 4u+,44+,(,93
8 _a2xX40 614104544
M’=-40)‘ '5[ Ejlx40 61}{40
S L g AT il e el
40 344 488 610’
- 3 _3X4q bGifq4+47+413
M= 423), A A SN
1 i i 1
~aTEmTw T
Ny SeiX G0 butbetd,,
St o T 61X43 61 < 48
1
48 13J+ +y3.t 976’
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ey 2 _3X54 6143741843
p=61); Mwm3y), 61 612<54 612< 54
1 1 1
§+I_.;:+m+|64?'
M 3), Saa228 014284144742
s BT T 61>< 56
L M TS W Pl ST Il L
gy |.=-'+z4_4+438+1;08
M = 6o), 132:\((22&:[—30+15J—m+:}=

01
1

o

61 >< 6o

123

b1 < bo

O W e e TS
244 300 ° g1

O exame déstes polinémios mostra que deve ser adoptada
a decomposigdo correspondente a M =40, que ¢ a da Tédbua.

R)— Reducéo de =, —
: : U?

yEn 2X36 _ 6744-+1 1 1 1
) - M= —_— - B e o PR |
p=rh M) 67 67><36 67>< 36 m30+m'j+:4|z
2 a><40 674845 1 1 1
M= = = =i M . e ety
om0} 67 67><40 67>< 40 40 3.*:9_1_:36’
a2 43  b67414-43 1 1 1
Mgy, A 2200 Sledeudbd i n 0 R
=40, 67 67X 4 67 >< 42 4z+20|+938,
a_ 2%48 674341343
A —_—— - L f il et B —
o b7 672<48 67 >< 48
S L e ST g B .90
48 " 134 1072 ' 1608
2 22X54 674279494342
— 5 = = i L1 ) e
il 67 67><54 67>< 5
I b e e e : e
: 54—} 13++402+um‘: 180g’
Mast), 2amdX 654284 14tatir
=X & 65<5% 67>< %
FER T SR SIS ST
AL PR
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W= 6 6r<60 67 >< 6o
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Déstes desenvolvimentos deve ser adoptado, evidentemente,
o correspondente a M =40, que ¢ o da Tdbua.

Y 2
S) — Reducdo de e

Bl S o= Tk Ry L5, ) G G
Py M, 71 712<36 71336 36 ° 2556

B 32640 L eihg b g Lo U
P % 71 712X 40 71 >< 40 4o+5{38+;r|0'

S B TS LT e P R S O )
Abwsinly 721 71C43 71 2< 42 4z+426+4gy'

Mo ) San22daB L2156 4643
TN oy g AR 71 >< 48

S o P

.;é 213 1136
- 3 14 mr o e L i
Masty) Ll BNy oti,,
71 71.2< 54 21 X 54
I 1 I 1
54+ 142 +4-_2_ﬁ+3334’
6) 332636 71428474442
Ao 71 71X 56 71 X 56 s
S ekl L -
56 + t_p;—l ifiﬂ—rg}_*—l_ |g.:53‘
Mats), —wdriie _ othi0 1514,
71 71X 60 71 2< 6o

A ol L T Sa
60 ' 142 i 5 284 o 1065

Nos desenvolvimentos correspondentes a esta fracgdo, as
decomposigbes para M=40 e M=42 contém ambas trés
fracgbes elementares, com os iltimos denominadores com
trés algarismos; e, conforme a regra C), se os autores egipcios
tivessem ensaiado o factor 42, deveria ser adoptado o desen-
volvimento correspondente. Na Tdbua, porém, a redugio de

& %
=4 feita com o factor M = 40, facto que mostra a preferéncia

jd indicada, dos mesmos autores, para o emprégo nos cdlculos,

de factores que devem ser procuradﬁ;s primeiro, entre a série dos

submuiltiplos ¢ dos multiplos de 12 ¢ dos divisores de 6o. Do

uso déstes factores afasta-se a Tdbua, apenas duas vezes: uma,
5
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2 2
ma redugdo de — em que aparece o factor M=42, como

5 = 2
vimos; outra, na redugdo de o &m que hd necessidade de re-
correr ao factor M =56, para evitar ter fracgdes elementares
com denominadores contendo mais de trés algarismos.

O factor M =40 foi usado nas duas re ugbes imediata-

mente anteriores: d fm!wr r, na redugio de o € com grande

Podia amdd tcr sido usado por

2 -

simpatia na redugdo actual de —J» mesmo que M= 42 tivesse
7

sido ensaiado, tanto mais que o ultimo denominador da de-

composigdo, 710, estd dentro do valor mais alto dos denomi-

nadores das redugBes anteriores.

vantagem, na redugdo de b

v - 2
T')— Reducdo de —. —
73
. 3 _3>X40 _ r};t_:i'____ ST
F=')'3)t 4‘!=4U}| ?j -‘j < 40 ?3}(40 .‘.H.!‘—{_l_‘l_o‘
M= 42) E_=£_-}3._Liklrjj—_%=
' 73 73Xpa ;3}(4:
-_+wu+ﬁ.€5+
AF. - 2 348 23412843
Wby 73 73X ,3><4~i
B Sl sl U S B
48 ' 202 ' 438 ' 1168
2 2 > 54 34374+ 6413
M= e S = ~ —
0 73 ?3-)(34 73 >< 54
1
+ 146+m;r tg;’:"
1 1‘.=._“><.£=L_g'+"8_+_@=
r1h+|46+ ID""
M = 60) 3 _axbo _7it+wd 15t
% oS3 23X6o 73 >< 60
s Ul Tt Aol R !
6o " 219 202 65
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O exame dos desenvolvimentos correspondentes aos fac-
tores de preferéncia, M =40, M = 48, M =60, e aos factores
eventuais, multiplos de 6 e de 8, compreendidos entre estes
numeros, mostram que, dentro das regras enunciadas, deve
ser usada d fortiori, a decomposigdo que corresponde a M=6o0
conforme a Tébua.

Se tivesse sido ensaiado o valor M = 44, achar-se-ia o de-
senvolvimento mais simples:

3 __3X44 A ut4 1 1 1

M=alh 3= B Po<u ol
_ 2
U)— Reducdo de —. —
79

oX St R L iz R R W
p=79 M=d0) Zo= o4 79%s0 40 3160

LSRR hat ES o 1 PR SO TS
Heswrgn) 79 79><42 7942 42+::05+|ﬁ54._1'

sie® % 2}<43=29—}—n—1—_-‘3—|—2=
M= 25= 79 48 79< 48

1 i 1 1

=4—8+m—f‘ HTI»_E-EE"

2 _ 2254 794+1840+412
29T 795<54 79< 54

1 1 1 1
=§1+;§}+4_;};+r33’
M = 56), e i 3 2< 56 794 14+ 84744

79 79<36 79>< 56
M 5 TR T ST
"55+315+553 63:+lmﬁ'
Me6 1=n><ﬁo=zﬁ+mi:5iﬁ_
=00 25 = 795<60 79 < 60
I I 1 1
PR TR

O exame déstes desenvolvimentos mostra que o tnico pos-
sivel é o correspondente a M= 6o, que ¢ o da Tdbua.
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2

V) — Redugao de 3

- 2 2X4 841 1, 1
p=8), M=4q), 83 8Ix42 8IXgp2 4:'1—T 3486"

i) D3 Bbiaa 1y}
M= 48), 83 83><48 83>< 48 48+332+

1
o
Me=5q), == 22< 34 _é‘__‘J[ML]_In_.L_t_ P R W e

83 B3><54 83554 54 249 @ 747 | 4482’
M t6) 2022536 83114847 1 o 1 o 8 4t
M= 0}, & ™S00 §3><56 5 ' 332 ' 581 +6ﬁ4‘

1 1 1
332 e 415 ' 408

A decomposigdo correspondente a M=60 ¢ a mais conve-
niente e € a da Tdbua.

.2 _2aX6o_83fi54ratio_ 1
M = 60), 81~ 83<60 83 >< 6o 6o %

X)— Redugdo de —2-' e

8
3 a8 8ot gopd b2 4 1
P 1 Bo)y S AN 89 B8g><48 Bg>< 48 4‘%+1063 1424
i 5 R 32N B RA0 Y Dt e L
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Mot At LSl is L 2 L T

89 8g><36 89 >< 56 56 ' 3% ' 712 + 2402’

Mebo), 2em2260_Sphisiiofd ot 1 41 L 5
' 89 8g<bo 8g>< 6o Go ' 356 ° 534 ' 8go

A decomposigiio correspondente a M = 6o, tinica que pode
ser adoptada dentro das regras preestabelecidas, ¢ a da Tdbua.
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M == 5 orer B ety S 06 e e R T
F=9Th M=) 97 07><354 97 >< 54 54 " 582 ' 2619
Musit) S cpdbds, Ly Lo b
Q7 973520 g7 >< 0 3 - bpg - 770
P INE- S R a>6o __gydra4645 10 g ot 1
Mmbo), —=———=st1——1. BN —— = e " e " ="
ol 97 G7><Ho g7 >< o Ho 485 ' 070 1164




A NUMERAGAO FRACCIONARIA NO PAPIRO DE RHIND, ETC. 69

Nesta redugdo ndo pode ser usado o factor M= 6o, por
causa do denominador da Gltima fracgdo, superior a ggg. O
desenvolvimento correspondente a M= 56, que estd dentro
das regras enunciadas, g o da Tibua.

IV

Examinando os desenvolvimentos que minuciosamente apre-
sentdmos, podemos ver como os autores egipcios, sem regras
nem férmulas complicadas, sem lutas entre os factores de M,
escolhidos — ao contrdrio do que se lé nas (Fuese‘ées heronia-
nas (') — naturalmente e simplesmente, foram levados a formar

a Tédbua da decomposisdo de =, no caso em que p € um nd-

mero primo. O que era fundamental, ao que se reconhece,
e estabelecidas as regras da decomposigdo que decorrem dos
simples raciocinios que levaram as formulas (4) e (5), ¢ que
os denominadores das fraccGes elementares nao atingissem a
casa dos milhares, talvez porque os Egipcios dificilmente con-
cebessem numeros muito pequenos, de modo andlogo, ao que
na origem sucedia aos Gregos, quanto aos nimeros grandes,
que tinham repugnincia em considerar, conforme observa

ankel (*); sendo éste o motivo que determinou o emprégo do
factor M =56, fora dos multiplos de 12 e dos divisores de 60,

~ 2 g
na redugio de —, bem como se recorreu a M =42 na redugio
2 ; ! :
de 3 para obter denominadores muito mais pequenos que os
que resultariam de M =24 e M= 3o. .
Em seguida, e muito logicamente, tendo sido escolhidos
nas fracgdes mais simples, 12 ¢ os seus divisores para os va-

lores do factor M que deve multiplicar 1%, a partir de 312_3 houve

necessidade de pdr de parte o nimero 12 para ser possivel a
decomposigdo, e ¢ entdo, conforme os casos, como vimos, que
o valor de M usado ¢, ou multiplo de 12 ou submultiplo de 6o,

(') P. Tannery, ob. cit, t. 2.9 pdg. 142! « A partir de p ==1g, para a
escolha de M, parece haver luta éntre os multiplos de 12 e os divisores
de 60, »

(¥) Zur Geschichte der Mathematik in Alterthwn wund Mittelalter.
Leipzig, 1874, pdg. 17.
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nimeros estes de grande nimero de divisores, como se torna
necessdrio empregar em redugées desta natureza.

E assim, que M =124 aparecel na redugio de %, porque

produz uma decomposigio mais vantajosa sob o ponto de
vista do dltimo denominador que M= 20, e, ¢ assim também,

W : 2
que éste ultimo factor aparece no desenvolvimento de Tk

muito logicamente, pois, como verificdmos, a decomposigio
respectiva tem menor numero de fracgdes elementares e com
genominador bastante menor que a que corresponde a M= 24.

ste ultimo factor ¢ usado, em seguida, na redugio da fracgio

gty ; ;
imediata 37» COm vantagem manifesta sdbre o desenvolvimento

corres DﬂdJE'Il‘[E a M=120; e, assim sucessivamente, sdo usados
os diferentes valores M, conforme se verifica e explica nas

redugdes das diferentes fracgdes =

Notemos ainda, dentro da restrigao imposta ao maior valor
dos denominadores das fracgGes elementares, que a decompo-
si¢do bindria correspondente a formula geral

it e R L
o e R L

2 2 P

L : 3 : = 2
ndo poderia ser mais empregada a partir da redugio de e
A M v N it
Com efeito, a fracgdo seguinte ¢ —, para a qual esta dltima
formula d4 o valor 47

‘2 1 1
pramvRTT

com o segundo denominador superior a 1000, ;
Lé-se nas Questdes heromianas('): «No ponto de vista

3 43 e 5 ’

egipcio, a decomposigdo — oferece uma particularidade a as-

pt!
2

sinalar. Se = m?, tem-se

P SEMRe S FNNIT Y e ia R e,
s D Tmp g

(1) P. Tannery, ob. cit., t. 2.% pég. 142.
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os dois factores de p ndo diferem sendo duma unidade. Esta
decomposicdo acha-se efectivamente aplicada para p=31, ¢
para p=g97. No primeiro caso, vemos aparecer M = 20, em-
quanto que M = 24 ¢ preferido nos nimeros préximos; no se-
gundo caso, temos M =7 < 8 fora da série sexagesimal; mas,

: & ke g '} 1 I
ao contrdrio, a decomposigdo andloga — =—+ +

; : ] _‘Z[ 42 0671 <71
nio ¢ dada, ainda que 42 seja escolhido para valor de M num
caso menos favordvel ». 2

or Z 3
De facto, as decomposigbes correspondentes a 7 5 e —

97
estio compreendidas na formula apresentada por Tannerg;
mas que os Egipcios nido a conheceram, resulta claramente da

decomposigdo adoptada ia Como jd expliquei e resulta do

’

exame dos diferentes desenvolvimentos, o factor M=20 ¢
. : 5 2
usado muito ldogicamente na redugdo de 31 €0 emprégo de
I
s 2
M = 56, na decomposigio de —, tornou-se absolutamente ne-

cessdrio, porque a M= 6o corresponde uma fracgdo elementar
com denominador igual a 1164.

Lé-se ainda nas Questées heronianas ('): «O multiplo 36
ndo aparece sendo uma vez

L SR P L TSR BV
59 36 362<59 4><359 ' 9><39

eni logar de

2 1 1
©) B 3o Joxiy

emquanto que

;e SRS T e R TN
@ 530 305<53 63X T 155<53
em logar de

3 | SRS M ST T PR
& 53 36 3><53+g><53+u><53'

(1) P. Tannery, ob. cit, 1. 2.%, pigs. 143 € 144.




72 ASSOCIACAO PORTUGUESA FARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

« Daqui por diante ndo hd mais multiplos de 12 antes de 6o:

71 40 40X’

2 1 104544 < 3 1 ! 1
fﬁ_ﬁ=___-_4o><ﬁl , em lugar de i 4m><ﬁ|+_ﬁ'|8>< o
2 1 845 2 1 t 1
R g em lugar de 5 ﬁ"|:><57+|8><67’
i—-l-—s—_]_—i em lugar de ;Ta- 7 ey,

«Mas 6o aparece antes que seja necessdrio

NG O L 3L LA B S
) o™ Gox<73 ° em logar de 7 - 40"-40)(;;3’
2 1 z20-L154-6 3 £ 3k o
720 60 6079 ° em logar de Sy e §

Pelo que tem sido dito, a decomposigdo (6) ndo podia ter .
sido empregada, e (7) ¢ preferivel a (8), como jd foi explicado. '
M=40 ¢ M==60o sdo empregados para substituirem os fac-
tores 36 ¢ 40, exactamente, quando se torna necessdrio; com
efeito, tem-se i

182< 61 == 1008, 18><67 = 1206, 36><71=12556;
402< 73 = 2920, 4o0><79=13610;

0 que mostra que, ao contrdrio do que se 1€ nas Questdes he-
ronianas, niao podem ser empregadas as decomposigies de
3.9 2 A

7y = € — com M =36, nem podem ser empregadas as de-
o1’ &7 Tt :

composigdes

7 e % com M= 4o.

: g ;
Passando agora a considerar as fracgdes ? em que p ¢ um

. . - i
numero composto, verificimos que entre T € on 08 valores de p

sdo: ou poténcias inteiras simples de 3, de 5 ou de 7, ou o pro-
duto de dois factores primos, um dos quais ¢é 3, 5 ou 7, figu-
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rando 3 ou o seu quadrado em treze fracgdes

2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 b |

v 2
() W o 375—}' LA T 3;- & a}. ;gy o at E’

5, em cinco fracgdes

2 2 2 3 2
(B) 39 3% &5 B5 g5’
e 7, em duas fracgoes
2 2
1 —y =
9 r R

As fracgbes em que entram simples poténcias de 3, 5 e 7,
sdo:
2 2 2 2 2

{3) 'é’: E- Es 35 E

Dum modo geral, as trese fracgoes (a) e as trés pri-

: - . 2 .
meiras (3) estio compreendidas na forma g0 8 cinco frac-
¢Oes (B) e a 4.* (3) na forma :Tz’ e as duas fracgGes (1) e a 5.* (3)
na forma Ti“'

Pésto isto, verifica-se do exame da Tdbua de Ahmes que,

em todas as fracgGes em cujo denominador entra 3, como
factor, os desenvolvimentos obedecem as seguintes relagbes

® P o e £ e

a T 24 O
\ ; : 2
de acordo com a regra enunciada no papiro para obter os 3
duma fracgdo.
. e, T .
Os desenvolvimentos das fracges 5; Mo compreendidas
. 2 = 2 *or
na forma g5 € 08 das fracces —; que se ndo compreendem
nas formas anteriores, obedecem, como regra, as relagdes

(9)

‘-I'II~
& |

_%,iz(é_+_'.)."=3_"r+_i_

a 15/ a 15a

2 2

i L 25 W G SO U
(10) ',‘:_a'n?lzs(:—i_zg)a 4a  28a
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andlogas a relagdo (8). A regra expressa nas relagbes (8),
(9) e (10), fazem excepgdo, apenas, as seguintes fracgoes

{{I } :‘.— L= : = - 3 1 = 3 l == ; .
35 5Xz 55 5’ 95 539 gr 23<13?
- 2 2
sendo os desenvolvimentos de 55 © 95’ correspondentes a
Asay Td s o
55 iF 5% oS 19 5
em vez de
w g o el Rt Al T
R o R T
. 2 2 . i
e 0s desenvolvimentos de 35 S op compreendidos na formula

2 e et e S
ab aba—l—i aa—l—b ba-i—b

# - 2
Porém, todos os desenvolvimentos das fracgbes > em que

p € um nimero composto, estdo dentro das regras e preceitos
que serviram para fazer as decomposigGes no caso em que

¢ um nimero primo, com as simplificagbes que resultam de
ser p um multiplo de 3, 5 ou de 7, pois que, neste caso, de ser

A aM - aM = a M S a M
(13) 5 =M™ Tax< M’ =Sax<Mm’ 7a><M’

resulta que as redugbes em fracgbes elementares se obtém
muito simplesmente, fazendo

aM=3+41, ou :\I—g'-:é_—lnx, no 1.* caso;
aM=54+1, ou M-E?-% no 2.* caso;

aM=m741, o M—Z$=4, no 3. caso.
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E, tem-se, entdo, com facilidade,

| P = 3a)y 3a 3Ja><a2 3lax<a ta+ﬁa'
=><3_5:|-_-1 i

g7 S
F = oul Sa 5a><3 Sa><3 3a+|5a

- B 2 > ) el ek
F =23 ?_a :,'a_b-(‘g ?’.ﬂ':l:(‘:j 4a+iﬂd'

Estas redug6es muito simples e com factores simples 2, 3, 4,
todos divisores de 12, sdo, em regra, as da Tdbua, fazendo
excepgdo as quatro frazgSes (11) cujos desenvolvimentos porém
se nao afastam ainda das regras e preceitos que tém sido indi-
cados.

De facto, a redugdo da Tdbua

¢ P STk O
E—so+33o'

obtém-se da expressdo (12) sob a forma

2 a M

7 saxM
at1

fazendo 2 M=a+1, ou M="-——, No caso sujeito, tem-se

2
M—-”+1=6,uque dd

2 S ¥, D BT | 35 1
30+

55 5><Hr 55<113<6 55X 11>6 3%

As redugdes

iy T 1
35 30+4a’ g1 ;m+136'

obtém-se respectivamente das expressdes (12),

2 a M 2 2 M

P Sax<M p jax<M

em que 2M=5+a, 2M=7+a, ou M—Szﬁ, M_l?_
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Nos casos de que se trata, vem
E s PN o WAL o ST RN
35 5Xg 5X9Xx6 5576 3o @ 4

3 axio - 1347 g Gl
gt 713 7Xi13X1w 7X13Xi1w0 70 ' 130

representando esta ultima decomposi¢gdo o tnico caso dum
factor M < 12, que néio ¢ divisor déste niimero, mas de 6o.

§ 3 = 2 % ot
Se aplicarmos a redugdo de o5 Processo idéntico ao usado
9 19+ 5
2

g ;
nas decomposigdes 73 € Th resultard M = =12 e

3 .3 o axiy o W FEN, e S
95 319 5XXigXXiz 5XigXiz 6o ' 328

ou

AR ubin o S BN R
+380+5-

T 519> 12 70’

como resulta da comparagdo déste desenvolvimento com o que

; 5 2 : £ . i
foi obtido de —- e consta da alinea G), como € facil verificar.
]

VI

De tudo quanto tem sido exposto, resulta ter de reconhe-
cer-se que os Egipcios para a construgiio da Tdbua de decom-

o = 2
posigdo das fracgbes S em que n< 50, usaram de pro-
cessos gerais com as modificagGes correspondentes aos di-
ferentes casos tratados; mostrando as diferentes redugdes
apresentadas a variedade dos seus conhecimentos, e, em ge-
ral, o justo critério com que foram escolhidos os polinomios

‘da decomposigdo, como ja vimos no exame detalhado dos pos-

siveis desenvolvimentos que apresentdmos no caso de p ser
um numero primo, ¢, como se pode ver da andlise dos desen-
volvimentos que provém da aplicagdo dos critérios de redugdo
que estuddmos, no caso em que p € um nimero composto,
clesn:nvo!vimentus em que se veriﬁgam os resultados que se-
guem.
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a) — Redugdo de % -

3 L _E:i-_') . il o ROR ¢ T TP L R ANE S |
PRM) amd), Mm= s T T G B T

-$3-G )b

¢ a decomposi¢do da Tdbua, e a tnica possivel, dentro dos
critérios de reduglio que foram estabelecidos.

b) — Reducdo de % —

p=3a), a=5), Mn-?"i"

) PR NS foy WL TR e
15 35 IdE<a i |0+30'

L

M__S_—{—]) o Ty o SRR L
e forh 3 BEBRG  DXDG

R e R k¥

M=5~_+_3) = Do B Upecet 1,7 RSN L, T A IR &
2 S o1 PGS DG DG |a+:o'

I

] I
S,

O primeiro resultado, evidentemente mais comodo e mais
pritico para os cdlculos, é o da Tdbua.

¢)— Redugdo de e
21

¥l R SR G P § IR T SR R Gl
Fanda)- eyl Mot )' 31 Pz Ixpa IX<a 14 49

_l._'_=(L'_'_).L.

F 1 ' 6 ot

e I b VR b L RS T |

3 g Xy By 12 ' B
i [tk ) e,

=? T_(4+:3)3’

M=7+3)‘ Mot ol BCH gl 2

31 <y B DCyXS 15 ' 35
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O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua,

O dltimo nio

deveria ser empregado por ser M =5.

5 2
d)— Reducdo de -

p=173a), a==3), 2

2
.
3

54-1 2 3
M=) ==
f )‘ 2% B35

=)

B F 3 R L R0 Y ¢
BX5<3 <53 15 g5

E a decomposigio da Tdbua e a unica possivel dentro dos

critérios estabelecidos.

- 2
¢) — Redugdo d ~

ok Mt TN Dt s AR Al e d ik
p=73a), a=q), -'"'—~—) 7" 3xg Ix<g<a I<g<a 18+54'
_.";.L=(_ ﬂ)i
i 9’
a1 1 IN
o g (E+ls)3
" 0 R m NS g o
e i ) 27 <o <5 TGS 15 .35'
M_aﬁ) Ao ar  axb bl bt
2 S 37 g IH<g<b Ixo<b 18 54
O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua. O segundo,
correspondente a M =5, néio deve ser usado.
2
f)— Redugdo de 73—
] i = Ty G S 1958 el
p=3a), amun), M="="") 3= 3u1 31 311X n+ﬁﬁ
e T e T )
3 ( 6/11’
41y a__ 3 26 1t+_|_ SRR S
- )'ﬁ It 3116 3>X11<6 8+|98'
-5 r=(5t+a)s
G PR i NEARS Sk

A 1|—',—'5) 3R
- n_ﬂ £] o

IXi11X7 3Xux7 a1’ 37
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O primeiro desenvolvimento é o da Tabua. O dltimo,
correspondente a M==7, nio deve ser usado,

3 2
g) — Redugdo de 5

5 N oy Tl TR TR L I O N
gt B e - )’35 <7 573 5¢><3 w105’

MﬁF_*H) et e B IR T T e ol s
2 S 35 X7 <D<y <p<4 20 ' 140

M-zﬁ) S Sin USRS R VYT
a S 35 BX7 ExgX6 5<y><6 o' g

O ultimo desenvolvimento é o da Tdbua, como jd se viu.

h) — Redugdo de %.—

pmia), am13), _3—|~t)’ 3 3 2>413 341 ’i:_j+l

2 39 B<i3 Ixidx<a | B<iiea 78’

2 1 1 1\ 1,
s ot e 0 1

M_:B—]—:) 3 e gy 13y _:+_: >
" 39 I3 3Xudxy <<y a1 o273’

2
T o g <03 BGPB DO<B 24 | 104

-3 4Gt

O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua. O segundo
ndo poderia ser usado por ndo ser M =17, divisor de 12, po-
dendo usar-se M =28, conforme o terceiro desenvolvimento

2 I I I I
que, sob a forma -—-_—-__+E+

que o primeiro.

+—, ¢ menos comodo
£33 a4 312’




8o ASSUCIAQ.}'\O PORTUGUESA PARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

i) — Reducdo de i
¥ 45

pP=73a), a=15), M-;_.?}'} < A MRS bl PP o

2 I 1 1 1
o £y

atli:,

’.f='5+') 2 3' o axB b

4

O primeiro desenvolvimento, muito pritico e comodo, € o
da Tdbua. O ultimo, correspondente a M =g, ndo deve ser
usado. v

Notando-se que a redugdo desta fracgdo se pode fazer em
relagdo aos factores 5 e g da de\.umpor.u;du de 45, poderemos
considerar os desenvolvimentos que seguem:

M’=5:|:.3 r). a g ad S4r o

25 539 5Xg><3 :»><g><4“a; 135°
M_ﬁ-__') § I BTt b MY L. i D Y B
T e 45 5pCg SMGICS  SDCOCS © 35 Ay

MEM). L ST Y R, e ! B i
2

45 52><g 5XgX7 5Xgxx7 35 63

Déstes novos desenvolvimentos, so seria de considerar o
primeiro que reproduz o terceiro da decomposigdo

45 =315,

Os outros dois, com M=5 ¢ M=7, ndo podiam ser
usados.

j) — Reducdo de s
U

s ,_L+_) i A e A Y
RS Ay TR AP BT

E o tinico desenvolvimento possivel, e ¢ o da Tdbua,

B o
45 KI5 Ba<a <2 o + 90’

35 3X15 3<15<B B +560’

w__lflﬁ - a3 oo aXg e 1543 _+_
oAy ) 45 5 a5y B<i<o a7 ' 135
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= 2
k) — Reducdo de T
341 2 3 212 341 1 1
- ] J’l = —_— = = — —
s gl 2 )’ 51 By XKpa Bxagxa 34+ 102’
i ey B oS g TR,
3 17 (: + 6/17’
u_lﬁi).iz S L.« TN L 2 T | 4
3 S 5t By B<ugxg Ixapxg a7
*s,;=l-£.|ﬂ) SN FRRN Tl [ PG | 4, o S L35
2 J 5t 3Bz B<azxio 3x<izXio 3o 170

O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tédbua; corresponde a

regra geral para obter  duma fracgio.

3
O segundo desenvolvimento, correspondente a M =g, nio
; 1 "
deve ser usado, mas, sim, M= m:}aﬂz e <17, que daria
Ao 3 . tXxn _ﬂiﬁi_ L Lt L
5t 3y 3><1?><11 3>(1?>\.n 153
3 1
17 A § g -1 08) 3

menos cémodo que o primeiro.
O terceiro, como regra, ndo deve ser considerado.

I)— Redugdo de

Van t:i}ﬁ'-)‘

55'
p=3ia), a=n), M= k:—')

QU SO 1.t SN L. o SIS T
55 i X3 <3 33 T 165
I X R e T T T
5 11 (3+15 1
. & 226 1T _+-L
55 55X <ai><b <i<6 30 | 330
c Jje® sty s Tl T
R L L
v P TR e e Bl b ey +_
55 <X 5<i<8  <ii<B jo

O segundo desenvolvimento, como j4 foi dito, ¢é o da

Tédbua.
¥
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S
m) — Reducdo de oy

pu 0. LR SR WAALE b e L T e ey 1
Pmidy a=i0h M 3 )‘ 57 3xig 3IHig<a IxXig<a 33+u4'

el

s ) i SR WS L BT L e B B
e } 57 B<ig IPx<ig I<igXio 3o+5?n’

M,,.wﬁ)_ D SO P ot el L b Al TS
2 57 <19 B<ig<ir 3<igXnr 33 ' 209

O primeiro desenvolvimento é o da regra e o da Tdbua.
O terceiro desenvolvimento ndo pode ser considerado pelo
motivo que temos apontado relativo aos factores M. Se na
decomposicdo correspondente ao segundo desenvolvimento,

o .
usdssemos o factor M= 12 que é }?9 e < 19, resultaria

: GG VRPN ¢ RS L 3.0~ N W S S
57 3>19 3>19X12 3>19X1a 36 228 ' 349’
WS LS L ¢ L)_L_i.L
TR 114/ 3 A
& 2
n) — Redugdo de 3

3 2_2><2__3+1._L+

I
—

63 P<ar 3I<a><a P<ara 42 ' 126
SR et LS e Sl R o
s e T (:+G)z|’

PR L ool W UL Wi o] R | L ] TS R
(s SR 63 <ar P << 33 3°

< L o
p=ta) amau, M=2E"),

M_a.-:i:?), ¢ PO PR ., § USRS | S, S I R
2 63 3> Xz 3xarx<ia 36 7 aha
1 1 1 2 I
ﬁ+§'4)"§ 21 3

12 2

O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. O segundo,
que corresponde a M=11, ndo pode ser eonsiderado, de-
vendo servir quando se quiser recorrer ao factor 21, o valor
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; . 2
M = 12, cujo desenvolvimento comparado com o de 27 para

M = 4, dd um desenvolvimento igual a 211 %

E, como 63 é também igual a 7 x< g, poderemos considerar
as seguintes decomposigbes:

=1
252"

Hz_l:u) l- 2 = 2)(& p— I+| =L_{_‘
2 63 9><g g7XoX4 7XXgX4 36

M:-&:l) i 2 -_2?(_5—..“__9__1_1_ . 1 +3l .

63 73Xg 73X9><5 7%9><5 35 313’

M_Biz) LSS MG L IR - o MRS W
2 63 7Xg 7><gX8 7XgxX8 56 72’

dos quais a primeira reproduz o terceiro desenvolvimento cor-
respondente a 3 > 21 e a segunda nido pode ser usada.

0) — Redugdo de % —-

G, & AR YT SRS ING s SIS L TRENSRL o |
pe=ia), aem13), M== ) 65 5313 5X13X3 5Xi13X3 39+E'

S SN L T T
R e (3_+|5)l3’

M,:ﬁ'i’)' G Gl I . WP i, . MU 1 T S
2 65 5313 5237 5Xi3x7 35 ' 4557

M_13i5} e ST e o Bl L e
2 65 5213 5X1Ixg 5Xi1IXg 45

1
oL

385

() primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. Os outros
dois ndo podem ser considerados, pois ¢ M=7 e M=g. No
segundo, recorrendo a M =8, resultaria

2 RO F 4 SR £ Ly ot L ot AR 1 1

65 S5><13 53X13X8 5><13>X8 40 @ 260 520

~GHata)ima
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2
p)— Redugdo de B

o v T ey sy . TR D T e T 1
p=3a), a=23), M="—) = ™ i Db 46 18

2 =y 1 N\
33 (?Jfﬁ):a'

IO L oy e SR PR T RN, 2 SRS T
-"_)' 69 323 3xad<ia P<aP<ia 36 ' 828’

3 1 1 W
o ase g t2+176)3’

MY 2,213 89495 1 p L
v )‘ 6o 3x<aP<i3 3Ix<aB<i3 39 ' 200

O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. O terceiro,
correspondente a M =13, ndo pode ser usado.

= 2
q) — Redugdo de = e

S b B RO i ., T SIS .3
;.vnl'fa). a=15), Mt_-:_} 75

I 1
<25 Gai<a <ai<a 5+i.‘m’
2 1 I o e
=3 w=(rt5)st

AF 25+t), 3= a _axX1) o S

1
75 3xas  3xa5<13  3x<a5xi13 69

+-
MJ5+3) el o d3Ra Loaleed L AT A
iy ' a5 a5 I<a5Xig4 I<al<iy g2 3%

O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. O segundo e
o terceiro ndo podem ser usados. Querendo porém recorrer
ao desenvolvimento correspondente a a = 25, poderemos usar
M = 15, divisor de 6o, e a redugdo dard

2 - i o TR N o 1

75 33<25 35<25><15 3><a25X15 45"':25

Fazendo agora as decomposigbes correspondentes a decom-
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posigdo 75 =>5:< 15 tem-se:

M__S—l—l)‘ Boainie o I o ABNE, b
T 75 5215 5X153K3 S5X15X3 45

M_IS-IH) St s AR MPR L
3 S 75 5315 5Xi5XB 5158 40 ' 6oo'

M_:S-{-S) Ao iAo L B35 I e
2 S 75 5%i5 528X 5Xi5Xi1w o' 15’

-+

I -
225’

Destas redugGes, a terceira, muito simples ¢, como jd se
disse, mas obtida por outra forma, a da Tdbua.

— Reducéo de 2. —
r) educdo -

- - STE Faeiial Liisag el g iyt Ty
p=7a), a=u11), M- z)’ +308'

71 P<0 X pan<g a4
e b e R N
e g (4,'{-13)[|l

141 2 3 __ 3XxX6 _ 11 1 1

2 77 7<ur  P<nx6 ;.-)(n){ﬁ-z;-i-;t_}z'
3 1 i 1y,
her=(etghs

t-.r_"'H') B et mm a PSS LU L TR
: 2 S g7 X pXa<g 7xXuxXg 63 ' o

O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua, O ultimo ndo
pode ser considerado por ser M =o.

§) — Redugdo de 8_21 —
e T el (R TR Ty - B B o Lo
e Mo (o by 2 ) 81 3<ay  3IXap>a  PXa<a 54+|6‘:'
RIS RN B A TR
3 5_(2+6 ay!
i 1\ 1 T G
(:_8“!_5 T 9 3?
M.na;:-]—:) 2. ‘8 _ cadig g3l G o
2 ) 81 <y Pap<ig a4 43 udg’

WL = . ) G RS 1. 4 o G L T ) SR N
M ) i By Bapas  Pap<s s s
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O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. O segundo,
conforme as regras relativas aos valores M, ndo podia ser
usado. Como € também 81 =g x g, poderiamos ensaiar

ng-{—t)’ RO UESRRITT 5 SR o ol e 1
- 2 81 oo 9g><gXX}$ 9><g><5—45+$3’

que, correspondendo a M =5, ndo pode ser consideradc.
1)— Redugdo de gz. —

af e et TR EPLE b o3 AR o LR S
p=3a), a=1y), M:-—;—— 85 <y Bapd Bapd 5|+-355'

=5 srlita)y

ﬂtz-i-: SRR, SRR N - 4 R | o SN ] D
i )’ 85 iy BXip<g 5xip<g 4.5+765'

M7 2 2 axXu _ 1745
2

I
8~ <1y S<ap<n | S<ap<in =R 187

O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. Ao segundo
desenvolvimento, conforme as regras enunciadas, deve subs-
tituir-se

L rre s _‘7+4+3_l+L+L
85 5317 5Xi7>Xia 5Xag>Xia 6o ' 252 ' 340

I W g, e e
1z+51+l58)5 17§

O terceiro ndo pode também ser usado.

u) — Redugdo de % s
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O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. Como temos
dito, o terceiro, que corresponde a M= 16, ndo podia ser
usado, e o segundo, s6 como excepgdo. Recorrendoa M =24

queé}?c{:g, resulta
I MR LIRS LR T L T S R R B
87 3329 3IX<a9><a4 3x<a29>< 24 72 ' 174 ' 522 ' 696’

1 [} 1 [} 1 2 1
gl R R et

e 2
») — Reducdo de R

-?+I ,1.:- 3 = 2;‘{_[ — ?+I -'L L
p=7ja), a=13), M 2 )’ g1 7o<i3 iy <aig 5’+3'ﬁ4'

2 1 bl G, 1

s 7 13 (_4+ﬁ);§’
M_|3-|-:) TRV T W MG SOEN F Loyl =L+_l_
3 S g1 203 g A<y 49 ' 6377

\r='3+’?) e SRR P UL SR S A
: gt a3 pKa3xie Pa3<ie 0 | 130

O ultimo desenvolvimento, muito simples, é o da Tédbua:
e €, como dissémos, o unico caso adoptado de decomposi¢éo,
em que figura um factor M menor que 12, que ndo é divisor
déste numero, mas de 6o. O segundo ndo pode ser conside-
rado, tendo, no caso de se querer fazer a decomposigdo recor-
rendo ao factor a=13, de recorrer ao valor M =8, que dard

g1 72<13 73138 138

1 1 5 U anal
=(Ftatmh =3

I 1 |
“E+§—+?Ta,

2
T
x) — Reducdo de % —
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O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua. O segundo e
o terceiro nio podem ser usados.

Ao segundo desenvolvimento, de acrdo com as regras re-
lativas aos factores, poderemos substituir

P TR e AR S T e _E__{___L
93 3IX3t 5X3ixaw 3IX3I1Xao 6o 372 ' 465

oy e e il B B e b S
—(au+|:4+|55)3 $an- 13"

2
¥)— Reducdo de g

0 et TR o Ml L TR e S AT
g5 S<ig 5X<igK3  X<ig<3 57 ' 285
S Wy S LR
5 lg_"(3+15)lg’
M 1g+:) I TSN T RO | L —_l_+.-'—-
TETIT) g5 B<ig  B<igXio 5<ig<io 5o ' gSo’

M-lg"}_) -?—ﬂ 2 = ZXI? — l9+5 -l. L
2 ) o5 5xig <ig<iz 5Xig<ia  Go ' 228

34
o 5"}: a=1g), M-T)u

De acérdo com as regras que tém sido expostas, o segundo
desenvolvimento ndo deve, como regra, ser considerado. O
terceiro desenvolvimento ¢ simples e mais comodo que o pri-
meiro; com a forma, talvez posterior, de decomposigdo

S s ML G R L e h
95 5><1g><12 5>i19g>X12 6o ' 380 ' 570
1 1 B e

E+7—6+u4) 5 19 5’

obtem-se o resultado da Tdbua.
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Déstes desenvolvimentos, s6 o primeiro pode ser conside-

-’ s 2 -
rado; é o da regra geral relativa aos T duma fracgdo e o da

Tdbua. Ainda poderdo ser estudadas as decomposigdes rela-
tivas a g9 =0 > 11, COMO segue:

M@kt wd i aX ol ot et
2 ) 9X11 g5 g>X11X5 55 495
M—-_.._“+_l)| e R = 2 X6 =_”'_:I:._-..l =..!.+_I_
s ok 1y g9 9x<i1 gXnxX6 gXnx6 34 504"

Mgﬁ"+9) TN R v T SR L T S A O T
2 90 9X11 gxX1xiwo gxXuxXiwo g ' 1o

dhs quais a primeira, correspondente a M =5, nio pode ser
considerada, e a segunda que corresponde ao valor achado

para 99 =23 x 33, no caso M= “_sz_“;“ ndio apresenta vantagens

prdtizas sobre a que foi adoptada na Tédbua, ao contrério da
tltima que parece preferivel nos cdlculos; o que levou P, Tan-
nery, a proposito do exame déste caso e do da decomposigio

2 o
de 35’ expressa na relagdo

2 1 1

—_—

Sh o T ael
decomposighes estas obtidas em condigGes idénticas as que

0s EgiPcius empregaram na redugio das fracgoes ,j,i e i, a
dizer (Y): LG5

«Elas correspondem a férmula A e + , CUja
g ptqg ptyq
A i
aplicagdo sistemdtica teria_permitido satisfazer, em certos
casos, o desideratum dos é{ipcios mais completamente do
que o desenvolvimento da Tdbua. »

(o e
O exame das decomposigbes das fracgbes —, no caso em

que p ¢ um numrero composto que, em detalhe, apresentdmos,
mostra, como foi dito, que na Tdbua de Ahmes se compreen-
dem, em regra, os desenvolvimentos mais favordveis para os
cdlculos. E, sendo certo, evidentemente, que os El:gipcios

(1) P. Tannery, ob. cit, t. 2.% pdg. 146.
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desconheciam a regra geral, expressa na formula de Tannery,
e N
devendo ter chegado as decomposiges 35 © o7 que se com
preendem nessa férmula, pelo critério simples e geral que
= e !
expus para todas as fracgdes —, de multiplicar os dois termos
desta fracgdo por determinad‘gs factores M, que, no caso de
a+tb : A,
ser p=gab, podem ter o valor S devendo porém elimi-

nar-se déstes factores os que ndo forem divisores de 12, mul-
tiplos déste nimero, ou givisores de 6o, resulta verificar-se,
como vimos, que a decomposigio a que corresponde a férmula
de Tannery ndo é aplicdvel as fracgoes

2 2 2 2 2 2 2

- A ol L e | - el S
E,;’B,E’B,E‘E,E’Q#E,E,Fa.

g nicly 2 2 "
isto ¢, a0 maior numero das fracgbes 2B podendo aplicar-se

AT SO :
as fracgoes —¢ ¢ — apenas quando consideremos os seus de-

nominadores, ndo sob a forma geral de multiplos simples de 3,
mas sob a forma especial 75 =515, gg=9>11. No caso

e ., :
das outras fracgoes 5 38 redugdes mostram, em geral, o justo

_ critério do emprégo dos desenvolvimentos da Tdbua de Ahmes.

VIl

Se examinarmos agora as outras decomposi¢Ses em frac-
¢Oes elementares que se encontram nas Quesldes heronianas
nos caFitulos 11 e seguintes, vemos que, quando o numerador
¢ igual a uma soma de divisores do denominador, se fazem
simplesmente as redugées, mantendo, tanto quanto possivel, o
rincipio egipcio de ter os menores denominadores possivel.
e o denominador € um nimero primo, ou se no numerador
ndo se contém uma soma exacta de divisores do denomidador,
faz-se a decomposi¢io, multiplicando ambos os termos da
fracgdo por um numero M conveniente escolhido, de acérdo
com os critérios e regras que julgo terem sido adoptadas no
papiro de Rhind, e que foram jd expostas.

5

Em especial, ] decompbe-se também, usando os desen-
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f 2 g YR A
volvimentos — da Tédbua egipcia e juntando aos resultados a

S ad ; $oo,
fracgdo 7 pars 4 quando os denominadores de — sdo pa-

g 2
res, usa-sa, por vezes, a redugdo correspondente a 2 x 1 elc.;

idénticamente se procede para outras decomposigGes.

Do capitulo u E as Questées heronianas destacamos as frac-
¢Oes que seguem, indicando o processo simples da sua decom-
posigdo:

a) 3 _3xa -l X, I A o T ST ST
§ Sa Da 3 w5 »a 3x3 3 10
o e

b ==ty

B _‘g_-g_i_:-:«%%; s G
T

2 e e a4

1) _(5__6>(:_|1i|__£_+_!_-;

F 1n>xa 1> 3 22

g 2=bEdoag,

o8
4
2 1 1 U P PR S
h) %"‘Xﬁ‘”('g'l‘;'l'—)— ARl

104 4. 3 5
i S R W TR o T i R G g o
) 14 14 ?+r4’ 14 14><3 142 :+4+:3’
11 2 1 e
N 8 18 _-T-'_?’

k iﬁg—xzz——-t—s l-_'_..
) 20 20%>2 2033 8

R PRt RN - R GRS T 1 L, I T B R o

at 3Xa 213 6 ' 14’ 3 21 L AL
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B _ 8>4 a55la 1 1 1 16 8 1 1 1
— = = — —_— —_— — = - — s— b ¥
W es Ay ashey iy +m+50 L e T + m+=5’

g o 2 ol 0 ik
7.9 8.
Ly g3 X = SR SN

A0 o it

23_22+41 _ 2, 1,
9 3=~ —3t3

19, _19><3 3541547, 1 , 1 4 2,
) R BE3 37T

i L ) L o L o2 O S N
» 2+10+50'

50 50

1 1 2 1 2 1 1 T,

51 51 3 103’

) E_;_ii;fﬂ.,%.}.%_ki;

8
§ A B e sty A
o+ A

2507

log __102><3 1354504a54-5ad0_ 1 1,1, 1 1
'2_+ 5 + m+ 50+ 5

125 125<a 122 ><5 125

x)

o 163 _uafdafubtatr 2 10 0y 2
¥) 3+?+'4+| +

224 224 i3 ' 234

ia2844-4743 8 1 11 8
W 224 n+8+|6+3:+|u’
@00, 03 L3 ambt S0 s 3 S L p R At
_’144-224 7 ¥ 224 ?><3+lt2+214=. 3 +3t+:tz+n4'

Também nos capitulos u1 e 1v das Questdes heronianas se
encontram reducdes que convém considerar, pois que os poli-
nomios do desenvolvimento apresentam termos negauvos.
Néo obstante, como se observa, os processos de decomposigio
ndo sé ndo apresentam a menor complicagdo mas, ao con-
trério, sdo bastante simples, como se verifica nos seguintes
exemplos:

o % ey GRS G | qelEnl
) 51 51 B Thae | 18’
285 2853 _gBit7143

1 1 Lf i
781 781<3  781><3 "3"+§§+i§3’
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659 _ @—4741

1 1 i
2820 2820 4 3_0+E;0’
6886 _ 6886><2 __ 13772 _ = 5308 _ e __63go — 1065 47142
go85 03852<2 19170 19170 19170

1 1 1 i
bty g YT

Estes e outros exemplos que poderiam ser apresentados,
mostram, como na logistica grega se procedia a decomposigéo
em fracg¢Ges elementares, por processos simples, inteiramente
de acérdo com o método egipcio, embora com as modifica-
¢bes atinentes a cada caso especial tratado, ndo sendo ne-
cessdria especial habilidade de cdlculo (*) para proceder as
transformagdes necessdrias que, como temos visto, decorrem
logicamente e com téda a facilidade; havendo, em meu en-
tender, como atrds ficou dito, vantagem em adoptar, em certas
questdes, o sistema mixto do emprégo de fracgSes da forma
moderna e sua decomposigido em fracg¢des elementares, como
se faz nos cdlculos da colecgdo heroniana e de acbrdo com a
tradigio grega, mantida pelos bizantinos, através dos séculos.

(1) A proposito da decomposigio da fracgio It‘:;_?;%' qué se encontra no
apiro de Akhmin e que o distinto professor Gino Loria apresenta sob a

orma
250 %413 90 L 0 I B
babo G400 bybo ' Ggoo B3 | G40
68 [ ] i 1 1
tantue—8ts T

diz o mesmo sdbio erudito (Le sc. es. nell’Antica Grecia, Milano, 2.0 ed,,
pég. 777): = A simples inspecgiio desta série de transformagGes faz ver
que, para aplicar éste processo, é necessdria uma ndo vulgar habilidade
calculadora »,

Neste exemplo, no entanto, a decomposigio de 6460 em factores pri-
mos ¢ a formagdo dos seus divisores 4, 5, 17, 19, 20, 68, 76, 85, g5 menores
que 3239, mostra facilmente o caminho a seguir, inteiramente de acérdo
com os principios simples de decomposigio expostos

e
85

e WO e o ok RO SR S
i - CATEYS

-

Galo




LIGACAO DA DIVISIBILIDADE
COM AS DIZIMAS

POR

CARLOS EUGENIO ALVARES PEREIRA

A proposito da resplugio dum problema de Aritmética
racional de Azevedo Albuquerque, encontrei uma propriedade
dos nimeros, muito interessante, que estabelece a ligagdo in-
tima entre a divisibilidade e as dizimas.

O problema a que me refiro, é o seguinte: achar um mul-
tiplo de 7 formado sdbmente pelo algarismo 9. (Converte-se em
dizima uma fracgdio de denominador 7).

. y S : o
Com efeito reduzindo a fracgdo — a dizima, a fracgdo ge-

netriz desta dizima é 518-531

Invertendo a fracgdo vem

999999 _
142857
e portanto

999999 =7 > 142857 =m. 7.

Resolvido o problema, procurei relacionar o processo se-
guido para achar a divisibilidade dum nimero por qualquer
divisor, com éste caso particular dum nuimero forgosamente
divisivel por 7; e assim, reparando que os restos das suces-
sivas poténcias de 10 por 7 se reproduzem periddicamente e
sdo 1, 3, 2, 6, 4, 5, ¢ decompondo o mimero 099 em uni-
dades de diferentes ordens, teremos:

099909 =0 > 105+ g < 10* -} g< 104 g =< 108+ g <1040
=9x(7+3)+9x(7+4)+9x(74+6)+9x(7+2)+
+9%(7+3)+9=7+9x(B+4+6+2+3+1)

=M. 7.
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Fica assim demonstrada a divisibilidade por 7 ndo s6 dos
nimeros constituidos por seis algarismos iguais a g, como
de todos os numeros constituidos por um nimero de algaris-
mos iguais a g, multiplo de 6, visto os restos das sucessivas
poténcias de 10 se reproduzirem periddicamente, e portanto a
sua soma ser periddicamente multipla de 7.

Com efeito,

099999999999 = m. 7+ 0 x 42 =m. 7.

E agora ¢ notério que todos os mimeros constituidos por
seis algarismos iguais ou multiplo de seis algarismos iguais
sdo divisiveis por 7; assim, se o mimero f3sse 111111, 0 mesmo
raciocinio levar-me-ia 2 mesma conclusio:

ittt =10+ o'+ 108+ 10?2410+ 1
=(m. 7+35)+(m. 7+4)4-(m. 74+6)+(m. 74+2)+(m. 743)4-1
=m. 7+G+4+6+243+1)
=m. 7421
-=m. 7.

Procurando investigar se a periodicidade dos restos arras-
tava a divisibilidade dos numeros constituidos por algarismos

. . . - 1 i .
iguais, reduzi a fraccdo — a dizima e obtive um periodo de

13 0?5923

seis algarismos, cuja fracgdo genetriz é ——=— e portanto

999%9— 13 (multiplo de 13) ou g (111111)=m. 13,

como se um numero divide um produto, e é primo com
um dos factores, divide o outro, segue-se que 13, divide 111111
e portanto todos os nimeros constituidos por seis ou multiplo
de seis algarismos iguais.

Deixando, porém, éste caso particular dum numero for-
mado por seis ou multiplo de seis algarismos iguais e repre-
sentando por # o numero cujo reciproco gera a dizima o,
(abcdefg) o que corresponde a fracgdo genetriz ot/ |
mos 1 _ abedejy d’onde =1; € como ga =Q x

n 0009999 9999999 = n; 9999999 =9

> ITILIIT Serd gx11ltiti=n e para todo o nimero n primo
com g serd 111111t =m, n. Ora como todo o nimero primo
com g € primo com 3, visto que g=3? e, como todo o nimero
primo com uma poténcia é primo com a sua base, podemos

tere-
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concluir, generalizando a investigagio, que fodos os niimeros
primos com 3 cujos reciprocos gerem digimas periddicas sim-
ples, sdo divisores dos mimeros constituidos por um mimero
de algarismos iguais ao nimero de algarismos do periodo.

Osservaghko. — Os niimeros que ndo forem primos com 3,
cujos reciprocos gerem dizimas periodicas simples, sdo divi-
sores dos numeros constituidos por tantos algarismos, iguais
a g, qnantos forem os algarismos do periodo.

Reduzindo 75 @ dizima, obtém-se uma dizima periédica
I

mixta, com efeito .—gno,o(2857t4), cuja fracgdo genmetriz ¢é
28571
-g#epnnanmggggggo=m.35 € Como g9gYgYo=0><1111110
e)'fE; ¢ primo com g segue-se que divide 1111110,

Deixando &ste caso particular e representando por m um
niimero cujo reciproco gera a dizima o,0l(m) e cuja fracgiio
generatriz ¢

9l+m
9oo °
teremos
:_agf—}—m
My goo
donde
goo=mny (9l +m)
Qo0 =m, M
e como
Q00 == >< 100
serd

03 100 =Mm. M
e para todo o nimero my primo com g e portanto com 3, serd
100 =M. M.
Em geral todos os mimeros primos com 3 cujos reciprocos

geram dizimas periodicas mixtas, sdo divisores dos nimeros
constituidos por mimero de algarismos iguais ao mimero dos
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algarismos do periodo, seguido de tantos geros, quantos forem
os aNIgar:'smos do ante-periodo.

otando que os critérios de divisibilidade pelos divisores
de 10"—1 e de 10"+ 1, jd investigados, convergem nos nu-
meros constituidos por algarismos iguais, quando o numero
dos seus algarismos for multiplo de dois e de trés, pois que
sdo divisiveis por 11, 33, 99, quando a soma dos seus grupos
de dois algarismos for divisivel por 11, 33, gg, e por 111,
333, 999, quando a soma dos seus grupos de trés algarismos
o for, e ainda sdo divisiveis por o1, quando o excesso da
soma dos seus grupos de dois algarismos de ordem impar
sobre o dos seus grupos de ordem par o for; recordando que
sao periddicamente divisiveis, por 3, 7, o, 11, 13, 27, 37, r,
91, 143, 1001, quando sdo constituidos por seis ou multipio
de seis algarismos iguais, visto que o excesso da soma dos
seus grupos de trés algarismos de ordem impar sdbre o dos
grupos de trés algarismos de ordem par € divisivel por aqueles
numeros; fica justificada pela investigagdo dos caracteres de
divisibilidade dos nimeros constituidos por algarismos iguais
a conexdo da divisibilidade daqueles nimeros com as dizimas
periodicas.

Para os nimeros que ndo sdo constituidos por um grupo
de algarismos iguais multiplo de dois e de trés, nio conver-
gem aquelas condi¢des de divisibilidade, mas nem por isso é
menos verdadeira a sua divisibilidade pelos numeros cujos re-
ciprocos gerarem dizimas periédicas com o mesmo numero
de algarismos no periodo, ficando assim éste principio mais
genérico, que todos os principios de divisibilidade conhecidos,
visto que o divisor gera todos seus multiplos naturais e pe-
riodicos.

CoroLirio. — Todo o mimere N primo com 2, 3 e 5 di-
vide um mimero infinito de nimeros da série 11, 111, 1111,
Y1 b

Se o primeiro niimero que divide tem i a:;garr'mos, 0S8 ou-
tros tém um niimero de algarismos miltiplo dei. O mimero i
¢ igual ao pertodo na reducdo de % a digima.

-
» *

Estabelecendo como principio que os niimeros constituidos
por algarismos iguais sdo bases de divisibilidade, podemos

7
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simplificar, em certos casos, a decomposigdo dum numero em
factores primos, pela aplicagio da seguinte regra:

Para decompor um ntmero em factores primos, redus-se
o seu reciproco a dizima (supondo que o nimero ndo admite
os divisores 2 e 5) e suprimem-se os faclores primos cujo pro-
duto forma o valor absoluto do periodo, no nimero consti-
tuido por tantos noves quantos forem os algarismos do periodo.

Exemplifiquemos: se quisermos a decomposigio em fac-

1

tores primos do mumero 15873, reduz-se a fracgdo g3 @
z L 099999 _ 158?3
fracgdio genetriz ¢ ey e portanto === =1587J ou

= 15873 < 63 mas ggggog =373 11 13x37 ¢ como
63 =32x7
15873 =3 > 1113 %< 37.
Torna-se, pois, conveniente para poder aplicar esta regra,
conhecer a decomposicio em factores primos dos nuimeros

constituidos por algarismos iguais a g e fazer uma pequena
tabela:

999 =33 37
0009 = 32>< 11 < 101
09999 = 3% >< 41 > 271
000999 =33 <7< 11 13 %37
0099999 = 3 > 239 > 4649
99999999 = 32 < 11 < 73 > 101 < 137
000999999 = 3* < 37 x 333667
0999999999 = 3¥ X 11 > 41 < 271 X 9091
6999999099009 = 33 > 73< 11 < 13 < 37 x 101 < 9goI

e O T O s i OB P D ol i U i

ERINE e e s T S R et T el T e R R e BN S e L

Desde o inicio desta investigagio que os niimeros consti-
tufdos por algarismos iguais nos aparecem como numeros ba-
lizas da divisibilidade, mas s6 agora se utilizou praticamente




LIG H".ﬁ-ﬂ DA DIVISIBILIDADE COM AS DIZIMAS 90

a conexdo das dizimas coni a divisibilidade na decomposigdo
dum nimero em factores primos.

A exclusdo dos divisores 2 e 5, para aplicagdo da regra
enunciada, simplifica-a, por o nimero, sem aqueles divisores,
gerar uma dizima periodica simples; e ndo lhe tira a sua ge-
neralidade, pois se os numeros admitirem os divisores 2 e 5,
conta-se com éles na decomposigio em factores primos.

. evidente que conhecendo a decomposigdo em factores
primos dos numeros constituidos por algarismos iguais a nove,
fico conhecendo, pela aplicagdo da regra esmbfﬁecida, a de-
composigdo em factores primos dos seus divisores, o que re-
presenta uma simplificagdo na decomposigio dos numeros em
factores primos, operagido por vezes bastante morosa.

O que pretendo, porém, acentuar ndo € tanto o alcance
prdtico da regra estabelecida, mas a generalizagio do prin-
cipio que estabelece a conexdo das dizimas com a divisibili-
dade e com a decomposigdo em factores primos.



SOBRE O METODO DAS TANGENTES
DE DESCARTES

POR

J. PEDRO TEIXEIRA

Professor na Universidade do Parto

Ficou célebre na histéria das matemdticas o método para
achar as tangentes as curvas, dado por Descartes, em 1637,
na sua Geometria. J4 o glorioso gedmertra e filésofo, quando
o apresentou, déle dizia, no seu estilo inconfundivel, e que
bem exprime o seu orgulho e alegria de o ter encontrado:
«Et j'ose dire que c’est ceci le probleme le plus utile et le plus
général, non seulement que je sache, mais méme que j'aie ja-
mais desiré de savoir en géometrie » ().

Foi o primeiro método da tangente, de cardcter geral, que
veiu a lume, e foi éle quem inaugurou a famosa e ruidosa po-
1émica sdbre tangentes, que teve logar naquele tempo, em que
tomaram parte muitos matemadticos, entre os quais, além de
Descartes: Fermat, Roberval, Pascal, Torricelli, Sluse, Hudde,
Huygens, ¢ o frade Mercenne, que também serviu de inter-
medidrio na troca das ideas, que entiio era epistolar.

Da correspondéncia havida eatre estes matemadticos, inserta
pas obras de Descartes e de Fermat, e largamente citada pelos
historiadores, se depreende que o debate nem sempre correu
com serenidade e compostura, por que alguns dos contendores
se apaixonavam demasiadamente pgas suas conclusGes e eram
desabridos com os que ousavam impugnd-las ou mesmo sod-
mente criticd-las.

Parece que o mais autoritdrio de todos era Descartes e os
mais alvejados pelos seus desprimores eram,Fermat-—o con-

(1) La géometrie de René Descaries, nouvelle édition (Mpccoixxxvi),

dg. 33. O método de Descartes era antes um métedo de normais, que

€le designava déste modo: « Fagon générale pour trouver des lignes droites

&:._li_coupent les lignes courbes données ou leurs contingents & angles
olts »,
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selheiro de Tolosa — como Descartes as vezes lhe chamava,
decerto, com propésitos desdenhosos, e Roberval, o Rob, por
que também eram estes os que mais vivamente o contrariavam.

A irritagdo de Descartes, com as criticas aos seus escritos,
transparece em muitas passagens da polémica, sendo bastante
curiosa esta, que figura em cartas a Beaune e Mercenne (1):
«Ma géometrie est comme elle doit étre pour empécher que
le Rob et ses semblables n’en puissent médir, sen que cela
tourne a leur confusion; car ils ne sont pas capables de I’en-
tendre, et j'ai composée ainsi tout a dessein, en y omettant ce
que était le plus facil et n’y mettant que les choses qui en ve-
laient le plus la peine. Mais je vous avoue que, sen la consi-
deration de ces esprits malins, je I"aurai rendue beaucoup plus
claire, ce que je farai peut-étre encore quelque jour, sije vois
que ces monstres soient assez vaincus ou abaissés» !

Mas éles ndio se renderam e Descartes morria dois anos
depois desta singular declaragdo, ficando a sua Geometria com
a Forma desordenada, concisa e por vezes enigmitica, que éle
propositadamente lhe imprimiu.

Alguns matemdticos, como Beaune, Shooten ¢ Hudde, pro-
curaram depois esclarecer esta obra; mas a respeito do mé-
todo das tangentes, que ela encerra, apenas o professor de
Leyde o experimentou na conchoide de gicomedes e o burgo-
mestre de Amsterdam propés um método para facilitar a sua
execuglo, sem nada adiantarem sdbre a sua esséncia.

Durante a contenda, os adversdrios de Descartes tinham
notado que o método era impotente para as curvas transcen-
dentes; mas ndo consta da correspondéncia da polémica ou
doutra parte, que duvidassem da sua eficdcia nas curvas algé-
bricas (*), embora recohhecessem que era bastante laborioso.
Também posteriormente nada se tem dito a éste respeito, que
seja do meu conhecimento, e o método figura nos escritos dos
historiadores antigos, e ainda nos dos modernos, e em outras
publicacdes que a éle se referem, com a categoria de geral,
que Descartes lhe atribuiu.

Num interessante e erudito trabalho intitulado Teoria das
tangentes, antes da invengdo do Calculo diferencial, historia
e critica o sr. dr. Anibal Scipido Gomes de Carvalho com
grande copia de informagdes e argumentos, os métodos das
tangentes que tém sido dados, desde a antiguidade, ¢ foi a sua
leitura que chamou a minha atencdo para éste assunto.

Achando esquisitas a natureza e contextura do método de
Descartes, tive a curiosidade de o experimentar em alguns

() Vid. Leon Brunschvicg, La philosophie mathematigue.
(*) Jean Bernoulli, Opera Omma, tom. 1, pig. 73.
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problemas, que logo deram razdo as minhas suspeitas de que
0 método, tomado a letra, nem sequer as conicas devia dar
as tangentes em geral; e que, se Descartes obteve por meio
déle as tangentes a estas curvas, & sua pardbola e as suas
ovais, e Shooten, a conchoide dos antigos, deveram estes éxitos
as posigbes especiais em que colocaram essas curvas em re-
lagdo ao eixos coordenados (V).

S@o alguns désses problemas que vou referir, sem pre-
tender com isso que o método se modifique ou esclarega, por
que ndo poderia rivalizar com os seus ultimos descendentes, e
também porque foi como estd escrito e talvez por ter sido
assim pdsto, que éle exerceu a sua acgdo no progresso da
matematica, abrindo mesmo na histéria desta sciéncia uma
época das mais fecundas e brilhantes; mas para rememcrar e
notar a impropriedade com que foi apelidado éste facto da
historia, que Descartes tanto desejou saber, e que tipha na
conta_das melhores manifestagbes do seu engenho. E uma
reliquia do célebre inventor da Geometria analitica, em que se
ndo deve tocar, e que eu aqui reproduzo, como éle entendeu
escrevé-la, mas traduzida e em linguagem moderna:

Seja f(x, ¥)=o0 a equagdo duma curva e C(a, b) um de
seus pontos, onde queremos achar a tangente. Tomemos um
ponto P (», o) sdbre o ¢ixo das abscissas para centro dum cir-
culo, que passe pelo ponto C e seja PC=s o seu raio. A
equagio déste circulo e:

(x =1+ pr=s
e a equagio

(1) (% Ve—(x—2)) =0

tem a raiz a e também a raiz a' correspondente a outro ponto
C', onde o circulo corte também a curva. Fazendo variar
» e s de modo que o ponto €' caminhe para C e venha a con-
fundir-se com éste ponto, a equagdo (1) deve ter entdo a como
raiz dupla e PC deve ser entdo normal a curva, Os valores
de » e s que obrigam (1) a ter a raiz dupla a determinam-se
do seguinte modo.

(1) Descartes disse depois de fazer estas aplicagdes, onde nio levava
o cdlculo até ao fim: « Et je ne voir rien qui empéche qu'on n'étende ce
probléme en méme fagon & toutes les lignes courbes qui tdmbent sous
quelque calcul géometrique». Devo notar que Descartes tinha dum mé-
todo geral das tangentes a mesma idea que ‘lmje temos, isto é, que é um
método independente dus propriedades especificas das curvas e dos eixos
a que se refiram.
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Dé-se a (1) a forma inteira
a4t g x4 ...t am=0
e considere-se depois a igualdade

Xxm + P P —{—d,.‘\’.‘“"'?-l- i _+._
+ am = (x —ap (x™ 2+ b x" 3+ hxm+...)

e aplique-se-lhe o método dos coeficientes indeterminados.
Obtemos assim um sistema de m equagbes com as m inco-
gnitas 2, s, by, b, ..., que determina s e » (').
Apliquemos o método a estes problemas:
1.° Seja achar a tangente a elipse

2x2+y*—3=0
no ponto M (1,1).
Segundo o método, temos de eliminar y entre esta equagio
e a do circulo (x—#)*+y2=s* e dar-lhe a forma inteira.
Pondo, para simplificar a escrita, 2 =§*—27, obtemos a equagdo
final
x*t2vx+t—3=o0

e devemos determinar » e ¢ pela condigdo desta equagdo ter
a unidade como raiz dupla e para isso devemos por:

xtt2rvx+t—3=(x—1p

e aplicar o método dos coeficientes indeterminados, o que dd
o sistema
t=4, 2v+2=0

que tem a solugdo
=4, v=—1I1

O método resolve neste caso o problema, o que pode ve-
rificar-se pelo cdlculo diferencial, procurando a equagio da
normal e achando depois o ponto onde ela corta o eixo das
abscissas.

(1) A escolha do circulo leva-nos a crér que nesta altura ainda nio
era conhecida a equagiio da recta, que parece ter sido dada por Fermat ou
se o era, Descartes niao quis usd-la, talvez por ser da invengéo daquele
gedmetra...
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2.° Seja ainda achar a tangente a elipse

2x°4+p’+4x+2y=0
no ponto (o, o).
Executando 0 método como precedentemente, chegamos &
equagdo final:
XMt24+20) 0 +H[(4+20P 4264 2] +
+[2t(44+20)—8p]x+ P —4t=0

e depois ao sistema

PP—4gt=o0, 2¢(442¢)—8r=0
que tem as duas solugdes

t=0, r=o; l=4, r=—4.

A primeira ndo resolve problema nenhum: e a segunda d4
a tangente, ndo no ponto considerado, mas no ponto (o, —2).
3.° Seja ainda também achar a tangente a elipse

3x’+3y’—2xj'—6=-0

no ponto (V2, 0).
ara simplificar o cdlculo, escrevamos agora a equagio do
circulo de Descartes sob a forma:

(r—rp4ar=s

sendo » a ordenada do ponto onde a normal corta o eixo
dos yy. Conservando as outras notag6es, e fazendo os mesmos
raciocinios, chegamos a equagdo final

47 =8vy 4 (36— 41) 2+ (36wt — 32 v)y+9—36t+36=0
e obtemos o sistema
9i*—361436=o0, ort—720r=0

que € indeterminado. .

De modo que o método resolve o problema no primeiro
caso; ndo o resolve no segundo, e dd-o como indeterminado no
terceiro.

Devemos notar que nos trés casos a elipse ¢ a mesma e o
ponto escolhido para ponto de tangéncia ¢ também o mesmo.
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A segunda equagdo ¢ a transformada da primeira, quando
a origem das coordenadas se transporta para o ponto M; e a
terceira, quando aos eixos se dd uma rotagdo de 45°.

E para notar, por ser imprevisto, por o ponto M ser ordi-
ndrio, que o método, no terceiro caso, determina o roblema,
se calcularmos » e ¢ pela condigdo da equagio ﬁnalD ter a or-
denada do ponto de tangéncia como raiz tripla; porque entio
aquéle sistema temos a acrescentar a equagdo

6r—ygt=o0
e o sistema assim formado tem as solugbes

Va Va

=2, ]'J'-'E-l—i"; fe=2, Pume— __

3

entre as quais estd a solugdo do i;lroblg.-ma proposto, mas sem
que o metodo de Descartes nos habilite a assinar qual délas
seja.

E ¢ certo que podemos imaginar inimeros problemas a
respeito da elipse e também a respeito de outras conicas e de
outras curvas, onde o método assim se pode apresentar.

Sem outros raciocinios, creio poder concluir-se que 0o método
das tangentes de Descartes, que os antigos j4 tinham excluido
das curvas transcendentes, também para as curvas algébricas
ndo se pode considerar como método geral. ;Mas enganar-
-se-ia 0 gedmetra na classificagdo do método, como 0 escre-
veu, ou teria na mente uma outra concepgdo, que assim ex-

rimiu, em obediéncia ao critério exarado nas citadas cartas a
aune e Mercenne, para confusdo de Rob e seus semelhantes?
Também se poéde conjecturar que esta qualificagdo fosse um
dos ardis, que as vezes tecia, para experimentar os outros
matemdticos.

Seja, porém, como for, é certo que esta produgdo de Des-
cartes provocou o aparecimzanto de muitos outros métodos de
tangentes, e talvez assim ndo sucedesse, se éle tivesse pdsto o
problema em termos precisos ¢ em harmonia com os recursos
do seu tempo.

E o matemitico sublime, sempre primoroso no teu trato,
menos com os seus adversdrios na sciéncia, com quem che-
gava mesmo a ser injusto e cruel (), voluntdria ou involunta-

(') =Parece impossivel que as autoridades deixem andar a sélta na
rua esta criatura, como se [Gsse um animal racionals, disse elle um dia a
respeito de Fermat.
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riamente, escreveu aqui direito por linhas tortas, por que nos
métodos provocados, embora também faliveis, existia, menos
velado do que no seu, o embrido do cdlculo diferencial, que
depois ai foi descoberto.

E podemos dizer que éste cdlculo, bem forte e decidido,
tem antepassados bem fracos e hesitantes que, mesmo assim,
tém sido evocados pelos que tem querido que a Franga caiba
a gléria da sua descoberta.

Mas éle obedeceu as leis que sempre se observam na
evolugio das grandes concepgdes: aparecem primeiramente
luzes débeis e vacilantes que pouco a pouco se avolumam e
reunem, até darem o clardo que tudo ilumina, e este ndo €
nenhuma delas, mas sim um somatorio de tédas. E certo que
o cdlculo diferencial foi encontrado na Inglaterra e na Ale-
manha por Newton e Leibnitz; mas talvez assim ndo sucedesse,
e talvez éle ainda hoje niio fésse conhecido, se ndo fosse esta
arecipitagdo ou esta travessura do francés René Descartes.

Com uma ou outra destas acendalhas, éle langou o fogo ao
rastilho, que havia de provocar a explosdo mais luminosa que
a historia das matemdticas regista e cujos fulgores ndo lhe foi
dado contemplar.




SOBRE
O ABAIXAMENTO DAS EQUACOES

POR

J. PEDRO TEIXEIRA

Professor na Universidade do Pdrto

O método conhecido para abaixar o grau das equagdes algé-
bricas, que tém raizes multiplas, ¢ geralmente bastante labo-
rioso, pelas muitas divises de polinémios que ¢ necessdrio efec-
tuar para obter as redugidas, designando assim as equagdes que
tem, como simples, as raizes de todos os graus de multiplici-
dade duma equagdo dada. As mais fasudiosas daquelas di-
vises, sdo as que se destinam a encontrar os m. d. c. que
figuram no método, por causa dos coeficientes elevados que
se introduzem para evitar fracgGes, que ainda mrais morosos
e aborrecidos tornavam os cdlculos.

O problema ¢ por vezes de tal modo complicado, que me
parece cabida qualquer idea que lhe traga alguma simpli-
ficagdo; ¢ € esta a razdo desta nota, onde provo que éle se
resolve com o auxilio dum s6 m. d. ¢., e &s vezes mesmo sem
éle, quando o grau da equagdo ndo exceder o 11.° e, para
equagGes de grau superior, quando tenha de recorrer-se a ou-
tros, éles sio em menor nimero do que no referido método.

Nesta doutrina eu utilizo estes dois teoremas, cuja demons-
tragdo omito, por ser simples:

Se um polinémio do grau 2/m tem raizes exactas do grau m
ou quadrada, elas sdo dadas pelas formulas

1
(I) (x”"-lwa,x”"" +x=azm -1 +_ ___}m=
a' a m—I1
s B e e e
I
(2) (27 4 q, X+ @, X )P -

#_v-\:m_l_ f’.-t""" J.'_b'.'-vm_:—l_ sas +bm:
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onde os coeficientes b se obtém do seguinte modo: O pri-
2 i a 4

meiro, b,, é igual a % A qualquer outro € igual a metade do
coeficiente do termo da mesma ordem no polinémio proposto,
diminuido da soma dos produtos que se obtém multiplicando
o primeiro dos jd achados pelo ultimo, o segundo pelo pendl-
timo, o terceiro pelo antepentiltimo etc., e, quando forem em
numero impar, o médio, por sua metade. Assim

a, 4 B a b
=g ==, bh=2_b, bymt=biby— =2, etc.

Por meio destas férmulas podemos determinar aquelas
raizes, se antecipadamente soubermos que elas existem, ou
verificar a sua existéncia ou ndo existéncia, formando 2 custa
do polinomio dado aqueles segundos membros, elevando os
polinomios assim obtidos as respectivas poténcias e compa-
rando-as com aquele polinémio. Se os coeficientes a,, a, ...
forem inteiros, ¢ sinal da ndo existéncia daquelas raizes o
aparecimento do coeficiente fracciondrio nos segundos mem-
bros daquelas formulas.

Pésto isto, eu considero somente equagdes de coeficientes
inteiros, j4 desembaracados de raizes racionais. Estas equa-
¢Oes ndo podem ter raizes unicas de qualquer grdu de multi-
plicidade e € esta proposigio conhecida que serve de funda-
mento ao que vou dizer.

Para simplificar a linguagem, eu exprimo pela notagio
(aay b8, ...) Dy, a que chamo combinacdo, que uma equagio
f{x)=o0 tem a raizes do grau «, & raizes do grau B etc., e
que Dy, do grau k, é o m. d. c. entre f(x) e /' (x).

Se uma equagdo so tem raizes dum sé grau de multiplici-
dade, m, pelo método cldssico para abaixar o grau, teriamos
pe procurar m m. d. c.; mas se tivéssemos um sinal que indi-
casse aquela circunstdncia, o primeiro nos bastava, e a redu-
zida seria f(x): D=o0, evitando-se assim todo o trabalho ulte-
rior que o método exige.

Se a equagdo tem raizes de dois graus de multiplicidade
sbmente, m e # m>n, por aquele método teriamos de pro-
curar m m. d. c.; mas se disso estivéssemos certos e dos va-
lores de m e n, um somente nos bastava; porque, sendo Xe ¥V
os produtos dos binémios simples correspondentes as raizes
das duas ordens de multiplicidade, teriamos

f(.t’;l =Xm™ }rn, D= Xm—1 Yn—
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¢ daqui se deduz
[f)=t: Dmm Y=

e os resolventes seriam
[(f@mr: D" = ¥—o0
f(x):D: Yw=o.

Se uma equagio s6 tem raizes de trés graus de multiplici-
dade, m n, p que féssem conhecidos, ¢ m>n>p teriamos

f(x)mXmYnZF D=Xmn Y1 Zr=

e por isso
fi ()= [f(x)]*~1: D™= Yt Zmp

e a equagdo f, (x) = o estd no caso precedente, e precisava so
dum outro m. d. c.

Em geral, se uma equagio tiver sbmente raizes de k graus
de muluplicidade conhecidos, o problema do abaixamento re-
solve-se com o auxilio de k—1 m. d. c.

Uma equagdo de grau inferior ao 6.°, admitida a restrigdo
atima posta, ndo pode ter raizes de mais de um grau de mul-
tiplicidade. Com efeito, a menor combinagio de raizes de
dois graus € (2., 2,) D, e ela pertence a uma equagio do
0.° grau.

ma equagdo de grau inferior ao 12.° ndo pode ter raizes
de mais de dois graus de multiplicidade. Com efeito, a menor
combinagdo destas raizes ¢ (23, 2, 2,) Ds e ela pertence a
uma equagdo do 12.°

Do mesmo modo se prova que uma equagdo de grau infe-
rior a 20° ou 30° etc., ndo pode ter raizes de mais de tres
graus ou de quatro etc.

Dada, pois, uma equagio, se alguma coisa nos indicasse a
combinagdo das raizes que ela oferece, o problema do abaixa-
mento podia simplificar-se, e € isto que se contém no seguinte
teorema, que se deduz da andlise das combinagdes que as
equagOes podem apresentar:

(zdgrau de m. d. c. entre f(x) e f'(x) ou ésse grau e outras
qualidades suas, que facilmente se lhe descobrem, determinam
sempre a combinacdo que a equacdo oferece, de entre todas
as possiveis, quando o grau dessa equagdo ndo excede o 13.°

Com efeito:

3.%¢ 5.% graus. As equagGes déstes graus sdo irredutiveis,
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4.° grau. Esta equagdo, se ndo ¢ irredutivel, s6 pode ofe-
recer (2,) D, e a reduzida serd D, =os
Mas aqui € dispensdvel obter D e basta ver por uma das
formulas (1) ou (2) se o primeiro membro é ou ndo quadrado
I

exacto. No caso afirmativo, serd [ f(x)]? =0 a reduzida.
6.° A équagdo déste grau so pode oferecer alguma destas
combinagdes

{:33) D-‘! (2. ""l) D:, (23:] Tt

Se a equagdo tiver tres raizes duplas, D ¢ do terceiro grau
e a reciproca € também verdadeira. O mesmo se diz das
outras. Aqui, pois, o grau de D) ¢ suficiente para caracte-
rizar a combinagio que a equagdo oferece.

Se € a primeira, ¢ D;=o0 a reduzida; se ¢ a segunda, as
resolventes sdo: .

D,=o0, que dd as raizes duplas, e f(x):D,=o0, que dd as

1 1

raizes simples; se ¢ a terceira, a reduzida é D;* =f(x)*=o0
o que se obtém por uma das formulas (1) e (2).

Se o termo independente de f(x) for um quadrado ou um
cubo exacto serd uul examinar se f(x) ¢ um quadrado ou um
cubo exacto pelas citadas férmulas, pois em caso afirmativo
escusado era procurar .

7.° grau. A equagfio déste grau s pode oferecer a com-
binagdo (2., 3,) D. e as reduzidas seriam

D,=0, f(x):Di=o0.

8.° grau. A equacido déste grau sbmente pode oferecer as
combinagdes seguintes:

(4:) D.n (31 2|) D, (22 41) Ds, (23 2,) Dq.'.! (24] Ds.

Se o grau de D ¢ diferente de 4, éle caracteriza a combi-
nagio que a equagio oferece e as reduzidas acham-se como na
equagio do 6.° grau; mas, se ésse grau for 4, éle ¢ insufi-
ciente para isso, pois pode dar-se alguma das combinagGes
(42) D, (23, 2,) D,. :

Mas se D, for um quadrado perfeito, dd-se a segunda; no
caso contrdrio dd-se a primeira. '

Devemos notar que, se uma equagio também fré desem-
baracada dos factores comensurdveis do 2.° grau, ela niio pode
ter duas raizes unicas de qualquer grau de multiplicidade.
Sendo assim, das equagbes até aqui consideradas, somente a
do 6.° e a do 8.° graus podiam ter raizes multiplas; mas entdo
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os seus primeiros membros serdo quadrados perfeitos e a for-
mula (1) resolve o problema, dispensando o trabalho de achar
om,d. c

E também para notar que as equagdes até éste grau
que ndo tenham raizes racionais, se resolvem algebricamente,
quando tenham raizes multiplas.

9. grau. A equagio déste grau s6 pode oferecer estas
combinagées:

(323|) DE? (2: 51) D:! (33) Dt'n (233|) D-i

e quanto ao modo de caracterizar a combinagdo que tem lugar
e a0 modo de achar as reduzidas, tudo ¢ andlogo ao que tem
sido j4 dito.

10.° grau. A equagio déste grau pode ter:

(5!) Ds, (425 21) D41 {3:4|) DJ) (22 61] D,
(234)) Dy (2322) Ds, (2,2, Dsy (25) Ds

Se o grau de D ¢ diferente de 4 e de 6, nada hd a acres-
centar.

Se for 4, poderd bastar o termo independente de 1) para
distinguir qual das duas combinages com D, terd lugar;
quando ndo, a férmula (2) resolve a questdo. Se for 6, se o
termo independente ndo for cubo exacto, fica logo feita a dis-
tingdo entre as duas combinages com Dg; se o for, verifica-se
se Ds é ou ndo cubo exacto pela férmula (1). Se tiver lugar
(2323) Dg, as reduzidas sio:

[f®)]:Da=o0, Di:f(x)=o.
11.° grau. A equagdo déste grau pode ter:
(423:) Dy (325:) Dy (2274) D,, (332,) Ds, (235) Dd-, (24 3:) Ds

e nada aqui aparece que nido tenha jd sido dito quanto ao
modo de caracterizar as combinacdes e de achar as reduzidas.

Até ao 11.° grau, pois, um m. d. c. basta para resolver ¢
problema do abaixamento.

Por uma discussdo semelhante, se veria que m. d. ¢. ¢
entre f(x) e f'(x) caracteriza a combinagdo que oferece uma
equagdo de 12.° ou 13.* graus; mas quando 2s reduzidas, ésse
m. d. ¢. ndo basta na combinagio (232, 2,) Ds da equagio do
12.° grau, e na (232,3,) Ds da equagido do 13." grau.

Para estes casos serd necessdrio recorrer a outro m. d. ¢.,
como jd foi dito.
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. Prosseguindo esta discussdio para equagdes de graus supe-
riores encontram-se casos em que o m. d. c. ndo pode caracte-
rizar a combinagdo que a equagdo oferece. Assim a equagido
do 14.° grau pode oferecer

(63: 27:' DE'I (23: 25 4:) Dﬁj (335 5;' Dﬁ

correspondente a D, e por simples consideragGes sdbre éste
polinémio, ndo as podemos distinguir, quando ndo tenha logar
a ultima.

Mas fora déstes casos, esta ordem de ideas ainda dé re-
sultado.

- .
Apliquemos esta doutrina a alguns exemplos de abaixa-
mento:

Seja a equagdo do 11.° grau
f(x)=x"—13x943 x84 64 x° — 24 20— 15245 72 x1 4
+ 176 28 —36x*—8ox+48=0

que ndo tem raizes racionais.
Encontramos

D=x5—06xt4122x*—8.

No quadro das combinagbes desta equagdo, a I); corres-
pondem (352,) Ds (2,3,) Ds; mas como o termo independente
de D; € um cubo exacto, sem ser um quadrado exacto, é a 2.2
que tem lugar, e as resolventes sio:

VDi=x*—2=0, [(x):Ds:yDg=2x’—3x+3=0.
Seja ainda a equagfo do 12.° grau:
' fx)mx?—3 x4 —325 4 11 X0+ 64— 124°—8,
Encontraremos:

De=x8—2x8—3x14 427+ 4.
No quadro das combinagGes desta equagdo, a D, corress

pondem
(43) Ds, (24 22) Dsy (259 2,) Ds.

Como o termo independente de D) ndo ¢ quarta poténcia
exacta, a terceira ¢ logo excluida; para ver qual das restantes
tem lugar, examina-se pela férmula (2) se D ¢é ou ndo qua-
drado exacto. Verifica-se que sim e a sua raiz € x4 — x?—3,
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E, pois, a primeira que tem lugar, ¢ a equagdo tem as
4 raizes triplas V2, — V2, i, —1i.
Seja ainda também a equagdo do 14.° grau.

flx)=x4—2x243x9— 6254340 —6x4—2x7+2=0.

Encontra-se
Dy=af+42x441.

A &ste grau de D, correspondem na equagio proposta as
combinagbes

(431 2,) Um (239 4a) -Ddr (243 244 21) D,

Como D ¢ o quadrado exacto dum polinémio do 4.° grau
¢ a primeira que tem lugar, e as reduzidas sio

V Dg= x4+ 1=0, f(x):Dj=x?—32.




SOBRE
O DESENVOLVIMENTO DO COS ny

POR

J. PEDRO TEIXEIRA
Professor na Universidade do Pérto

Na Introductio in analysis infinitorum, deu Euler os de-
senvolvimentos de sennyisen» e cosnmw, segundo poténcias
somente de cos», parecendo induzi-los dos valores de senw,
sen 2%, etc. € cosy, cos 2, elc., obtidos pela conhecida lei de
recorréncia, mas sem 0s termos gerais € sem o complemento
necessdrio neste género de raciocinio, nas questdes de mate-
mdtica ().

Labey, naturalmente por ndo achar satisfatéria a demons-
tragdo de Euler, procurou, nas suas apostilhas a tradugdo, que
fez daquela obra, dar por outro modo a demonstragdo das for-
mulas de Euler, mas apenas chegou aos termos que éste geo-
metra tinha posto, e ndo aos termos gerais (?). %auchy tam-
bém se ocupou déste assunto, mas também ndo estabeleceu estes
termos (%). A formula completa, relativa a sennw, foi depois
estabelecida pela comparagdo de duas derivadas de ordem n
da fungfio artg x; mas, quanto a cos.n», presumo que a for-
mula ainda se achava como Euler a deixou, isto é, sem de-
monstragdo satisfatoria.

Encontrei acidentalmente a formula completa em um tra-
balho meu sébre o desenvolvimento do potencial logaritmico
em série de polindmios esféricos (*), quando comparava o de-

1

senvolvimento de g (#*—2 cos ru41) 2, obtido pela férmula de

{5 1) Euler, Introductio in analysis infinitorum, trad. francesa, pdgs. 188
e 195.

(2) Loc. cit,, pig. 347,

(3) Cauchy, Curso de analyse da Escola Polytechina, pig. 234,

(Y) Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do Porto, t. x.
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Maclaurin, com o desenvolvimento da mesma fungdo, posta

sob a forma ——;- Ig (1 — uc)— 21 lg (1 —uc—").

E essa formula que vou dar aqui, mas mostrando agora
que ela ¢ um caso particular da férmula de Waring, que dd
a soma das poténcias do mesmo grdu das raizes duma equagéo
algébrica.

Sendo uz(g=1, 2, ..., m) as raizes da equagdo

Aml™ + Gy ™" ... —|—a;z:+aa=o,

a formula de Waring ¢
ek

(f—=1)a'ata... 3
2“;"”2{.’_”,( u)!.?'lo‘{!.l“l! w’

onde o somatério se refere as solugSes inteiras e positivas da
equagio

at+28+37+ ..+ nhk=n e t=a+p+...+k
Aplicando a férmula ao caso particular

Ww—2xu-+1=o,
ela dd
F+VE =Y =n D (— [)f(’_—'iil(i-! 2m)

onde o somatorio se refere as solugdes inteiras e positivas da
equagdo

at2B=n e i1=aif.

Eliminando « e i entre estas trés equagdes, vem

_|._‘/_:—'n+ e V'j—]” ?Ié(-—l:la (n—p—1)! n—2f cn—2
(x Tt g (x—Vxi—1)'= e G==pipl >

onde & é o maior inteiro contido em n: 2.
Supondo [x =1, podem pér x =cosr e vem:

k G T | =
(1)  cosup=1(—1) %’_%jj!)é ;I gn—2¥-1 cos pu- 28,

p=o

que ¢ a férmula procurada.
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Desta formula pode deduzir-se a férmula conhecida relativa
a sen.n» do modo seguinte: Se n é impar, k € igual a (n—1):2;
se n € par, k € igual a n:2; mas para f=n:2, vem o termo
(=13, De modo que a formula pode escrever-se déstes
dois modos, conforme n ¢ impar ou par, e onde &' ¢ o maior
inteiro contido em (n—1):2

g(m—p—1)!n o151

(n—2p)!p!

cosy® P,

¥
(@) cosny=2(—1)

=0

K
(b‘:} Cos mr—z (—“ l)ﬁ Hﬁlg g"_’ﬂ_" cos p"_’i:»‘.{-.(_i}lu_
p=o g

Em ambos os casos, vem, por derivagdo em relagdo a »,

m—p—1)!

k!
sennpy= S (—1f———"— 1" _seny(2cos)
pard (n—2pf—1)!p!

n—3f—1

ou

B (u —f

senny= 2 (—1)f ﬁ—l) seny (2 cos ¥)*2P-",

fi=m0
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SOBRE AS SERIES DE FOURIER

FOR

J. PEDRO TEIXEIRA

Professor na Universidade do Pérto

Eu julgo que ndo tem sido demonstrada, dum modo geral
e directo, a representagdo duma fungdo, f(x), por uma série
trigonométrica da forma:

) a,cos.x+ascos.3x+...+ dappicos.(2n41)x+...
I

+bysen2x b, sen.4x4. ..+ bsen.2nx4. ..

no intervalo (—=:2, =:2).

Para resolver o seu imaginoso problema do equilibrio das
temperaturas na ldmina indefinida, no caso particular da base
ser aquecida uniformemente, Fourier representou a unidade
dor uma série semelhante e determinou os coeficientes pelas
equagbes, em numero infinito, que dai resultam por deriva-
¢Oes sucessivas, e nada diz sébre a questdo em geral (%).

Recentemente, Poincaré (?), ocupando-se do mesmo assunto,
tomou uma outra fungdo, ¢ (x), e representou-a pela série

ds+4a,co8.x+acos.2x+...

()

4-b,sen.x 1 bsen.2x+...

no intervalo (—=, %), representagio esta de que dd4 uma de-
monstragdo rigorosa, e tomou esta fungdo ¢ (x) de modo que no
intervalo (—=: 2, x:2) tivesse os mesmos valores que f(x)(2).
Este procedimento do erudito matemdtico, que lhe complicou
o problema que tinha em vista, que éle afinal s6 resolveu no
caso particular, jd tratado por Fourier, levou-me a crér que a

(') (Euvres de Fourier, v. 1. Théorie analytigue de la chaleur, pig. 143.
l:‘j3 Poincaré, Théorie analytiqgue de la propagation de la chaleur,
pag. 43.
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questdo niio tinha sido ainda tratada do modo acima dito e
por isso vai fazer o objecto desta nota.

Se f(x) for finita, ndo tiver infinitos mdximos, minimos e
descontinuidades no intervalo (—=x:2, z:2) e se fér continua
no ponto x déste intervalo, ella é representada pela série (1),
com estes valores dos coeficientes:

Qanty = %Jf(i’:' cos.(2n+ 1) dg
3 s _
bap = -;J fi(3) sen.2 ng dg,
sendo os limites dos integrais —=:2, n:2 (Y).

Se a representagio existe, estes coeficientes sio disso uma
conseqiiéncia, porque os integrais

f'cos(zp-l—l)qcos(zu-f— 1) 7 dz,
/sen 2p 2 sen 2 n{ dg

sdo nulos ou iguais a =:2, conforme n==p ou n=p e o inte-
gral

f‘cos(2p+1}25enzn;d{

¢ sempre nulo, como facilmente se pode vér, naqueles limites,
I'omemos agora a soma dos m primeiros termos da
série (1)

Sumé,(,}'{;)‘l_caszcosx+cus3qcos3x-|—...+

+cos.(2m—1)5cos.(2m—1)x+sen.27sen2x+

+sengim4x+...+ sen.2m7sen2mx]di.
e demos-lhe a forma:
S-—'-;—{:fi_{}[cos({—.\']-f- cos2(j—x+...4cosa2m(;—x)+

+cos(;+x)—cos2(7+x)+...—cos2m(7+ x)]d3.

(}) Estes integrais existem por f(3) satisfazer entio a condigio de
Dirichlet.
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E conhecida a férmula :
sen(2p-1) %

m5a+cosza—i-...+cospa-7—-——-‘;;

e, se aqui mudarmos a em =} a, obtemos:

cos(zp+r}%

—cosa+cos2a—...+ (—1)Pcospa=(— 1)
2\:05-2-

e a aplicagdo destas formulas & soma anterior dd:

p=
boa sen(q4m-+1) -

S = ‘ZE‘_"f('{} Sen;_x d{—
o coslmn)iEE
_Ht’f("ﬂ ws{+x dz.

2

Pondo no primeiro integral 2 y=7—x e no segundo
2¢=7-+x e em ambos 4m+ 1 =p, vem

- . :
Se= %ff(x{—ﬂ‘}igzzd_}‘— —_;-J‘f(nf-{—x— .\')E:—ll*ti- dt

sen y

onde os limites do primeiro integral sdo: —(z:2+x):2,
(x:2x)—2 e os do segundo, (x —3=%:2):2, (x—=m:2):2.

Os modelos déstes limites, por ser | x| < =:2, sio menores
do que =; os do primeiro sdo de sinais contrdrios e os do se-
gundo, do mesmo sinal; as fungbes de y e t f(x+2y),
f(2t+=x—x) tomam no intervalo limitado pelos limites déstes
integrais os mesmos valores que f(3) no intervalo (- =:2, x:2)
e por isso sdo finitas, ndo tém infinitos mdximos, minimos e
descontinuidades naquele intervalo e a primeira ¢ continua no
ponto o, € por isso, por um teorema conhecido de Dirichlet,
o primeiro integral tem por limite = f(x) e o segundo, zero,
quando m ou p tende para o infinito, o que demonstra o que
se queria demonstrar.
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Seja o caso particular, f(x) = x.
Temos

a=u+.——;':—’:7cos.(zn+ 1)7.d{=o0,

bzu . %" .; senng d{ = {— 1)"+‘ ;:—*

I I
x=sen2x—?sen.4x+-3-sen.6x—.. :

Verifiquemos éste resultado.
Consideremos a série

sen2x—sen.4x+sen.6x—...4+(—1)Hsen.2nx+...
A soma dos seus m primeiros termos é: 1

- I sen.(2m-+4 1}x
.5 = —{o.Xx e | g g it ol Ml LY
=18 X (= 1) oy
e, se x for do intervalo (—=:2, =:2), ela, sem tender para
um limite, quando m tende para o infinito, satisfaz a relagio: .

| Sm|<secx;

e por isso a série ¢ oscilante. Mas se multiplicarmos os
termos duma série oscilante por numeros positivos e decres-
centes, que tendam para zero, como siio 08 numeros I, 1:2,
1:3, ..., resulta uma série convergente (teorema de Abel);
logo a série

1 1
sen zx—?sen.4x+—3—sen.6x...

¢ convergente, para todos os valores de x daquele intervalo.
Procuremos a sua soma.
Tomemos a soma dos seus m primeiros termos e formemos
a sua derivada

1 dSm

- —&a—cos.zx—cosd,x-i-...+(—:}"+'coszmx;

ou, por uma formula acima deduzida:

d sy e C08(2m-1) 2
" e b el e 2
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Integrando entre o e x, ndo perdendo de vista que ¢
|x|<x:2 e atendendo a que S, (0)=o0, vem

: Lot cos(am41)x ,
Sm(x)=x+(—1) *..,‘0 Sy e dx.

E ficil vér, pela integragio por partes, que @ste integral
tende para zero quando m tende para o infinito; logo

lim Si(x)=x

M=

que ¢ também uma outra demonstragio da convergéncia da
série.

Empregando os mesmos raciocinios e férmulas trigonomé-
tricas usadas para estabelecer a representagio (1), demonstra-
vam-se estas outras representagdes de Fourier:

f(x)=a,+a,cosx+a,cos2x+ ...,
do=r[F @5, au=T [f () cosng di;
f(x)=a,senx+a,sen2x+ ...,
2
ap= ;‘_[ﬂiﬂsm"i dz,

no intervalo (o, %), se f(x) satisfizer neste intervalo as condi-
¢bes acima postas, e onde os limites dos integrais sdo o e 7.

Estas representagées aparecem na Teoria Matemdtica do
Calor de Fourier, com demonstragoes insuficientes e ndo vejo
que tenham sido depois demonstradas pelos métodos rigo-
rosos.

A segunda serviu de base a solugfo geral do problema das
temperaturas finais estaciondrias, para a ldmina indefinida,
dada por éste geometra e depois por Emilie Mathieu, no seu
curso de fisica matemdtica. Na mesma questdo, Poincaré
evitou o em'iiréga desta série e seguiu um caminho mais com-
plicado. ;Teria alguma duvida s6bre a sua veracidade?




CONTRIBUICAO PORTUGUESA
PARA UM CELEBRE PROBLEMA DE ALGEBRA

POR

L. WOODHOUSE

Dentro do periodo que decorre desde as investigages de
Lagrange, sobre a teoria das equagGes, até a época em que
aparecem as obras de Abel e je Galois, foi elaborado um
trabalho, hoje pésto em esquecimento, publicado nas Memo-
rias da Academia Real das Sciencias de Lisboa no ano de
1821, € subscrito pelo matemdtico portugués Francisco Simé&es
Margiochi ().

IEensa-se geralmente que, depois do desaparecimento de
José Anastdcio da Cunha e de Monteiro da Rocha, até que
em Portugal alvoreceu o periodo de actividade iniciado por
Daniel da Silva, o gdsto por &sses estudos tivesse adormecido
entre n6s. Nio é bem assim, e ¢ acto de justiga levantar do
olvido alguns nomes portugueses que ndo merecem o aban-
dono em que jazem. Um déstes ¢ o de Francisco Simdes
Margiochi, figura interessante, homem de seguro merecimento,
cuja vida agitada ndo obstou a que se votasse, com gdsto e
proveito, a cultura das sciéncias matemadticas.

Nasceu em Lisboa em Outubro de 1774 e, tendo entrado
para a Congregacdo do Oratério com o fim de se ordenar,
abandonou cedo éste projecto, seguindo para a Universidade
de Coimbra onde frequientou as aulas da faculdade de Mate-
mdtica. Espirito irrequieto e ardente, aberto as aspiragSes
liberais que no tempo principiavam a infiltrar-se na sociedade
portuguesa, sofreu por ésse motivo perseguicdes e até prisdo,
conseguindo, ndo obstante, concluir com brilho a sua formatura
no ano de 1798.

Alistando-se em seguida na Armada Real, em atengdo ao

(!).Memdria — com o fim de provar que nio podem ter forma de
raizes as equagdes literais e completas dos graus superiores ao quarto.
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seu mérito, foi em 1801 despachado lente substituto da Aca-
demia de Marinha, passando mais tarde a servir no Real
CorSo de Engenheiros.

edicado durante bastantes anos exclusivamente as suas
fungGes e ao estudo, a revolugio de 1820 arrasta-o para a
politica e ¢ eleito deputado as Constituintes. A sua alta
mentalidade e ilustragdo conquistam-lhe de pronto um lugar
relevante dentro daquele cékﬂ:re congresso onde tantas nota-
bilidades se distinguiram. Reeleito deputado as cértes ordi-
ndrias em 1823, desempenha durante algum tempo as fungGes
de presidente. Comega entdo a quadra movida da sua exis-
téncia.

A atitude que toma por ocasifio do encerramento das
cortes em 1823, depois da jornada de Vila Franca, obriga-o a
emigrar. Parte para Inglaterra onde, lutando com inumeras
dificuldades, continua a ocupar-se dos seus estudos predilectos.

Outorgada a Carta Constitucional, Margiochi regressa a
pdtria e ¢ reintegrado no pdsio de major de engenheiros do
qual havia sido demitido, mas voltando D. Miguel a Portugal
em 1828, novamente tem de emigrar para Inglaterra. Trava
entdo no exilio relagdes de intimidade com Saldanha, seu an-
uigo discipulo, a quem acompanhava quando &ste em 1830 de-
sembarcou no Pérto e onde se conserva durante o memordvel
cérco desta cidade.

Despontam entdo melhores dias para Margiochi: é promo-
vido no exéreito, reintegrado no seu antigo lugar de lente da
Academia de Marinha e, captando a confianga de D. Pedro,
recebe diferentes distingdes honorificas, sendo nomeado mi-
nistro da marinha em 1833, par do reino em 1834 e a seguir
vice-presidente do Conselho Superior de Instrugdo Publica,
recentemente criado. :

O movimento de Setembro de 1836 determina-o a aban-
donar a politica. Recolhe-se definitivamente a vida privada,
4 revisdo e ultimagdo dos seus trabalhos matemdticos que,
mesmo durante os dias atribulados do exilio, ou, o periodo agi-
tado da sua carreira politica, jdmais abandonara.

Homem de nobre e levantado cardcter morreu pobre, em
1838. Espirito culto, versado na literatura latina e grega,
dotado de aptidGes pocticas aprecidveis, foram sobretudo as
sciéncias matemidticas que mais o ocuparam e para as quais
tinha, sem duvida, felizes disposigdes.

Entre os seus trabalhos avulta um, que ¢ o objecto desta
nota: a Memédria & qual hd pouco me referi.

O fim que o autor procura atingir é principalmente dar,
empregando processos seus, a demonstragdo da impossibili-
dade da resolugdo algébrica das equagbes de grau superior ao
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juarlo. E para o conseguir () expfe préviamente um método

e resolugdo uniforme, aplicdivel as equagbes do 2.° 3.° e
.° graus, e pois que o método, por virtude da impossibilidade
e realizar determinadas condigdes, falha para equagbes de
rau superior ao quarto, pretende o autor concluir a impossi-

Eilidade da solugdo geral. Eis a sumula do trabaiho.

H4 portanto na Memoéria duas questdes diversas que ¢
mister considerar em separado: o método de resolugdo e a
demonstragdo que déle resulta.

Pésto isto comegarei por fazer da primeira e o mais sucin-
tamente possivel exposi¢ao e andlise, observando desde jd que
as bases em que se firma sfio evidentemente inspiradas pelas
doutrinas de Lagrange relativas a redugdo da resolugio da
equagdo dada a resolugdo da reduzida, cujas raizes sio fungoes
lineares das raizes da proposta e das raizes da unidade.

Da segunda e do seu valor provante me ocuparei de se-
guida.

* -

Represente-se a equaciio que se pretende resolver, privada
do seu segundo termo, por

-tﬂ+Agx"_=+ .. +An—.[-r+AH=O

sendo (?) x,, X3y X3 ... X, as n raizes. Sejam a,, a;, a3 ... An—
elementos em nimero n — 1, constituintes dessas raizes, e que

serdo, ou melhor, cujas poténcias ai, aj, aj ... a,—, deverdo
ser as raizes da reduzida. Em seguida estabelegam-se as se-
guintes n relages fundamentais

xXi=a, +a +a3 +...4a8-a2 +a
x,=ka, +ka,+kas+ - .. +kano+ qan-,
(1) {x3=ka,+kas+ kas+ - .. + gan—s + kan—,

L R N A I I A

Xn=4ga, +ka,+kas+ ...+ kan-a+ kan—

onde k e g aparecem como factores indeterminados.

(") A Meméria trata como assunto preliminar e preparatério da dou-
trina das fungBes simétricas das raizes das equagdes, assunto que deixarei

de parte. )
() Margiochi na sua Memdria refere-se sempre as raizes com sinal

contrdrio (antiraizes).
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Estas relagdes mostram logo a possibilidade da permutagio
entre si dos elementos a;, @sy «++ dn—i, todos 0s quais entram
na composigio de cada raiz.

Somando estas equagfes, ndo perdendo de vista a pri-
meira, nem o facto de ser nula a soma das raizes da proposta,
obtém-se

x[14n—2)k+gq]=0
e por conseguinte, pois que x, € qualquer raiz (Nota i)
(a) 14+(n—2)k+g=0
Formulada esta condig@o, exprimam-se os elementos cons-

tituintes, cada um, em fungdo de tddas as raizes pela forma
seguinte

r nka, =kx,+x, +x3+ ...+ X +-§x,,

{2) 4“*{:3: =kx, + x, +x3+---+£‘xn—l+xu

nka,_,= kx, +-g-x, +xst et an— 2

para o que se estabelecerd a nova condigio
k2,
) 0+ (n—2)k+i=0

o que ¢ permitido, pois que k e ¢ sdo duas arbitrdrias. Da
comparagio de (a) com (b) resulta ser k? =g e, por conseguinte,
estas duas equagbes serdo substituidas pelo sistema condicional

i+(n—2)k+k=o0
()
g=k

Em virtude da segunda o sistema (2) converte-se em

nk3a, =kPx,+kxa+ ... +kxu_s+%n

3) nk*a, =kix,+kx.+ ...+ X0 +kxn

nkaﬂ_| = kﬁ't-] —l—xg ‘i_ .o +!I‘.\‘g_| + k.x'g
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e o grupo (1) € transformado em

Xi=ad; “+a +...+8.-1 +as;
Xy =ka, + ka,+ v Fhay_a +k’an-—:
4) Xa=ka, ‘+hkay+...+kay+ ka,_,

L T T

Xa=ka,+kas+ ... +kan, +kdx—:

Reduzidas, nos grupos (3) e (4), as duas arbitrdrias k
e ¢ a uma Unica, a teoria das fun¢Ges simétricas intervem
naturalmente nesta altura para se ultimar a solugdo do pro-
blema.

preciso compdr por meio dos coeficientes da equagio

dada os coeficientes da reduzida.

Mas, se a,a, ... a,_, féssem as raizes desta ultima equagio,
a primeira fungdo que importaria calcular seria

ﬂ1+az+a3.o- -i-dn-.._l.

Ora, somando as equagdes (3) obtém-se um resultado que
coincide com a primeira equagao (1)

ait+as... +a_i=x,

e, sendo x, desconhecida, ndo serd possivel calcular os coefi-
cientes desta equagdo.

Para mostrar a possibilidade de formar outra reduzida,
cujas raizes sejam as poténcias a;aj ... a,_, dos elementos
constituintes, basta examinar se hd um nuimero inteiro r tal
que se possa exprimir a soma destas poténcias por meio de
fungdes simétricas de x, x; ... Xp—,, porquanto, neste caso, da
mesma forma ¢é possivel exprimir por fungbes simétricas as
somas da poténcia @i 443 +..., a7 +a +... etc. e, por-
tanto, calcular todos os coeficientes desta reduzida em fungdo
dos coeficientes da equagdo dada.

Mas, para que isto possa conseguir-se, quere dizer, para
que @i+ a5 - ..+ a5, seja uma fungdo de x,x, ... x, tal que
estas quantidades se possam permutar entre si, deverdo veri-
ficar se as condigbes A" =1 k"= e, portanto, a quantidade k
serd raiz r da unidade, sem que, como € evidente, deixe de
subsistir a relagdo

(d) 1+n—2)k+4+k=o.
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Eis como se chega a dupla condigdo imposta a k, chave
do método de resolugdo das equagbes e também da demons-
tragdo da sua impossibilidade além do 4.° grau, de ser ao
mesmo tempo raiz da equagdo (d) e raiz da unidade.

Fazendo aplicagdo da doutrina, considere-se primeiro a
equagdo do 3.° grau

x4+ A, x4 As=o.
Fazendo n=3 em (d) resulta

k’+f:—|—-1&f‘;l-no

k=

e vé-se que k serd uma raiz cubica da unidade diferente de 1.
Representando essas duas raizes por o, e », segue-se que

as raizes da cubica, em funcdo dos elementos constituintes a,

€ a,, serdo da forma

Xy =d; + a,
(S:} Xy=w; ad, + oy a

| Xs=wa a0, ay

e as equagbes que exprimem estes elementos em fungfio das
raizes

(6)

3a;012= wy X, + my JXa +x3

3613“)’:'“): X -,l-.‘t‘; _i' my X1,

Atendendo agora a que r=3, fazendo {, =a; 7,=a), aten-
dendo também a que ¢ necessdrio calcular as fungdes simé-
tricas simples de 7, e {, e ainda as propriedades conhecidas
das raizes da unidade, levantam-se ao cubo e somam-se as
equagbes (6!, levantam-se a sexta Futéncia € somam-se as
mesmas equagbes, o que permite calcular essas fungGes, ex-
primindo-as em dependéncia de fungdes simétricas das raizes
da equagdo dada e, portanto, dos coeficientes desta mesma
equagdo. (Nola 2).
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Feitos estes cdlculos, a reduzida tomard a forma

3
%’—Asi—;%'ﬂ’

e a, e a, serio raizes cubicas das raizes desta equagdo.
Considere-se em seguida a equagdo do 4.° grau.

xt+ A xt - Asx+ A, =o.
A equagio (d) converte-se neste caso em
k*4a2k+1=(k+1P=0.

O coeficiente k tomard o valor — 1. Serd o valor da raiz
quadrada negativa de 1, e teremos também r=2.
As raizes, expressas em elementos constituintes, assumem
a forma
Xy= a,+atas
xa““"al_a:_l"aS
(7)

Xy=—a,+a;—as

Xy= Gy —a3—as
E estes, em fungdo das raizes, dardo

4a,=Xx;— X, — X3+ X,
(8 483=X;— X3+ Xs— X,

4a3=2X,+ X3—X3— X

Como r =2, e hd necessidade de calcular, a fim de compbr
os coeficientes da reduzida, fun¢des simétricas das raizes, le-
vantam-se sucessivamente as equagbes (8) as poténcias se-
gunda, quarta e sexta e somam-se. Desta manzira se obtém,
analogamente ao que se fez anteriormente, a reduzida

s b 2 LAY SR R Sy
.'{"I—ZAQ{"I'(ISA: 4A4){ 64A3 0.

E, a,a,a; serio raizes quadradas das trés raizes desta
equagdo. (Nota 3).

Quer se trate da resolugio da equagdo do 3.° grau, quer
da resolugio da equagdo do 4.° os elementos constituintes
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das raizes terdo de ser obtidos extraindo raizes ciibicas, ou
raizes quadradas, as raizes das equagdes reduzidas, o que na-
turalmente determina o aparecimento de solugSes estranhas, as
quais é necessdrio afastar.

As equagbes (3) poderdo servir para éste fim; mas Mar-
giochi prefere, em geral, fazer a selec¢do dos elementos cons-
tituintes das raizes escolhendo-os de forma a que satisfagam
no casofparlicular em que a equagio que se pretende resolver
tome a forma binémia. (Neta 4).

Se o grau da equagdo for superior a0 4.° a resolugio algé-
brica pelo método em questdo torna-se impossivel. Com efeito,
neste caso, a equagdo condicional

kB4mn—2)k41=0

tem raizes reais e irracionais

k=—[2—n+Vnn—g)]

1
2
€ estes numeros ndo poderdo ser raizes da unidade, cardcter

essencial do nimero &, como anteriormente foi j4 demons-
trado. (Nota 5).

Nota 1. — A condigio

r+(n—2)k+g=0

tal como ¢ obtida no texto em que segui, condensando-a, a ex-
posicdio feita na Meméria, tem apenas o cardcter de suficiente.
E porém legitimo perguntar se esta condigdo, fundamental no
mgzodu em questao, supondo dadas as raizes x, x,...x, e
incognitos os elementos a, 4, ... a,.,, também terd o cardcter
de condigdo necessdria, como me parece mister que tenha.

Ora, se calcularmos a eliminante do sistema (1), deixando
0s pormenores de um cdlculo assds longo, obteremos

x(g—kr2hit+(n—2)k+gql=o
e, poisque x, ¢ qualquer e ¢ ¢ diferente de k, recaimos efectiva-

mente na condi¢do
L+(m—2)k+g=o0

que ¢, portanto, condigdo necessdria,
9
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Nota 2.~ O método proposto por Margiochi, sem divida
interessante, tem a qualidade aprecidvel de acomodar, dentro
de um processo uniforme, a resolugiio das equagdes, tanto do
3.° como do 4.° grau.

A sua filiagdo nas doutrinas de Lagrange ¢ naturalmente
justificada e fdcil de reconhecer.

Como é bem sabido, ¢ segundo estas doutrinas, o que
essencialmente se procura ¢é obter uma fungdo linear das
raizes da equagdo que se vai resolver, de tal maneira consti-
tuida, que tenha um numero de valores distintos inferior a n,
quando essas raizes se permutam entre si. Esta fungdo de-
termina-se depois resolvendo uma equagdo de grau inferior a n.
Ora, separando no método de Margiochi, aplicado a cubica,
as equagbes que exprimem os elementos constituintes das
raizes, essas equagbes serido (6)

34, 0,=0;X + 0 X;+x3

Ja.m=w XX FoXx

as quais serfio utilizadas na sequéncia do método depois de
levantadas ao cubo. Executando esta operagdo, multiplicando
os segundos membros por . obtem-se

Lj ﬂ|)5 = 1‘-\'1 + g Xa '+ Wy -’L'JFS

(3 d,}g = (X + ©; X3 1+ wy x_{)‘.

E os valores que representam os seus segundos membros
coincidem precisamente com os dois valores distintos da fungdo
das raizes que, segundo o método de Lagrange, servirao, fa-
zendo intervir as fungdes simétricas, para calcular os coefi-
cientes da reduzida,

Quere isto dizer que, neste caso, 0s dois métodos coincidem
nesta altura do seu desenvolvimento.

Nota 3. — Semelhantemente ao que acontece com a cibica
o método de Margiochi, em dada altura, entra em contacto com
o método de Lagrange.

A funcdo das raizes

(%1 4 %) — (%3 + x,)

que, pela sua permutagdo, toma seis valores diferentes conver-
te se, depois de quadrada, na fungdo usada no método de La-
grange e que tem apenas trés valores distintos.

As equagdes (8) do método de Margiochi, quadradas, como




CONTR[BUIQ.&D PARA UM CELEBRE PROBLEMA DE ALGEBRA 131

se exige a fim de calcular os cocficientes da reduzida, ddo
16a; =[x, — x,—x3+ &,
]
16a; =[x, —x3+ x3— %P
s |
10as=[x,+x,—x35—x,°

0 que representa os trés valores distintos da funcdo de La-
grange e que se utilizam da mesma maneira, Desde éste mo-
mento os dois métodos seguem paralelamente.

Nota 4.— Omiti, neste breve ensaio, detalhes diversos e
nomeadamente cdlculos que dizem respeito a formagio das
equagdes reduzidas, porque, dependendo apenas da teoria bem
conhecida das fungées simétricas das raizes das equagdes, sdbre
nenhuma dificuldade encerrarem, resultam, por outro lado,
mais extensos do que interessantes. Sdo inteiramente and-
logos aqueles a que conduz a prdtica do método de Lagrange.

O autor da Memoria evidentemente reconhece quanto é
prejudicada uma aplicagiio elegante da sua doutrina com os pe-
sados detalhes de desenvolvimentos algébricos necessdrios e,
para até certo ponto os evitar, indica o emprégo das equagdes
do tipo (1) de preferéncia as equagdes do tipo (2) afim de de-
terminar os coeficientes das reduzidas. E, com efeito, desta
preferéncia provém uma sensivel simplificacdo.

No entanto as equagdes (2) ndo perdem por isso a sua uti-
lidade pritica, e poderio servir de critério para a conveniente
selecgdo dos elementos constituintes das raizes da equagdo que
se pretende resolver, afastando solugbes estranhas.

Observe-se ainda que as solugbes obtidas tomam, para a
cubica, a forma Tartaglia-Cardan e, para a equagio do 4.° grau,
a forma devida a Euler.

Nota 5. — ;Qual é o valor demonstrativo da prova que
Margiochi nos fornece da impossibilidade da resolugio algé-
brica para além do 4.° grau?

Que o fim principal de Margiochi era produzir essa con-
vicg@o nio oferece duvida, basta recordar o titulo do seu tra-
balho. ;Atingiu-o porém tanto quanto desejava?

A éste proposito Rodolfo Guimardes no seu livro Les ma-
thématigues en Portugal cita um parecer que, sobre as con-
clusées contidas na Memoriu, se encontra no n.° g, lom. XVli,
dos Annales de Gergonne e onde se diz: nous craignons que
la demonstration ne produise pas une égale conviction dans
Uesprit de tous les lecteurs.

Também o penso. O parecer € justo.
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Sem, por forma alguma, querer apoucar o mérito de um
trabalho que, mais uma vez o afirmo, me parece bem pensado
e merecedor de ser recordado, devo também confessar que
nio sinto bem o péso ¢ o valor da demonstragdo, como ela se
impGe ao espirito todavia claro, do autor da Meméria,

Em resumo, e para que bem se possa apreciar a sua forga,
vou reproduzir o raciocinio completo, tal como éle se desen-
volve através do trabalho de Margiochi.

Aceita a possibilidade de estabelecer expressbes algé-
bricas de diversos tipos que representem as raizes das equa-
¢Oes resoluveis algébricamente e é claro que, dada uma qual-
quer forma esquemdtica, ela poderd transformar-se em uma
outra de diverso aspecto, Mas duas quaisquer dessas expres-
sGes, ou sdo na sua esséncia ¢ fundamentalmente o mesmo,
embora na aparéncia diversas, ou, pelo menos, entre elas ndo
existe contradigdo fundamental.

E assim, se, com a forma estabelecida, ndo se podem re-
solver certas equagbes, escusado serd investigar outra, porque
com essa também nada se conseguird. Ora, com a forma
proposta pelo autor, a solugdo torna-se impossivel para além
do 4.° grau, igual impossibilidade se deverd concluir para
outra forma qualquer que, na sua esséncia, nilo serd diferente
da que foi adoptada.

A Margiochi satisfaz éste raciocinio, no fundo certamente
um tanto ingénuo; mas, s¢ o valor da demonstragio é contes-
tdvel, nem porisso a tentativa deixa de ser aprecidvel e inte-
ressante, €, no seu conjunto, o trabalho do matemdtico por-
tugués do principio do século xix, elaborado em época de
grande agitagdo politica, embora antes do seu exilio, ndo se
torna menos merecedor de que o levantemos do olvido em
que hd muito tinha indevidamente resvalado.
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Nido se dissipou ainda a impressdo que apos de si dei- '
L xaram as primorosas conferéncias que ouvimos hd poucos dias

nesta sala a dois distintos professores, nem essa recordagio

pode desvanecer-se de pronto. E pois bem natural a especta-

tiva que se adivinha neste culto auditério e que torna dificil a

situagdo de quem nesta altura (1) lhe cabe fazer se ouvir, sem

que possa impor-se, nem pelo prestigio que deriva dum alto

saber, nem pelo encanto de uma exposigdo fluente e colorida,

como com tanto agrado nosso a soube fazer qualquer désses

abalisados conferentes.

Devo confessar que sinto todo o péso dessa espectativa,
que me oprime, e preferiria que esta conferéncia nao tivesse
logar marcado dentro do programa do nosso Congresso, por-
que o assunto poderia bem acomodar-se as breves proporgoes
de uma simples e despretenciosa comunicagio.

Em verdade, meus senhores, tanto bastaria para que, como
vereis jd, fosse possivel realizar o modesto plano que neste
pouco se resume:

Dar aos nossos hospedes, em singela e concisa noticia, a
impressdo do que representa como organizagio e do que vale
como progresso, sobre o que existia anteriormente a 1911, 0

{1) Esta conferéncia realizou-se no dia do encerramento do Con-
gressu e com ela se ultimaram os trabalhos da secgio de matemadtica.
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estado presente do ensino matemdtico universitdrio em Por-
ugal;

Aproveitar a oportunidade de encontrar aqui reiinidos re-
presentantes das Universidades portuguesas para, embora ao
de leve, sublinhar algumas deficiéncias da organizagiio pre-
sente, permitindo-me sugerir em seguida diversas modificagGes
que, eu penso, poderdo ser talvez ponto de partida para uma
remodelagiio parcial, mas a meu ver proveitosa, pritica e ime-
diata do nosso ensino matemdtico superior. 3

Em curtas palavras desenvolverei éste tema.

O que terei a honra de submeter a apreciagdo dos meus
ilustres colegas julgo-o de realizagdo facil, e tende a obter,
sem encargos nem delongas, uma estrutura mais completa, e
por &sse motivo mais produtiva, daquele ensino,

Aos distintos representantes do professorado da nobre
Espanha, os quais com inteira satisfagio me permito satidar
efusivamente, eu desejaria poder proporcionar ndo s6 a visdo
nitida e exacta de quanto temos caminhado na conquista de
sensiveis progressos, mas ainda de quanto nos esforgamos
sempre por completar e corrigir o existente, firmemente re-
solvidos a realizar o elevado ideal a que aspiramos e que nos
permitird consolidar sdlidamente o prestigio das Universidades
desta nossa bem amada terra de Portugal.

0 ensino matemdtico nas escolas superiores
antes de 1911

Anteriormente a 1911, ano em que a instrugdio universi-
tdria passou entre noés por uma remodelagio radical, o en-
sino matematico superior estave concentrado na Universidade
de Coimbra, na Escola Politécnica de Lisboa e na Academia
Politécnica do Pirto.

E certo que nos Institutos Industriais destas duas ultimas
cidades se encontrava, como parte integrante dos respectivos
planos de estudos, o ensino da dlgebra superior, da geome-
tria analitica, da geometria descritiva ¢ da andlise infinitesi-
mal; mas com uma modalidade muito especial e francamente
restrita. A indole acentuadamente utilitdria dessas escolas,
destinadas a formar sbmente técnicos, técnicos de engenha-
ria, mas de cultura relativamente modesta, ou técnicos co-
mercialistas, de conhecimentos matemdticos abertamente ele-
mentares, fixava ésse ensino, na melhor das hipoteses, dentro
dos limites breves e amoldava-o a forma simples e utili-
taria que, pela sua indole, pelos seus mémdos_ec{:ela sua
extensdo, se pode bem aproximar daquela categoria de conhe-
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cimentos hoje apresentados sob a rubrica corrente de Mate-
mdlicas gerais.

Em outras escolas iriamos encontrar também nessa época,
e ainda sob a designagdo de cdlculo diferencial e integral —
citarei o Instituto Agricola e a Escola Naval — andlogo género
de ensino, obedecendo também & mesma orientagdo elementar
e as mesmas necessidades utilitdrias e reduzidas.

Assim, a instrugdo matemdrica superior, nitidamente carac-
terizada como tal, pelos seus fins, pelos seus métodos e pela
sua extensdo, podia considerar-se IF:acalizad:l nas trés escolas
hd pouco mencionadas, isto ¢, na Universidade de Coimbra
e nas Politécnicas de Lisboa e do Porto.

A Universidade e as Politécnicas

Nestes estabelecimentos ésse ensino abrangia, no ramo das
matemadticas puras, uma cadeira de dlgebra superior e geome-
tria analitica, outra de cdlculo diferencial e integral e mais
outra de geometria descritiva. Havia ainda no ramo das ma-
temdticas aplicadas as cadeiras de mecdnica, astronomia e
geodésia, e, somente na Universidade, se ensinava a fisica
matemdtica e a mecinica celeste.

Ao célculo das probabilidades ndo havia cadeira especial-
mente votada, éle era a bem dizer elemento parasitdrio, mais
ou menos sumariamente exposto, como anexo as cadeiras de
astronomia ou geodésia, limitado qudsi a teoria dos erros.

A geometria projectiva ocupava também um lugar subal-
terno, pouco menos do que esquecida. Algumas poucas ligGes
lhe eram porventura reservadas, por devogio dos respectivos
professores, insertas no programa da cadeira de geometria des-
critiva. Eis o quadro, de linhas pouco largas, como vemos,
melhor direi, de proporgées manifestamente acanhadas, dos
valores com que se constituia o ensino superior das matemd-
ticas anteriormente a reforma de 1911.

Nido podiam evidentemente dentro déle caber grandes
desenvolvimentos de doutrina, mas, cumpre dizé-lo, as boas
vontades conjugadas de professores e de alunos, a devogdo
daqueles, tantas vezes comprovada, e os esforgos déstes per-
mitiram que, ndo obstante manifesias deficiéncias, o ensino
superior portugués se mantivesse sempre a um nivel que ja-
mais nos envergonhou.




136  ASSOCIAGAO POKTUGUESA PARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

Anomalias e imperfeicdes
da organizacio anterior a 1911

Nio obstante, a pobreza orginica, a qual acabo de me
referir, era um facto notério e ainda agravado por outras cir-
cunstincias s quais eu passo a mencionar de seguida.

O curso professado na Universidade de Coimbra, com-
osto fundamentalmente pelas cadeiras de matemadticas puras
d pouco citadas e completado pelas cadeiras de matematicas

aplicadas, mecdnica, astronomia prdtica, astronomia tedrica
e fisica matemdtica, era rematado pela imposigdo das honras
e dos grius académicos na Faculdade de Matemdtica dessa
Universidade a unica entdo existente,

A ésses grdus aspirava porém um nimero muito limitado
de alunos, pois o caso corrente era que a sua grande maioria,
procurando as carreiras mais remuneradoras ou de mais ré-
pido e fdcil acesso, se limitava a freqiientar um numero res-
trito destas cadeiras, muitas vezes uma ou duas apenas, do
grupo das matemadticas puras, como elemento propedéutico de

outrinas que fazian parte de diversas outras faculdades uni-

versitdrias onde ésses alunos se iam graduar; ou entdo para,
mais tarde, abandonando a Universidade, transitarem para os
cursos militares ou de engenharia, os quais ndo encontravam
logar dentro da organizagao universitdria désse tempo.

As Politécnicas de Lisboa e Porto preparavam também
alunos no ramo matemitico —a éste me refiro exclusiva-
mente — para os cursos das carreiras militares e de enge-
nharia. Esta altima tinha o cardcter de escola completa téc-
nica, abrangendo o curso preparatério e o curso de aplicacdo,
e, diga-se de passagem, pelo acendrado esférgo do seu corpo
docente, do qual fur 0 mais obscuro membro, soube conquistar
uma posigdo culminante entre as escolas portuguesas.

Ndo conferiam graus académicos estes estabelecimentos de
ensino, como jd disse, pois ésse privilégio era atributo exclu-
sivo da unica Universidade, entdo existente; ndo obstante, os
programas das cadeiras comuns a estas escolas e 2 de Coimbra
eram organizados da mesma forma, obedecendo aos mesmos
métodos de ensino e elaborados com a mesma extensio e,
com efeito, era facto absolutamente incontroverso que o ensino
em tddas trés, escola universitdria, escola tedrica sem prerro-
gativas universitdrias e escola simultineamente tedrica e téc-
nica, mantinha-se 4 mesma altura e era dado com a mesma
extensdo ¢ a mesma intensidade.

Em resumo, o que deixo exposto revela ndo somente um
organismo fundamentalmente acanhado, mas salienta ainda um
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defeito sensivel, proveniente da incompleta adaptagdo da cul-
tura matemdtica aos diversos fins que ela deveria servir —
vicio orgdnico fundamental que caraterizou o regimen do en-
sino matemadtico superior daquele tempo e que sensivelmente
se modificou por efeito da organizagio actual.

Consintam-me que eu denuncie ainda uma singular dispo-
si¢dio legal, bem carateristica, hoje revogada, mas que se man-
teve na Universidade de Coimbra até que se realizou a ultima
reforma e que, sem desprimor, creio se pode justamente clas-
sificar de verdadeira anomalia pedagdgica.

Existia entdo uma classe de alunos sob a designagido de
obrigados os quais, freqiilentando determinadas cadeiras de
matemadtica e ouvindo as licoes dos seus mestres, a éles e aos
outros alunos comuns, subordinadas ao mesmo programa,
eram todavia dispensados de uma prova de exame final tdo
minuciosa e tdo completa como aquela que era exigida aos
seus outros condiscipulos ndo obrigados.

Eram alunos de meia sciéncia, destinados a cursos nio
essencialmente matematicos, mas, nio obstante, ensinados se-
gundo os mesmos métodos e dentro do mesmo programa, que
se organizara para aqueles que tinham de prestar provas de
sciéncia completa,

Era flagrante o desconcérto. Esta incongruéncia pedagoé-
gica deixou de existir, como hd pouco disse.

A reforma de 1911

Em 1911 rasgou-se para o ensino superior novo hori-
zonte, decréetando se uma larga reforma da qual me ocuparei
agora um tanto.

Foram nesse ano criadas as Universidades de Lisboa e do
Pérto, integrando-se nelas diversas escolas de ensino superior

ue se encontravam organizadas nestas duas cidades, mas que
tinham vida independente.

Ndo ¢ meu propdsito apreciar na sua generalidade éste
movimento renovador. ;Foi oportuna a medida7 ;A sua
contextura seria a mais propria, com o cardcter de uniformidade
que se lhe imprimiu? ¢Correspondem ao pensamento pro-
gressivo que a inspirou os resultadus prdticos que se colhem?

Nio tratarei agora de apreciar estas interessantes questoes;
quero apenas encarar a reforma sob um aspecto muito parti-
cular e muito restrito: o ensino das matemadticas superiores.

As modificagées que ela trouxe incidiram principalmente
sdbre os seguintes pontos:

Expansao do ensino pela criagdo de novas cadeiras, sua
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diferenciagdo e melhor adaptagio as finalidades dos diferentes
Cursos;

Modificagdo do regimen de freqiiéncia dos alunos;

Organizagdo mais regular e aumpla do ensino pritico, con-
fiado aos assistentes, auxiliares do ensino magistral, aos quais
pertence importantissima fun¢do dentro da trama do ensino
actualmente em vigor.

Do primeiro ponto me ocuparei daqui a pouco, e entdo
procurarei investigar se, na urdidura do novo quadro am-
pliado, existe o necessdrio equilibrio.

Mas, antes disso, farei algumas ligeiras referéncias ao
maior ou menor nimero de obrigagdes impostas aos alunos
em matéria de assisténcia aos exercicios escolares, isto é, ao
regimen que hoje chamamos de fregiiéncia livre e que, na an-
tiga organizagdo, era de freqiiéncia obrigatéria.

Fregiiéncia livre e freqiiéncia obrigatéria

Anteriormente a 1911 vivia-se em regimen de fregiiéncia

obrigatéria. Era obrigatoria a presenga nas aulas, como
obrigatérias eram as ligdes, as chamadas, e os trabalhos es-
critos que aos alunos eram exigidos pelos respectivos profes-
sores. y

Qudsi sempre estes adoptavam um livro, um compéndio,
que, escolhido de maneira que se conformasse com o pro-
grama do curso, quando éste programa ndo era recortado
sobre o molde do livro, servia de norma as ligdes.

O texto désse livro devia naturalmente ser explicado pelo
professor.

Essa explicagdo variava muito em extensio e detalhes se-
gundo o critério e zélo de quem a fazia, acontecendo, e ndo
poucas vezes, ser reduzida a proporgdes insignificantes e até
suprimida por cempleto.

jEra em verdade, devemos confessd-lo, uma singular ma-
neira de compreender a missdo orientadora do mestre!

Mas era assim muitas vezes, e parecia até haver casos em

ue éle manifestava maior simpatia pela modesta fungdo fiscal
ge verificar uma aplicagdio que se denunciava pela assiduidade
na presenga do que interésse por outra fun¢iio bem mais nobre,
a de conseguir despertar nos seus discipulos amor e ndo tédio
pela sciéncia, salientando os seus aspectos atraentes, mos-
trando o seu valor, ensinando a utilizd-la.

Uma conseqiiéncia, sem duvida interessante, da organi-
zaglo que cessou era o conhecimento muito aproximado que
durante o ano lectivo o professor conseguia obter do mérito

QT TR ———
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dos seus discipulos, o que facilitava cvidentemente o julga-
mento quando éle era chamado a desempenhar essa missdo
delicada e importante.

Com a organizagdio actual, libertado o aluno daquelas obri-
gagbes, veio a perder-se essa vantagem inegdvel e a favore-
cer-se por outro lado o seu natural pendor para o desleixo e
para o abanddno; mas como contrapartida, vé-se também des-
pertar no professor um novo estimulo, que pode até certo
ponto neutralizar aqueles inconvenientes, estimulo que o incita
a criar, pela maneira como organiza e conduz o seu ensino, o
interésse bastante que atrai e fixa, sem coacgbes irritantes e
as vezes contraproducentes, a atengdo dos seus ouvintes.

Sido freqiientes os reparos que s¢ ouvem as liberdades que
a moderna legislagdo académica concede aos alunos em ma-
téria de freqiiéncia, e de cujo abuso tém resultado por vezes,
forgoso é confessd-lo, conseqiiéncias lamentdveis; ndo obstante
eu devo afirmar que ndo me alinho ainda entre os seus adver-
sdrios intransigentes.

Nio posso fazé-lo, embora reconhega que os resultados
obtidos ndo tém sido francamente animadores, mas conven-
go-me que ndo se tem langado mio de tédas as disposigdes,
de todos os recursos que o estatuto faculta e que dizem res-
peito a acgdo do professor e a acgdo do assistente, que pode
ser preciosa, e com as quais serd possivel atenuar inconve-
nientes e corrigir abusos, sem prejuizo da missdo elevada e
seréna que ao professor compete.

A éste cumpre hoje desempenhar mais alto dever do que
aquele que se cifra em marcar ligGes e fiscalizar faltas; tem
obrigagdo insofismdvel de ensinar, atraindo e ndo coagindo,
missdo bem mais elevada, agraddvel, tranqiiila e prestugiosa.

Alheio a incidentes [regiientes e, quantas vezes desagrada-
veis com alunos menos doceis e maus cumpridores dos seus
deveres, poderd serénamente imprimir uma elevagdo, um cui-
dado e uma continuidade a sua exposigio que sujeito as velhas
formulas mais dificilmente conseguiria.

Perdeu-se o contacto constante com os discipulos, o que é
sem duvida verdade, mas, se ésse contacto nio € agora tdo us-
treito, 1o intenso como era outrora, também € certo que, re-
pito-o, dentro do regulamentto universitdrio existem disposi-
¢Ges que convenientemente aproveitadas e, se necessdrio for,
um tanto ampliadas, podem, sem pressées e sem necessidade
de reverter aos extremos molestos dos regulamentos extintos,
corrigir aquelas faltas

Mas niao me alongarei mais nestas divagagdes e passarei
a ocupar-me da ampliagdo do quadro das cadeiras da Facul-
dade, como éle foi tragado pela reforma de 1g11.
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A descongestionacio do ensino e a ampliacio
das disciplinas

A acumulagio, em uma mesma cadeira, de alunos, cuja
educago matemadtica exigia orientagbes divergentes e acomo-
dadas as diferentes. finalidades das suas futuras carreiras, o
ensino feito para todos uniformemente e subordinado sempre
as mesmas normas inflexiveis — defeito que jd denunciei e que
era resultado da escassez da organizagio anterior — corrigiu-o
em parte a reforma de 1911, criando, entre novas cadeiras de
indole diversa, uma muito especial, destinada ao ensino das
matemdticas gerais.

Merece, julgo eu, muita simpatia e é hoje necessidade ini-
ludivel de um proveitoso plano de educagio matemdtica téda
a diferenciacdo criteriosa que se filie légica e naturalmente na
orientagdo divergente dos alunos, daqueles que procuram a
cultura superior do curso teérico e aspiram a licenciatura em
sciéncias matemdticas, daqueles que se destinam aos cursos -
técnicos elevados, onde deverdo porventura utilizar algumas
das mais elevadas concepgSes matemdticas, ou daqueles que
apenas necessitem, sem exigéncias dum ensino, nem extenso
nem profundoe, embora sempre rigoroso e scientificamente
disciplinado, aproveitar quanto na matemdtica possam encon-
trar praticamente utilizdvel.

Sou apologista sincero e convicto, repito, desta diferen-
ciagdo que reputo fundamental e que corresponde a uma ne-
cessidade instante, mas o meu aplauso é com a reserva de
uma condicdo, e essa imprescindivel, de «glue as matemdticas,
quando expostas para aqueles que sobretudo procuram a parte
util, de preferéncia a.parte especulativa, se ndo afastem do
indispensdvel espirito matemdtico, da necessdria e caracteris-
tica exactiddo.

Matemdtica dtil e matemdtica especulativa

Eu bem sei que hd quem pense e faga propaganda da
orientagdo contrdria, quem, tendo em pouca conta a forma
severa e precisa da estrutura matemdtica, preconize para os
técnicos e para 0s que ndo seguem cursos essencialmente ma-
temiticos, uma sciéncia especral, simplificada, exclusiva e ca-
racterizadamente utilitdria. Recordo-me a éste propésito que,
Darboux o gedémetra eminente, prefaciando um aprecidvel tra-
tado de matemadticas gerais, cita a propésito uma frase curiosa
que atribui a Schiller.
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Afigura-se ao grande poeta, diz éle, haver quem considere
a sciéncia como uma deusa, por cujo amor tudo se sacrifica,
emquanto que outros hd que a apreciam, como se aprecia
uma boa vaca leiteira, que tanto vale quanto rende.

A matemadtica orientada de conformidade com a segunda
proposigio do dilema reputo-a desastrosa.

Os conhecimentos matematicos adquiridos sistematica-
mente por métodos experimentais ou mesmo obtidos sem a
nitidez companheira do rigor, sem orientagdo inspirada pelo
verdadeiro espirito matemdtico emfim, jque frdgil instrumento
de investiﬁa‘;ﬁu virdo a constituir nas mados de quem tentar
utilizd-los! ;Que efeito disciplinador, que acg¢do educativa
colherd quem assim os obtiver?

Eu reputo o encargo de expor sob o aspecto utilitirio os
necessdrios conhecimentos, missdo que aos inexperientes se
afigurard talvez ficil tarefa, um daqueles que mais responsa-
bilidades fard pesar sébre o professor, probo e consciente da
sua alta missdo, que queira e saiba transmitir, sem demolir a
sciéncia, um conjunto aprecidvel de nogdes tteis enlagando
precisdo e sobriedade com um solicito discernimento.

0 novo quadro das cadeiras.
Desequilibrio da sua organizagio

Mas eu devo encerrar mais estoutra pequena divagagdo que
me ia levando para longe do meu assunio e reverter a minha
exposigdo, na altura em que me encontrava. Ocupava-me da
reFurma de 1911.

Criou, e muito bem, essa reforma o ensino das matemd-
ticas gerais. Fez-se derivar por ésse novo canal uma corrente
de alunos que, ndo aspirando a cultura matemdtica mais ele-
vada, se fundia com a massa dos alunos que sé esta deman-
davam.

Por outro lado organizava-se um elenco de novas cadeiras
mais completo, do que resultava para o ensino uma maior e
necessdria amplitude.

As que foram entdo criadas juntamente com as existentes,
constituem, nas trés Universidades, o quadro seguinte.

Uma cadeira d¢ matemdticas gerais, cujo ensino se faz em
dois semestres. E destinada aos alunos da secgio de scién-
cias biologicas e geologicas da Faculdade de Sciéncias.

Uma de é!ge%-ra superior e de geometria analitica, em
dois semestres.

Uma de cdlculo diferencial e integral, em dois semestres.
Estas duas cadeiras sdo destinadas aos alunos das secgbes de
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sciéncias matemdticas e de sciéncias fisico-quimicas da Facul-
dade de Sciéncias e aos alunos da Faculdade Técnica (enge-
nharia).

Uma de geometria descritiva, em dois semestres, para os
alunos da secgdo de matemdtica da Faculdade de Sciéncias
e para os alunos da Faculdade Técnica.

Uma de andlise superior, em dois semestres, uma outra
de geometria projectiva, também em dois semestres e mais
uma de cdlculo das probabilidades, em um semestre, para os
alunos da primeira secgdo da Faculdade de Sciéncias.

Tal é o conjunto das cadeiras pelas quais se encontram
distribuidas as disciplinas que constituem o ensino das mate-
maticas puras, fundamento do ensino das matemadticas aplicadas
da secgdo de matemdtica das Faculdades. de Sciéncias e também
base do mesmo ensino para as outras duas secgOes das mesmas
i-;aculdach:s e para a Faculdade Técnica na Universidade do

drto.

Melhorias e imperfeiges

Este quadro representa um notdvel e claro progresso sobre
o que anteriormente existia, se bem que encerra alguns de-
feitos fdceis de remediar.

Por muito de leve que se analise éste agrupamento hd um
reparo que imediatamente se oferece fazer: um sensivel dese-
quilibrio revelado na distribuigdo das matérias pelas diversas
cadeiras, atento o seu valor relativo e a extensdo que importa
dar-lhes.

A geometria projectiva reservam-se dois semetres, isto é,
um ano inteiro, e paralelamente a geometria analitica e a dl-
gebra superior sdo comprimidas dentro da mesma cadeira e
ensinadas no mesmo espagn de tempo, levando assim ao inevi-
tdvel resultado de uma disciplina ser sacrificada a outra, o que
sempre e inevitavelmente acontece.

, na verdade, como serd possivel, querendo o professor
elevar-se um pouco, sair para fora do emprégo elementar
das coordenadas cartesianas ordindrias e imprimir a geome-
tria uma feigdo moderna, partindo da nogdo da razio dupla e
da lei da dualidade, empregando as coordenadas de pontos e
de linhas — como serd possivel, pergunto eu, utilizando estes
principios € os métodos modernos que dio a doutrina tdo
admirdvel unidade, beleza, simetria e fecundidade nos resul-
tados — jcomo serd possivel concentrar 16da esta doutrina
dentro de um semestre, cortado de férias, de interrupgses,
umas inevitaveis, outras infelizmente bem escusadas mas que
a fatalidade tantas vezes tem feito surgirs
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¢E a dlgebra? A experiéncia mostra ser qudsi impossivel
ultrapassar a teoria da resolugdo numérica das equagbes.

A teoria das formas algébricas, os invariantes, as trans-
formag6es lineares, us belos trabalhos de Lagrange, de Abel
e Galois, tudo isto tem de ficar em grande parte no esqueci-
mento, €, somente por um esférgo ingente da parte do pro-
fessor, quando auxiliado por uma rara boa vontade de alunos
essencieﬂmente dedicados, em anos de excepcionais condigGes
de continuidade, sem interrupgbes nem perturbagdes, se con-
segue expor algumas destas matérias.

Fala pela minha voz a experiéncia de largos anos de exer-
cicio de magistério, e eu puc!uriﬂ apontar em letras vermelhas,
nos registos do meu ensino, aqueles, em que um conjunto de
raras circunstdncias felizes permitiram a realizagdo de um pro-
grama relativamente completo, como eu o desejaria ver reali-
zado sempre.

E emquanto que esta impossivel, esta incongruente concen-
tragdo se impde a duas disciplinas fundamentalmente impor-
tantes, a exposi¢do da geometria pura, com a forma projectiva,
se dilui por um ano inteiro, ndo obstante a sua importdncia,
por forma alguma se possa admitir que seja superior a da
geometria analitica.

Creio pois ter razdo bastante para afirmar que se encontra
no quadro actual das disciplinas, alids bastante completo, um
sensivel desequilibrio que importard corrigir. ;Serd isso
facil ?

. Para tentar estabelecer qualquer férmula, que represente
solugdo, harmoénica no seu conjunto e praticamente util nos
seus fins, aproveitando quanto possivel os elementos existen-
tes, dois pontos convém considerar préviamente. Nesta con-
formidade preguntarei:

:Qual ¢ a preparagio provdvel do aluno, e com a qual se
pode contar, quando éle ingressa nas Faculdades de Scién-
cias?

¢Qual é em cada um dos ramos da Faculdade a extensdo
necessdria e suficiente da cultura matemdtrca que éle deve re-
ceber?

A cultura matematica preparatéria
dos alunos que ingressam nas Faculdades de Sciéncias

A resposta ao primeiro quesito havia de levar-me para
muito longe e obrigar-me a percorrer um campo que ndo me
proponho neste momento explorar.

irei apenas que, se os programas do nosso ensino secun-
ddrio sdo largamente desenvolvidos, os resultados colhidos
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tém sido notavelmente inferiores as promessas lisongeiras que
éles encerram.

Tem sido confiada aos nossos liceus uma dupla missdo:
dar aos alunos uma cultura geral, e, obtida esta, de, nos ul-
timos anos dos respectivos cursos, os especializarem, ou no
ramo de letras, ou no ramo de sciéncias, preparando para
estudos superiores os que aspiram a mais elevada cultura
scientifica.

Pelo que diz respeito a sciéncias e, em especial, & prepa-
ragdo matemdtica, ;poderd afirmar-se que o aluno, depois de
completar o curso secunddrio, se encontrard em %eral apto
para receber um ensino superior, elevado e intenso

E forgoso confessar que quem quiser, neste momento,
firmar o ensino superior matemdtico sébre o ensino liceal
actual serd imprudente se confiar demasiado em uma soélida
preparagdo secunddria. E muito propositadamente me refiro
g uma preparagio solida, e nfo a uma preparagio extensa.
E aqucﬁl, e ndo esta, que importa fomentar.

Oxald que uma proxima reforma do ensino matemdtico dos
liceus, que tanto urge preparar, se elabore sébre a dupla
base, a meu ver indiscutivelmente necessdria, da compressdo
dos programas e da intensificagdo do ensino, e ndo se deixe
arrastar pela ilusdo do programa aparatoso, mas cuja execugio
a prdtica magstre ser impossivel.

Quer a fungdo do liceu seja dar uma cultura geral média
e a €ste papel se limite, quer conserve ainda a missdo de
_preparar para o ensino universitdrio, deverd afastar-se dos
programas tdda a doutrina que represente ostentagdo va e
pretenciosa.

Pelo que diz respeito aos conhecimentos matemiticos fago
votos por que se tenha bem presente a sua indole especial.
L necessdrio que €les se liguem graduando se, e ndo esquega
que vale a pena sacrificar doutrinas pseudo superiores de inte-
résse quimerico a necessidade absoluta de fazer um ensino
perfeito e demorado da aritmética e da geometria euclidiana,
ensino fundamental indispensivel e que ndo se repete fora
dos liceus.

:Como se poderd, com efeito, seguir com proveito um
ensino rasgado de geometria analitica ou descritiva sem pos-
suir bastante completos os elementos da geometria eucli-
diana?

:E quantas vezes se tem reconhecido a sua lamentdvel in-
subsisténcia?
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A transi¢io do ensino liceal para o ensino universitdrio

Ora se, como eu hé pouco dizia, ndo se pode aguardar,
em regra, uma solida preparagdo elementar, claro é que,
como conseqliéncia inevitdvel, se deverd pér de parte por ilu-
soria qualquer organizagdo de ensino superior matematico que
logo de entrada tome formas relativamente elevadas, e, sendo
assim, 0 bom senso aconselhard uma transigio que estabeleca
continuidade entre o ensino liceal e o ensino superior.

A minha aspiragiio seria que essa transi¢do se fizesse em
um periodo de estdgio antes do ingresso definitivo nas Facul-
dades, mas junto destas e sob a sua imediata direcgio e fisca-
lizagdo, e depois de completado o curso do liceu, cuja fungio
se limitaria a dar uma solida e sincera nstrugdo geral média,
samNFreacupa;ﬁo de preparar para cursos universitarios.

as, nao sendo possivel por agora esperar uma tio pro-
funda remodelagdo do ensino secundirio, vejamos como, dentro
do existente, se poderd estabelecer proveitosamente essa tran-
sigdo.

Para éste fim estd naturalmente indicada a cadeira de ma-
temdticas gerais, que ficaria sendo estudo obrigatério funda-
mental e inicial para qualquer das secgdes da %‘aculdade de
Sciéncias. Aceite esta base, vejamos como dela deverdo ra-
mificar os conhecimentos matemdticos ulteriores, dentro das
diversas secgdes.

A extensdo do ensino matemdtico
dentro da 1.* seccdio da Faculdade de Sciéncias
€ a preparacdo matemética do engenheiro

A primeira secgdo da Faculdade de Sciéncias é aquela em
que predominam as sciéncias matemdticas e nela atingem o
seu mdximo desenvolvimento.

A esta secgdio vém também procurar a sua cultura mate-
mitica os alunos que se destinam a Faculdade Técnica (alunos
engenheiros) e ainda aos cursos militares estranhos a Univer-
sidade.

¢ Até que ponto ¢é conveniente que seja levada a sua prepa-
ragio matemdtica?

Nao vou tratar aqui agora esta debatida questdo e da qual
tdo proficientemente se ocupou o Congresso espanhol de en-
genharia realizado hd dois anos. Citarei todavia as palavras
de um matemadtico distintissimo, o Sr. Rey, Pastor, alta men-

10
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talidade espanhola a qual presto admirativa homenagem, pro-
feridas nesse Congresso entre os aplausos dos assistentes.

Disse éle ser mister distinguir entre o técnico subalterno,
sem pretensGes, que aplica os resultados prdticos nos traba-
lhos vulgares, e o técnico superior que, cultivando a sciéncia, a
pode fazer progredir. Para éste a cultura matemadtica elevada
¢ indispensdvel, e conclui, que um pais desprovido de escolas
onde esta alta cultura se possa obter, seria um pais de civili-
zagdo incompleta e de cultura satélite.

J4 em outra ocasido e em outro lugar tive ensejo de citar
estas palavras, que traduzem uma opinido com a qual me con-
formo por completo.

Deve-se apartar sem hesitagdo um largo quinhdo dos conhe-
cimentos matemadticos, que encontramos na primeira secgao da
Faculdade de Sciéncias, para organizar a preparacio indispen-
sdvel aos alunos que se destinam a Faculdade Tccnica.

A extensdo do ensino matemdtico
dos alunos da 2.° e 3.7 seccdes da Faculdade de Sciéncias

A segunda secgdo ¢ destinada a dar conhecimentos nos
quais a nota dominante ¢ a cultura das sciéncias fisico-qui-
micas.

Nio se justifica que nesta secgdo os alunos recebam educa-
¢do. matemdtica inferior a do engenheiro.

Até agora tém éles sido obrigados as duas cadeiras se-
uintes: dlgebra superior e geometria analitica e cdlculo di-
erencial e integral.

Afigura-se mal equilibrada por um lado, deficiente por outro
esta base matemdtica do estudo das sciéncias fisicas.

E natural a exigéncia da geometria analitica, mesmo com

a extensdo que toma na primeira secgdo e ainda o cdlculo,
mas, pelo que diz respeito a #lgebra superior, bastard quanta
for necessdria para o estudo da geometria analitica.

Por outro lado ndo compreendo como estes alunos tenham
até agora sido dispensados de se instruirem nas matérias pro-
fessagas no curso de cdlculo das probabilidades.

Nido sbmente a teoria dos erros lhes ¢ indiscutivelmente
necessdria para bem compararem, bem apreciarem e bem
concluirem dos resultados experimentais os valores mais Ero-
vdveis, mas ainda os principios fundamentais das probabili-
dades constituem hoje a base de notdveis teorias fisicas. Nio
hd muito que com interésse compulsei umas conferéncias notd-
veis do professor Guye, de Genebra, e que tinham por assunto
a evolucdo dos fenomenos fisico-quimicos, ligada ao cdlculo
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das probabilidades. Parece-me de 16da a oportunidade romper
com uma velha tradigdo injustificdvel, substituindo parte do es-
tudo da dlgebra, inutil nas suas teorias superiores, pelo cdl-
culo das probabilidades, sempre aproveitdvel, e talvez hoje
indispensdvel.

A terceira secgdo da Faculdade de -Sciéncias é a das scién-
cias biologicas e geologicas. Para esta parece natural reser-
var-se a preparagao matemdtica minima.

Definida por esta forma a indole de cada uma das secgbes
da Faculdade de Sciéncias e respectiva finalidade, e reconhe-
cida a conveniéncia de um periodo de transigio entre as ma-
temdticas elementares dos estudos secunddrios, e as matemd-
ticas superiores, com o cardcter de elevago préprio do ensino
superior dos cursos universitirios, eu pego que me permitam
dizer como na minha opinido, sem aumento do numero de ca-
deiras da Faculdade, sem exigir aos alunos um maior esférgo,
mas obedecendo a uma diversa mas metddica distribuigdo de
doutrinas, eu penso que as deficiéncias apontadas seriam su-
primidas, os defeitos emendados e se atingiria uma organi-
zagdo, dentro do existente, porventura ndo perfeita, mas cer-
tamente légica e harmonica,

Um novo plano de estudos matemdticos
nas Faculdades de Sciéncias

Das matematicas gerais se faria o estudo obrigatério, ini-
cial e fundamental dos conhecimentos professados nas trés
secgoes da Faculdade. A matéria seria exposta em trés se-
mestres.

Os dois primeiros abrangeriam a trigonometria esférica, a
geometria analitica do plano e do espago, tratada pelos métodos
cldssicos elementares, empregando as coordenadas cartesianas,
ndo homogéneas, e as polares, alguma dlgebra complementar,
sem pretengdes a dlgebra superior, e os principios de cdleulo
diferencial.

O terceiro semestre abrangeria os complementos désse
cdlculo e os elementos do cdlculo integral, exposto em vista
das futuras aplicagdes.

Nos dois primeiros semestres de matemadticas gerais se faria
um ensino cﬁ: transigdo do liceu para a Faculdade, ensino
obrigatorio a todos os seus alunos.

o terceiro se faria ensino expressamente consagrado aos
alunos da terceira secgdo Unicamente, que receberiam nestes
trés semestres a sua instrugdo matemdtica total.

A cadeira de geometria projectiva teria de ser desdobrada
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em duas outras semestrais, a primeira de geometria pura, a
segunda de geometria analitica superior, complemento da geo-
metria analitica elementar ensinada na cadeira de matemadticas
gerais.

A actual cadeira de geometria analitica e dlgebra seria con-
vertida em duas cadeiras semestrais de dlgebra superior, en-
sino complementar da dlgebra da cadeira de matemdticas ge-
rais. Na primeira se esplanariam as doutrinas precisas para
o ensino da geometria analitica superior.

Os alunos da segunda secgdo seriam obrigados a freqiientar
os dois primeiros semestres de matemadticas gerais, o semestre
de algebra superior, preparatéria para a cadeira semestral de
geometria analitica superior, esta cadeira e ainda cdlculo dife-
rencial e integral e cdlculo das probabilidades.

Os alunos da primeira secgdo deveriam freqtientar, além
dos dois primeiros semestres de matemdticas gerais, os dois
semestres de dlgebra, os dois semestres de geometria pura e
analitica e ainda as cadeiras de geometria descritiva, de cdl-
culo diferencial e integral, de andlise superior ¢ de cdlculo
das probabilidades, as quais continuariam com a forma actual
e seriam obrigatérias para todos os alunos da primeira secgdo,
juntamente com as cadeiras de mecdnica, astronomia e geo-
desia, fisica matemdtica e mecinica celeste.

- Para os alunos que se destinam a Faculdade Técnica e
que ndo podem dispensar uma cultura matemdtica bastante
elevada, eu proporia 0 minimo seguinte: os dois semestres de
matematicas gerais, as cadeiras de geometria analitica e pro-
jectiva, de cdlculo diferencial e integral, de geometria descri-
tiva e de mecdnica. De dlgebra superior teriam de frequientar
a parte preparatoria para a geometria analitica superior.

Para os cursos militares, que ndo féssem de engenharia
ou artilharia, bastariam os trés semestres de matemadticas ge-
rais.

Para os alunos de engenharia militar ou artilharia a pre-
paragdo niio deveria ser inferior & dos alunos que se destinam
a Faculdade Técnica.

Resumindo e sintetizando o que fica dito eu creio poder
formular a seguinte conclusdo:

O ensino matemrdtico universitirio em Portugal, notavel-
mente melhorado, tem ainda manifestas deficiéncias, mas os
valiosos elementos criados pela reforma de 1911, conveniente-
mente remodelados, podem facilmente constituir um quadro de
conhecimentos, base dum plano de estudos capaz de fornecer
suficiente cultura matemadtica superior para toédas as carreiras
que clich] precisem, sem alterar sensivelmente a organizagiio
actual.
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MEeus SenHORES

E tempo de pdr remate a estas reflexdes, alids bem ligei-
ras, em que me tenho demorado, encarando um dos aspectos
do nosso ensino matematico.

Somente mais duas palavras e termino. O prometido é
devido e eu prometi ser breve.

Falei da remodelagdo operada em Portugal em 1911, a
qual, representando um progresso sem duvida aprecidvel, tem
ainda, sob o ponto de vista da cultura matemadtica, evidentes
defeitos e sensiveis deficiéncias.

Falei com sinceridade pondo em destaque essas faltas.
Com igual sinceridade repetirei que as julgo ficeis de reme-
diar com pequeno esférgo e alguma boa vontade.

Eu tenho, e sinto grande prazer em afirmd-lo hoje aqui,
perante os nossos héspedes, fé inabaldvel e confianca ilimitada
no ressurgimento, pelo trubalho e por uma bem orientada
educagdo moral e scientifica, desta nossa terra portuguesa
bem-amada. Creio até poder afirmar que alguns sintomas
prometedores se esbogam jd. ;Nao serio indicios de um mo-
vimento reparador que desperta dois acontecimentos palpi-
tantes que no momento presente e bem & nossa vista se :E:scn-
rolam nesta cidade em campos diversos: no campo do trabalho
o certamen do Paldcic de Cristal, pleno de interessantes re-
velagbes sbbre o nosso progresso industrial; no campo inte-
lectual o interésse manifestado em meios tdo diversos por
éste Congresso, cujo éxito vai muito para além da nossa es-
pectativa ?

Mas ndo basta confiar e cruzar os bragos ; senfio trabalhar

ara que €sse ressurgimento se vd operando progressiva e
Ermememe, sem perda de tempo, sem dispéndio inutil de
energias.

ra, uma orientagdo fecunda e um impulso enérgico e de-
cidido para a realizagdo dessa grande obra, deverd encontrar
um dos seus mais fortes esteios no aperfeigoamento e na
expansdo do nosso ensino, em todos os graus, em todos os
campos.

Sdo os conhecimentos matemdticos fundamento de grande
nimero das mais belas e das mais prestantes ramificagbes
do saber, indispensdvel e poderoso instrumento de investigagio
de outros, elemento educativo a todos favordvel. Exige o seu
ensino a mais desvelada atengdo, quer se trate das investiga-
¢Ges mais elevadas e transcendentes, quer se procure apenas,
em dominios mais modestos, encontrar a melhor forma de fazer
uma simples exposigdo utilitdria ou elementar.
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E, sendo isto certo, ;ndo resultard dever indeclindvel para
quantos possam concorrer para que se estabelega essa cor-
rente de progresso e de aperfeicoamento imprescindiveis, en-
vidar, dentro da esfera da sua acgdo, dos seus conhecimentos,
da sua experiéncia, todos os esforgos para que a cultura desta
maravilhosa sciéncia seja, quanto possivel, cuidada e per-
feita?

Assim o penso, e por éste motivo e porque a ocasifo era
propicia pareceu-me conveniente aproveitd-la trazendo para
aqui um mais do que modesto tributo para a solugio do pro-
blema do renovamento da nossa educagio matemdtica supe-
rior, cuja estrutura, a meu ver ainda imperfeita, pode, sem
notdvel esforgo, evolucionar facilmente para formas mais equi-
libradas e por conseguinte mais produtivas, ’

s possivel que eu me iluda e que melhores solugGes ime-
diatas seja possivel formular capazes de sanar as imperfei-
¢bes e corrigir as deficiéncias perturbadoras da regular ex-
pansdo do nosso ensino, para as quais me permiti chamar a
atenigdo dos meus sdbios colegas.

VV. Ex.” o dirdio e, se melhor se encontrar, eu o acolherei
com reconhecimento, porque, Meus Senhores, 0 meu objectivo
principal, o meu desejo mais veemente seria que éste toque
de rebate fosse ouvido e eu obtivesse a coadjuvagio efectiva
dos colegas das Universidades portuguesas para que, solidari-
zando-nos todos em um pensamento comum, unidos por uma
mesma aspiragdo, aprecidssemos com carinhoso cuidado éste
e tantos outros problemas, que tio de perto nos interessam,
congregando todos os esforgos para que de nds partisse a ini-
ciativa de uma reconstrugao solida e util do ensino matema-
tico superior em Portugal.

Sim, porque é dentro da nossa corporagdo que eu de-
sejaria ver iniciado ésse movimento reparador, reflectido e
prdtico, sem nos deixarmos transviar por pessimismos nem
por preconceitos, sem nos deixarmos iludir por fantasias.
nem por formulas de problemdtica adaptagdo cujo valor pri-
tico s6 em época remota a experiéncia poderd confirmar ou
condenar.

Eu quereria que, valorizando e completando tudo quanto
pela experiéncia temos reconhecido poder dar resultados van-
tajosos, e que ndo ¢ pouco, e eliminando ou modificando,
quanto se tem denunciado nocivo ou imitil, e que também €
bastante, pudéssemos de uma maneira suave, embora lenta,
mas segura e reflectida, atingir formas definitivas e harmo-
nicas com o condicionalismo do nosso ambiente e a psicologia
da nossa raga.

Assim orientados eu creio que conseguiriamos realizar
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dentro de pouco tempo uma obra solida, produtiva e dura-
doura, porque seria nussa, porque seria portuguesa e porque
seria prdtica, correspondendo em fecunda uulidade aos ar-
dentes votos que eu fago, que todos nés sem divida fazemos,
pela consolidagdo e rendimento util do nosso ensino, pelo
enaltecimento e prestigio da Pdtria portuguesa.




MODIFICACAO
DO METODO DO PICNOMETRO

PARA DETERMINAR
A DENSIDADE DOS SOLIDOS

(CASO DOS SOLIDOS ATACAVEIS PELO AR E PELA AGUA)

POR

ALVARO R. MACHADO

O méluducrh.nomx.trlcu, imaginado por Klaprott, para a
determinagdo da densidade dos solidos e definitivamente intro-
duzido por Regnault, ¢ hoje o mais usado nos laboratorios
como ¢ mais exacto, contanto que se &dupl:. técnica conve-
niente e @ frasco se possa encher de liquido sempre uniforme-
mente. lustu método merece, pois, a atengio dos cultores
das sciéncias fisico-quimicas, no sentido de o generalizarem,
aperfeicoarem os instrumentos e tornarem coémoda a técnica.

O frasco que ndés mandamos construir (fig. 1) é de vidro
fino, com -a capacidade de cérca de 6o ecm?, de gargalo um
pouco largo (1 cm., ou mais, de didmetro) de modo a poder
deixar passar pequenos fragmentos de sélidos, adaptando-se
a éste gargalo uma rélha perfcu.amn:nte esmerilada, que faz
corpo com um termémetro, graduado de o° a 30°. Na parte
superior do frasco estda implantado um pequeno tubo capilar
com um trago de referéncia, encimado por um pequeno reser-
vatorio cilindrico, de Cdp‘iC!ddde cérca de 2 cm?, fechado por
uma rdlha.

O que éste frasco, ou picndmelro, tem de especial é éste
reservatorio suplementar, com o qual podemos determinar a
densidade de um soélido que ndo pode ser pesado no ar, se-
gundo a técnica ordindria (*).

() Elementos de Fisica Geral, por F. J. Sousa Gomes e Alvaro R.
Meachado, 3.® ed., pdg. 153. —hutru; des para trabalhos no Laboratirio de
Fisica da Universidade do Pérto por Alvaro R. Machado. Art. Determi-
nagdo da densidade dos solidos pelo método do frasco.
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Se se conhece a densidade dum liquido (petréleo, esséncia
de terebentina, dlcool, etc.) que ndo tenha acgdo de qualquer
espécie sbbre o solido, a tccnica apropriada € a seguinte:

1. Enche-se o frasco até ao trago de referéncia, enxu-
ga-se o reservatorio suprajacente ao tubo capilar, bem como
a parte superior déste, com auxilio de aparas e
pequenos rolos de papel de filtro: limpa se ex- A
teriormente.

Depois de ter tomado a temperatura do am-
biente, coloca-se num prato da balanga de pre-
cisdo, juntamente com massas marcadas 7,
fazendo tara ¢ no outro prato. Temos assim
uma primeira igualdade

t=f+m'+1.

2.° Introduz-se no frasco o fragmento do
solido, sem perder porgdo alguma de liquido.
Este, quando se introduzir a rélha com termoé-
metro, sobe pelo tubo lateral e fica contido no
reservatorio suprajacente.

Se pequenas bolhas de ar ficarem aderentes
ao corpo, tiram-se tocando-as com um arame
fino.

Deixando ficar a mesma tara f, modificam-se
se as massas colocadas ao lado do frasco para
m", de modo a restabelecer o equilibrio da ba-
langa. Temos a segunda igualdade:

te=f+14m"- c.

3.° Com auxilio duma pequena pipeta e de papel de filtro,
tira-se todo o liquido Iy, que estd acima do trago de referéncia
no tubo capilar e reservatorio, que representa um volume de
liquido igual ao volume do corpo.

Conservando ainda a tara primitiva, modificam-se as massas
colocadas ao lado do frasco de modo a de novo restabelecer o
equilibrio da balanga. Temos agora a igualdade:

Fig- 1

t=f+1'+m"+c.
Da primeira e da segunda igualdade tira-se a massa do
CUFPO
c=m—m".

Da segunda e da terceira igualdade tira-se a massa /y do




154 ASSOCIM;EO PORTUGUESA PARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

liquido saido da segunda para a terceira pesagem, de volume
igual ao do corpo sélido introduzindo

h=Il=0=m"—m".

A densidade do sélido em relagdo ao liquido empregado,
4 temperatura da experiéncia, serd

o m' —m'
h " —m

Para termos a densidade do solido 8 mesma temperatura
em relagdo a dgua a 3” C. basta multiplicar a densidade
bruta d' pela densidade d" do liquido conhecido (1).

uste frasco e o modus faciendi exposto pode aplicar-se a
determinagdo corrente da densidade dum corpo sdﬁdo. Nao
¢ mais complicado na sua execugdo e conduz a resultados
exactos. Neste caso, o liquido em que o corpo se mergulha
¢ a dgua distilada, cuja densidade d" se conhece por simples
consulta de tabelas.

No caso especial dos sélidos se alterarem pelo ar, que
determina o uso da modificagdo aqui proposta, sucede por
vezes que @sses corpos, por exemplo os metais alcalinos,
também sdo atacdveis pela dgua e portanto hd necessidade de
empregar outros liquidos para os banhar, como o petréleo.

Os principios de técnica, que vamos expor, aplicam-se
portanto aos casos especiais em que o corpo € atacdvel quimi-
camente pela dgua ou se dissolve nela.

Suponhamos que a densidade do liquido auxiliar empregada
ndo se conhece com rigor nas condi¢bes das experiéncias e hd
necessidade de a determinar na ocasido. Pode fazer-se isto
simultineamente pelo método do frasco com economia de pe-
sagens; bastam duas mais:

Toma-se uma tara ¢ suficientemente grande para fazer
equilibrio ao frasco vazio, limpo e séco e a uma massa m'
gr., sendo em geral éste nimero 7' cérca do débro da capa-
cidade do frasco em cm?.

Faz-se outra pesagem com o frasco cheio de dgua a #°,
até ao traco de referéncia, e séco no resto, como no caso

eral; sejam m" as massas marcadas necessdrias para estabe-
ecer o equilibrio,

Em seguida despeja-se a dgua do frasco e passa-se inter-

(1) Elementos de Fisica Geral, por F. J. Sousa Gomes e Alvaro R.
Machado, 3.* ed., pdg. 152.
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namente com o liquido em que o corpo solido vai ser mergu-
lhado; enche-se com éste, como no caso anteriormente exposto,
e fazem-se seguidamente as trés operagbes.

As cinco pesagens, que ao todo se fazem correspondem as
cinco igualdades

=+ mo
t=f+m+a
t=f4m+1
t=f+m"+1+4c¢
t=f4+m"+1'+ec.

Da primeira e da segunda e da primeira e da terceira ti-
ram-se respectivamente a massa da dgua a=mo—m e a
massa do liquido / = mg — my, que enchem o frasco até ao trago
de referéncia. Portanto, a densidade bruta do liquido a tem-
peratura da experiéncia serd

l mo —m'

d=—=

a mo—my

A densidade bruta de d' do sélido em relagdo ao liquido, 2
temperatura da experiéncia, serd calculada com os resultados
da experiéncia como atrds, tendo as grandezas a mesma re-
presentagdo literal.

Faz se a correcgdo pelo processo geral indicado.

Assim ficamos com um método geral, cuja precisdo s6
resta limitada na maneira de colocar a rélha no frasco nas
operagbes sucessivas,




NOTA SOBRE A CRIOSCOPIA

DAS AGUAS MINERO-MEDICINAIS
PORTUGUESAS

POR

RAUL LUPI NOGUEIRA

Professor na Faculdade de Farmdcia da Universidade de Listoa

As dguas minerais portuguesas nido estdo, que me conste,
salvo uma ou outra, estudadas sob o ponto de vista do seu
indice crioscépico.

Essa constante fisico-quimica tem indubitavelmente, sua
importincia quer sob o ponto de vista fisico-quimico, quer
sob o ponto de vista crenoterdpico. Qualn{ucr contribuigdo
para o seu estudo, embora modesta, ¢ pois bemvinda, ainda
juando se trate apenas dum trabalho inicial que sirva de ponto

e partida para outros de maior tdmo,

O estudo da crioscopia de uma dgua mineral ndo deve ser
feito apenas na dgua engarrafada, mais ou menos recente,
mas na origem, na nascente, e, ainda, serd certamentg inte-
ressante determinar as variagbes do indice crioscopico nas di-
versas €pocas do ano e no decorrer dos anos.

Por agora, e como trabalho inicial, ocupei-me apenas de
determinagbes dos pontos de congelagdo das dguas minerais
portuguesas e também de algumas espanholas.

Fiz primeiro, para cada dgua, uma série de determinagées
usando um criescopio de Feckmann. O resfriamento era
obtido com uma mistura de gélo, sal e dgua gelada. No es-
pago anular entre o tubo largo que mergulha na mistura frigo-
rifica e o tubo-laboratério, deitei dlcool a go®, em quantidade
tal que o seu nivel fdsse sensivelmente igual ao da dgua a en-
saiar, contida no tubo-laboratério. Regulava também a quan-
tidade da mistura refrigerante de forma que o seu nivel ndo
divergisse muito do do dlcool e da dgua. O volume de dgua
inlruguzido no tubo-laboratério era sempre de 25 c.¢c. Em-
preguei um termoémetro graduado em centésimos de grau
entre —3° e - 2° termémetro bem calibrado que verifiquei
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cuidadosamente. Com um o6culo de Galileu podia apreciar
facilmente /5 de centésimo de grau.

A dgua era agitada com um agitador, de fio de prata pla-
tinado. Todos os dias determinava o ponto de congelagdo da
dgua redestilada. ' Os tbos-laboratorio, agitador e termometro
eram lavados meticulosamente com dgua destilada ordindria,
depois com dgua redestilada e, vdrias vezes, com a dgua a
ensaiar.

A dgua redestilada que empreguei era obtida, redestilando
em aparelho de vidro de lena, a dgua destilada (satisfazendo
aos ensaios da Ph. P., do Codex rgo8 e da Ph. G., ed. v)
em presenga do permanganato de potdssio alcalinizado e do
alumen.

Fazia seguidamente, para cada dgua, uma série de dez de-
terminagGes com o crioscdpio Lupt e Athayde (ver Revista de
quimica pura e applicada, 1 série, 11 ano, 1917) porque com
éste aparelho se obtém um arrefecimento muito lento, redu-
zindo-se ao minimo a sébre-fusdo.

Empregava o mesmo volume de dgua 25 c. c. ¢ o mesmo
agitador em hélice.

As divergéncias entre os numeros obtidos pelos dois pro-
cessos eram pequenas; menores eram ainda as diferengas
entre os dez nimeros obtidos com o crioscopio de evaporagio
de éter sucedendo-me fregiientemente obter oito e nove nume-
ros perfeitamente concordantes.

Repetia depois estes ensaios, com as dguas diluidas a 1:2
com dgua redestilada.

Fiz t6das as correcgdes e calculei as médias dos numeros
corrigidos. No mapa n.° 1 estdo reiinidas: as médias das dez
determinagbes com as dguas ndo diluidas, 4; as médias tam-
bém de dez determinagbes com as dguas diluidas a 1:2, &';
e, na ultima coluna, os valores de /3 A.

Confrontando os valores de A' com os de '/s A vé-se que
aqueles pouco diferem déstes (excepgdo feita das dguas de
Rubinat, Carabana e La Margarita) o que me leva a crer que
os electrolitos em solucdo estao fortemente dissociados.

Quanto as dguas de Rubinat, Carabafia e La Margarita,
tddas de muito elevada mineralizagdo, como os valores de A'
divergiam muito dos de Y3 A, fiz com elas uma nova série de
determinagbes diluindo-as a 1:2, a 1:4 e a 1:8. Os va-
lores obtidos estdo retinidos no mapa n.” 2. Por éle se veri-
fica que o grau de dissociagdo destas dguas ¢ bastante baixo,
sendo necessdrio dilui-las a 1:4 para que, com uma nova di-
luigdo, a 1: 8, o novo abaixamento do ponto de congelagdo seja
sensivelmente igual a metade do anterior.
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No mapa n.” 3 encontram-se os pontos de congelagdo, a
mineralizagdo total e a mineralizagiio fixa das diversas dguas.

Da comparagdo do conjunto déstes numeros resulta ndo
haver paralelismo entre o grau crioscépico e a mineralizagéo,
quer se considere a mineralizagdo fixa quer a mineralizagio
total,

Nio € isso para admirar, antes ¢ de prever, tendo‘em con-
sideragdo as leis que regem as propriedades coligativas das
solugdes.

Porém, nas dguas que tenham uma constituigdo andloga é
de crer Que ésse paralelismo exista.

Consideremos as dguas de Vidago, Vidago n.® 2, Salus,
Sabroso, Areal, tddas da mesma regido e de composigdo qua-
litativa semelhante: :

Vidago. . . . —0%328 MT =8,77512 MF = 7,19506

Salus. . - . . —0%272 MT = 7,846245 MF = 5,719-45
Vidagon®2. — 0*‘:201 MT = 6’,06949 MF = .;,5“‘60
Sabroso . . . —o%176 MT = 5664552 MF = 3,313g31
Areal. . ... —0%i48 MT = 5,081 MF = 4,0801.

Uma simples vista de olhos sdbre estes nimeros mostra

ue ao acréscimo da mineralizagdo, corresponde o acréscimo

30 abaixaménto do ponto de congelagdo. Nio hd, porém,
proporcionalidade, como ¢ ficil de verificar.

Outro ponto sbbre que incidiu a minha atencio foi a in-
fluéncia do anidrido carbénico livre e outros gases em solugio
sobre o indice crioscopico das dguas.

Para estudar essa influéncia fiz as seguintes experiéncias:

a) Agitei a dgua de Vidago, enérgicamente, durante uma
hora e determinei o seu ponto de congelagiio. Repeti esta
experiéncia com as dguas de Vidago n.® 2, de Sabroso, do
Areal, das Pedras Salgadas (nascente Penedo), de Melgago e
dguas Romanas.

b) Fiz passar durante trés horas uma corrente de ar na
dgua de Vidago: repeti a operagdo com as outras dguas acima
mencionadas; determinei os pontos de congelacdo.

¢) Aqueci a dgua de Vidago até ao inicio da ebuligdo; su-
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jeitei as outras dguas ao mesmo tratamento; determinei os
pontos de congelagio.

As trés experiéncias conduziram-me a resultados sensivel-
velmente iguais para cada uma das dguas.

Se no ponto de congelagdo destas dguas depois de agi-
tadas, adicionarmos a quota parte atribuivel ao anidrido car-
bonico livre, a soma resultante pouco difere do indice criosco-
pico da dgua nao agitada.

Tem, pois, o anidrido carbénico, e os outros gases em so-
lugdo, uma influéncia notdvel, dependente da sua proporgio,
no valor da constante fisico-quimica que estamos estudando.

O mapa n.® 4 compreende os resultados obtidos; o seu
exame confirma o que acabo de dizer.

E necessdrio fazer o estudo comparativo do indice crioscé-
pico e das outras constantes fisicas das dguas, nomeadamente,
da resistividade.

Também serd interessante comparar o grau crioscopico
das dguas e o de solutos artificiais de composigdo andloga.

Déstes assuntos tenciono ocupar-me no decurso do pro-
ximo ano lectivo, e, lc-%o que me seja possivel, e na medida
do que me for possivel, procurarei estudar o indice criosco-
pico das dguas na origem, bem como as suas variagbes com
0 tempo, estagao, etc.

Lisboa, 16 de Junho de 1921.

MAPA N.° 1
| Ponto | Ponto
|de congelagio)de congelagiio]
Designagio das dguas | a%ua da dgua Valor de '/y
nio diluida | diluida a1/,
4 A
FozdaCertd . .. ...........| —o0%07 | —o0%004 | —0®0035
T T e e s+ s —O%010 | —0%005 | —0%005
Caldas Santas. . . . . . ... ... ..l —o%Il0 | —o%005 | —0%005
Casais. « - v oo e 0o oo o ns s0as| —0%16 | —0%008.| —o0%008
Caldas da Felgueira. . . . . « s+ .. —o0%017 | —0°%008 | — 0%0085
S. Vicente (Entre-os-Rios) . . . . .. .| —o%022 | —0%010 | —0%011
Vizela (Nascente do Médico) . . . , . .| —0o%022 —-0%012 | —o%011
Vizela (Nascente do Rio). + . . .+ . «| —0%028 | —0°,016 | —o%014
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Ponto
de congelagio

Ponto

de congelagio

" A d da 4 Valor de'fs
ENNINCES tun gnan nio.di uida dilnald; '.:",r. A
A A
T A e P LA S e e, S —o°0do | —0°018 | —0%015
guﬁus. AN AL SRS —3:,043 —g:n;g —g:,ggé.‘l
em-Satde . . . . .. —0%I112 | —0%0 — 0",
Pedras Salgmtes. . Lo o 10 sias —-o"jsm —o':oﬁﬁ —o“,gég
L OMDRIRE 5« iay. w0 ns = i ym b P ke —0%121 | —0%063 | —o0%
Caldas da Rainha. . —o":133 —o0%071 | —o0®0bg
o e e e e g e — 0%140 | — 0072 | —0%070
Mondariz 5 are 5 W st Sl —o°:l4g —0%073 | —0%073
Charnixe . ., . i el e A —o*082 | —0°074
Areal (regiio de anngu) .| —0%148 | —o0%076 | —0".074
Romanas (regido de l’cdr-lr. "-:-ﬂu,ada:] —o%I50 | —o%078 | —o%075
Pedras ba\ﬁddds (G.d4e Alcalina) . . . | —o0%172 %002 | — o086
Sabroso (Vidago). . « . «icw o v s —0%1 gﬁ —o%090 | —o°,088
Gucos. . . ol e e i —0%182 | —0%007 | —0",001
Verin (Fuente '\'umd] .......... —0°’|8 —0°:Dg7 — 0°%,002
Sl R e e B R —o“,;gg | —0%100 | —0°,000
Vidagoa'Nesa'. . .. . v s s s =] —0%20% | —o°100 _m"[—;.';
Salas v vov v o4 s e Tweoas e o] —0%372 | —0%140 | —ONI
'\I’id?lbgo o 0 g R FL P 5 -—0“1333 —O"‘:I;O —o“:lﬁ.f.
Moucho da POVOR. « v v v s sr ain s —-u*',-;oE — o2, 366 | —o0°,354
Rubinat. + « « < « s - 4w «a e o s -4« —1%3206 | —0°B68 | —o0%648
Carabafia . . . . coeen | —1',.&30 | —o%g98 | —o°718
La Margarita em Lueche caa e e | —1%820 ‘ — 1%140 | —0°%Qt0

MAPA N~ 2
. Ponto
Designagio |- de congelagiio
Agun de Rubinat pura s « o « <o o vis o 'a o 5 05 R S
» » » Ol e e S e, sl — o°, 868
» » ¥ o i T e — o%,452
» » » » e L N T SR LT — 0%225
AguadeCarabaflapura . + . . o . v v v v s e 0| —1%g36
a » diluida & 133 0« ain wicna et e abred —nﬂ,gg-ﬁ
n ] L] » | v i L i e i « — 0,027
» ] - » | = oan o= . '—O','Iﬁ.f
Agua de La Margarita em Loeches pura. . . . . .« . « .. | — %820
% 3 = » » » diludaa1:32. . | —1%t40
iy B ® ] W L] L] Bede o n o v o On,{ﬂs
2 » » . " » " 1:8 —a%312




NOTA SOBRE A CRIOSCOPIA DAS AGUAS MINERO-MEDICINAIS 161

MAPA Ne 3

Mineralizagio
Designagio das dguas e
Total Fixa
Br. RT-
EnsanCaetl. vrev s i viis . 0,2097
P e & — 73;
Caldas Santas . . . ........ 0,2845 'D;
Ealdelas i 0D L 0,100836 0,100186
T e e R e U 1,0718 1,0718
Caldas da Felgueira . . .., .. .. 0,J2048 39
S. Vicente (Entre-os-Rios). . . . . - 0,4506
Vizela (Nascente do Médico). 0,32234 —
of T e e SRR S 0,34390 —
Barreiro (Beira Alta) . ... ., . 0,1492 0,1471
e S P e e e s 2 gB 2,4478
Bem-saide . . . .., ., 332 3 2,11724
Pedras Salgadas {Penedu} 1743012 2,730242
A T e 0372 0,2022
ot SR RS REE SE R  e 1,78045 o,70135
L o e 3,956 2,973
ChAImS . s s 4 e e s g ; 2,85 2,7126
Areal. R e 5,6081 g,oﬂo:
Rumanas .............. 5,0960241 L6092
Pedras Salgadas (G.de Alcalina). . 5,047245 3,50642335
SEITEORG- sl e e e 3,604552 3,3130%
Eucos};...ﬂ..] ........ Ey 3,;01
erin (Fuente Nueva). . . . . . .. \Joto7
SNt MR . e e e 3:900%4 3;;9%4
o AR SRR RS G 6,06949 g., i
o el e R - 5,840145 ,719745
B T i RS . ,77512 ?,;g?cé
Mouchdo da Pévoa. . . . .. ... :;.gz tg,
Rubinat. . . . ... G 103,514 103,814
o R e e 106,082 106,082
i
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DEDUCAO DAS FORMULAS

DESTINADAS A CALCULAR A ENERGIA
CALORIFICA DE UM CARVAO,
BASEADAS NOS RESULTADOS DA SUA ANALISE

POR

A. J. DE BRITO E CUNHA

Sdo muitas as energias de que o homem pode dispor tais
como: hulha branca, verde e preta, correntes de rios e marés,
energia solar sob diversas formas: emanagées, eléctricas e ca-
lorificas; além destas ainda temos aplicdveis a casos especiais,
ar liquido. gdses naturais comprimidos e combustiveis, ener-
gias radio-activas e as plantas.

Algumas destas energias jd entram em competéncia com a
energia quimica e calorifica do carvio, tais como a hulha branca
e verde, gases naturais sub-pressio, etc., de que se faz em-

régo corrente; outras tentam entrar em competéncia tendo
jd demonstrado praticamente qual o seu valor tais como: ma-
rés, correntes dos rios, calor solar, calor perdido em diversos
fabricos, calor cedido na liquefacgiio do vapor; outras ainda
ndo se tém podido aproveitar praticamente, mas jd tém pro-
vado o seu valor em qualidade e quantidade tais como, ema-
nagbes solares, diterengas de potencial a diversas alturas da
atmosfera, raios ultra-vicleta e infra-rubros, produzindo reac-
¢bes quimicas inversas e que podemos aproveitar como ener-
gias em elementos de pilhas secunddrias, acumuladores carre-

ados pelo sol, emanagbes radio-activas cuja enorme energia
¢ bem conhecida e vird sem divida um dia a ser bem apro-
veitada.

A maior parte das minas de carvio ji descem a uma pro-
fundidade de 1.000 a 1.300 metros, donde é necessdrio elevar

randes massas e transportar para os locais do seu consumo
Ele forma tal que possam competir com as outras energias
correntemente empregadas. :
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Daqui resultam varios problemas jd em via de solugdo prd-
tica, tals como:

a) Transformag@o do carvio em electricidade de alta tensdo
no fundo das minas;

b) Gazeificagio do carvio no fundo das minas aproveitando
o0 coque resultante, e transformag@o em energia na parte su-
perior.

Outras minas fornecem carvido de qualidades inferiores,
tais como hulhas betuminosas, lenhites e turfas que se pre-
tendem aproveitar, quer modificando as grelhas e cimaras de
combustdo dos geradores, quer fabricando briquetes com an-
tracite pulverizada para lhes aumentar o poder calorifico.

Por outro lado ¢ indispensdvel evitar por tddas as formas
possiveis os desperdicios de carvdo, devido as combustdes
imperfeitas que encarecem o combustivel, causando alteragGes
no ar nas grandes cidades e centros industriais, tornando-o
improéprio para a respiragdo dos animais e plantas deteriorando
IOCFOS os objectos e produzindo nevoeiros que chegam as vezes
a ser opacos e que privam localidades enormes dos benéficos
efeitos da luz solar.

Pelo que fica exposto se verifica que em breve deveremos
ter todo o carvido reduzido a briquetes com tipos especiais
convenientes que se venderio segundo a sua energia calorifica
e que serdo aplicados cada qual ao seu tipo de fornos, for-
nalhas, fogGes e fogareiros, etc., de forma a ndo produzirem
fumo.

Sabemos que em conseﬁéncia das providéncias tomadas
em Liverpool, Manchester, Widnes e S.' Helens se nota uma
grande diferenca na limpidez da atmosfera e diminuigdo de
nevoeiros.

também indispensdvel nas fdbricas verificar constante-
mente se, pelas chaminés, juntamente com os produtos de
combustio, escapam combustiveis ; determinar qual a energia
calorifica empregada, qual a quantidade de dgua produzida;
sem estas determinagfes constantes ¢ impossivel manter um
coeficiente fabril proveitoso e portanto produzir economica-
mente.
_ Daqui resulta a necessidade das determinages constantes
da energia calorifica no comércio e na industria e portanto a
conveniéncia da sua obtengio por processos simples e rdpidos.

Os métodos geralmente adoptados nos laboratérios para
0s ensaios de combustiveis sdo:

a) Anilise elementar dos seus componentes;

b) Andlise imediata para a determinacio da humidade,
mistura de substdncias orgénicas voldteis, carbono fixo, e re-
siduos minerais.
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Mr. Dulong adoptou uma férmula empirica para a deter-
minagdo indirecta do poder calorifico dos combustiveis baseada
na andlise elementar; designando por P o poder calorifico
dum combustivel composto de carbono, hidrogénio, oxigénio
e azoto serd

P =81,40 C+ 345,00 (H - OL::J—-‘L)

ou mais simplesmente
P = 124,525 C + 388,125 H — 4260.

Os srs. Scheurer-Kestner, Bunte, Stohmann, Alexéeff e
Mahler provaram que as formulas acima apresentadas se afas-
tam muitas vezes dos resultados obtidos direcctamente e que ¢
impossivel obter uma formula geral exacta em todos os casos.

Mr. Dulong baseou a sua formula empirica na anilise ele-
mentar a qual além de ser demorada e delicada, tem o incon-
veniente de decompor os compostos orginicos, existentes no
combustivel, nos seus elementos e portanto o de lhes alterar
o poder calorifico, em proporgdo do calor de formagio dos
diversos compostos, necessitando por isso um termo de cor-
recgdo relativo a cada uma das substdncias decompostas, 6
que complicava muito o problema.

E provavelmente essa a causa em virtude da qual os ?ui'-
micos acima mencionados julgaram impossivel obter uma fér-
mula exacta em todos os casos.

Vejamos agora se baseando-nos em anilises imediatas do
carvao, poderemos obter uma férmula suficientemente aproxi-
mada de modo a satisfazer as exigéncias industriais.

Designemos por V" as substdncias voldteis contidas numa
amostra dum combustivel, ;

Por C o seu carbono fixo,

Por h a sua humidade,

Por r os residuos minerais restantes,

Por E a energia calorifica total de combustio,

Por E', E", E", ..., as energias calorificas dos seus com-
ponentes, teremos, segundo a andlise:

V4+C+h+r=100
e conforme Berthelot (*),
E=E'+E"}+ E"+4...
=f(N+AC)+fB)+f()+...

(1) Traité practigue de calorimétrie chimigue, 2.tme et 5.éme sections,
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mas como

f)y e f(r)

ndo produzem calor e antes pelo contrdrio o absorvem, estas
fungGes tornam-se negativas.

Suponhamos agora o combustivel cuja energia pretendemos
determinar reduzido a compostos puros de substdncias vold-
teis, ou de carbono fixo, ficando portanto as suas andlises
reduzidas a

V=100 ou C =100

mas como podemos admitir que estas fungfes sejam o mais
simples possivel sem érro aprecidvel, isto é:

E'=f(V)=aV
E'=f(C)y=bC
E"=—f(h,r)=—c (h+r).

Sendo a e b coeficientes adequéveis e ¢ a quantidade de
calor absorvido proporcional ao calor especifico e a4 tempera-
tura, atendendo a que a energia calorifica de combustdo do
carbono puro ¢ igual a 8.140 cal., teremos, no presente caso:

E' E"
a=—— e =——== 81 ,40.
100 100

Ora o combustivel primitivo ndo sendo mais do que um
aglomerado de substincias puras definidas na andlise, tere-
mos, substituindo os valores de a e &b:

E' ’4+8140 C
Pkt )

Mas como o calor total absorvido pela humidade, para se
elevar de 15 a 100° e para passar de 100° liquido a 100° vapor,
¢ de 0,623 cal.-grama, poderemos separar os dois ultimos
termos ficando esta formula reduzida a

E'V48i40 C

O E=yreritr

—023%h—cr.

Idénticamente, servindo-nos da andlise elementar, chega-
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remos 4 equagdo seguinte:

34500 H+8140 C

= H+ C+ O+A{+h+r—’623fl-—cr'.

(2) E

Pelo que fica expbsto se vé que, com a equagio (1) rapi-
damente poderemos determinar a energia calorifica de qual
quer combustivel, que, distilado a baixas temperaturas, pro-
duza substincias volateis V” com a energia calorifica E', e o
calor absorvido ¢ pelas cinzas r, :

Se determinarmos directamente a energia calorifica P de
um combustivel isento de dgua e cinzas e se depois juntarmos
a ésse mesmo combustivel, em variadas proporg¢des, dgua e
cinzas, determinando directamente a energia calorifica ' da
novo composto, teremos :

P=P +4+623h+cr
donde
IO skl st L

"

Ora podem dar-se trés casos:

P%P' +623h
isto € i
n 0

e ou C=—.
r r

c=+
No primeiro caso
PP 4+623h
serd

Com—

r

&ste é o caso geral em que fica determinado um valor positivo
maior ou menor.
No segundo caso
PP 4623k
serd &
"

>

Cm=—

essencialmente negativo, o, que significa que o calor ¢ em-vez
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de ser absorvido, ¢ emitido, isto é, que junto com as cinzas
se encontra um combustivel capaz de emiur calor, o que s6 se
ode admitir por lapso analitico ou por troca de energias ca-
orificas.
No terceiro caso
P=P' 4 623h
serd
Cr=0

duas hipéteses se podem dar:
h>o0 ou h=o,

na primeira destas hipoteses serd

C==—

r!

quantidade infinitamente pequena, ou

€=—

)
no caso especial de ser

r=o;
na segunda destas hipéteses serd

P=p
¢ portanto, também
r=o0

por ndo haver absorpcdo de energias calorificas, logo

0

Cm —

o 1
quantidade indeterminada que indica ndo haver humidade nem
cinzas que possam absorver calor.

Presentemente o comércio do carvio ¢ muito irregular
ficando a maior parte das vezes prejudicado o comprador por
ignorar a energia calorifica do combustivel que adquire, dando-
-lhe resultados muito diversos daqueles com que éle conta ou
calcula.

Por outro lado ndo convém a pais algum esgotar as suas
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minas de antracite ficando com hulhas betuminosas ou lenhites,
as quais ndo tém aplicagdo em todos os casos.

ambém ndo convém aos donos das minas perder o carvdo
pulverizado ou reduzido a pequenos fragmentos.

Nio convém a consumidor algum empregar carves com
energia calorifica superior a que necessita, por isso que a ten-
déncia dos fogueiros ¢ sempre para consumir demasiado, su-
pondo-o indispensdvel, o que dd em resultado prejudicar a
atmosfera da localidade e a dos vizinhos, desperdigar inatil-
mente energias, deteriorar chaminés e prejudicar.a algibeira
do industrial ou a do consumidor.

Examinando 29 andlises de diversos combustiveis, che-
gamos a obter uma média de 12000 calorias para E' ¢ de
200 para ¢; € claro que estas médias devem ser modificadas
por um exame mais extenso e classificando os combustiveis.

Se, como acima dissémos, reduzirmos todo o carvio, for-
necido pelas minas, a briquetes, com tipos especiais, distin-
guiveis pelo aspecto, dimensées, forma, etc., e determinarmos
a energla calorifica E' das substincias voldteis distilando de
500 a goo® em cada tipo, teremos, fazendo-lhe a andlise ime-
diata, e aplicando-lhe a férmula (1), a energia calorifica E, de
cada tipo, o que permitird que o comércio se faga estabele-
cendo pregos por cal.-tonelada ou qualquer outra idéntica uni-

dade. -

E indispensdvel economizar o mais possivel o carvdo, ndo
sO porque o seu consumo tende a aumentar extraordinaria-
mente com o aumento da populagdo e as modernas exigéncias
scientificas e industriais, mas também porque j4 estio muito
explorados os jazigos conhecidos, dos quais se calcula limitada
a existéncia a uns 100 anos, apenas, ignorando-se por em-

uanto até que ponto poderemos contar com 0s novos jazigos,
gescobertcs ou a descobrir, de carvio ou petroleo.

Por isso todo o carvio deve ser reduzido a briquetes nas
minas, aproveitando do melhor modo as substincias voldteis,
valorizando os carvdes baixos, evitando desperdicios dos car-
vGes elevados e dos refugos, reduzindo-os a tipos especiais,
com especial aplicagdo e vendendo-os por pregos proporcio-
nais as suas energias calorificas.

Compete aos laboratérios de investigagdo scientifica adian-
tar os trabalhos para o aproveitamento das energias ainda ndo
econdmicamente utilizadas e descobrir a forma pratica de em-
pregar aquelas cuja existéncia se conhece, ignorando-se con-
tudo a maneira do seu aproveitamento.

Propomos que o Congresso Luso-Espanhol se manifeste a
favor duma organizacio mineira em Portugal, desenvolvendo
a exploragio cﬁ:—s quatro jazigos de carvio que possuimos, re-
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gulamentando a sua estracgdo de forma patridtica com vista
nos interésses gerais e independente de interésses particulares.
Esta organizagdo poderia basear-se nos principios seguintes:

1.°— Federagdo geral de todos os jazigos;

2. — Produgdo do gds no fundo das minas aproveitando o
coque ¢ transformando aquele em movimento ou
luz nas proximidades das mesmas;

3. — Transformacdo do carvio em energia eléctrica de
alta tensdo no fundo das minas;

4.°— Fabricagdio de aglomerados com tipos especiais de
diversas energias calorificas, vendindo-us por pre-
¢os proporcionais a unidade de aquecimento.

Seria éste o inicio duma nova era de interésses industriais
gue para noés representariam uma verdadeira riqueza, servindo
e base a muitas outras.

Lisboa, 26 de Junho de 1921.




ANOMALIAS OBSERVADAS

NA PRODUCAO DA EMANACAO DOS MINERIOS
RADIFEROS DE PORTUGAL

FOR

GIOVANNI COSTANZO

Professor ordindrio de Radioactividnde do Instituto Superior Técnico

M.me Curie no seu Tratado de Radioctividade (1) escreve:
«J'ai observé pour certaines solutions radiféres une décrois-
sance progressive du débit d'émanation; dans d’autres cas le
débit semble avoir éprouvé une faible augmentation». Obser-
vagbes da mesma natureza foram feitas por Hahn e Meitner
com rela¢do a um recrudescimento da actividade do rddio de-
pois da sua dissolugio ().

Na minha prética de andlises de minérios portugueses, do-
seando o rddio pelo método da emanagdo (*), tive a oportunidade
de observar algumas singularidades andlogas, que nio podia
atribuir a erros de observagdo-pois as medidas eram cuidadosas,
ndo podendo admitir-se afastamentos da ordem daqueles que
eu obtive. Comuniquei estas minhas observagdes ao sr. Clair
Scal, preparador no Laboratério de Quimica na Sorbonne e
entdo director da fibrica de rddio da Société Urane & Radium,
no Barracdo (Guarda), e com minha agraddvel surpresa ouvi
déle que o mesmo observara éle, assim como o sr. Langon,
seu ajudante. Foi entdo que inicidmos um estudo conjunta-
mente, do qual nos foi possivel estabelecer que «os resultados
das variacoes observadas variam consideravelmente com o mé-
todo empregado para obter a solugio radifera utilizada para
a dosagem e com as quantidades dos reagentes empregados,
bastando mesmo pequenas diferengas nestes para oEtr:r afas-
tamentos notdveis »,

Exponho nesta nota alguns dos resultados mais claramente

(1) M.me Curie, Traité de Radioactivité, Paris, 1912, t.'n1, pdg. 386.
(2) O. Hahnu. L. Meitner, Phys. Zeitschr., x, 1909, pig. 0g7.
() M.me Curie, Le Radium, 1910.
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apurados que nos obtivemos empregando uma mesma amostra
de minério da regido da Guarda. %Jm estudo mais detalhado,
sObre o minério da mina de Urgeriga (Nelas), estou levando
a térmo com a colaboragdo do meu assistente no Laboratério
oficial de Radioactividade, engenheiro Pio Leite. Os resultado,
s obtidos até esta data ndo contradizem os que eu tinha obtido
no minério da Guarda.

No trabalho feito de colaboragdo com o sr. Scal, tomdmos
5 quilogramas de minério que foi pulverizado e misturado de
forma a dar uma amostra homogénea. Analisimos o seu teor
em urdnio, obtendo 0,87 % de ET

Nas tabelas seguintes os resultados das dosagens do radio
sfio expressas em miligramas de rddio-metal por tonelada de
minério. As duragbes da acumulagdo da emanacdo eram com-
preendidas entre as 24 e as 48 horas. Observa-se que a quan-
tidade de emanacdo desenvolvida varia em fungdo da idade
da solugdo sébre a qual se experimenta.

Empregdmos como aparelhos de medida, os do tipo La-
borde e Chaneveau, graduados e aferidos por meio duma
solugdo-padrio de rddio.

Primeiro ensaio

Uma toma de ensaio foi atacada a quente pelo dcido clo-
ridrico diluido. O liquido claro foi submetido a anilise.

ldade mgr. de Ra elemento
da solugio por tonelada

b7 IR G OUE R AR T R s g,w

IR s siais.m a5 biwi mow w yinin y78

e e SN R S 2,16

7 i e e S LT e N 2,78

1 e PR S e e S R 3

B A L S Rt b A 34

Segundo ensaio

Uma toma de ensaio igual a precedente foi atacada por
uma solugdo de carbonato de sédio a ferver durante algumas
horas. Depois de lavagens até ndo ter a reaccdo dos sulfatos,
foi o residuo atacado pelo dcido cloridrico diluido. O liquido
filtrado foi analizado.

Idade mgr. de Ra elemento
da solugio por tonelada
T R R WP Ll T e W< T 29,18

B iniw okl iare ar sl o R T € . 21,00
155 e N S e ¥ 25,86

B0 e e e e g TR 27,26
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Terceiro ensaio

Foi neste ensaio feito o0 mesmo ataque que no precedente,
com a diferenga que as quantidades de reagentes empregados
foram bastante menos em péso sébre a mesma toma de ensaio.

Idade mgr. de Ra elemento
da solugio por tonelada
v T e AR e s e e 16,16
L de e T RS R L 10,60
RO e L5 e ey e 9,70
LA AT R B gt 13,48
et e M St —Set B s 10,36
TR T P s e R i 3 19,53

Neste ensaio observa-se o mesmo andamento do prece-
dente, mas a descida é relativamente mais forte, ao passo
que o valor mdximo obtido depois da descida atinge um valor
- superior ao valor inicial. Como se vé o ataque ndo foi com-

pleto.
Quarto ensaio

O ataque foi o mesmo dos dois ensaios precedentes, mas
3 desta vez os reagentes foram empregados em grande excesso.
Neste casc o fenomeno tem um andamento muito diferente,
como se pode vér pelos resultados seguintes:

ldade mgr. de Ra elemento
da solugio por tonelada
RS L Tt w6 o 23,20
e P T e S 2535
e T v 16,72
e B 1 S A e LT . 11,33
L S S S R R R e y 9,87

Neste ensaio a descida que observdmos imediata nos ou-
tros, € precedida duma subida muito sensivel apresentando-se
o minimo muito mais tarde. O ataque apresenta-se completo
como no ensaio n.° 2.

Quinto ensaio

100 gramas de minério mixto; proveniente em méxima
parte da mina de Urgerica, foram atacados durante duas horas
a quente, pelo dcido sulfurico concentrado e a solugdo foi dei-
xada em contacto com o reagente durante 24 horas. Decan-
tado depois o liquido claro e lavado abundantemente o insg-
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livel, a solugdo obtida foi dividida em duas partes: uma parte
A) na qual foi, por repetidas vezes, adicionado cloreto de
bdrio para arrastar com a precipitagdo o rddio que por ven-
tura existisse na solugdo; uma parte B) que foi submetida di-
rectamente a dosagem. Os resultados foram os seguintes:

Sorvcio 4)
ldade mgr. de Ra elemento
da solugio pur tonelada
Dias: 4. v o 0o v aiv sie dnaiow sinn 0,71
b. . . v .0 010
T R R 0,12
Sorucio B)
Idade mgr. de Ra elemento
da solugiio por tonelada
EBRRE 4. o e e e e 0,18

1,18

- ¢ Bt SR E R S AN B 1,18

Nas seis determinagdes a curva da radioactivadade induzida
indicou tratar-se de emanagido de rddio.

Como se vé, neste ensaio o dcido sulfurico dissolveu algum
rddio, e o bdrio ndo arrastou todo o rddio que estava em so-
lugdo. Observam-se na solugdo A) as yariagSes que desapa-
recem na solugdo B).

Variagées, e tdo irregulares, nio podem ser explicadas pela
coexisténcia nas solugdes experimentadas de elementos per-
tencentes as duas familias do Tério e do Actinio.

Ocorre-nos estarmos em presenga duma emanagio dife-
rente das trés emanagbes até hoje conhecidas. ;Existe uma
nova familia de substincias radioactivas aos elementos da qual
sdo devidos os fendmenos observados?

A existéncia dum novo elemento, pai duma quarta ema-
nagdo a qual tenha uma vida relativamente longa, seria talvez
a maneira de explicar alguns dos fendmenos observados.

O facto de obter variagdes tdo considerdveis conforme os
métodos de ataque demonstra que nenhum dos métodos em-
pregados nas nossas experiéncias dava o ataque e a solugdo
completa do suposto novo elemento,, 0 qual evidentemente
ndo segue as reacgbes do Rddio. Este elemento seria um
produto sélido, activo ou nfio, o qual directamente ou indirec-
tamente daria origem a uma emanagio activa.

Neste ano, como disse, recomecei o trabalho do estudo e
da separagdo déste hipotético elemento. Os métodos empre-
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gados siio os mais cuidadosos e as causas de erros acidentais
sdo evitadas o mais possivel. Os resultados obtidos con-
firmam as variagbes )i observadas com o sr. Scal. Para
maior exactiddo, em cada medida foi feita a comparagio com
uma solugdo padrdo que eu mesmo tenho preparado, prévia
dosagem pelos raios gama. Esta solugdo, que foi preparada
tomando como ponto de partida rddio extraido de minério
portugués, deu logar ela mesmo a oscilagGes ligeiras mas sen-
sivelmente andlogas as observadas nas solugboes do minério.

Lisboa, Laboratério de Radioactividade
do Instituto Superior Técnico, Junho de 1921,

NOTA

Ao receber as provas de imprensa destas notas experimen-
tais, estou de posse de alguns elementos, tirados dos estudos,
que, como disse, tinha em andamento, e que me orientam
talvez mais exactamente com relagdo as causas das anomalias
observadas.

De facto, abandonando as solugdes experimentais em re-
pouso durante bastante tempo nos recipientes empregados
para a acumulagdo da emanagio, estas apresentaram notdveis
alteragbes na sua composigio fisica: quasi tédas tornavam-se
mais ou menos turvas e algumas até depositaram nas paredes
dos recipientes tenuissimas camadas solidas.

Evidentemente se estas precipitagSes sdo, como de resto
é provdvel, radiferas, podem muito bem explicar as diminui-
¢Oes observadas nas quantidades de emanagao, pois pela pas-
sagem duma parte de rddio ao estado sélido, tem que diminuir
0 emarmﬁugdpuwer da solugio.

A causa destas precipitagbes lentas deve procurar-se seja
na continuagdo de precedentes reacgbes ainda ndo acabadas,
seja uma vagarosa e nova reacgio determinada pelas paredes
dos recipientes nido completamente inatacdveis. Talvez ndo
deixe de ter alguma influéncia o dcido carbénico que junta-
mente com o ar atravessa a solugdo durante as operagdes de
medida, que pode precipitar algum rddio no estado de carbo-
nato; talvez esta ¢ a causa das variacdes observadas na acti-
vidade da solugdo padrao.

Mais dificil ¢ dar uma explicagdo do fenémeno do aumento
da emanagdo que resulta dos tres primeiros ensaios. ;Po-
dem-se admitir para isto, reac¢bes inversas?

Nio excluindo entdo nos fenémenos enunciados a possibi
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lidade da interven¢do dum novo elemento radioactive pai duma
nova emanagdo, uma conclusdo certa parece-me poder tirar
déste trabalho e € a seguinte: «Para efectuar a dosagem do
rddio contido nos minérios pelo método da emanagiio, ndo é
conveniente empregar solugoes radiferas que contenham, além
do rddio, outros elementos. O melhor é, depois de obtida a
solugdo radifera do minério, separar nela, por precipita&;ﬁes
multiplas, o sulfato de bdrio radifero. Este, depois serd trans-
formado, pelas vias ordindrias, em sal soluvel e submetido as
medidas. Desta forma tédas as comparagdes serio feitas sdbre
solugbes completamente semelhantes, eliminando, sendo tédas,
algumas das causas em érro.»

As experiéncias enumeradas, que alids representam apenas
as mais caracteristicas das muitas efectuadas, demonstram a
dificuldade que se encontra em dissolver e separar completa-
mente o rddio, para a dosagem, nos minérios. O ataque que
eu aconselho, como o mais seguro, ¢ o alcalino: atacar o mi-
nério pelo carbonato de sddio, filtrar, lavar ate completa eli-
minagao dos sulfatos soluveis, atacar o residuo do filtro pelo
dcido clroridrico e lavar. Repetir o ataque sobre o insolavel
e juntar as duas solugdes. Do liquido obtido separar-se hd o
tt‘,édio juntando dcido sulfirico e por repetidas vezes cloreto de

drio.

Lishoa, Laboratdrio de Radioactividade,
do Instituto Superior Técnico, Agosto de 1924.
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CONTRIBUICAO ESPECTROGRAFICA
PARA O ESTUDO DOS METEORITES PORTUGUESES

PELD

D:. A. PEREIRA-FORJAZ

Professor da Universidade de Lishoa

A espectroscopia dos meteorites foi brilhantemente iniciada
por Norman Lockyer, um dos fundadores da Astronomia fisica.
Os processos técnicos utilizados pelo conhecido sdbio inglés,
falecido em 1920, encontram-se descritos, quer em notas apre-
sentadas a Royal Society (!) quer na sua espléndida Memoria
The Meteorite Hypothesis. Como ¢ natural, ésses processos,
remontando ao fim do tltimo século, acham-se hoje antiquados.

Em 1895 o mestre da espectroscopia francesa contempo-
rinea, Conde de Gramont, a pedido do distinto cristalégrafo
Friedel, aplicou pela primeira vez a um meteorite do Caifion
Diablo o seu novo e fecundo processo de andlise espectral,
por meio de sais fundidos (?); caracterizou assim, com nitidez,
o niquel e o fosforo, numa observagio pouco minuciosa. Como
possuimos um fragmento de ferro meteoritico, que faziaP!mnc
da colecgdo particular do falecido naturalista Jacinto Pedro
Gomes, fragmento colhido em Ponte do Lima (Minho), achd-
mos de interésse scientifico aplicar a ésse exemplar a espec-
trografia, pelo processo de Gramont, fazendo uso da instalagdo
descrita promenorizadamente numa nossa Meméria anterior (%),
introduzindo-lhe ligeiras modificagées técnicas, que a expe-
riéncia nos foi aconselhando.

1) Roy. Soc. Proc., vol. xxx, 1879, pig. 27.
?) Thése presentée & la Faculté des Sciences de Paris, Série A, n.o de
ordem 850, pig. 198.

(%) Arguivos da Universidade de Lisboa, vol. m, 1916. Citada por De Gra-
mont em Comptes-Rendus, t. cLxvi, 1018, depois du seu extracto ter sido
apresentado & Academia Francesa por Armand Gautier, C-R., t. cLiv
1917,

13
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* *

O estudo dos minerais precipitados dos espagos cosmicos
sbbre a crusta terrestre, atraiu, desde a mais remota antigui-
dade, a atengiio dos povos orientais.

Papiros chineses fazem passageira mengdo as pedras caidas
do céu alguns séculos antes da nossa era. Como era légico,
a superstigdo imiscuiu-se no assunto e ndo era raro encontrar
o nome duma divindade ligada ao aparecimento dos meteori-
tes: Egalabalo, entre os l%nicios; ﬁ'pi!er' Ammon, na Libia.
Para os frigios, a Mde dos deuses se deveria atribuir a visita
désses corpos celestes.

As primeiras andlises destas estranhas ocorréncias minera-
légicas devem-se a Howard, a Bournon e ao famoso Vauquelin.

Vaugquelin utilizou nos seus estudos os meteorites recolhidos
em 1798, na India.

Hoje encontra-se patente, no Museu de Paris, uma co- |
lecgdo de meteorites, de variadas origens, iniciada pelos es-
forgos do conhecido geédlogo Daubrée.

Admite-se correntemente a hipotese de Chladni para ex-
plicar a queda dos meteorites na ﬂmsfera: minusculos corpos
planetdrios, fragmentos de planetas, constituidos pelo choque
ou pela explosdo determinada por altas pressdes internas, so-
frem atracciio newtoniana suficientemente intensa, dentro duma
determinada zona de acgiio e sdo projectados na terra.

A hipétese Laplace-Smith-Poisson, em que se atribui os
meteorites a dejeccdes de vulcdes lunares, tem menor numero
de partiddrios.

Recordemos também que alguns fenomenos meteorolégi-
cos, de incontestdvel interésse, tém sido relacionados com estes
minerais exéFenos; segundo a hipdtese Mayer-Waterston-
-Thomson a luz zodiac;ﬁ seria proveniente duma corrente de
meteorites (4).

L
* *

Por um estudo analitico sumdrio reconhecemos que o me-
teorite portugués de Ponte de Lima (Minho) era constituido

(1) Veja-se, entre outras publicagses: Daubrée, C.-R., t.Lx11, pdgs. 300,

3o0g, 680, 1866.
Daubrée, Bulletin de la Soc. Geol. de France, 2.* sér., t. xxin, pig. 3o1.

Stanislas Meunier, Revue des Cours Scientifigues de la France et de
I'étranger, n.° 1g, de 6 de Abril de 1867, 4. ano, eic.
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principalmente por ferro. Como ¢ sabido o espectro do ferro
contém numerosissimas riscas; era de presumir, pelos resul-
tados atingidos pelos anteriores experimentadores, que ao lado
do ferro se encontrassem vestigios doutros elementos. Resol-
vemos, por conseqiiéncia:

1) Niéo fazer uso dos prismas de quartzo e de quartzo e
fluorite, limitando-nos a empregar o crown uviol.
2) Fotografar na mesma chapa, sucessivamente:
a) COLi2+sal de ferro;
&) CO’Li*+ meteorite;
¢) Liga de Edder.

Desta maneira poderiamos facilmente eliminar, ao compa-
rador ou ao microscépio munido de ocular micrométrica, as
riscas provenientes das impurezas do carbonato de litio, utili-
zado como fundente e as que diziam respeito ao ferro; convém
indicar que pela técnica utilizada sé raramente aparecem riscas
de metaléides, que sdo eliminadas pela self-indugdo (!). Sé
fizemos, portanto, medigGes, relativas as riscas do espectro
intermedidrio ndo comuns com o espectro obtido pela disso-
ciagdo do sal de ferro no carbonato de litio. Nos cdlculos uti-

lizdmos a férmula de interpolagdo de Hartmann 1mh—S~E—S;

simplificimos é&sse fastidioso trabalho empregando sempre lo-
Barumos e substituindo o cdlculo de C pelo cdlculo de log.C.
ividimos os nossos clichés em quatro regides, para cada uma
das quais se fez o cdlculo das trés constantes.
tilizamos na identificagéio das riscas o ultimo comunicado
de Gramont (*) na Academia Francesa, sdbre riscas tltimas.
Resumimos no seguinte quadro os resultados obtidos:

Jm[ 1.! :'-,3 5 33 | 33 lﬂ IOEC Sy

58g4 | 6103 | 6637 00 | 21,5 | 51,0 | 5074, | 493701 105,73
5545 | 5676 o3 | oo | 20,0 | 73,0 | 49054 | 5,03360 170,25
5045 | 5373 | 5545 0,0 | 308 | 102,0 | 5603,3 | 4,20271 |— 30,27

3740 | 3095,3 | 42450| 60 | 41,2 | 100 5304,5 | 551922 [— 311,36

(1) Vid. Spectres d'étincelles, par G.-A. Hemsalech, Paris, 1g01.
(?) C.-R.. t, cLxxi, n.°* 23, Dezembro de 1920, pig. 11c6.
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Conhecendo estas constantes

assdmos a fazer o cdlculo

dos comprimentos de onda das riscas desconhecidas; elimi-
ndmos, sistematicamente, as riscas do ferro.
estdo expressos nas quatro tabelas seguintes:

TABELA 1

s resultados

Anilise espectroscopica dum meteorite de Ponte de Lima
{Minho)

Aparelho de medigio: Microscdpio de Zeiss, modelo grande, com objec-

tiva de Leily.

I a (div. 10) tubo de tiragem em 150 e ocular micrométrica de Leitz 2.

Otica : vidro.

Ledturas S
feitas
com o microscopio

Comprimentos
de onda calculados
com a formula
de Hartmann
e Angstroms

Elementos
a que sdo atribuidas
as riscas observadas

Comprimentos
de onda tedricos

0,0 | - | Zinco (Edder) 5894
11,5 | — [ Zinco (Edder) o22
21,5 — Zinco (Edder) 6103
3g,0 63712 Estréncio 6380
49,8 66221,9 Lo o=
51,0 — Chumbo 6657
TABELA 11
Comprimentos I-ercrn:n_mn . c ; ;
g deoniuly | aaueslourbuldes | o ouds tetrics

0,0 e Chumbo (Edder) 5245
23,5 — Chumbo (Edder) _:Eog
20,1 - Ar 567
3 5700, | Magnésio 5711,6
38£ 5712,? | Aluminio 5723,5
40,8 58020 I _Potdssio 5802,0
73,0 - 1 Zinco (Edder) Go22
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TABELA III

Comprimentos | Elementos Ehriaeumss
Leituras § ?::l-g:ij:d'u?: a que ﬁ.:;;:::;:mdns 3% oriia festice
0,0 — Ar 5045
= 5083,8 Niquel 5081,1
7,3 — Céadmio (Edder) 5085,8
14,7 Jab7,1 Estroncio 52371
23,5 5328.4 Cobalto 5342,7
Jo,8 - Chumbo (Edder) 5372
40,5 5416,0 Manganésio 5413,
42,0 5421,8 Manganésio 5420,
74,0 5505,2 Estroncio 5504,5
87,8 5527,2 Magnésio 5528,7
92,2 55327 Estréncio 5535,0
102,0 — Chumbo (Edder) 5545,0
TABELA IV
Comprimentos El ;
Leituras § de onda, h, & que §80 siribaldes Sy
calculados as riscas
A esquerda do zero da escala,
risca tltima do Niquel: Niquel 3619,4 U.
0,0 — Chumbo (Edder) 3740
32,5 39487 Aluminio Jg44.2 U.
35,5 5,2 Cilcio 333?5,5 U
41,2 3935,3 Cobalto 3935,5
49,8 40'33,5 Manganésio 4035,
2,5 13g,1 Cério
kmn.{l?inunud.o 5 ik i 1
cliche)
82,2 I Fosforo 178,5
Sioatiing %.ntenu) 4178,3 4175,
A direita a risca tltima do Célcio Cilcio 4226 U,
101 — Chumbo (Edder) 4246

_

Na identificagdo das riscas servimo-nos do Index de James

Pollok (The Scient. Proceed. of the Royal Dublin Society,
vol. x1 (N. S.), n.° 16, July, 1907), do Handbuch der Spectro-
scopie, de Kayser, t. vi, do Index de Marshall Waus, appen-
dix U (1g911). Para a investigagdo das riscas #éltimas fizemos
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uso da nota mais recente e completa agarecida sobre o assunto,
devida ao Conde de Gramont (C.-R., 1920, t. 171, n.° 23,
Dezembro).

Conclusoes

O meteorite de Ponte de Lima (Minho) é um holoside-
rite, com uma crusta de magnetite, dando as figuras caracteris-
ticas de Widmannstitten. Sob o ponto de vista quimico
a sua composi¢do qualitativa provdvel, dparte os metaldides

0, §, etc., é:
Fe, P, Ni, Co, Mg, Al, Mn, Ca, Sr, K e Ce.

Justifica-se que o fésforo se tenha caracterizado por uma
risca muito bri?hante, a segunda, em intensidade, do cliché,
pelo facto déste metaldide se encontrar em quantidade relati-
vamente considerdvel.




A TOXICIDADE DOS METILARSINATOS

POR

JOSE AROSO

Quando inicidmos o estudo terapéutico do cacodilato de
sédio e de arrenal em doses elevadas, a principio em tuber-
culoses cirirgicas e depois em afecgbes de tipo variado, o
nosso espirito inquietava-se com alteragdes orgdnicas ou san-
guineas possiveis, obsecava-nos emfim a idea de intoxicagdo
e isso levou-nos a acompanhar a administragdo do medica-
mento com o estudo de laboratério julgado necessdrio. O
estado funcional hepidtico e renal era sumariamente verificado,
antes, durante e depois do tratamento; a duragdo da elimi-
nagdo do arsénico, a formula hemo-leucocitdria, a toxicidade
determinada em animais faziam ainda parte do consenso mé-
dico. Eu me explico: quando se estuda a zona terapéutica
manejdvel do medicamento considerado ndo téxico ¢ preciso
subordinar aos sinais de intolerdncia do individuo, a Integri-
dade orginica ou diminuigdo de resisténcia déste ou daquele
orgio. E E‘ecim contar com a susceptibilidade do individuo
aquilo que Landouzy chamou coeficiente de toxicidade pes-
soal, emfim, a idiosincrisia.

L *

A via de administragio do cacodilato e do arrenal que
empregdmos foi a venosa.

O cacodilato sendo um sal estdvel apenas decomponivel
pelo calor a uma temperatura superior a 100 graus, ndo tem
tendéncia in »vivo e in vitro a dar no meio sanguineo sal bd-
sico insoluvel (causa provdvel dos acidentes das injecgdes intra-
venosas) e por isso a via endo-venosa ¢ tolerada pelo doente
sem o menor inconveniente. Pelo contrdrio, o cacodilato serd
mais facilmente alterado em meio 4cido como o dos tecidos,
podendo ser transformado pelos fermentos oxidantes in Joco




184 ASSOCIAGAO PORTUGUESA PARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

em oxido de cacodilo e até em composto mineral téxico. A
verdade é que o cacodilato administrado pela via sub-cutinea
dd as vezes com doses de 5 e 10 centigramas pequenas mani-
festagbes de intolerdncia, ao passo que pela via venosa esses
acidentes se ndo ddo. Poderd dizer-se que o cacodilato ndo
é toxico pela via venosa podendo sé-lo pela via hipodér-
mica.

As vantagens da via venosa sfo além disso numerosas mas
a sua apreciacdo ndo vem a proposito.

O modo de acgio do cacodilato ndo estd definitivamente
estabclecido e ndo nos interessa demasiado expdr as hipoteses
actuais sdbre a questio.

Nos meus doentes empreguei o cacodilato em séries de
doses progressivas tendo atinFido embora excepcionalmente
4, 5,6 € 7 gramas e de arrenal 1 e 2 gramas por injecgio com
uma tolerincia absoluta e resultados as vezes surpreendentes.
As séries eram de seis injecgdes, dadas diariamente, ou em
dias alternados, isto em geral, estd claro.

As solugbes que empregidmos eram tituladas, as de caco-
dilato a 30 e 50%, e as de arrenal a 10 e 259, esterilizadas

or tindalizagdo, em empolas de 1 e 2 cm®. Nio estd, cremos,
EEm estabelecida a temperatura a que deve ser esterilizado o
cacodilato; nés temos empregado empolas de cacodilato este-
rilizadas a autoclave a 115 graus sem inconveniente, no entanto,
na prética corrente pedimos empolas esterilizadas por tindali-
zagdo.

{Como ¢ possivel utilizar tdo grandes doses de medica-
mento ?

Os estudos a ésse proposito sdo concordantes. Gauthier
escreveu: « pour ['usage du cacodilate de soude, continué méme
des années, on ne remarque ni altération des reins, ni conges-
tion du foie, ni arsenicisme sous aucune de ses formes. Seuls,
les cheveux deviennent plus longs, plus opulents, plus four-
nis, aussi que le systeme pileux, la voix prend de la clarté et
les fonctions semblent rajeunir comme le sang.». As ideas
de Gauthier obtiveram plena sancg¢do e de hd muito todos os
autores mesmo 0s mais circunspectos consideram a zona ma-
nejével ndo perigosa dos metilarsinatos muito extensa e as
doses jd& activas de 5 a 20 centigramas sdo completamente
inofensivas. E muito elucidativo o quadro seguinte apresen-
tado por Mouneyart sdbre a tensdo em As de diversas pre-
paragGes arsenicais e a toxicidade das mesmas substéncias.
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Toxicidade
r
M. Ars.*s | quil, g:coblia
em 3 dias
Arsenito de potdssio . . . . . S it 160 46 1,3 cenigr,
Argeniatodesddio . . o v v . s 185 40 L3 it
Broxil. . oopn s e sntees e el 2230 31 »
Arsenobenzol . .o < vr o sie w e 366 40 é s
o L e S LB N e .+ 380 19 14 »
Arrenakar oo S T e Tl R 40 20 »
Cacodilato de sédio .« .. «o oo oo 160 46 |25 »

Os nossos ensaios de toxicidade em relagdo ao coelho em
injecgdo intravenosa empregando produtos rigorosamente puros
deram para o cacodilato por quilograma os",2q sendo possivel
por doses progressivas fazer o animal suportar uma dose su-
perior. O arrenal parece bem mais téxico para o coelho pois
que a dose de of",20 por quilograma nos meus ensaios foi
sempre mortal; no entanto notemos que dd para o adulto a
dose toxica de cérea de 20 gramas de cacodilato e 14 gramas
de arrenal.

Se as doses habitualmente prescritas sdo jd activas, é pos-
sivel atingir doses muito maiores, como se depreende, com
uma actividade surpreendente num grande nimero de enti-
dades morbidas. Ressalta destas consideragdes que entre os
arsenicais, o cacodilato e o arrenal téem propriedades muito
proprias, muito especiais que os outros arsenicais ndo pos-
suem. Jd em 1843 Bunsen antes da aplicagdo terapéutica do
cacodilato considerava o radical cacodilo como um metal muito
compardvel ao cianogénio, num como noutro déstes radicais
os elementos que os constituem perderam a maior parte das
suas propriedades primitivas para se tornarem inteiramente
novos. Rabuteau verificou também por experiéncias variadas
a inocuidade do cacodilo e engenhosamente encadeava a cons-
tituicdo de alguns compostos pretendendo ligd-la com a toxi-
cidade. w.stabeleceu a série:

OH CH CH CH
O=As €& OH 0=As. & OH G=As.<—CHJ 0 = As. << CH?
. OH OH OH = G

e fazia notar que o dcido arsénico € muito téxico, o dcido mo-

. nometilarsénico — donde deriva o arrenal — é muito menos

toxico (entre éles estaria o atoxil, a hectina e arsenobenzoes),
o dcido dimetilarsénico menos t6xico e o dcido trimetilarsénico
menos toxico ainda.
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O dcido dimetilarsénico ou cacodilico apresenta-se sob a
forma de cristais brancos, inodoros, dum sabor levemente
dcido. E muito solivel na dgua e no dlcool e é insolivel no
éter. E deliquescente o que o obriga a guardar em frascos
esmerilados e parafinados. O cacodilato utilizado em tera-
péutica deve ser pritica e quimicamente puro. Nio deve
conter :

1) As sob forma mineral (ndo dando pois a reacgdo de
Marsh directamente nem precipitagdo pela mistura magne-
siana;

2) Nio deve conter cloro, revelado pelo soluto de nitrato
de prata;

g] Auséncia de oxalatos (revelados pela dgua de cal);

4) Nio descorar o permanganato (auséncia de compostos
orgénicos ndo oxidados do cacodilo).

Compreende-se que a existéncia de arsenitos ou arseniatos
guando se empregam doses tdo grandes de medicamentos con-

uziriam a intoxicagdo.

Nos meus doentes procedeu-se sempre a andlise sumdria
da urina no comégo do tratamento como no fim do mesmo e
com prazer registdimos nunca ter encontrado a presenga de
elementos anormais ou aumento sensivel de umﬁiiina. Em
dois doentes hospitalizados considerados sensivelmente no
mesmo regimen alimentar, o tratamento pelo cacodilato pro-
vocou um leve aumento dos fosfatos urindrios e um déles au-
mento de ureia.

Convém notar que os metilarsinatos parece que se eliminpam
sem se fixar no organismo e assim o prof. Barthe analisando
os 6rgdos dum individuo submetido seis meses antes a me-
dicagao arsénica na dose de 7 gramas dadas em alguns dias,
ndo encontrou As no coraco, rins, cérebro, cerebelo e figado.
Contudo supde-se que o As substitui o P nas nucleinas ?osfo-
radas provocando ésse facto um aumento de excregdo de fésforo.

Chegdmos finalmente a parte referente a eliminagio do As
cacodilico. Esta faz-se por todos os emonctérios, urina, féses,
pele, pélos, unhas, leite, liquidos menstruais e pulmdes.

Por esta ultima via nota-se as vezes um hdlito alidceo que
dura algumas horas e que nunca me pareceu nocive ao doente
nem provocou falta de apetite. A eliminagdo urindria do As
suscitou o emprégo de métodos variados duma aplicagio mais
ou menos dificil. Qualquer que seja o processo empregado
nunca se pode realizar directamente na urina. O método de
Marsh modificado por Gauthier e Bertrand, aplicado apés a
destruigdo das matérias orginicas deve ser considerado como
0 mais exacto mas € moroso e oferece dificuldades vérias ao
seu emprégo.
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O ilustre professor da Universidade de Madrid, D. José
Carracido, num trabalho sdbre o reagente bioquimico refere
que o Penicillium brevicaule revela o As na urina com uma
sensibilidade que o método de Marsh-Gautier ndo alcanga.

Damos preferéncia ao método de Bougault (*) (método de
redugdo pelos hipofosfitos) por, ser mais simples e bastar
para as investigagoes clinicas. Este método consiste em tratar
a solugdo arsenical em meio sulfirico por um excesso de hipo-
fosfito de sédio. Geralmente empregar o reagente sdbre a
urina desprovida de matéria orginica do seguinte modo:

100 cm?® de urina a qual se juntam 20 cm® de No*H e
20 gotas de MnO 4k a Y400 leva-se a ebuligdo, cobre-se com
um funil, afim de evitar perdas.

Quando o volume da urina estiver reduzido a 20-25 cm?
junte-se de novo 20 cm? de No*H e aquece-se até a redugao
a cérca de 12-15 cm? adiciona-se a seguir 5 cm?® de SO4H?*

uro. Aquece-se até ao enegrecimento e emissdo de fumos
rancos. A descoloragdo completa da massa termina pela
oxidagdo azotica e o liquido assim obtido é concentrado até
um certo volume qudsi constante para os ensaios e junte-se
dgua destilada até perfazer um volume determinado.

Déste liquido assim obtido o As é transformado em dcido
arsénico, déle tomam-se 5 cm? e igual volume do reagente de
Bougault e aquece-se a banho-maria. No fim de algum tempo,
15 minutos, manifesta-se uma cor variando do amarelo a cas-
tanho-escuro e até uma turvagiio conforme a quantidade do
arsénio. Os ensaios que realizdmos consistiram no seguinte:
o doente A. M. faz uma injecgdo de 1 grama a r hora da
tarde, a4s 3 horas vem ao laboratério recolhem-se 100 cm?® de
urina que é tratada como indicdmos, a reacgdo foi muito ni-
tida (coloragdo castanho-escuro). No dia seguinte & mesma
hora a reacgdo foi menos nitida e no segundo dia apenas ves-
tigios, reacgdo pouco nitida.

Presentemente pensamos utilizar a reacgdo Bougault para
dosear a quantidade de As urindrio eliminado para o que
apenas se torna necessdrio preparar solutos tipos de arseniato
de sédio com a tensdo de As correspondente.

A quantidade de As metaldidico eliminada serd expressa
em miligramas por 100 cm? de urina.

A conclusdo que desde jd pretendemos tirar € que a elimi-
nagdo do cacodilato ¢ muito rdpida quando administrada pela

(1) Reagente de Bougault: A uma solugio de 20 gramas de hipofos-

fito de sddio em 20 cm? ds dgua distilada, funta-sc 200 cm? de dcido clo-
ridrico (d 1,18), deixar esfriar e filtrar sob algodio,
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via venosa o que permite fazer injecgGes didrias afim de manter
uma certa quantidade de cacodilato no organismo, fazendo
repousos a seguir as séries.

Sem termos observado sinais de fadiga renal, ndo po-
demos ainda afirmar que seja o melhor modo de proceder.
Lembro-me, porém, que Sicard na Novarsenoterdpia intensiva
afim de fazer a impregnagdo do organismo pelo medicamento
chega a fazer injec¢des de Novarseno em dias alternados e
assim procede o professor Politzer, da New-York, obtendo
déste modo resultados superiores aos habituais. Procedem
assim aqueles autores porque no fim de 48 horas j4 a elimi-
nagdo do medicamento ¢ qudsi total.

Conclusdes priticas
1. A zona terapéutica manejivel dos metilarsinatos
quando administrados pela via endo-venosa, é muito extensa.
2. E indispensdvel procurar a tolerincia do organismo
pelas doses progressivas de medicamento.
3.° Os resultados brilhantes que se podem obter ndo dis-
pensam uma observagdo clinica cuidadosa dos doentes.

Pérto, Junho de 1gz1.




IMPORTANCIA BIOQUIMICA
NA SEMIOTICA DOS DERRAMES PATOLOGICOS

PELO

Pror. ALBERTO DE AGUIAR

Os derrames patolégicos merecem bem o esférgo dos ana--
listas, afim de ler na sua delicada crase as origens da sua
produgdo ou os processos patogénicos que os provocam.

Considerados sob o pontc de vista da semidtica analitica,
ramo de aplicagdo laboratorial que mais interessa a clinica,
sdo multiplas as pesquisas recomendadas para o estudo dos
derrames, devendo frisar como dominantes:

O exame citoldgico compreendendo o numero de células

or milimetro cibico, a sua formula citolégica (endotelial e
Feucoci:eiria] e especialmente a pesquisa de células atipicas de
cardcter neopldsico e as células degeneradas dos processos
lentos.

O exame microscdpico geral, revelando glébulos rubros
intactos, deformados ou hemolisados, goticulos ou granulagées
gordurosas ou lipoides, cristais de dcidos gordos, ldminas de
colesterina, cristais de hematoidina, reticulos fibrinais e nu-
cleares, elementos parasitdrios de valor etiolégico.

O exame bacterioldgico quer directo, quer cultural, quer
or inoculagdo, compreendendo a pesquisa dos agentes micro-
ianos mais comumente produtores dos derrames e a pesquiza

tantas vezes negativa do bacilo da tuberculose,

O exame fisico — nomeadamente o espectroscopico, reve-
lando a hemoglobina e seus derivados, os pigmentos biliares
puros ou modificados, os produtos de transformagdo da hemo-
globina nas suas diversas fases de regressfio autolitica.

O exame seroldgico — compreendendo especialmente a pes-
quisa da reacgdo de Wassermann e as reacgdes aglutinantes.

O exame quimico. — E éste que um tanto despresado me-
rece ser apreciado cuidadosamente pois que pelas modali-
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dades da sua crase nos pode dar a chave do problema que se
pretende solucionar com a andlise dos derrames.

Com os progressos da bioquimica quer analitica e técnica,
quer interpretativa, conseguiremos devendar o mistério da sua
génese e da sua natureza o que nem sempre 0s recursos ci-
tados, alids preciossisimos, conseguem.

Tratando-se de ordindrio de quantidades muito pequenas
de liquidos obtidos por simples pungdo exploradora limitada,
achamos util indicar as dosdgens e os processos de micro-
quimica que utilizimos na nossa prdtica corrente.

Sob o ponto de vista de determinagdes analiticas, realisd-
mos tanto quanto possivel as seguintes:

Residuo total e se possivel {6r, o residuo mineral e orga-
nico, a dosdgem das albuminas totais, a dosdgem das suas
variedades mais correntes: fibrina, hemoglobina, nucleina,
mucina, globulina e serina; a dosagem dos cloretos, da ureia,
-da colesterina e do extracto alcodlico. '

Reduzidos aos seus tragos essenciais os processos micro-
uimicos que utilizdmos empregam cérca de 1 cc. para cada
osagem, segundo o seguinte esquema técnico.

esiduo total — em vidro de relogio ou cdpsula de vidro
tarada, seca-se lentamente a calor brando (40-50°) terminando,
se necessdrio for, por passagem pela estufa a 100° durante
uma /3 hora — 1 cc. de derrame: pesa-se e a diferenga entre
éste péso e a tara do vidro de relégio ou cdpsula, dd-nos o
péso do residuo total.

Cloretos — opera-se sobre 1 cc. de liquido com 1o cc. de
dgua distilada utilizando o método de Mohr-Charpentier, tendo
o cuidado de usar um soluto bem titulado de nitrato de prata,
medido por pipeta de precisio ao centéssimo. Para correcgdo
de coloragdo bastam de ordindrio 0,05,

ALBUMINAS.

Total de albuminoides. —Em tubo de centrifuga afunilado
e tarado precipita-se 1 cc. de liquido com 5 cc. de dlcool
absoluto e 1 gota de dcido acético ao meio, depois de cuida-
dosa mistura e agitagdo deixa-se em repouso e extracgdo umas
horas, terminango or centrifugagdo e lavagem do culot de
centrifugagdo com dlcool. O precipitado ou culot final, aglo-
merado no tubo, ¢ séco a calor brando nas condigbes do re-
siduo total e pesado. '

Fibrina. -— Separada da totalidade do derrame por bate-
dura e agitagdo com fio de platina estéril em térno do qual se
aglomera a fibrina. Esgotado e absorvido com papel de filtro
o excesso de liquido, separa-se a fibrina do fio e pesa-se de-
pois de séca.
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Nucleina. — Em tubo de centrifuga adiciona-se, sem agi-
tagdo, 1 cc. de. serosidade e o°,1 de soluto de dcido acético
a '3 normal. Ao fim de 16 a 24 horas de difusio do 4cido,
a nucleina precipita em ténues flocos que se aglomeram pelo
repouso e centrifugagdo. O culot da centrifugagdo ¢ lavado
rapidamente com um 1 cc. de soro fisiolégico acidulado por
0,1 de dcido acético "a. O culot séco nas condigbes des-
critas e pesado, dando aproximadamente a dose de nucleina e a
pesquiza do fosforo neutro neste culot, identificard a nucleina.

Globulina. — 1 cc. da serosidade ¢ adicionado e misturado
com 4 cc. de soluto concentrado de sulfato de magnésio a
20-25°, depois de precipitagdo lenta ou aprecia-se a quanti-
dade de globulina por diafanoscopia ou filtra-se por pequenos
filtros, lava-se com 2 cc. de soluto concentrado do sulfato de
sodio e redissolve-se a globulina em dgua destilada, passando
e repassando o soluto pelo filtro e recolhendo o filtrado final
e dgua de lavagem em tubo de centrifuga. Acidulado éste
soluto final, por dcido tricloroacético (2 gotas de soluto a /)
precipita-se a banho-maria. O precipitado separado e lavado
por centrifugacdo ¢ séco e pesado nas condigSes dos anteriores.

Serina. — E a diferenga entre a cifra dos albuminoides to-
tais (ndo compreendendo a fibrina) e a sdma da nucleina e
globulina.

.;{emogfobﬂm. — Avaliada pela intensidade do exame espec-
tral.

Mucina ou mucinoides. — 1 cc. de derrame ¢é adicionado
de 0,5 de dcido acético a /; que dissolve a nucleina e mantém
precipitada a mucina; esta avalia-se pela abundédncia do aglo-
merado mucinico ou por pgsagem nas condiges descritas.

Extracto alcodlico. —E o residuo deixado pelos liquidos
alcodlicos da albumina total, que foi recolhido e séco num
vaso tarado subtraido dos cloretos dissolvidos pelo dlcool e
que se doseiam pelo mesmo processo Mohr-Charpentier.

Ureia. — 2 cc. do derrame sdo precipitados e digeridos
em minutos a banho-maria por 8 cc. de all:::oul levemente aci-
dulado por dcido acético. - O soluto alcéolico com uns 5 cc.
de dlcool de lavagem ¢ adicionado de uns 2 cc. de dgua.
Evaporando o élcool a banho-maria procede-se 4 dosagem da
ureia s8bre o residuo aquoso final, pelo hipobrometo em ureé-
metro adequado.

Procedendo com método, isto é:

1. Retirando tdda a fibrina.

2.° Centrifugando asséticamente para clarificar e obter
um culot destinado a exame citologico e bacterio-
légico.
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3.* Realizando o exame fisico espectroscopico sbbre o
derrame limpido separado do centrifugado.

4.° Distribuindo para exame quimico, aproveitando na-
turalmente o derrame que serviu ao exame fisico.

éste complexo de ensaios pode ser realisado com um volume
minimo de 100 cc. de derrame, obtendo-se documentos alta-
mente preciosos para a determinagdo da natureza e patogenia
dos derrames.

Abstraindo dos resultados dos exames citolégicos e bacte-
riologicos e serologicos uninimemente considerados como
elucidativos, os nossos resultados, ainda em estudo e confir-
magdo, permitem-nos estabelecer as seguintes orientagbes:

O excesso de substdncias albuminoides variando entre
3 a 6%, nomeadamente globulina (1-2), com excesso franco
de fibrina (0,5-19%,), de residuo total e de extracto alcodlico
e vestigios francos de nucleina e a baixa de cloretos (0,5-0,6)
definem os derrames inflamatorios; a bacteriologia, a citologia
e a serologia tentardo destringar a sua natureza etiolégica.

A fraqueza de residuo total e de albuminoides, a qudsi
auséncia ::?e nucleina e de fibrina, a pequena dose de globulina
e o excesso de cloretos, definem os derrames mecinicos que
por vezes se apresentam ricos em lipoides, nos casos de par-
ticipagdo linfitica ou de compressdes quiliferas.

O excesso de cloretos e de ureia define especialmente os
derrames mecdnicos por insuficiéncia renal.

A presenga de hemoglobina e sébretudo o excesso de nu-
cleina (o0,3-0,6) associado a regular eliminacio dos demais
albuminoides — doses intermédias entre a dos transudatos e
dos derrames inflamatorios — define os derrames neopldsicos.

O exame citologico vem esclarecer brilhantemente esta
conclusdo quimica para a qual jd chamei a atengdo.

Esta notdvel propriedade dos derrames neopldsicos estd
em relagido com a intensidade do processo reprodutivo que os
provoca; a autolise nuclear das células em plena actividade
imprime aos derrames esta caracteristica notdvel e ainda mal
conhecida.

Deve notar-se que a autolise leucocitdria nos casos de der-
rames purulentos aumenta igualmente a quantidade de nu-
cleina.

Em tal caso porém a diferenga ¢ manifesta; os derrames
neopldsicos sdo transparentes ou opalinos, os purulentos sio
opacos e absolutamente caracteristicos.

3o de Junho' de 1921.

P | L




OBSERVACAO E ESTUDO

DE UM FENOMENO DE REDUCAO LENTA
PRODUZIDO PELO LEITE SOBRE NITRATOS,
NITRITOS E DICROMATO DE POTASSIO
E SUA IMPORTANCIA NA FISCALIZAGCAO QUIMICO-SANITARIA

POR

JOSE ANTONIO DOS SANTOS

imico-chefe do Laboratdrio de Higiene do Marto
e Director ¢ Prof. de Quimica do Instituto Superior de Comércio da mesma cidade

A determinada amostra de leite por mim analisada no
Laboratério de Higiene do Pérto, a requisicde do Delegado
de Saude da mesma cidade, e que havia sido considerada
como leite falsificado com dgua, e esta dgua classificada de
impura, por se ter verificado a presenga de nitratos, requereu
o interessado, como era do seu direito, uma andlise de contra-
prova ao duplicado da referida amostra,

Procedendo-se a esta andlise em que me competia intervir
com mais dois peritos, concluiu-se:

1. Que o duplicado da amostra sébre que recaiu a ané-
lise de contraprova, havia sido conservada pelo dicromato de
potdssio, conforme as Instrugdes oficiais e se mantinha sem
alteragdo visivel ndo obstante ter &ste leite mais de um més
de idade;

3.* (’zue os resultados analiticos obtidos por esta andlise
de contraprova, concordaram sensivelmente com os da pri-
meira andlise, exceplo quanto d presenca de nitratos ou de
nitritos que foi negativa. A pesquiza dos nitratos foi feita,
conforme as Instruccdes oficiais, pela difenilamina dissolvida
em dcido sulfirico, ndo se produzindo a menor coloragio azul.
Concluia-se, pois, que a primeira andlise estava errada quanto
a indicagdo da presenca de nitratos.

Nio obstante, a convicgdo em que estava de ter verificado
nitidamente a presenga de nitratos que agora ndo apareciam
no duplicado da mesma amostra de leite, acrescida da circuns-
tdncia de ter o leite desta ultima amostra mais de um més de
idade, no momento em que foi analisada, despertaram a minha
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atengdo, levando-me a admitir a possibilidade de ter havido
redugdo ou assimilagdo dos nitratos que poderia, talvez, ser
produzida pela acgdo de didstases redutoras existentes no leite.
Considerando necessdrio esclarecer éste caso que, por agora,
me interessava principalmente sob o ponto de vista analitico,
fiz uma série de ensaios que foram orientados e conduzidos
da seguinte forma.

1.° Preparagio de amostras de leite a ensaiar:

a) Leite com a densidade de 1,029 a 15% isento de
nitratos adicionado de dgua dum pogo forte-
mente nitratada até se obter a densidade de
1,024

b) Leite isento de nitratos adicionado de nitrato de
potdssio na porporgdo de 8o miligr. por litro;

¢) Leite isento de nitratos adicionado de nitrato de
potdssio na proporg¢io de 4o miligr. por litro;

d) Leite isento de nitratos adicionado de nitrato de
otdssio na proporgio de 4o miligr. por litro e
ervido;

e) Leite isento de nitratos, adicionado de nitrato de
potdssio na proporgdo de 4o miligr. por litro.

A cada uma das amostras a), b), ¢), d) foi adicionado como
conservador 1 cm?® duma solugio de dicromato de potdssio
com a densidade de 1,032 por cada decilitro de leite, conforme
o disposto nas Instrugdes oficiais respectivas.

A amostra e) ndo foi adicionado conservador algum.

Cada uma destas amostras foi distribuida por quatro frascos
pequenos que foram rolhados, lacrados e guardados num ar-
mdrio a luz difusa.

2. Pesquiza periddica dos nitratos nas amostras (*). Re-
sultados obtidos:

(1) A pesquiza dos nitratos foi feita, conforme as InstrugBes oficiais,
pela difenilamina dissolvida em dcido sulfarico, depois de eliminado o di-
cromato de potdssio, empregado como conservador, pelo processo do clo-
rero de bdrio que tive a Eonra de apresentar 4 Sociedade Quimica Portu-
guesa. Bol, da Soc. Quim., 82 ano, n* 6, pag. 181.
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As amostras a), b), ¢), d) que foram adicionadas de con-
servador, estavam ao fim de 3o dias completamente coagu-
ladas.

A amostra e) que ndo foi adicionada de conservador e
apenas de nitratos mantinha-se, ao fim de 26 dias, :m bom
estado de conservagdo.

3. Conclusdes que se podem tirar dos resultados obtidos
nestes ensaios:

1.*— Que o leite exerce uma acgdo redutora, embora lenta,
sdbre nitratos, nitritos e até sdbre o dicromato de
potdssio, adicionado como conservador que passa
da cbr amarela a verde.

2.* — Que a redugdo sbbre estes compostos oxigenados ¢
exercida pelo leite mesmo depois de fervido (*).

3.* —Que nos casos especiais das andlises quimico-sanitd-
rias de leite, se deve ter &ste facto em vista, sempre
que haja necessidade de investigar os nitratos em
leites com mais de 8 dias de idade.

4.* — Que o leite nitratado se conserva mais tempo e me-
lhor do que adicionado de dicromato de potdssio.

* -

Ndo me foi possivel completar agora estes ensaios que con-
tinuarei com o fim de investigar:

a) Qual a percentagem, e sua constdncia, de nitratos que
pode ser reduzida pelo leite, conservado pelo dicromato de
potdssio, antes de se produzir a sua coagulacdo.

b) Quais os produtos resultantes da transformagdo dos ni-
tratos.

¢) Se o nitrato de potdssio pode efectivamente ser utilizado
como conservador do leite.

Os resultados que obtiver nestes ensaios comunicd-los-hei
oportunamente a Sociedade Quimico-Portuguesa.

Pérto, 26 de Junho de 1gar.

1) Este facto parece-me ter uma certa importiincia sob o ponto de
vista quimico-bioldgico.




A ACCAO DA LUZ

SOBRE OS HALETOS DE PRATA, COBRE
E MERCURIO

POR

MATEUS DE ALBUQUERQUE

E muito conhecida a propriedade dos sais de prata de
serem sensiveis & luz. Raras vezes porém se menciona a do
cobre (monovaléncia) ou a do mercurio (monovaléncia), Afim
de esclarecer o quimismo desta propriedade encetei o estudo
que passo a expor.

A sensibilidade a luz dos haletos das monovaléncias de
prata, cobre e merctirio s6 parece existir em presenga da dgua
ou outra substincia liquida ou solida ionizante. Assim o dlcool
etilico, o glicerol e o manitol favorecem-na tanto ou mais do
que a dgua. Pelo contrdrio os hidrocarbonetos do petréleo
insaturados, a benzina, naftalina e a fenil-metil ketona, ndo
a facilitam. Vé-se que ndo basta a simples insaturagdo ou a

resenca do oxigénio para a acgdo luminosa se exercer. Creio
aver um certo interésse neste resultado para a teoria da insa-
turagdo tipo oleifina e do poder ionizante.

A parte do espectro visivel que actua, ¢ a que vai do azul
ao roxo (violeta). E notdvel que a sua acgdo seja redutora
no caso dos haletos de prata e cobre, mas de elevagio valen-
cial (a0 menos aparentemente) no do mercurio. Veremos se
serd possivel explicar esta excepcdo.

Nos haletos de prata e cobre (monovaléncia? a sensibili-
dade a luz faz-se mais fraca quando se passa do cloreto ao
iodeto. A dos fluoretos respectivos igual ou maior que a dos
cloretos; ao contrério a sensﬁ:i!idade os mono-haletos de mer-
curio cresce do cloreto ao iodeto, que se aproxima agora do
fluoreto.

Os produtos sdo para a prata, AgsX' e talvez também
AgiX. Para os haletos cuprosos tem-se um corpo insolavel
cinzento ou preto, depois um verde amarelado, verde claro,
depois amarelo e ainda castanho. Pelo menos trés. Todos
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insoltiveis ou soliveis com precipitagio do metal, como sucede

com os sub-haletos de Ag. Esta solubilidade (em amoniaco,
KCN, etc.) com precipitagio do metal em parte e supervalen-
ciago do restante que lembra o que sucede no caso dos sdis
mercurosos dificulta muito a andlise dos haletos (sub) de prata
e de cobre.

Alguns autores créem que os chamados sub-haletos sdo
simples soluges solidas dos metais nos respectivos compostos
da monovaléncia. Nio creio ficil explicar porque razio parte
do haleto permanece intacto para servir de solvente, nem

+
como se assiste, no caso dos cloretos de Ag e CG, a uma sen-
sibilidade a luz, em série de produtos distintos, conforme o
tempo de exposigdo (sdis cuprosos) e conforme a qualidade
das radiagdes incidentes (sais de prata). Este tltimo caso é
uma perfeita sintenizagio. (Ndo pude obter todas as cores
mas apenas os azuis, violdceos, vermelhos, amarelos-sujos e
apenas uma vez o verde). Mas outros autores dizem té-las
uEtido. Devo notar que é sempre o espectro azul e violeta
que inicia a redugdo (prata e cubreg.

As solugbes em NHs, KCN, KI, piridina, dos haletos de
prata e cobre ndo parecem ser sensiveis,

Em relagdo a estes solventes os haletos mercurosos com-
portam-se como misturas de haletos merciricos, que se dis-
solvem geralmente (e sdo insensiveis), e mercurio metélico.

Discussio dos resultados

A propriedade do iodo de dificultar ou impedir a sensibi-
lidade a luz dos mono-haletos de prata e cobre parece-me
explicdvel pela presenga no I de capacidade secundéria de
combinagio. Como sdo necessdrias, pelo menos, mols do sal

o

ara se produzir MsX’ compreende-se que se tivermos M —I
P q

o

(represento por trago cheio a unido valencial vulgar e por pon-
tuado a secunddria) ndo é possivel a ligagio de sequer um
minimo de 2 moléculas e portanto ndo ¢ M:X' produzido.

Confirma-me nesta hipotese o vér que a formagdo de com-
plexos com NHj, CN'... impede por forma igual a subvalen-
ciagcdo das monovaléncias da prata e cobre (- M:X).

Nos fluoretos parece a causa ser outra. O F' aproxima-se
muito do ' na facilidade com que entram como coordenados
em radicais que tornam robustos. Distancia-se o F' do 1’ pela
faculdade que éste dltimo possui, de também poder ser dtomo
central dum radical, o que nunca se vé com o F. DBasta
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citar (I0s)' (104Y (IR)" (IR)", ... incontestavelmente robustos.
Assim vé-se que tem precedentes a semelhanga do F' com o I
por um lado, por outro a sua oposigio. Portanto parece-me
poder-se admitir como hipétese a verificar com o tempo, que
na redugdo dos haletos pela luz é a possibilidade do I’ fun-
cionar como elemento central, num radical, que a impossibilita.
Na supervalenciagido dos haletos mercurosos para mercuricos
pelo contrdrio parece actuar aquilo e em F' e I' € comum, o
originarem radicais, figurando como coordenados. Evidente-
mente poder-se hd tentar o estudo da hipitese que emprego,
ulteriormente em outras reacgdes pela luz (e pelo calor, visto
que em geral umas marcham pari passu com as outras).
Num trabalho meu, em 1919, menciono que as reacgdes
dos compostos halogénicos do mercurio (monovaléncia) se ndo
conformam com a férmula molecular simples, indicada em
certos casos Unica e excepcionalmente pela evidéncia de ordem
mais. fisica que quimica, nem com uma valéncia inferior a
dos derivados mercuricos. Entre outras apontei as reacgfes

Hg,X,+KCN » Hg CNi—Ks+ Hg, ou +KI-Hg IKs+Hg.
Ainda a ndo existéncia de Ag,R, (R = alkilo ou arilo), a acgao

do calor produzindo Hg X's + Hg (metal), a acgdo das radia-

¢oes redutoras — Hg X's + Hg (metal). Lembro que talvez se
possam explicar estas propriedades, considerando os sais mer-
curosos como um radical derivado de tetravaléncia assim:

AN o d
&H;.....Hg) X's unha assim a causa da redugdo pela luz,
CN, KI... mas além de ter que admitir uma valéncia ndo
conhecida (embora provdvel) seria dificil vér o motivo pelo
ue o flior e iodo a facilitavam; a niio ser que o seu papel
Osse alheio & acglio exercida pela luz e que apenas a aprovei-
tassem, devido a sua faculdade de formarem unides secundd-

rias, expulsando Hg metdlico e produzindo Han Is. Existem

hoje métodos éticos que talvez pudessem ser usados para nos
dizerem se mesmo e independente da qualidade de X' h4 qual-
quer diferenga nos sais mercurosos expostos as radiagbes lu-
minosas, na aparéncia insensibilizados.

Uma outra hipétese € supor que ou por acaso ou por uma
disposig¢io semelhante a das isomerias trans e anti; um dos X
ocupa uma ﬁosiqic que favorece a sua captagdo por certos

HgX.....XHg. Déste modo:

HgX. .4...XHg HgX...XHg

- / \ =2 HgXs:+ 2 Hg.
XHg HgX XHg:.-......HgX
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Idéntica explicagiio para o fluoreto como para o iodeto
mercuroso. Possivelmente um ou outro pela faculdade de

++
que falei originaram em primeiro lugar o radical (HgX:)" H
e sdbmente depois 2 HgX:+- - A unido dos X......X modi-
ficaria as ligagGes entre os Hg, de maneira a estes tenderem
a substituir os seguintes Hg (que ficariam livres) pelos X juntos

a estes Hg.

Quando um radical ou um dtomo se salifica, a estabilidade
do sal resultante depende dos elementos em presenga que re-
ciprocamente se modificam. Apenas nds ndo vemos a dentro
déles nem a transformagdo acabada (estdtica) nem a efecti-
var-se (dindmica e cinética). Ora sfio precisamente estes fen6-
menos que nos radicais se tornam patentes. Um dtomo ou
radical ¢ influenciado (muda de posigdo, de ligagio ou os seus
componentes) por um modo visivel pelos outros componentes
do radical. E estes por sua vez se lhe adaptam e por igual
modo visivel. O estudo dos radicais orginicos e inorﬁﬁmcos
adquire assim um valor especial e Gnico para o estabelecer
das correspondéncias supra.




CORRESPONDENCIAS QUIMICAS

POR

MATEUS DE ALBUQUERQUE

A lei das fases de Gibbs, o teorema de Vant’Hoff e le Cha-
telier regem como ¢ sabido quantitativamente os equilibrios
quimicos inter-moleculares. O presente estudo visa a estender
aos equilibrios intra-moleculares, intra-atomoidicos (radicais)
e pelo menos entre certos limites, intra ou endo-atémicos, leis
andlogas. Mas, é aqui o ponto que nitidamente as diferen-
ciard das primeiras, o seu cardcter e espirito tenderd a abranlger
outras relagdes que sdo as exclusivamente numéricas. Das
matemdticas extrair-se-hd o que elas possuem de fecundo, nio
s6 pela precisdo de numeros, mas principalmente pelo seu
simbolismo.

Sao conhecidas em vdrios campos da sciéncia moderna, as
aplicagbes de relagdes simbdlicas e creio que com belos resul-
tados; penso que util emprégo delas se poderd fazer em Qui-
mica e portanto ndo me demorarei aqui a defendé las.

A relagdo molecular quantitativa, talvez mais importante
até hoje conhecida, é alei de A. Werner, sébre o numero de
valéncia externa dum radical (atomoide) em fun¢des do nu-
mero e sinal dos dtomos ou radicais coordenados, da sua
valéncia e do nimero valencial do elemento central. Aproxi-
magdo preciosa do fim que tenho aqui em vista, mas ainda
imperfeita. Com efeito, e ndo falando na sua inaplicabilidade
quando os radicais sdo pouco robustos, ela fornece-nos apenas
0 nimere e sinal da valéncia exterior, nada s8bre a sua inten-
sidade.

*

Definirei correspondéncia quimica a relagéo légica em quan-
tidade e qualidade entre os elementos, actividades, structuras,
Iigagﬁes,Iosigﬁo, etc., duma molécula ou dum atomoide, sendo

fixo um déstes elementos (base ou fundamento, ) ou como
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tal considerado e fazendo-se substituir (variar) um dos res-
tantes. Poderia chamar-se também a tal relagdo congruéncia
uimica, mas ndo vejo especial vantagem nisso e teria o contra
e fazer presupdr certos moldes que creio prematuro estabe-
lecer. Algumas vezes as relagbes de que falo obrigam ele-
mentos materiais a deslocarem-se para fora da molécula ou
radical como se verd. A parte que varia, por substituigdo
chamarei médulo (Mod.).

E meu desejo que o presente ensaio seja apreciado como
tal. No seu presente estado inicial € dificil apresentar todos
os exemplos dignos de interésse das relagbes mencionadas,
nem tdo pouco analisd-los por completo. Vou expdr alguns
casos e de passagem farei uma ou outra observagido que me
parega notdvel.

S@o do conhecimento quimico os sdis purpureo-cobilticos
(melhor sdis de X' cobalto-pentamina) (alguns autores adoptam
amina). Serd a primeira correspondéncia que mencionarei.
Assim temos em simbolos

X, 5NHsy=2 (Mod. Co**) B aqui =+12.

Nos compostos amoniados da platina hd a dicloro platini-
tetramina bivalente que traduzida da mesma maneira conduz
4 expressido:

2Cl, 4NHs=2 Mod Pt") fB=+42

Nio trato aqui das intensidades das bivaléncias em questio
que serdo sem duvida um pouco diferentes. Temos portanto
assim a possibilidade de estatuirmos em quantidade e quali-
dade uma relagdo intra-molecular entre os metais Co*** e Pt™
que servird de sinal para intimamente definir as valéncias trés

e quatro dos metais cobalto e platina.
Seja agora a expressio

4NHj, 2Cl=2 (Mod. Pi") pB=+2
tira-se da formula . s
; [P it
e a expressdo
4NH;, Br=3 (Mod. Pt") f=+43

proveniente da estructura

[Pt (Ngl )5] e
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vem como consequéncia uma relagio entre as monovaléncias
do Cl e do Br. Passemos agora a outro dominio. Seja

iAo . OCN: D ;
(ABEX) ¢ [AgCONHspIX

teremos: 2 NHz, CO = Ag (Mod. Ag, temperatura: f) f=Ag
com modulo complexo: BAg e t. Este equilibrio é fragil e
passa a #', para Ag.ONC + NH;.X', exemplo de certos ele-
mentos materiais sairem para o exterior da molécula. E assim
temos uma relagdo entre 7, Ag e 'Ag. Sendo desnecessdrio
detalhes nos exemplos a seguir vou menciond-los mais breve-
mente ¢ apenas como correspondéncias.

1. Ni, +C-=1 (Mod. Ag) N:, C"=1 (Mod. K) exemplo de
ligacGes estructurais.

2. HN: COsH =CH: (Mod. Ag) NH2, CO:=CH,
(Mod.Kl{] outra relagdo estructural e ainda funcional entre
Ag e K. .

# 3.> Cobre, val. 2=0 (Mod. Br) Cobre, val. 1=0 (Mod. I).
Relaciio exo 3 endo-molecular entre Br e L.
OEt 0.C4Hy OH

e A

A H Ve
4.° k : é estdvel, } instdvel passando a l
A Ko™

portanto

C3Hs

E10', H = C¢H'; (Mod. Et)
HO', CsH3s = CsH's (Mod. CsH's)

ue nos relaciona CaHs=Et com CsH's em posicio ou me-
lhor orientagdo e ligacdo quimica.

Evidentemente quando indico como constante uma valéncia
um grupo (CHs), etc., subentendo certas outras constantes
COMO em Certos casos sejam a temperatura ou a pressdo, a
luz, etc.

As leis quantitativas de que falei no principio déste assunto
ndo se aplicam sendo a casos, como bem claramente afirma
Urbain (de Paris) em que ndo haja coacgdo quimica. As leis
que tento aqui iniciar serdo, r}uanda atingirem a sua per-
feigdo, utilisdveis no campo total da Quimica. . qudsi certo
jue elas permitirdo classificar os corpos quimicos, distinguin-

0-0s quando, por exemplo, isovalentes por uma mais rica,
mais profunda diferenca, sobretudo positiva propriedade qui-
mica. Com efeito nem sempre se nota que o que quimica-
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mente sabemos e exprimimos com a comum notagdo ¢ apenas,
e duma forma téda estdtica, o que obtemos pela sua negagio,
destruindo a molécula, e com ela as propriedades que a indi-
vidualisam.

Julgo que se poderd abranger nestes estudos de corres-
pondéncia os fendomenos de equilibrio keto-enolico, inversdo
de Walden (stereoisomerismo), orientacdo nos corpos ciclicos
mutagdo do dcido maleico — fumdrico, etc.
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1» PARTE
Fenémenos de biorredugio

Reducdo é uma operagdo que consiste em subtrair oxigénio
a0s corpos compostos, quer para abaixar-lhes o grau de oxi-
dagdio, quer para desoxidd-los inteiramente.

Para darmos um exemplo prdtico déste fenomeno, diremos
ue se opera uma reducdo quando se transforma o dcido sul-
irico em sulfuroso, o litargirio em chumbo metdlico, o 6xido

de ferro em ferro puro, etc.

Geralmente, para reduzir um oxido, aquece-se até alta
temperatura em presenga de um corpo capaz de tirar-lhe o
‘oxigénio. Os agentes de redug@o mais empregados nesta
operagdo sdo o carbono e o hidrogénio que formam com o
oxigénio dos o6xidos, CO-CO? e H?O.

Com o0s micro-organismos, como com os agentes guimicos,
a redugdo também se produz em determinadas condigbes e
entdo neste caso toma a designagdo de biorreducdo.

Os fenémenos de biorredugdo foram observados pela pri-
meira vez pelo professor italiano Bartolomeu Gosio.

Tendo notado que algumas criptogdmicas formavam com-

ostos arsenicais voldteis em presenca do arsénio no estado
Evre ou combinado levou as suas investigagbes até aos com-
postos de fosforo e de antiménio e viu ﬂue possuiam as mesmas
propriedades. Mais tarde Klett, guiado pela analogia quimica
estudou a redugdio operada pelos micro-organismos sdbre os
compostos de selénio e de telirio, especialmente sdbre os se-
lenitos e teluritos alcalinos.

A verdade é que estas investigagGes foram o feliz inicio
de outras que depois se fizeram e relativamente a sua aplicagdo
prética estamos convencidos de que muito hd a esperar.
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Por reconhecermos as estreitos relagfes que existem entre
o bismuto e arsénio e como com é&ste elemento Gosio tinha
obtido j4 biorreducgdo, prepardmos um sal alcalino de bismuto
com o qual realizimos as nossas primeiras investigagies.

Os resultados obtidos foram animadores e a redugdo pro-
duziu-se pela formagdo de um po negro pulverulento de bis-
muto metdlico.

Com o molibdeno também obtivemos biorredugdo. Para
chegarmos a estes resultados, necessdrio se tornava seguir
sempre a analogia quimica, sem o que, a tarefa seria dema-
siado 4drdua e por certo pouco proveitosa,

Se consultarmos a classificagdo periédica dos elementos
quimicos de Mendelejeff veremos que os biorredutores arsénio
e selénio estdo dispostos no seu 5.° e 6.° grupos, ndo tendo
aparecido até agora em quaisquer outros, elementos que reve-
lassem propriedades de biorredugdo.

Em presen¢a de vida bacteriana obtivemos com o bismuto
uma redugdo completa sob a forma de po6 negro pulverulento,
e com o molibdeno uma coloragdo que ia desde azul claro a
escuro, que atribuimos ao 6xido azul de molibdeno.

Parece-nos que deveriamos obter biorreacgdo, igualmente
com os compostos de cromo e de urdnio, dada a sua posigdo
no v e vi grupos da classificagio de Mendelejeff. Os sais de
urdnio porém, tendo a prcpriedade de precipitar as substidn-
cias albuminéides, seriam um obstdculo para a experiéncia, a
ndo ser que se tentasse fazé-la num meio de cultura composto
exclusivamente de substdncias minerais,

Biorreduciio dos compostos de bismuto

Durante muito tempo foi o bismuto confundido com o
chumbo. No comégo do século xvi, Agricola descreveu-o no
seu trabalho De Natura Fossilium com o nome de wismuth,
chumbo cinzento, marcassite branca, etc.

No sistema periddico de Mendelejeff, éste elemento encon-
tra-se N0 mesmo grupo que o arsénio e o antiménio, mas por
causa do seu péso atémico elevado, perdeu os caracteres dos
metaléides e pela auséncia de um derivado hidrogenado gazoso
e pelo caracter bdsico do seu éxido € considerado como metal.

Aparece geralmente nos terrenos de transi¢io no estado
nativo acompanhando sob esta forma os mln_érlos de cobalto,
niquel e prata. Também se encontra debaixo da forma de
sulfureto (Bi*S?) conhecido pelo nome de bismutina.

Apresenta estreitas relagdes com os metaloides da familia
do azoto e particularmente com o antimonio.
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E solido, branco, quebradi¢o, com reflexos avermelhados,
o que o distingue do antiménio, que ¢ branco azulado.

Para realizarmos o ensaio de biorredugio empregdmos uma
solugdo aquosa de um sal alcalino de bismuto contendo por

cento o137 de Bi.

_ Para a preparagio déste soluto partiamos de 087,20 de sub-
nitrato de AzO%—Bi(OH)? que tratdvamos a quente pela

NaOH.

Do tratamento do azotato bdsico de bismuto por soda,
resulta finalmente: Az Q3—Bi(OH)?+NaOH = Az O%Na +

Bi O (OH)+ H2O.

Feita a solugdio era medido o volume certo de 100 c. ¢c. e
seguidamente esterilizada na autoclave.
tendo cada um 10 c. ¢. de caldo de cultura também conve-
nientemente esterilizado juntdvamos solugdo alcalina de bis-
muto na proporgdo de Y.

A mistura de cada tubo era respectivamente inquinada por
Colibacilo, Bacilo diftérice, Bacilo tifico, Micrococus meli-
actlo anthracis.

Para cada série de ensaios empregdvamos um tubo teste-
munho contendo sdmente o meio nutritivo adicionado da so-
lucdo de bismuto para verificar se s6 o meio de cultura seria
suficiente para operar a redugdo.

tensis, Stafilococo e

QUADRO N.o 1
Ensaios com o bismuto

Culturas feltas em caldo comum adlcionado
de um sal alcalino de blamuto contendo por cento 0,137 de bismuto

Em vérios tubos con-

Tubo testemunho. . . .
Colibacilo . + « « + «
Bacilo diftérico. . . . .
Bacilo tifico . .« + . .
Micrococus melitensis .
Stafilococo . .. v s

Bacilo anthracis . .

Depois Depois Depois Depois
de 24 horas de 48 horas de 72 horas | de virios dias
Limpido | Limpido | Limpido | Limpide
¢or normal | cor normal | ¢6r normal | cér normal
Limpido | Limpido |Precipitado|Precipitado
cor normal | c6r normal negro negro
Limpido |Precipitado|Precipitado|Precipitado
cornormal| negro negro negro
Limpido | Limpido |Precipitado!Precipitado
cor normal | cor normal negro negro
Limpido | Limpido |Precipitado|Precipitado
cor normal | cérnormal| negro negro
Limpido | Limpido |Precipitado |Precipitado
| cOHrnormal | cor normal negro negro
| Limpido |Precipitado|Precipitado|Precipitado
icér normal| negro negro negro
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A glucose, sendo um hidrato de carbono, tem a proprie-
dade de aumentar o poder redutor dos micro-organismos.

Empregdmo-la portanto nos ensaios que realizimos com
o molibdeno, adicionando-a ao meio nutritivo, Com o bis-
muto, os ensaios foram realizados s6 em caldo simples aten-
dendo a que a glucose tem a propriedade de reduzir o bismuto
em meio alcalino.

S6 48 horas depois de colocada a cultura na estufa se
obteve redugdo sob a furma de p6 negro pulverulento com os
bacilos do carbinculo e diftérico. Ao fim de 72 horas a re-
dugdo era completa em todos os tubos.

Biorreducdo dos compostos de molibdeno

O molibdeno que com o tungsteno e o yrinio forma uma
familia, apresenta analogias com o cromo. E um metal pouco
abundante, de c6r branca, muito duro e quebradigo.

Para realizar os ensaios de biorredugio empregdmos o mo-
libdato de aménmio Mo’ O*(Az H%® 4 H?O que geralmente
se encontra nos laboratorios.

Fizemos uso de uma solugdo a 1% em dgua distilada,
convenientemente filtrada e esterilizada que adiciondvamos ao
meio de cultura também esterilizado e contido em tubos, na
proporgdio de 1 para 10 e seguidamentee inquindvamos a mis-
tura com 0s MIicro-organismos.

Numa série de experiéncias empregdmos o caldo comum
como meio de cultura adicionando o molibdato na proporcdo
de 1%,

Os micro-organismos empregados foram o Colibacilo, Ba-
cilo diftérico, Bacilo tifico, carbunculo, micrococus melitensis,
Stafilococo e Prodigioso.

Empregdmos um tubo testemunho para cada série de en-
saios, contendo s6 o meio de cultura sem o redutor ¢ com o
reagente.

desta forma desaparecia a duvida de que s6 o meio de
cultura seria suficiente para operar a redugdo.
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QUADRO N.o 2
Ensaios com o molibdeno

Culturas feitas em caldo comum
adiclonado de molibdato de amdnio a 1%,

{ |
Depois D Depois
de 1?I?uru| d:a?lﬂ:ns de;?}?::n de #inp:;d.iu
Tubo testemunha. . . .| Limpido | Limpido | Limpido | Limpido
| cbr normal | cor normal | eér normal | ¢6r normal
Colibacilo. . . . . . . .| Limpido |Precipitado|Precipitado Precipitado
<or normal azul azul escuro | azul escuro
Bacilo diftérico . . . .| Limpido |Precipitado|Precipitado|Precipitado
| cbr normal | azul claro azul azul escuro
Bacilo tifico . . . . . .| Limpido |Precipitado|Precipitado|Precipitado
cor normal | azul claro azul azul escuro
Micrococus melitensis .| Limpido |Precipitado|Precipitado |Precipitado
| ¢or normal azul azul escuro | azul escuro
Stafilococo. . . . . . .| Limpido |Precipitado|Precipitado|Precipitado
cor normal | azul claro azul azul escuro
Bacilo anthracis . . . .| Limpido |Precipitado|Precipitado|Precipitado
cornormal | azul claro |azul escuro| azul escuro
Bacilo prodigioso. . . .| Limpido | Limpido |Precipitado|Precipitado
cér normal | ¢6rnormal | vicleta violera (1)

Numa outra série de ensaios empregamos como meio de
cultura o caldo glucosado a 1%, visto estar demonstrado que
os hidratos de carbono e particularmente a glucose ou a sa-
carose favorecem a acgdo redutora dos micro-organismos.

Nas culturas em caldo simples, sem adigio eélucose, 50
depois de 48 horas havia redugdo, excepto com o Bacilo Pro-
digioso que reduzia depois de 72 horas de formagio de preci-
pitado de cor violeta.

Esta coloragdo deve atribuir-se a unido do vermelho, cfr
da cultura normal do prodigioso e do azul do composto do
molibdeno.

No meio da cultura em que se adicionou glucose, o Bacilo
coli revelou um maior poder redutor, vindo logo a seguir o
tifico e o micrococus melitensis, observando-se precipitado
azul depois de 24 horas. A biorredugio era completa s6 de-
pois de 48 horas.

(*) Coloragio atribuida 4 uniio do vermelho, ¢ér da cultura normal
do prodigioso e do azul do composto de molibdeno.

14
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A cbr azul que apresenta o precipitado obtido pela acgdio
dos micro-organismos sdbre os compostos do molibdeno tem o
aspecto do dxido agul de molibdeno ao qual Muthmann atribui
a FérmuIa Mo? 08, 2 H20.

QUADRO N.° 3

Ensaios com o molibdeno

Culturas faltas em caldo glucosado a 1*,
adicionado de molibdato de amdnio a 1%,

|
Depois
| dtz'p‘l‘:oru

Depois ‘ Depois | Depois
de 4SPI?oru : de 72 horas | de mﬁou dias
|

: 1

Limpido | Limpido | Limpido | Limpido
{cbrnormal | cér normal | cdr normal | c6r normal

Tubo testemunha. . . .

Colibacilo.. - ¢+« v« & Precipitado | Precipitado | Precipitado | Precipitado
azul azul escuro | azul escuro | azul escuro

Bacilo diftérico . . . .| Limpido |Precipitado|Precipitado |Precipitado
| cbr normal | azul escuro | azul escuro | azul escuro

Bacilo tifico . . . . . .|Precipitado|Precipitado|Precipitado |Precipitado
| azul azul | azul escuro | azul escuro

Micrococus melitensis .| Precipitado | Precipitado | Precipitado |Precipitado
azul azul azul escuro | azul escuro

Stafilococo. . . . . . .| Limpido |Precipitado|Precipitado|Precipitado
| cér normal | azul claro | azul | azul escuro

Bacilo anthracis . . . .| Limpido |Precipitado|Precipitado |Precipitado

cOr normal | azul | azul escuro |azul escuro

Sensibilidade de biorreducéo

Os fenémenos de biorredugdo ndo se produzem em todos
05 casos com a mesma intensidade; estdo sob a influéncia do
poder redutor do micro-organismo e do elemento empregado
como revelador.

Como qualquer c¢élula viva, o micro-organismo para vegetar
necessita 3:‘ alimentos apropriados, tais como o carbono, ©
oxigéniu e o hidrogénio com os quais elabora os produtos ter-
ndrios que compdem uma g,rand:: parte da massa celular.

Hd compostos, dos quais basta uma quantidade pequenis-
sima para produzir biorredugdo, ao passo que de outros é ne-
cessdrio empregar mais, para que o fenomeno se produza de
uma forma evidente e caracteristica.

O revelador, como mais adiante dizemos, parece ser tanto
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mais activo quanto menos elevado f6r o péso atémico do ele-
mento de que provém.

O micrébio privado de clorofila ndo pode roubar ao ar o
carbono de que necessita; vai portanto buscd-lo aos produtos
terndrios elaborados.

Com a adigdo de hidratos de carbono ao meio da cultura,
especialmente glucose ou sacarose na percentagem de 1 a 2%
facilita-se muito a ac¢do dos micro-organismos chegando por
éste processo a operar-seé a redugdo em menos tempo empre-
gando mesmo menos quantidade de revelador.

A reacgdo do meio tem grande importdncia neste caso
porque a resisténcia microbiana ¢ diferente, conforme o meio
¢ neutro, alcalino ou dcido. A maior parte dos microbios
exigem um meio neutro ou ligeiramente alcalino.

asteur, tinha utilizado a ac¢io redutora dos micro-orga-
nismos com substdncias orgdnicas. Empregava o Penicillium
glawcum para desdobrar um dcido racémico nos dois dcidos
ue o formam. Neste caso o micro-organismo consome o dcido
ireito e deixa livre o esquerdo, do que se deduz que ataca o
isémero dextrogiro de preferéncia ao levogiro porque éste re-
vela-se duas vezes mais toxico para os mamiferos que aquele.

No nosso trabalho, dos micro-organismos que empregamos,
os que revelaram maior poder redutor foram o coli vindo logo
a seguir o tifico, prodigioso e estafilococo.

éﬂ apreciarmos a sensibilidade dos elementos que ddo uma
biorredug@o entrando em conta com a percentagem empregada
e 0 tempo necessdrio para que a reacgdo se produza veremos
que deverd figurar em primeiro lugar o Arsénio de péso até-
mico = 74,9, vindo logo a seguir o Selénio, péso atémico = 78;
Telurio, péso atémico = 125; Molibdeno, péso atémico =g3,8
e Bismuto, péso atomico = 210.

H4 portanto uma relagio entre o péso atémico de cada
elemento e a sensibilidade de biorredugao, do que se deduz que

As sensibilidades dos reveladores de vitalidade bactérica
esido entre si na rajdo inversa dos seus pesos aldmicos.

Pela ordem natural, o molibdeno de péso atémico =g5,8
deveria ser mais sensivel do que o telurio de péso atémico
= 125, mas ndo tivemos tempo de fazer a verificagdo.

Dentre os elementos reveladores, os compostos de selénio
e de teldrio devem ser os preferidos, especialmente o telurito
de potdssio, o qual pela sua sensibilidade reagindo da dose
de Y/as000 € até mesmo Y5000, satisfaz a todos os requisitos de
um bom revelador.

O seu emprégo junto a outras substincias para hipodermia
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em nada prejudica o organismo, antes pelo contrdrio activa
as suas fl.lﬁ‘; €s e aumenta o apetite.

Para sabermos se num dado liquido houve biorredugdo
basta ter em vista que o molibdeno produz coloragdo azul de-
vida & formagdo de um éxido inferior, ao passo que com o
arsénio, selénio, telurio e bismuto, etc., a formagéo de um se-
dimento negro de metal extinto em um liquido orgdnico con-
tendo como revelador um sal dos elementos indicados serd.
indicio de uma multiplicagdo bacteriana e tanto mais abun-
dante quanto mais rica e vital fér a germinagdo.
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2.* PARTE

Condigdes préticas para reconhecer a esterilidade

Ordinariamente acontece que o médico ou o farmacéutico

ue se encontram na ocasiio de usar ou de vender um pro-

gut-:} de cuja esterilidade devem estar seguros, tendo de servir

por exemplo para hipodérmia avaliam da preparagdo obser-

vando a limpidez, ou fazendo um ensalo microscopico ou bac-

terioldgico para concluir se o método empregado foi suficiente
para tornar e manter o liquido aséptico.

Mas a observagio da limpidez, ou da turvagdo acompa-
nhada por vezes com sedimento, ndo garante de uma forma
absoluta nem a esterilidade, nem o inquinamento.

Pode um liquide estar no médximo de transparéncia no
momento em que o preparador o pbe a venda sem contudo se
poder garantir a sua esterilidade. Também pode apresen-
tar-se turvo, mesmo com um sedimento, estando todavia asép-
tico, como acontece tratando-se de soros, ou de liquidos or-
génicos, nos quais pode dar-se uma precipitagio das substincias
albuminéides ou coloides contidas na empola, apezar de bem
esterilizada.

Em outros casos, o médico pode encontrar-se na diwida
de empregar ou nfo uma empola para injecgGes, ainda perfei-
tamente utilizdvel e quando por qualquer motivo o ndo faga
ndo fica absolutamente tranquilo. :

O critério pois de avaliar pela limpidez ou pela turvagio
¢ pouco seguro, podendo mesmo dar-se o caso de a substincia
a empregar ficar em suspensio num liquido como acontece
com a lecitina que se apresenta turva desde a sua origem.

Para estas preparag6es, quer o farmacéutico quer o mé-
dico devem ter a certeza de que o método usado foi perfeito.

O perigo de inquinamento ¢ menor, quando a substincia
possa ser esterilizada directamente na empéla, mas esta pode
ainda ficar mal fechada, como na pritica se observa todos os
dias, ou sofrer uma quebradura ji depois de acondicionada.

Quando se trate de substincias ndo esterilizdveis como
acontece com alguns produtos opoterdpicos, lecitina, etc., o pe-
rigo de inquinamento deve temer-se mais.

E portanto para estes casos que o emprégo de um reve-
lador de inquinamento pode ter um bom emprégo e a prop6-
sito diremos que actualmente jd alguns institutos estrangeiros
estio empregando com bons resultados, selenitos e teluritos,
para éste fim, sendo de esperar que o emprégo déstes ou dou-
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tros rl:ﬂﬁenms1 se vulgarize por forma a facultar um método
prdtico de esterilidade visivel.

O seu emprégo é superior aos tubos testemunhas de tem-
peratura que se empregam para verificar se as temperaturas
de esterilizagdo foram realmente atingidas pelos objectos a
esterilizar e que consiste em colocar no interior dos autoclaves
pequenos tubos de vidro fechados nas duas extremidades con-
tendo uma substincia fusivel & temperatura a verificar. Neste
caso, a fusdo torna-se manifesta pela coloragio muito viva
formada pelo conteido dos tubos aos quais se junta prévia-
mente fucsina ou azul de metileno.

Os indicadores de temperaturas que geralmente se em-
pregam nos autoclaves estao resumidos no quadro seguinte:

QUADRO Neo 5

Ezalginge s « « o v 4 o 102% | NafwlB. . . 'v:v . 5, 1230
Pirocatechina . . . . . 1og | Sulfonol: . .... .. 125
Benzonaftol . - . . . s b Ve Bnelat G e e e 38
Acido pirotdrtdrico . . 111 | Aapirindc o wietilier 135
Aptipirina . . . . .., 113 | ‘Acido citrico , .. .. 133
Acetanilide . . . . .. 114 Fenilureia . « .". + « - 157
Pirogalol . .. . .. . 121 Acido salicilico . . . « 13

Acido benzodico . . . 121 Santonina’. « . sie sowr 17

Acido picrico « « « « + 122 Salofepa. . ... . ...« B8

A temperatura atingida que ¢ revelada pela exalgina desde
102° ¢. pode ir até 188°, ponto de fusio da salofena e dar-nos
uma indicagdo de boa ou md.esterilizagio, mas é um método
muito falivel. O produto que neste caso funde, tem evidente-
mente de ser quimicamente puro para ndo fornecer uma in-
dicagdo falsa e além disto, ainda tem o inconveniente de fun-
dir, logo que seja atingida a temperatura critica, sem fornecer
a menor indicagdo da durag@o do aquecimento que nestes casos
¢ importantissimo.

(fuundo se opera a esterilizagdo pelo calor, as formas ve-
" getativas das bactérias morrem entre 60® a 70° c., mas os
esporos tém uma resisténcia mais considerdvel podendo re-
sistir alguns minutos a temperatura de 120° numa atmosfera
saturada de vapor de dgua e a 150° no ar séco.

Para utilizar de uma forma segura a acgiio bactericida do
calor devemos ter sempre em vista as regras seguintes:

a) Levar os objectos a esterilizar a uma temperatura sufi-
ciente para destruir os esporos e as formas vegetativas;

b) Erulungar suficientemente a duragio do aquecimento;

¢) Notar a reacgdo do meio e a natwreza das espécies mi-
crobianas.
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Segundo Christen, em meio humido, os espéros do bacilo
subtilis, morrem ao fim de 3o minutos numa temperatura de
115 a 120°% resistem 5 minutos a 130° ¢ 1 minuto a 135-140°.

A reacgdo do meio tem grande importincia neste caso,
porque a resisténcia € diferente, conforme o meio ¢ neutro,
alcalino ou dcido.

:Em vista disto podemos confiar de alguma forma nas in-
dicagGes fornecidas pelos tubos testemunhas? Evidentemente
que ndo.

Além doutras aplicagdes, na esterilizag@o de produtos gela-
tinados destinados a serem empregados por via hipodérmica
podem os elementos biorredutiveis prestar relevantes servigos.

A gelatina, que se emprega no soro gelatinado e outras
Freparaqﬁus, ¢ um derivado do tecido conjuntive 6sseo e carti-
agineo; obtém-se For hidratago da osseina dos ossos e da
queratina dos cartilagineos dos mamiferos.

Foi aplicada em terapéutica em 1875, quando Carnot re-

conheceu as suas propriedades hemostdticas locais e gerais.
Sendo um produto essencialmente delicado, requere uma pre-
paragdo cuidadosa e uma esterilizagio perfeita, principalmente
quando se destina a ser usado pela via hipodérmica. A gela-
tina que se encontra a venda no comércio, de proveniéncia de
animais de saude incerta, causou nos primeiros tempos em
que comegou a ser aplicada gravissimos casos de tétano.

Fazer portanto uso de uma gelatina mal preparada é ex-
por-se as suas consequéncias desagraddveis.

O emprégo de um revelador, pode pois indicar visivel-
mente a boa ou md esterilizagdo do produto.

Neste caso, a gelatina deve apresentar-se perfeitamente

transparente e sem precipitado. Se porém apresentar colo--

racdo, ou flocos negros ao longo das paredes do recipiente
deve ser inutilizada como impropria, porque € indicio seguro
de inquinamento posterior a preparagio.

Conclusoes

I
Os elementos que sofrem biorredugiio encontram-se dis-
postos nos grupos V e VI da classificagdo periodica dos ele-
mentos quimicos de Mendelejeff.

I
A sensibilidade dos elementos considerada sob o ponto de
vista de biorredugdo ¢ inversamente proporcional aos seus pesos
atomicos.
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I11
A biorredugio dos compostos de bismuto é semelhante a
do selénio e do telurio, mas menos sensivel, devido ao seu
péso atémico elevado.
v
Com os compostos de molibdeno, em presenga de micro-
organismos, contrariamente ao que sucede com os de bismuto,
arsénio, teltrio, etc., que sdo reduzidos & forma de pé negro
de metal extinto, s6 se obtém um oxido inferior de coloragdo
azul.
v
Como 6timo revelador de inquinamento, quer pela sua sen-
sibilidade, quer por ser inofensivo para o organismo, optamos
pelo telirito de potdssio que reagindo cEmr eitamente na dose
de ¥/s5000 satisfaz a todos os requisitos de um bom revelador.

Vi

A indicag@o de vitalidade bactérica serd dada, pelos com-
postos de bismuto, selénio, teltrio, etc., pela formagdo de po
neFro pulverulento de metal extinto e pelos de molibdeno,
pelo aparecimento de coloragdo azul claro ou escuro de 6xido
azul de molibdeno.

VII

Os tubos testemunhas que se empregam nos autoclaves

ara verificar as temperaturas atingidas, apresentam varios -

inconvenientes, bastando ndo fornecer indicagdo alguma da du-
ragdo do aquecimento que nestes casos ¢ importante.

VIII

As preparages tendo por base a gelatina que muitas vezes
anda inquinada de tétano e também alguns produtos opoterd-
picos que ndo possam sofrer uma esterilizagdo conveniente
e que tenham de ser aplicados por via hipodérmica, como

arantia de esterilizagdo devem ser adicionados de um reve-
ador de inquinamento.
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WASSERMANN -MERCURIO
LANDAU-IODO

POR

JOAO ALBERTO DE SOUSA VIEIRA

Meédico

As consideragBes que seguem sdo inspiradas pelos resul-
tados clinicos que a reacgdio do dr. W, Landau, abandonada
entre nos, mas acariciada, pelo menos, pelos analistas e cli-
nicos de Viena, nos tem fornecido.

Diz se que tal reac¢iio tem apresentado de quando em vez
resultados bizarros. Assim serd. Contudo, pelo que nos diz
respeito e, dadas as condi¢6es duma técnica rigorosa, condi¢do
sine gua non de resultados elucidativos, ndo a desprezamos,
antes a aconselhamos como recurso clinico de urgéncia que
uma Wassermann oportunamente feita no laboratério confirma
ou regeita,

Colocamos a reacgio quimica de Landau na vanguarda
das que sdo conhecidas pelos nomes de Porgés, de Schumann,
de Bauer, etc.

Preparagiio do reagente

Num pequeno almofariz de vidro pesam-se 25 miligramas
de iodo em 0,2 cc. de dlcool (uma pequena vareta de vidro
para dissolver). Verte-se esta solugio num tubo de ensaio
munido numa rolha de vidro e junta-se ai vaselina liquida
quimicamente pura até atingir o volume de 50 cc. Pela agi-
tagdo obtém-se uma cdr vermelho-violeta. O amido, que se
emprega como indicador, deve ser recentemente feito (cozi-
mento a 1 %q).

Técnica da reacciio

Deita-se no tubo de Landau 0,2 cc. de soro e junta-se o
reagente até ao trago. Agita-se enérgicamente até obter uma
mistura homogénea (o reagente descora-se cada vez mais);
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tapa-se o tubo com uma rélha de borracha e conserva-se na
obscuridade. De 2 em 2 horas, juntam-se umas gotas de amido.
Os soros normais tornam-se azul, azul carrl:gago, azul escuro.
Os sifiliticos, tomam a cér amarelo-escuro ou mesmo branco.
Os fracamente sifiliticos apresentam tragos azues. Deyemos
anotar, como observagdo importante, que a reacgdo deve ser
feita em soros muito frescos.

Em 150 Landaus simultdneos com o Wassermann, obti-
vemos os seguintes resultados: 111 W, positivos e g1 L. po-
sitivos. Hd, pois 20 casos em que falhou o Landau. Mas,
nestes 20 casos, 15 eram de individuos (Clinica do dr. José
Figueirinhas) que tomavam substincias iodadas.

Em face déstes dados e abstraindo, ainda, de doengas ndo
sifiliticas em que a reacgio de Wassermann pode ser posi-
tiva, como a lepra, a escarlatina, tripanosomiase, etc., con-
cluimos:

1.° Ocupa o primacial lugar, entre as reacgdes bioldgicas,
o Wassermann, como diagndstico laboratorial da avariose,
falhando, como é sabido, em individuos que tomaram mer-
curio e persistindo a negatividade, consoante a intensidade da
doenga ou as doses terapéuticas.

2." Ocupa um lugar de destaque entre as reacgdes qui-
micas, acessiveis a todo o clinico, como diagnéstico da ava-
riose, a reacgdo do dr. W, Landau, falhando em individuos
que tomaram iodo e persistindo a negatividade consoante a
intensidade da doenga ou as doses terapéuticas.

Pérto, 6 de Junho de 1921,
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