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SOBRE AS NOCOES FUNDAMENTAIS
DA ANALISE INFINITESIMAL

CONFERENCIA

PELO

Dr. PEDRO JOSE DA CUNHA

E assombrosa a extensdo que a Andlise Infinitesimal tem
atingido nos nossos dias. Nio sé se tém expandido conside-
ravelmente qudsi tédas as divisGes desta Sciéncia jd4 conhe-
cidas das geragbes anteriores, como também se tém desenvol-
vido novas e importantes ramificagdes, mercé dos fecundos
trabalhos de investigagdo dos sdbios do nosso tempo.

Dominando todo éste vastissimo conjunto hd um certo nu-
mero de ideas ou nocdes fundamentais; algumas apareceram
logo ao alvorecer da sciéncia, como que Inactas no espirito
dos primeiros pensadores; outras foram surgindo a medida
que a sciéncia se ia desenvolvendo: e de todas se partia, sem
uma andlise discreta da sua esséncia, para a investigagdo de
novos factos e para a sua relacionagdo. Foi s6 quando se
tornou considerdvel o péso das suas conseqiiéncias, que os sd-
bios reconheceram a necessidade de profundd-las, fazendo-as
o objecto duma revisdo cuidadosa. E revisbes destas tém na-
turalmente de operar-se ainda muitas vezes na série dos tem-
pos. A Andlise Infinitesimal é como que um grande edificio,
a que se vio juntando constantemente novas alas e novos anda-
res; nada mais natural do que, de vez em quando, reforga-
rem-se-lhe os alicerces.

O exame critico das nog¢Ges fundamentais, em que assenta
todo éste edificio da Anilise, pode ser feito sob virios aspec-
tos, mas vou limitar-me a considerar aquele que interessa mais
particularmente aos professores de ensino superior.

Sendo limitada a durag@o dos cursos universitdrios, e ilimi-
tado e rapidamente crescente o dmbito da sciéncia, hd-de
sempre haver diferenca, e cada vez maior, entre a massa total
dos conhecimentos adquiridos num dado ramo scientifico e a
parte que um estudante pode assimilar durante a sua passa-
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gem por &sses cursos. Oferece-se, portanto, ao ensino supe-
rior o seguinte problema:

Sendo materialmente impossivel sairem os alunos das
Universidades, conhecendo todos os factos averiguados da
sciéncia do seu tempo, evitar que, ao lancarem-se na vida
prética, haja uma diferenca de j?tse que os iniba de se porem
rapidamente em dia com as ideas dominantes e de se integra-
rem no movimento scientifico contemporineo.

Este problema s6 pode ser resolvido dirigindo-se a acgéo
dos professores mais a qualidade do que a quantidade do en-
sino a ministrar. « preciso habilitar os alunos, ndo a repro-
duzirem de memoéria o maior numero de coisas que possam
reter, do cabedal de conhecimentos armazenado pela sua ge-
ragdo e pelas geragbes unteriores, mas a apreenderem com o
seu proprio esférgo t6da a obra scientifica jd realizada no do-
minio para que os atrairem as suas disposigbes naturais, e a
alargarem as aplicagbes e os horizontes da sciéncia a que se
consagrarem, usando com éxito dos seus processos de trabalho
e, porventura, dos seus métodos de investigagdo.

Em perfeita concordincia de ideas vejo o sr. Paul Appell,
o ilustre reitor da Academia de Paris, sustentar, numa confe-
réncia realizada em 1 de Fevereiro de 1920 perante a Asso-
ciagdo Geral dos Estudantes daquela capital, que se deve opdr
absolutamente o espirito scientifico ao espirito de erudigdo;
que o fim do ensino publico é o desenvolvimento do espirito
scientifico; que &éste ¢ caracterizado pela acgdo, pela procura
da verdade acima de tudo; e que o ensino superior deve ten-
der, ndio apenas a desenvolver conhecimentos, mas a provocar
o espirito de iniciativa e o gdsto pela investigagio.

Nesta ordem de ideas é forgoso que o professor aproveite
o melhor possivel a duragdo dos seus cursos para insuflar nos
alunos ideas claras e precisas sdbre os conceitos fundamentais
da sciéncia que professa, sébre os factos capitais da mesma
sciéncia que se deve sempre ter em vista nas suas aplicagGes,
e sObre os seus métodos de exposigdo e de investigagdo, de
forma que cada um déles, ao concluir a sua formatura, conhega
as novas directrizes em que se desenvolve o esférgo investi-
gador dos seus contemporineos; esteja apto a prosseguir os
seus estudos, alargando os seus conhecimentos em qualquer
ramo especial da sciéncia a que deseje dedicar-se; esteja se-
nhor dos métodos de investigagdo, que sdo proprios désse
ramo da sciéncia, para poder contribuir para os seus progres-
sos, se para isso tiver disposicdo natural; e esteja em condi-
gOes de aplicar a sciéncia adquirida na resolugdo dos problemas
que interessam a vida prdtica, designadamente a engenharia,
a industria e a agricultura,
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Estas consideracbes genéricas sio inteiramente aplicdveis
a Andlise Infinitesimal. No seu ensino deve ter-se em vista
mais a qualidade do que a quantidade, isto é, alcangado um
minimo de conhecimentos, definido pelas necessidades dos
cursos subseqiientes, nfio importa que a cultura especial que
um aluno tenha adquirido, em confronto com o estado con-
temporineo da Andlise, denuncie uma diferenca de intensi-
dade; essa diferenga é mesmo inevitdvel; o que importa ¢ que
ndo haja uma diferenca de fase. O aluno deve estar familia-
rizado com as ideas correntes, os modos de ser e os métodos
de investigagdo da Andlise moderna; ndo deve ter cristalizado
dentro dos horizontes mais estreitos e dos métodos menos fe-
cundos e eficazes das geragdes que o precederam.

Se do exposto deriva a necessidade dum cuidado especial
na organizagdo dos programas, na escolha das matérias sobre
que hd-de versar o ensino, ressalta ao mesmo tempo a conve-
niéncia de apresentar as nogbes fundamentais da Andlise sob
o aspecto por que devem ser encaradas a face dos ultimos de-
senvolvimentos que ela tem experimentado; de lhes dar, por-
tanto, o maior grau possivel de generalidade, sem prejuizo da
clareza e do rigor.

Vou passar em revista essas nogdes fundamentais, apre-
sentando-as, sem pretengdes a originalidade, pela forma que
melhor me parece coadunar-se com as condigdes que formulei.

L 2 L

Remontam qudsi a origem das sciéncias matemiticas, inti-
mamente ligados um ao outro, dois dos conceitos mais fecundos
destas sciéncias; sdo os de limite e de i:fm'mmen!e equeno,
que podem dizer-se jd conhecidos de Archimedes. l’fﬂjﬂ con-
sidera-se um conceito ainda mais geral. E o de funcdo, que
domina téda a sciéncia.

Como é sabido, os antigos chamavam funcéGes as varidveis
cujos valores dependem dos das varidveis independentes, seja
qual fér a natureza desta dependéncia; e emencﬁam por rarid-
veis independentes as varidveis cujos valores sao inteiramente
arbitrdrios.

Estas nogdes, assim apresentadas, eram pouco precisas.
Mesmo com relagiio as varidveis independentes, podemos mul-
tiplicar a vontade as questdes em que as varidveis, a consi-
derar como tais, s6 podem tomar valores tirados de determi-
nadas classes de numeros, ¢ ndo sdo por isso inteiramente
arbitrdrias.
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Dizemos hoje que mais precisamente as quantidades x, y, ...
sdo varidveis independentes, quando ndo existe nenhuma re-
lagdo entre elas, por forma que, fixados os valores de tédas
menos uma, a restante pode tomar todos aqueles de que ¢
susceptivel.

Por outro lado, dizemos que u ¢ fungdo de x, y, ...,
quando u estd ligado com estas varidveis de tal sorte que a
cada ponto (x, y, ...) pertencente a um dado conjunto (E)
corresponde um, e um sd, valor de u. Assim a nogio de
fungdo aparece ligada a de conjunto de pontos, o que mostra
a vantagem de fazer preceder as nogbes da Andlise Infinite-
simal do estudo das principais propriedades da teoria dos
conjuntos.

ImpGe-se inicialmente a consideragio das nogdes de con-
junto e de poténcia, a distingdo entre os conjuntos com a po-
1éncia do continuo e com a poténcia do numerdvel, e o estabe-
lecimento das propriedades fundamentais duns e doutros.

Em seguida ¢ necessdrio considerar os conjuntos de pontos,
deduzir as suas prlncirais propriedades e tratar da sua medigdo,
para o que, nesta altura, basta :;iplicar o critério de Jordan.

Pode objectar-se que aquela definigdo de fungdo, apesar de
parccer muito geral, ndo o ¢ na realidade, pois exclue as va-
ridgveis que admitem mais do que um valor para cada sistema
de valores doutras de que dependem. Sabe-se, porém, que
esta duvida se afasia decompondo essas varidveis em ramos,
e estudando cada um déles separadamente.

A verdade € que a definigio é tio geral que abrange até
as grandezas que ndo sdo susceptiveis duma representagdo
analitica, sempre a mesma, em todos os pontos do conjunto
em que sdo definidas. Assim, por exemplo, se a todos os
pontos do intervalo o-1, de abscissa racional, fizermos corres-
ponder o numero 1, e a todos os de abscissa irracional o nu-
mero o, definiremos nesse intervalo uma funciio, que s6 pode
ter um dos valores o ou 1; ela cabe realmente bem dentro da
nossa definigdo de fungdo, mas ndo podemos representd-la por
uma expressao analitica tnica.

Esta consideragiag ¢ suficiente para evidenciar que, em-
bora y seja fungdo de x, ndo se pode dizer, duma maneira
geral, que, reciprocamente, x seja fungdo de . No exemplo
citado, se quiséssemos fazer de y a varidvel independente, esta
6 teria os valores o e 1, ¢ a cada um déles corresponderia
uma infinidade de valores de x. Nem pela defini¢do antiga,
nem, muito menos, pela nova defini¢do, se pode considerar
neste caso x como fungdo de y.

Para os antigos, que tinham sempre em mente a represen-
tagdo grdfica das fungbes, os valores destas eram as ordenadas
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dos pontos das suas curvas representativas, e os da varidvel
independente, as abscissas. Ora tanto fazia exprimir as orde-
nadas em fungio das abscissas como as abscissas em fungio
das ordenadas; donde a nog@o intuitiva, que hoje temos que
or de parte como conseqiiéncia da generalizagdo da nogdo de
]i:"ungﬁo. de que, sendo y fungdo de x, ¢ x, reciprocamente,
fungao de y.

Resulta desta grande generalidade com que apresenta-
mos a nogdo de fungdo, que ¢ impossivel estabelecer uma
propriedade qualquer que seja aplicdvel a tddas as fungdes
em geral. Pode dizer-se que raciocinio algum ¢é factivel sem

ue se parta de hipoteses restritivas, que lhe sirvam de base.
gomus assim levados a considerar classes de fungdes, tais como
as funcées limitadas, as funcdes integrdveis e tantas outras,
conforme as propriedades que lhes atribuimos.

Passemos agora a nogdo de limite.

Os antigos partiam da seguinte definigdo:

Quando uma grandeza varidvel toma sucessivamente va-
lores que se aproximam cada vez mais duma grandeza cons-
tante, de modo que a diferenca para com esta se possa tornar
e manter menor que qualquer quantidade dada, diz se que a
constante ¢ o limite da varidvel; e isto quer a varidvel esteja
sempre abaixo, sempre acima, ou ora abaixo, ora acima,
da constante. E para precisar melhor a nogdo acrescentava
Duhamel nos seus Eléments de Calcul Infimitésimal que se a
diferenga entre a constante e os valores sucessivos da varidvel,
depois de se tornar inferior a uma quantidade designada, se
tornar em seguida maior que ela, depois mais pequena, em
seguida maior, e assim indefinidamente, a constante nio deve
ser considerada como limite da varidvel.

A idea de limite, assim enunciada, parece, a primeira vista,
excluir o caso de certas fungdes que, quando a varidvel de que
dependem varia sempre no mesmo sentido aproximando-se
dum mumero dado, oscilam indefinidamente em térno dum
—valor limite, sendo cada vez menor a amplitude das oscila-
sen
x?

- ; = >
¢Oes; tal é, por exemplo, a fungdo -, que tende para zero

quando x tende para o infinito, e passa e repassa indefinida-
mente pelo valor zero.
Por outro lado, as expressdes tornar-se e manler-se menor,
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néo traduzidas por simbolos matemdticos, ndo ofereciam ni-
tidez e precisdo suficientes.

Foi para tirar a esta nogdo tudo o que ela tinha de vago e
de impreciso que se adoptou a seguinte definigdo:

Diz-se que uma variavel #, que passa por uma infinidade
de valores diferentes

Mgy, M3z, Ngy +.:9 lpgy s.s

tende para um limite A, quando, por menor que seja a quan-
tidade positiva 3, existe sempre um numero my tal que, para
todos os valores de n superiores a ny se tem

| A—uy| <8,

Tomando esta definigdo como pontc de partida estabele-
ce-se o teorema de Cauchy, que dd a condigdo necessdria e
suficiente para a existéncia do limite, e baseados nele se de-
duzem muitos outros principios que sdo de uso fregiiente
na Andlise matemadtica; mas a referida definigio ainda se
presta a um reparo, que tem, a meu ver, uma grande im-
portdncia. A maneira como designamos os valores suces-
sivos da varidvel, distinguindo-os uns dos outros por indices
numéricos, mostra que ésses valores formam uma sucessdo
numerdvel; ora, na maior parte das aplicagbes, a varidvel,
que estd em jogo, passa por uma infinidade de valores conti-
nuos.

E certo que dum conjunto com a poténcia do continuo_se
pode sempre extrair conjuntos numerdveis, e até duma infini-
dade de maneiras; mas ésses conjuntos numerdveis, ainda que
todos tendam para limites, podem ter limites diferentes.

. = I ~
Se considerarmos, por exemplo, a fracgdo —» ¢ fizermos

crescer x indefinidamente passando por valores que formem
um conjunto com a poténcia do continuo, poderemos destacar
désse conjunto uma infinidade de outros, numerdveis, e tais
que a todos éles corresponda o limite zero; neste caso com-

. 1
preende-se que se diga que — tende para zero quando x
x

cresce indefinidamente, ainda que se suponha que o conjunto
dos valores por que passa x tenha a poténcia do continuo.

g ¢ ; 1
Mas se a varidvel a considerar se exprime por (1 4 x)sen -7

¢
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e queremos o seu limite para x =o, podemos fazer

|
2nz+a’

sendo # um numero inteiro, € a um arco qualquer So e <2=.

Para cada valor a4, a3, ..., atribuido a «, podemos dar a n
todos os valores inteiros e positivos desde zero até ao infinito,
e extrair, portanto, do conjunto dos valores da varidvel uma
infinidade de sucessGes numerdveis:

([-E— I)sena (:-i- - )scnu 14 : sena
oy iy 2740y sl anzta . Pt

1 I I
(["I“R—:)Set'lﬂ'g, (I+Ez_7:+a,)senu" B (I+2nz-+_-;!)se"a” wi

PR T [ DA SR ST AL M S RN TR TR T T AR e R S N SRR e e R

Os elementos da primeira sucessio tendem para seng;
os da segunda, para senas; e assim sucessivamente. Ao con-
trdrio, pois, do que sucedia no exemplo anterior, cada uma
destas sucessdes tem um limite diferente, e ndo hd propria-
mente limite para a varidvel quando se restabelece a hipotese
dela passar por um conjunto de valores com a poténcia do
continuo.

Diremos, pois, que uma varidvel « tende para o limite A,
quando, passando por uma sucessdo discontinua de valores

Uy, ua, U, veny Huy o

se verifica a condigio
| A—uy| <3

para n>>n; ou quando, passando por uma infinidade continua
de valores, tddas e quaisquer sucessdes numerdveis, que dela
se podem extrair, tendem para o limite comum A,

Empregando a linguagem de teoria dos conjuntos, o limite
¢é, no primeiro caso, um pontfo limite ordindrio, e no segundo,
um ponto de condensacdo.

ﬁa ultima hipétese podemos dizer, duma maneira bem ex-
pressiva, que a varidvel tende para um limite determinado.

Esta possibilidade de a varidvel passar, ou nio, por uma
sucessdo de valores que tenham a poténcia do continuo, leva-
-nos a reflectir um pouco na generalidade dos principios que
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se estabelecem na teoria dos limites. Eis o facto que me pa-
rece mais digno de registo:

Costuma-se demonstrar, como uma conseqiiéncia do teo-
rema de Cauchy, que uma varidvel que cresce (ou decresce)
constantemente, sem nunca exceder (ou se tornar inferior a)
um numero dado, tende para um limite. O teorema fica assim
estabelecido s6 para o caso das sucessbes numerdveis. E,
pois, interessante reconhecer que éle ¢ verdadeiro, mesmo que
a varidvel passe por um conjunto de valores que tenha a po-
téncia do continuo; isto ¢, que os limites de 16das as sucessdes
numerdveis, que désse conjunto se podem tirar, sdo, neste
caso, necessariamente iguais entre si.

* *

Conhecida a nogilo de limite, nenhuma dificuldade oferece
a de infinitamente pequeno. No meu entender, convém refinir
num so corpo de doutrina os principios relativos a essas va-
ridveis, que muitas vezes se encontram dispersos. Refiro-me
aos teoremas sdbre a classificagdio dos infinitamente pequenos,
a nogdo fecudissima de infinitamente pequenos equirvalentes e
aos principios relativos a substitwigdo dos infinitamente pe-
uenos. E muito interessante salientar o quanto tem de rela-
tiva a nogdio de infinitamente pequeno; que a mesma quanti-
dade pode ser considerada como infinitamente pequena, como
finita ou como infinitamente grande, conforme a que se toma
como infinitamente pequeno de referéncia. Esta nota tem
importdncia em muitos casos, sobretudo quando se quere de-
terminar os verdadeiros valores de certas expressGes que,
ara dados valores das varidveis, se apresentam sob formas
indeterminadas.

Examinemos agora a nogiio de conjunto limitado, donde
deriva a de fungdo limitada, que considero uma das mais im-
portantes de entre tédas as nogdes fundamentais da andlise
moderna.

Seja um conjunto (E) a uma s6 dimenséo.

Se todos os seus elementos sdo nimeros inferiores a um
nimero fixo L, dizemos que o conjunto ¢ limitado superior-
mente ou a direita.

Para estes conjuntos existe sempre um ponto M tal que
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ndo hd em (E) nenhum elemento maior que M; e por menor
gue seja o numero positivo 3, existe sempre algum elemento
e (E) que seja >M—3e SM.

Analogamente, se todos os elementos do conjunto sé&o nu-
meros superiores a um nimero fixo /, dizemos que o conjunto
é limitado inferiormente ou d esquerda. E para estes con-
juntos existe sempre um ponto m tal que ndo hd em (E) ne-
nhum elemento menor que m; e, por menor que seja o nu-
mero positivo 3, existe sempre algum elemento de (E')Sm
e <m+3.

O numero M, limite superior, ¢ a fronteira comum do
conjunto (£y), formado por todos os niimeros maiores do que
todos os elementos dc}h’;, ¢ do seu conjunto complementar
(Ci); e o nimero m, limite inferior, a fronteira comum do
conjunto formado por todos os niimeros menores do que todos
os elementos de (£') e do seu conjunto complementar.

Referir-me hei agora em especial ao limite superior, porque
o que se diz déle aplica-se mutatis mutandis ao limite inferior.

Da propria definigdo désse nimero se conclue que éle pode
pertencer, ou nio, ao conjunto que se considera, ou, por ou-
tras palavras, que pode ser, ou ndo, atingido. Com efeito,
por defini¢io de ponto fronteira, M tanto pode pertencer ao
conjunto (E) como ao seu complementar (C), ¢ se pertence
a (Ei) ndo pertence a (E). Fazendo parte de (Cy), ainda pode
ndo pertencer a (E), visto que todos os pontos de (E) sdo
pontos de (Ci), mas pode suceder que nem todos os pontos
de (C) sejam pontos de (E). E vem a proposito dizer que,
se alguns autores, como o sr. Jordan, consideram sinénimas
as designagbes de limite superior ou mdximo, por um lado, e
de limite inferior ou minimo, por outro, eu inclino-me de pre-
feréncia para a maneira de ver dos que s6 consideram os li-
mites, superior e inferior, como mdximo, ou minimo, quando
sdo atingidos.

A grande variedade e importdncia das teorias, em que in-
tervem a nogdo do conjunto limitado, tém-me convencido da
conveniéncia de insistir um pouco no estabelecimento desta
nogdo, apreciando-a sob todos os espectos por que pode ser
analisada.

Assim, examinando a possibilidade de o limite superior
ser, ou ndo, atingido, trés casos se podem dar:

1.° O limite M ¢ atingido, mas existe um nimero # sufi-
cientemente pequeno para que entre M e M—3 ndo haja ne-
nhum elemento do conjunto;

2.2 O himite M ndo ¢ atingido, mas por menor que seja o
numero positivo 3, existe sempre algum ¢lemento do conjunto
entre M e M—3;
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3.° O limite M ¢ atingido, e, por menor que seja o nu-
mero positivo 3, existe sempre algum elemento do conjunto
entre Jff e M—3.

Interessa, pois, poder conhecer, tendo em ateng@o as aplica-
cbes: 3

a) Se, sendo o limite M atingido, existe, ou ndo, algum
elemento do conjunto compreendido entre M ¢ M—4d, por
menor que seja 3; ou

b) Se, existindo sempre algum elemento do conjunto entre
M e M —3, por menor que seja 3, M pertence, ou ndo, ao
conjunto.

Na primeira hipétese a resposta € evidentemente afirmativa
se o conjunto é denso nas vizinhangas de M, porque entdo
entre qualquer elemento do conjunto situado nessas vizinhangas
e o proprio M pode-se sempre intercalar um terceiro elemento,
e portanto uma infinidade.

Mas esta condigdo da densidade do conjunto, que € sufi-
ciente, ndo ¢ de modo algum necessaria. Se o conjunto é
perfeito, todos os seus pontos (e portanto M) sdo pontos li-
mites. A condigao de haver elementos entre M ¢ M—3 ve-
rifica-se necessariamente. Ora um conjunto pode ser perfeito
e nio ser denso em intervalo algum; ¢é o que sucede, por
exemplo, ao conjunto de tédas as fracgGes decimais, limitadas
ou ndio, que se escrevem com os algarismos o e 1, ou ao con-
junto de tddas as fracches continuas ilimitadas em que figura
um numero limitado de quocientes incompletos diferentes.

Mas a condigiio de o conjunto ser perfeito, ou concentrado,
também ndo ¢ necessdria, porquanto pode o conjunto ser
fechado e M ser um dos seus pontos limites. Entretanto, o
ser o conjunto simplesmente fechado ndo ¢ condigio suficiente,

ois que nos conjuntos fechados hd pontos que ndo sio pontos
imites, e M pode ser precisamente um désses pontos.

Na segunda hipétese, M é necessariamente atingido se o
conjunto Efechado, pois que é um ponto limite do conjunto, e
@ste abrange todos os seus pontos limites. Mas a condigdo de
o conjunto ser fechado ndo € necessdria, pois que, sendo con-
centrado, pode o ponto M ser precisamente um dos pontos
comuns a €sse conjunto e ao seu derivado.

Resulta desta discussdo que s para os conjuntos perfeitos
limitados superiormente é que podemos afirmar d priori que
o limite superior M goza das trés seguintes propriedades:

1.* Ndo hd no conjunto nenhum elemento maior que M;

2.* Hd no conjunto um elemento igual a M; e

3.* Por menor que seja o nimero positivo 8, existe sempre
no conjunto algum elemento compreendido entre M e M—3.

A questdo de um limite ser, ou ndo, atingido pode apre-
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sentar-se sob uma modalidade diferente na forma, pdsto que
equivalente no fundo. O limite superior, por exemplo, ¢ atin-
gido, quando hd no conjunto um elemento que ¢é maior do que
todos os outros; ndo ¢ atingido no caso contrdrio, Esta tltima
hipotese pode exemplificar-se com o conjunto dos numeros
irracionais compreendidos entre o e 1, 0 q[L;al tem evidente-
mente 1 como limite superior ndo atingido. Por mais proximo
que um déstes numeros irracionais esteja da unidade, entre
éle e 1 pode sempre intercalar-se um terceiro, o que mostra
a impossibilidade de haver no conjunto um elemento maior do
que todos os outros. O primeiro caso verifica-se com o con-
junto dos nimeros reais compreendidos entre o € 1 no sentido
ato, onde existe o elemento 1, maior do que todos os outros,
que ¢ um limite superior atingido.

Nédo vale a pena demorar-me na generalizagio da nogdo de
conjunto limitado aos conjuntos a qualquer nimero de dimen-
s6es, nem insistir na nogdo de fungao limitada, no conjunto em
que ¢é definida; nenhum déstes conceitos dd lugar a considera-
¢bes especiais.

Referir-me hei, apenas, 4 conveniéncia de acentuar bem,
para vincar nitidamente o que seja uma funcdo limitada, que,

ara que uma fungdo seja limitada ndo basta que nilo se torne
mfinita, Uma funcdo f(x), definida no conjunto dos nimeros
reais, de modo que, para x = o, se tenha f(o) =o, e, em todos

o I = gy -
0s outros pontos, f(x)=—5, nio ¢ infinita em ponto algum,

mas nas vizinhangas do ponto o pode tomar um valor tdo
grande quanto se queira, e por conseguinte maior do que qual-
quer numero dado.

Esta particularidade curiosa, de uma fungdo poder ndo ser
limitada sem se tornar infinita, nfo custa a conceber, dada a
generalidade com que se estabelece a nogdo de fungdo; mas é
util ponderar que essa particularidade pode dar-se mesmo com
as funcbes que sfo susceptiveis duma representagdo analitica,
sempre a mesma, em todos os pontos do conjunto em que sio
definidas.

Consideremos, por exemplo, a série

1 L e e S it T b M S
$e £ 1 4xh +(1+x’]‘+ +(l+x’)“+
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cuja soma ¢ zero para x=0, ¢
1
Kot =y

x

para qualquer outro valor de x.

Como a fungido, que ela define, ¢ impar, poderemos limi-
tar-nos a considerar os valores positivos de x. Dado, entdo,
um ndmero positivo N, tdo grande quanto se queira, basta

g 1 [
atribuir a x um valor que torne —;}N (ou X N’) para que

se tenha, por maioria de razdo, g(x)> N, donde se conclui
que ¢ (x) ndo ¢ limitada. Mas esia fungdo também ndo pode
tornar-se infinita, porque isso s poderia verificar-se para x =0,
e neste caso ¢ (x) anula-se.

A nogdo de fungdo limitada, conjugada com a de conjunto
mensurdvel, permite estabelecer desde logo a nogdo de inte-
gral definido com uma grande generalidade. Em vez de se
iniciar o estudo da integragdo pelos integrais ordindrios das
fungdes continuas, pode comegar-se pelos integrais de Dar-
boux, donde se passa imediatamente para o integral de Rie-
mann e para as funcdes integrdveis. Assim, com 0 mesmo
trabalho, estabelece-se a nogdo de integral estendida a um do-
minio a qualquer nimero de dimensGes, e sem nos prender-
mos com a continuidade da fungdo integranda. E a propria
condigiio de integrabilidade nos permite associar desde fugo as
fungdes continuas, dentro do conjunto das fungdes integrdveis,
outra classe importante, a das funcdes de variacdo limitada.

*

»

A nogiio de continuidade é uma daquelas que mais ém
evolucionado. O célebre aforismo — natura non facit saltus—
que por tanto tempo reinou como verdade incontroversa, fez
crer aos homens de sciéncia que a continuidade se manifestava
em todos os fenémenos naturais, e que era por isso mesmo,
salvo pontos isolados, uma prcapricqclude intrinseca das fun-
¢6es que relacionam analiticamente os elementos désses feno-
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menos. Admitia-se d priori a existéncia da continuidade,
ligando-a até indissoluvelmente a existéncia da derivada. Hoje
sagbe-se que hd fungSes continuas que nio tém derivada em
ponto algum, e outras que num intervalo finito ndo tém deri-
vada num nimero infinito de pontos.

O alargamento da primitiva nogiio de fungio colocou a con-
tinuidade no numero das propriedades que tanto podem veri-
ficar-se como nflo, de sorte que as fungbes, em que ela se ma-
nifesta, constituem apenas uma classe entre a infinidade de
classes diferentes em que tddas as fungdes possiveis se pode-
riam distribuir. Sabe-se mesmo que, ao passo que as fungdes
continuas formam um conjunto com a poténcia do continuo, as
fungGes, que apresentam diswminu'id%des, formam um con-
junto com uma poténcia superior.

Livros antigos, de hd 50 anos a esta parte, ainda definiam
a continuidade dizendo que uma varidrel é continua quando
ndo pode passar dum valor para outro sem passar por todos
0s valores intermédios; e que uma funcdo é continua quando,
fazendo variar duma maneira continua as varidveis de que de-
pende, ela varia também duma maneira continua, isto é, nfio
passa dum valor para outro sem passar por todos as valores
intermédios.

Como conseqiiéncia desta definigio mostrava-se que, sendo
f(x) uma fungdo continua de x num intervalo dado, a acrés-
cimos infinitamente pequenos dados a x nesse intervalo cor-
respondem acréscimos infinitamente pequenos de f(x). Ora
¢ fdcil apresentar fungGes que, num intervalo determinado,
passem por todos os valores compreendidos entre dois numeros
dados, e tais que a um acréscimo infinitamente pequeno dado
a um valor da varidvel compreendido nesse intervalo corres-
ponda um acréscimo finito cFa fungdo. E o que se dd com a
expressio

x
S
x4+ 1(1_-{1—_.{:_’)

em que o simbolo I(3) designa o maior numero inteiro con-
tido em 7. Esta fungdo, no intervalo de —2 a 42 passa por
todos os valores compreendidos entre — 1 e + 1} anula-se para
X =o0; e para valores de x infinitamente préximos de zero pode
tomar valores finitos.

Hoje exprime-se a continuidade da fungdo f(x) no ponto xe
por meio das desigualdades

(%0 + k)= flxo) <2

s€n
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para
|h] < e

que se podem condensar na expressdo unica

lim f(xo + )= £ (xo),

ou, 0 que ¢ 0 Mesmo,

im f(x) = f(x).

= J

Mas para que haja realmente continuidade € preciso que
estas condigdes se verifiquem qualquer que seja a lei segundo
a qual h tende para zero (ou x para xo).

Para apresentar esta nogdo com todo o rigor exigivel, pondo
as coisas no seu verdadeiro pé, isto é, para dar a impressiio
de que a continuidade é uma propriedade tdo precdria como
qualquer outra, pode proceder-se assim:

Por meio de exemplos simples € fdcil mostrar que nem
sempre se tem

lim f(x0+ h) = f(x0)
h=o

qualquer que seja a sucessdo de valores por que passa h ao
tender para zero, ou que f(x) nem sempre converge para um
limite determinado quando x tende para xo. Nesse pressu-
posto, diz-se que a fungdo f(x) ¢ indeterminada no ponto xo;
o limite superior e o limite inferior dos valores para que
tende f(x) quando x tende para xo¢ passando por valores su-
periores a xo, dizem-se o limite superior de indeterminacdo
e o limite inferior de indeterminacdo a direita do ponto xo.
Podemos afirmar que estes numeros existem sempre, porque,
se o conjunto daqueles valores € limitado, os limites de inde-
terminagdo sdio os limites do préprio conjunto; se ndo € limi-
tado, dizemos que sdo iguais a +oo. Do mesmo modo, o
limite superior e o limite inferior dos valores para que tende
f(x) quando se faz tender x para xo passando por valores in-
feriores a xq, limites que mmLém podemos considerar sempre
existentes, sdo o limite superior de indeterminacdo e o limite
inferior de indeterminacdo a esquerda do mesmo ponto.

. 3 o I
E o que se pode exemplificar com as fungdes sen—, ou
=
1 : PR 9 A -
tang —. Estas fungbes sdo indeterminadas no ponto zero, e

quando se faz tender x para zero, os limites superiores e infe-
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riores de indeterminagdo, a direita e a esquerda do mesmo
ponto, sdo, respectivamente, 1 para a primeira e oo para
a segunda.

ode suceder que os dois limites de indeterminacio a di-
reita sejam iguais entre si, ou, por outras palavras, que f(x)
tenda para um limite determinado qugndo x tende para xp
passando por valores superiores a xy. Esse limite designa-se,
como € sabido, por f(x+ o), reservando-se o simbolo f(xp)
para exprimir o valor que toma f(x) no ponto xo.

Do mesmo modo pode acontecer que os dois limites de
indeterminagdo & esquerda sejam i%uais entre si, ou, o que é
0 mesmo, que f(x) tenda para um limite determinado quando
¥ tender para xy, passando por valores menores do que xy.
Esse limite exprime-se, como se sabe, por f(xy— o).

Os trés numeros f(xo+0), f(xs) e f(xo— o) podem ser
todos diferentes; ou dois iguais e o terceiro diferente; ou todos
iguais. E o caso intermédio ainda se decompGe em trés, que
tantas sdo as combinagGes distintas de 3 objectos tomados 2 a 2.

A consideragiio da questdo sob éste aspecto geral é conse-

tiéncia forgada da idea que formamos de Funga'o, ¢ nada mais
fdeil do que mostrar com exemplos concretos a possibilidade
de tédas estas hipoteses se verificarem.

Se ndo existe, ou ¢ infinito, qualquer dos trés mimeros
Jf(xa+0), f(xa) e f(xo— 0), ou se, existindo com valores fini-
tos, ndo sdo todos trés iguais entre si, diz-se que a fungdo f(x)
¢ discontinua no ponto Xy, ou que Xy ¢ um ponto de discon-
tinuidade de f(x).

No caso particular de ser

f(xo+0) =f(x0) Zf (x0—0),
a fungdo f(x) é semicontinua a direita do ponto xy; sendo
f(x0—0)=f(x0) Zf (x0+0),

f(x) é semicontinua a esquerda do ponto xy; quando se tem,
ainda em numeros finitos,

/(%0 —0) =f(x0) = f(x0+0),

€ entdo que se diz que a fungdo f(x) é continua no ponto xo
e que xo € um ponto de conlinuidade da mesma fungdo,

A continuidade de f(x) no ponto xy pressupde conseguinte-
mente a verificagio das quatro seguintes condigbes:

1,* A existéncia do numero finito f(xo+ 0);
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2.* A existéncia do nimero finito f(x9—o0);

3.* A igualdade déstes nimeros; e

4.* A coincidéncia do seu valor comum com f(xy).

Estabelecida assim a nogdio da continuidade, conveniente é
identificd-la com estoutra, que as vezes é mais comoda nas
aplicages: 7

Se f(x) € continua no ponto xy, dado um nuimero posi-
tivo 3, tdo pequeno quanto se queira, existe sempre um ni-
mero positivo ¢ tal que, a todos os valores de x compreen-
didos entre xo—s e x9+: correspondem valores de f(x)
compreendidos entre f(xo)—3 e f(x9)4 3.

A nogilo de continuidade estende-se muito naturalmente as
fungbes de mais duma varidvel, sem que seja necessdrio fazer
consideragbes especiais sobre o assunto.

* *

Definida a continuidade num ponto, segue-se examinar o
que deva entender-se por continuidade duma fungdo em todo
o conjunto em que ¢ definida.

A maior parte dos autores dizem que uma fungio é con-
tinua num conjunto quando ¢ continua em todos os seus pontos.
Neste caso, aos diferentes pontos M, M/, ... désse conjunto
correspondem, para um dado valor de 3, determinados numeros
g, €, ..., acima dos quais ndo se verifica a desigualdade:

| flx+h)—f(x)]| <3,

Estes numeros ¢, e ¢, ... (médulos de continuidade) podem
ter, ou niio, um limite inferior % maior que zero; e, se ésse
limite existe, tddas as desigualdades daquela forma, relativas
aos diferentes pontos do conjunto, se verificam para

lhi<y.

Neste caso a continuidade diz-se uniforme, ¢ n ¢ o médulo da
continuidade uniforme correspondente ao valor considerado
de 2.

Qutros autores s6 consideram continua a fungdo num con-
junto quando existe &sse limite v diferente de zero; isto &,
quando os primeiros consideram uniforme a continuidade.

Quanto a mim, por coeréncia, prefiro o primeiro modo de
ver.
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Voltando, por exemplo, 4 série

P R g O at

R AT R (e

reconhego que ela é convergente para qualquer valor de x,
mas que nido € uniformemente convergente num intervalo que
contenha o ponto zero: ndo digo, porém, que ela seja diver-
gente neste ponto. Por analogia, dada uma fungdo, que ¢
continua em todos os pontos dum conjunto, mas para a qual
os respectivos modulos de continuidade tem um limite inferior
nulo, nio digo que ela ndo seja continua nesse conjunto; digo
que € continua, embora junte que ndo o ¢ uniformemente,

*® *®

A questdo da continuidade num conjunto leva-nos assim ao
conceito abstracto da uniformidade, que desempenha um papel
muito importante em vdrias teorias, e designadamente na das
funcGes cﬁ:ﬁnidas por séries ou por integrais.

w*
* *®

Assim como as fungdes continuas estiio incluidas no con-
junto das fungdes integrdveis, assim também as fungdes deri-
viveis estdo incluidas no conjunto das fungSes continuas.

No estabelecimento da nogdo de derivada acho conveniente
seguir-se o critério indicado para a continuidade, para dar
desde logo a nogdo nitida, de que as fun¢des que admitem
derivada, constituem apenas uma classe dentro do conjunto
de todas as fungbes possiveis.

A nogdo fundamental da teoria da derivagdo ¢ evidente-
mente a nogio de derirvada num ponto duma fungiio duma sé
varidvel,

Suponhamos entdo uma fungdio f(x), duma sé varidvel x,
definida num intervalo (E). :

Sendo xy um ponto désse intervalo, admitamos que damos
a ay acréscimos hi tais que os pontos xo-+h ainda pertengam
ao mesmo intervalo.

De cada um déstes acréscimos h dados a xe advém para
a fungfio um acréscimo

_f‘[:.“l.'n ~+ fl_‘J = flfj.\'u),
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e pode suceder que a razio

f(,t‘n R :’i‘}_j_,f_lf:\‘ul!
h

niio tenda para um limite determinado quando h tender para
zero. Neste caso os limites, superior e inferior, de indeter-
minagdo, a dircita e a esquerda do ponto xy, tomam, respec-
tivamente, os nomes de numeros derivados, superiores e infe-
riores, a direita e a esquerda désse ponto.

E o que se dd com a funcio

i 1
f(x)=xgen =

no ponto o; e os seus numeros derivados nesse ponto sdo,
como ¢ ficil de ver, 4 1 os dois superiores e — 1 os dois infe-
riores.

Se os dois nimeros derivados a direita (ou a esquerda) sio
iguais entre si, diz-se que a funcio f(x) tem no ponto xy uma
semiderivada a direita (ou a esquerda). E o caso de

1
fx)=(x—a)e *—9,

que tem uma semiderivada nula a direita do ponto a, e uma
semiderivada infinita a esquerda do mesmo ponto.

Se no ponto xy existem as duas semiderivadas, e sdo iguais
entre si, diz-se que o seu valor comum ¢ a derivada de f(x)
no ponto xyp. A derivada de f(x) no ponto xa, quando existe,
€ entdo o limite determinado para que tende

,f (xo+ k) — f (x0)
I

quando & tende para zero passando por uma sucessdo de va-
lores quaisquer.

Se ;Jqu:jla razio cresce indefinidamente quando A tende
para zero, ainda se diz que existe derivada, mas que esta de-
rivada ¢ infinita.

EstabelecMa a nogdo de derivada num ponto, passa-se
imediatamente para a de funcdo derivada ou simplesmente
derivada duma fungio num intervalo, e prova-se que tdda a
fungio, que admite derivada, ¢ continua nos pontos em que a
derivada € finita.

A existéncia da derivada finita pressupde, conseguinte-
mente, a verificagdo das quatro condigdes que caracterizam a
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continuidade ; mas ¢ preciso juntar-lhes mais uma, que € a de
o0 acréscimo da fungio ser da mesma ordem que o acréscimo
da varidvel, salvo os pontos em que a derivada ¢ nula,

L
* ®

Da nogiio de derivada passa-se para a de diferencial, cujo
significado e importincia sdo manifestos, depois das proprie-
dades, que j4 se conhecem, dos infinitamente pequenos equi-
valentes. E estas nogbes facilmente se generalizam ao caso
das fungdes definidas num dominio a qualquer numero de
dimenses, tendo em vista a definigio de varidveis indepen-
dentes, o que conduz as nogd:s de derivada parcial e de di-
ferencial total.

Por outro lado, a consideragio dos imeci;rais definidos de
limite superior varidvel leva-nos a nogio de imtegral indefi-
nido, ou a uma primeira nogiio de funcao primifiva, e a re-
lagdo de reciprocidade, ou antes de inversdo, que existe entre
o cdlculo diferencial e o cdlculo integral, e que tio grande
papel desempenha nos raciocinios subseqiientes.

-
* L

Ocioso seri encarecer a conveniéncia de interpretar geo-
métricamente estas nogoes, sobretudo as de integral definido,
de derivada e de diferencial; nio s6 essa interpretagio nos
permite compreendermos melhor ésses conceitos fundamentais,
como também, conjugada com a nogao de diferencial dum arco
de curva, é o ponto de partida de tddas as aplicagbes geo-
métricas do cdlculo infinitesimal.

- -

As consideragbes feitas reportam-se as fungdes de varid-
veis reais; mas as nogbes fundamentais, que temos conside-
rado, sdo o alicerce de todo o edificio do cilculo, e pode
dizer-se que, para penetrarmos nas vastas dependéncias da
andlise moderna, em que as fungbes de varidveis imagindrias
desempenham um importantissimo papel, s6 nos falta uma
nogio fundamental, a de funcdo analitica ou monogénca de
varidvel imagindria.

gy
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Por muito tempo consideraram-se idénticas as fungdes de
varidvel complexa que Cauchy chamou monogéneas, e as que
Weierstrass denominou analiticas; gragas, porém, aos traba-
lhos do sr. Borel, estd averiguado que os dominios de Weiers-
trass ndo sao os dominios mais gerais em que se pode definir
uma fungio monogénea no senudo de Cauchy, donde se de-
preende a existéncia de fungbes monogéneas ndo analiticas.

O critério de Cauchy reveste, conseguintemente, maior
grau de generalidade; tem ainda a seu favor o ser o mais
intuitivo, o mais natural e o que pode assimilar-se com menor
preparacdo.

Como se sabe, diz-se que a expressio

P(x, ) +1Q(x, »),

em que P e Q designam fungbes reais de x e )y € uma
fungdo analitica ou monogénea de {=x+41y, quando tem de-
rivada em relagdo a esta varidvel. As condigdes necessdrias
e suficientes para o facto se dar, ou sejam

L A T Yl
ix _ ap’ oy  ox?

dizem-se as condices de monogeneidade.

Sobre esta definicio s6 tenho que observar que nela se
tomam como equivalentes as designacdes de analitica e mono-
génea, que, segundo os recentes trabalhos do sr. Borel, a que
d me referi, correspondem na realidade a coisas diferentes.

Ndo vejo, todavia, inconveniente em que elas continuem a
usar-se como sindnimas, subentendendo se que tomamos a de-
signagdo de fun¢do analitica no sentido de Cauchy.

*
* ¥

E tendo assim passado em ligeira revista as nogdes funda-
mentais da analise infinitesimal, porei térmo as minhas consi-
deracdes para ndo fatigar mais a atengdo dos meus ouvintes,

O programa tra;afo estd cumprido. Apenas lamento néo
ter podido expland-lo com maior proficiéncia, ou que nio f3sse
pessoa mais autorizada quem, perante esta douta assemblea,
desenvolvesse, sob todos os seus aspectos, 0s temas impor-
tantes em que ao de leve toquei.

1921, Junho.




SOBRE O DETERMINANTE DE RONSKY

PELO

Dr. PACHECO DE AMORIM

PROPOSICAO 1.

Seja
R=|u fTe s e
¥ ¥ r
{ oy A Ny
| |
............ O T |
| "{'u—n Hgﬁr-u L “LH—I}I

um determinante de Ronsky e

R:E':" .";. .'i: .. AN :

i r r

| 4'1| Jl-_- vwe 1[1

jl=—1) '.I'ﬂ—ﬂ
e 4lg waw
outro determinante do mesmo tipo, formado com os comple-
mentos algébricos dos elementos da ultima linha do 1.° Digo
que

R, = Rn—1,

»

# *

Com efeito, por forga das propriededes dos menores dum
determinante qualquer, é:

(1) { A =0 J<n—r1)

(1)

() & Auf"=R.

-
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Derivando a equagdo (1), obtemos:

- ; e p .
SAu+ B A u =0, [(j<n—r1)
fua] o]

Mas, em virtude da mesma equagdo (1),

n
YA u =0

==t

para todos os valores de j, tais que j+1<m—1; e, em vir-
tude (2),

i Au =R

para j+1=n—1.
Logo
(3) _}E.l:-r.-%”=o (j<n—2)
(2) &
(9 EAu"=(=1)-R

j==

Derivando as equagdes (3) e procedendo do mesmo modo,
obtemos o systema

(5) }EA:J =0 (j<n—3)

(3) 4
6) £ A;u"V=(—1).R.
=1

E manifesto que, procedendo desta forma k vezes, obtemos

0 sistema
n

\l z A® D oo (j<n—k—1)
(k+1) B

o gl fwe k=) y
EA: u; =(—1)-R.

Seguindo com estas operagbes até k=mn—1, obtemos a
equagao final

(n—1) ﬁ ‘-11-"_'} wi=(—1)""R.

fm=]

e
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Posto isto, multipliquemos os determinantes propostos R
e R,, linha a linha. Se dispuzermos os resultados obtidos em
colunas, vir-nos hd

IA, A, coe Ay || Is oo Uy |=
A AR e ‘
l—igh'}A‘:"*" .flffﬁ':'| e uf.""”!

siO £ OiR
O Q... ¥R =»

C R R R B

O—R ... * e

LR, vy, e

onde os asteriscos representam elementos que nio importam
ao valor do produto. ;

Na verdade, multiplicando os elementos da primeira linha
de R, pelos elementos das diversas linhas de R, obtemos os
primeiros membros das equagées do sistema (1) e foi com os
se{;undcus membros destas equagbes que formdmos a primeira
coluna do determinante produto. E da mesma forma se obti-
veram as restantes colunas do produto a custa das equagdes
dos sistemas (2), (3), etc.

O desenvolvimento déste determinante produto d4 lugar a
(m=1)m

um sé termo, cujo sinal é dado pelo factor (—1) 2 , por
ser n a ordem suposta de R.
Por sua vez os elementos que entram neste termo sdo

By R CIBR, o en. (20 R,

elementos cujo produto ¢

n(n=—1)

(—1) * -R~
Donde concluimos que

R, -R=R"
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e que
R, = RN_IS
c. d. d.

CoroLirio 1.°—Se o determinante R for nulo ou cons-
tante, o determinante R, também o serd, e reciprocameute.

CoroLirio 2.° —Se for nulo o complemento algébrico de
um elemento qualquer da udltima linha do determinante de
Ronsky, éste determinante também o seri.

Cororirio 3.° — Se dois quaisquer elementos
A| Aj " w A'f'l

de R, forem constantes, ou se trés quaisquer dos mesmos ele-
mentos forem fungGes lineares da variavel independente x, ou
quatro forem polinémios do segundo grdu em x, etc., R, e R
serdo nulos, como € fdcil de ver.

CoroLirio 4.° — Do coroldrio 2.° deduz-se ainda que serd
nulo qualquer determinante de Ronsky em que seja nulo o
complemento algébrico de um menor qualquer contido nas
suas tltimas linhas; ou por outra, o determinante de Ronsky
serd nulo se também o for um menor qualquer contido nas
primeiras linhas.

Seja, por exemplo,

l'l'| H: =0,
[ ]
M, N,
Nesta suposigdo diremos que

My Ny M3 =0,
I ! ’

“l Hl “3
A |

H; t‘; "3 {

pelo coroldrio 2.°
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E, continuando desta sorte, chegamos por fim a igualdade

R=o.

Scolio. — E de notar que os elementos

T TR T
satisfazem, como jd vimos, ao seguinte sistema:

"‘1[ 1, + 1'1] 1y 'I' el "}' Jln Hy =0

' L] r
A, u, + A, u, e Ay ity =0
= -1 =2
AV A gt AT Dy =0
n—1)

¥ 1 ‘_"| '*' "!.;"_“ Iy ‘i_ 1 ‘l‘ 1”‘-” P! T (_ l)"_—l - R-

PROPOSICAO 2.*

Representando por C[Af'™"] o complemento algébrico do
elemento A" ™" do determinante R, digo que

ClAM=(=1)""uR" *.
Com efeito,

CA Tl Tl v v e okl

|
|
R I LR A I I W I A |
|

EAT T AR A L s

h(’3‘ O 5 cea d o0 O
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Multiplicando € [A{"~"] por R, obtemos

ClAA™ Rm|0s Q@%:: ~ O iy

O 0...1t0 w

|
R I

()_,f,f eaa ¥ !I',i‘--..

2 T PR 4T

=(—1'|0 O ... +R|.u '
i * A
R = *

= (_ ”n{ 1 ‘l’l)n+1 . Wi

Donde se conciue que

ClA M=(—1)"" .- R,

4

PROPOSICAO 3.5

Representando por

< (mr—2) (m—1)
AV A}
G :

(=1} n—1
.-'1_.!' _“‘ )

o complemento algébrico do menor
in—2) n- 2)
| < 1 Ay ™ |

(r—1) im—1)
A ATV
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i s S
: contido nas duas #ltimas linhas de R,, digo que
]
j - in=3 )
E .'l; -ij:T Wy s (_ IJZ{J'J-I-l / R.lr | H- e
(_-\" )
] ;l_i'"_” ‘_l;;l'—l] i”) ”!r ;
Com efeito,
= 1m—"| lrn—"n
C R=
J ‘L-;n—f ‘_.1:;:-—“
q i, Ao A s MR Ll daa Al
P IR RS 4
|
ensasansadasensssaensm| [resns ses smses
e 2 s @i
' L O sk awanes N Y oL e
zi() O I
' S 5 T uj— Uy
QR ug i
(1 |
f(" et Hw 1) ”j;? t}|
& (_ Uzln-r =1} . R:r—z : “}l ™ |
5 .'{,'- Uy [+
i Donde se conclue que
| .-lj-"_” AP (= 3 Bk Y uy g |
. I
—_1 i} | s
AT A 1y uy |,
& g,
Scdlio. —E de notar: 1.° que os produtos de R, por R,
l':r—l)-l'llr—:]
' ede C por R, sio determinantes que s¢ dife-
| lrn—z) _ﬂ‘n—:_
.‘l -
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rem pelas duas ultimas colunas; 2.° que os menores

a5 e
AP A 1y Uy

| e r [
‘_ljlr-—ll J;}.-n_l}l u; My

sdo contidos em colunas das mesmas ordens, sendo, porém,
o primeiro contido nas duas ultimas linhas da R, e o segundo
contido nas duas primeiras linhas de R, Chamaremos cor-
respondentes aos menores de R, e de R relacionados pela
forma que fica dito, seja qual for a sua ordem,

PROPOSICAO 4.

Rclpresentando por M um menor qualquer de R, contido
nas ultimas 7 linhas e em quaisquer ¢ colunas, e por m o
menor correspondente do determinante K e ainda por C[M]

o complemento algébrico de M, digo que
C [;\IJ = {— I‘\]"'{"'i V.. Ru—i-1,

Com efeito, efectuando o produto € (M).R como efec-
(R-32) 4in—3)
Ay AT |

tuamos o de C por R, obtemos um determinante
fl,{i" ”A;:“”

que s6 difere do determinante produto de R,.R pelas ulti-

mas 1 colunas que sdo precisamente as ¢ colunas de R em

que se contém m,

Desenvolvendo éste determinante em relagio aos menores
contidos nas. suas ultimas 7 colunas, obtém-se um sé termo
que é

& m K=,

Para lhe determinar o sinal, notemos que a paridade dum

menor contido nas primeiras { linhas e nas ultimas i colunas
do determinante de ordem n, ¢ a do nimero

tt2t+tit(tn—14. o dn—it1)=i+ni=i(n41):

ou seja
C;:.':”] -RE(_ I:J'I(H ) .m Rn—l’;

SRR . cmas madk
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donde se conclue que

CM]=(—1)"™". m R
c. d. d.

Scélio.— O complemento algébrico de M, C[M] ¢, com
o seu sinal ou com sinal trocado, igual a um menor de R, con-
tido nas n—1 primeiras lichas. O teorema que acabamos
de demonstrar, diz-nos que estes menores admitem como
factor a R ou a uma poténcia de R, logo que a sua ordem
seja igual ou superior a duas unidades.

Cororirio 1.°— Se R fér nulo, sdo nulos todos os me-
nores de R, contidos nas suas K primeiras linhas, qualquer
que seja K< 2.

Cororario 2.° — No caso particular de K= 2, teremos::
Aidy|=o0
A, 4|
para todos os valores de 7 e j desde 1 até m.

CoroLirio 3.° — Mostram-nos estas identidades que se um
dos elementos A, A, ... A, for constante e diferente de zero,

todos os outros elementos serdo também constantes, nulas ou
néo.

’
: . . . !
CoroLirio 4.° —Para os valores de i e j tais que A: e A/
sejam diferentes de zero, teremos:

donde se conclue que
Ag' ‘11-'

— = e

oy oy

sendo %; e @; ... constantes, nio arbitrdrias, mas perfeita-
mente determinadas pelas expressdes de wu,, wa, ... .
Associando estes resultados com a identidade

n
LAiu=o,
=]
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obtem-se
]
Yq;uy=0
f=1 -

que é a bem conhecida relagdo linear e homogénea existente
entre os elementos

M R g T A

do determinante de Ronsky nulo.

PROPOSICAO 5.4
Da relagio
C[M)=(—1)/"t)m R*-i"
demonstrada na proposigio 4.%, deduz-se:
M. C[M]=(—=1)i®+) m M R——".

Somando todas as relagdes andlogas que se obtém com os
menores M contidos nas ultimas ¢ linhas de R,, vem:

Ry=(—1)/*+ ) R=i-1Em M.
E como
R, = R™1,
segue-se que:
: SmM=(— 1) =+ Rf,

No caso particular de {= 1, esta relagdo dd-nos a equagdo
! _-lj-"‘” Up=(—1 PR

jé por nés determinada na proposigdo 1.*

L
* L

Dados que sejam os elementos #, U « .« tin de R facilmente
se calculam os elementos A, A, ... A, de Ry, que sdo, como
dissémos, os complementos algébricos dos elementos da tltima
linha de R.

-
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Dados que sejam os elementos A, A, ... 4, de R,, também
se podem calcular, em geral, os elementos w, u, ... u, de R,
com a auxilio das proposigées atrds demonstradas.

Seja

(1) Ai=9(x)y Ai=g:(x)y, « « Ax=u(x)

sendo 3, (x) ... g.(x) fungGes dadas.
Pedem-se as expresses de w, u, ... u, em x.
As equagdes (1) constituem um sistema de equacdes dife-
renciais de ordem n— 1, a n varidveis.
Para o integrar, derivemo-lo (n — 1) vezes, o que nos dd o
seguinte quadro:
A =5(x) eon An =7(x)

A, K ,:.rl (x) g _l.r.. = ?:1 (—r)

------------------------- EEE SRR

tn—1) —1) —1) =
AT =" (%) oo A V=g (x)

Multiplicando as equagSes da primeira coluna por ,, as
da segunda por u,, ... as da dluma por u,, e somando em
seguida as equagdes correspondentes a uma mesma linha,
obtemos o seguinte sistema:

(gi(x)ey, S (x)a +...4P(x)ue =o0

) o (D, +g(x)wa F...4 u(%)te =0
) n
| 1

{n—1) (n—1]

N () e (.. + ¢ (%) thy = (— 1) R,

gue ¢ formado pelas equagbes postas em evidéncia no scélio
a proposigdo 1.*

Do sistema (1) deduz-se, pois, o sistema (2). Reciproca-
mente de (2) deduz-se (1), se R ==o0. Para isso basta derivar
(n — 1) vezes o systema (2) e notar que entre as equagdes assim
obtidas se encontram as do systema:

% (%) u, 4 g2 (X) 1, o T ol (I} iy = O
@@ U+ (x)us —]—...+r§.{x)u’,, =0

BaE S B F SRR E L A N TEEERERE]

B @ U+ @@ 4 et () R,
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Daqui se conclue, se for R =0, que

Odart deinitla

!
0 M,y S

o ... u™

H u{l_l] e {n—1)
e (")“ : R = =A,

E da mesma forma se obtém as demais equagdes do sys-
tema (1).

No caso de R==o0, os dois systemas (1) e (2) sdo, pois,
equivalentes e as solugbes de um sdo as do outro.

Mas as solugbes de (2) sdo

0 Ty aee Ty
0 %n

s T2 s Tn
(_'_ l)" IR ?!_I’I 1} iad ({‘:H 1) R |
?f=|_:" “—— - S F_ p— =T| R R R
APRGEIR D o | )]
' i ' T2 ven Yn .
Pt P2 e P !
m—1) _(n—1) (1) !
T T3 sa oy |

Dum modo geral

f g \m—1

representando por C[=" "] o complemento algébrico do ele-
p N p LI- i 1 : / =]
mento gy (x) do determinante do sistema (2) que é R,.
Como
RI - \?H—l’

- [n—1)
o= (=1 E}f»%jf

vird:

relagdo esta jd achada na proposigdo 2.*
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Vé-se pois que o sistema (1) proposto, admite um sistema
de solugdes desprovidas de constantes arbitrdrias, se R, =0
e que ésse sistema € unico.

No caso de R, =0, ou bem se verificam as relagdes ex-
postas no coroldrio 2." da proposi¢do 4.%, ou ndo.

Se ndo, o sistema proposto € incompativel, o que significa
que as fungdes dadas

2 x) alx) oon gu(x)

ndo podem corresponder aos valores dos complementos algé-
bricos dos elementos da ultima linha dum determinante de
Ronsky, porque se correspondessem, de facto, as ditas relagées
haviam de verificar-se.

Se as ditas relagbes se verificam, teremos entdo que

Bl () )

== }u A
a4, Uy Oy )

e as equagdes propostas transformam-se em
(3) Ay=az, 0 (x); dy=adh(x) ... Ay=oyh(x).
Destas equagdes deduz-se, por ser R=o0,
it agtist ... Fagtiy=o0,

Ora, do sistema formado por esta equagdo e por uma
qualquer das equagées (3), deduzem-se todas as outras equu-
¢oes (3).

Seja, por exemplo,

G+ 0alst ... Foplip=0

| 14 s sie Uy |=ak(X).

(4) iy b T

|
|
L I A R RO R I A

3) |

) 2) (n—
Qe A,

Eleminando u. entre estas duas equagoes, obtemos

Ay =uy & (x),
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Eliminando w3, obtemos
Ay= a3k (x);

e assim para as demais.

Vé-se, pois, que quaisquer valores de w, w. ... u, que sa-
tisfagam ao sistema (4), satisfardo a (3). Mas o sistema (4) ¢
indeterniinado. Logo (3) também o serd.

Em resumo, o sistema (1) de equagdes diferenciais de ordem
(n—1) admite um sistema de solugdes desprovidas de cons-
tantes arbitrdrias, caso R, = 0. De contrdrio, ou ¢ indeter-

minado, ou incompativel, segundo se verificam ou ndo as rela-
¢oes

que se obtém dando a7 e a j todos os valores desde 1 a n.

L




SOBRE UMA REPRESENTACAO GEOMETRICA
DAS RAIZES
DA EQUACAO DO TERCEIRO GRAU

POR

F. GOMES TEIXEIRA

O método dado por J. Walker nos Proceedings of the
London mathematical Society (') (t. 1, p. 161) para deter-
minar as tangentes a cissoide de Diocle que passam por um
ponto dado sugere a seguinte representagio geométrica das
raizes da equagdo do 3.° grau.

Seja
(1) P4+ Ht+L=o

uma equagdo do 3.° grau dada, e consideremos a cissoide re-
presentada pela equagdo

2(x* ) =2ay?

ou paramttricamente

= &
aafes

T
O circulo representado pela equagao
4 prl—2hx—2ky4m=o0

corta a cissoide considerada em quatro pontos correspondentes
aos valores de g dados pela equagio

m
= 0,

m—jqah _
4 a*

‘li _I.

i‘_'_ﬁ-a e A 255F
a't’ 4a’

1 Ver: Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales, t. 1, pig 4.
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e tres déstes valores serdo idénticos aos das raizes da equa-
¢do (1), se for

k m— 4 ah m
MY B M Gk - W A st e I 3 2
! -;l’ 1 2a 4 4 (t —to) (1*+-H1t - L),
e portanto
k m—4ah m
E——fu, _—‘4_11’—=H’ L—Hh.-o, 4:a!-=—f_fu
ou
L H-lI? 3 T 3 i
r'?_ﬁ’ hﬂ‘—ﬂ'_Hr—-: k ‘IF? M=—44a H*

Logo a equagdo do circulo (€) que corta a cissoide no
ponto correspondente a fy ¢ em tres pontos correspondentes
aos valores de f que representam as raizes da equagio (1) ¢

(2) HE+yY42a(HLYx—2aly—4alr=o.

y L .

Observando agora que g X 7 =10, vé-se que um dos
pontos em que o circulo (€) corta a cissoide coincide com um
ponto de intersec¢do desta curva com a recta correspondente
a equagdo

(3) Hy —Lx=o,

Notemos agora que o circulo que entra na definigdo que
Diocles deu da cissoide tem por equagio (1)

(4) x4 pyl—2ax=0

e que esta equacgdo da

2
X—2a=m—i_
x

Substituindo na EClual,‘.ﬁﬂ (2) éste valor de x — 2 a nos termos
2al*(x—z2a) e x*+4y* por 2ax, esta equagdo toma a

() Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales, 1.1, pig. 1.
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forma
L’)" + L.\.:}'—(U-i' !{i} e 0,

¢ )
e dd para i valores

AL SR APt

o A DL iy

Logo o circulo (2) corta o circulo (4) em dois pontos que
coincidem com os pontos em que éste ultimo circulo é cortado
pelas rectas representadas pelas equagdes

(5) Ly—Hx=0, Ly+(H}1)x=o0.

Portanto as rectas (3) e (5) cortam, a primeira a cissoide
e as duas ultimas o circulo que entra na sua definigio, em trés
pontos que determinam o circulo (C), que corta a mesma cis-
soide em trés novos pontos que determinam tres rectas que
passam pelo ponto de reversdo da cissoide e cujos coeficientes
angulares representam as raizes da equagdo (1).

Convem notar que uma mesma cissoide serve para todas
as equagoes.

Apliquemos esta doutrina a concoide de Nicomedes repre-
sentada pela equagiio

- T

cosf

Os pontos de inflexdo de um ramo correspondem aos valores
de C que satisfazem a equagdo (1)

(6) 20 —3h%p—a¥k=o,
e os do outro ramo aos valores de p que satisfazem 2 equagio
(7 208 —3h*ptathk=o.

Pondo ¢ =Mt a primeira destas equagdes toma a forma

(8) 2h3—3ht —k=o.

'.‘

Aplicando as formulas dadas anteriormente, pondo H =— =,
2

(*) Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales, t. 1, pig. 262.
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L =— 5, temos a regra seguinte para determinar os pontos

de inflexdo do ramo considerado da concoide:

Trace-se uma cissoide de Diocles cujo ponto de reversio e
cujo eixo coincidam com o ponto duplo O e com o eixo da con-
coide dada, e depois tirem-se pelo ponto O as rectas represen-
tadas pelas equagGes

Shy—kx=o0, 3hxtky=o, ky+hx=o0

as quais passam respectivamente pelos pontos (31, k), (ky 3 h),
(ky —h). Pelo ponto onde a primeira corta de novo a cissoide
e pelos pontos onde as outras cortam de novo o circulo que
entra na defini¢io da cissoide descrevamos uma circunferéncia,
a qual corta a cissoide em trés novos pontos (X1, 1), (X2, y2),
(x3, ¥3). Os coeficientes angulares das rectas que passam por
estes pontos e por O representam as raizes da equagio (8), e,
representando por ¢, ¢", ¢ as raizes da equagdo (0), temos as
relagdes

p' = [ PAS o'=h 48 p"'=h

o X2

Js
x:'

que mostram que a perpendicular ao eixo da cissoide tirado
pelo ponto (h, 0) corta as rectas que passam pelo vértice da
concoide e pelos pontos (x, y1), (X2, y2), (X3, y'3) nos pontos
cujas ordenadas representam as raizes da equagdo (6).

Do mesmo modo se acham os pontos de inflexdo que exis-
tem no outro ramo da concoide.

Os pontos de inflexdo da concoide de Nicomedes foram
determinados por Huygens, Sluze, etc., por meio das conicas.
O método que acabamos de expor parece-nos mais simples.




A NUMERACAO FRACCIONARIA
NO PAPIRO DE RHIND
E EM HERAO DE ALEXANDRIA

POR

FERNANDO DE VASCONCELOS

Professor de Cilculo Diferencial, Integral e de Probabilidades
no Instituto Superior de Agron.mia

O Manual do Calculador egipcio, traduzido e comentado,
hd pouco mais de quarenta anos por Augusto Eisenlohr (*),
pertence, como ¢ sabido, a colecgdo Rhind conservada no Bri-
stish Museum e foi escrito 1700 a 2000 anos a. J. C. por
Ahmes, célebre escriba ou sacerdote que, sob o titulo Instruc-
¢oes para conhecer todas as coisas secretas, apresenta um su-
mario de regras e de questGes, com uma colecgdo de problemas
de aritmética e de geometria, cujo valor ¢ de excepcional im-
portincia na historia das matemiticas, porque nos dd directa-
mente uma idea dos conhecimentos matemdticos dos antigos
Egipcios, ¢ nos mostra, como ndv eram exagerados os louvores
que os autores gregos e latinos, consagravam neste particular
ao Egipto, que, ainda no século v a. J. C., decorridos perto
de 200 anos sdbre a fundagdo das Escolas jénica e pitagorica,
era considerada pelos Gregos, como uma escola importante de
matemadticas e de conhecimentos humanos, que todo o sibio
devia conhecer e directamente consultar.

Trata a primeira parte do Manual de Ahmes da redugdo

= 2 : g
de fracgdes o em que 7 toma todos os valores inteiros

desde 1 a 49, numa soma de fracgbes tendo tédas por nu-

(1) A. Eisenlohr, Ein mathematisches Handbuch der alten Aegypter
(1. ed., Leipzig, 1877; 2.* ed., 18g1); Cantor, Vorlesungen iiber Ges%uch.!e
der Mathematik, Leipzig, 1880,
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merador a unidade, frac¢bes estas que, para distinguir das
fracgbes ordindrias da forma moderna, de numerador e deno-
minador inteiros, mas quaisquer, chamaremos fraccées ele-
mentares ou, com oS autores ingleaes e americanos, fraccdes
primdrias ou ainda, como Loria ('), fraccdes fundamentais.
A redugdo € feita sem que se indique o método ou regra usada
na decomposigio das frac¢bes, apresentando, como se verifiza
da célebre Meméria de Paul Tannery, intitulada Questdes he-
ronianas (!) em que o assunto ¢ larga e profundamento estu-
dado, os resultados que seguem:

-.2—=-—I —II-
CEET T
Al g
5 3+:5'
B
7 _4+28'
2 i 1
o
2 1 1
i 5_166’
2 I 1 1

15 10 3o

i Bt el s Gl e 2
17 |2+5t—rﬁ-‘i
2 1 1 1
19 |1+yﬁ+114’
Al

at 14 43

i i it i

23. 12 a7b

2 J 1

5 |5+;'5

I

27 18 ° 54

2 1 1 i I
TRETRE Ry
C sl i AT 5 o
T 3 12.}+ 155"

2 1 1
32T 66

s I TRLY

35 3 @

- BT e

37 34 ' +m_)6'

A o X8
39_35_'—78’

tad o SR
.;1-'_-24—'“2.1-54 328
St il ! oY
43 g 86+mg+ 301’
AR DN 8

45 3o go

= _Spitit e ey e B

47 0 " 141 470

. TR ST

49 28 " 196’

(') Gino Loria, Le scienye esatte nell’ Antica Grecia (2.4 ed., Milano,

1914).

i*) Bulletin des Sciences Mathématigues (2. série, t. vin, 1884);
Tunnery, Memoires scientifigues publiés par J. L. Heiberg et H. G. Zeu-

then (t. 2.9 1912).

Paul
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ardiyat

51 34 ' 102

bt i

53 30 318 ' 795

b b

o e

2 1 1

DA TR

SR #hr e

39 3% T % T

ot UG ey SRS 1

T +34.4+483+5|n'

Ll Lo ey

63 42 ' 126’

2 1 1

EE E"[‘I_gﬁl

e BN Al Sl

67 40 tast g

- S e

fig 46 138’

2 | 1 1

71w 38 7.0
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% Sl
g9 66

R L B g e L A
__6o+:37+3|6+790’
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R T T

2 I I
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Cag~ AR
2

e S T
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1 I
&t ise

2
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2
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Apresentada assim a Tdbua de Ahmes, ¢ interessante pro-
curar saber quais as regras que presidiram a sua elaboragdo,
interésse que sobe de ponto, tornando mesmo necessdrio um
estudo aprofundado do assunto, quando, como diz P. Tannery,
na Memoria citada, quisermos estabelecer o termo de compa-
ragdo com as sucessoes de fracgGes elementares, na Escola
na sua Memdria, intitulada
L’ Arithmétique des Grecs dans Héron d’Alexandrie (') mos-
trou que o modo de extracgio das raizes quadradas incomen-
surdveis na Escola heroniana estd intimamente ligado ao sis-

heroniana.

De facto, Tannery

(Y) Mémoires de la Société des Sciences physigues et naturelles de
Bordeaux (2.* série, L 1v, 1882); P. Tannery, t. 1.%, pdg. 182-225.
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tema de representagio das fracgbes por uma sucessdo de
fracgbes primdrias; e, «ao reiinir algumas observagbes sdbre
a histéria déste sisteman», escreve (Y):

«Na verdade, as questdes, a que dd origem o emprégo
déste sistema dos Egipcios, constituem assunto qudsi comple-
tamente esgotado, quer por M. Cantor, na exposigio feita no
primeiro capitulo dos seus l'orlesungen, quer por F. Hultsch,
no trabalho da confrontagdo do original com esta Obra. Mas,
ainda que eu venha a limitar-me a repetir pouco mais ou
menos o que ji foi dito por estes dois ilustres sdbios, julgo
indispensdvel fazé-lo, para bem estabelecer o termo-de com-
Earag;’m com as sucessbes de fracgdes primdrias na Escola

eroniana ».

A importdncia, pois, do estudo da numeragio fracciondria
do papiro de Rhindpcstii, pzlo que se acaba de dizer, perfei-
tamente afirmada, e, pela autoridade incontestada do seu autor,
inteiramente comprovada. Por outro lado, o mesmo ilustre
sabio P, Tannery, geémetra eminente, cuja obra scientifica é
verdadeiramente notdvel no estudo das sciéncias exactas na
antiguidade, na jd referida Meméria L’Arith. des Grecs dans
Heéron & Aléxandrie (%), diz:

« A forma que éle emprega — trata-se de Herdo— para
a redacgao, enﬂwra inteiramente diferente da dos problemas
geomértricos euclidianos, ¢ idéntica 4 que se encontrou num
Manual do Calculador egipcio, obra que pertence talvez ao
décimo quinto século antes da era crista. Esta identidade de
forma supde, para a maneira de tratar estes problemas, uma
tradigdo escrita ininterrupta, tradicio que nos parece, além
disso, estabelecida pela existéncia nas colecgGes chamadas he-
ronianas de solugGes anteriores as determinagles exactas, so-
lugGes tddas semelhantes as do Manual egipcio acima citado ».

E, sobre as vantagens do emprégo no cilculo déste sistema
de numeracio, lé-se ainda na mesma Memoria (%):

«Este sistema de numeragdo, recebido sem alteragdo dos
calculadores egipcios, como o prova o papiro de Rhind, tem
vantagens notdveis, quando, como era de uso, o denominador
mais elevado ndo excede 100; com efeito, com um pouco de
prdtica, chega-se a operar muito rapidamente a multiplicacdo
por uma fracgdo elementar, quer dum numero inteiro, quer
duma outra fracgdo semelhante. Quanto a adigdo, para a re-
dugiio de duas fracgdes elementares de denominadores iguais

(') P. Tannery, Mém. sc., t, 2.%, pags. 137-138,
(?) P. Tannery, ob, cit., t. 1.2, pig. 108.
() P. Tannery, ob. cit,, t. 1.7, pig. 205,
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e impares, sabemos, precisamente pelo documento egipcio,
que era objecto dum exercicio particular. A subtracgdio exige
também alguns artificios simples; mas, em suma, com @&ste
sistema, a prdtica das quatro regras ¢ comoda e a aproxi-
magdo para as necessidades ordindrias é satisfatéria.

« E unicamente a existéncia déste sistema que devemos ter
em vista, para o objectivo das nossas investigacdes, e devemos
primeiramente preguntar: ;admitido um tal modo de nume-
ragio, como procederiamos nafuralmente para prosseguir a
extracdo duma raiz quadrada cuja parte inteira estivesse jd
determinada ? »

O que acabamos de transcrever ¢ suficiente para com-
provar como o sistema de numeragdo fracciondria com frac-
¢bes tendo tédas por numerador a unidade, herdado dos
Egipcios, dominou, por largos séculos no cdlculo aritmético
dos Gregos, que, nao obstante conhecerem bem cedo — pa-
rece que ji desde os fins do século v a. J. C.— o sistema
moderno das frac¢des ordindrias com numerador e denomi-
nador qualquer, empregaram qudsi sempre o primeiro, de pre-
feréncia, para a representagdo das fracgGes, sendo de notar

ue nos escritos gregos do século x1v, ainda o processo egipcio
oi empregado, como se vé na Geometria de G. Pediasis-
mos (1), guarda-selos do patriarca de Constantinopla, no rei-
nado de Andronico Il (1328-1341), e nos escritos um pouco
posteriores de Isaac Argirio (%).

A @éste respeito, lé-se nas ?ucs!ries herontanas (3):

« O sistema moderno das frac¢bes ordindrias, que se en-
contra, de facto, empregado concorrentemente com os desen-
volvimentos em fracgbes elementares na colecgdo dos escritos
heronianos, foi imaginado cedo pelos Gregos, como conse-
qiiéncia das suas especulagbes sobre as relagdes numéricas
dos intervalos musicais; parece jd conhecido no tempo de
Platio e foi empregado j4 antes de Arquimedes, por Aris-
tarco de Samos, ainda que apenas sob a forma de relagdo
entre dois numeros.

«Mas o triunfo do novo sistema ndo foi nunca definitivo
na pratica dos cilculos: deve-se notar, especialmente, que
Piolemeu, quando ndo emprega a notagdo sexagesimal, se
serve, de preferéncia, do antigo processo para a representagio
das fracgoes. Diofanto mesmo parece té-lo empregado em-

(1) Joannes Pediasismus oder Galenus Geometrie jum ersten Male
herausgegeben und erldutert, von G. Friedlein, Berlin, 1866.

(2) 1. Baillet, Le papirus mathématigue d'Akmim. Paris, 1893, pig. 37,

() Paul Tannery, ob. cit, t. 2.% pdg. 133.
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quanto lhe foi possivel, ndo obstante a natureza dos problemas
que tratava o conduzir necessariamente, a preferir o outro
sistema ».

De tudo quanto temos dito, resulta pois, que o sistema an-
tigo da numeragéo fraciondria exige, pela sua alia antiguidade
e, precisamente, pela sua persisténcia constante, através dos
séculos, na logistica grega, a apreciagdo e o exame cuidadoso
dos que se dedicam ao estudo, sempre cheio de novidades e
de belezas, da historia das matemdticas na antiguidade. Na
esséncia, &ste sistema coincide com o nosso; e, revestindo
muito embora, por vezes, uma forma um pouco mais compli-
cada que o sistema moderno das nossas fracgées ordindrias,
tem a vantagem, num grande nimero de casos, tratando-se
principalmente de fracgdes irredutiveis de termos contendo
mais de dois algarismos, de falar mais a inteligéncia, mos-
trando o modo fa composigdo destas fracgdes.

&

L x
Por exemplo, a fracgio 6;;75% exprime, sob esta forma,

apenas a relagdo irredutivel entre os nimeros 23 e 6460, sem
que mostre qualquer outra dependéncia ou ligagao dos mesmos
numeros entre si ou com os seus divisores. No entanto, é
facil verificar a possibilidade de decompér a mesma fracgdo,
na soma de trés fracgoes elementares de denominadores muito
mais simples que o denominador da fracgdo dada, conforme
a seguinte igualdade (1)

- e B ek e
6460 58+35+95’

com a qual, efectuando as operagdes indicadas, se reconhecem
novas relagdes de dependéncia entre o numero primo 239 e
os divisores de 6460, como segue:

6460 =4 X517 19
239=4><17+ 419+ 5X19.

Ainda, por exemplo, a decomposigio expressa por

L S o e SRR
a8 3 *ﬁlzvf-:g’

(1) Baillet, ob. cit., pigs. 39 e 76.
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mostra-nos as seguintes relagdes

I8 =3>4X29
157=32g4 5>

entre 157 e os divisores de 348; etc.
Além de que, hd questdes concretas e problemas cuja solugdo
¢ mais prdtica com o emprégo das fraccdes elementares do que
com o emprégo das fracges irredutiveis do sistema moderno.
E, se de facto, € certo que o sistema das fracgGes elemen-
tares ndo conduz a uma representagdo uniforme para cada
frac¢do determinada e, ao contrdrio, apresenta formas bas-
tante diferentes, cuja identidade ¢ possivel conhecer apenas
pela redugdo ao mesmo denominador, também ndo ¢ menos
exacto que as fracgbes ordindrias que nés usamos, afectam,
por vezes, também, aspectos e formas diferentes, cuja identi-
dade, fora dos casos conhecidos da divisdo por 2, 3, 5, 11 e
alguns dos seus multiplos, é reconhecida, apenas, depois de
obtermos o médximo divisor comum entre os termos da racgao.
Assim pois, e salvo o respeito devido a sdbios eminentes, como
P. Tannery (') e o professor Gino Loria (*), nio me parece
que sedpossa apontar o sistema fracciondrio egipcio como apre-.
sentando, exclusivamente, em si, o inconveniente de falta de
uniformidade, que, facilmente, verificamos que também existe
nos aspectos um tanto complicados, que tomam, por vezes, as
frac¢Ges ordindrias. i
Por exemplo, ndo ¢ ficil reconhecer que as fracgGes -3

23

2261 . . ; ] 53
e 2737 sdo idénticas, a menos que achemos o mdximo divisor

119=7 > 17, entre os dois termos da ultima fracgéo.

Os cdlculos da colec¢do heroniana apresentam o sistema
mixto do emprégo de frac¢des da forma moderna e transfor-
magdo dos resultados em fracges elementares, sistema éste
que, em muitos casos, pelas razdes que atrds expendi quanto
as fracgGes irredutiveis, me pareze que haveria vantagem em
adoptar nos cdlculos, para um grande nimero de questdes.

I1

Na primeira parte déste trabalho transcrevi a opinido de
P. Tannery, quanto a vantagem e necessidade do estudo do

(') P. Tannery, ob. cit, t, 2.% pdg. 147.
(*) Gino Loria, ob. cit,, 2.* ed., pag. 770,

4
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sistema antigo de numeragdo fracciondria, estudo que, como
foi dito, o mesmo ilustre geémetra apresenta desenvolvida-
mente nas Questdes heronianas, embora, segundo afirme, pouco
mais faga que repetir o que ja fora dito por Cantor e F. Hultsch
que tinham, qudsi completamente, esgotado o assunto.

E, a éste respeito, lembra Tannery, ainda antes de entrar
na apreciagdo dos principios que pa!eriam ter servido para
formar a Tdbua de Ahmes, que o sistema de que se trata é
constantemente seguido no papiro de Rhind, apenas com duas
excepgdes: uma referente as fracgoes Y %, % %
unidade de medida egipcia para os grios e para os liquidos;

do bescha,

: : A0 ¢ Y8 :
a outra, respeitante a fracgdo 7 que 0s Egipcios e depois os

Gregos consideraram sempre fracgio elementar, embora fosse
E 3 . i 2 I I
conhecida e expressamente notada a identidade —=-2~+—6~,

3

nas regras de cilculo daquele papiro, onde se 1€ sob o n.* 61:

2 " -
« Tomar os T duma frac¢io. Se te preguntam: quais sao
2 i .
0s 7 de - tomas a sua metade e a sua sexta parte, e 1550

2
faz os seus . Proceder do mesmo modo para qualquer
outra fracgdo que se apresente.»

P. Tannery, em seguida, estuda a decomposigdo, dum

| F
modo geral da fracgdo —, no caso em que p ¢ um numero
primo impar, em duas fracgdes elementares, ¢ diz que hd uma
unica solucdo possivel
() LR L e
W o N 5 o
2 2 F

AR =t |

O exame da tabela mostra, porém, que éste modo de de-
composigio s6 poderia ter sido empregado para as fracgGes
TR 2 e B
G i e e C
regra geral expressa na formula (1), e que so acidentalmente
encontraram naquelas frac¢des a decomposigdo em duas frac-
ches elementares, mostram-no nitidamente os outros desen-
volvimentos em trés e quatro fracgdes que, todos, como se
lé em P. Tannery se compreendem na férmula

(3)

: e que os Egipcios ndo tiveram a nogdo da
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em que M ¢ o menor multiplo comum dos factores a, b, c,
cujo numero ¢ 2 ou 3, pois que estas decomposigbes da tabela
compreendem um mdximo de quatro fracgdes elementares.
No caso limite de ser M=a, ter-se hd a decomposi¢io em
duas fracgGes.

Ora, considerando a formula (2) e, depois de ter verificado
que os valores de M que se encontram na Tdbua de Ahmes
sdo os niimeros 2, 3, 4, 6, 8, 12, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 56
e 6o, conclui Tannery (1):

« O processo geral do desenvolvimento € entdo ficil de re-
conhecer; devia-se escolher primeiro entre os nimeros com
vdrios divisores e, principalmente, na série dos divisores ou

S s 3 e
dos primeiros multiplos de 12 = sendo contado como inteiro

ou na série dos sub-multiplos de 60, um nimero M compreen-

dido entre p e E; a diferenga ST aN—p desenvol-
2 1p M Mp

viu-se em seguida facilmente em fracgSes elementares, decom-

pondo 2 M—p numa soma de divisores de M. Naturalmente M

devia ser tomado o menor possivel e, por éste modo os Egip-

cios acharam acidentalmente a divisdo em duas fracges pri-

. ; R
mdrias para cinco das fracces —.»

Entdo, aplicando a regra dcima enunciada ao desenvolvi-
. .
13
casos apresentados, conclui o ilustre gedémetra (%):
« Em resumo, parece, de acérdo com todos estes casos,
jue os Egipcios procuraram resolver por tentativas o problema
e obter os menores denominadores possivel...»
E, examinando, em seguida, os casos de aparecer M= 56
2 diz:
¢ 43
« Ndo se pode evidentemente recusar admitir a opinido de
M. Cantor, de que a Tdbua que estudamos ndo foi feita duma
s6 vez, segundo um designio preciso e conforme regras ante-
cipadamente conhecidas; por outro lado, a preferéncia para os
equenos denominadores, posta sobretudo em evidéncia por
E’. Hultseh, € suficientemente clara ainda que as decomposi-
¢Oes correspondentes ndo tenham sido sempre atingidas.»

A 2 ; :
mento das fracgbes desde —; a .— e examinando os diferentes

; 2
no desenvolvimento de =8 M =42 no de

(') P, Tannery, ob. cit., t. 2.%, pig. 140.
(*) P. Tannery, ob. n'.l: L 29 Eiis 144 & 145,




52 ASSOCIAGAO PORTUGUESA PARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

I1I

Indicado, no nimero anterior, o estudo e trabalho de-veras
notdveis dos trés sabios eminentes F. Hultsch, Cantor e P, Tan-
nery sdbre a Tdbua de Ahmes, para a decomposigio das frac-

Pl 3 , : E
¢bes —, no caso em que p ¢ um nimero primo, nio se pode

deixar de reconhecer que o assunto ndo estd completamente
resolvido e, portanto, que aberto estd o caminho para o estudo
das regras e principios que podem ter sido seguidos pelos
Egipcios na redugiio a fazer daquelas frac¢Ges cuja decompo-
si¢lio €, como vimos, expressa pelas igualdades:

2 6 3 42 129 ' 3or’
o Sttt ee
o i e e tity
€|=%+(Tlﬁ' 5‘%5%4_5{3_’_%’
¢ et 1 e b v il
e b = Tm T Ee
R e
TR e T T N
ARt Bektbigen
peitith . | Beabdtatd
smithtn metdtdte
o g A v =% et e

O exame déstes desenvolvimentos mostra que a redugdo
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T =
das fracgGes — compreende duas, trés ou quatro fracces ele-

mentares, a primeira das quais de denominador sempre infe-

rior a p, mas maior que %, e as outras de denominadores
formados pelos produtos de p por divisores do denominador
da primeira fracgdo elementar, ou por éste, no caso das frac-
2
3

Os denominadores das primeiras fracgdes do desenvolvi-
mento sdo, sucessivamente, os numeros: 2; 3; 4; 6; 8; 12,
que entra em trés fracges sucessivas; 24, que entra também

5
¢Oes = a —.
1

A e e :

em trés fracgbes 2_9’ 5o :4—1; 20, que entra no desenvolvimento
2 / A

de 373 42 que pertence a decomposigio 4—3;
duas vezes; 36, uma vez; 4o, trés vezes; bo, quatro vezes; e,
por ultimo, 56. Isto é, os denominadores de que se trata,
sdo: os divisores de 12, ou os seus multiplos simples e os di-
visores de 6o, devendo contar-se

30, empregado

8=~}x:z e 4n-~;-><:tia

= : 2 =
como divisores simples, por ser 3 fracgio fundamental; en-

contrando-se, ainda isoladamente, 42 que é um multiplo de 6,
e 56 que ¢ multiplo de 8.

Pésto isto, vejamos como os autores egipcios, apenas dentro
de conhecimentos aritméticos limitados, podiam ter formado

4o 2 . ,
a Tdbua de decomposigdo de — no caso em que p é um nu-
mero primo. -
Notando que itk ol pode tomar a forma de
i &M : g oaxd
fracgio '_ﬁ:" com M numero inteiro qualquer, resulta
2 _3xXM 1 _21xXM
P M p MX>p

2 M 5
~——— em frac¢des elemen-
Mx>p

lares, como p € um numero primo, ¢ necessdrio que 2 > M
seja um nimero que compreenda p e divisores de M, isto é,

que seja
3) aXM=p+tatbtoe

Ora, para a decomposigio de
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supondo que a, b, ¢ sdo divisores de M, e que hd um mdximo
de quatro fracges elementares, conforme resulta da tabela.
er-se hd entdo, facilmente

() lzp—j:a—]—b—i—c= P a 4 b 1- (B,
F M><p MXp  MXp MXp MXp
donde
2 1 1 1 1
Pt by
AT oy o

decomposigdo esta que exige que M seja um numero inteiro

maior que w‘z- Evidentemente deve o factor M ser menor
que p para evitar o emprégo de grandes nimeros como fac-
tores dos desenvolvimentos.

No caso limite, ter-se hd

22X M=p-41,
M F-:l‘-!’
e, portanto,
) 2mpdl,
I
=
PP T S e
v p+41 41’
3 P

e no caso da decomposigdo definida por (3) pode o dltimo di-
visor de M, b ou ¢ conforme os casos, ser igual a 1.

Sdo os desenvolvimentos correspondentes as férmulas (4)
e (5), e sob a forma nelas indicada, que ¢ natural, em meu
entender, que féssem seguidos pelos autores egipcios na for-

magio da Tdbua de decomposigio de L7 quando p € um nu-

mero primo, decomposi¢do que foi feita, além disso, obede-
cendo as seguintes regras:
a) O valor de M pelo qual, em todos os casos, se multi-

plicam os dois termos da fracgdo %, satisfaz & desigualdade

£<M<p.
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b) O numero M que multiplica os dois termos da fracgiio
2 4 .
= deve ser o menor possivel, mas conter grande nimero de

gi\risores, para seu conveniente emprégo em facilitar os cdl-
culos exigidos pela decomposicdo expressa na formula (4):
como conseqiiéncia, o numero M deve ser escolhido, de pre-
feréncia, na série dos sub-multiplos ou dos primeiros multiplos
de 12, na série dos sub-multiplos de 6o e, excepcionalmente,
fora déstes divisores, nos outros multiplos de 6 e de 8.

¢) Os ultimos denominadores da decomposigio nunca po-
derdo conter mais de trés algarismos e terdo o menor valor
possivel.

d) O numero n de fracgdes elementares da decomposigéo
deve ser levado ao minimo, dentro das condigbes anteriores.

Com estas regras simples, pre-estabelecidas, podiam os
Egipcios, dentro dos seus limitados conhecimentos aritméticos,
formar a tabela de que se trata, em que se verifica:

1. Como conseqiiéncia das regras (a) e (b), que os valores
de M usados na Tédbua compreendem os seguintes nimeros:

2; 3; 45 65 8; 13; 205 24, 30; 365 40; 42; 365 6o;

que foram adoptados em definitiva, depois de exame e com-
paragdo, em cada caso, com outros numeros, e tendo em
atengdo as regras (¢) e (d), como veremos;

2. Como conseqiiéncia das regras (c) e (d) que a partir da

redugio de %, nunca mais 1 aparece na decomposigdo de
2 < M definida pela igualdade (3) e, a partir de —I%., cessa
também de figurar nessa decomposigdo o nimero 2, excepto
na redugio de 52'5‘ sendo, a partir desta fracgiio, sempre supe-
rior a 3 o ultimo numero da decomposi¢io de 2x M, e, a
partir de EI, sempre superior a 4.

Nota-se, além disso, como conseqiiéncia da regra (d), que o
ntimero n das fracgoes de decomposi¢cdo nunca excede n=4.
Analisemos agora cada um dos desenvolvimentos da Tdbua
de Ahmes, aplicando os preceitos e regras que enuncidmos.

A)— Redugdo de % -

p=3), M=23), %= ==

E esta a unica decomposig@o possivel.
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B) — Reducdo de % —

Pﬂsli J'If==u3},

M=), _}qlﬂﬂé_ﬁﬂ_i+i+i_

Déstes dois desenvolvimentos deve, sem a menor duvida,

ser escolhido o primeiro, correspondente a M=3, que ¢ o da
Tébua.

C)— Redugdo d —:— —

il . L el o o g e

=7), M=y4), = —
r=n 4) 7 7X4 7X4 4 18
X
7

- o SRR s ST
7><6 7X6 6 * |4+ 21
A decomposigio correspondente a M =4 ¢ a da Tabua e
estd de inteiro acérdo com as condigbes pre-estabelecidas.
Se ensaiarmos a decomposigdo correspondente a M= 5,

M = AL b T N L N N
x5 7 735 92X5 5+35'

verificamos que nunca poderia ser adoptada, por ndo ser pos-
sivel decompér 3 nos divisores de 35. Para esta tltima de-

B e - 3
composi¢do, multiplicam-se os dois termos de 35 por 18, con-
forme as regras atrds expostas, resultando

1 ]
35 35><18 35><i8 35><18 t3+ﬁ+35><18'

3 38 354 19__35+4+ 1841 1
3
D) — Reducdo de ’_z; —

1 16 11><6
2 2> 8 4441 |

1 1
I 118 11 X8 8+33 8E

pemit)y M=6) —= "_>E}L_.'_'_+_‘=6L+L
M =8§),

Deve ser adoptada, evidentemente, a redugio correspons=
dente a M =6, de acérdo com a Tidbua.
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Se ensaidssemos a redugdo correspondente a M = 10, en-
contrariamos o seguinte resultado que deveria ser rejeitado

23X t-pS4gq 1,0 2412
i, i nxmw 1uxio m+n+u><|o'

E) — Reducdo de —Iz— —

3
fl) A IS Gakark Lo son
p=13), M=8§), 13 1338 13<8 8 5'5:'4"104'
2 __3x1i3 34644+ 1 1 y1 o1, 1
M=ul) T 13 <12 n+26+39i_:56'
SNE2 T Al 2L TR Il BT S L)
13< 13 |a+25—r5:+78

Deve ser adoptada a redugdo correspondente a M =8, que
¢ a da Tdbua de Ahmes.

Note-se que, nesta redugdo, o factor M =7 daria a re-
dugdo mais simples
1

A G b SR L TR B
Menah 13 137 37" 7 g

ue ndo deve ter sido considerada por ndo ser 7 divisor
814
Ensaiando M = 10, viria

2 __2aX10 ‘3+5+1.=L

LR e
% = 10, 13 1310 13310 luTzﬁ-Jr 65'

decomposigdo que também ndo deve ter sido considerada pelo
motivo idéntico ao jd apontado: 10 ndo ¢ divisor simples de 12.
O exame das decomposigdes que apresentdmos, correspon-

o 01 % : :
dentes a reducdo desta fracgio 73 mostram a simples vista,

como € vantajoso, para que os ultimos denominadores dos
desenvolvimentos sejam pequenos, que se adoptem valores
de M tais que na decomposigdo de 2 < M deixe de figurar o
divisor 1. Isto mesmo, com o simples ensaio de M= 12,
podem ter notado os autores egipcios, que fizeram a Tibua,

: 5 48 :
na qual, a partir da fracgio 30 hunca mais figura na decom-
posigdo o divisor 1. :




F)— Reducao d :i? —

= o, 8 ARGy L g ¥ oe 4 ln
P 9 Blta)y 17 17X 17X13 Tnte

¢ a decomposi¢io tnica, correspondente as regras que atrds
estabelecemos.

Os ensaios correspondentes a M = 10, M = 16 =2 <8, ddo
os seguintes resultados

), e dtdo _pbagt Sl ot
A vl 17 17}<10= 17 < 10 |o+85+1;0'

o e 3l o ayd B4-443-41 fi R WL
et 17 , 17<16 17 >< 16 + + + 136 ' 272

5 2
G)— Redugdo de 5T

p=1g)y M=1y), =220 _lodddl_t 4l +
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19 192<12 19< 12

19°<13 12 14

O ultimo desenvolvimento, de acérdo com as regras pre-
-estabelecidas, é o da Tébua.
Experimentando os valores M =10, M =16, M= 18, re-
sulta

=‘_9_‘1‘_.3:|“_1='__.__-+_
\
|
|

2 Xl "S'T'_L = B
Al 19 191 1910 190’ |
a_a>16 1948411 1 1 Ly 8. |
;H::l[ﬁh Ig 2}([9 lgxl'& fﬁ+38+‘?ﬁ+3041 |
3 3X18 _19+9+6+42 @ |
M:lg}, 19 I[ix 18 lt_)>< 18 + + I?l
L 2
H)— Redugdo de —. —
23
a_3>x1 _al—41 1 4 1

gl M=l 3T iXn. AXn 276

¢ a decomposigdo da Tdbua, correspondente as regras enun-
ciadas.
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As decomposigbes correspondentes a M =15, M= 16,
M =20, ddo os seguintes resultados:

2 2315 _ 234542 1 1 3
- q — -_ —_— —— —_—
o fn k) B b VAT A S ey t59+3.1.5

a _3a>i16 234841 1 1 1

M=16) 3= 3<16 2316 16 46" 368"
. 2 .33 _al-tro-5-43 P SR LN
20 o ast 23 23>0 23>< 20 2a+ .|.ﬁ+ 02 ¥ 230

. 2
I)— Reducdo de %

Conforme as regras, os ensaios a fazer sdo:

2 __ 330 39454443 1 £ 25
P= 2'}). M= 2D]| 29 -19}(_20 39 > 20 m+ 116 145 +

Ao 5 29 29><24 20 < 24 +"|8+ |;r4+ 232’

devendo adoptar-se a ultima decomposigdo que ¢ a da Tdbua.
Os resultados correspondentes a M =15, M= 16, sdo:

2 215 ‘19+l 1
= 15 —_—— = ——— —
w13 29 39><13 29><15 15 +435’

if) N A6 Ml d g boipllt
¢ s 16 29 29X16  29><16 |ﬁ+:32 464

J)— Reducdo de 32_1 -

£ M e 3.1::521};2:0 "ii_.h' 20 +|-;
M emde, ?ﬁ=321>:<12:.m31+3:;‘_::+: = & +243 37_[::'
-2 _;:R;i—E_ : +113 4.+ ;ig’
T il = o A A
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sdo as decomposigSes correspondentes as regras pre-esta-

belecidas, devendo ser adoptada a primeira que ¢ a da
Tébua.

A decomposigdo correspondente a M= 16,

. 3 36 i iy o1
Memi0h. ST s :6'1'4,943‘

K)— Reducdo de :—;‘.— —
: 7

—3g), Mesge), 2amd2E20 b3t N3 v
P o= M a), 37 37X 37>< 20 20T3yc+;;40'

22X 4843 0y 1

M=1y), = 2
fnag) 37 37%<24 37<34 24 ' tu1 ' 296

! 2 22<30__ 374154642 1 1 1 1
M=3 — - = e =T _ _— -
B > i ~E s T T B TR T

M o 3 22530 U dpbiBbinhdr 1 U 8t
L ), 37 3;2<36 I72><36 3ﬁ+74—r:|1—r333+

1332’
o SEEADM O L L P A L
37 2><36 36+74-i 48+uz+666'

Conforme as regras estabelecidas, deve ser preferido o
desenvolvimento correspondente a M = 24, que ¢ o da Tdbua.

L) — Redugdo de -, —
41

2 2224 4143 ST 1
= M= —_—— = 1 e -+ —,
prmgl) Mowwagh, 41 41><a4 41 < 24 =:4T24ﬁ =358
2 _ 23 g41+1w0-4+-643 1, 1 I
M=13) —= - L - = — — N — _
ot 30) 41 41><30 41><30 Jo ' 123 2n5+4|o

M = 36), i_z><3ﬁ=4l—I—lS—}—g—{—4mL+L+_|+

41 41336 412>< 36 36 " 82 ' 164 ' 369
2 3 L3R GPIOLIObS Y 1 L
M40, 41 41><40 41>< 40 40TB'1 S oabg 323+4|0‘

A primeira decomposigdo ¢ a da Tdbua, conforme as re-
gras.
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¥ 2
M) — Reducdo de . oo

| p=43), M=2y),

PR SURRE PN o LS LT o S MO TR

M = 36),

%, 2 _2X40 434104 104-44+2341

M= 40), 43 4340 43< 40
1 1 i 1 i 1

=5+R+E+Eﬂ+g—€o+%r
32X _Ptad g6 _
43 $3X42 432< 42

LI A N el B

— L4+

129 3ou

M = 43),

Ainda, de acdrdo com as regras enunciadas, deve ser
adoptada a decomposigdo correspondente ao tltimo desenvolvi-
mento que ¢ o da Tdbua; embora a M =24 e M =30 corres-
pondam trés frac¢des, vemos que a ultima, em ambos os de-
senvolvimentos, provém do divisor 2 que, como dissemos,

2 S i S e
desde 7o Dunca mais ¢ adoptado nas decomposigées a ndo

ser na de Notemos ainda que o emprégo dos factores

2

53°
24 e 3o daria as ultimas fracges da decomposigdo com deno-
minadores excessivamente elevados, em comparagdo com os
desenvolvimentos das fracgGes anteriores e com o que se obtém

usando nesta redugio o factor M= 42.

— Redugdo de —, —
N) educdo e4?

=

IR W oy L oA R T T
F 4?}1 M 24}- 47 4?)(14 4;’}(24 2.‘+:II'J-3‘

M=), 2 __ 2230 4741043 1 L+

47 47>X30 X3 3o ' 141 ' 470
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= 2_2X36 __47+13ot4
o ] M b i 47 47:3(36# 47><36

A P TR S T T

'—36_5_ I:.+I+138 ' g2%
2 _3>xX4 _47+20+10tat1

47 47740 47 >< 40

[

M = 40),

S SRR T i S e D
mT94+153+940 1880’

1
Mo 2], 2 X4 _ gt n+ti442

47 47742 47 >< 42

SR SR NEl Bk Ll
4-1+g44 i4l+93?

Deve ser adoptada a decomposigdo correspondente a M=30
que ¢ a decomposigio da Tdbua.

o 2
O) —Redui.ao d -'_-'E. —

M=) S-S b e
e
Mol g m it R e Lt b

M=), 5= ;;;cfs- - +5234>i-£ 2et sttt e

A decomposigio da Tdbua é a primeira, correspondente
a M =30, que tem justificagdo dentro das regras apontadas
—embora os desenvolvimentos correspondentes a M= 36
e M =42 tenham os ultimos denominadores um pouco meno-
res—, por isso que apresenta apenas trés fracgdes elementares.

2
P)— Redugdo d B

IR . 9 S T
59 59><30 3o ' 1770

M), 2eiX®B __Bi914

p = 5g), M=130),

1 1 1
So T S9< 36 S93<36 36T 4% T 5




A NUMERAC.A{} FRACCIONARIA NO PAPIRO DE RHIND, ETC.

63

%y 2 __3X4 Sof10-4-5+442
p=>5), M=40), 59 49}<40_ 59 >< 40
A B i, A w2
+210+4?2+590+|180
M 3 _3xX4a__So4an+3I41
M= 42), 59 ;9}(_—41 ;'9)(4_3 =
ottt
: 2 2>48 Sotaqfrafa_
ot o 5_593»:41_ <9><43
__.{,8 HB '.183:1
M 5y L MM =-‘9+’?+‘3+3+'=
e g Sy RN '~g><*4
.___‘_ L5
118 mtu 3!35
; 3__2}(5!:7 _5:}+:8+|4+-‘.,‘._}=
M o 20h 59_=g}<"lim 59 >< 56 ;
e R o

Evidentemente, deve ser ado fftadu o desenvolvimento da
Tébua, correspondente a M =36, conforme as regras enun-

ciadas.
& 2
Q) — Redugao de Feas
- 2 __ 2 >< 36 atﬂ Ln- [—"l_ 1 e B3
.p='5!}| M= 16), l:.'i—l_ﬁlx'_"fﬁ mxlu 4u+,44+,(,93
8 _a2xX40 614104544
M’=-40)‘ '5[ Ejlx40 61}{40
S L g AT il e el
40 344 488 610’
- 3 _3X4q bGifq4+47+413
M= 423), A A SN
1 i i 1
~aTEmTw T
Ny SeiX G0 butbetd,,
St o T 61X43 61 < 48
1
48 13J+ +y3.t 976’
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ey 2 _3X54 6143741843
p=61); Mwm3y), 61 612<54 612< 54
1 1 1
§+I_.;:+m+|64?'
M 3), Saa228 014284144742
s BT T 61>< 56
L M TS W Pl ST Il L
gy |.=-'+z4_4+438+1;08
M = 6o), 132:\((22&:[—30+15J—m+:}=

01
1

o

61 >< 6o

123

b1 < bo

O W e e TS
244 300 ° g1

O exame déstes polinémios mostra que deve ser adoptada
a decomposigdo correspondente a M =40, que ¢ a da Tédbua.

R)— Reducéo de =, —
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yEn 2X36 _ 6744-+1 1 1 1
) - M= —_— - B e o PR |
p=rh M) 67 67><36 67>< 36 m30+m'j+:4|z
2 a><40 674845 1 1 1
M= = = =i M . e ety
om0} 67 67><40 67>< 40 40 3.*:9_1_:36’
a2 43  b67414-43 1 1 1
Mgy, A 2200 Sledeudbd i n 0 R
=40, 67 67X 4 67 >< 42 4z+20|+938,
a_ 2%48 674341343
A —_—— - L f il et B —
o b7 672<48 67 >< 48
S L e ST g B .90
48 " 134 1072 ' 1608
2 22X54 674279494342
— 5 = = i L1 ) e
il 67 67><54 67>< 5
I b e e e : e
: 54—} 13++402+um‘: 180g’
Mast), 2amdX 654284 14tatir
=X & 65<5% 67>< %
FER T SR SIS ST
AL PR
M — 60) 3 _ 2Xx6o _ 674304 15-4--{3_—}—_3__4
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Déstes desenvolvimentos deve ser adoptado, evidentemente,
o correspondente a M =40, que ¢ o da Tdbua.

Y 2
S) — Reducdo de e

Bl S o= Tk Ry L5, ) G G
Py M, 71 712<36 71336 36 ° 2556

B 32640 L eihg b g Lo U
P % 71 712X 40 71 >< 40 4o+5{38+;r|0'

S B TS LT e P R S O )
Abwsinly 721 71C43 71 2< 42 4z+426+4gy'

Mo ) San22daB L2156 4643
TN oy g AR 71 >< 48

S o P

.;é 213 1136
- 3 14 mr o e L i
Masty) Ll BNy oti,,
71 71.2< 54 21 X 54
I 1 I 1
54+ 142 +4-_2_ﬁ+3334’
6) 332636 71428474442
Ao 71 71X 56 71 X 56 s
S ekl L -
56 + t_p;—l ifiﬂ—rg}_*—l_ |g.:53‘
Mats), —wdriie _ othi0 1514,
71 71X 60 71 2< 6o

A ol L T Sa
60 ' 142 i 5 284 o 1065

Nos desenvolvimentos correspondentes a esta fracgdo, as
decomposigbes para M=40 e M=42 contém ambas trés
fracgbes elementares, com os iltimos denominadores com
trés algarismos; e, conforme a regra C), se os autores egipcios
tivessem ensaiado o factor 42, deveria ser adoptado o desen-
volvimento correspondente. Na Tdbua, porém, a redugio de

& %
=4 feita com o factor M = 40, facto que mostra a preferéncia

jd indicada, dos mesmos autores, para o emprégo nos cdlculos,

de factores que devem ser procuradﬁ;s primeiro, entre a série dos

submuiltiplos ¢ dos multiplos de 12 ¢ dos divisores de 6o. Do

uso déstes factores afasta-se a Tdbua, apenas duas vezes: uma,
5
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2 2
ma redugdo de — em que aparece o factor M=42, como

5 = 2
vimos; outra, na redugdo de o &m que hd necessidade de re-
correr ao factor M =56, para evitar ter fracgdes elementares
com denominadores contendo mais de trés algarismos.

O factor M =40 foi usado nas duas re ugbes imediata-

mente anteriores: d fm!wr r, na redugio de o € com grande

Podia amdd tcr sido usado por

2 -

simpatia na redugdo actual de —J» mesmo que M= 42 tivesse
7

sido ensaiado, tanto mais que o ultimo denominador da de-

composigdo, 710, estd dentro do valor mais alto dos denomi-

nadores das redugBes anteriores.

vantagem, na redugdo de b

v - 2
T')— Reducdo de —. —
73
. 3 _3>X40 _ r};t_:i'____ ST
F=')'3)t 4‘!=4U}| ?j -‘j < 40 ?3}(40 .‘.H.!‘—{_l_‘l_o‘
M= 42) E_=£_-}3._Liklrjj—_%=
' 73 73Xpa ;3}(4:
-_+wu+ﬁ.€5+
AF. - 2 348 23412843
Wby 73 73X ,3><4~i
B Sl sl U S B
48 ' 202 ' 438 ' 1168
2 2 > 54 34374+ 6413
M= e S = ~ —
0 73 ?3-)(34 73 >< 54
1
+ 146+m;r tg;’:"
1 1‘.=._“><.£=L_g'+"8_+_@=
r1h+|46+ ID""
M = 60) 3 _axbo _7it+wd 15t
% oS3 23X6o 73 >< 60
s Ul Tt Aol R !
6o " 219 202 65
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O exame dos desenvolvimentos correspondentes aos fac-
tores de preferéncia, M =40, M = 48, M =60, e aos factores
eventuais, multiplos de 6 e de 8, compreendidos entre estes
numeros, mostram que, dentro das regras enunciadas, deve
ser usada d fortiori, a decomposigdo que corresponde a M=6o0
conforme a Tébua.

Se tivesse sido ensaiado o valor M = 44, achar-se-ia o de-
senvolvimento mais simples:

3 __3X44 A ut4 1 1 1

M=alh 3= B Po<u ol
_ 2
U)— Reducdo de —. —
79

oX St R L iz R R W
p=79 M=d0) Zo= o4 79%s0 40 3160

LSRR hat ES o 1 PR SO TS
Heswrgn) 79 79><42 7942 42+::05+|ﬁ54._1'

sie® % 2}<43=29—}—n—1—_-‘3—|—2=
M= 25= 79 48 79< 48

1 i 1 1

=4—8+m—f‘ HTI»_E-EE"

2 _ 2254 794+1840+412
29T 795<54 79< 54

1 1 1 1
=§1+;§}+4_;};+r33’
M = 56), e i 3 2< 56 794 14+ 84744

79 79<36 79>< 56
M 5 TR T ST
"55+315+553 63:+lmﬁ'
Me6 1=n><ﬁo=zﬁ+mi:5iﬁ_
=00 25 = 795<60 79 < 60
I I 1 1
PR TR

O exame déstes desenvolvimentos mostra que o tnico pos-
sivel é o correspondente a M= 6o, que ¢ o da Tdbua.
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2

V) — Redugao de 3

- 2 2X4 841 1, 1
p=8), M=4q), 83 8Ix42 8IXgp2 4:'1—T 3486"

i) D3 Bbiaa 1y}
M= 48), 83 83><48 83>< 48 48+332+

1
o
Me=5q), == 22< 34 _é‘__‘J[ML]_In_.L_t_ P R W e
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M t6) 2022536 83114847 1 o 1 o 8 4t
M= 0}, & ™S00 §3><56 5 ' 332 ' 581 +6ﬁ4‘

1 1 1
332 e 415 ' 408

A decomposigdo correspondente a M=60 ¢ a mais conve-
niente e € a da Tdbua.

.2 _2aX6o_83fi54ratio_ 1
M = 60), 81~ 83<60 83 >< 6o 6o %

X)— Redugdo de —2-' e

8
3 a8 8ot gopd b2 4 1
P 1 Bo)y S AN 89 B8g><48 Bg>< 48 4‘%+1063 1424
i 5 R 32N B RA0 Y Dt e L
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89 8g><36 89 >< 56 56 ' 3% ' 712 + 2402’

Mebo), 2em2260_Sphisiiofd ot 1 41 L 5
' 89 8g<bo 8g>< 6o Go ' 356 ° 534 ' 8go

A decomposigiio correspondente a M = 6o, tinica que pode
ser adoptada dentro das regras preestabelecidas, ¢ a da Tdbua.
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Nesta redugdo ndo pode ser usado o factor M= 6o, por
causa do denominador da Gltima fracgdo, superior a ggg. O
desenvolvimento correspondente a M= 56, que estd dentro
das regras enunciadas, g o da Tibua.

IV

Examinando os desenvolvimentos que minuciosamente apre-
sentdmos, podemos ver como os autores egipcios, sem regras
nem férmulas complicadas, sem lutas entre os factores de M,
escolhidos — ao contrdrio do que se lé nas (Fuese‘ées heronia-
nas (') — naturalmente e simplesmente, foram levados a formar

a Tédbua da decomposisdo de =, no caso em que p € um nd-

mero primo. O que era fundamental, ao que se reconhece,
e estabelecidas as regras da decomposigdo que decorrem dos
simples raciocinios que levaram as formulas (4) e (5), ¢ que
os denominadores das fraccGes elementares nao atingissem a
casa dos milhares, talvez porque os Egipcios dificilmente con-
cebessem numeros muito pequenos, de modo andlogo, ao que
na origem sucedia aos Gregos, quanto aos nimeros grandes,
que tinham repugnincia em considerar, conforme observa

ankel (*); sendo éste o motivo que determinou o emprégo do
factor M =56, fora dos multiplos de 12 e dos divisores de 60,

~ 2 g
na redugio de —, bem como se recorreu a M =42 na redugio
2 ; ! :
de 3 para obter denominadores muito mais pequenos que os
que resultariam de M =24 e M= 3o. .
Em seguida, e muito logicamente, tendo sido escolhidos
nas fracgdes mais simples, 12 ¢ os seus divisores para os va-

lores do factor M que deve multiplicar 1%, a partir de 312_3 houve

necessidade de pdr de parte o nimero 12 para ser possivel a
decomposigdo, e ¢ entdo, conforme os casos, como vimos, que
o valor de M usado ¢, ou multiplo de 12 ou submultiplo de 6o,

(') P. Tannery, ob. cit, t. 2.9 pdg. 142! « A partir de p ==1g, para a
escolha de M, parece haver luta éntre os multiplos de 12 e os divisores
de 60, »

(¥) Zur Geschichte der Mathematik in Alterthwn wund Mittelalter.
Leipzig, 1874, pdg. 17.
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nimeros estes de grande nimero de divisores, como se torna
necessdrio empregar em redugées desta natureza.

E assim, que M =124 aparecel na redugio de %, porque

produz uma decomposigio mais vantajosa sob o ponto de
vista do dltimo denominador que M= 20, e, ¢ assim também,

W : 2
que éste ultimo factor aparece no desenvolvimento de Tk

muito logicamente, pois, como verificdmos, a decomposigio
respectiva tem menor numero de fracgdes elementares e com
genominador bastante menor que a que corresponde a M= 24.

ste ultimo factor ¢ usado, em seguida, na redugio da fracgio

gty ; ;
imediata 37» COm vantagem manifesta sdbre o desenvolvimento

corres DﬂdJE'Il‘[E a M=120; e, assim sucessivamente, sdo usados
os diferentes valores M, conforme se verifica e explica nas

redugdes das diferentes fracgdes =

Notemos ainda, dentro da restrigao imposta ao maior valor
dos denominadores das fracgGes elementares, que a decompo-
si¢do bindria correspondente a formula geral

it e R L
o e R L

2 2 P

L : 3 : = 2
ndo poderia ser mais empregada a partir da redugio de e
A M v N it
Com efeito, a fracgdo seguinte ¢ —, para a qual esta dltima
formula d4 o valor 47

‘2 1 1
pramvRTT

com o segundo denominador superior a 1000, ;
Lé-se nas Questdes heromianas('): «No ponto de vista

3 43 e 5 ’

egipcio, a decomposigdo — oferece uma particularidade a as-

pt!
2

sinalar. Se = m?, tem-se

P SEMRe S FNNIT Y e ia R e,
s D Tmp g

(1) P. Tannery, ob. cit., t. 2.% pég. 142.
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os dois factores de p ndo diferem sendo duma unidade. Esta
decomposicdo acha-se efectivamente aplicada para p=31, ¢
para p=g97. No primeiro caso, vemos aparecer M = 20, em-
quanto que M = 24 ¢ preferido nos nimeros préximos; no se-
gundo caso, temos M =7 < 8 fora da série sexagesimal; mas,

: & ke g '} 1 I
ao contrdrio, a decomposigdo andloga — =—+ +

; : ] _‘Z[ 42 0671 <71
nio ¢ dada, ainda que 42 seja escolhido para valor de M num
caso menos favordvel ». 2

or Z 3
De facto, as decomposigbes correspondentes a 7 5 e —

97
estio compreendidas na formula apresentada por Tannerg;
mas que os Egipcios nido a conheceram, resulta claramente da

decomposigdo adoptada ia Como jd expliquei e resulta do

’

exame dos diferentes desenvolvimentos, o factor M=20 ¢
. : 5 2
usado muito ldogicamente na redugdo de 31 €0 emprégo de
I
s 2
M = 56, na decomposigio de —, tornou-se absolutamente ne-

cessdrio, porque a M= 6o corresponde uma fracgdo elementar
com denominador igual a 1164.

Lé-se ainda nas Questées heronianas ('): «O multiplo 36
ndo aparece sendo uma vez

L SR P L TSR BV
59 36 362<59 4><359 ' 9><39

eni logar de

2 1 1
©) B 3o Joxiy

emquanto que

;e SRS T e R TN
@ 530 305<53 63X T 155<53
em logar de

3 | SRS M ST T PR
& 53 36 3><53+g><53+u><53'

(1) P. Tannery, ob. cit, 1. 2.%, pigs. 143 € 144.
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« Daqui por diante ndo hd mais multiplos de 12 antes de 6o:

71 40 40X’

2 1 104544 < 3 1 ! 1
fﬁ_ﬁ=___-_4o><ﬁl , em lugar de i 4m><ﬁ|+_ﬁ'|8>< o
2 1 845 2 1 t 1
R g em lugar de 5 ﬁ"|:><57+|8><67’
i—-l-—s—_]_—i em lugar de ;Ta- 7 ey,

«Mas 6o aparece antes que seja necessdrio

NG O L 3L LA B S
) o™ Gox<73 ° em logar de 7 - 40"-40)(;;3’
2 1 z20-L154-6 3 £ 3k o
720 60 6079 ° em logar de Sy e §

Pelo que tem sido dito, a decomposigdo (6) ndo podia ter .
sido empregada, e (7) ¢ preferivel a (8), como jd foi explicado. '
M=40 ¢ M==60o sdo empregados para substituirem os fac-
tores 36 ¢ 40, exactamente, quando se torna necessdrio; com
efeito, tem-se i

182< 61 == 1008, 18><67 = 1206, 36><71=12556;
402< 73 = 2920, 4o0><79=13610;

0 que mostra que, ao contrdrio do que se 1€ nas Questdes he-
ronianas, niao podem ser empregadas as decomposigies de
3.9 2 A

7y = € — com M =36, nem podem ser empregadas as de-
o1’ &7 Tt :

composigdes

7 e % com M= 4o.

: g ;
Passando agora a considerar as fracgdes ? em que p ¢ um

. . - i
numero composto, verificimos que entre T € on 08 valores de p

sdo: ou poténcias inteiras simples de 3, de 5 ou de 7, ou o pro-
duto de dois factores primos, um dos quais ¢é 3, 5 ou 7, figu-
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rando 3 ou o seu quadrado em treze fracgdes

2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 b |

v 2
() W o 375—}' LA T 3;- & a}. ;gy o at E’

5, em cinco fracgdes

2 2 2 3 2
(B) 39 3% &5 B5 g5’
e 7, em duas fracgoes
2 2
1 —y =
9 r R

As fracgbes em que entram simples poténcias de 3, 5 e 7,
sdo:
2 2 2 2 2

{3) 'é’: E- Es 35 E

Dum modo geral, as trese fracgoes (a) e as trés pri-

: - . 2 .
meiras (3) estio compreendidas na forma g0 8 cinco frac-
¢Oes (B) e a 4.* (3) na forma :Tz’ e as duas fracgGes (1) e a 5.* (3)
na forma Ti“'

Pésto isto, verifica-se do exame da Tdbua de Ahmes que,

em todas as fracgGes em cujo denominador entra 3, como
factor, os desenvolvimentos obedecem as seguintes relagbes

® P o e £ e

a T 24 O
\ ; : 2
de acordo com a regra enunciada no papiro para obter os 3
duma fracgdo.
. e, T .
Os desenvolvimentos das fracges 5; Mo compreendidas
. 2 = 2 *or
na forma g5 € 08 das fracces —; que se ndo compreendem
nas formas anteriores, obedecem, como regra, as relagdes

(9)

‘-I'II~
& |

_%,iz(é_+_'.)."=3_"r+_i_

a 15/ a 15a

2 2

i L 25 W G SO U
(10) ',‘:_a'n?lzs(:—i_zg)a 4a  28a




74 ASSOCIAGAO PORTUGUESA PARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

andlogas a relagdo (8). A regra expressa nas relagbes (8),
(9) e (10), fazem excepgdo, apenas, as seguintes fracgoes

{{I } :‘.— L= : = - 3 1 = 3 l == ; .
35 5Xz 55 5’ 95 539 gr 23<13?
- 2 2
sendo os desenvolvimentos de 55 © 95’ correspondentes a
Asay Td s o
55 iF 5% oS 19 5
em vez de
w g o el Rt Al T
R o R T
. 2 2 . i
e 0s desenvolvimentos de 35 S op compreendidos na formula

2 e et e S
ab aba—l—i aa—l—b ba-i—b

# - 2
Porém, todos os desenvolvimentos das fracgbes > em que

p € um nimero composto, estdo dentro das regras e preceitos
que serviram para fazer as decomposigGes no caso em que

¢ um nimero primo, com as simplificagbes que resultam de
ser p um multiplo de 3, 5 ou de 7, pois que, neste caso, de ser

A aM - aM = a M S a M
(13) 5 =M™ Tax< M’ =Sax<Mm’ 7a><M’

resulta que as redugbes em fracgbes elementares se obtém
muito simplesmente, fazendo

aM=3+41, ou :\I—g'-:é_—lnx, no 1.* caso;
aM=54+1, ou M-E?-% no 2.* caso;

aM=m741, o M—Z$=4, no 3. caso.
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E, tem-se, entdo, com facilidade,

| P = 3a)y 3a 3Ja><a2 3lax<a ta+ﬁa'
=><3_5:|-_-1 i

g7 S
F = oul Sa 5a><3 Sa><3 3a+|5a

- B 2 > ) el ek
F =23 ?_a :,'a_b-(‘g ?’.ﬂ':l:(‘:j 4a+iﬂd'

Estas redug6es muito simples e com factores simples 2, 3, 4,
todos divisores de 12, sdo, em regra, as da Tdbua, fazendo
excepgdo as quatro frazgSes (11) cujos desenvolvimentos porém
se nao afastam ainda das regras e preceitos que tém sido indi-
cados.

De facto, a redugdo da Tdbua

¢ P STk O
E—so+33o'

obtém-se da expressdo (12) sob a forma

2 a M

7 saxM
at1

fazendo 2 M=a+1, ou M="-——, No caso sujeito, tem-se

2
M—-”+1=6,uque dd

2 S ¥, D BT | 35 1
30+

55 5><Hr 55<113<6 55X 11>6 3%

As redugdes

iy T 1
35 30+4a’ g1 ;m+136'

obtém-se respectivamente das expressdes (12),

2 a M 2 2 M

P Sax<M p jax<M

em que 2M=5+a, 2M=7+a, ou M—Szﬁ, M_l?_
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Nos casos de que se trata, vem
E s PN o WAL o ST RN
35 5Xg 5X9Xx6 5576 3o @ 4

3 axio - 1347 g Gl
gt 713 7Xi13X1w 7X13Xi1w0 70 ' 130

representando esta ultima decomposi¢gdo o tnico caso dum
factor M < 12, que néio ¢ divisor déste niimero, mas de 6o.

§ 3 = 2 % ot
Se aplicarmos a redugdo de o5 Processo idéntico ao usado
9 19+ 5
2

g ;
nas decomposigdes 73 € Th resultard M = =12 e

3 .3 o axiy o W FEN, e S
95 319 5XXigXXiz 5XigXiz 6o ' 328

ou

AR ubin o S BN R
+380+5-

T 519> 12 70’

como resulta da comparagdo déste desenvolvimento com o que

; 5 2 : £ . i
foi obtido de —- e consta da alinea G), como € facil verificar.
]

VI

De tudo quanto tem sido exposto, resulta ter de reconhe-
cer-se que os Egipcios para a construgiio da Tdbua de decom-

o = 2
posigdo das fracgbes S em que n< 50, usaram de pro-
cessos gerais com as modificagGes correspondentes aos di-
ferentes casos tratados; mostrando as diferentes redugdes
apresentadas a variedade dos seus conhecimentos, e, em ge-
ral, o justo critério com que foram escolhidos os polinomios

‘da decomposigdo, como ja vimos no exame detalhado dos pos-

siveis desenvolvimentos que apresentdmos no caso de p ser
um numero primo, ¢, como se pode ver da andlise dos desen-
volvimentos que provém da aplicagdo dos critérios de redugdo
que estuddmos, no caso em que p € um nimero composto,
clesn:nvo!vimentus em que se veriﬁgam os resultados que se-
guem.
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a) — Redugdo de % -

3 L _E:i-_') . il o ROR ¢ T TP L R ANE S |
PRM) amd), Mm= s T T G B T

-$3-G )b

¢ a decomposi¢do da Tdbua, e a tnica possivel, dentro dos
critérios de reduglio que foram estabelecidos.

b) — Reducdo de % —

p=3a), a=5), Mn-?"i"

) PR NS foy WL TR e
15 35 IdE<a i |0+30'

L

M__S_—{—]) o Ty o SRR L
e forh 3 BEBRG  DXDG

R e R k¥

M=5~_+_3) = Do B Upecet 1,7 RSN L, T A IR &
2 S o1 PGS DG DG |a+:o'

I

] I
S,

O primeiro resultado, evidentemente mais comodo e mais
pritico para os cdlculos, é o da Tdbua.

¢)— Redugdo de e
21

¥l R SR G P § IR T SR R Gl
Fanda)- eyl Mot )' 31 Pz Ixpa IX<a 14 49

_l._'_=(L'_'_).L.

F 1 ' 6 ot

e I b VR b L RS T |

3 g Xy By 12 ' B
i [tk ) e,

=? T_(4+:3)3’

M=7+3)‘ Mot ol BCH gl 2

31 <y B DCyXS 15 ' 35
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O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua,

O dltimo nio

deveria ser empregado por ser M =5.

5 2
d)— Reducdo de -

p=173a), a==3), 2

2
.
3

54-1 2 3
M=) ==
f )‘ 2% B35

=)

B F 3 R L R0 Y ¢
BX5<3 <53 15 g5

E a decomposigio da Tdbua e a unica possivel dentro dos

critérios estabelecidos.

- 2
¢) — Redugdo d ~

ok Mt TN Dt s AR Al e d ik
p=73a), a=q), -'"'—~—) 7" 3xg Ix<g<a I<g<a 18+54'
_.";.L=(_ ﬂ)i
i 9’
a1 1 IN
o g (E+ls)3
" 0 R m NS g o
e i ) 27 <o <5 TGS 15 .35'
M_aﬁ) Ao ar  axb bl bt
2 S 37 g IH<g<b Ixo<b 18 54
O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua. O segundo,
correspondente a M =5, néio deve ser usado.
2
f)— Redugdo de 73—
] i = Ty G S 1958 el
p=3a), amun), M="="") 3= 3u1 31 311X n+ﬁﬁ
e T e T )
3 ( 6/11’
41y a__ 3 26 1t+_|_ SRR S
- )'ﬁ It 3116 3>X11<6 8+|98'
-5 r=(5t+a)s
G PR i NEARS Sk

A 1|—',—'5) 3R
- n_ﬂ £] o

IXi11X7 3Xux7 a1’ 37
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O primeiro desenvolvimento é o da Tabua. O dltimo,
correspondente a M==7, nio deve ser usado,

3 2
g) — Redugdo de 5

5 N oy Tl TR TR L I O N
gt B e - )’35 <7 573 5¢><3 w105’

MﬁF_*H) et e B IR T T e ol s
2 S 35 X7 <D<y <p<4 20 ' 140

M-zﬁ) S Sin USRS R VYT
a S 35 BX7 ExgX6 5<y><6 o' g

O ultimo desenvolvimento é o da Tdbua, como jd se viu.

h) — Redugdo de %.—

pmia), am13), _3—|~t)’ 3 3 2>413 341 ’i:_j+l

2 39 B<i3 Ixidx<a | B<iiea 78’

2 1 1 1\ 1,
s ot e 0 1

M_:B—]—:) 3 e gy 13y _:+_: >
" 39 I3 3Xudxy <<y a1 o273’

2
T o g <03 BGPB DO<B 24 | 104

-3 4Gt

O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua. O segundo
ndo poderia ser usado por ndo ser M =17, divisor de 12, po-
dendo usar-se M =28, conforme o terceiro desenvolvimento

2 I I I I
que, sob a forma -—-_—-__+E+

que o primeiro.

+—, ¢ menos comodo
£33 a4 312’
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i) — Reducdo de i
¥ 45

pP=73a), a=15), M-;_.?}'} < A MRS bl PP o

2 I 1 1 1
o £y

atli:,

’.f='5+') 2 3' o axB b

4

O primeiro desenvolvimento, muito pritico e comodo, € o
da Tdbua. O ultimo, correspondente a M =g, ndo deve ser
usado. v

Notando-se que a redugdo desta fracgdo se pode fazer em
relagdo aos factores 5 e g da de\.umpor.u;du de 45, poderemos
considerar os desenvolvimentos que seguem:

M’=5:|:.3 r). a g ad S4r o

25 539 5Xg><3 :»><g><4“a; 135°
M_ﬁ-__') § I BTt b MY L. i D Y B
T e 45 5pCg SMGICS  SDCOCS © 35 Ay

MEM). L ST Y R, e ! B i
2

45 52><g 5XgX7 5Xgxx7 35 63

Déstes novos desenvolvimentos, so seria de considerar o
primeiro que reproduz o terceiro da decomposigdo

45 =315,

Os outros dois, com M=5 ¢ M=7, ndo podiam ser
usados.

j) — Reducdo de s
U

s ,_L+_) i A e A Y
RS Ay TR AP BT

E o tinico desenvolvimento possivel, e ¢ o da Tdbua,

B o
45 KI5 Ba<a <2 o + 90’

35 3X15 3<15<B B +560’

w__lflﬁ - a3 oo aXg e 1543 _+_
oAy ) 45 5 a5y B<i<o a7 ' 135
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= 2
k) — Reducdo de T
341 2 3 212 341 1 1
- ] J’l = —_— = = — —
s gl 2 )’ 51 By XKpa Bxagxa 34+ 102’
i ey B oS g TR,
3 17 (: + 6/17’
u_lﬁi).iz S L.« TN L 2 T | 4
3 S 5t By B<ugxg Ixapxg a7
*s,;=l-£.|ﬂ) SN FRRN Tl [ PG | 4, o S L35
2 J 5t 3Bz B<azxio 3x<izXio 3o 170

O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tédbua; corresponde a

regra geral para obter  duma fracgio.

3
O segundo desenvolvimento, correspondente a M =g, nio
; 1 "
deve ser usado, mas, sim, M= m:}aﬂz e <17, que daria
Ao 3 . tXxn _ﬂiﬁi_ L Lt L
5t 3y 3><1?><11 3>(1?>\.n 153
3 1
17 A § g -1 08) 3

menos cémodo que o primeiro.
O terceiro, como regra, ndo deve ser considerado.

I)— Redugdo de

Van t:i}ﬁ'-)‘

55'
p=3ia), a=n), M= k:—')

QU SO 1.t SN L. o SIS T
55 i X3 <3 33 T 165
I X R e T T T
5 11 (3+15 1
. & 226 1T _+-L
55 55X <ai><b <i<6 30 | 330
c Jje® sty s Tl T
R L L
v P TR e e Bl b ey +_
55 <X 5<i<8  <ii<B jo

O segundo desenvolvimento, como j4 foi dito, ¢é o da

Tédbua.
¥
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S
m) — Reducdo de oy

pu 0. LR SR WAALE b e L T e ey 1
Pmidy a=i0h M 3 )‘ 57 3xig 3IHig<a IxXig<a 33+u4'

el

s ) i SR WS L BT L e B B
e } 57 B<ig IPx<ig I<igXio 3o+5?n’

M,,.wﬁ)_ D SO P ot el L b Al TS
2 57 <19 B<ig<ir 3<igXnr 33 ' 209

O primeiro desenvolvimento é o da regra e o da Tdbua.
O terceiro desenvolvimento ndo pode ser considerado pelo
motivo que temos apontado relativo aos factores M. Se na
decomposicdo correspondente ao segundo desenvolvimento,

o .
usdssemos o factor M= 12 que é }?9 e < 19, resultaria

: GG VRPN ¢ RS L 3.0~ N W S S
57 3>19 3>19X12 3>19X1a 36 228 ' 349’
WS LS L ¢ L)_L_i.L
TR 114/ 3 A
& 2
n) — Redugdo de 3

3 2_2><2__3+1._L+

I
—

63 P<ar 3I<a><a P<ara 42 ' 126
SR et LS e Sl R o
s e T (:+G)z|’

PR L ool W UL Wi o] R | L ] TS R
(s SR 63 <ar P << 33 3°

< L o
p=ta) amau, M=2E"),

M_a.-:i:?), ¢ PO PR ., § USRS | S, S I R
2 63 3> Xz 3xarx<ia 36 7 aha
1 1 1 2 I
ﬁ+§'4)"§ 21 3

12 2

O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. O segundo,
que corresponde a M=11, ndo pode ser eonsiderado, de-
vendo servir quando se quiser recorrer ao factor 21, o valor
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; . 2
M = 12, cujo desenvolvimento comparado com o de 27 para

M = 4, dd um desenvolvimento igual a 211 %

E, como 63 é também igual a 7 x< g, poderemos considerar
as seguintes decomposigbes:

=1
252"

Hz_l:u) l- 2 = 2)(& p— I+| =L_{_‘
2 63 9><g g7XoX4 7XXgX4 36

M:-&:l) i 2 -_2?(_5—..“__9__1_1_ . 1 +3l .

63 73Xg 73X9><5 7%9><5 35 313’

M_Biz) LSS MG L IR - o MRS W
2 63 7Xg 7><gX8 7XgxX8 56 72’

dos quais a primeira reproduz o terceiro desenvolvimento cor-
respondente a 3 > 21 e a segunda nido pode ser usada.

0) — Redugdo de % —-

G, & AR YT SRS ING s SIS L TRENSRL o |
pe=ia), aem13), M== ) 65 5313 5X13X3 5Xi13X3 39+E'

S SN L T T
R e (3_+|5)l3’

M,:ﬁ'i’)' G Gl I . WP i, . MU 1 T S
2 65 5313 5237 5Xi3x7 35 ' 4557

M_13i5} e ST e o Bl L e
2 65 5213 5X1Ixg 5Xi1IXg 45

1
oL

385

() primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. Os outros
dois ndo podem ser considerados, pois ¢ M=7 e M=g. No
segundo, recorrendo a M =8, resultaria

2 RO F 4 SR £ Ly ot L ot AR 1 1

65 S5><13 53X13X8 5><13>X8 40 @ 260 520

~GHata)ima
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2
p)— Redugdo de B

o v T ey sy . TR D T e T 1
p=3a), a=23), M="—) = ™ i Db 46 18

2 =y 1 N\
33 (?Jfﬁ):a'

IO L oy e SR PR T RN, 2 SRS T
-"_)' 69 323 3xad<ia P<aP<ia 36 ' 828’

3 1 1 W
o ase g t2+176)3’

MY 2,213 89495 1 p L
v )‘ 6o 3x<aP<i3 3Ix<aB<i3 39 ' 200

O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. O terceiro,
correspondente a M =13, ndo pode ser usado.

= 2
q) — Redugdo de = e

S b B RO i ., T SIS .3
;.vnl'fa). a=15), Mt_-:_} 75

I 1
<25 Gai<a <ai<a 5+i.‘m’
2 1 I o e
=3 w=(rt5)st

AF 25+t), 3= a _axX1) o S

1
75 3xas  3xa5<13  3x<a5xi13 69

+-
MJ5+3) el o d3Ra Loaleed L AT A
iy ' a5 a5 I<a5Xig4 I<al<iy g2 3%

O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. O segundo e
o terceiro ndo podem ser usados. Querendo porém recorrer
ao desenvolvimento correspondente a a = 25, poderemos usar
M = 15, divisor de 6o, e a redugdo dard

2 - i o TR N o 1

75 33<25 35<25><15 3><a25X15 45"':25

Fazendo agora as decomposigbes correspondentes a decom-
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posigdo 75 =>5:< 15 tem-se:

M__S—l—l)‘ Boainie o I o ABNE, b
T 75 5215 5X153K3 S5X15X3 45

M_IS-IH) St s AR MPR L
3 S 75 5315 5Xi5XB 5158 40 ' 6oo'

M_:S-{-S) Ao iAo L B35 I e
2 S 75 5%i5 528X 5Xi5Xi1w o' 15’

-+

I -
225’

Destas redugGes, a terceira, muito simples ¢, como jd se
disse, mas obtida por outra forma, a da Tdbua.

— Reducéo de 2. —
r) educdo -

- - STE Faeiial Liisag el g iyt Ty
p=7a), a=u11), M- z)’ +308'

71 P<0 X pan<g a4
e b e R N
e g (4,'{-13)[|l

141 2 3 __ 3XxX6 _ 11 1 1

2 77 7<ur  P<nx6 ;.-)(n){ﬁ-z;-i-;t_}z'
3 1 i 1y,
her=(etghs

t-.r_"'H') B et mm a PSS LU L TR
: 2 S g7 X pXa<g 7xXuxXg 63 ' o

O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua, O ultimo ndo
pode ser considerado por ser M =o.

§) — Redugdo de 8_21 —
e T el (R TR Ty - B B o Lo
e Mo (o by 2 ) 81 3<ay  3IXap>a  PXa<a 54+|6‘:'
RIS RN B A TR
3 5_(2+6 ay!
i 1\ 1 T G
(:_8“!_5 T 9 3?
M.na;:-]—:) 2. ‘8 _ cadig g3l G o
2 ) 81 <y Pap<ig a4 43 udg’

WL = . ) G RS 1. 4 o G L T ) SR N
M ) i By Bapas  Pap<s s s
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O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. O segundo,
conforme as regras relativas aos valores M, ndo podia ser
usado. Como € também 81 =g x g, poderiamos ensaiar

ng-{—t)’ RO UESRRITT 5 SR o ol e 1
- 2 81 oo 9g><gXX}$ 9><g><5—45+$3’

que, correspondendo a M =5, ndo pode ser consideradc.
1)— Redugdo de gz. —

af e et TR EPLE b o3 AR o LR S
p=3a), a=1y), M:-—;—— 85 <y Bapd Bapd 5|+-355'

=5 srlita)y

ﬂtz-i-: SRR, SRR N - 4 R | o SN ] D
i )’ 85 iy BXip<g 5xip<g 4.5+765'

M7 2 2 axXu _ 1745
2

I
8~ <1y S<ap<n | S<ap<in =R 187

O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. Ao segundo
desenvolvimento, conforme as regras enunciadas, deve subs-
tituir-se

L rre s _‘7+4+3_l+L+L
85 5317 5Xi7>Xia 5Xag>Xia 6o ' 252 ' 340

I W g, e e
1z+51+l58)5 17§

O terceiro ndo pode também ser usado.
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O primeiro desenvolvimento é o da Tdbua. Como temos
dito, o terceiro, que corresponde a M= 16, ndo podia ser
usado, e o segundo, s6 como excepgdo. Recorrendoa M =24

queé}?c{:g, resulta
I MR LIRS LR T L T S R R B
87 3329 3IX<a9><a4 3x<a29>< 24 72 ' 174 ' 522 ' 696’

1 [} 1 [} 1 2 1
gl R R et

e 2
») — Reducdo de R
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2 1 bl G, 1

s 7 13 (_4+ﬁ);§’
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3 S g1 203 g A<y 49 ' 6377
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: gt a3 pKa3xie Pa3<ie 0 | 130

O ultimo desenvolvimento, muito simples, é o da Tédbua:
e €, como dissémos, o unico caso adoptado de decomposi¢éo,
em que figura um factor M menor que 12, que ndo é divisor
déste numero, mas de 6o. O segundo ndo pode ser conside-
rado, tendo, no caso de se querer fazer a decomposigdo recor-
rendo ao factor a=13, de recorrer ao valor M =8, que dard

g1 72<13 73138 138

1 1 5 U anal
=(Ftatmh =3

I 1 |
“E+§—+?Ta,

2
T
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O primeiro desenvolvimento ¢ o da Tdbua. O segundo e
o terceiro nio podem ser usados.

Ao segundo desenvolvimento, de acrdo com as regras re-
lativas aos factores, poderemos substituir

P TR e AR S T e _E__{___L
93 3IX3t 5X3ixaw 3IX3I1Xao 6o 372 ' 465

oy e e il B B e b S
—(au+|:4+|55)3 $an- 13"

2
¥)— Reducdo de g
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g5 S<ig 5X<igK3  X<ig<3 57 ' 285
S Wy S LR
5 lg_"(3+15)lg’
M 1g+:) I TSN T RO | L —_l_+.-'—-
TETIT) g5 B<ig  B<igXio 5<ig<io 5o ' gSo’

M-lg"}_) -?—ﬂ 2 = ZXI? — l9+5 -l. L
2 ) o5 5xig <ig<iz 5Xig<ia  Go ' 228

34
o 5"}: a=1g), M-T)u

De acérdo com as regras que tém sido expostas, o segundo
desenvolvimento ndo deve, como regra, ser considerado. O
terceiro desenvolvimento ¢ simples e mais comodo que o pri-
meiro; com a forma, talvez posterior, de decomposigdo

S s ML G R L e h
95 5><1g><12 5>i19g>X12 6o ' 380 ' 570
1 1 B e

E+7—6+u4) 5 19 5’

obtem-se o resultado da Tdbua.
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Déstes desenvolvimentos, s6 o primeiro pode ser conside-

-’ s 2 -
rado; é o da regra geral relativa aos T duma fracgdo e o da

Tdbua. Ainda poderdo ser estudadas as decomposigdes rela-
tivas a g9 =0 > 11, COMO segue:

M@kt wd i aX ol ot et
2 ) 9X11 g5 g>X11X5 55 495
M—-_.._“+_l)| e R = 2 X6 =_”'_:I:._-..l =..!.+_I_
s ok 1y g9 9x<i1 gXnxX6 gXnx6 34 504"

Mgﬁ"+9) TN R v T SR L T S A O T
2 90 9X11 gxX1xiwo gxXuxXiwo g ' 1o

dhs quais a primeira, correspondente a M =5, nio pode ser
considerada, e a segunda que corresponde ao valor achado

para 99 =23 x 33, no caso M= “_sz_“;“ ndio apresenta vantagens

prdtizas sobre a que foi adoptada na Tédbua, ao contrério da
tltima que parece preferivel nos cdlculos; o que levou P, Tan-
nery, a proposito do exame déste caso e do da decomposigio

2 o
de 35’ expressa na relagdo

2 1 1

—_—

Sh o T ael
decomposighes estas obtidas em condigGes idénticas as que

0s EgiPcius empregaram na redugio das fracgoes ,j,i e i, a
dizer (Y): LG5

«Elas correspondem a férmula A e + , CUja
g ptqg ptyq
A i
aplicagdo sistemdtica teria_permitido satisfazer, em certos
casos, o desideratum dos é{ipcios mais completamente do
que o desenvolvimento da Tdbua. »

(o e
O exame das decomposigbes das fracgbes —, no caso em

que p ¢ um numrero composto que, em detalhe, apresentdmos,
mostra, como foi dito, que na Tdbua de Ahmes se compreen-
dem, em regra, os desenvolvimentos mais favordveis para os
cdlculos. E, sendo certo, evidentemente, que os El:gipcios

(1) P. Tannery, ob. cit, t. 2.% pdg. 146.
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desconheciam a regra geral, expressa na formula de Tannery,
e N
devendo ter chegado as decomposiges 35 © o7 que se com
preendem nessa férmula, pelo critério simples e geral que
= e !
expus para todas as fracgdes —, de multiplicar os dois termos
desta fracgdo por determinad‘gs factores M, que, no caso de
a+tb : A,
ser p=gab, podem ter o valor S devendo porém elimi-

nar-se déstes factores os que ndo forem divisores de 12, mul-
tiplos déste nimero, ou givisores de 6o, resulta verificar-se,
como vimos, que a decomposigio a que corresponde a férmula
de Tannery ndo é aplicdvel as fracgoes

2 2 2 2 2 2 2

- A ol L e | - el S
E,;’B,E’B,E‘E,E’Q#E,E,Fa.

g nicly 2 2 "
isto ¢, a0 maior numero das fracgbes 2B podendo aplicar-se

AT SO :
as fracgoes —¢ ¢ — apenas quando consideremos os seus de-

nominadores, ndo sob a forma geral de multiplos simples de 3,
mas sob a forma especial 75 =515, gg=9>11. No caso

e ., :
das outras fracgoes 5 38 redugdes mostram, em geral, o justo

_ critério do emprégo dos desenvolvimentos da Tdbua de Ahmes.

VIl

Se examinarmos agora as outras decomposi¢Ses em frac-
¢Oes elementares que se encontram nas Quesldes heronianas
nos caFitulos 11 e seguintes, vemos que, quando o numerador
¢ igual a uma soma de divisores do denominador, se fazem
simplesmente as redugées, mantendo, tanto quanto possivel, o
rincipio egipcio de ter os menores denominadores possivel.
e o denominador € um nimero primo, ou se no numerador
ndo se contém uma soma exacta de divisores do denomidador,
faz-se a decomposi¢io, multiplicando ambos os termos da
fracgdo por um numero M conveniente escolhido, de acérdo
com os critérios e regras que julgo terem sido adoptadas no
papiro de Rhind, e que foram jd expostas.

5

Em especial, ] decompbe-se também, usando os desen-






