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idénticamente se procede para outras decomposigGes.

Do capitulo u E as Questées heronianas destacamos as frac-
¢Oes que seguem, indicando o processo simples da sua decom-
posigdo:
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Também nos capitulos u1 e 1v das Questdes heronianas se
encontram reducdes que convém considerar, pois que os poli-
nomios do desenvolvimento apresentam termos negauvos.
Néo obstante, como se observa, os processos de decomposigio
ndo sé ndo apresentam a menor complicagdo mas, ao con-
trério, sdo bastante simples, como se verifica nos seguintes
exemplos:
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Estes e outros exemplos que poderiam ser apresentados,
mostram, como na logistica grega se procedia a decomposigéo
em fracg¢Ges elementares, por processos simples, inteiramente
de acérdo com o método egipcio, embora com as modifica-
¢bes atinentes a cada caso especial tratado, ndo sendo ne-
cessdria especial habilidade de cdlculo (*) para proceder as
transformagdes necessdrias que, como temos visto, decorrem
logicamente e com téda a facilidade; havendo, em meu en-
tender, como atrds ficou dito, vantagem em adoptar, em certas
questdes, o sistema mixto do emprégo de fracgSes da forma
moderna e sua decomposigido em fracg¢des elementares, como
se faz nos cdlculos da colecgdo heroniana e de acbrdo com a
tradigio grega, mantida pelos bizantinos, através dos séculos.

(1) A proposito da decomposigio da fracgio It‘:;_?;%' qué se encontra no
apiro de Akhmin e que o distinto professor Gino Loria apresenta sob a

orma
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diz o mesmo sdbio erudito (Le sc. es. nell’Antica Grecia, Milano, 2.0 ed,,
pég. 777): = A simples inspecgiio desta série de transformagGes faz ver
que, para aplicar éste processo, é necessdria uma ndo vulgar habilidade
calculadora »,

Neste exemplo, no entanto, a decomposigio de 6460 em factores pri-
mos ¢ a formagdo dos seus divisores 4, 5, 17, 19, 20, 68, 76, 85, g5 menores
que 3239, mostra facilmente o caminho a seguir, inteiramente de acérdo
com os principios simples de decomposigio expostos
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LIGACAO DA DIVISIBILIDADE
COM AS DIZIMAS

POR

CARLOS EUGENIO ALVARES PEREIRA

A proposito da resplugio dum problema de Aritmética
racional de Azevedo Albuquerque, encontrei uma propriedade
dos nimeros, muito interessante, que estabelece a ligagdo in-
tima entre a divisibilidade e as dizimas.

O problema a que me refiro, é o seguinte: achar um mul-
tiplo de 7 formado sdbmente pelo algarismo 9. (Converte-se em
dizima uma fracgdio de denominador 7).

. y S : o
Com efeito reduzindo a fracgdo — a dizima, a fracgdo ge-

netriz desta dizima é 518-531

Invertendo a fracgdo vem

999999 _
142857
e portanto

999999 =7 > 142857 =m. 7.

Resolvido o problema, procurei relacionar o processo se-
guido para achar a divisibilidade dum nimero por qualquer
divisor, com éste caso particular dum nuimero forgosamente
divisivel por 7; e assim, reparando que os restos das suces-
sivas poténcias de 10 por 7 se reproduzem periddicamente e
sdo 1, 3, 2, 6, 4, 5, ¢ decompondo o mimero 099 em uni-
dades de diferentes ordens, teremos:

099909 =0 > 105+ g < 10* -} g< 104 g =< 108+ g <1040
=9x(7+3)+9x(7+4)+9x(74+6)+9x(7+2)+
+9%(7+3)+9=7+9x(B+4+6+2+3+1)

=M. 7.
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Fica assim demonstrada a divisibilidade por 7 ndo s6 dos
nimeros constituidos por seis algarismos iguais a g, como
de todos os numeros constituidos por um nimero de algaris-
mos iguais a g, multiplo de 6, visto os restos das sucessivas
poténcias de 10 se reproduzirem periddicamente, e portanto a
sua soma ser periddicamente multipla de 7.

Com efeito,

099999999999 = m. 7+ 0 x 42 =m. 7.

E agora ¢ notério que todos os mimeros constituidos por
seis algarismos iguais ou multiplo de seis algarismos iguais
sdo divisiveis por 7; assim, se o mimero f3sse 111111, 0 mesmo
raciocinio levar-me-ia 2 mesma conclusio:

ittt =10+ o'+ 108+ 10?2410+ 1
=(m. 7+35)+(m. 7+4)4-(m. 74+6)+(m. 74+2)+(m. 743)4-1
=m. 7+G+4+6+243+1)
=m. 7421
-=m. 7.

Procurando investigar se a periodicidade dos restos arras-
tava a divisibilidade dos numeros constituidos por algarismos

. . . - 1 i .
iguais, reduzi a fraccdo — a dizima e obtive um periodo de

13 0?5923

seis algarismos, cuja fracgdo genetriz é ——=— e portanto

999%9— 13 (multiplo de 13) ou g (111111)=m. 13,

como se um numero divide um produto, e é primo com
um dos factores, divide o outro, segue-se que 13, divide 111111
e portanto todos os nimeros constituidos por seis ou multiplo
de seis algarismos iguais.

Deixando, porém, éste caso particular dum numero for-
mado por seis ou multiplo de seis algarismos iguais e repre-
sentando por # o numero cujo reciproco gera a dizima o,
(abcdefg) o que corresponde a fracgdo genetriz ot/ |
mos 1 _ abedejy d’onde =1; € como ga =Q x

n 0009999 9999999 = n; 9999999 =9

> ITILIIT Serd gx11ltiti=n e para todo o nimero n primo
com g serd 111111t =m, n. Ora como todo o nimero primo
com g € primo com 3, visto que g=3? e, como todo o nimero
primo com uma poténcia é primo com a sua base, podemos

tere-
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concluir, generalizando a investigagio, que fodos os niimeros
primos com 3 cujos reciprocos gerem digimas periddicas sim-
ples, sdo divisores dos mimeros constituidos por um mimero
de algarismos iguais ao nimero de algarismos do periodo.

Osservaghko. — Os niimeros que ndo forem primos com 3,
cujos reciprocos gerem dizimas periodicas simples, sdo divi-
sores dos numeros constituidos por tantos algarismos, iguais
a g, qnantos forem os algarismos do periodo.

Reduzindo 75 @ dizima, obtém-se uma dizima periédica
I

mixta, com efeito .—gno,o(2857t4), cuja fracgdo genmetriz ¢é
28571
-g#epnnanmggggggo=m.35 € Como g9gYgYo=0><1111110
e)'fE; ¢ primo com g segue-se que divide 1111110,

Deixando &ste caso particular e representando por m um
niimero cujo reciproco gera a dizima o,0l(m) e cuja fracgiio
generatriz ¢

9l+m
9oo °
teremos
:_agf—}—m
My goo
donde
goo=mny (9l +m)
Qo0 =m, M
e como
Q00 == >< 100
serd

03 100 =Mm. M
e para todo o nimero my primo com g e portanto com 3, serd
100 =M. M.
Em geral todos os mimeros primos com 3 cujos reciprocos

geram dizimas periodicas mixtas, sdo divisores dos nimeros
constituidos por mimero de algarismos iguais ao mimero dos
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algarismos do periodo, seguido de tantos geros, quantos forem
os aNIgar:'smos do ante-periodo.

otando que os critérios de divisibilidade pelos divisores
de 10"—1 e de 10"+ 1, jd investigados, convergem nos nu-
meros constituidos por algarismos iguais, quando o numero
dos seus algarismos for multiplo de dois e de trés, pois que
sdo divisiveis por 11, 33, 99, quando a soma dos seus grupos
de dois algarismos for divisivel por 11, 33, gg, e por 111,
333, 999, quando a soma dos seus grupos de trés algarismos
o for, e ainda sdo divisiveis por o1, quando o excesso da
soma dos seus grupos de dois algarismos de ordem impar
sobre o dos seus grupos de ordem par o for; recordando que
sao periddicamente divisiveis, por 3, 7, o, 11, 13, 27, 37, r,
91, 143, 1001, quando sdo constituidos por seis ou multipio
de seis algarismos iguais, visto que o excesso da soma dos
seus grupos de trés algarismos de ordem impar sdbre o dos
grupos de trés algarismos de ordem par € divisivel por aqueles
numeros; fica justificada pela investigagdo dos caracteres de
divisibilidade dos nimeros constituidos por algarismos iguais
a conexdo da divisibilidade daqueles nimeros com as dizimas
periodicas.

Para os nimeros que ndo sdo constituidos por um grupo
de algarismos iguais multiplo de dois e de trés, nio conver-
gem aquelas condi¢des de divisibilidade, mas nem por isso é
menos verdadeira a sua divisibilidade pelos numeros cujos re-
ciprocos gerarem dizimas periédicas com o mesmo numero
de algarismos no periodo, ficando assim éste principio mais
genérico, que todos os principios de divisibilidade conhecidos,
visto que o divisor gera todos seus multiplos naturais e pe-
riodicos.

CoroLirio. — Todo o mimere N primo com 2, 3 e 5 di-
vide um mimero infinito de nimeros da série 11, 111, 1111,
Y1 b

Se o primeiro niimero que divide tem i a:;garr'mos, 0S8 ou-
tros tém um niimero de algarismos miltiplo dei. O mimero i
¢ igual ao pertodo na reducdo de % a digima.

-
» *

Estabelecendo como principio que os niimeros constituidos
por algarismos iguais sdo bases de divisibilidade, podemos

7
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simplificar, em certos casos, a decomposigdo dum numero em
factores primos, pela aplicagio da seguinte regra:

Para decompor um ntmero em factores primos, redus-se
o seu reciproco a dizima (supondo que o nimero ndo admite
os divisores 2 e 5) e suprimem-se os faclores primos cujo pro-
duto forma o valor absoluto do periodo, no nimero consti-
tuido por tantos noves quantos forem os algarismos do periodo.

Exemplifiquemos: se quisermos a decomposigio em fac-

1

tores primos do mumero 15873, reduz-se a fracgdo g3 @
z L 099999 _ 158?3
fracgdio genetriz ¢ ey e portanto === =1587J ou

= 15873 < 63 mas ggggog =373 11 13x37 ¢ como
63 =32x7
15873 =3 > 1113 %< 37.
Torna-se, pois, conveniente para poder aplicar esta regra,
conhecer a decomposicio em factores primos dos nuimeros

constituidos por algarismos iguais a g e fazer uma pequena
tabela:

999 =33 37
0009 = 32>< 11 < 101
09999 = 3% >< 41 > 271
000999 =33 <7< 11 13 %37
0099999 = 3 > 239 > 4649
99999999 = 32 < 11 < 73 > 101 < 137
000999999 = 3* < 37 x 333667
0999999999 = 3¥ X 11 > 41 < 271 X 9091
6999999099009 = 33 > 73< 11 < 13 < 37 x 101 < 9goI

e O T O s i OB P D ol i U i
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Desde o inicio desta investigagio que os niimeros consti-
tufdos por algarismos iguais nos aparecem como numeros ba-
lizas da divisibilidade, mas s6 agora se utilizou praticamente
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a conexdo das dizimas coni a divisibilidade na decomposigdo
dum nimero em factores primos.

A exclusdo dos divisores 2 e 5, para aplicagdo da regra
enunciada, simplifica-a, por o nimero, sem aqueles divisores,
gerar uma dizima periodica simples; e ndo lhe tira a sua ge-
neralidade, pois se os numeros admitirem os divisores 2 e 5,
conta-se com éles na decomposigio em factores primos.

. evidente que conhecendo a decomposigdo em factores
primos dos numeros constituidos por algarismos iguais a nove,
fico conhecendo, pela aplicagdo da regra esmbfﬁecida, a de-
composigdo em factores primos dos seus divisores, o que re-
presenta uma simplificagdo na decomposigio dos numeros em
factores primos, operagido por vezes bastante morosa.

O que pretendo, porém, acentuar ndo € tanto o alcance
prdtico da regra estabelecida, mas a generalizagio do prin-
cipio que estabelece a conexdo das dizimas com a divisibili-
dade e com a decomposigdo em factores primos.



SOBRE O METODO DAS TANGENTES
DE DESCARTES

POR

J. PEDRO TEIXEIRA

Professor na Universidade do Parto

Ficou célebre na histéria das matemdticas o método para
achar as tangentes as curvas, dado por Descartes, em 1637,
na sua Geometria. J4 o glorioso gedmertra e filésofo, quando
o apresentou, déle dizia, no seu estilo inconfundivel, e que
bem exprime o seu orgulho e alegria de o ter encontrado:
«Et j'ose dire que c’est ceci le probleme le plus utile et le plus
général, non seulement que je sache, mais méme que j'aie ja-
mais desiré de savoir en géometrie » ().

Foi o primeiro método da tangente, de cardcter geral, que
veiu a lume, e foi éle quem inaugurou a famosa e ruidosa po-
1émica sdbre tangentes, que teve logar naquele tempo, em que
tomaram parte muitos matemadticos, entre os quais, além de
Descartes: Fermat, Roberval, Pascal, Torricelli, Sluse, Hudde,
Huygens, ¢ o frade Mercenne, que também serviu de inter-
medidrio na troca das ideas, que entiio era epistolar.

Da correspondéncia havida eatre estes matemadticos, inserta
pas obras de Descartes e de Fermat, e largamente citada pelos
historiadores, se depreende que o debate nem sempre correu
com serenidade e compostura, por que alguns dos contendores
se apaixonavam demasiadamente pgas suas conclusGes e eram
desabridos com os que ousavam impugnd-las ou mesmo sod-
mente criticd-las.

Parece que o mais autoritdrio de todos era Descartes e os
mais alvejados pelos seus desprimores eram,Fermat-—o con-

(1) La géometrie de René Descaries, nouvelle édition (Mpccoixxxvi),

dg. 33. O método de Descartes era antes um métedo de normais, que

€le designava déste modo: « Fagon générale pour trouver des lignes droites

&:._li_coupent les lignes courbes données ou leurs contingents & angles
olts »,
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selheiro de Tolosa — como Descartes as vezes lhe chamava,
decerto, com propésitos desdenhosos, e Roberval, o Rob, por
que também eram estes os que mais vivamente o contrariavam.

A irritagdo de Descartes, com as criticas aos seus escritos,
transparece em muitas passagens da polémica, sendo bastante
curiosa esta, que figura em cartas a Beaune e Mercenne (1):
«Ma géometrie est comme elle doit étre pour empécher que
le Rob et ses semblables n’en puissent médir, sen que cela
tourne a leur confusion; car ils ne sont pas capables de I’en-
tendre, et j'ai composée ainsi tout a dessein, en y omettant ce
que était le plus facil et n’y mettant que les choses qui en ve-
laient le plus la peine. Mais je vous avoue que, sen la consi-
deration de ces esprits malins, je I"aurai rendue beaucoup plus
claire, ce que je farai peut-étre encore quelque jour, sije vois
que ces monstres soient assez vaincus ou abaissés» !

Mas éles ndio se renderam e Descartes morria dois anos
depois desta singular declaragdo, ficando a sua Geometria com
a Forma desordenada, concisa e por vezes enigmitica, que éle
propositadamente lhe imprimiu.

Alguns matemdticos, como Beaune, Shooten ¢ Hudde, pro-
curaram depois esclarecer esta obra; mas a respeito do mé-
todo das tangentes, que ela encerra, apenas o professor de
Leyde o experimentou na conchoide de gicomedes e o burgo-
mestre de Amsterdam propés um método para facilitar a sua
execuglo, sem nada adiantarem sdbre a sua esséncia.

Durante a contenda, os adversdrios de Descartes tinham
notado que o método era impotente para as curvas transcen-
dentes; mas ndo consta da correspondéncia da polémica ou
doutra parte, que duvidassem da sua eficdcia nas curvas algé-
bricas (*), embora recohhecessem que era bastante laborioso.
Também posteriormente nada se tem dito a éste respeito, que
seja do meu conhecimento, e o método figura nos escritos dos
historiadores antigos, e ainda nos dos modernos, e em outras
publicacdes que a éle se referem, com a categoria de geral,
que Descartes lhe atribuiu.

Num interessante e erudito trabalho intitulado Teoria das
tangentes, antes da invengdo do Calculo diferencial, historia
e critica o sr. dr. Anibal Scipido Gomes de Carvalho com
grande copia de informagdes e argumentos, os métodos das
tangentes que tém sido dados, desde a antiguidade, ¢ foi a sua
leitura que chamou a minha atencdo para éste assunto.

Achando esquisitas a natureza e contextura do método de
Descartes, tive a curiosidade de o experimentar em alguns

() Vid. Leon Brunschvicg, La philosophie mathematigue.
(*) Jean Bernoulli, Opera Omma, tom. 1, pig. 73.
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problemas, que logo deram razdo as minhas suspeitas de que
0 método, tomado a letra, nem sequer as conicas devia dar
as tangentes em geral; e que, se Descartes obteve por meio
déle as tangentes a estas curvas, & sua pardbola e as suas
ovais, e Shooten, a conchoide dos antigos, deveram estes éxitos
as posigbes especiais em que colocaram essas curvas em re-
lagdo ao eixos coordenados (V).

S@o alguns désses problemas que vou referir, sem pre-
tender com isso que o método se modifique ou esclarega, por
que ndo poderia rivalizar com os seus ultimos descendentes, e
também porque foi como estd escrito e talvez por ter sido
assim pdsto, que éle exerceu a sua acgdo no progresso da
matematica, abrindo mesmo na histéria desta sciéncia uma
época das mais fecundas e brilhantes; mas para rememcrar e
notar a impropriedade com que foi apelidado éste facto da
historia, que Descartes tanto desejou saber, e que tipha na
conta_das melhores manifestagbes do seu engenho. E uma
reliquia do célebre inventor da Geometria analitica, em que se
ndo deve tocar, e que eu aqui reproduzo, como éle entendeu
escrevé-la, mas traduzida e em linguagem moderna:

Seja f(x, ¥)=o0 a equagdo duma curva e C(a, b) um de
seus pontos, onde queremos achar a tangente. Tomemos um
ponto P (», o) sdbre o ¢ixo das abscissas para centro dum cir-
culo, que passe pelo ponto C e seja PC=s o seu raio. A
equagio déste circulo e:

(x =1+ pr=s
e a equagio

(1) (% Ve—(x—2)) =0

tem a raiz a e também a raiz a' correspondente a outro ponto
C', onde o circulo corte também a curva. Fazendo variar
» e s de modo que o ponto €' caminhe para C e venha a con-
fundir-se com éste ponto, a equagdo (1) deve ter entdo a como
raiz dupla e PC deve ser entdo normal a curva, Os valores
de » e s que obrigam (1) a ter a raiz dupla a determinam-se
do seguinte modo.

(1) Descartes disse depois de fazer estas aplicagdes, onde nio levava
o cdlculo até ao fim: « Et je ne voir rien qui empéche qu'on n'étende ce
probléme en méme fagon & toutes les lignes courbes qui tdmbent sous
quelque calcul géometrique». Devo notar que Descartes tinha dum mé-
todo geral das tangentes a mesma idea que ‘lmje temos, isto é, que é um
método independente dus propriedades especificas das curvas e dos eixos
a que se refiram.
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Dé-se a (1) a forma inteira
a4t g x4 ...t am=0
e considere-se depois a igualdade

Xxm + P P —{—d,.‘\’.‘“"'?-l- i _+._
+ am = (x —ap (x™ 2+ b x" 3+ hxm+...)

e aplique-se-lhe o método dos coeficientes indeterminados.
Obtemos assim um sistema de m equagbes com as m inco-
gnitas 2, s, by, b, ..., que determina s e » (').
Apliquemos o método a estes problemas:
1.° Seja achar a tangente a elipse

2x2+y*—3=0
no ponto M (1,1).
Segundo o método, temos de eliminar y entre esta equagio
e a do circulo (x—#)*+y2=s* e dar-lhe a forma inteira.
Pondo, para simplificar a escrita, 2 =§*—27, obtemos a equagdo
final
x*t2vx+t—3=o0

e devemos determinar » e ¢ pela condigdo desta equagdo ter
a unidade como raiz dupla e para isso devemos por:

xtt2rvx+t—3=(x—1p

e aplicar o método dos coeficientes indeterminados, o que dd
o sistema
t=4, 2v+2=0

que tem a solugdo
=4, v=—1I1

O método resolve neste caso o problema, o que pode ve-
rificar-se pelo cdlculo diferencial, procurando a equagio da
normal e achando depois o ponto onde ela corta o eixo das
abscissas.

(1) A escolha do circulo leva-nos a crér que nesta altura ainda nio
era conhecida a equagiio da recta, que parece ter sido dada por Fermat ou
se o era, Descartes niao quis usd-la, talvez por ser da invengéo daquele
gedmetra...
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2.° Seja ainda achar a tangente a elipse

2x°4+p’+4x+2y=0
no ponto (o, o).
Executando 0 método como precedentemente, chegamos &
equagdo final:
XMt24+20) 0 +H[(4+20P 4264 2] +
+[2t(44+20)—8p]x+ P —4t=0

e depois ao sistema

PP—4gt=o0, 2¢(442¢)—8r=0
que tem as duas solugdes

t=0, r=o; l=4, r=—4.

A primeira ndo resolve problema nenhum: e a segunda d4
a tangente, ndo no ponto considerado, mas no ponto (o, —2).
3.° Seja ainda também achar a tangente a elipse

3x’+3y’—2xj'—6=-0

no ponto (V2, 0).
ara simplificar o cdlculo, escrevamos agora a equagio do
circulo de Descartes sob a forma:

(r—rp4ar=s

sendo » a ordenada do ponto onde a normal corta o eixo
dos yy. Conservando as outras notag6es, e fazendo os mesmos
raciocinios, chegamos a equagdo final

47 =8vy 4 (36— 41) 2+ (36wt — 32 v)y+9—36t+36=0
e obtemos o sistema
9i*—361436=o0, ort—720r=0

que € indeterminado. .

De modo que o método resolve o problema no primeiro
caso; ndo o resolve no segundo, e dd-o como indeterminado no
terceiro.

Devemos notar que nos trés casos a elipse ¢ a mesma e o
ponto escolhido para ponto de tangéncia ¢ também o mesmo.
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A segunda equagdo ¢ a transformada da primeira, quando
a origem das coordenadas se transporta para o ponto M; e a
terceira, quando aos eixos se dd uma rotagdo de 45°.

E para notar, por ser imprevisto, por o ponto M ser ordi-
ndrio, que o método, no terceiro caso, determina o roblema,
se calcularmos » e ¢ pela condigdo da equagio ﬁnalD ter a or-
denada do ponto de tangéncia como raiz tripla; porque entio
aquéle sistema temos a acrescentar a equagdo

6r—ygt=o0
e o sistema assim formado tem as solugbes

Va Va

=2, ]'J'-'E-l—i"; fe=2, Pume— __

3

entre as quais estd a solugdo do i;lroblg.-ma proposto, mas sem
que o metodo de Descartes nos habilite a assinar qual délas
seja.

E ¢ certo que podemos imaginar inimeros problemas a
respeito da elipse e também a respeito de outras conicas e de
outras curvas, onde o método assim se pode apresentar.

Sem outros raciocinios, creio poder concluir-se que 0o método
das tangentes de Descartes, que os antigos j4 tinham excluido
das curvas transcendentes, também para as curvas algébricas
ndo se pode considerar como método geral. ;Mas enganar-
-se-ia 0 gedmetra na classificagdo do método, como 0 escre-
veu, ou teria na mente uma outra concepgdo, que assim ex-

rimiu, em obediéncia ao critério exarado nas citadas cartas a
aune e Mercenne, para confusdo de Rob e seus semelhantes?
Também se poéde conjecturar que esta qualificagdo fosse um
dos ardis, que as vezes tecia, para experimentar os outros
matemdticos.

Seja, porém, como for, é certo que esta produgdo de Des-
cartes provocou o aparecimzanto de muitos outros métodos de
tangentes, e talvez assim ndo sucedesse, se éle tivesse pdsto o
problema em termos precisos ¢ em harmonia com os recursos
do seu tempo.

E o matemitico sublime, sempre primoroso no teu trato,
menos com os seus adversdrios na sciéncia, com quem che-
gava mesmo a ser injusto e cruel (), voluntdria ou involunta-

(') =Parece impossivel que as autoridades deixem andar a sélta na
rua esta criatura, como se [Gsse um animal racionals, disse elle um dia a
respeito de Fermat.
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riamente, escreveu aqui direito por linhas tortas, por que nos
métodos provocados, embora também faliveis, existia, menos
velado do que no seu, o embrido do cdlculo diferencial, que
depois ai foi descoberto.

E podemos dizer que éste cdlculo, bem forte e decidido,
tem antepassados bem fracos e hesitantes que, mesmo assim,
tém sido evocados pelos que tem querido que a Franga caiba
a gléria da sua descoberta.

Mas éle obedeceu as leis que sempre se observam na
evolugio das grandes concepgdes: aparecem primeiramente
luzes débeis e vacilantes que pouco a pouco se avolumam e
reunem, até darem o clardo que tudo ilumina, e este ndo €
nenhuma delas, mas sim um somatorio de tédas. E certo que
o cdlculo diferencial foi encontrado na Inglaterra e na Ale-
manha por Newton e Leibnitz; mas talvez assim ndo sucedesse,
e talvez éle ainda hoje niio fésse conhecido, se ndo fosse esta
arecipitagdo ou esta travessura do francés René Descartes.

Com uma ou outra destas acendalhas, éle langou o fogo ao
rastilho, que havia de provocar a explosdo mais luminosa que
a historia das matemdticas regista e cujos fulgores ndo lhe foi
dado contemplar.




SOBRE
O ABAIXAMENTO DAS EQUACOES

POR

J. PEDRO TEIXEIRA

Professor na Universidade do Pdrto

O método conhecido para abaixar o grau das equagdes algé-
bricas, que tém raizes multiplas, ¢ geralmente bastante labo-
rioso, pelas muitas divises de polinémios que ¢ necessdrio efec-
tuar para obter as redugidas, designando assim as equagdes que
tem, como simples, as raizes de todos os graus de multiplici-
dade duma equagdo dada. As mais fasudiosas daquelas di-
vises, sdo as que se destinam a encontrar os m. d. c. que
figuram no método, por causa dos coeficientes elevados que
se introduzem para evitar fracgGes, que ainda mrais morosos
e aborrecidos tornavam os cdlculos.

O problema ¢ por vezes de tal modo complicado, que me
parece cabida qualquer idea que lhe traga alguma simpli-
ficagdo; ¢ € esta a razdo desta nota, onde provo que éle se
resolve com o auxilio dum s6 m. d. ¢., e &s vezes mesmo sem
éle, quando o grau da equagdo ndo exceder o 11.° e, para
equagGes de grau superior, quando tenha de recorrer-se a ou-
tros, éles sio em menor nimero do que no referido método.

Nesta doutrina eu utilizo estes dois teoremas, cuja demons-
tragdo omito, por ser simples:

Se um polinémio do grau 2/m tem raizes exactas do grau m
ou quadrada, elas sdo dadas pelas formulas

1
(I) (x”"-lwa,x”"" +x=azm -1 +_ ___}m=
a' a m—I1
s B e e e
I
(2) (27 4 q, X+ @, X )P -

#_v-\:m_l_ f’.-t""" J.'_b'.'-vm_:—l_ sas +bm:
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onde os coeficientes b se obtém do seguinte modo: O pri-
2 i a 4

meiro, b,, é igual a % A qualquer outro € igual a metade do
coeficiente do termo da mesma ordem no polinémio proposto,
diminuido da soma dos produtos que se obtém multiplicando
o primeiro dos jd achados pelo ultimo, o segundo pelo pendl-
timo, o terceiro pelo antepentiltimo etc., e, quando forem em
numero impar, o médio, por sua metade. Assim

a, 4 B a b
=g ==, bh=2_b, bymt=biby— =2, etc.

Por meio destas férmulas podemos determinar aquelas
raizes, se antecipadamente soubermos que elas existem, ou
verificar a sua existéncia ou ndo existéncia, formando 2 custa
do polinomio dado aqueles segundos membros, elevando os
polinomios assim obtidos as respectivas poténcias e compa-
rando-as com aquele polinémio. Se os coeficientes a,, a, ...
forem inteiros, ¢ sinal da ndo existéncia daquelas raizes o
aparecimento do coeficiente fracciondrio nos segundos mem-
bros daquelas formulas.

Pésto isto, eu considero somente equagdes de coeficientes
inteiros, j4 desembaracados de raizes racionais. Estas equa-
¢Oes ndo podem ter raizes unicas de qualquer grdu de multi-
plicidade e € esta proposigio conhecida que serve de funda-
mento ao que vou dizer.

Para simplificar a linguagem, eu exprimo pela notagio
(aay b8, ...) Dy, a que chamo combinacdo, que uma equagio
f{x)=o0 tem a raizes do grau «, & raizes do grau B etc., e
que Dy, do grau k, é o m. d. c. entre f(x) e /' (x).

Se uma equagdo so tem raizes dum sé grau de multiplici-
dade, m, pelo método cldssico para abaixar o grau, teriamos
pe procurar m m. d. c.; mas se tivéssemos um sinal que indi-
casse aquela circunstdncia, o primeiro nos bastava, e a redu-
zida seria f(x): D=o0, evitando-se assim todo o trabalho ulte-
rior que o método exige.

Se a equagdo tem raizes de dois graus de multiplicidade
sbmente, m e # m>n, por aquele método teriamos de pro-
curar m m. d. c.; mas se disso estivéssemos certos e dos va-
lores de m e n, um somente nos bastava; porque, sendo Xe ¥V
os produtos dos binémios simples correspondentes as raizes
das duas ordens de multiplicidade, teriamos

f(.t’;l =Xm™ }rn, D= Xm—1 Yn—
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¢ daqui se deduz
[f)=t: Dmm Y=

e os resolventes seriam
[(f@mr: D" = ¥—o0
f(x):D: Yw=o.

Se uma equagio s6 tem raizes de trés graus de multiplici-
dade, m n, p que féssem conhecidos, ¢ m>n>p teriamos

f(x)mXmYnZF D=Xmn Y1 Zr=

e por isso
fi ()= [f(x)]*~1: D™= Yt Zmp

e a equagdo f, (x) = o estd no caso precedente, e precisava so
dum outro m. d. c.

Em geral, se uma equagio tiver sbmente raizes de k graus
de muluplicidade conhecidos, o problema do abaixamento re-
solve-se com o auxilio de k—1 m. d. c.

Uma equagdo de grau inferior ao 6.°, admitida a restrigdo
atima posta, ndo pode ter raizes de mais de um grau de mul-
tiplicidade. Com efeito, a menor combinagio de raizes de
dois graus € (2., 2,) D, e ela pertence a uma equagio do
0.° grau.

ma equagdo de grau inferior ao 12.° ndo pode ter raizes
de mais de dois graus de multiplicidade. Com efeito, a menor
combinagdo destas raizes ¢ (23, 2, 2,) Ds e ela pertence a
uma equagdo do 12.°

Do mesmo modo se prova que uma equagdo de grau infe-
rior a 20° ou 30° etc., ndo pode ter raizes de mais de tres
graus ou de quatro etc.

Dada, pois, uma equagio, se alguma coisa nos indicasse a
combinagdo das raizes que ela oferece, o problema do abaixa-
mento podia simplificar-se, e € isto que se contém no seguinte
teorema, que se deduz da andlise das combinagdes que as
equagOes podem apresentar:

(zdgrau de m. d. c. entre f(x) e f'(x) ou ésse grau e outras
qualidades suas, que facilmente se lhe descobrem, determinam
sempre a combinacdo que a equacdo oferece, de entre todas
as possiveis, quando o grau dessa equagdo ndo excede o 13.°

Com efeito:

3.%¢ 5.% graus. As equagGes déstes graus sdo irredutiveis,
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4.° grau. Esta equagdo, se ndo ¢ irredutivel, s6 pode ofe-
recer (2,) D, e a reduzida serd D, =os
Mas aqui € dispensdvel obter D e basta ver por uma das
formulas (1) ou (2) se o primeiro membro é ou ndo quadrado
I

exacto. No caso afirmativo, serd [ f(x)]? =0 a reduzida.
6.° A équagdo déste grau so pode oferecer alguma destas
combinagdes

{:33) D-‘! (2. ""l) D:, (23:] Tt

Se a equagdo tiver tres raizes duplas, D ¢ do terceiro grau
e a reciproca € também verdadeira. O mesmo se diz das
outras. Aqui, pois, o grau de D) ¢ suficiente para caracte-
rizar a combinagio que a equagdo oferece.

Se € a primeira, ¢ D;=o0 a reduzida; se ¢ a segunda, as
resolventes sdo: .

D,=o0, que dd as raizes duplas, e f(x):D,=o0, que dd as

1 1

raizes simples; se ¢ a terceira, a reduzida é D;* =f(x)*=o0
o que se obtém por uma das formulas (1) e (2).

Se o termo independente de f(x) for um quadrado ou um
cubo exacto serd uul examinar se f(x) ¢ um quadrado ou um
cubo exacto pelas citadas férmulas, pois em caso afirmativo
escusado era procurar .

7.° grau. A equagfio déste grau s pode oferecer a com-
binagdo (2., 3,) D. e as reduzidas seriam

D,=0, f(x):Di=o0.

8.° grau. A equacido déste grau sbmente pode oferecer as
combinagdes seguintes:

(4:) D.n (31 2|) D, (22 41) Ds, (23 2,) Dq.'.! (24] Ds.

Se o grau de D ¢ diferente de 4, éle caracteriza a combi-
nagio que a equagio oferece e as reduzidas acham-se como na
equagio do 6.° grau; mas, se ésse grau for 4, éle ¢ insufi-
ciente para isso, pois pode dar-se alguma das combinagGes
(42) D, (23, 2,) D,. :

Mas se D, for um quadrado perfeito, dd-se a segunda; no
caso contrdrio dd-se a primeira. '

Devemos notar que, se uma equagio também fré desem-
baracada dos factores comensurdveis do 2.° grau, ela niio pode
ter duas raizes unicas de qualquer grau de multiplicidade.
Sendo assim, das equagbes até aqui consideradas, somente a
do 6.° e a do 8.° graus podiam ter raizes multiplas; mas entdo
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os seus primeiros membros serdo quadrados perfeitos e a for-
mula (1) resolve o problema, dispensando o trabalho de achar
om,d. c

E também para notar que as equagdes até éste grau
que ndo tenham raizes racionais, se resolvem algebricamente,
quando tenham raizes multiplas.

9. grau. A equagio déste grau s6 pode oferecer estas
combinagées:

(323|) DE? (2: 51) D:! (33) Dt'n (233|) D-i

e quanto ao modo de caracterizar a combinagdo que tem lugar
e a0 modo de achar as reduzidas, tudo ¢ andlogo ao que tem
sido j4 dito.

10.° grau. A equagio déste grau pode ter:

(5!) Ds, (425 21) D41 {3:4|) DJ) (22 61] D,
(234)) Dy (2322) Ds, (2,2, Dsy (25) Ds

Se o grau de D ¢ diferente de 4 e de 6, nada hd a acres-
centar.

Se for 4, poderd bastar o termo independente de 1) para
distinguir qual das duas combinages com D, terd lugar;
quando ndo, a férmula (2) resolve a questdo. Se for 6, se o
termo independente ndo for cubo exacto, fica logo feita a dis-
tingdo entre as duas combinages com Dg; se o for, verifica-se
se Ds é ou ndo cubo exacto pela férmula (1). Se tiver lugar
(2323) Dg, as reduzidas sio:

[f®)]:Da=o0, Di:f(x)=o.
11.° grau. A equagdo déste grau pode ter:
(423:) Dy (325:) Dy (2274) D,, (332,) Ds, (235) Dd-, (24 3:) Ds

e nada aqui aparece que nido tenha jd sido dito quanto ao
modo de caracterizar as combinacdes e de achar as reduzidas.

Até ao 11.° grau, pois, um m. d. c. basta para resolver ¢
problema do abaixamento.

Por uma discussdo semelhante, se veria que m. d. ¢. ¢
entre f(x) e f'(x) caracteriza a combinagdo que oferece uma
equagdo de 12.° ou 13.* graus; mas quando 2s reduzidas, ésse
m. d. ¢. ndo basta na combinagio (232, 2,) Ds da equagio do
12.° grau, e na (232,3,) Ds da equagido do 13." grau.

Para estes casos serd necessdrio recorrer a outro m. d. ¢.,
como jd foi dito.
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. Prosseguindo esta discussdio para equagdes de graus supe-
riores encontram-se casos em que o m. d. c. ndo pode caracte-
rizar a combinagdo que a equagdo oferece. Assim a equagido
do 14.° grau pode oferecer

(63: 27:' DE'I (23: 25 4:) Dﬁj (335 5;' Dﬁ

correspondente a D, e por simples consideragGes sdbre éste
polinémio, ndo as podemos distinguir, quando ndo tenha logar
a ultima.

Mas fora déstes casos, esta ordem de ideas ainda dé re-
sultado.

- .
Apliquemos esta doutrina a alguns exemplos de abaixa-
mento:

Seja a equagdo do 11.° grau
f(x)=x"—13x943 x84 64 x° — 24 20— 15245 72 x1 4
+ 176 28 —36x*—8ox+48=0

que ndo tem raizes racionais.
Encontramos

D=x5—06xt4122x*—8.

No quadro das combinagbes desta equagdo, a I); corres-
pondem (352,) Ds (2,3,) Ds; mas como o termo independente
de D; € um cubo exacto, sem ser um quadrado exacto, é a 2.2
que tem lugar, e as resolventes sio:

VDi=x*—2=0, [(x):Ds:yDg=2x’—3x+3=0.
Seja ainda a equagfo do 12.° grau:
' fx)mx?—3 x4 —325 4 11 X0+ 64— 124°—8,
Encontraremos:

De=x8—2x8—3x14 427+ 4.
No quadro das combinagGes desta equagdo, a D, corress

pondem
(43) Ds, (24 22) Dsy (259 2,) Ds.

Como o termo independente de D) ndo ¢ quarta poténcia
exacta, a terceira ¢ logo excluida; para ver qual das restantes
tem lugar, examina-se pela férmula (2) se D ¢é ou ndo qua-
drado exacto. Verifica-se que sim e a sua raiz € x4 — x?—3,
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E, pois, a primeira que tem lugar, ¢ a equagdo tem as
4 raizes triplas V2, — V2, i, —1i.
Seja ainda também a equagdo do 14.° grau.

flx)=x4—2x243x9— 6254340 —6x4—2x7+2=0.

Encontra-se
Dy=af+42x441.

A &ste grau de D, correspondem na equagio proposta as
combinagbes

(431 2,) Um (239 4a) -Ddr (243 244 21) D,

Como D ¢ o quadrado exacto dum polinémio do 4.° grau
¢ a primeira que tem lugar, e as reduzidas sio

V Dg= x4+ 1=0, f(x):Dj=x?—32.




SOBRE
O DESENVOLVIMENTO DO COS ny

POR

J. PEDRO TEIXEIRA
Professor na Universidade do Pérto

Na Introductio in analysis infinitorum, deu Euler os de-
senvolvimentos de sennyisen» e cosnmw, segundo poténcias
somente de cos», parecendo induzi-los dos valores de senw,
sen 2%, etc. € cosy, cos 2, elc., obtidos pela conhecida lei de
recorréncia, mas sem 0s termos gerais € sem o complemento
necessdrio neste género de raciocinio, nas questdes de mate-
mdtica ().

Labey, naturalmente por ndo achar satisfatéria a demons-
tragdo de Euler, procurou, nas suas apostilhas a tradugdo, que
fez daquela obra, dar por outro modo a demonstragdo das for-
mulas de Euler, mas apenas chegou aos termos que éste geo-
metra tinha posto, e ndo aos termos gerais (?). %auchy tam-
bém se ocupou déste assunto, mas também ndo estabeleceu estes
termos (%). A formula completa, relativa a sennw, foi depois
estabelecida pela comparagdo de duas derivadas de ordem n
da fungfio artg x; mas, quanto a cos.n», presumo que a for-
mula ainda se achava como Euler a deixou, isto é, sem de-
monstragdo satisfatoria.

Encontrei acidentalmente a formula completa em um tra-
balho meu sébre o desenvolvimento do potencial logaritmico
em série de polindmios esféricos (*), quando comparava o de-

1

senvolvimento de g (#*—2 cos ru41) 2, obtido pela férmula de

{5 1) Euler, Introductio in analysis infinitorum, trad. francesa, pdgs. 188
e 195.

(2) Loc. cit,, pig. 347,

(3) Cauchy, Curso de analyse da Escola Polytechina, pig. 234,

(Y) Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do Porto, t. x.
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Maclaurin, com o desenvolvimento da mesma fungdo, posta

sob a forma ——;- Ig (1 — uc)— 21 lg (1 —uc—").

E essa formula que vou dar aqui, mas mostrando agora
que ela ¢ um caso particular da férmula de Waring, que dd
a soma das poténcias do mesmo grdu das raizes duma equagéo
algébrica.

Sendo uz(g=1, 2, ..., m) as raizes da equagdo

Aml™ + Gy ™" ... —|—a;z:+aa=o,

a formula de Waring ¢
ek

(f—=1)a'ata... 3
2“;"”2{.’_”,( u)!.?'lo‘{!.l“l! w’

onde o somatério se refere as solugSes inteiras e positivas da
equagio

at+28+37+ ..+ nhk=n e t=a+p+...+k
Aplicando a férmula ao caso particular

Ww—2xu-+1=o,
ela dd
F+VE =Y =n D (— [)f(’_—'iil(i-! 2m)

onde o somatorio se refere as solugdes inteiras e positivas da
equagdo

at2B=n e i1=aif.

Eliminando « e i entre estas trés equagdes, vem

_|._‘/_:—'n+ e V'j—]” ?Ié(-—l:la (n—p—1)! n—2f cn—2
(x Tt g (x—Vxi—1)'= e G==pipl >

onde & é o maior inteiro contido em n: 2.
Supondo [x =1, podem pér x =cosr e vem:

k G T | =
(1)  cosup=1(—1) %’_%jj!)é ;I gn—2¥-1 cos pu- 28,

p=o

que ¢ a férmula procurada.
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Desta formula pode deduzir-se a férmula conhecida relativa
a sen.n» do modo seguinte: Se n é impar, k € igual a (n—1):2;
se n € par, k € igual a n:2; mas para f=n:2, vem o termo
(=13, De modo que a formula pode escrever-se déstes
dois modos, conforme n ¢ impar ou par, e onde &' ¢ o maior
inteiro contido em (n—1):2

g(m—p—1)!n o151

(n—2p)!p!

cosy® P,

¥
(@) cosny=2(—1)

=0

K
(b‘:} Cos mr—z (—“ l)ﬁ Hﬁlg g"_’ﬂ_" cos p"_’i:»‘.{-.(_i}lu_
p=o g

Em ambos os casos, vem, por derivagdo em relagdo a »,

m—p—1)!

k!
sennpy= S (—1f———"— 1" _seny(2cos)
pard (n—2pf—1)!p!

n—3f—1

ou

B (u —f

senny= 2 (—1)f ﬁ—l) seny (2 cos ¥)*2P-",

fi=m0
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SOBRE AS SERIES DE FOURIER

FOR

J. PEDRO TEIXEIRA

Professor na Universidade do Pérto

Eu julgo que ndo tem sido demonstrada, dum modo geral
e directo, a representagdo duma fungdo, f(x), por uma série
trigonométrica da forma:

) a,cos.x+ascos.3x+...+ dappicos.(2n41)x+...
I

+bysen2x b, sen.4x4. ..+ bsen.2nx4. ..

no intervalo (—=:2, =:2).

Para resolver o seu imaginoso problema do equilibrio das
temperaturas na ldmina indefinida, no caso particular da base
ser aquecida uniformemente, Fourier representou a unidade
dor uma série semelhante e determinou os coeficientes pelas
equagbes, em numero infinito, que dai resultam por deriva-
¢Oes sucessivas, e nada diz sébre a questdo em geral (%).

Recentemente, Poincaré (?), ocupando-se do mesmo assunto,
tomou uma outra fungdo, ¢ (x), e representou-a pela série

ds+4a,co8.x+acos.2x+...

()

4-b,sen.x 1 bsen.2x+...

no intervalo (—=, %), representagio esta de que dd4 uma de-
monstragdo rigorosa, e tomou esta fungdo ¢ (x) de modo que no
intervalo (—=: 2, x:2) tivesse os mesmos valores que f(x)(2).
Este procedimento do erudito matemdtico, que lhe complicou
o problema que tinha em vista, que éle afinal s6 resolveu no
caso particular, jd tratado por Fourier, levou-me a crér que a

(') (Euvres de Fourier, v. 1. Théorie analytigue de la chaleur, pig. 143.
l:‘j3 Poincaré, Théorie analytiqgue de la propagation de la chaleur,
pag. 43.
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questdo niio tinha sido ainda tratada do modo acima dito e
por isso vai fazer o objecto desta nota.

Se f(x) for finita, ndo tiver infinitos mdximos, minimos e
descontinuidades no intervalo (—=x:2, z:2) e se fér continua
no ponto x déste intervalo, ella é representada pela série (1),
com estes valores dos coeficientes:

Qanty = %Jf(i’:' cos.(2n+ 1) dg
3 s _
bap = -;J fi(3) sen.2 ng dg,
sendo os limites dos integrais —=:2, n:2 (Y).

Se a representagio existe, estes coeficientes sio disso uma
conseqiiéncia, porque os integrais

f'cos(zp-l—l)qcos(zu-f— 1) 7 dz,
/sen 2p 2 sen 2 n{ dg

sdo nulos ou iguais a =:2, conforme n==p ou n=p e o inte-
gral

f‘cos(2p+1}25enzn;d{

¢ sempre nulo, como facilmente se pode vér, naqueles limites,
I'omemos agora a soma dos m primeiros termos da
série (1)

Sumé,(,}'{;)‘l_caszcosx+cus3qcos3x-|—...+

+cos.(2m—1)5cos.(2m—1)x+sen.27sen2x+

+sengim4x+...+ sen.2m7sen2mx]di.
e demos-lhe a forma:
S-—'-;—{:fi_{}[cos({—.\']-f- cos2(j—x+...4cosa2m(;—x)+

+cos(;+x)—cos2(7+x)+...—cos2m(7+ x)]d3.

(}) Estes integrais existem por f(3) satisfazer entio a condigio de
Dirichlet.
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E conhecida a férmula :
sen(2p-1) %

m5a+cosza—i-...+cospa-7—-——-‘;;

e, se aqui mudarmos a em =} a, obtemos:

cos(zp+r}%

—cosa+cos2a—...+ (—1)Pcospa=(— 1)
2\:05-2-

e a aplicagdo destas formulas & soma anterior dd:

p=
boa sen(q4m-+1) -

S = ‘ZE‘_"f('{} Sen;_x d{—
o coslmn)iEE
_Ht’f("ﬂ ws{+x dz.

2

Pondo no primeiro integral 2 y=7—x e no segundo
2¢=7-+x e em ambos 4m+ 1 =p, vem

- . :
Se= %ff(x{—ﬂ‘}igzzd_}‘— —_;-J‘f(nf-{—x— .\')E:—ll*ti- dt

sen y

onde os limites do primeiro integral sdo: —(z:2+x):2,
(x:2x)—2 e os do segundo, (x —3=%:2):2, (x—=m:2):2.

Os modelos déstes limites, por ser | x| < =:2, sio menores
do que =; os do primeiro sdo de sinais contrdrios e os do se-
gundo, do mesmo sinal; as fungbes de y e t f(x+2y),
f(2t+=x—x) tomam no intervalo limitado pelos limites déstes
integrais os mesmos valores que f(3) no intervalo (- =:2, x:2)
e por isso sdo finitas, ndo tém infinitos mdximos, minimos e
descontinuidades naquele intervalo e a primeira ¢ continua no
ponto o, € por isso, por um teorema conhecido de Dirichlet,
o primeiro integral tem por limite = f(x) e o segundo, zero,
quando m ou p tende para o infinito, o que demonstra o que
se queria demonstrar.
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Seja o caso particular, f(x) = x.
Temos

a=u+.——;':—’:7cos.(zn+ 1)7.d{=o0,

bzu . %" .; senng d{ = {— 1)"+‘ ;:—*

I I
x=sen2x—?sen.4x+-3-sen.6x—.. :

Verifiquemos éste resultado.
Consideremos a série

sen2x—sen.4x+sen.6x—...4+(—1)Hsen.2nx+...
A soma dos seus m primeiros termos é: 1

- I sen.(2m-+4 1}x
.5 = —{o.Xx e | g g it ol Ml LY
=18 X (= 1) oy
e, se x for do intervalo (—=:2, =:2), ela, sem tender para
um limite, quando m tende para o infinito, satisfaz a relagio: .

| Sm|<secx;

e por isso a série ¢ oscilante. Mas se multiplicarmos os
termos duma série oscilante por numeros positivos e decres-
centes, que tendam para zero, como siio 08 numeros I, 1:2,
1:3, ..., resulta uma série convergente (teorema de Abel);
logo a série

1 1
sen zx—?sen.4x+—3—sen.6x...

¢ convergente, para todos os valores de x daquele intervalo.
Procuremos a sua soma.
Tomemos a soma dos seus m primeiros termos e formemos
a sua derivada

1 dSm

- —&a—cos.zx—cosd,x-i-...+(—:}"+'coszmx;

ou, por uma formula acima deduzida:

d sy e C08(2m-1) 2
" e b el e 2
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Integrando entre o e x, ndo perdendo de vista que ¢
|x|<x:2 e atendendo a que S, (0)=o0, vem

: Lot cos(am41)x ,
Sm(x)=x+(—1) *..,‘0 Sy e dx.

E ficil vér, pela integragio por partes, que @ste integral
tende para zero quando m tende para o infinito; logo

lim Si(x)=x

M=

que ¢ também uma outra demonstragio da convergéncia da
série.

Empregando os mesmos raciocinios e férmulas trigonomé-
tricas usadas para estabelecer a representagio (1), demonstra-
vam-se estas outras representagdes de Fourier:

f(x)=a,+a,cosx+a,cos2x+ ...,
do=r[F @5, au=T [f () cosng di;
f(x)=a,senx+a,sen2x+ ...,
2
ap= ;‘_[ﬂiﬂsm"i dz,

no intervalo (o, %), se f(x) satisfizer neste intervalo as condi-
¢bes acima postas, e onde os limites dos integrais sdo o e 7.

Estas representagées aparecem na Teoria Matemdtica do
Calor de Fourier, com demonstragoes insuficientes e ndo vejo
que tenham sido depois demonstradas pelos métodos rigo-
rosos.

A segunda serviu de base a solugfo geral do problema das
temperaturas finais estaciondrias, para a ldmina indefinida,
dada por éste geometra e depois por Emilie Mathieu, no seu
curso de fisica matemdtica. Na mesma questdo, Poincaré
evitou o em'iiréga desta série e seguiu um caminho mais com-
plicado. ;Teria alguma duvida s6bre a sua veracidade?




CONTRIBUICAO PORTUGUESA
PARA UM CELEBRE PROBLEMA DE ALGEBRA

POR

L. WOODHOUSE

Dentro do periodo que decorre desde as investigages de
Lagrange, sobre a teoria das equagGes, até a época em que
aparecem as obras de Abel e je Galois, foi elaborado um
trabalho, hoje pésto em esquecimento, publicado nas Memo-
rias da Academia Real das Sciencias de Lisboa no ano de
1821, € subscrito pelo matemdtico portugués Francisco Simé&es
Margiochi ().

IEensa-se geralmente que, depois do desaparecimento de
José Anastdcio da Cunha e de Monteiro da Rocha, até que
em Portugal alvoreceu o periodo de actividade iniciado por
Daniel da Silva, o gdsto por &sses estudos tivesse adormecido
entre n6s. Nio é bem assim, e ¢ acto de justiga levantar do
olvido alguns nomes portugueses que ndo merecem o aban-
dono em que jazem. Um déstes ¢ o de Francisco Simdes
Margiochi, figura interessante, homem de seguro merecimento,
cuja vida agitada ndo obstou a que se votasse, com gdsto e
proveito, a cultura das sciéncias matemadticas.

Nasceu em Lisboa em Outubro de 1774 e, tendo entrado
para a Congregacdo do Oratério com o fim de se ordenar,
abandonou cedo éste projecto, seguindo para a Universidade
de Coimbra onde frequientou as aulas da faculdade de Mate-
mdtica. Espirito irrequieto e ardente, aberto as aspiragSes
liberais que no tempo principiavam a infiltrar-se na sociedade
portuguesa, sofreu por ésse motivo perseguicdes e até prisdo,
conseguindo, ndo obstante, concluir com brilho a sua formatura
no ano de 1798.

Alistando-se em seguida na Armada Real, em atengdo ao

(!).Memdria — com o fim de provar que nio podem ter forma de
raizes as equagdes literais e completas dos graus superiores ao quarto.
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seu mérito, foi em 1801 despachado lente substituto da Aca-
demia de Marinha, passando mais tarde a servir no Real
CorSo de Engenheiros.

edicado durante bastantes anos exclusivamente as suas
fungGes e ao estudo, a revolugio de 1820 arrasta-o para a
politica e ¢ eleito deputado as Constituintes. A sua alta
mentalidade e ilustragdo conquistam-lhe de pronto um lugar
relevante dentro daquele cékﬂ:re congresso onde tantas nota-
bilidades se distinguiram. Reeleito deputado as cértes ordi-
ndrias em 1823, desempenha durante algum tempo as fungGes
de presidente. Comega entdo a quadra movida da sua exis-
téncia.

A atitude que toma por ocasifio do encerramento das
cortes em 1823, depois da jornada de Vila Franca, obriga-o a
emigrar. Parte para Inglaterra onde, lutando com inumeras
dificuldades, continua a ocupar-se dos seus estudos predilectos.

Outorgada a Carta Constitucional, Margiochi regressa a
pdtria e ¢ reintegrado no pdsio de major de engenheiros do
qual havia sido demitido, mas voltando D. Miguel a Portugal
em 1828, novamente tem de emigrar para Inglaterra. Trava
entdo no exilio relagdes de intimidade com Saldanha, seu an-
uigo discipulo, a quem acompanhava quando &ste em 1830 de-
sembarcou no Pérto e onde se conserva durante o memordvel
cérco desta cidade.

Despontam entdo melhores dias para Margiochi: é promo-
vido no exéreito, reintegrado no seu antigo lugar de lente da
Academia de Marinha e, captando a confianga de D. Pedro,
recebe diferentes distingdes honorificas, sendo nomeado mi-
nistro da marinha em 1833, par do reino em 1834 e a seguir
vice-presidente do Conselho Superior de Instrugdo Publica,
recentemente criado. :

O movimento de Setembro de 1836 determina-o a aban-
donar a politica. Recolhe-se definitivamente a vida privada,
4 revisdo e ultimagdo dos seus trabalhos matemdticos que,
mesmo durante os dias atribulados do exilio, ou, o periodo agi-
tado da sua carreira politica, jdmais abandonara.

Homem de nobre e levantado cardcter morreu pobre, em
1838. Espirito culto, versado na literatura latina e grega,
dotado de aptidGes pocticas aprecidveis, foram sobretudo as
sciéncias matemidticas que mais o ocuparam e para as quais
tinha, sem duvida, felizes disposigdes.

Entre os seus trabalhos avulta um, que ¢ o objecto desta
nota: a Memédria & qual hd pouco me referi.

O fim que o autor procura atingir é principalmente dar,
empregando processos seus, a demonstragdo da impossibili-
dade da resolugdo algébrica das equagbes de grau superior ao
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juarlo. E para o conseguir () expfe préviamente um método

e resolugdo uniforme, aplicdivel as equagbes do 2.° 3.° e
.° graus, e pois que o método, por virtude da impossibilidade
e realizar determinadas condigdes, falha para equagbes de
rau superior ao quarto, pretende o autor concluir a impossi-

Eilidade da solugdo geral. Eis a sumula do trabaiho.

H4 portanto na Memoéria duas questdes diversas que ¢
mister considerar em separado: o método de resolugdo e a
demonstragdo que déle resulta.

Pésto isto comegarei por fazer da primeira e o mais sucin-
tamente possivel exposi¢ao e andlise, observando desde jd que
as bases em que se firma sfio evidentemente inspiradas pelas
doutrinas de Lagrange relativas a redugdo da resolugio da
equagdo dada a resolugdo da reduzida, cujas raizes sio fungoes
lineares das raizes da proposta e das raizes da unidade.

Da segunda e do seu valor provante me ocuparei de se-
guida.

* -

Represente-se a equaciio que se pretende resolver, privada
do seu segundo termo, por

-tﬂ+Agx"_=+ .. +An—.[-r+AH=O

sendo (?) x,, X3y X3 ... X, as n raizes. Sejam a,, a;, a3 ... An—
elementos em nimero n — 1, constituintes dessas raizes, e que

serdo, ou melhor, cujas poténcias ai, aj, aj ... a,—, deverdo
ser as raizes da reduzida. Em seguida estabelegam-se as se-
guintes n relages fundamentais

xXi=a, +a +a3 +...4a8-a2 +a
x,=ka, +ka,+kas+ - .. +kano+ qan-,
(1) {x3=ka,+kas+ kas+ - .. + gan—s + kan—,

L R N A I I A

Xn=4ga, +ka,+kas+ ...+ kan-a+ kan—

onde k e g aparecem como factores indeterminados.

(") A Meméria trata como assunto preliminar e preparatério da dou-
trina das fungBes simétricas das raizes das equagdes, assunto que deixarei

de parte. )
() Margiochi na sua Memdria refere-se sempre as raizes com sinal

contrdrio (antiraizes).
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Estas relagdes mostram logo a possibilidade da permutagio
entre si dos elementos a;, @sy «++ dn—i, todos 0s quais entram
na composigio de cada raiz.

Somando estas equagfes, ndo perdendo de vista a pri-
meira, nem o facto de ser nula a soma das raizes da proposta,
obtém-se

x[14n—2)k+gq]=0
e por conseguinte, pois que x, € qualquer raiz (Nota i)
(a) 14+(n—2)k+g=0
Formulada esta condig@o, exprimam-se os elementos cons-

tituintes, cada um, em fungdo de tddas as raizes pela forma
seguinte

r nka, =kx,+x, +x3+ ...+ X +-§x,,

{2) 4“*{:3: =kx, + x, +x3+---+£‘xn—l+xu

nka,_,= kx, +-g-x, +xst et an— 2

para o que se estabelecerd a nova condigio
k2,
) 0+ (n—2)k+i=0

o que ¢ permitido, pois que k e ¢ sdo duas arbitrdrias. Da
comparagio de (a) com (b) resulta ser k? =g e, por conseguinte,
estas duas equagbes serdo substituidas pelo sistema condicional

i+(n—2)k+k=o0
()
g=k

Em virtude da segunda o sistema (2) converte-se em

nk3a, =kPx,+kxa+ ... +kxu_s+%n

3) nk*a, =kix,+kx.+ ...+ X0 +kxn

nkaﬂ_| = kﬁ't-] —l—xg ‘i_ .o +!I‘.\‘g_| + k.x'g
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e o grupo (1) € transformado em

Xi=ad; “+a +...+8.-1 +as;
Xy =ka, + ka,+ v Fhay_a +k’an-—:
4) Xa=ka, ‘+hkay+...+kay+ ka,_,

L T T

Xa=ka,+kas+ ... +kan, +kdx—:

Reduzidas, nos grupos (3) e (4), as duas arbitrdrias k
e ¢ a uma Unica, a teoria das fun¢Ges simétricas intervem
naturalmente nesta altura para se ultimar a solugdo do pro-
blema.

preciso compdr por meio dos coeficientes da equagio

dada os coeficientes da reduzida.

Mas, se a,a, ... a,_, féssem as raizes desta ultima equagio,
a primeira fungdo que importaria calcular seria

ﬂ1+az+a3.o- -i-dn-.._l.

Ora, somando as equagdes (3) obtém-se um resultado que
coincide com a primeira equagao (1)

ait+as... +a_i=x,

e, sendo x, desconhecida, ndo serd possivel calcular os coefi-
cientes desta equagdo.

Para mostrar a possibilidade de formar outra reduzida,
cujas raizes sejam as poténcias a;aj ... a,_, dos elementos
constituintes, basta examinar se hd um nuimero inteiro r tal
que se possa exprimir a soma destas poténcias por meio de
fungdes simétricas de x, x; ... Xp—,, porquanto, neste caso, da
mesma forma ¢é possivel exprimir por fungbes simétricas as
somas da poténcia @i 443 +..., a7 +a +... etc. e, por-
tanto, calcular todos os coeficientes desta reduzida em fungdo
dos coeficientes da equagdo dada.

Mas, para que isto possa conseguir-se, quere dizer, para
que @i+ a5 - ..+ a5, seja uma fungdo de x,x, ... x, tal que
estas quantidades se possam permutar entre si, deverdo veri-
ficar se as condigbes A" =1 k"= e, portanto, a quantidade k
serd raiz r da unidade, sem que, como € evidente, deixe de
subsistir a relagdo

(d) 1+n—2)k+4+k=o.
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Eis como se chega a dupla condigdo imposta a k, chave
do método de resolugdo das equagbes e também da demons-
tragdo da sua impossibilidade além do 4.° grau, de ser ao
mesmo tempo raiz da equagdo (d) e raiz da unidade.

Fazendo aplicagdo da doutrina, considere-se primeiro a
equagdo do 3.° grau

x4+ A, x4 As=o.
Fazendo n=3 em (d) resulta

k’+f:—|—-1&f‘;l-no

k=

e vé-se que k serd uma raiz cubica da unidade diferente de 1.
Representando essas duas raizes por o, e », segue-se que

as raizes da cubica, em funcdo dos elementos constituintes a,

€ a,, serdo da forma

Xy =d; + a,
(S:} Xy=w; ad, + oy a

| Xs=wa a0, ay

e as equagbes que exprimem estes elementos em fungfio das
raizes

(6)

3a;012= wy X, + my JXa +x3

3613“)’:'“): X -,l-.‘t‘; _i' my X1,

Atendendo agora a que r=3, fazendo {, =a; 7,=a), aten-
dendo também a que ¢ necessdrio calcular as fungdes simé-
tricas simples de 7, e {, e ainda as propriedades conhecidas
das raizes da unidade, levantam-se ao cubo e somam-se as
equagbes (6!, levantam-se a sexta Futéncia € somam-se as
mesmas equagbes, o que permite calcular essas fungGes, ex-
primindo-as em dependéncia de fungdes simétricas das raizes
da equagdo dada e, portanto, dos coeficientes desta mesma
equagdo. (Nola 2).
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Feitos estes cdlculos, a reduzida tomard a forma

3
%’—Asi—;%'ﬂ’

e a, e a, serio raizes cubicas das raizes desta equagdo.
Considere-se em seguida a equagdo do 4.° grau.

xt+ A xt - Asx+ A, =o.
A equagio (d) converte-se neste caso em
k*4a2k+1=(k+1P=0.

O coeficiente k tomard o valor — 1. Serd o valor da raiz
quadrada negativa de 1, e teremos também r=2.
As raizes, expressas em elementos constituintes, assumem
a forma
Xy= a,+atas
xa““"al_a:_l"aS
(7)

Xy=—a,+a;—as

Xy= Gy —a3—as
E estes, em fungdo das raizes, dardo

4a,=Xx;— X, — X3+ X,
(8 483=X;— X3+ Xs— X,

4a3=2X,+ X3—X3— X

Como r =2, e hd necessidade de calcular, a fim de compbr
os coeficientes da reduzida, fun¢des simétricas das raizes, le-
vantam-se sucessivamente as equagbes (8) as poténcias se-
gunda, quarta e sexta e somam-se. Desta manzira se obtém,
analogamente ao que se fez anteriormente, a reduzida

s b 2 LAY SR R Sy
.'{"I—ZAQ{"I'(ISA: 4A4){ 64A3 0.

E, a,a,a; serio raizes quadradas das trés raizes desta
equagdo. (Nota 3).

Quer se trate da resolugio da equagdo do 3.° grau, quer
da resolugio da equagdo do 4.° os elementos constituintes
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das raizes terdo de ser obtidos extraindo raizes ciibicas, ou
raizes quadradas, as raizes das equagdes reduzidas, o que na-
turalmente determina o aparecimento de solugSes estranhas, as
quais é necessdrio afastar.

As equagbes (3) poderdo servir para éste fim; mas Mar-
giochi prefere, em geral, fazer a selec¢do dos elementos cons-
tituintes das raizes escolhendo-os de forma a que satisfagam
no casofparlicular em que a equagio que se pretende resolver
tome a forma binémia. (Neta 4).

Se o grau da equagdo for superior a0 4.° a resolugio algé-
brica pelo método em questdo torna-se impossivel. Com efeito,
neste caso, a equagdo condicional

kB4mn—2)k41=0

tem raizes reais e irracionais

k=—[2—n+Vnn—g)]

1
2
€ estes numeros ndo poderdo ser raizes da unidade, cardcter

essencial do nimero &, como anteriormente foi j4 demons-
trado. (Nota 5).

Nota 1. — A condigio

r+(n—2)k+g=0

tal como ¢ obtida no texto em que segui, condensando-a, a ex-
posicdio feita na Meméria, tem apenas o cardcter de suficiente.
E porém legitimo perguntar se esta condigdo, fundamental no
mgzodu em questao, supondo dadas as raizes x, x,...x, e
incognitos os elementos a, 4, ... a,.,, também terd o cardcter
de condigdo necessdria, como me parece mister que tenha.

Ora, se calcularmos a eliminante do sistema (1), deixando
0s pormenores de um cdlculo assds longo, obteremos

x(g—kr2hit+(n—2)k+gql=o
e, poisque x, ¢ qualquer e ¢ ¢ diferente de k, recaimos efectiva-

mente na condi¢do
L+(m—2)k+g=o0

que ¢, portanto, condigdo necessdria,
9
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Nota 2.~ O método proposto por Margiochi, sem divida
interessante, tem a qualidade aprecidvel de acomodar, dentro
de um processo uniforme, a resolugiio das equagdes, tanto do
3.° como do 4.° grau.

A sua filiagdo nas doutrinas de Lagrange ¢ naturalmente
justificada e fdcil de reconhecer.

Como é bem sabido, ¢ segundo estas doutrinas, o que
essencialmente se procura ¢é obter uma fungdo linear das
raizes da equagdo que se vai resolver, de tal maneira consti-
tuida, que tenha um numero de valores distintos inferior a n,
quando essas raizes se permutam entre si. Esta fungdo de-
termina-se depois resolvendo uma equagdo de grau inferior a n.
Ora, separando no método de Margiochi, aplicado a cubica,
as equagbes que exprimem os elementos constituintes das
raizes, essas equagbes serido (6)

34, 0,=0;X + 0 X;+x3

Ja.m=w XX FoXx

as quais serfio utilizadas na sequéncia do método depois de
levantadas ao cubo. Executando esta operagdo, multiplicando
os segundos membros por . obtem-se

Lj ﬂ|)5 = 1‘-\'1 + g Xa '+ Wy -’L'JFS

(3 d,}g = (X + ©; X3 1+ wy x_{)‘.

E os valores que representam os seus segundos membros
coincidem precisamente com os dois valores distintos da fungdo
das raizes que, segundo o método de Lagrange, servirao, fa-
zendo intervir as fungdes simétricas, para calcular os coefi-
cientes da reduzida,

Quere isto dizer que, neste caso, 0s dois métodos coincidem
nesta altura do seu desenvolvimento.

Nota 3. — Semelhantemente ao que acontece com a cibica
o método de Margiochi, em dada altura, entra em contacto com
o método de Lagrange.

A funcdo das raizes

(%1 4 %) — (%3 + x,)

que, pela sua permutagdo, toma seis valores diferentes conver-
te se, depois de quadrada, na fungdo usada no método de La-
grange e que tem apenas trés valores distintos.

As equagdes (8) do método de Margiochi, quadradas, como
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se exige a fim de calcular os cocficientes da reduzida, ddo
16a; =[x, — x,—x3+ &,
]
16a; =[x, —x3+ x3— %P
s |
10as=[x,+x,—x35—x,°

0 que representa os trés valores distintos da funcdo de La-
grange e que se utilizam da mesma maneira, Desde éste mo-
mento os dois métodos seguem paralelamente.

Nota 4.— Omiti, neste breve ensaio, detalhes diversos e
nomeadamente cdlculos que dizem respeito a formagio das
equagdes reduzidas, porque, dependendo apenas da teoria bem
conhecida das fungées simétricas das raizes das equagdes, sdbre
nenhuma dificuldade encerrarem, resultam, por outro lado,
mais extensos do que interessantes. Sdo inteiramente and-
logos aqueles a que conduz a prdtica do método de Lagrange.

O autor da Memoria evidentemente reconhece quanto é
prejudicada uma aplicagiio elegante da sua doutrina com os pe-
sados detalhes de desenvolvimentos algébricos necessdrios e,
para até certo ponto os evitar, indica o emprégo das equagdes
do tipo (1) de preferéncia as equagdes do tipo (2) afim de de-
terminar os coeficientes das reduzidas. E, com efeito, desta
preferéncia provém uma sensivel simplificacdo.

No entanto as equagdes (2) ndo perdem por isso a sua uti-
lidade pritica, e poderio servir de critério para a conveniente
selecgdo dos elementos constituintes das raizes da equagdo que
se pretende resolver, afastando solugbes estranhas.

Observe-se ainda que as solugbes obtidas tomam, para a
cubica, a forma Tartaglia-Cardan e, para a equagio do 4.° grau,
a forma devida a Euler.

Nota 5. — ;Qual é o valor demonstrativo da prova que
Margiochi nos fornece da impossibilidade da resolugio algé-
brica para além do 4.° grau?

Que o fim principal de Margiochi era produzir essa con-
vicg@o nio oferece duvida, basta recordar o titulo do seu tra-
balho. ;Atingiu-o porém tanto quanto desejava?

A éste proposito Rodolfo Guimardes no seu livro Les ma-
thématigues en Portugal cita um parecer que, sobre as con-
clusées contidas na Memoriu, se encontra no n.° g, lom. XVli,
dos Annales de Gergonne e onde se diz: nous craignons que
la demonstration ne produise pas une égale conviction dans
Uesprit de tous les lecteurs.

Também o penso. O parecer € justo.
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Sem, por forma alguma, querer apoucar o mérito de um
trabalho que, mais uma vez o afirmo, me parece bem pensado
e merecedor de ser recordado, devo também confessar que
nio sinto bem o péso ¢ o valor da demonstragdo, como ela se
impGe ao espirito todavia claro, do autor da Meméria,

Em resumo, e para que bem se possa apreciar a sua forga,
vou reproduzir o raciocinio completo, tal como éle se desen-
volve através do trabalho de Margiochi.

Aceita a possibilidade de estabelecer expressbes algé-
bricas de diversos tipos que representem as raizes das equa-
¢Oes resoluveis algébricamente e é claro que, dada uma qual-
quer forma esquemdtica, ela poderd transformar-se em uma
outra de diverso aspecto, Mas duas quaisquer dessas expres-
sGes, ou sdo na sua esséncia ¢ fundamentalmente o mesmo,
embora na aparéncia diversas, ou, pelo menos, entre elas ndo
existe contradigdo fundamental.

E assim, se, com a forma estabelecida, ndo se podem re-
solver certas equagbes, escusado serd investigar outra, porque
com essa também nada se conseguird. Ora, com a forma
proposta pelo autor, a solugdo torna-se impossivel para além
do 4.° grau, igual impossibilidade se deverd concluir para
outra forma qualquer que, na sua esséncia, nilo serd diferente
da que foi adoptada.

A Margiochi satisfaz éste raciocinio, no fundo certamente
um tanto ingénuo; mas, s¢ o valor da demonstragio é contes-
tdvel, nem porisso a tentativa deixa de ser aprecidvel e inte-
ressante, €, no seu conjunto, o trabalho do matemdtico por-
tugués do principio do século xix, elaborado em época de
grande agitagdo politica, embora antes do seu exilio, ndo se
torna menos merecedor de que o levantemos do olvido em
que hd muito tinha indevidamente resvalado.
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Nido se dissipou ainda a impressdo que apos de si dei- '
L xaram as primorosas conferéncias que ouvimos hd poucos dias

nesta sala a dois distintos professores, nem essa recordagio

pode desvanecer-se de pronto. E pois bem natural a especta-

tiva que se adivinha neste culto auditério e que torna dificil a

situagdo de quem nesta altura (1) lhe cabe fazer se ouvir, sem

que possa impor-se, nem pelo prestigio que deriva dum alto

saber, nem pelo encanto de uma exposigdo fluente e colorida,

como com tanto agrado nosso a soube fazer qualquer désses

abalisados conferentes.

Devo confessar que sinto todo o péso dessa espectativa,
que me oprime, e preferiria que esta conferéncia nao tivesse
logar marcado dentro do programa do nosso Congresso, por-
que o assunto poderia bem acomodar-se as breves proporgoes
de uma simples e despretenciosa comunicagio.

Em verdade, meus senhores, tanto bastaria para que, como
vereis jd, fosse possivel realizar o modesto plano que neste
pouco se resume:

Dar aos nossos hospedes, em singela e concisa noticia, a
impressdo do que representa como organizagio e do que vale
como progresso, sobre o que existia anteriormente a 1911, 0

{1) Esta conferéncia realizou-se no dia do encerramento do Con-
gressu e com ela se ultimaram os trabalhos da secgio de matemadtica.
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estado presente do ensino matemdtico universitdrio em Por-
ugal;

Aproveitar a oportunidade de encontrar aqui reiinidos re-
presentantes das Universidades portuguesas para, embora ao
de leve, sublinhar algumas deficiéncias da organizagiio pre-
sente, permitindo-me sugerir em seguida diversas modificagGes
que, eu penso, poderdo ser talvez ponto de partida para uma
remodelagiio parcial, mas a meu ver proveitosa, pritica e ime-
diata do nosso ensino matemdtico superior. 3

Em curtas palavras desenvolverei éste tema.

O que terei a honra de submeter a apreciagdo dos meus
ilustres colegas julgo-o de realizagdo facil, e tende a obter,
sem encargos nem delongas, uma estrutura mais completa, e
por &sse motivo mais produtiva, daquele ensino,

Aos distintos representantes do professorado da nobre
Espanha, os quais com inteira satisfagio me permito satidar
efusivamente, eu desejaria poder proporcionar ndo s6 a visdo
nitida e exacta de quanto temos caminhado na conquista de
sensiveis progressos, mas ainda de quanto nos esforgamos
sempre por completar e corrigir o existente, firmemente re-
solvidos a realizar o elevado ideal a que aspiramos e que nos
permitird consolidar sdlidamente o prestigio das Universidades
desta nossa bem amada terra de Portugal.

0 ensino matemdtico nas escolas superiores
antes de 1911

Anteriormente a 1911, ano em que a instrugdio universi-
tdria passou entre noés por uma remodelagio radical, o en-
sino matematico superior estave concentrado na Universidade
de Coimbra, na Escola Politécnica de Lisboa e na Academia
Politécnica do Pirto.

E certo que nos Institutos Industriais destas duas ultimas
cidades se encontrava, como parte integrante dos respectivos
planos de estudos, o ensino da dlgebra superior, da geome-
tria analitica, da geometria descritiva ¢ da andlise infinitesi-
mal; mas com uma modalidade muito especial e francamente
restrita. A indole acentuadamente utilitdria dessas escolas,
destinadas a formar sbmente técnicos, técnicos de engenha-
ria, mas de cultura relativamente modesta, ou técnicos co-
mercialistas, de conhecimentos matemdticos abertamente ele-
mentares, fixava ésse ensino, na melhor das hipoteses, dentro
dos limites breves e amoldava-o a forma simples e utili-
taria que, pela sua indole, pelos seus mémdos_ec{:ela sua
extensdo, se pode bem aproximar daquela categoria de conhe-
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cimentos hoje apresentados sob a rubrica corrente de Mate-
mdlicas gerais.

Em outras escolas iriamos encontrar também nessa época,
e ainda sob a designagdo de cdlculo diferencial e integral —
citarei o Instituto Agricola e a Escola Naval — andlogo género
de ensino, obedecendo também & mesma orientagdo elementar
e as mesmas necessidades utilitdrias e reduzidas.

Assim, a instrugdo matemdrica superior, nitidamente carac-
terizada como tal, pelos seus fins, pelos seus métodos e pela
sua extensdo, podia considerar-se IF:acalizad:l nas trés escolas
hd pouco mencionadas, isto ¢, na Universidade de Coimbra
e nas Politécnicas de Lisboa e do Porto.

A Universidade e as Politécnicas

Nestes estabelecimentos ésse ensino abrangia, no ramo das
matemadticas puras, uma cadeira de dlgebra superior e geome-
tria analitica, outra de cdlculo diferencial e integral e mais
outra de geometria descritiva. Havia ainda no ramo das ma-
temdticas aplicadas as cadeiras de mecdnica, astronomia e
geodésia, e, somente na Universidade, se ensinava a fisica
matemdtica e a mecinica celeste.

Ao célculo das probabilidades ndo havia cadeira especial-
mente votada, éle era a bem dizer elemento parasitdrio, mais
ou menos sumariamente exposto, como anexo as cadeiras de
astronomia ou geodésia, limitado qudsi a teoria dos erros.

A geometria projectiva ocupava também um lugar subal-
terno, pouco menos do que esquecida. Algumas poucas ligGes
lhe eram porventura reservadas, por devogio dos respectivos
professores, insertas no programa da cadeira de geometria des-
critiva. Eis o quadro, de linhas pouco largas, como vemos,
melhor direi, de proporgées manifestamente acanhadas, dos
valores com que se constituia o ensino superior das matemd-
ticas anteriormente a reforma de 1911.

Nido podiam evidentemente dentro déle caber grandes
desenvolvimentos de doutrina, mas, cumpre dizé-lo, as boas
vontades conjugadas de professores e de alunos, a devogdo
daqueles, tantas vezes comprovada, e os esforgos déstes per-
mitiram que, ndo obstante manifesias deficiéncias, o ensino
superior portugués se mantivesse sempre a um nivel que ja-
mais nos envergonhou.
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Anomalias e imperfeicdes
da organizacio anterior a 1911

Nio obstante, a pobreza orginica, a qual acabo de me
referir, era um facto notério e ainda agravado por outras cir-
cunstincias s quais eu passo a mencionar de seguida.

O curso professado na Universidade de Coimbra, com-
osto fundamentalmente pelas cadeiras de matemadticas puras
d pouco citadas e completado pelas cadeiras de matematicas

aplicadas, mecdnica, astronomia prdtica, astronomia tedrica
e fisica matemdtica, era rematado pela imposigdo das honras
e dos grius académicos na Faculdade de Matemdtica dessa
Universidade a unica entdo existente,

A ésses grdus aspirava porém um nimero muito limitado
de alunos, pois o caso corrente era que a sua grande maioria,
procurando as carreiras mais remuneradoras ou de mais ré-
pido e fdcil acesso, se limitava a freqiientar um numero res-
trito destas cadeiras, muitas vezes uma ou duas apenas, do
grupo das matemadticas puras, como elemento propedéutico de

outrinas que fazian parte de diversas outras faculdades uni-

versitdrias onde ésses alunos se iam graduar; ou entdo para,
mais tarde, abandonando a Universidade, transitarem para os
cursos militares ou de engenharia, os quais ndo encontravam
logar dentro da organizagao universitdria désse tempo.

As Politécnicas de Lisboa e Porto preparavam também
alunos no ramo matemitico —a éste me refiro exclusiva-
mente — para os cursos das carreiras militares e de enge-
nharia. Esta altima tinha o cardcter de escola completa téc-
nica, abrangendo o curso preparatério e o curso de aplicacdo,
e, diga-se de passagem, pelo acendrado esférgo do seu corpo
docente, do qual fur 0 mais obscuro membro, soube conquistar
uma posigdo culminante entre as escolas portuguesas.

Ndo conferiam graus académicos estes estabelecimentos de
ensino, como jd disse, pois ésse privilégio era atributo exclu-
sivo da unica Universidade, entdo existente; ndo obstante, os
programas das cadeiras comuns a estas escolas e 2 de Coimbra
eram organizados da mesma forma, obedecendo aos mesmos
métodos de ensino e elaborados com a mesma extensio e,
com efeito, era facto absolutamente incontroverso que o ensino
em tddas trés, escola universitdria, escola tedrica sem prerro-
gativas universitdrias e escola simultineamente tedrica e téc-
nica, mantinha-se 4 mesma altura e era dado com a mesma
extensdo ¢ a mesma intensidade.

Em resumo, o que deixo exposto revela ndo somente um
organismo fundamentalmente acanhado, mas salienta ainda um
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defeito sensivel, proveniente da incompleta adaptagdo da cul-
tura matemdtica aos diversos fins que ela deveria servir —
vicio orgdnico fundamental que caraterizou o regimen do en-
sino matemadtico superior daquele tempo e que sensivelmente
se modificou por efeito da organizagio actual.

Consintam-me que eu denuncie ainda uma singular dispo-
si¢dio legal, bem carateristica, hoje revogada, mas que se man-
teve na Universidade de Coimbra até que se realizou a ultima
reforma e que, sem desprimor, creio se pode justamente clas-
sificar de verdadeira anomalia pedagdgica.

Existia entdo uma classe de alunos sob a designagido de
obrigados os quais, freqiilentando determinadas cadeiras de
matemadtica e ouvindo as licoes dos seus mestres, a éles e aos
outros alunos comuns, subordinadas ao mesmo programa,
eram todavia dispensados de uma prova de exame final tdo
minuciosa e tdo completa como aquela que era exigida aos
seus outros condiscipulos ndo obrigados.

Eram alunos de meia sciéncia, destinados a cursos nio
essencialmente matematicos, mas, nio obstante, ensinados se-
gundo os mesmos métodos e dentro do mesmo programa, que
se organizara para aqueles que tinham de prestar provas de
sciéncia completa,

Era flagrante o desconcérto. Esta incongruéncia pedagoé-
gica deixou de existir, como hd pouco disse.

A reforma de 1911

Em 1911 rasgou-se para o ensino superior novo hori-
zonte, decréetando se uma larga reforma da qual me ocuparei
agora um tanto.

Foram nesse ano criadas as Universidades de Lisboa e do
Pérto, integrando-se nelas diversas escolas de ensino superior

ue se encontravam organizadas nestas duas cidades, mas que
tinham vida independente.

Ndo ¢ meu propdsito apreciar na sua generalidade éste
movimento renovador. ;Foi oportuna a medida7 ;A sua
contextura seria a mais propria, com o cardcter de uniformidade
que se lhe imprimiu? ¢Correspondem ao pensamento pro-
gressivo que a inspirou os resultadus prdticos que se colhem?

Nio tratarei agora de apreciar estas interessantes questoes;
quero apenas encarar a reforma sob um aspecto muito parti-
cular e muito restrito: o ensino das matemadticas superiores.

As modificagées que ela trouxe incidiram principalmente
sdbre os seguintes pontos:

Expansao do ensino pela criagdo de novas cadeiras, sua
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diferenciagdo e melhor adaptagio as finalidades dos diferentes
Cursos;

Modificagdo do regimen de freqiiéncia dos alunos;

Organizagdo mais regular e aumpla do ensino pritico, con-
fiado aos assistentes, auxiliares do ensino magistral, aos quais
pertence importantissima fun¢do dentro da trama do ensino
actualmente em vigor.

Do primeiro ponto me ocuparei daqui a pouco, e entdo
procurarei investigar se, na urdidura do novo quadro am-
pliado, existe o necessdrio equilibrio.

Mas, antes disso, farei algumas ligeiras referéncias ao
maior ou menor nimero de obrigagdes impostas aos alunos
em matéria de assisténcia aos exercicios escolares, isto é, ao
regimen que hoje chamamos de fregiiéncia livre e que, na an-
tiga organizagdo, era de freqiiéncia obrigatéria.

Fregiiéncia livre e freqiiéncia obrigatéria

Anteriormente a 1911 vivia-se em regimen de fregiiéncia

obrigatéria. Era obrigatoria a presenga nas aulas, como
obrigatérias eram as ligdes, as chamadas, e os trabalhos es-
critos que aos alunos eram exigidos pelos respectivos profes-
sores. y

Qudsi sempre estes adoptavam um livro, um compéndio,
que, escolhido de maneira que se conformasse com o pro-
grama do curso, quando éste programa ndo era recortado
sobre o molde do livro, servia de norma as ligdes.

O texto désse livro devia naturalmente ser explicado pelo
professor.

Essa explicagdo variava muito em extensio e detalhes se-
gundo o critério e zélo de quem a fazia, acontecendo, e ndo
poucas vezes, ser reduzida a proporgdes insignificantes e até
suprimida por cempleto.

jEra em verdade, devemos confessd-lo, uma singular ma-
neira de compreender a missdo orientadora do mestre!

Mas era assim muitas vezes, e parecia até haver casos em

ue éle manifestava maior simpatia pela modesta fungdo fiscal
ge verificar uma aplicagdio que se denunciava pela assiduidade
na presenga do que interésse por outra fun¢iio bem mais nobre,
a de conseguir despertar nos seus discipulos amor e ndo tédio
pela sciéncia, salientando os seus aspectos atraentes, mos-
trando o seu valor, ensinando a utilizd-la.

Uma conseqiiéncia, sem duvida interessante, da organi-
zaglo que cessou era o conhecimento muito aproximado que
durante o ano lectivo o professor conseguia obter do mérito

QT TR ———
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dos seus discipulos, o que facilitava cvidentemente o julga-
mento quando éle era chamado a desempenhar essa missdo
delicada e importante.

Com a organizagdio actual, libertado o aluno daquelas obri-
gagbes, veio a perder-se essa vantagem inegdvel e a favore-
cer-se por outro lado o seu natural pendor para o desleixo e
para o abanddno; mas como contrapartida, vé-se também des-
pertar no professor um novo estimulo, que pode até certo
ponto neutralizar aqueles inconvenientes, estimulo que o incita
a criar, pela maneira como organiza e conduz o seu ensino, o
interésse bastante que atrai e fixa, sem coacgbes irritantes e
as vezes contraproducentes, a atengdo dos seus ouvintes.

Sido freqiientes os reparos que s¢ ouvem as liberdades que
a moderna legislagdo académica concede aos alunos em ma-
téria de freqiiéncia, e de cujo abuso tém resultado por vezes,
forgoso é confessd-lo, conseqiiéncias lamentdveis; ndo obstante
eu devo afirmar que ndo me alinho ainda entre os seus adver-
sdrios intransigentes.

Nio posso fazé-lo, embora reconhega que os resultados
obtidos ndo tém sido francamente animadores, mas conven-
go-me que ndo se tem langado mio de tédas as disposigdes,
de todos os recursos que o estatuto faculta e que dizem res-
peito a acgdo do professor e a acgdo do assistente, que pode
ser preciosa, e com as quais serd possivel atenuar inconve-
nientes e corrigir abusos, sem prejuizo da missdo elevada e
seréna que ao professor compete.

A éste cumpre hoje desempenhar mais alto dever do que
aquele que se cifra em marcar ligGes e fiscalizar faltas; tem
obrigagdo insofismdvel de ensinar, atraindo e ndo coagindo,
missdo bem mais elevada, agraddvel, tranqiiila e prestugiosa.

Alheio a incidentes [regiientes e, quantas vezes desagrada-
veis com alunos menos doceis e maus cumpridores dos seus
deveres, poderd serénamente imprimir uma elevagdo, um cui-
dado e uma continuidade a sua exposigio que sujeito as velhas
formulas mais dificilmente conseguiria.

Perdeu-se o contacto constante com os discipulos, o que é
sem duvida verdade, mas, se ésse contacto nio € agora tdo us-
treito, 1o intenso como era outrora, também € certo que, re-
pito-o, dentro do regulamentto universitdrio existem disposi-
¢Ges que convenientemente aproveitadas e, se necessdrio for,
um tanto ampliadas, podem, sem pressées e sem necessidade
de reverter aos extremos molestos dos regulamentos extintos,
corrigir aquelas faltas

Mas niao me alongarei mais nestas divagagdes e passarei
a ocupar-me da ampliagdo do quadro das cadeiras da Facul-
dade, como éle foi tragado pela reforma de 1g11.
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A descongestionacio do ensino e a ampliacio
das disciplinas

A acumulagio, em uma mesma cadeira, de alunos, cuja
educago matemadtica exigia orientagbes divergentes e acomo-
dadas as diferentes. finalidades das suas futuras carreiras, o
ensino feito para todos uniformemente e subordinado sempre
as mesmas normas inflexiveis — defeito que jd denunciei e que
era resultado da escassez da organizagio anterior — corrigiu-o
em parte a reforma de 1911, criando, entre novas cadeiras de
indole diversa, uma muito especial, destinada ao ensino das
matemdticas gerais.

Merece, julgo eu, muita simpatia e é hoje necessidade ini-
ludivel de um proveitoso plano de educagio matemdtica téda
a diferenciacdo criteriosa que se filie légica e naturalmente na
orientagdo divergente dos alunos, daqueles que procuram a
cultura superior do curso teérico e aspiram a licenciatura em
sciéncias matemdticas, daqueles que se destinam aos cursos -
técnicos elevados, onde deverdo porventura utilizar algumas
das mais elevadas concepgSes matemdticas, ou daqueles que
apenas necessitem, sem exigéncias dum ensino, nem extenso
nem profundoe, embora sempre rigoroso e scientificamente
disciplinado, aproveitar quanto na matemdtica possam encon-
trar praticamente utilizdvel.

Sou apologista sincero e convicto, repito, desta diferen-
ciagdo que reputo fundamental e que corresponde a uma ne-
cessidade instante, mas o meu aplauso é com a reserva de
uma condicdo, e essa imprescindivel, de «glue as matemdticas,
quando expostas para aqueles que sobretudo procuram a parte
util, de preferéncia a.parte especulativa, se ndo afastem do
indispensdvel espirito matemdtico, da necessdria e caracteris-
tica exactiddo.

Matemdtica dtil e matemdtica especulativa

Eu bem sei que hd quem pense e faga propaganda da
orientagdo contrdria, quem, tendo em pouca conta a forma
severa e precisa da estrutura matemdtica, preconize para os
técnicos e para 0s que ndo seguem cursos essencialmente ma-
temiticos, uma sciéncia especral, simplificada, exclusiva e ca-
racterizadamente utilitdria. Recordo-me a éste propésito que,
Darboux o gedémetra eminente, prefaciando um aprecidvel tra-
tado de matemadticas gerais, cita a propésito uma frase curiosa
que atribui a Schiller.
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Afigura-se ao grande poeta, diz éle, haver quem considere
a sciéncia como uma deusa, por cujo amor tudo se sacrifica,
emquanto que outros hd que a apreciam, como se aprecia
uma boa vaca leiteira, que tanto vale quanto rende.

A matemadtica orientada de conformidade com a segunda
proposigio do dilema reputo-a desastrosa.

Os conhecimentos matematicos adquiridos sistematica-
mente por métodos experimentais ou mesmo obtidos sem a
nitidez companheira do rigor, sem orientagdo inspirada pelo
verdadeiro espirito matemdtico emfim, jque frdgil instrumento
de investiﬁa‘;ﬁu virdo a constituir nas mados de quem tentar
utilizd-los! ;Que efeito disciplinador, que acg¢do educativa
colherd quem assim os obtiver?

Eu reputo o encargo de expor sob o aspecto utilitirio os
necessdrios conhecimentos, missdo que aos inexperientes se
afigurard talvez ficil tarefa, um daqueles que mais responsa-
bilidades fard pesar sébre o professor, probo e consciente da
sua alta missdo, que queira e saiba transmitir, sem demolir a
sciéncia, um conjunto aprecidvel de nogdes tteis enlagando
precisdo e sobriedade com um solicito discernimento.

0 novo quadro das cadeiras.
Desequilibrio da sua organizagio

Mas eu devo encerrar mais estoutra pequena divagagdo que
me ia levando para longe do meu assunio e reverter a minha
exposigdo, na altura em que me encontrava. Ocupava-me da
reFurma de 1911.

Criou, e muito bem, essa reforma o ensino das matemd-
ticas gerais. Fez-se derivar por ésse novo canal uma corrente
de alunos que, ndo aspirando a cultura matemdtica mais ele-
vada, se fundia com a massa dos alunos que sé esta deman-
davam.

Por outro lado organizava-se um elenco de novas cadeiras
mais completo, do que resultava para o ensino uma maior e
necessdria amplitude.

As que foram entdo criadas juntamente com as existentes,
constituem, nas trés Universidades, o quadro seguinte.

Uma cadeira d¢ matemdticas gerais, cujo ensino se faz em
dois semestres. E destinada aos alunos da secgio de scién-
cias biologicas e geologicas da Faculdade de Sciéncias.

Uma de é!ge%-ra superior e de geometria analitica, em
dois semestres.

Uma de cdlculo diferencial e integral, em dois semestres.
Estas duas cadeiras sdo destinadas aos alunos das secgbes de
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sciéncias matemdticas e de sciéncias fisico-quimicas da Facul-
dade de Sciéncias e aos alunos da Faculdade Técnica (enge-
nharia).

Uma de geometria descritiva, em dois semestres, para os
alunos da secgdo de matemdtica da Faculdade de Sciéncias
e para os alunos da Faculdade Técnica.

Uma de andlise superior, em dois semestres, uma outra
de geometria projectiva, também em dois semestres e mais
uma de cdlculo das probabilidades, em um semestre, para os
alunos da primeira secgdo da Faculdade de Sciéncias.

Tal é o conjunto das cadeiras pelas quais se encontram
distribuidas as disciplinas que constituem o ensino das mate-
maticas puras, fundamento do ensino das matemadticas aplicadas
da secgdo de matemdtica das Faculdades. de Sciéncias e também
base do mesmo ensino para as outras duas secgOes das mesmas
i-;aculdach:s e para a Faculdade Técnica na Universidade do

drto.

Melhorias e imperfeiges

Este quadro representa um notdvel e claro progresso sobre
o que anteriormente existia, se bem que encerra alguns de-
feitos fdceis de remediar.

Por muito de leve que se analise éste agrupamento hd um
reparo que imediatamente se oferece fazer: um sensivel dese-
quilibrio revelado na distribuigdo das matérias pelas diversas
cadeiras, atento o seu valor relativo e a extensdo que importa
dar-lhes.

A geometria projectiva reservam-se dois semetres, isto é,
um ano inteiro, e paralelamente a geometria analitica e a dl-
gebra superior sdo comprimidas dentro da mesma cadeira e
ensinadas no mesmo espagn de tempo, levando assim ao inevi-
tdvel resultado de uma disciplina ser sacrificada a outra, o que
sempre e inevitavelmente acontece.

, na verdade, como serd possivel, querendo o professor
elevar-se um pouco, sair para fora do emprégo elementar
das coordenadas cartesianas ordindrias e imprimir a geome-
tria uma feigdo moderna, partindo da nogdo da razio dupla e
da lei da dualidade, empregando as coordenadas de pontos e
de linhas — como serd possivel, pergunto eu, utilizando estes
principios € os métodos modernos que dio a doutrina tdo
admirdvel unidade, beleza, simetria e fecundidade nos resul-
tados — jcomo serd possivel concentrar 16da esta doutrina
dentro de um semestre, cortado de férias, de interrupgses,
umas inevitaveis, outras infelizmente bem escusadas mas que
a fatalidade tantas vezes tem feito surgirs
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¢E a dlgebra? A experiéncia mostra ser qudsi impossivel
ultrapassar a teoria da resolugdo numérica das equagbes.

A teoria das formas algébricas, os invariantes, as trans-
formag6es lineares, us belos trabalhos de Lagrange, de Abel
e Galois, tudo isto tem de ficar em grande parte no esqueci-
mento, €, somente por um esférgo ingente da parte do pro-
fessor, quando auxiliado por uma rara boa vontade de alunos
essencieﬂmente dedicados, em anos de excepcionais condigGes
de continuidade, sem interrupgbes nem perturbagdes, se con-
segue expor algumas destas matérias.

Fala pela minha voz a experiéncia de largos anos de exer-
cicio de magistério, e eu puc!uriﬂ apontar em letras vermelhas,
nos registos do meu ensino, aqueles, em que um conjunto de
raras circunstdncias felizes permitiram a realizagdo de um pro-
grama relativamente completo, como eu o desejaria ver reali-
zado sempre.

E emquanto que esta impossivel, esta incongruente concen-
tragdo se impde a duas disciplinas fundamentalmente impor-
tantes, a exposi¢do da geometria pura, com a forma projectiva,
se dilui por um ano inteiro, ndo obstante a sua importdncia,
por forma alguma se possa admitir que seja superior a da
geometria analitica.

Creio pois ter razdo bastante para afirmar que se encontra
no quadro actual das disciplinas, alids bastante completo, um
sensivel desequilibrio que importard corrigir. ;Serd isso
facil ?

. Para tentar estabelecer qualquer férmula, que represente
solugdo, harmoénica no seu conjunto e praticamente util nos
seus fins, aproveitando quanto possivel os elementos existen-
tes, dois pontos convém considerar préviamente. Nesta con-
formidade preguntarei:

:Qual ¢ a preparagio provdvel do aluno, e com a qual se
pode contar, quando éle ingressa nas Faculdades de Scién-
cias?

¢Qual é em cada um dos ramos da Faculdade a extensdo
necessdria e suficiente da cultura matemdtrca que éle deve re-
ceber?

A cultura matematica preparatéria
dos alunos que ingressam nas Faculdades de Sciéncias

A resposta ao primeiro quesito havia de levar-me para
muito longe e obrigar-me a percorrer um campo que ndo me
proponho neste momento explorar.

irei apenas que, se os programas do nosso ensino secun-
ddrio sdo largamente desenvolvidos, os resultados colhidos
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tém sido notavelmente inferiores as promessas lisongeiras que
éles encerram.

Tem sido confiada aos nossos liceus uma dupla missdo:
dar aos alunos uma cultura geral, e, obtida esta, de, nos ul-
timos anos dos respectivos cursos, os especializarem, ou no
ramo de letras, ou no ramo de sciéncias, preparando para
estudos superiores os que aspiram a mais elevada cultura
scientifica.

Pelo que diz respeito a sciéncias e, em especial, & prepa-
ragdo matemdtica, ;poderd afirmar-se que o aluno, depois de
completar o curso secunddrio, se encontrard em %eral apto
para receber um ensino superior, elevado e intenso

E forgoso confessar que quem quiser, neste momento,
firmar o ensino superior matemdtico sébre o ensino liceal
actual serd imprudente se confiar demasiado em uma soélida
preparagdo secunddria. E muito propositadamente me refiro
g uma preparagio solida, e nfo a uma preparagio extensa.
E aqucﬁl, e ndo esta, que importa fomentar.

Oxald que uma proxima reforma do ensino matemdtico dos
liceus, que tanto urge preparar, se elabore sébre a dupla
base, a meu ver indiscutivelmente necessdria, da compressdo
dos programas e da intensificagdo do ensino, e ndo se deixe
arrastar pela ilusdo do programa aparatoso, mas cuja execugio
a prdtica magstre ser impossivel.

Quer a fungdo do liceu seja dar uma cultura geral média
e a €ste papel se limite, quer conserve ainda a missdo de
_preparar para o ensino universitdrio, deverd afastar-se dos
programas tdda a doutrina que represente ostentagdo va e
pretenciosa.

Pelo que diz respeito aos conhecimentos matemiticos fago
votos por que se tenha bem presente a sua indole especial.
L necessdrio que €les se liguem graduando se, e ndo esquega
que vale a pena sacrificar doutrinas pseudo superiores de inte-
résse quimerico a necessidade absoluta de fazer um ensino
perfeito e demorado da aritmética e da geometria euclidiana,
ensino fundamental indispensivel e que ndo se repete fora
dos liceus.

:Como se poderd, com efeito, seguir com proveito um
ensino rasgado de geometria analitica ou descritiva sem pos-
suir bastante completos os elementos da geometria eucli-
diana?

:E quantas vezes se tem reconhecido a sua lamentdvel in-
subsisténcia?
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A transi¢io do ensino liceal para o ensino universitdrio

Ora se, como eu hé pouco dizia, ndo se pode aguardar,
em regra, uma solida preparagdo elementar, claro é que,
como conseqliéncia inevitdvel, se deverd pér de parte por ilu-
soria qualquer organizagdo de ensino superior matematico que
logo de entrada tome formas relativamente elevadas, e, sendo
assim, 0 bom senso aconselhard uma transigio que estabeleca
continuidade entre o ensino liceal e o ensino superior.

A minha aspiragiio seria que essa transi¢do se fizesse em
um periodo de estdgio antes do ingresso definitivo nas Facul-
dades, mas junto destas e sob a sua imediata direcgio e fisca-
lizagdo, e depois de completado o curso do liceu, cuja fungio
se limitaria a dar uma solida e sincera nstrugdo geral média,
samNFreacupa;ﬁo de preparar para cursos universitarios.

as, nao sendo possivel por agora esperar uma tio pro-
funda remodelagdo do ensino secundirio, vejamos como, dentro
do existente, se poderd estabelecer proveitosamente essa tran-
sigdo.

Para éste fim estd naturalmente indicada a cadeira de ma-
temdticas gerais, que ficaria sendo estudo obrigatério funda-
mental e inicial para qualquer das secgdes da %‘aculdade de
Sciéncias. Aceite esta base, vejamos como dela deverdo ra-
mificar os conhecimentos matemdticos ulteriores, dentro das
diversas secgdes.

A extensdo do ensino matemdtico
dentro da 1.* seccdio da Faculdade de Sciéncias
€ a preparacdo matemética do engenheiro

A primeira secgdo da Faculdade de Sciéncias é aquela em
que predominam as sciéncias matemdticas e nela atingem o
seu mdximo desenvolvimento.

A esta secgdio vém também procurar a sua cultura mate-
mitica os alunos que se destinam a Faculdade Técnica (alunos
engenheiros) e ainda aos cursos militares estranhos a Univer-
sidade.

¢ Até que ponto ¢é conveniente que seja levada a sua prepa-
ragio matemdtica?

Nao vou tratar aqui agora esta debatida questdo e da qual
tdo proficientemente se ocupou o Congresso espanhol de en-
genharia realizado hd dois anos. Citarei todavia as palavras
de um matemadtico distintissimo, o Sr. Rey, Pastor, alta men-

10
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talidade espanhola a qual presto admirativa homenagem, pro-
feridas nesse Congresso entre os aplausos dos assistentes.

Disse éle ser mister distinguir entre o técnico subalterno,
sem pretensGes, que aplica os resultados prdticos nos traba-
lhos vulgares, e o técnico superior que, cultivando a sciéncia, a
pode fazer progredir. Para éste a cultura matemadtica elevada
¢ indispensdvel, e conclui, que um pais desprovido de escolas
onde esta alta cultura se possa obter, seria um pais de civili-
zagdo incompleta e de cultura satélite.

J4 em outra ocasido e em outro lugar tive ensejo de citar
estas palavras, que traduzem uma opinido com a qual me con-
formo por completo.

Deve-se apartar sem hesitagdo um largo quinhdo dos conhe-
cimentos matemadticos, que encontramos na primeira secgao da
Faculdade de Sciéncias, para organizar a preparacio indispen-
sdvel aos alunos que se destinam a Faculdade Tccnica.

A extensdo do ensino matemdtico
dos alunos da 2.° e 3.7 seccdes da Faculdade de Sciéncias

A segunda secgdo ¢ destinada a dar conhecimentos nos
quais a nota dominante ¢ a cultura das sciéncias fisico-qui-
micas.

Nio se justifica que nesta secgdo os alunos recebam educa-
¢do. matemdtica inferior a do engenheiro.

Até agora tém éles sido obrigados as duas cadeiras se-
uintes: dlgebra superior e geometria analitica e cdlculo di-
erencial e integral.

Afigura-se mal equilibrada por um lado, deficiente por outro
esta base matemdtica do estudo das sciéncias fisicas.

E natural a exigéncia da geometria analitica, mesmo com

a extensdo que toma na primeira secgdo e ainda o cdlculo,
mas, pelo que diz respeito a #lgebra superior, bastard quanta
for necessdria para o estudo da geometria analitica.

Por outro lado ndo compreendo como estes alunos tenham
até agora sido dispensados de se instruirem nas matérias pro-
fessagas no curso de cdlculo das probabilidades.

Nido sbmente a teoria dos erros lhes ¢ indiscutivelmente
necessdria para bem compararem, bem apreciarem e bem
concluirem dos resultados experimentais os valores mais Ero-
vdveis, mas ainda os principios fundamentais das probabili-
dades constituem hoje a base de notdveis teorias fisicas. Nio
hd muito que com interésse compulsei umas conferéncias notd-
veis do professor Guye, de Genebra, e que tinham por assunto
a evolucdo dos fenomenos fisico-quimicos, ligada ao cdlculo
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das probabilidades. Parece-me de 16da a oportunidade romper
com uma velha tradigdo injustificdvel, substituindo parte do es-
tudo da dlgebra, inutil nas suas teorias superiores, pelo cdl-
culo das probabilidades, sempre aproveitdvel, e talvez hoje
indispensdvel.

A terceira secgdo da Faculdade de -Sciéncias é a das scién-
cias biologicas e geologicas. Para esta parece natural reser-
var-se a preparagao matemdtica minima.

Definida por esta forma a indole de cada uma das secgbes
da Faculdade de Sciéncias e respectiva finalidade, e reconhe-
cida a conveniéncia de um periodo de transigio entre as ma-
temdticas elementares dos estudos secunddrios, e as matemd-
ticas superiores, com o cardcter de elevago préprio do ensino
superior dos cursos universitirios, eu pego que me permitam
dizer como na minha opinido, sem aumento do numero de ca-
deiras da Faculdade, sem exigir aos alunos um maior esférgo,
mas obedecendo a uma diversa mas metddica distribuigdo de
doutrinas, eu penso que as deficiéncias apontadas seriam su-
primidas, os defeitos emendados e se atingiria uma organi-
zagdo, dentro do existente, porventura ndo perfeita, mas cer-
tamente légica e harmonica,

Um novo plano de estudos matemdticos
nas Faculdades de Sciéncias

Das matematicas gerais se faria o estudo obrigatério, ini-
cial e fundamental dos conhecimentos professados nas trés
secgoes da Faculdade. A matéria seria exposta em trés se-
mestres.

Os dois primeiros abrangeriam a trigonometria esférica, a
geometria analitica do plano e do espago, tratada pelos métodos
cldssicos elementares, empregando as coordenadas cartesianas,
ndo homogéneas, e as polares, alguma dlgebra complementar,
sem pretengdes a dlgebra superior, e os principios de cdleulo
diferencial.

O terceiro semestre abrangeria os complementos désse
cdlculo e os elementos do cdlculo integral, exposto em vista
das futuras aplicagdes.

Nos dois primeiros semestres de matemadticas gerais se faria
um ensino cﬁ: transigdo do liceu para a Faculdade, ensino
obrigatorio a todos os seus alunos.

o terceiro se faria ensino expressamente consagrado aos
alunos da terceira secgdo Unicamente, que receberiam nestes
trés semestres a sua instrugdo matemdtica total.

A cadeira de geometria projectiva teria de ser desdobrada
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em duas outras semestrais, a primeira de geometria pura, a
segunda de geometria analitica superior, complemento da geo-
metria analitica elementar ensinada na cadeira de matemadticas
gerais.

A actual cadeira de geometria analitica e dlgebra seria con-
vertida em duas cadeiras semestrais de dlgebra superior, en-
sino complementar da dlgebra da cadeira de matemdticas ge-
rais. Na primeira se esplanariam as doutrinas precisas para
o ensino da geometria analitica superior.

Os alunos da segunda secgdo seriam obrigados a freqiientar
os dois primeiros semestres de matemadticas gerais, o semestre
de algebra superior, preparatéria para a cadeira semestral de
geometria analitica superior, esta cadeira e ainda cdlculo dife-
rencial e integral e cdlculo das probabilidades.

Os alunos da primeira secgdo deveriam freqtientar, além
dos dois primeiros semestres de matemdticas gerais, os dois
semestres de dlgebra, os dois semestres de geometria pura e
analitica e ainda as cadeiras de geometria descritiva, de cdl-
culo diferencial e integral, de andlise superior ¢ de cdlculo
das probabilidades, as quais continuariam com a forma actual
e seriam obrigatérias para todos os alunos da primeira secgdo,
juntamente com as cadeiras de mecdnica, astronomia e geo-
desia, fisica matemdtica e mecinica celeste.

- Para os alunos que se destinam a Faculdade Técnica e
que ndo podem dispensar uma cultura matemdtica bastante
elevada, eu proporia 0 minimo seguinte: os dois semestres de
matematicas gerais, as cadeiras de geometria analitica e pro-
jectiva, de cdlculo diferencial e integral, de geometria descri-
tiva e de mecdnica. De dlgebra superior teriam de frequientar
a parte preparatoria para a geometria analitica superior.

Para os cursos militares, que ndo féssem de engenharia
ou artilharia, bastariam os trés semestres de matemadticas ge-
rais.

Para os alunos de engenharia militar ou artilharia a pre-
paragdo niio deveria ser inferior & dos alunos que se destinam
a Faculdade Técnica.

Resumindo e sintetizando o que fica dito eu creio poder
formular a seguinte conclusdo:

O ensino matemrdtico universitirio em Portugal, notavel-
mente melhorado, tem ainda manifestas deficiéncias, mas os
valiosos elementos criados pela reforma de 1911, conveniente-
mente remodelados, podem facilmente constituir um quadro de
conhecimentos, base dum plano de estudos capaz de fornecer
suficiente cultura matemadtica superior para toédas as carreiras
que clich] precisem, sem alterar sensivelmente a organizagiio
actual.
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MEeus SenHORES

E tempo de pdr remate a estas reflexdes, alids bem ligei-
ras, em que me tenho demorado, encarando um dos aspectos
do nosso ensino matematico.

Somente mais duas palavras e termino. O prometido é
devido e eu prometi ser breve.

Falei da remodelagdo operada em Portugal em 1911, a
qual, representando um progresso sem duvida aprecidvel, tem
ainda, sob o ponto de vista da cultura matemadtica, evidentes
defeitos e sensiveis deficiéncias.

Falei com sinceridade pondo em destaque essas faltas.
Com igual sinceridade repetirei que as julgo ficeis de reme-
diar com pequeno esférgo e alguma boa vontade.

Eu tenho, e sinto grande prazer em afirmd-lo hoje aqui,
perante os nossos héspedes, fé inabaldvel e confianca ilimitada
no ressurgimento, pelo trubalho e por uma bem orientada
educagdo moral e scientifica, desta nossa terra portuguesa
bem-amada. Creio até poder afirmar que alguns sintomas
prometedores se esbogam jd. ;Nao serio indicios de um mo-
vimento reparador que desperta dois acontecimentos palpi-
tantes que no momento presente e bem & nossa vista se :E:scn-
rolam nesta cidade em campos diversos: no campo do trabalho
o certamen do Paldcic de Cristal, pleno de interessantes re-
velagbes sbbre o nosso progresso industrial; no campo inte-
lectual o interésse manifestado em meios tdo diversos por
éste Congresso, cujo éxito vai muito para além da nossa es-
pectativa ?

Mas ndo basta confiar e cruzar os bragos ; senfio trabalhar

ara que €sse ressurgimento se vd operando progressiva e
Ermememe, sem perda de tempo, sem dispéndio inutil de
energias.

ra, uma orientagdo fecunda e um impulso enérgico e de-
cidido para a realizagdo dessa grande obra, deverd encontrar
um dos seus mais fortes esteios no aperfeigoamento e na
expansdo do nosso ensino, em todos os graus, em todos os
campos.

Sdo os conhecimentos matemdticos fundamento de grande
nimero das mais belas e das mais prestantes ramificagbes
do saber, indispensdvel e poderoso instrumento de investigagio
de outros, elemento educativo a todos favordvel. Exige o seu
ensino a mais desvelada atengdo, quer se trate das investiga-
¢Ges mais elevadas e transcendentes, quer se procure apenas,
em dominios mais modestos, encontrar a melhor forma de fazer
uma simples exposigdo utilitdria ou elementar.
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E, sendo isto certo, ;ndo resultard dever indeclindvel para
quantos possam concorrer para que se estabelega essa cor-
rente de progresso e de aperfeicoamento imprescindiveis, en-
vidar, dentro da esfera da sua acgdo, dos seus conhecimentos,
da sua experiéncia, todos os esforgos para que a cultura desta
maravilhosa sciéncia seja, quanto possivel, cuidada e per-
feita?

Assim o penso, e por éste motivo e porque a ocasifo era
propicia pareceu-me conveniente aproveitd-la trazendo para
aqui um mais do que modesto tributo para a solugio do pro-
blema do renovamento da nossa educagio matemdtica supe-
rior, cuja estrutura, a meu ver ainda imperfeita, pode, sem
notdvel esforgo, evolucionar facilmente para formas mais equi-
libradas e por conseguinte mais produtivas, ’

s possivel que eu me iluda e que melhores solugGes ime-
diatas seja possivel formular capazes de sanar as imperfei-
¢bes e corrigir as deficiéncias perturbadoras da regular ex-
pansdo do nosso ensino, para as quais me permiti chamar a
atenigdo dos meus sdbios colegas.

VV. Ex.” o dirdio e, se melhor se encontrar, eu o acolherei
com reconhecimento, porque, Meus Senhores, 0 meu objectivo
principal, o meu desejo mais veemente seria que éste toque
de rebate fosse ouvido e eu obtivesse a coadjuvagio efectiva
dos colegas das Universidades portuguesas para que, solidari-
zando-nos todos em um pensamento comum, unidos por uma
mesma aspiragdo, aprecidssemos com carinhoso cuidado éste
e tantos outros problemas, que tio de perto nos interessam,
congregando todos os esforgos para que de nds partisse a ini-
ciativa de uma reconstrugao solida e util do ensino matema-
tico superior em Portugal.

Sim, porque é dentro da nossa corporagdo que eu de-
sejaria ver iniciado ésse movimento reparador, reflectido e
prdtico, sem nos deixarmos transviar por pessimismos nem
por preconceitos, sem nos deixarmos iludir por fantasias.
nem por formulas de problemdtica adaptagdo cujo valor pri-
tico s6 em época remota a experiéncia poderd confirmar ou
condenar.

Eu quereria que, valorizando e completando tudo quanto
pela experiéncia temos reconhecido poder dar resultados van-
tajosos, e que ndo ¢ pouco, e eliminando ou modificando,
quanto se tem denunciado nocivo ou imitil, e que também €
bastante, pudéssemos de uma maneira suave, embora lenta,
mas segura e reflectida, atingir formas definitivas e harmo-
nicas com o condicionalismo do nosso ambiente e a psicologia
da nossa raga.

Assim orientados eu creio que conseguiriamos realizar
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dentro de pouco tempo uma obra solida, produtiva e dura-
doura, porque seria nussa, porque seria portuguesa e porque
seria prdtica, correspondendo em fecunda uulidade aos ar-
dentes votos que eu fago, que todos nés sem divida fazemos,
pela consolidagdo e rendimento util do nosso ensino, pelo
enaltecimento e prestigio da Pdtria portuguesa.




MODIFICACAO
DO METODO DO PICNOMETRO

PARA DETERMINAR
A DENSIDADE DOS SOLIDOS

(CASO DOS SOLIDOS ATACAVEIS PELO AR E PELA AGUA)

POR

ALVARO R. MACHADO

O méluducrh.nomx.trlcu, imaginado por Klaprott, para a
determinagdo da densidade dos solidos e definitivamente intro-
duzido por Regnault, ¢ hoje o mais usado nos laboratorios
como ¢ mais exacto, contanto que se &dupl:. técnica conve-
niente e @ frasco se possa encher de liquido sempre uniforme-
mente. lustu método merece, pois, a atengio dos cultores
das sciéncias fisico-quimicas, no sentido de o generalizarem,
aperfeicoarem os instrumentos e tornarem coémoda a técnica.

O frasco que ndés mandamos construir (fig. 1) é de vidro
fino, com -a capacidade de cérca de 6o ecm?, de gargalo um
pouco largo (1 cm., ou mais, de didmetro) de modo a poder
deixar passar pequenos fragmentos de sélidos, adaptando-se
a éste gargalo uma rélha perfcu.amn:nte esmerilada, que faz
corpo com um termémetro, graduado de o° a 30°. Na parte
superior do frasco estda implantado um pequeno tubo capilar
com um trago de referéncia, encimado por um pequeno reser-
vatorio cilindrico, de Cdp‘iC!ddde cérca de 2 cm?, fechado por
uma rdlha.

O que éste frasco, ou picndmelro, tem de especial é éste
reservatorio suplementar, com o qual podemos determinar a
densidade de um soélido que ndo pode ser pesado no ar, se-
gundo a técnica ordindria (*).

() Elementos de Fisica Geral, por F. J. Sousa Gomes e Alvaro R.
Meachado, 3.® ed., pdg. 153. —hutru; des para trabalhos no Laboratirio de
Fisica da Universidade do Pérto por Alvaro R. Machado. Art. Determi-
nagdo da densidade dos solidos pelo método do frasco.
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Se se conhece a densidade dum liquido (petréleo, esséncia
de terebentina, dlcool, etc.) que ndo tenha acgdo de qualquer
espécie sbbre o solido, a tccnica apropriada € a seguinte:

1. Enche-se o frasco até ao trago de referéncia, enxu-
ga-se o reservatorio suprajacente ao tubo capilar, bem como
a parte superior déste, com auxilio de aparas e
pequenos rolos de papel de filtro: limpa se ex- A
teriormente.

Depois de ter tomado a temperatura do am-
biente, coloca-se num prato da balanga de pre-
cisdo, juntamente com massas marcadas 7,
fazendo tara ¢ no outro prato. Temos assim
uma primeira igualdade

t=f+m'+1.

2.° Introduz-se no frasco o fragmento do
solido, sem perder porgdo alguma de liquido.
Este, quando se introduzir a rélha com termoé-
metro, sobe pelo tubo lateral e fica contido no
reservatorio suprajacente.

Se pequenas bolhas de ar ficarem aderentes
ao corpo, tiram-se tocando-as com um arame
fino.

Deixando ficar a mesma tara f, modificam-se
se as massas colocadas ao lado do frasco para
m", de modo a restabelecer o equilibrio da ba-
langa. Temos a segunda igualdade:

te=f+14m"- c.

3.° Com auxilio duma pequena pipeta e de papel de filtro,
tira-se todo o liquido Iy, que estd acima do trago de referéncia
no tubo capilar e reservatorio, que representa um volume de
liquido igual ao volume do corpo.

Conservando ainda a tara primitiva, modificam-se as massas
colocadas ao lado do frasco de modo a de novo restabelecer o
equilibrio da balanga. Temos agora a igualdade:

Fig- 1

t=f+1'+m"+c.
Da primeira e da segunda igualdade tira-se a massa do
CUFPO
c=m—m".

Da segunda e da terceira igualdade tira-se a massa /y do
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liquido saido da segunda para a terceira pesagem, de volume
igual ao do corpo sélido introduzindo

h=Il=0=m"—m".

A densidade do sélido em relagdo ao liquido empregado,
4 temperatura da experiéncia, serd

o m' —m'
h " —m

Para termos a densidade do solido 8 mesma temperatura
em relagdo a dgua a 3” C. basta multiplicar a densidade
bruta d' pela densidade d" do liquido conhecido (1).

uste frasco e o modus faciendi exposto pode aplicar-se a
determinagdo corrente da densidade dum corpo sdﬁdo. Nao
¢ mais complicado na sua execugdo e conduz a resultados
exactos. Neste caso, o liquido em que o corpo se mergulha
¢ a dgua distilada, cuja densidade d" se conhece por simples
consulta de tabelas.

No caso especial dos sélidos se alterarem pelo ar, que
determina o uso da modificagdo aqui proposta, sucede por
vezes que @sses corpos, por exemplo os metais alcalinos,
também sdo atacdveis pela dgua e portanto hd necessidade de
empregar outros liquidos para os banhar, como o petréleo.

Os principios de técnica, que vamos expor, aplicam-se
portanto aos casos especiais em que o corpo € atacdvel quimi-
camente pela dgua ou se dissolve nela.

Suponhamos que a densidade do liquido auxiliar empregada
ndo se conhece com rigor nas condi¢bes das experiéncias e hd
necessidade de a determinar na ocasido. Pode fazer-se isto
simultineamente pelo método do frasco com economia de pe-
sagens; bastam duas mais:

Toma-se uma tara ¢ suficientemente grande para fazer
equilibrio ao frasco vazio, limpo e séco e a uma massa m'
gr., sendo em geral éste nimero 7' cérca do débro da capa-
cidade do frasco em cm?.

Faz-se outra pesagem com o frasco cheio de dgua a #°,
até ao traco de referéncia, e séco no resto, como no caso

eral; sejam m" as massas marcadas necessdrias para estabe-
ecer o equilibrio,

Em seguida despeja-se a dgua do frasco e passa-se inter-

(1) Elementos de Fisica Geral, por F. J. Sousa Gomes e Alvaro R.
Machado, 3.* ed., pdg. 152.
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namente com o liquido em que o corpo solido vai ser mergu-
lhado; enche-se com éste, como no caso anteriormente exposto,
e fazem-se seguidamente as trés operagbes.

As cinco pesagens, que ao todo se fazem correspondem as
cinco igualdades

=+ mo
t=f+m+a
t=f4m+1
t=f+m"+1+4c¢
t=f4+m"+1'+ec.

Da primeira e da segunda e da primeira e da terceira ti-
ram-se respectivamente a massa da dgua a=mo—m e a
massa do liquido / = mg — my, que enchem o frasco até ao trago
de referéncia. Portanto, a densidade bruta do liquido a tem-
peratura da experiéncia serd

l mo —m'

d=—=

a mo—my

A densidade bruta de d' do sélido em relagdo ao liquido, 2
temperatura da experiéncia, serd calculada com os resultados
da experiéncia como atrds, tendo as grandezas a mesma re-
presentagdo literal.

Faz se a correcgdo pelo processo geral indicado.

Assim ficamos com um método geral, cuja precisdo s6
resta limitada na maneira de colocar a rélha no frasco nas
operagbes sucessivas,




NOTA SOBRE A CRIOSCOPIA

DAS AGUAS MINERO-MEDICINAIS
PORTUGUESAS

POR

RAUL LUPI NOGUEIRA

Professor na Faculdade de Farmdcia da Universidade de Listoa

As dguas minerais portuguesas nido estdo, que me conste,
salvo uma ou outra, estudadas sob o ponto de vista do seu
indice crioscépico.

Essa constante fisico-quimica tem indubitavelmente, sua
importincia quer sob o ponto de vista fisico-quimico, quer
sob o ponto de vista crenoterdpico. Qualn{ucr contribuigdo
para o seu estudo, embora modesta, ¢ pois bemvinda, ainda
juando se trate apenas dum trabalho inicial que sirva de ponto

e partida para outros de maior tdmo,

O estudo da crioscopia de uma dgua mineral ndo deve ser
feito apenas na dgua engarrafada, mais ou menos recente,
mas na origem, na nascente, e, ainda, serd certamentg inte-
ressante determinar as variagbes do indice crioscopico nas di-
versas €pocas do ano e no decorrer dos anos.

Por agora, e como trabalho inicial, ocupei-me apenas de
determinagbes dos pontos de congelagdo das dguas minerais
portuguesas e também de algumas espanholas.

Fiz primeiro, para cada dgua, uma série de determinagées
usando um criescopio de Feckmann. O resfriamento era
obtido com uma mistura de gélo, sal e dgua gelada. No es-
pago anular entre o tubo largo que mergulha na mistura frigo-
rifica e o tubo-laboratério, deitei dlcool a go®, em quantidade
tal que o seu nivel fdsse sensivelmente igual ao da dgua a en-
saiar, contida no tubo-laboratério. Regulava também a quan-
tidade da mistura refrigerante de forma que o seu nivel ndo
divergisse muito do do dlcool e da dgua. O volume de dgua
inlruguzido no tubo-laboratério era sempre de 25 c.¢c. Em-
preguei um termoémetro graduado em centésimos de grau
entre —3° e - 2° termémetro bem calibrado que verifiquei
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cuidadosamente. Com um o6culo de Galileu podia apreciar
facilmente /5 de centésimo de grau.

A dgua era agitada com um agitador, de fio de prata pla-
tinado. Todos os dias determinava o ponto de congelagdo da
dgua redestilada. ' Os tbos-laboratorio, agitador e termometro
eram lavados meticulosamente com dgua destilada ordindria,
depois com dgua redestilada e, vdrias vezes, com a dgua a
ensaiar.

A dgua redestilada que empreguei era obtida, redestilando
em aparelho de vidro de lena, a dgua destilada (satisfazendo
aos ensaios da Ph. P., do Codex rgo8 e da Ph. G., ed. v)
em presenga do permanganato de potdssio alcalinizado e do
alumen.

Fazia seguidamente, para cada dgua, uma série de dez de-
terminagGes com o crioscdpio Lupt e Athayde (ver Revista de
quimica pura e applicada, 1 série, 11 ano, 1917) porque com
éste aparelho se obtém um arrefecimento muito lento, redu-
zindo-se ao minimo a sébre-fusdo.

Empregava o mesmo volume de dgua 25 c. c. ¢ o mesmo
agitador em hélice.

As divergéncias entre os numeros obtidos pelos dois pro-
cessos eram pequenas; menores eram ainda as diferengas
entre os dez nimeros obtidos com o crioscopio de evaporagio
de éter sucedendo-me fregiientemente obter oito e nove nume-
ros perfeitamente concordantes.

Repetia depois estes ensaios, com as dguas diluidas a 1:2
com dgua redestilada.

Fiz t6das as correcgdes e calculei as médias dos numeros
corrigidos. No mapa n.° 1 estdo reiinidas: as médias das dez
determinagbes com as dguas ndo diluidas, 4; as médias tam-
bém de dez determinagbes com as dguas diluidas a 1:2, &';
e, na ultima coluna, os valores de /3 A.

Confrontando os valores de A' com os de '/s A vé-se que
aqueles pouco diferem déstes (excepgdo feita das dguas de
Rubinat, Carabana e La Margarita) o que me leva a crer que
os electrolitos em solucdo estao fortemente dissociados.

Quanto as dguas de Rubinat, Carabafia e La Margarita,
tddas de muito elevada mineralizagdo, como os valores de A'
divergiam muito dos de Y3 A, fiz com elas uma nova série de
determinagbes diluindo-as a 1:2, a 1:4 e a 1:8. Os va-
lores obtidos estdo retinidos no mapa n.” 2. Por éle se veri-
fica que o grau de dissociagdo destas dguas ¢ bastante baixo,
sendo necessdrio dilui-las a 1:4 para que, com uma nova di-
luigdo, a 1: 8, o novo abaixamento do ponto de congelagdo seja
sensivelmente igual a metade do anterior.
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No mapa n.” 3 encontram-se os pontos de congelagdo, a
mineralizagdo total e a mineralizagiio fixa das diversas dguas.

Da comparagdo do conjunto déstes numeros resulta ndo
haver paralelismo entre o grau crioscépico e a mineralizagéo,
quer se considere a mineralizagdo fixa quer a mineralizagio
total,

Nio € isso para admirar, antes ¢ de prever, tendo‘em con-
sideragdo as leis que regem as propriedades coligativas das
solugdes.

Porém, nas dguas que tenham uma constituigdo andloga é
de crer Que ésse paralelismo exista.

Consideremos as dguas de Vidago, Vidago n.® 2, Salus,
Sabroso, Areal, tddas da mesma regido e de composigdo qua-
litativa semelhante: :

Vidago. . . . —0%328 MT =8,77512 MF = 7,19506

Salus. . - . . —0%272 MT = 7,846245 MF = 5,719-45
Vidagon®2. — 0*‘:201 MT = 6’,06949 MF = .;,5“‘60
Sabroso . . . —o%176 MT = 5664552 MF = 3,313g31
Areal. . ... —0%i48 MT = 5,081 MF = 4,0801.

Uma simples vista de olhos sdbre estes nimeros mostra

ue ao acréscimo da mineralizagdo, corresponde o acréscimo

30 abaixaménto do ponto de congelagdo. Nio hd, porém,
proporcionalidade, como ¢ ficil de verificar.

Outro ponto sbbre que incidiu a minha atencio foi a in-
fluéncia do anidrido carbénico livre e outros gases em solugio
sobre o indice crioscopico das dguas.

Para estudar essa influéncia fiz as seguintes experiéncias:

a) Agitei a dgua de Vidago, enérgicamente, durante uma
hora e determinei o seu ponto de congelagiio. Repeti esta
experiéncia com as dguas de Vidago n.® 2, de Sabroso, do
Areal, das Pedras Salgadas (nascente Penedo), de Melgago e
dguas Romanas.

b) Fiz passar durante trés horas uma corrente de ar na
dgua de Vidago: repeti a operagdo com as outras dguas acima
mencionadas; determinei os pontos de congelacdo.

¢) Aqueci a dgua de Vidago até ao inicio da ebuligdo; su-
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jeitei as outras dguas ao mesmo tratamento; determinei os
pontos de congelagio.

As trés experiéncias conduziram-me a resultados sensivel-
velmente iguais para cada uma das dguas.

Se no ponto de congelagdo destas dguas depois de agi-
tadas, adicionarmos a quota parte atribuivel ao anidrido car-
bonico livre, a soma resultante pouco difere do indice criosco-
pico da dgua nao agitada.

Tem, pois, o anidrido carbénico, e os outros gases em so-
lugdo, uma influéncia notdvel, dependente da sua proporgio,
no valor da constante fisico-quimica que estamos estudando.

O mapa n.® 4 compreende os resultados obtidos; o seu
exame confirma o que acabo de dizer.

E necessdrio fazer o estudo comparativo do indice crioscé-
pico e das outras constantes fisicas das dguas, nomeadamente,
da resistividade.

Também serd interessante comparar o grau crioscopico
das dguas e o de solutos artificiais de composigdo andloga.

Déstes assuntos tenciono ocupar-me no decurso do pro-
ximo ano lectivo, e, lc-%o que me seja possivel, e na medida
do que me for possivel, procurarei estudar o indice criosco-
pico das dguas na origem, bem como as suas variagbes com
0 tempo, estagao, etc.

Lisboa, 16 de Junho de 1921.

MAPA N.° 1
| Ponto | Ponto
|de congelagio)de congelagiio]
Designagio das dguas | a%ua da dgua Valor de '/y
nio diluida | diluida a1/,
4 A
FozdaCertd . .. ...........| —o0%07 | —o0%004 | —0®0035
T T e e s+ s —O%010 | —0%005 | —0%005
Caldas Santas. . . . . . ... ... ..l —o%Il0 | —o%005 | —0%005
Casais. « - v oo e 0o oo o ns s0as| —0%16 | —0%008.| —o0%008
Caldas da Felgueira. . . . . « s+ .. —o0%017 | —0°%008 | — 0%0085
S. Vicente (Entre-os-Rios) . . . . .. .| —o%022 | —0%010 | —0%011
Vizela (Nascente do Médico) . . . , . .| —0o%022 —-0%012 | —o%011
Vizela (Nascente do Rio). + . . .+ . «| —0%028 | —0°,016 | —o%014




160

ASSOCIAGAO PORTUGUESA PARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

Ponto
de congelagio

Ponto

de congelagio

" A d da 4 Valor de'fs
ENNINCES tun gnan nio.di uida dilnald; '.:",r. A
A A
T A e P LA S e e, S —o°0do | —0°018 | —0%015
guﬁus. AN AL SRS —3:,043 —g:n;g —g:,ggé.‘l
em-Satde . . . . .. —0%I112 | —0%0 — 0",
Pedras Salgmtes. . Lo o 10 sias —-o"jsm —o':oﬁﬁ —o“,gég
L OMDRIRE 5« iay. w0 ns = i ym b P ke —0%121 | —0%063 | —o0%
Caldas da Rainha. . —o":133 —o0%071 | —o0®0bg
o e e e e g e — 0%140 | — 0072 | —0%070
Mondariz 5 are 5 W st Sl —o°:l4g —0%073 | —0%073
Charnixe . ., . i el e A —o*082 | —0°074
Areal (regiio de anngu) .| —0%148 | —o0%076 | —0".074
Romanas (regido de l’cdr-lr. "-:-ﬂu,ada:] —o%I50 | —o%078 | —o%075
Pedras ba\ﬁddds (G.d4e Alcalina) . . . | —o0%172 %002 | — o086
Sabroso (Vidago). . « . «icw o v s —0%1 gﬁ —o%090 | —o°,088
Gucos. . . ol e e i —0%182 | —0%007 | —0",001
Verin (Fuente '\'umd] .......... —0°’|8 —0°:Dg7 — 0°%,002
Sl R e e B R —o“,;gg | —0%100 | —0°,000
Vidagoa'Nesa'. . .. . v s s s =] —0%20% | —o°100 _m"[—;.';
Salas v vov v o4 s e Tweoas e o] —0%372 | —0%140 | —ONI
'\I’id?lbgo o 0 g R FL P 5 -—0“1333 —O"‘:I;O —o“:lﬁ.f.
Moucho da POVOR. « v v v s sr ain s —-u*',-;oE — o2, 366 | —o0°,354
Rubinat. + « « < « s - 4w «a e o s -4« —1%3206 | —0°B68 | —o0%648
Carabafia . . . . coeen | —1',.&30 | —o%g98 | —o°718
La Margarita em Lueche caa e e | —1%820 ‘ — 1%140 | —0°%Qt0

MAPA N~ 2
. Ponto
Designagio |- de congelagiio
Agun de Rubinat pura s « o « <o o vis o 'a o 5 05 R S
» » » Ol e e S e, sl — o°, 868
» » ¥ o i T e — o%,452
» » » » e L N T SR LT — 0%225
AguadeCarabaflapura . + . . o . v v v v s e 0| —1%g36
a » diluida & 133 0« ain wicna et e abred —nﬂ,gg-ﬁ
n ] L] » | v i L i e i « — 0,027
» ] - » | = oan o= . '—O','Iﬁ.f
Agua de La Margarita em Loeches pura. . . . . .« . « .. | — %820
% 3 = » » » diludaa1:32. . | —1%t40
iy B ® ] W L] L] Bede o n o v o On,{ﬂs
2 » » . " » " 1:8 —a%312
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MAPA Ne 3

Mineralizagio
Designagio das dguas e
Total Fixa
Br. RT-
EnsanCaetl. vrev s i viis . 0,2097
P e & — 73;
Caldas Santas . . . ........ 0,2845 'D;
Ealdelas i 0D L 0,100836 0,100186
T e e R e U 1,0718 1,0718
Caldas da Felgueira . . .., .. .. 0,J2048 39
S. Vicente (Entre-os-Rios). . . . . - 0,4506
Vizela (Nascente do Médico). 0,32234 —
of T e e SRR S 0,34390 —
Barreiro (Beira Alta) . ... ., . 0,1492 0,1471
e S P e e e s 2 gB 2,4478
Bem-saide . . . .., ., 332 3 2,11724
Pedras Salgadas {Penedu} 1743012 2,730242
A T e 0372 0,2022
ot SR RS REE SE R  e 1,78045 o,70135
L o e 3,956 2,973
ChAImS . s s 4 e e s g ; 2,85 2,7126
Areal. R e 5,6081 g,oﬂo:
Rumanas .............. 5,0960241 L6092
Pedras Salgadas (G.de Alcalina). . 5,047245 3,50642335
SEITEORG- sl e e e 3,604552 3,3130%
Eucos};...ﬂ..] ........ Ey 3,;01
erin (Fuente Nueva). . . . . . .. \Joto7
SNt MR . e e e 3:900%4 3;;9%4
o AR SRR RS G 6,06949 g., i
o el e R - 5,840145 ,719745
B T i RS . ,77512 ?,;g?cé
Mouchdo da Pévoa. . . . .. ... :;.gz tg,
Rubinat. . . . ... G 103,514 103,814
o R e e 106,082 106,082
i
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DEDUCAO DAS FORMULAS

DESTINADAS A CALCULAR A ENERGIA
CALORIFICA DE UM CARVAO,
BASEADAS NOS RESULTADOS DA SUA ANALISE

POR

A. J. DE BRITO E CUNHA

Sdo muitas as energias de que o homem pode dispor tais
como: hulha branca, verde e preta, correntes de rios e marés,
energia solar sob diversas formas: emanagées, eléctricas e ca-
lorificas; além destas ainda temos aplicdveis a casos especiais,
ar liquido. gdses naturais comprimidos e combustiveis, ener-
gias radio-activas e as plantas.

Algumas destas energias jd entram em competéncia com a
energia quimica e calorifica do carvio, tais como a hulha branca
e verde, gases naturais sub-pressio, etc., de que se faz em-

régo corrente; outras tentam entrar em competéncia tendo
jd demonstrado praticamente qual o seu valor tais como: ma-
rés, correntes dos rios, calor solar, calor perdido em diversos
fabricos, calor cedido na liquefacgiio do vapor; outras ainda
ndo se tém podido aproveitar praticamente, mas jd tém pro-
vado o seu valor em qualidade e quantidade tais como, ema-
nagbes solares, diterengas de potencial a diversas alturas da
atmosfera, raios ultra-vicleta e infra-rubros, produzindo reac-
¢bes quimicas inversas e que podemos aproveitar como ener-
gias em elementos de pilhas secunddrias, acumuladores carre-

ados pelo sol, emanagbes radio-activas cuja enorme energia
¢ bem conhecida e vird sem divida um dia a ser bem apro-
veitada.

A maior parte das minas de carvio ji descem a uma pro-
fundidade de 1.000 a 1.300 metros, donde é necessdrio elevar

randes massas e transportar para os locais do seu consumo
Ele forma tal que possam competir com as outras energias
correntemente empregadas. :
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Daqui resultam varios problemas jd em via de solugdo prd-
tica, tals como:

a) Transformag@o do carvio em electricidade de alta tensdo
no fundo das minas;

b) Gazeificagio do carvio no fundo das minas aproveitando
o0 coque resultante, e transformag@o em energia na parte su-
perior.

Outras minas fornecem carvido de qualidades inferiores,
tais como hulhas betuminosas, lenhites e turfas que se pre-
tendem aproveitar, quer modificando as grelhas e cimaras de
combustdo dos geradores, quer fabricando briquetes com an-
tracite pulverizada para lhes aumentar o poder calorifico.

Por outro lado ¢ indispensdvel evitar por tddas as formas
possiveis os desperdicios de carvdo, devido as combustdes
imperfeitas que encarecem o combustivel, causando alteragGes
no ar nas grandes cidades e centros industriais, tornando-o
improéprio para a respiragdo dos animais e plantas deteriorando
IOCFOS os objectos e produzindo nevoeiros que chegam as vezes
a ser opacos e que privam localidades enormes dos benéficos
efeitos da luz solar.

Pelo que fica exposto se verifica que em breve deveremos
ter todo o carvido reduzido a briquetes com tipos especiais
convenientes que se venderio segundo a sua energia calorifica
e que serdo aplicados cada qual ao seu tipo de fornos, for-
nalhas, fogGes e fogareiros, etc., de forma a ndo produzirem
fumo.

Sabemos que em conseﬁéncia das providéncias tomadas
em Liverpool, Manchester, Widnes e S.' Helens se nota uma
grande diferenca na limpidez da atmosfera e diminuigdo de
nevoeiros.

também indispensdvel nas fdbricas verificar constante-
mente se, pelas chaminés, juntamente com os produtos de
combustio, escapam combustiveis ; determinar qual a energia
calorifica empregada, qual a quantidade de dgua produzida;
sem estas determinagfes constantes ¢ impossivel manter um
coeficiente fabril proveitoso e portanto produzir economica-
mente.
_ Daqui resulta a necessidade das determinages constantes
da energia calorifica no comércio e na industria e portanto a
conveniéncia da sua obtengio por processos simples e rdpidos.

Os métodos geralmente adoptados nos laboratérios para
0s ensaios de combustiveis sdo:

a) Anilise elementar dos seus componentes;

b) Andlise imediata para a determinacio da humidade,
mistura de substdncias orgénicas voldteis, carbono fixo, e re-
siduos minerais.
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Mr. Dulong adoptou uma férmula empirica para a deter-
minagdo indirecta do poder calorifico dos combustiveis baseada
na andlise elementar; designando por P o poder calorifico
dum combustivel composto de carbono, hidrogénio, oxigénio
e azoto serd

P =81,40 C+ 345,00 (H - OL::J—-‘L)

ou mais simplesmente
P = 124,525 C + 388,125 H — 4260.

Os srs. Scheurer-Kestner, Bunte, Stohmann, Alexéeff e
Mahler provaram que as formulas acima apresentadas se afas-
tam muitas vezes dos resultados obtidos direcctamente e que ¢
impossivel obter uma formula geral exacta em todos os casos.

Mr. Dulong baseou a sua formula empirica na anilise ele-
mentar a qual além de ser demorada e delicada, tem o incon-
veniente de decompor os compostos orginicos, existentes no
combustivel, nos seus elementos e portanto o de lhes alterar
o poder calorifico, em proporgdo do calor de formagio dos
diversos compostos, necessitando por isso um termo de cor-
recgdo relativo a cada uma das substdncias decompostas, 6
que complicava muito o problema.

E provavelmente essa a causa em virtude da qual os ?ui'-
micos acima mencionados julgaram impossivel obter uma fér-
mula exacta em todos os casos.

Vejamos agora se baseando-nos em anilises imediatas do
carvao, poderemos obter uma férmula suficientemente aproxi-
mada de modo a satisfazer as exigéncias industriais.

Designemos por V" as substdncias voldteis contidas numa
amostra dum combustivel, ;

Por C o seu carbono fixo,

Por h a sua humidade,

Por r os residuos minerais restantes,

Por E a energia calorifica total de combustio,

Por E', E", E", ..., as energias calorificas dos seus com-
ponentes, teremos, segundo a andlise:

V4+C+h+r=100
e conforme Berthelot (*),
E=E'+E"}+ E"+4...
=f(N+AC)+fB)+f()+...

(1) Traité practigue de calorimétrie chimigue, 2.tme et 5.éme sections,
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mas como

f)y e f(r)

ndo produzem calor e antes pelo contrdrio o absorvem, estas
fungGes tornam-se negativas.

Suponhamos agora o combustivel cuja energia pretendemos
determinar reduzido a compostos puros de substdncias vold-
teis, ou de carbono fixo, ficando portanto as suas andlises
reduzidas a

V=100 ou C =100

mas como podemos admitir que estas fungfes sejam o mais
simples possivel sem érro aprecidvel, isto é:

E'=f(V)=aV
E'=f(C)y=bC
E"=—f(h,r)=—c (h+r).

Sendo a e b coeficientes adequéveis e ¢ a quantidade de
calor absorvido proporcional ao calor especifico e a4 tempera-
tura, atendendo a que a energia calorifica de combustdo do
carbono puro ¢ igual a 8.140 cal., teremos, no presente caso:

E' E"
a=—— e =——== 81 ,40.
100 100

Ora o combustivel primitivo ndo sendo mais do que um
aglomerado de substincias puras definidas na andlise, tere-
mos, substituindo os valores de a e &b:

E' ’4+8140 C
Pkt )

Mas como o calor total absorvido pela humidade, para se
elevar de 15 a 100° e para passar de 100° liquido a 100° vapor,
¢ de 0,623 cal.-grama, poderemos separar os dois ultimos
termos ficando esta formula reduzida a

E'V48i40 C

O E=yreritr

—023%h—cr.

Idénticamente, servindo-nos da andlise elementar, chega-
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remos 4 equagdo seguinte:

34500 H+8140 C

= H+ C+ O+A{+h+r—’623fl-—cr'.

(2) E

Pelo que fica expbsto se vé que, com a equagio (1) rapi-
damente poderemos determinar a energia calorifica de qual
quer combustivel, que, distilado a baixas temperaturas, pro-
duza substincias volateis V” com a energia calorifica E', e o
calor absorvido ¢ pelas cinzas r, :

Se determinarmos directamente a energia calorifica P de
um combustivel isento de dgua e cinzas e se depois juntarmos
a ésse mesmo combustivel, em variadas proporg¢des, dgua e
cinzas, determinando directamente a energia calorifica ' da
novo composto, teremos :

P=P +4+623h+cr
donde
IO skl st L

"

Ora podem dar-se trés casos:

P%P' +623h
isto € i
n 0

e ou C=—.
r r

c=+
No primeiro caso
PP 4+623h
serd

Com—

r

&ste é o caso geral em que fica determinado um valor positivo
maior ou menor.
No segundo caso
PP 4623k
serd &
"

>

Cm=—

essencialmente negativo, o, que significa que o calor ¢ em-vez
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de ser absorvido, ¢ emitido, isto é, que junto com as cinzas
se encontra um combustivel capaz de emiur calor, o que s6 se
ode admitir por lapso analitico ou por troca de energias ca-
orificas.
No terceiro caso
P=P' 4 623h
serd
Cr=0

duas hipéteses se podem dar:
h>o0 ou h=o,

na primeira destas hipoteses serd

C==—

r!

quantidade infinitamente pequena, ou

€=—

)
no caso especial de ser

r=o;
na segunda destas hipéteses serd

P=p
¢ portanto, também
r=o0

por ndo haver absorpcdo de energias calorificas, logo

0

Cm —

o 1
quantidade indeterminada que indica ndo haver humidade nem
cinzas que possam absorver calor.

Presentemente o comércio do carvio ¢ muito irregular
ficando a maior parte das vezes prejudicado o comprador por
ignorar a energia calorifica do combustivel que adquire, dando-
-lhe resultados muito diversos daqueles com que éle conta ou
calcula.

Por outro lado ndo convém a pais algum esgotar as suas
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minas de antracite ficando com hulhas betuminosas ou lenhites,
as quais ndo tém aplicagdo em todos os casos.

ambém ndo convém aos donos das minas perder o carvdo
pulverizado ou reduzido a pequenos fragmentos.

Nio convém a consumidor algum empregar carves com
energia calorifica superior a que necessita, por isso que a ten-
déncia dos fogueiros ¢ sempre para consumir demasiado, su-
pondo-o indispensdvel, o que dd em resultado prejudicar a
atmosfera da localidade e a dos vizinhos, desperdigar inatil-
mente energias, deteriorar chaminés e prejudicar.a algibeira
do industrial ou a do consumidor.

Examinando 29 andlises de diversos combustiveis, che-
gamos a obter uma média de 12000 calorias para E' ¢ de
200 para ¢; € claro que estas médias devem ser modificadas
por um exame mais extenso e classificando os combustiveis.

Se, como acima dissémos, reduzirmos todo o carvio, for-
necido pelas minas, a briquetes, com tipos especiais, distin-
guiveis pelo aspecto, dimensées, forma, etc., e determinarmos
a energla calorifica E' das substincias voldteis distilando de
500 a goo® em cada tipo, teremos, fazendo-lhe a andlise ime-
diata, e aplicando-lhe a férmula (1), a energia calorifica E, de
cada tipo, o que permitird que o comércio se faga estabele-
cendo pregos por cal.-tonelada ou qualquer outra idéntica uni-

dade. -

E indispensdvel economizar o mais possivel o carvdo, ndo
sO porque o seu consumo tende a aumentar extraordinaria-
mente com o aumento da populagdo e as modernas exigéncias
scientificas e industriais, mas também porque j4 estio muito
explorados os jazigos conhecidos, dos quais se calcula limitada
a existéncia a uns 100 anos, apenas, ignorando-se por em-

uanto até que ponto poderemos contar com 0s novos jazigos,
gescobertcs ou a descobrir, de carvio ou petroleo.

Por isso todo o carvio deve ser reduzido a briquetes nas
minas, aproveitando do melhor modo as substincias voldteis,
valorizando os carvdes baixos, evitando desperdicios dos car-
vGes elevados e dos refugos, reduzindo-os a tipos especiais,
com especial aplicagdo e vendendo-os por pregos proporcio-
nais as suas energias calorificas.

Compete aos laboratérios de investigagdo scientifica adian-
tar os trabalhos para o aproveitamento das energias ainda ndo
econdmicamente utilizadas e descobrir a forma pratica de em-
pregar aquelas cuja existéncia se conhece, ignorando-se con-
tudo a maneira do seu aproveitamento.

Propomos que o Congresso Luso-Espanhol se manifeste a
favor duma organizacio mineira em Portugal, desenvolvendo
a exploragio cﬁ:—s quatro jazigos de carvio que possuimos, re-




170 hSSDCH\l;.-inO PORTUGUESA TARA O PROGRESSO DAS SCIENCIAS

gulamentando a sua estracgdo de forma patridtica com vista
nos interésses gerais e independente de interésses particulares.
Esta organizagdo poderia basear-se nos principios seguintes:

1.°— Federagdo geral de todos os jazigos;

2. — Produgdo do gds no fundo das minas aproveitando o
coque ¢ transformando aquele em movimento ou
luz nas proximidades das mesmas;

3. — Transformacdo do carvio em energia eléctrica de
alta tensdo no fundo das minas;

4.°— Fabricagdio de aglomerados com tipos especiais de
diversas energias calorificas, vendindo-us por pre-
¢os proporcionais a unidade de aquecimento.

Seria éste o inicio duma nova era de interésses industriais
gue para noés representariam uma verdadeira riqueza, servindo
e base a muitas outras.

Lisboa, 26 de Junho de 1921.




ANOMALIAS OBSERVADAS

NA PRODUCAO DA EMANACAO DOS MINERIOS
RADIFEROS DE PORTUGAL

FOR

GIOVANNI COSTANZO

Professor ordindrio de Radioactividnde do Instituto Superior Técnico

M.me Curie no seu Tratado de Radioctividade (1) escreve:
«J'ai observé pour certaines solutions radiféres une décrois-
sance progressive du débit d'émanation; dans d’autres cas le
débit semble avoir éprouvé une faible augmentation». Obser-
vagbes da mesma natureza foram feitas por Hahn e Meitner
com rela¢do a um recrudescimento da actividade do rddio de-
pois da sua dissolugio ().

Na minha prética de andlises de minérios portugueses, do-
seando o rddio pelo método da emanagdo (*), tive a oportunidade
de observar algumas singularidades andlogas, que nio podia
atribuir a erros de observagdo-pois as medidas eram cuidadosas,
ndo podendo admitir-se afastamentos da ordem daqueles que
eu obtive. Comuniquei estas minhas observagdes ao sr. Clair
Scal, preparador no Laboratério de Quimica na Sorbonne e
entdo director da fibrica de rddio da Société Urane & Radium,
no Barracdo (Guarda), e com minha agraddvel surpresa ouvi
déle que o mesmo observara éle, assim como o sr. Langon,
seu ajudante. Foi entdo que inicidmos um estudo conjunta-
mente, do qual nos foi possivel estabelecer que «os resultados
das variacoes observadas variam consideravelmente com o mé-
todo empregado para obter a solugio radifera utilizada para
a dosagem e com as quantidades dos reagentes empregados,
bastando mesmo pequenas diferengas nestes para oEtr:r afas-
tamentos notdveis »,

Exponho nesta nota alguns dos resultados mais claramente

(1) M.me Curie, Traité de Radioactivité, Paris, 1912, t.'n1, pdg. 386.
(2) O. Hahnu. L. Meitner, Phys. Zeitschr., x, 1909, pig. 0g7.
() M.me Curie, Le Radium, 1910.
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apurados que nos obtivemos empregando uma mesma amostra
de minério da regido da Guarda. %Jm estudo mais detalhado,
sObre o minério da mina de Urgeriga (Nelas), estou levando
a térmo com a colaboragdo do meu assistente no Laboratério
oficial de Radioactividade, engenheiro Pio Leite. Os resultado,
s obtidos até esta data ndo contradizem os que eu tinha obtido
no minério da Guarda.

No trabalho feito de colaboragdo com o sr. Scal, tomdmos
5 quilogramas de minério que foi pulverizado e misturado de
forma a dar uma amostra homogénea. Analisimos o seu teor
em urdnio, obtendo 0,87 % de ET

Nas tabelas seguintes os resultados das dosagens do radio
sfio expressas em miligramas de rddio-metal por tonelada de
minério. As duragbes da acumulagdo da emanacdo eram com-
preendidas entre as 24 e as 48 horas. Observa-se que a quan-
tidade de emanacdo desenvolvida varia em fungdo da idade
da solugdo sébre a qual se experimenta.

Empregdmos como aparelhos de medida, os do tipo La-
borde e Chaneveau, graduados e aferidos por meio duma
solugdo-padrio de rddio.

Primeiro ensaio

Uma toma de ensaio foi atacada a quente pelo dcido clo-
ridrico diluido. O liquido claro foi submetido a anilise.

ldade mgr. de Ra elemento
da solugio por tonelada

b7 IR G OUE R AR T R s g,w

IR s siais.m a5 biwi mow w yinin y78

e e SN R S 2,16

7 i e e S LT e N 2,78

1 e PR S e e S R 3

B A L S Rt b A 34

Segundo ensaio

Uma toma de ensaio igual a precedente foi atacada por
uma solugdo de carbonato de sédio a ferver durante algumas
horas. Depois de lavagens até ndo ter a reaccdo dos sulfatos,
foi o residuo atacado pelo dcido cloridrico diluido. O liquido
filtrado foi analizado.

Idade mgr. de Ra elemento
da solugio por tonelada
T R R WP Ll T e W< T 29,18

B iniw okl iare ar sl o R T € . 21,00
155 e N S e ¥ 25,86

B0 e e e e g TR 27,26
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Terceiro ensaio

Foi neste ensaio feito o0 mesmo ataque que no precedente,
com a diferenga que as quantidades de reagentes empregados
foram bastante menos em péso sébre a mesma toma de ensaio.

Idade mgr. de Ra elemento
da solugio por tonelada
v T e AR e s e e 16,16
L de e T RS R L 10,60
RO e L5 e ey e 9,70
LA AT R B gt 13,48
et e M St —Set B s 10,36
TR T P s e R i 3 19,53

Neste ensaio observa-se o mesmo andamento do prece-
dente, mas a descida é relativamente mais forte, ao passo
que o valor mdximo obtido depois da descida atinge um valor
- superior ao valor inicial. Como se vé o ataque ndo foi com-

pleto.
Quarto ensaio

O ataque foi o mesmo dos dois ensaios precedentes, mas
3 desta vez os reagentes foram empregados em grande excesso.
Neste casc o fenomeno tem um andamento muito diferente,
como se pode vér pelos resultados seguintes:

ldade mgr. de Ra elemento
da solugio por tonelada
RS L Tt w6 o 23,20
e P T e S 2535
e T v 16,72
e B 1 S A e LT . 11,33
L S S S R R R e y 9,87

Neste ensaio a descida que observdmos imediata nos ou-
tros, € precedida duma subida muito sensivel apresentando-se
o minimo muito mais tarde. O ataque apresenta-se completo
como no ensaio n.° 2.

Quinto ensaio

100 gramas de minério mixto; proveniente em méxima
parte da mina de Urgerica, foram atacados durante duas horas
a quente, pelo dcido sulfurico concentrado e a solugdo foi dei-
xada em contacto com o reagente durante 24 horas. Decan-
tado depois o liquido claro e lavado abundantemente o insg-
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livel, a solugdo obtida foi dividida em duas partes: uma parte
A) na qual foi, por repetidas vezes, adicionado cloreto de
bdrio para arrastar com a precipitagdo o rddio que por ven-
tura existisse na solugdo; uma parte B) que foi submetida di-
rectamente a dosagem. Os resultados foram os seguintes:

Sorvcio 4)
ldade mgr. de Ra elemento
da solugio pur tonelada
Dias: 4. v o 0o v aiv sie dnaiow sinn 0,71
b. . . v .0 010
T R R 0,12
Sorucio B)
Idade mgr. de Ra elemento
da solugiio por tonelada
EBRRE 4. o e e e e 0,18

1,18

- ¢ Bt SR E R S AN B 1,18

Nas seis determinagdes a curva da radioactivadade induzida
indicou tratar-se de emanagido de rddio.

Como se vé, neste ensaio o dcido sulfurico dissolveu algum
rddio, e o bdrio ndo arrastou todo o rddio que estava em so-
lugdo. Observam-se na solugdo A) as yariagSes que desapa-
recem na solugdo B).

Variagées, e tdo irregulares, nio podem ser explicadas pela
coexisténcia nas solugdes experimentadas de elementos per-
tencentes as duas familias do Tério e do Actinio.

Ocorre-nos estarmos em presenga duma emanagio dife-
rente das trés emanagbes até hoje conhecidas. ;Existe uma
nova familia de substincias radioactivas aos elementos da qual
sdo devidos os fendmenos observados?

A existéncia dum novo elemento, pai duma quarta ema-
nagdo a qual tenha uma vida relativamente longa, seria talvez
a maneira de explicar alguns dos fendmenos observados.

O facto de obter variagdes tdo considerdveis conforme os
métodos de ataque demonstra que nenhum dos métodos em-
pregados nas nossas experiéncias dava o ataque e a solugdo
completa do suposto novo elemento,, 0 qual evidentemente
ndo segue as reacgbes do Rddio. Este elemento seria um
produto sélido, activo ou nfio, o qual directamente ou indirec-
tamente daria origem a uma emanagio activa.

Neste ano, como disse, recomecei o trabalho do estudo e
da separagdo déste hipotético elemento. Os métodos empre-
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gados siio os mais cuidadosos e as causas de erros acidentais
sdo evitadas o mais possivel. Os resultados obtidos con-
firmam as variagbes )i observadas com o sr. Scal. Para
maior exactiddo, em cada medida foi feita a comparagio com
uma solugdo padrdo que eu mesmo tenho preparado, prévia
dosagem pelos raios gama. Esta solugdo, que foi preparada
tomando como ponto de partida rddio extraido de minério
portugués, deu logar ela mesmo a oscilagGes ligeiras mas sen-
sivelmente andlogas as observadas nas solugboes do minério.

Lisboa, Laboratério de Radioactividade
do Instituto Superior Técnico, Junho de 1921,

NOTA

Ao receber as provas de imprensa destas notas experimen-
tais, estou de posse de alguns elementos, tirados dos estudos,
que, como disse, tinha em andamento, e que me orientam
talvez mais exactamente com relagdo as causas das anomalias
observadas.

De facto, abandonando as solugdes experimentais em re-
pouso durante bastante tempo nos recipientes empregados
para a acumulagdo da emanagio, estas apresentaram notdveis
alteragbes na sua composigio fisica: quasi tédas tornavam-se
mais ou menos turvas e algumas até depositaram nas paredes
dos recipientes tenuissimas camadas solidas.

Evidentemente se estas precipitagSes sdo, como de resto
é provdvel, radiferas, podem muito bem explicar as diminui-
¢Oes observadas nas quantidades de emanagao, pois pela pas-
sagem duma parte de rddio ao estado sélido, tem que diminuir
0 emarmﬁugdpuwer da solugio.

A causa destas precipitagbes lentas deve procurar-se seja
na continuagdo de precedentes reacgbes ainda ndo acabadas,
seja uma vagarosa e nova reacgio determinada pelas paredes
dos recipientes nido completamente inatacdveis. Talvez ndo
deixe de ter alguma influéncia o dcido carbénico que junta-
mente com o ar atravessa a solugdo durante as operagdes de
medida, que pode precipitar algum rddio no estado de carbo-
nato; talvez esta ¢ a causa das variacdes observadas na acti-
vidade da solugdo padrao.

Mais dificil ¢ dar uma explicagdo do fenémeno do aumento
da emanagdo que resulta dos tres primeiros ensaios. ;Po-
dem-se admitir para isto, reac¢bes inversas?

Nio excluindo entdo nos fenémenos enunciados a possibi
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lidade da interven¢do dum novo elemento radioactive pai duma
nova emanagdo, uma conclusdo certa parece-me poder tirar
déste trabalho e € a seguinte: «Para efectuar a dosagem do
rddio contido nos minérios pelo método da emanagiio, ndo é
conveniente empregar solugoes radiferas que contenham, além
do rddio, outros elementos. O melhor é, depois de obtida a
solugdo radifera do minério, separar nela, por precipita&;ﬁes
multiplas, o sulfato de bdrio radifero. Este, depois serd trans-
formado, pelas vias ordindrias, em sal soluvel e submetido as
medidas. Desta forma tédas as comparagdes serio feitas sdbre
solugbes completamente semelhantes, eliminando, sendo tédas,
algumas das causas em érro.»

As experiéncias enumeradas, que alids representam apenas
as mais caracteristicas das muitas efectuadas, demonstram a
dificuldade que se encontra em dissolver e separar completa-
mente o rddio, para a dosagem, nos minérios. O ataque que
eu aconselho, como o mais seguro, ¢ o alcalino: atacar o mi-
nério pelo carbonato de sddio, filtrar, lavar ate completa eli-
minagao dos sulfatos soluveis, atacar o residuo do filtro pelo
dcido clroridrico e lavar. Repetir o ataque sobre o insolavel
e juntar as duas solugdes. Do liquido obtido separar-se hd o
tt‘,édio juntando dcido sulfirico e por repetidas vezes cloreto de

drio.

Lishoa, Laboratdrio de Radioactividade,
do Instituto Superior Técnico, Agosto de 1924.
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CONTRIBUICAO ESPECTROGRAFICA
PARA O ESTUDO DOS METEORITES PORTUGUESES

PELD

D:. A. PEREIRA-FORJAZ

Professor da Universidade de Lishoa

A espectroscopia dos meteorites foi brilhantemente iniciada
por Norman Lockyer, um dos fundadores da Astronomia fisica.
Os processos técnicos utilizados pelo conhecido sdbio inglés,
falecido em 1920, encontram-se descritos, quer em notas apre-
sentadas a Royal Society (!) quer na sua espléndida Memoria
The Meteorite Hypothesis. Como ¢ natural, ésses processos,
remontando ao fim do tltimo século, acham-se hoje antiquados.

Em 1895 o mestre da espectroscopia francesa contempo-
rinea, Conde de Gramont, a pedido do distinto cristalégrafo
Friedel, aplicou pela primeira vez a um meteorite do Caifion
Diablo o seu novo e fecundo processo de andlise espectral,
por meio de sais fundidos (?); caracterizou assim, com nitidez,
o niquel e o fosforo, numa observagio pouco minuciosa. Como
possuimos um fragmento de ferro meteoritico, que faziaP!mnc
da colecgdo particular do falecido naturalista Jacinto Pedro
Gomes, fragmento colhido em Ponte do Lima (Minho), achd-
mos de interésse scientifico aplicar a ésse exemplar a espec-
trografia, pelo processo de Gramont, fazendo uso da instalagdo
descrita promenorizadamente numa nossa Meméria anterior (%),
introduzindo-lhe ligeiras modificagées técnicas, que a expe-
riéncia nos foi aconselhando.

1) Roy. Soc. Proc., vol. xxx, 1879, pig. 27.
?) Thése presentée & la Faculté des Sciences de Paris, Série A, n.o de
ordem 850, pig. 198.

(%) Arguivos da Universidade de Lisboa, vol. m, 1916. Citada por De Gra-
mont em Comptes-Rendus, t. cLxvi, 1018, depois du seu extracto ter sido
apresentado & Academia Francesa por Armand Gautier, C-R., t. cLiv
1917,

13
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* *

O estudo dos minerais precipitados dos espagos cosmicos
sbbre a crusta terrestre, atraiu, desde a mais remota antigui-
dade, a atengiio dos povos orientais.

Papiros chineses fazem passageira mengdo as pedras caidas
do céu alguns séculos antes da nossa era. Como era légico,
a superstigdo imiscuiu-se no assunto e ndo era raro encontrar
o nome duma divindade ligada ao aparecimento dos meteori-
tes: Egalabalo, entre os l%nicios; ﬁ'pi!er' Ammon, na Libia.
Para os frigios, a Mde dos deuses se deveria atribuir a visita
désses corpos celestes.

As primeiras andlises destas estranhas ocorréncias minera-
légicas devem-se a Howard, a Bournon e ao famoso Vauquelin.

Vaugquelin utilizou nos seus estudos os meteorites recolhidos
em 1798, na India.

Hoje encontra-se patente, no Museu de Paris, uma co- |
lecgdo de meteorites, de variadas origens, iniciada pelos es-
forgos do conhecido geédlogo Daubrée.

Admite-se correntemente a hipotese de Chladni para ex-
plicar a queda dos meteorites na ﬂmsfera: minusculos corpos
planetdrios, fragmentos de planetas, constituidos pelo choque
ou pela explosdo determinada por altas pressdes internas, so-
frem atracciio newtoniana suficientemente intensa, dentro duma
determinada zona de acgiio e sdo projectados na terra.

A hipétese Laplace-Smith-Poisson, em que se atribui os
meteorites a dejeccdes de vulcdes lunares, tem menor numero
de partiddrios.

Recordemos também que alguns fenomenos meteorolégi-
cos, de incontestdvel interésse, tém sido relacionados com estes
minerais exéFenos; segundo a hipdtese Mayer-Waterston-
-Thomson a luz zodiac;ﬁ seria proveniente duma corrente de
meteorites (4).

L
* *

Por um estudo analitico sumdrio reconhecemos que o me-
teorite portugués de Ponte de Lima (Minho) era constituido

(1) Veja-se, entre outras publicagses: Daubrée, C.-R., t.Lx11, pdgs. 300,

3o0g, 680, 1866.
Daubrée, Bulletin de la Soc. Geol. de France, 2.* sér., t. xxin, pig. 3o1.

Stanislas Meunier, Revue des Cours Scientifigues de la France et de
I'étranger, n.° 1g, de 6 de Abril de 1867, 4. ano, eic.
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principalmente por ferro. Como ¢ sabido o espectro do ferro
contém numerosissimas riscas; era de presumir, pelos resul-
tados atingidos pelos anteriores experimentadores, que ao lado
do ferro se encontrassem vestigios doutros elementos. Resol-
vemos, por conseqiiéncia:

1) Niéo fazer uso dos prismas de quartzo e de quartzo e
fluorite, limitando-nos a empregar o crown uviol.
2) Fotografar na mesma chapa, sucessivamente:
a) COLi2+sal de ferro;
&) CO’Li*+ meteorite;
¢) Liga de Edder.

Desta maneira poderiamos facilmente eliminar, ao compa-
rador ou ao microscépio munido de ocular micrométrica, as
riscas provenientes das impurezas do carbonato de litio, utili-
zado como fundente e as que diziam respeito ao ferro; convém
indicar que pela técnica utilizada sé raramente aparecem riscas
de metaléides, que sdo eliminadas pela self-indugdo (!). Sé
fizemos, portanto, medigGes, relativas as riscas do espectro
intermedidrio ndo comuns com o espectro obtido pela disso-
ciagdo do sal de ferro no carbonato de litio. Nos cdlculos uti-

lizdmos a férmula de interpolagdo de Hartmann 1mh—S~E—S;

simplificimos é&sse fastidioso trabalho empregando sempre lo-
Barumos e substituindo o cdlculo de C pelo cdlculo de log.C.
ividimos os nossos clichés em quatro regides, para cada uma
das quais se fez o cdlculo das trés constantes.
tilizamos na identificagéio das riscas o ultimo comunicado
de Gramont (*) na Academia Francesa, sdbre riscas tltimas.
Resumimos no seguinte quadro os resultados obtidos:

Jm[ 1.! :'-,3 5 33 | 33 lﬂ IOEC Sy

58g4 | 6103 | 6637 00 | 21,5 | 51,0 | 5074, | 493701 105,73
5545 | 5676 o3 | oo | 20,0 | 73,0 | 49054 | 5,03360 170,25
5045 | 5373 | 5545 0,0 | 308 | 102,0 | 5603,3 | 4,20271 |— 30,27

3740 | 3095,3 | 42450| 60 | 41,2 | 100 5304,5 | 551922 [— 311,36

(1) Vid. Spectres d'étincelles, par G.-A. Hemsalech, Paris, 1g01.
(?) C.-R.. t, cLxxi, n.°* 23, Dezembro de 1920, pig. 11c6.
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Conhecendo estas constantes

assdmos a fazer o cdlculo

dos comprimentos de onda das riscas desconhecidas; elimi-
ndmos, sistematicamente, as riscas do ferro.
estdo expressos nas quatro tabelas seguintes:

TABELA 1

s resultados

Anilise espectroscopica dum meteorite de Ponte de Lima
{Minho)

Aparelho de medigio: Microscdpio de Zeiss, modelo grande, com objec-

tiva de Leily.

I a (div. 10) tubo de tiragem em 150 e ocular micrométrica de Leitz 2.

Otica : vidro.

Ledturas S
feitas
com o microscopio

Comprimentos
de onda calculados
com a formula
de Hartmann
e Angstroms

Elementos
a que sdo atribuidas
as riscas observadas

Comprimentos
de onda tedricos

0,0 | - | Zinco (Edder) 5894
11,5 | — [ Zinco (Edder) o22
21,5 — Zinco (Edder) 6103
3g,0 63712 Estréncio 6380
49,8 66221,9 Lo o=
51,0 — Chumbo 6657
TABELA 11
Comprimentos I-ercrn:n_mn . c ; ;
g deoniuly | aaueslourbuldes | o ouds tetrics

0,0 e Chumbo (Edder) 5245
23,5 — Chumbo (Edder) _:Eog
20,1 - Ar 567
3 5700, | Magnésio 5711,6
38£ 5712,? | Aluminio 5723,5
40,8 58020 I _Potdssio 5802,0
73,0 - 1 Zinco (Edder) Go22






