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_ ADVERTENGIA

Nas edigdes antecedenles a Geomelria Analytica achava-se repartida
pelos 2.° e 3.° volumes, e intercalada no primeiro d’elles com outras partes
do curso de mathematicas puras, cujo ensino passou mais tarde para os
lyceus.

Esta ultima circumstancia levou-nos, na presente edi¢io, a reunir em
um volume toda a Geometria Analytica, com exclusdo d’aquellas partes,
para commodidade do ensino, e para que os alumnos s6 tenham que mu-
nir-se em cado anno dos volumes cujas materias devem estudar.

Parece-nos que a mesma circumslancia tornaré uteis para este fim, nas
citagdes da Algebra Elementar, da Geometria Synthetica, e da Trigono-
metria Rectilinea, as tabeilas de correspondencia entre os numeros citados
e os analogos dos compendios respectivos, que se addicionardo.




GEOMETRIA ANALYTICA

PRIMEIRA SECCAO

APPLICACAO DA ALGEBRA A GEOMETRIA ELEMENTAR

Problemas sohre as linhas

1. Viete e Descartes conceberam a idéa de applicar a Algebra és ques-
tdes geometricas; e esta idéa foi depois a origem das mais transcendentes
descobertas em todos os ramos das Mathematicas.

Introduzindo nas formulas nnaljtir;ns as grandezas geomelricas, suh-
mettem-se estas grandezas 4s combinagdes da Algebra, por meio das quaes
se conseguem [acilmente resultados que se obteriam com difficuldade pela
simples Geomelria. Porque, se a Geometria tem a vantagem de nunca
perder de vista o objecto principal, mostrando claramente a cadda de
proposi¢des que prende os primeiros axiomas &s suas ultimas consequen=
cias, 8 Algebra tem as da riqueza e concisdo da linguagem, e do espirito
de investigacio com que procede,

Na verdade estas reflexdes levam naturalmente a prelerir no Geome-
tria elementar os methodos directos, que, nie se fundando senio em
principios directamente ligados com as conclusdes que se 1&m em vista,
permitiem, por assim dizer, isolar cada theorema, e imprimir-lhe o cu-
nho d’uma verdade 4o clara como o axioma de que é deduzida. Mas, ao
passo que as questdes se complicam, este methndln. que se chama Syn-
these, vai perdendo o caracter de evidencia, que ¢ asua melhor qualidade;

GEOM. A
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2 GEOMETRIA ANALYTICA

e a Analyse ganha vantogem pela‘fecundidade dos seus recursos, e pela
elegancia dos artificios, com que generalisa os resultados e simplifica os
processos (x).

Os problemas seguintes confirmardo estas verdades,

9. Medir a distancia AD==g (lig. 1) do ponto A a um ponto inac-
cessivel D.

Tomando no alinhamento AD um ponto accessivel C, forme-se o trian-
gulo arbitrario ABC, e mecam-se os lados AB=¢, AC==0b, BC=a ().
Depois tome-se em BC ul ponto qualquer E, d’onde se veja D na dire-
ccdo DEF; e mecam-se AF =d, EC=g.

Posto isto, se imaginarmos EG parallela a AB, teremos as equagdes

BC__AC__AB DA__ DG
EC. CG EG AF ' EG’

que, pondo as letras que representam as linhas, e attendendo a ser

DG— DA — AG — DA — (AC—CG)=z—b+ CG,

b
b g x #imba i
B oYy Ok T By e -
a a d g
J a
. TN v
por conseguinte x=bd e
que, no caso de ser BF = AF, ou c==2d,
se torna em x:bﬂ—.
29 —a

(+) Sebre a comparacio da Analyse com a Synthese podem tambem cousul-
tar-se os nn. 13, 14, 15, da Nota sobre as propriedades das linhas trigonomelricas
do sr. Sebastiio Corvo d'Andrade, lente de mathematica na Universidade.

(++) Sempre que designarmos por A, B, C, os angulos d'um triangulo, chama-
remos a, b, ¢, os lados oppostos.
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Emfim, substituindo na expressio de z os valores numericos das li-
nhas a, b, ¢, isto &, 8 razdo d’estas linhas com a sus unidade, e practi-
cando as operagdes indicadas, teremos o valor numerico da incognila.

3. Achar a relagio entre os lados a, b, ¢, do triangulo ABC (fig. 2)
inscripto no circulo do raio R.

Sendo BD o diametro, o quadrilatero ABCD (Geom. n.® 88) e os
triangulos rectangulos BCD, BAD, dio

9Rb=c.CD+a.AD, CD =ViR*—d’ AD=VIR"—¢*;

logo Rb=—¢" FR* — a’-{-aV-’lR“—c". Dbk, (a}.

equacdo, que resolve o problema proposto, e dd uma das quatro quanti-
dades a, b. ¢, R, quando se conhecem as outras tres.

1. Dadas as cordas ¢, a, de dois arcos AB, BC, tira-se da equagio (a)
o valor da corda b do arco ABC egual 4 somma de AB e BC.

Se os arcos dados sdo eguaes, é a==¢, e a equacio (@), que se reduz

entdo a Rb=aV IR* —@*,

dé a corda b d'um arco, quando se conhece a corda a da metade do
mesmo arco.
Il. Achar o raio R do circulo circumseripto ao triangulo ABC (fig. 2).
Quadrando a equagdo (a), fica s6 um rudical; depois transpondo os
termos racionaes, ¢ quadrando, desapparece cste radical, e tira-se

abe

Viee—(@ o —b)

Decompondo em factores a differenca dos quadrados que estd debaixo
do radical, reduz-se esta differenca a

(2ac4-a*+ ¢ —b")(2ac 4 b*—a" —¢?), on [(a +¢)" —b"] [b*— (a—e)");

¢ decompondo do mesmo wmodo cada um d’estes ultimos factores, di-se




4 GEOMETRIA ANALYTICA

a R a férma, accommodada ao uso dos logarithmos,

abe
Vie+b+c)la+c—b)(a+b—c)(c+b—a)

[—

=T abe
&p(p—a)(p—0b)(p—¢)

sendo o perimetro 2p=—a—+b + ¢.
III. Achar a area z d'um triangulo, conhecidos os tres lados a, b, c.
Abaixando a perpendicular BD (fig. 3). temos (Geom. n.° 69),

P4e—a it 6]
Dez= —_— =V —z*
A x 55 , BD ¢t —a

e substituindo pa expressio da area, 3=1216. BD, resulta

s={V 4% — (b°+o"—a’)"=1"p(p —a) (p—b) (p—¢).

O raio do circulo circumseripto (II) é pois R=‘1—bc.

b1

IV. Achar o raio r do circulo inscripto em um triangulo dado.
As areas dos triangulos AOB, AOC, BOC, (fig. &) so ter, $br, 2ar;

e a sua somma é z=;(a+b+5)f=w;

r i o fle—=a -t (=9
logo 8 \/ g :

V. Achar a area d'um quadrilatero ABCD (fig. 5).
Tire-se a diogonal AC = b, que dividird o quadrilatero em dois trian-
gulos ABC, ADC. Tomando esta diagonal por base commum dos dois
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triangulos, e chamando h, k', as alturas d’elles, a area procurada serd
b (h+4Hh').
Ou tambem: abaixem-se as perpendiculares DE, CF, a AB (fig. 6), e
sejam AB=—a, AE=0), BF=V, DE=A, CF =}

Como o quadrilatero se compde dos triangulos ADE, FCB, e do tra-
pezio EDCF, teremos

ABCD=3bh+ ;U +5(a —b—¥) (h+ W),
ou ABCD=:(a— b}k 4 (a—"¥)h.

Quando uma das perpendiculares, DE, ou CF, cair [6ra do quadrila-
tero (fig. 7), AE, ou BF, terd posicio contraria & que suppde a fig. 6;
e para lhe applicar a formula precedente serd necessario mudar b em —b,
ou b em — &', 4

VL. Dado o triangulo ABC, levantar uma perpendicular EF sobre a
base AC, de modo que a area do triangulo AEF tenha com a de ABC a
razdo con’scida m:n (fig. 8).

Chamando b e x as bases AC e AE; h e y as alluras BD e EF, dos
triangulos ABC e AEF, e fazendo AD=—¥, a condicio do problema re-
lativa & razdo das areas, e a similhanca dos triangulos AEF e ABD, dao

= m y h
ER T A, b
1 bkm
Eliminando pois y, =/ —.
iminando pois y, resulla z \/ -

Se fosse >k, o ponto E estaria em H, da outra parte de D, ¢ o
triangulo AF'H ndo se conteria em ABC. Este caso tem logar quando ¢

i AD?
bm > kn, uuﬂ.‘b(f “.|
i

b . AC/
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&. Conhecendo o lado AB=a d'um polygono regular inscripto no
circulo de raio R, achar o lado AC=x do polygono regular inscripto
de dobrado numero de lados (fig. 9). :

Tirando OC perpendicular a AB, e chamando z o raio OI do circulo
inscripto, temos

z'=2R (R —3), s*=R*—:a"

Por exemplo a=R, lado do hexagono regular inscripto, dd z — RV 2—1"3
para lado do duodecagono inscripto; a==RI3, lado do triangulo equi-
latero inscriplo, d& R==23 para lado do hexagono inscripto; ete.
Tambem se jode calcular o lado EF =y do polygono regular circum-
scripto similhanle ao inscripto, cujo lade AB=a se conhece. Porque os

-
-

triangulos similhantes AOI, EOC, dao R #—:-; e conseguintemente y

determina-se pelas duas equacdes

) R
SRl

Por exemplo a=R1"'2, lado do quadrado inscripto, di y ==2R para
lado do circamscripto; a==R#73, lado do triangulo equilatero inscripto,
dd y==2RI 3 para lado do circumscripto, elc.

5. D'estas formulas facilmente se deduz a razdo approximada = do
diametro para a circumferencia, ou a semicircumferencia cujo raio é 1.

Para isso, suppondo R==1 nas equacdes precedentes, o que as torna

em s=t1—1¢ a=V2—2;5 y==%1

e partindo d’'um polygono conhecido, por exemplo do hexagono cujo
lado é a==1, acharemos pela primeira e pela segunda equagio o lado =
do duodecagono inscripto

z=Y2_173=10,517638;

depois com a = 0,517638 acharemos o lado do polygono inscriplo de 24
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lados z = 0,26105238; e assim por diante. Por quatro operagdes d'estas
obteremos o lado do pelygono inseripto de 96 lados, &= 0,065438166;
e tomando-o por @ na primeira e na lerceira equacdo, acharemos o lado
y do polygono similhante circumscripto. Emfim, multiplicando por 48
os lados d’estes polygenoes, inscripto e circumscripto, teremos os seus semi=
perimetros 3,1410 e 3,1427, eotre os quaes = esld comprehendido:
d’onde resultam ===23,14%, aproveilando somente as decimaes communs,

Como os perimetros dos polygonos se approximam lanto mais da
circumferencia, e indefinidamente, quanto maior é o0 numero dos seus la-
dos, caminharemos indefinidamente para o verdadeiro valor de = nugmen-
tando esse numero, Em geral, calculado o lado a de um polygono regular

inscripto de n lodos, e o lado y= do circumseriplo simi-

Vi—;a®
Ihante, os semiperimetros d’esles dois polygenos seriio

s 1a

BT ()

e = ficard comprehendido entre elles, approximando-se tanto mais de
ambos quanto maior for n.
D'este modo se forma a tabelln seguinte:

NUMERO DE LADOS SEMIPERIMETROS
Inseripto l'.irrum:;l:ripli;
Bl Ghnirins « 34310319 .0 ciav vi 00 a3, 1427146
: 411 e e N o B8k, .. i 3.1418730
IR wsisics i A R B Iy L o s vis L 3, 1416630
TOBL: romdus 2o tn D IR LOBR0 L v v nwinp 3.4%6101
LBRR- 4o ws i an S 15159080 ca v w0 L3, 1515970
U S ARERORY s st 3.1515937
U SRR L E ) LS L 3.1415929
L R SARIBORE. .. . i 3.1515927

E conlinuando assim, obler-se-ha o numero dado na Geomelria

= =3,1415926535897932.
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Construccoes geometlricas

6. A arte de resolver os problemas de Geometria consiste em os tra-
cltar'como se estivessem resolvidos; raciocinar nesta hypothese sobre as
propriedades da figura, investigando a sua relagho com algumas jé co-
nhecidas que lhe sejam analogas; e, achada assim a lei que estabelece as
relacdes entre as differentes partes do systema, concluir d’ellas as expres-
soes das incognitas, Mas estes processos mal se podem sojeilar a regras
geraes, devendo principalmente o exercicio e a sagacidade do geometra
indicer-lhe o eaminho que mais convem seguir nos casos particulares.

Com o auxilio da Algebra, escolhendo acertadamente as incognitas,
conseguem-se muitas vezes solugdes mais elegantes; conhece-se o numero
d’ellas com mais promptidio e clareza; e ajuiza-se mais facilmente da
possibilidade ou impossibilidade, determinacdo ou indeterminaclio, do
problema. Para isso, imaginada a figura como se o problema estivesse
resolvido, designam-se por letras as diversas linhas que a compdem; de-
pois com os principios sabidos reduzem-se a equacdes as condi¢des da
questdo, ou as propriedades da figura essencialmente connexas com essas
condigdes; e finalmente acham-se pelo calculo as expressdes das incognitas.

Se as linhas da figura, representadas pelas letras, sio dadas em nu-
meros, as incognitas determinam-se-numericamente pelas operagdes ari-
thmeticas que as suas expressdes indicam; mas se aquellas linhas ndo
forem dadas em numeros, e conservarem a férma de continuidade, as-
signar-se-ha a grandeza das incognilas por meio de processos geomelricos,
que serlio lanto mais elegantes, quanto for mais simples a figura que os
representar.

A esta ultima operagio di-se o nome de construcgdo geometrica do
valor da incognita,

7. Do ealeulo algebrico applicado aos problemas geometriess s6 podem
ser elementos as razdes das linhas umas com as outras; de modo que
uma linsha A eotra nelle como tendo certa razio com outra linha B, que

. A
se pode tomar por unidade: e entdo -B~ represenla wm numero abstracto,

ao qual ¢ permitlido substituir a razio a:b d’outras grnndezas, com lanto

o
que seja — == —. Mas qualquer combinagio dos elementos —

B, b’ d"“
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por multiplicagho, divisdo, reduccio ao mesmo denominador, etc., d4 re-
sultados numericos; e por isso, se uma expressio se compde de termos
nio abstractos, estes termos devem ser homogeneos, isto é, ter o mesmo
numero de factores, para que se reduzam todos a numeros, quando fo-
rem divididos pela mesma potencia conveniente da unidade. Logo, quando
as letras a, b, ¢,. .. que entram numa formula, designam linhas, os ter-
mos devem ser homogeneos: ndo o sendo explicitamente, alguma linha
r se tomou por unidade; ¢ deverd por isso introduzir-se nos diversos
termos o factor r e as polencias de r necessarias para restabelecer a ho-
mogeneidade (+).

944 b — A b
Assim, daremos fis expressdes ke g a—b /(1 * “]

V+a'—ec. 'L 4ab v LA

o forma

ale - ab’r — dr* ar*— br* \/(r2 - ar')
b'+a'r—er ' rP4ab’ 4

para que representem linhas.

Com effeito da ultima, por exemplo, zz\/(

resulta r=1 +q,

(+) Uma_equagio entre quantidades da mesma ou differente especie nio terd
. logar se ndo quando poder converler-se em uma relagio entre numeros abstra-
ctos; de sorte que esta equacio subsista, ainda que se mudem as unidades, a que
estiio referidas as differentes especies de quantidades que nella entram.

Assim, se a equagio liver logar enlre guantidades todas da mesma especie,
deverd reduzir-se a uma relagio entre numeros abstractos, quando se dividirem
todos os sens termos por uma potencia da unidade de grau egual 4 ordem do
termo mais elevado; e por conseguinte deverio todos os termos ser da mesma
ordem.

Se na equagiio entrarem d’uma especie somente duas quantidades [ e U, serd
necessario que, resolvendo-a em ordem a uma d'estas quantidades, a outra en-
tre em todos os termos da sua expressio, isto é, que uma d'eslas quantidades
seja egual 4 outra multiplicada por um factor independente da especie d'ellas,
ou == Al', sendo A composto de quantidades lodas de especie differente de [ e I'.
(Vej. Mec. de Poisson n.® 23),

GEOM. (1]
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que, pela restitui¢lio das potencias convenientes de r, se lorna em

G ar‘)

97 —¢* = ar, ou z=\/(
2

Depois de restabelecida a homogencidade da expressio, pode tomar-se
por unidade outra qualquer linha differente de r.

O grou d'um polygono homogeneo avalia-se pelo numero de factores
de qualquer dos seus termos; o d'uma fraccdo, pela differenca entre os
graus do numerador e do denominador; e o d’'um radical pelo quociente,
que se acha dividindo pelo expoente da raiz o grau da expressio que o

radical affecta.

ab® — ede \7asb‘+ cde®

Assim os graus de  a’b* 4 abc’, A g

12—2

siio respectivamente 3+2=—5,3—1=2, g —

Logo: para que uma linha seja representada por uma fracgdo, deve
cada termo do numerador ter mais um factor do que cada termo do de-
nominador; e para que seja representada por um radical, deve o expoente
do radical ser egual ao grau da expressdo que elle affecta.

As expressdes lineares, ou d'uma dimensdo, construem-se por linhas;
as de duss dimensdes consiruem-se por superficies; e as de tres dimen-
sdes construem-se por volumes: tendo antes o cuidado de as tornar
homogeneas, se o ndo forem, pela introduccio de potencias convenientes
da linha r, que se tomou por unidade, como factores dos seus termos.

8. Uma fraccio linear monomia tem sempre alguma das formas se-

guintes:

ab abe aj;ay...a"
by . fl-_g vo alim—1
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: ab :
1.° Para construir #=—, toma-se uma quarta proporcional a ¢, a, b,
c
ou applicam-se os theoremas da Geom. n.” 72 e 75.
: abe b 1
2.° Para construir  dad? 7, toma-se primeiro a quarta proporcional,
ab

I:=E,ad, a, b; e depois a quarta proporcional, x:—{:i, aec,k

- abed ]
3.° Para construir £ =——, consltruems-se successivamenle as tres

efg
ab ke Id
uartas orcionaes, k—=—, l=—, = —.
[I a PTUP rcio e f y

E similhantemente para maior numero de factores.

abe + def — ghi

9. A fracgiio polynomia o=
+ Im

decompde-se em tres, cujos termos sio monomios, escrevendo

d hi
:r.-:@ i g !'

Im  Im Im’

e, construida separadamente cada uma d’estas fraccdes, ajunctam-se as li-
nhas que representam as duas primeiras, e subtrahe-se da somma a linha
que representa a ultima.

. b': S
- € mais simples escrever @ =— __(ﬂ+b];(a b}'

Mas em =

e construir a quarla proporcional a ¢, a4 b, a —b.
10. Reduzem-se ao caso precedente as fracgdes, cujo denominador é
polynomio, egualando este denominador a um monomio do mesmo grau,
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do qual se tomam arbitrariamente todos os [actores, excepto um y, que
se construe como acabamos de ensinar,

Por exemplo T = &% -+ def
Pss T ek
faremos ab - cd =ay,

¢ construiremos successivamente as EIPTE!!&ES

d
g..—..;ab_I_c =b+f£, z:—"———ﬂbg+def=ﬁ_c+cﬁ
a a ay y ay

_ abe®+-¢’'h—m’p

Similhantemente em  ¢'i—klg + emd

faremos - @'i—klg4emd=qy,

e leremos de construir successivamente as expressdes

St k!+cmd m_abc’ gh mp
TR e o R TR

A escolha dos factores da incognita y ndo & indifferente para a sim-

g . : !_. 'I-b'l
_plicidade das construcgdes. Assim, para construir z= GTM _:G, , as hy-
ub 1 2,
potheses m == = abe + ¢’ =¢"y, dao
ab m(c—m

M= —, Yy=m+ ¢ &= ——",
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11. As construccdes de rodicaes reduzem-se todas as das expressdes

Vab e Va* = b

l/ab ¢ uma meia proporcional entre a e b, que se pode construir pelo
n.° 73 da Geom., ou pelos theoremas dos n.” 74 e 75.

Para construir ¥'a*+ b°, que é a hypothenusa d’um trlangu]u rectan=
gulo cujos cathetos sio a e b, tomam-se AB=—a e AC=0b sobre o0s

lados do angulo recto BAC (fig. 10), e a hypothenusa é BC="a*+ b*.

Para construir?’a’— 4%, catheto do triangulo rectangulo do qual & b
o outro catheto e a a hypothenusa, toma-se AB =10 sobre um lado do
angulo recto BAC; e descreve-se do ponto B com o raio @ um circulo,

cuja intersecgio C eom AC dard AC=Fa*—b". Ou sobre BC=a
como diametro descreve-se um circulo; e de B como centro, e com o
raio b, outro circulo. cuja interseccio A com o primeiro determinard a
corda AC =Va"— 4",

12. Para construir uma expresio affecta de radical quadrado, podemos
egualal-a a Vay, sendo a arbitraria; deimls l:l]l'l‘-tl‘llll" a expressio de y

tirada d’essa equaglio; e finalmente construir I ay do modo que fica en=
sinado.

b* i
Assim a construcgio de z = % reduz-se 4s das expressdes
ab*+ ed’
e T el

que se fazem como se disse nos n.”* 10 e 11.

Mas com alguns artificios simplificam-se muitas vezes estas construcgdes.
Fazendo por exemplo bd = ay, a construcclio de z = Vac + bd, reduz-se
ds das expressoes

bd
o z=Va(c+y).

4 g y /nk*
(Vej. tambem no n.° 14, V. a construcglo dey/ —, ete.)
m
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13. Outras vezes & mais vantajoso reduzir a construegio das exi:reu-
soes radicaes as de? a*-=b”, Por exemplo a construcgio de z=1"a"b¢
reduz-se 4s de y=1"be, 2=V"a" = y*.

Para construir z=""a*1 b+ ¢+ ... faremos o seguinte:
Com os cathetos AB=a, BC=05 (fig. 11) construiremos a hypo-
thenusa y=AC=V"a"+ b com os cathetos AC=y, CD=¢, con-

struiremos a hypothenusa y' = AD==V"y*+ ¢* e assim por diante, até
chegar & ultima hypothenusa AF = .

Para construir =V ac—fg+ mq +rd,
faremos y=c—-f£+ﬂ+r—d.z=l/ay;
& M ik
ou tambem

y=Vac, z=Vfg, n=V"mg, t=V'rd, y=Vy* t n'+ ", a=V'y"*—z".

: * 4 d*
s /P )
ara construir x a "ﬂab frerec
e+ d* S
—_ _— =V 4 — "'
faremos y f\/ab+cd x a’*—y

cuja construccio se pode ainda reduzir &s de
s=Ve+d°, t=Vab + cd, y=ii. g=Va'—y*.

1%. Appliquemos estes principios a alguns problemas.
I. Dividir a recta AC (fig. 12) em duas partes AB e BC, que tenham
entre si a rasdo dada m:n,
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Chamando = e y as duas partes AB e BC da recta AC==a, as con-
digdes do problema dao

x m am
y—a—zx, —=—; @ logo 2 =—=——.
y n m-—+n

Para construir este valor, tomemos na linha indefinida CE as partes
CD=m, DE =n, no caso de serem m e n linhas; ou tomemos CD=mr,
DE—=nr, no caso de serem m e n numeros, e r uma unidade linear
arbitraria: depois tiremos AE, e por D a parallela BD. Serd = AB.

Il. Tirar pelo ponto A (fig. 13) uma recta Al tal, que a parte d'ella
IK, comprehendida entre as duas parallelas dadas BC, DFE, tenha um
comprimento determinado c. !

Sobre DE abaixe-se de A a perpendicular AG, e facam-se AG=a,
FG=0b, Gl==.

Al IK

3 . . AR | AT
Os triangulos AKF, AGI, dio A6 = F6" AIP=AG*+ GI?,

ou, em virtude da condigio do problema,

: g S, AP=a'+ 2% e logo 2= 2ve—b~
a b b

por onde se vé, que o problema 56 ¢ possivel, quando b<e, ou FG<IK.
Para construir o, descreva-se do centro F, e com o raio ¢, o arco HH';

e tire-se depois Al parallela a FH. Seré

GH=V¢e—0b", e a:b::1G:HG;
por conseguinte 16 = %—Vc‘— V=2,

Ha outra solugiio GI', a qual é tambem indicada pelo duplo signal de z.
III. Por dous pontos dados A, B, (fig. 1%) fazer passar uma circum-
ferencia que seja tangente @ recta dada DD




16 GEOMETRIA ANALYTICA

Como tres pontos determinam um circulo, basta achar o ponto de con-
tacto D. Produza-se 4 reclta AB até encontrar em C a recta) dada; e divi~
da-se AB em duas parles eguaes no ponto I. Fazendo Cl_a. Bl=1,
CD =, a condicde de tangencia da

a’=CA . CB==(a—0b) (a4 b): e logo o= =1V g*"—p%,

Para construir este valor, descreva-se sobre CI como diametro a cir-

cumferencia CEI, e tire-se a corda El=b==Al, Serd CE=' a*—}*—¢

e tomando CD=CE, teremos o ponto de contacto D.

Ha outra solucio em D' dada pelo valor negativo de .

IV. Dadas as parallelas AE, BF (fig. 15), e a perpendicular a ambas
AB: tirar uma secant¢ EF tal, que a metade AC de AB seja meia pro-
porcional enire os segmentos AE e BF.

Pondo AC = a, AE=2, BF =y, a condiglo di a’=zy; por con-
seguinte o problema ¢ indelerminado, e admitte uma infinidade de solu-
goes (Alg. elem. n.” 125). Entre os diversos modos de as obler, o que se
segue & muito elegante,

Supponhamos que a perpendicular a AB levantada em C encontra a
secante procurada EF num ponto D, e que por este se tira II' perpen-
dicular a CD: os dous triangulos rectangulos EDI, FDI', serdo eguaes,
por serem ID=1I'D, EDI—-[DI ; e por conseguinle serd AE= AI—EI,
BF = Al 4~ El, ou, pondo CD=r,

»’J'»‘=!'—EI. y=r+El x4 y=2r,
Eliminondo pois y entre esta ultima equaclio e &y = a*, teremos
x'—2rx 4 a'=0, ou g=r = Vr*—gq?
sendo r arbitraria.
Para consiruir este valor, que s6 pode ser real quando se tomar o

ponto D de modo que seja r > a ou CD > AC, descreveremos do centro
D com o raie r um circulo, cujas intersecgdes com AE' e BF dardo

Bl < VED'— DPF= V¥ @ T'F;

e os ponlos £ e F satisfariio ao problema, assim como E' e F'.
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Cada centro D di assim duas solucdes EF, E'F'.
V. Pelo ponto dado A (fig. 16) tirar uma corda BAD, cujos segmen-
tos BA, AD, estejam entre si na raszao dada m:n. :
Tire-se o diametro HAG; e sejam CH==r, CA = b, AD=—2z.
Pelas propriedades das cordas, ¢ HA.AG=DBA . AD,

ou (r—28)(r+8) =BA.z;
BA
e pela condigdo do problema ¢ P %

Eliminando pois BA entre estas equagdes, e pondo V¥ — hi==k, resulta

E‘-JL”: kzr ou e LVIE*:-{‘—V"IH,
n m m

que facilmente se construird por uma meia proporcional /mn entre m
en, e depois por uma quarta proporcional a m, k, 1"mn. Mas & preferivel
0 processo seguinte, "

Sobre uma linha indefinida (fig. 17) tomem-se DF, EF, taes quo te-
nham entre si a raziio dada m:n; depois descreva-se sobre o diametro
DE o semicirculo DAE, e no ponto F levante-se FA perpendicular a
DE. Tirando as linhas AD, AE, & (Geom, n.° 74)

AD* DF m 3 AE
AR FE — 5 © Por conseguinte x=k.‘ﬁ.

Tomando pois sobre AD, produzida se for necessario, a parte AB=#k,
e tlirando BC parallela a DE, o ponto C resolvers o problema, e sera
z=AC. ;

VI. Dado um polygono, construir outro similhante, cuja superficie
tenha com a do primeiro a rasio dada m:n.

Seja A um lado do polygono dado, e z o seu homologo desconhecido.
As condigdes da similhanca dos polygonos, e da razio das superficies, dio

superl. do 1.°:superf. do 2.°::A%: 2*:: m:n;

GROM, [ ¥
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| AY m A\/n
ogo —_——— = —_—
8 8 m’

expresslo que se ensinou a construir no problema precedente. Resta pois
construir sobre 2, homologo a A, uma figura similhante & proposta.

A mesma construcgio ¢ applicavel aos circulos.

VII. Achar duas linhas, cuja razdo seja a mesma que a de duas fi-
guras similhantes dadas ABC. .., abe. .., (fig. 18).

Tomem-se sobre os lados do angulo recto DAE (fig. 17) as partes
AB, AC, que sejam egudes a duas livhas homologas das figuras pro-
postas, ou que tenham entre si a mesma razio que a d’ellas; e abaixe-se

sobre a hypothenusa BC a perpendicular AG. Serd

BG

-

tﬁ— ¥

chamando z, ¥, as linhas procuradas.
Se as figuras sdo dous parallelogrammos, que tém B e b por bases,

e H e h por alturas, a equagio

i' B
y Obh'

mostra que, se uma das linhas @, y, & dada, o outra se pode construir
por duas quarlas proporcionaes; € que, se nenhuma d'ellas é dada, o
problema se torna indeterminado. E nesle caso, se tomarmos para 2 uma
das linhas B, H, ou para y uma das linhas b, h, a construcgdo se fard
jor uma s6 quarla proporcional; reduzindo-se a questio a construir so=
Lre uma base dada, ou com uma altura dada, um parallelogrammo equi-
valente a outro dado.

VIIl. Dadas as duas figuras P, Q, achar uma terceira X, que seja
similhante a P ¢ equivalente a Q.

Seja A um lado de P, ¢ chamemos 2 o seu homologo de X. As duas
condigdes dao
A‘.‘t
ot |
 d

P AN e \/Q
s X=0Q; elogoz=A N
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Construindo dous quadrados M* e N* equivalentes a P e Q (Geom.
n.° 103) ou dous quadrados cuja raziio seja a mesma que a de P para Q
(VI, fig. 17), a expressio de x reduz-se o

que é uma quarta proporcional a M, A, N.

IX. Construir V'm.

Poder-se-hia tomar uma meia proporcional entre m e 1; mas é mais sim-
ples o processo do n.” 11.

Tomando AB = 2, BC==1, nos lados do angulo recto ABC (fig. 11),
serb a hypothenusa AC==1/5; levantando CD perpendicular a AC, e
tomando CD==1, seré a hypothenusa AD==1"6; e assim por diante,
de sorte que V5, 16, 17,. .. serdo as diagonaes que por esta constru-
cgio se vio tirando do ponto A. Se tivessemos comecado por tomar AB=1,
BC =1, construiriamos assim os lados "2 e 13 do quadrado e do trian-
gulo equilatero inscripto no circulo de raio 1; e continvando teriamos as
raizes quadradas de todos os numeros inteiros conseculivos.

15. A equagiio do 2.° grau &'+ pr=gq,

suppde (n.° 7) que se lomou por unidade uma linha r. Restituindo-a
pois no termo ¢, e fazendo m’==gr, fica

B pr=m’, z——1p=Vipg* m’
Os processos até aqui expostos bastariam para construir estas raizes;
mas sio mais elegantes os seguintes.
1.° Se p e q sdo negativos, tomando os valores absolutos, serd

'—pr=—m®, ou z (p —x)=m"

isto é, m meia proporcional entre z e p — .

Sobre o diametro AB=p (fig. 19) descreva-se o semicirculo AEB;
levanle-se em A a perpunﬂicu'ﬁur AD, e lome-se nella AD=m; e final-
menle tire-se DEE’ parallela a AB, e das suas intersecgdes E, E', com o
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circulo abaixem-se as perpendiculares EF,. E'F’, que determlnaﬁm as
duas raizes z=AF, 2= A},

2.° Se p ¢ negalivo, e ¢ posilivo, lemos

&'—px=m’, ou z (z—p)=m’,

isto &, m meia proporcional entre z e z — p.

Com o raio AD = 1p (fig. 20) descreva-se o semicirculo FAE; no
ponto A tire-se a tangente, e tome se nella AC==m; e finalmente tire-
se a secante CEF. Esta secante determina as duas raizes #—=CF, 2= —CE;
por que lemos

m’= CE . CF = CF (CF — p) = CE (CE + p} = — CE (— CE —p).
3.° Se p é positivo, tendo g qualquer dos signaes ==, temos
&'+ pr==tm’, ou (x4 p)==xm’.
A construcclio ¢ a mesma que a dos casos precedentes; mas os raizes

mudam de signal: por que, substituindo — & em logar de x, esla equa-
vio se reduz & d'um d'aquelles dous casos.

EXEMPLOS

X. Tirar pelo ponto A (fig. 16) uma corda BD, cujo comprimento
s¢ja c,
Conservando a nolagio do problema V, a propriedade das cordas e a

condigio do problema dio r’—b0 - k'=z.BA, BA +2=c¢;

e por conseguinle k= cx — &7, que esth no caso 1.°
XL Dividir uma recta em media e extrema rasio.

Isto &, dividir AC (fig. 20) em dous segmentos AB, BC, taes que seja
BC'=AB. AC.

Fatendo AGC = g, BC = z, temos
r*=ala—z) e=—1a=!""1a"; a’

Com os lados AC=a, AD = a, construa-se o triangulo rectangulo
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ADC; serh 2= — 2 a == CD: depois com o centro D e com o raio AD
descreva-se o semicirculo EAF; sesd # = CE: e finalmente sobre a recta
dada tome-se CB = CE. Serd B o ponto de divisio procurado, que da a

raiz correspondente ao signal superior da expressdo de x (vej. Geom.
" 0. 76, 1X).

A segunt:;a raiz, correspondente ao signal inferier, niio convém & questdo.
Para a interpretar (Alg. elem. n.° 114), madaremos £ em — x na equa-
¢do do problema, o que dard

z'=ala4z), s=La=V1a"+a*=Lta=CD;

isto &, #==CF==CB', tomando CB' no prolongamento de AC.

Ambas as solucdes satisfazem a um problema mais geral, cujo enun-
ciado ¢ o seguinte:”

Achar na direcp&n da recta AC um ponto B ou B', cuja distancia ao
ponto C seja meia proporcional entre a distancia ao ponto A ¢ a récta AC.

16. As formulas de duas dimensdes, construein-se reduzindo-as a
productos BIl, cujos factores sio a base e a altura de rectangulos de sa-
perficie egual &s expressdes proposlas.

Assim z=Ved (a*— b*),

fazendo a'—b0*=B* cd =H?,

reduz-se ao rectangulo z=BII.

Se quizermos que a drea procurada seja um parallelogrammo, ou um
triangulo, elc., o problema admittish uma infinidade de soluces, ainda
que sejom dadas a base e a altura; por que estas duas linhas ndo deter-

minam a figura, excepto se, alem d'ellss, for dada oulra condigdo, por
exemplo um angulo, & relagio dos lados, ete.

A superficie do circu?n. que se avalia pelo producto da semicircumfe-
rencia pelo raio, equival & de um triangulo que tem por base o diametro

B . : . . m

e por altura asemicircumflerencia rectificada. Assim, para o raio R=a\/—
n

serd proximamente 5 a «—— a semicircumferencia h; e construindo, um

triangule com a base 2R, com a altura h, e com um angulo arbitrario,
a sua drea equivalerd & do circulo.
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17. As formulas de tres dimensdes construem-se reduzindo-as a pro-
ductos ABC de tres factores, e formando parallelipipedos com as arestas
A, B, C. Tambem se podem construir por meio de cubos (0 que consti-
tue a cubatura dos corpos), de tetraedros, de cylindros, etc.

Dos signaes das quanitidades na Algebra
applicada &2 Geometria

18. Quando duas figuras s6 differem uma da outra na grandeza das
suas partes, e eslas 1dm a mesma disposicho em ambas, as figuras dizem-
se directas: e se as quantidades a, b, ¢,. .. 2, que compdem a primeira,
eslio ligadas por uma equaglo X =0, esta equacio lem egualmente
logar para a segunda. Porem se as duas figuras dillerem ainda pela dis-
posi¢ho de algumas das suas partes, de modo que z, por exemplo, que
¢ b—a na primeira, se torne @ — b na segunda, as figuras dizem-se in-
directas (+); e a equagio X=0, que neste caso tem logar para uma
d’ellas, pode carecer d’algumas modificagdes para se tornar spplicavel &
outra; 0 que Yamos examinar,

Considerando nos triangulos ABC (fig. 21, e 8) os lados e angulos
cuja disposicdo é a mesma em ambos, qualquer propriedade, derivada da
natureza da figura, que estabelecer uma relagdo entre estas partes, serd
applicavel a um e outro. Attendamos porem ao segmento CD formado
pela perpendicular BD & base; e chamemos x, a, b, ¢, este segmento, e
os lados BC, AC, AB, do triangulo. Teremos

BD'=¢*—AD'=a'—2a’, ou ’=a’—2'4 AD".......(1),

equagio applicavel a ambas as figuras, Mas se em logar de AD substi-
Lluirmos as suas expressdes

AC+CD=b+« (fig.21), AC—CD=b—=z (fig. 8),

(+) Carnot, auctor d'esta theoria que desenvolven na sua excellente Geometria
de Posigdo, chama correlutivas direclas as figuras directas, e correlalivas inversas
as figuras indirectas.
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resultardo as duas equagdes
c’=a*} b*+ 2bz (fig. 21), ’=a’+ b*—2bzx (fig. 8).....(2),

cada uma das quaes s6 ¢ applicavel directamente a uma das figuras; e as
figuras sio indirectas, por que & AD—b nva primeira, e b—AD na
segunda,

Por onde se v& que a substituicio do valor de AD converteu a formula
(1), applicavel a ambas as figuras, nas duas (2), cada uma das quaes 56
¢ applicavel a uma d’ellas; mas de modo que qualquer das formulas (2)
se lorna na outra pela mudanca de z em — g,

19. Em geral, se as quantidades a, b, ¢,...2, que compdem duas
figuras indirectas, estdo ligadas numa d’ellas pela equagdo X =0, e na
outra pela equacio X'== 0, ha pelo menos uma linha que, sendo na pri-
meira figura o somma b+ de duss quantidades, & na segunda figura
a differenga b — x das mesmas quantidades. Mas se em logar das expres-
soes b+ax e b—a, dos quaes provém a dissimilhanca entre aquellas
equagdes, substituirmos a, a equaclo resultante Y =0, convira &s duas
figuras, podendo reproduzir X =0, ou X'=0, conforme se substituir
nella b +  ou b—x em logar de a: e como estas quantidades sé dil-
ferem entre si no signal de 2, segue-se que X se tornard em X/, e re-
ciprocamente, pela mudanga de z em — 2. O mesmo diriamos d’outras
quantidades indirectas, se as houvesse.

Para reconhecer estas quantidades observemos que, fazendo variar os
pontos da segunda figura alé a tornar directa com a primeira, a quanti=
dade b passard de > a a <a; e se esta mudanga se foz pela lei de con-
tinuidade, ha necessariamente uma posigdo intermedia na qual é b=a,
ou 2=0. Por exemplo, se o ponto € (fig. 21) se mover na direcclo
CD até passar para a esquerda de D, e tornar a figura directa com a
fig. 8, £ ou CD ird diminuindo, tornar-se-ha nulla na passagem por D,
e mudard de signal depois d’esta passagem.

Mas se o ter « diflerente signal nas duas equacdes provém de ser

z:

70 1.* fig, e x=

e = 2. fig.:

entdo, fazendo variar b para se tornar de <a em >a, haverd um valor

: i k
intermedio b==a que farh 2= —=o.
o




2 GEOMETIIA ANALYTICA

Assim as quantidades indirectas nfio se podem tornar directas pelo mo-
vimento continuo das partes de uma, sem que nesle movimento aquellas
partes passem por zero, ou pelo infinito. Logo:

Para transformar a equagido X =0, que tem logar entre as linhas a,
b, e....x, d'uma figura, na equagio X'=0, que convem a outra figura
indirecta com a primeira, basta mudar o signal das quantidades indire-
ctas. E reconhecem-se as quantidades, que podem ser indirectas, fasendo
mover as linhas de uma das _figuras para a tornar directa com a outra,
e vendo quaes §ao aquellas que neste movimento passam por zero ou pelo
infinito.

Mas este caracter niio pertence exclusivamente &s linhas indirectas; e
por issn, verificado elle, ¢ necessario ainda applicar 8s duas figuras algum
theorema conhecido, ¢ comparar as relacdes que este theorema estabe-
lece entre as quantidades, para distinguir aquellas que W&m signaes con-
trarios. Assim, teido conhecido na fig. 8 que pelo movimento continuo
do ponto C a linha @, ou CD, passa por zero, tiraremos das duas figuras
os valores de z,

z=AD—AC (ig. 21), e z=AC—AD (fig. 20);

e por que achimos estes dous valores com signaes contrarios, concluire-
mos que z & indirecta,
20. Facamos uma applicacdo d’esta theoria, para lhe dar toda a clareza,
Tirada no triangulo ABC (fig. 22) a recta DF por um ponto dado D,
procuremos a razio « entre as superficies “dos triangulos AEF, ABC.
Tirando DI parallela a AC, e fazendo

AB=¢, AC=1), BC=a, Al=d, DI={, AF =z,

__AE.AF

Geom. n.® 111 i Ll
S e R s e 16

fx
que, por ser AE:;;

O b virtude da similhanca dos triangulos FAE,

FID, da fz* =bex(z4d)............ N TR,
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P

1.* A equacio (A) suppde D collocado no angule IAC; e por isso
deve ser modificada, quando nfio tem logar esta hypothese.

2.° Se D esth em D' no angulo CAB, fagamos mover D para D'. En 1
tio Al ird diminuindo, depois passari por zero, e finalmente lornar-se-ha
em Al; sem que, durante este movimento, as linhas a, b, ¢, f, se tornem
nullas nem infinitas. Logo somente Al pode ser indirecta: e depois vé-se
que & com effeito indirecta, por ser f

Al=BI—AB, AI'=AB—DBI".

Assim a equagio (A) applica-se ao ponto IV, mudando d em — d; e fica

3.° Se D' esti em D" no angulo C'AB, movamos I para D". Entio
D'V diminuird, depois passarf por zero, e finalmente tornar-se-ha em
D"1”; sem que neste intervallo as quantidades a, &, ¢, d, se tornem zero
nem infinitas: e de mais temos

Irnf Y AC AR CK. '[Hnl'r: CK”= AC.
Logo D'l & indirecta; e por isso, mudando o signal de f, tornar-se-ha
(A") em s Begfd oy o, U0, 0 0T (A").

Este caso, comparado com o primeiro, apresenta duas indirectas d e f.
A linha I'F tambem ¢ indirecta; mas, como ndo entra na equaclio, &
inutil consideral-a.

Se a recta DF cortar o angulo F'AE' (fig. 22): fazendo girar DF até
Ihe dar a posicio DE', ver-se-ha que neste movimento AF se torna AF/,
depois de passar por zero; e que ¢ preciso mudar z em— 2 na equacio |
(A) para a applicar a esle caso, o que converte aquella equacao na pre-
cedente (A"). .

4. Finalmente, se o ponto esthi em D™, no angulo TAC’; vér-ce-ha,
por um raciocinio similhante, que Al & jndirecta com Al”, e que, mudando
d em — d na equagio (A"), resulta a equagdo accommodada a este caso

[t bea(dx). .. ... ..., {A”-"),

\

GEOM. I
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Podiamos tractar directamente cada um d’estes casos, e chegar assim
bs equacdes correspondentes: mas o fim da theoria, que fica exposta, &
dispensar desse trabalho, mostrando que uma das equacdes comprehende
todas as outras, as quaes se deduzem d’ella pela simples mudanga d'sl-
guns signaes,

Pode assim uma equaciio satislozer a muitos casos; e para discriminar
as circumslancias parliculares de cada um d’elles basta interpretar bem
a linguagem algebrica (+). '

2(. Como qualquer equacho deve dar o valor d'uma das letras que
nella entram, pode acontecer que seja esta letra aquella sobre a qual tem
de recahir a mudanca do signal para tornar a solugdo applicavel & figura
proposta; e nesle caso o valor da letra dado pela equacdo serh vm re-
sultado negativo #=— £, cuja significacdo facilmente se comprehende.

Com effeilo, para obter a equacho X ==0, era preciso suppér o pro-
blema resolvido, e construir uma figura conforme com o estado hypothe-
tico dos seus dados e incognilas (n.® 6): conseguintemente a solugdo
negativa indica que a figura nio é perfeitamente adequada & questio pro-
posta; e que formando esta figura, e tomando-a por base dos racivcinios,
se introduziram condicdes contradictorias, Mudondo # em — =, a equa-
¢ho assim modificada X'= 0 perlencerd a uma figura indirecta, & qual,
e ndo & supposta, convém a solugdo z=1.

Logo fuzendo mover os pontos da figura supposta, que deu a solugiio

(+) Para exemplo d'esta interpretagio, resolvamos a equagio (A) em ordem a
x; o que dara
abe 'a2be?  gbed

Moo i M- b -

X ==

e discnlamos esta formula nos differentes casos que no lexto se consideram.

No 1.° (eq. A) uma das raizes é posiliva e a oulra negaliva: donde se segue
que por D se pode tirar uma recla que separe a mesma drea AEF, oun corlando
os lados do angulo ABC, ou os lades do angulo C'Al, O que tambem mostra a
inspecgio das fig. 22, e 22 bis.

No 2.° (eq. A") ambas as raizes siio posilivas; e por conseguinte ha dous modes
de cortar por D' os lades do angulo CAB para separar a mesma drea. O que é
egualmente visivel na fig, 22.

No 3.° (eq. A") as raizes tém differente signal; e por isso pode separar-se a
drea por D", ou cortando os lados de CAB, ou os de C'Al; como se vé na fig. 22,

No 4.° (eq. A" ) sio negalivas as duas raizes; conseguinlemente podem cor-
tar-se de dous modos por D' os lados do amgulo JAC', para separar a drea AEF.
() que tambem ¢& evidente na fig. 22,
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negativa, de modo que algumas linhas passem por zero ou pelo infinito,
até chegar a outra figura & qual seja applicavel a equacdo X'=0, a so-
lugio & ==k pertencerh a esla segunda figura. Foi assim que no proble-
ma XI do n.° 15 se fez mover o ponto B para a direita, de modo que
BC, ou z, passasse por zero, alé chegar a B; e se viu que a equacio
X'=0. ou &= (a + z)a, era applicavel a esla posicio,

Appliquemos estas consideragdes a alguns exemplos.

I. Pelo ponto dade D (fig. 22), exterior ao triangulo ABC, tirar a
recta DF de modo que a razio dos triangulos AEF, ABC, seja a.

Suppondo o ponto D no angulo AIC, achou-se a equagio A) (n.° 20),
que da uma solugio positiva e outra negativa. A primeira d’estas solu-
cdes determina o ponto F (fig. 22); e a segunda determina o ponto £
(fig. 22 bis), quando DF’ corta o angulo FA'E: o que se segue da in-
lerpretacio que temos dado & mudanca de x em —z (+). ‘

A este problema reduz-se o seguinte:

Tirar pelo ponto D uma recta DF que separe do espago angular inde-
finido CAB o triangulo AEF equivalente ao quadrado conhecido q°.

Com effeito completando o triangulo ABC por uma recta BC tal que

2

(Geom. 0.° 102) seja a sva drea r* > ¢", ou==¢", ¢ dada a razdo a=r£-

dos dous triangulos AEF, ABC (s+).

(+) 0s problemas seguintes sio da mesma especie.

Cortar d'um triangulo ABC outro AKF, que tenha com ABC a rasio conhecida
m:n: !

1." Por wma recla lirada do vertice B, ou d'um ponto F da base (vej. Geom.
n." 102 e 111, N).

2.° Por uma parallela @ base (vej. n.” 15, VI).

3.* Por uma perpendicular EF d base (fig. 8) (vej. n.® 3, VI).

(++) Tirando pelo ponto dado uma recta TT' que separe d'um polygono dado
AB DEF (fig. 23) a superficie equivalente a t*, e produzindo, alé se enconira-
rem em M, os lados AB, FE, corlados por aquella recla: serd conhecida a drea
AMF = A da parte exterior ao polygono contido no angulo que formam aquelles
lados: e TMT' = (* 4 A serd,a drea total separada do mesmo angulo. Por con-
seguinte a questio de corlar no polygono a drea ¢* reduz-se @ de corlar a drea
i*+ A no angulo formado pelos dous lados produzidos.

E necessario ler o cuidado de combinar os lados dons a dous, a fim de obler
as solugoes lodas, e excluir aguellas nas quaes a secante corta o prolongamento
de um dos lados e ndo esse lado. -

Em logar da drea £* podia dar-se a razio m : n da parte corlada para o poly-
gono lolal: o que vem a ser ¢ mesmo,
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{l. Sendo dadu a corda AD (fig. 2%), tirar pela exiremidade O do
diametro, que lhe ¢ perpendicular, a recta OF tal que a parte d'elia FE,
comprehendida enire a corda ¢ o arco, lenha uma grandesa eonhecida m.

Sejom | ' ABa=g, OB == b, EFi=m; O = a.
Pela propriedade das cordas temos
FE.OF =FD. AF, ou mz=={a— BF) (a 4 BF) = a*— BF?*
¢ por que ¢ BF*=a"— b, resulta
mp=a'+b*—a’, ou g=—"'m = Vm_%_m‘j

A solugdo correspondenle ao signal superior é positiva, e de constru-
cedio facil.

Em quanto & soluglio correspondente ao signal inferior: se mudarmos
@ em — x, teremos me=—z"—a"'— b*= BF*—a*

o que suppde BF >a on BD. Ora fazendo girar OF em torno O, anni-
quilar-se-hio EF e DF na passagem do ponto E por D, e tornar-se-hio
depois em E'F' e DF'; sem que neste intervallo passe por zero ou pelo
infinito alguma das rectas a, b, 2. E por que, alem d’isso, temos

FD=AD —AF, FFD=AF'— AD.

segue-se que F'D ¢ indirecla com FD; bem como o é F'E' com FE, por

e AF.F'D ' $ >
ser F'E'= B («). Para achar pois a sojucao que convem a F'O, ¢
necessario mudar na equaclo m em —jm, ou zem — z.

Assim o problema admitte duas solucdes & direita de BO (e conse-
guintemente duas & esquerda) correspondentes uma & raiz positiva e ou-
tra & raiz negativa (++). Poderia com tudo acontecer que a questao pro-

(«) O memo se vé por ser FE=0E — OF, FE'— OF — OE',
[+:] Este exemplo mostra que o numero das solugies d'uma questio nio &
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posta ndo admittisse solugdes indirectns; como teria por exemplo logar
na actual, se ella exigisse que OF fosse uma corda do circulo: por que
enlio as solucdes negativas lhes seriam estranhas, como se viu no n.° 15,

L Achar o segmento espherico GADI (fig. 25), cujo volume € egual
ao da pyramide conica CDIG, que com o mesmo segmento [érma o sector

CDAG.

Vimos (na Gem. n.” 156 ¢ 159) que, chamando h a flecha Al e k
a semicorda DI, é

scet. CDAG == 2=k, pyrom. CDGI==1 CI. =DV*= 1 (r — h)=k*;
logo segm. GADI =3 =r*h — (r—h) =k’;
e, pela condigdo do problema, inr"h-—— 7(r—h) =k'=1%(r—h) =k*,
que, simplificando, e attendendo a que (Geom. n.* 73) & k= (2r —h) h,
sereduza © k'—3rk 4 r'=0, ou h=:r (3 =V85).

A solugio correspondente ao'signal + niio serve neste problema, por
que deve ser h < 2r (+).

22. Fallaremos aqui d’'uma especie de problemas que tem relagio com
a theoria exposta,

Quando se tracta de determinar a posicio de qualquer ponto B sobre
uma linba fixa BC (fig. 26), toma-se nella arbitrariamente um ponto
fixo A para origems; e referindo a este ponto todos os oulros, determina-
se B pela sua distancia AB==2x 4 origem A.

sempre egual ao grau da equagio. Para que nenhuma solugiio se omitta, é neces-
sario variar a figura, ¢ comparalea com as suas indirectas, deixando sempre os
dados fixos.

(+} A solugiio correspondente ao signal — construe-se f{acilmente, inscrevendo
no circulo descriplo sobre o diametro % r uma corda egual a r que passe por
uma das extremidades do diametro; e tomando neste, a partir da outra extremi-
dade, uma parte egual i corda supplementar da primeira, isto é, 4 que lhe &
perpendicular. A incognita serd entao egual # differenca entre o diamelro e esta
parte. )

Ambas a§ solugies saliglazem ao problema cujo enunciade é o seguinte:

Dividida wmna linha 3r em l'es partes equaes, dividil-a em duas deseguaes, x
¢ 3r — x, de modo que o quadrado r* feito sobre uma das partes eguaes seja equi=
valente ao rectangulo (Ir — x) x comprehendido pelas deseguaes, '
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~ Posto isto, se a equacio X==0, que exprime as condicdes do pro-
blema, admiitir uma solugio negativa = — a, advirta-se que, segundo
a theoria exposta nos numeros precedentes, a solugio z=a péde accom-
modar-se & questio de que se tracta, com tanlo que z se faga indirecta.
Ora se imaginarmos que o ponto B se move na direccdo BC, este ponto
passard por A, onde serd AB=0, e depois continuard a dirigir-se para
B' 4 esquerda de A; e como na primeira posi¢do era AB=CB —CA,
e na segunda é AB'= CA — CB/, segue-s¢ que a linha AB & indirecta
com AB. Por tanto, se o enunciado do problema nio restringir a posicdo
do ponto B a ficar necessariamente & direita de A, ¢ claro que, lomando
AB'=a para a esquerda, o ponto B’ satisfard & quesldo.

A solugio negaliva indica slem d’isto um erro, que se commelleu em
suppor o ponto B & direita de A; posigho contradictoria com o estado da
quesido respectiva, por se deduzir a equagio X = 0 d’uma figura indi-
recta com aquella que se devia fazer, E ¢ justamente este erro que se
_corrige quando se muda B para B

23. Concluamos pois que:

Todas as veses que o problema tiver por fim determinar sobre uma li-
nha fixa a distancia d’um ponto desconhecido & origem, deveremos sup-
primir os signaes das solugdes nejativas, e tomar os seus valores em sentido
opposto dquelle que se lhes suppoz quando se formou a equagio.

Foi‘isto o que se lez ne n.° 14, Il, onde se tomou GI' opposta a GI
(fig. 13); e nan.® 14 111, onde se tomou CD'==CD (fig, 1%), para achar
um novo ponto de contacto D' do circulo com a recta DD'; ete, No pro-
blema scguinte melhor se conhecera a importancia d'estas reflexoes.

Determinar sobre a linha AC (fig. 26) um ponto B', cujas distancias
a A ¢ C formem o producto conhecido m®,

Fazendo AC==a, BC=ux, temos B'C.AB'=zx(a—a)=m’;

b e

logo ge==la+=V La*—m?,
solucdes que facilmente se construem (n.° 15),

Se m > % a, torna-se z imaginario; mas nem por isso devemos concluir
que a queslio seja absurda, por que o erro pode provir de se ler sup=
posto o ponto B' numa posigio que [he ndo conviesse na hypothese aclual.

Para tirar a duvida, supponhamos agora B’ posto em B, no prolonga-
mento de AC. Formando a equagio correspondente, e fazendo BC ==z,
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leremos BC.AB=z(x—a) =m’,
cujos raizes z=1!a+=V1a"+m",

sio ambas reaes, e de construccio facil.

Por tanto:

1.° Se o enunciado da questdo exige que o ponto procurado esteja no
prolongamento de AC, a quesliio nio € absurda, e lem sempre duas so-
lucdes, uma positiva em B, e outra negativa em E (sendo EC = AB).

2.° Se o enunciado exige que o ponto procurado esleja entre A e C,
a quesmo ¢ absurda quando m > ! a. Por onde se vé, que o maior rectan-
gulo, que se pode [azer com as duas partes de AC, é o quadrado da sua
metade (Alg. Elem. n.° 104, 1I1).

Mas cumpre notar priucipaimente que o absurdo indicado pelo sym-
bolo imaginario resulta d’'um erro de posigio do ponto B, analogo .‘Jquelle
do qual prucedem d’ordinario as solugdes negativas: o que dd muita luz
4 theoria precedente,

3.° Finalmente, se a questdo nlio restringe a posicio do ponto que
se procurs, admitte duas solucdes, ou quatro, conforme é m > ;a, ou
m < :a.

N:n.le ultimo coso nlio & s6 a Algebra que di o numero das solucdes;
ou antes, a Algebra da sé6 os resultados correspondentes &s condigdes
que se traduziram analyticamente. Em eguaes circumstancias estd o pro-
blema 11. do n.° 21.

24. Do que fica exposto resultam duas conclusdes geraes, que se de-
vem ter muito em vista nos problemas de Geometria,

1.° Uma equagdo ¢ verdadeira tiao somente para a figura da qua! foi
dedusida; e para a applicar a outra figura, indirecta com aquella, ¢ ne-
cessario muidar os signaes d’algumas das letras que representam as partes
da mesma figura.

2.° Se 0 valor da incognita x sde megativo, a equagdo que deu este
valor, ¢ defeituosa em quanto se applica d figura directa; e por isso deve
mudar-se a disposigdo das partes desta figura, para a fazer directa, e tor-
nar positivo o valor de x. Por exemplo, se x se conta sobre wma linha
fiza, deve tomar-se em sentido opposto dquelle em que primeiro se tomou.
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25. Para determinor a posigio d'um ponto M (fig. 27) sobre um
plano, costuma empregar-se o processo seguinte,

Tomadas neste plano duas rectas indefinidas Az, Ay, imaginem-se
MQ =z, MP =y, tiradas por M parallelamente a ellas. O systema das
linhas 2 e y determina a posicio do ponto M: por que, tomando sobre
as rectas fixas Az, Ay, as partes AP =z, AQ=—y, e tirando as paral=
lelas MQ, MP, o ponto desconhecido, que deve achar-se simullaneamente
em ambas eslas parallelas, ¢ a sua intersecgio M.

O ponto M ests na linha Az, quando ¢ y=0; estd na linha Ay,
quando ¢ z=0; e coincide com o ponto A, quando sdo % ==0 e y==10.

As linhas AP =2x chamam-se abscissas, e Az o eizo das abscissas;
as linhas AQ =y chamam-se ordenadas, e Ay o eizo das ordenadas ;
Az e Ay sdo os eizos coordenados; e A é a origem das coordenadas.

Como nada indica a priori se x se deve tomar de A para P, se de A
para P'; nem se y se deve lomar de A para Q, se de A para Q'; os qua-
tro pontos M, N, N, M, collocados nos espagos angulares YAz, yAz',
y'Ax, y'Ax, satisfazem egualmente aos valores absolutos das coordenadas:
e fica indeterminada a posicao do ponto M, em quanto oulros caracleres
a ndo fixarem. Para evitar esta difficuldade emprega-se a distinecao se-
guinte, conforme com o que se disse no n.® 22,

Supponhamos que os & positivos se contam sobre Az, & direita de
yy's € que os y posilivos se conlam sobre Ay, acima de xz's enldo con-

GEOM. E
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tam-se o0s x negalivos sobre Az', & esquerda de yy'; e os y negativos
sobre Ay', abaixo de zx'. Teremos pois os seguintes signaes das coorde-
nadas, que determinam os pontos correspondentes:

PONTOS SIGNAES DAS COORDENADAS
M emy Az x e y posilivos
N, em y A2’ x negal., y posit.
N, ew y' A x negat., y negat.
M,em y' Az x posit.,, y negat.

Mas quando os  posilivos, ou os y positives, se contarem d’outro
modo, sempre o eixo yy' estremarb os x positivos dos x negalivos, e o
eixo xx' estremard os y positivos dos y negativos,

As mais das vezes toma-se reclo o angulo yAx; e x e y sho respecti=
vamente as distancias de M aos eixos yy' e 2’: o que simplifica as for-
mulas, e flacilita as construegdes, como leremos ocensiio de conhecer.,

26. Chama-se equagio d'uma linha BMZ (fig. 28) a expressio ana-
Iytica da relagao que tem logar entre as coordenadas x e y de cada um
dos seus pontos.

Se imaginarmos que a ordenada MP se move parallelamente a si mesma,
conservando-se o seu ponto P no eixo Az, e que durante este movimenlo
as grandezas da ordenada e da abscissa variam de modo que satisfacam
sempre & equaclo proposta em x, e y, a extremidade M de MP descre-
verd a linha correspondente. Esta linha é o logar geometrico da equagio.

Dando diversos valores a uma das coordenadas x ou y, e caleulando
os correspondentes da outra por meio ‘da equacho proposta, a serie dos
valores i

w==g, @), @’ ..iq=ed, ¥V, ¥ ...

determinarh os pontos da linha, cujas coordenadas sao respeclivamente a
eb a el a el eque designaremos por (a, b), (', b), (a”, b")...

Assim a equacho proposta entre duas incognitas [ard conhecer uma
finidade de pontos, cujo systema constituird a linha; e poderemos ser-
vir-nos d'este processo para determinar a figura da linhe, e as particula-
ridades, que o seu curso apresentar, como leremos occasiio de conhecer,

Por exemplo: y — AQ (fig. 27) ¢ a equacio da recta MN parallella ao
eixo Ax; e y==0 ¢ a equaciio d'esle eixo; x==AP ¢ a equacio da re-
cta MM’ parallels a0 eixo Ay; e z==0 & a equaclio d’este eixo.
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I. EQUACOES DA LINHA RECTA E DO CIRCULO

PDa linha rectla

27. 1.° Supponhamos que. a rects AN (fig. 29) passa pela origem.
Abaixando de quaesquer pontos d'ella D, N,... as ordensdas DG, NP....,

DC NP

serh sempre E_'Ezi'l" it ==Y

chamando a a razdo constante da ordenada com a abscissa.
A equaciio da recla AN ¢ pois P & e e (1).

Se ¢ recto o angulo yAx des coordenadas, temos PN =AP tang A;
e a designa entdo a langente trigonomelrica do angulo que a recta fas
com o eixo dos Xx. Em quanto o angulo NAP & agudo, a é positiva, e
cresce com elle; mas quando este angulo é obluso, como acontece em
AN/, a é negativa e = —tang N'AE: com efleito ¢ claro que neste se-
gundo caso as abscissas posilivas correspondem a ordenadas negalivas,
e reciprocamenle.

Se ndo ¢ recto o angulo yAx, o triangulo NAP d4

y senNAP senNAx

- & sen ANP B sen NAy b,

L/ B

e enldo a representa @ rasdo dos senos dos angulos que a recla fas
com os eiros coordenados. Em quanto ao signal: a serd posiliva ou ne-
gativa, conforme tiver a recta a posicdo AN, ou a posicio AN',

2.° Supponhamos que a recta BM niio possa pela origem; e sejo AB =5
a ordenada na origem. Tirando AN pumllc]a a BM, aequacio (1) de AN
dd PN=ax; e como ¢ y= AB 4+ NP, a equacdo da recta BM
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sera et o RSP C R «ioadfBh

Se esta recta tiver a posicdo B'M’, serd b negaliva,

28. Para uma dada recta as quantidades & e y slio variaveis, e a e b
80 conslantes; mas se a recta tomar diversas posigdes, a e b tambem
variardo, Por conseguinte a equacho (2) perlence a todas ns rectas; e
estas distinguem-se umas das oulras pelos valores de a e b,

Para construir esla equaglo, tome-se AB=4¥, e lire-se EM de modo

sen BEA
e

sen EBA
as courdenadas rectangulares, ou obliquas. Sert EBM a recta pedida,
logar geometrico da equacio (2).

Tambem se pode construir esta linha determinando dous dos seus
pontos. Por exemplo, fazendo &=0, acha-se a ordenada na origem
y==b==AB do ponto B, onde a recta corta o eixo dos y; fazendo y=0,

que seja respectivamente tang BEA =aq, o ==a, segundo forem

; b & X .
acha-se a abscissa # = — — =AE do ponto E, onde a recta corta o eixo
a

. / b
dos 21 e esles pontos B(0,b) e Ek-— — 0) delerminam a recta pedida
EB. a

Se a recta passasse pela origem: applicando & equacio (1) este ultimo
processo, B ¢ E coincidiriam no ponto A: mas fazendo por exemplo
#==1==AC, viria y=a=CD, e os poutos A (0, 0) e D (1, a) deter-
minariam a recta AD.

B C
29. Porque, lzendo a — — oL b—=— 1 8 equacdo geral do pri-

meiro grau entre duas variaveis Ay + Br +C=0,

toma a forma (2), o seu logar geomelrico ¢ a linha recla, que sabemos
construr,

Para vér como pela equagho d'uma recta se determina a sua posi¢io,
pode servir de exercicio a construcgio dos logares geomelricos das equa=
goes seguinles:

2_{:—'—1; =2 y:-q....‘j-{-;;;’ y:—.ﬁ‘—-].
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30. Achar a equagio d'uma recta que passa por dous ponlos dados.

Sejam (o', y') e (=", y") os dous pontos dados. Por que a recta passa
por (&', y'), as coordenadas d’este ponto devem satisfazer & equagio (2),
e por isso leremos y =ax -+ b, y'=ax'+ b, que dio

Y Y G (B &) e sns abanns (3):

E por que a mesma recta deve passar por (z”, y''), a equacdo (3) daré

anl! = !
yrr_ y.l | l:J_r'_ a :;' ull ﬂ—'?-%“'_‘lf‘,-
' —a
: g S
A equaglio procurada é pois =y - (e —)é (4).

A equaciio (3) ¢ a de todas as reclas, que 1&m o ponto commum (', y');
e estas distinguem-se umas das outras pelos valores de a, isto ¢, pelas
suas direccdes.

31. Achar o angulo que fazem entre si duas rectas dadas.

Sejam y=ar—+b, y=ad'z+ ¥,

as suas equacies. Chamando z e o' 0s angulos CBz e EBx (Gig. 30), que
estas rectas BC, e DC ou a sua parallela BE, fazem com o eixo Ax; e
V o angulo pedido: teremos V= o — o, lang a =a, langa' = a',

a—a
€ por couseguinle lang V= — % AT PRSI A ¢ ) E
g - 1+ ad'

Se a=d', 6 V=0, e o8 reclas sio purallelas; o (ue pur oulra parte
¢ evidente,

Se ga'-+1=0, ¢ langV =00, V=90 e as rectas sio perpendi-
culares.

Por tavlo us condigdes necessarias para que duss rectos sejam pa=
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rallelas, ou perpendiculares, sdo respectivamente

a=d,..(6), aa'+ 1==0...(7). (-).

Por um ponto dado tirar uma recta que seja parallela, ou perpendi-
cular, a outra recta dada, ou que faga com ella um angulo dado,

Sejam y=ar+b, y=a'z + ',

a equacio da recta dada; e a da recla pedida, na qual sdo desconhecidas
a' el
Em primeiro logar, como a recta pedida deve passar pelo ponto dado

@, ), ¢ y—y'=d (z—2). :
Depois:
1.% Se esta recta deve ser parallela 4 recta dada, a=a’,

6 ==y et gy (i SO L s v (8),

(*) Se as coordenadas forem obliquas, e fizerem entre si o angulo g, serd

Sen o 3 sen o
== — & = s E

sen (0 — a) sen (p—a)

OU  ASeNGCOSa—@COSOSCN g=5rNa, & SCN)COSa — & COS G SEN x'== Sen & ;

das quaes, dividindo respectivamente por cose ¢ cosx,

! a sen § : a' sen g
sd Liram lang a= — lang g ——— S
1 ~acosy 1-+a'coss
> - a—a)senj 5
que dao lang V= t J T L T (8).

1~+aa'+(a+a')coss "

Entio as condicies do parallelismo, e da perpendicularidade, sio respectiva-

menle Fe=a's, (6), 14aeal+(e-+aljesso=0.....,..... (7).

_ — i P — -
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2. Se deve ser perpendiculor & recta dada, ou ad’ + 1 =0,

I i r
6 y—y=— (2 =) een o L (0),

3.° Se deve lazer com a reeta dada um angulo cuja tangente seja m,

e« que dd a = ol W
i s & S i "1 +ma
a—m i
é y—y = R ) BN ( ||}

{ +am

Por exemplo: se é m=1, a equacio da recta, que faz com a dada
um angulo de £5° e passa pelo ponto (@'s o),
a=—1

—— f=___ .__._.I,ﬁ.
é y ’J‘ ﬂ+.|.(i /

32, Achar a intersecgio de duas rectas dadas.
Sejam y=ar+b, y=ad'z+ 70,

ns suas equacdes, A cada valor commum de x corresponderio em geral
duns coordenadas differentes, uma para a primeira recla, oulra para a
segunda; mas no ponlo dE interseecio ambas as coordenadas serdio as
nicsmas poara uma e outra.recla, Eliminando pois x e y entre as duas
equagdes, teremos as coordenadas da inlersecclo (s)

b—b abl— a'b
= ——, Y=

a—a a2

{«) Em geral, se climinarmos & e y entre as equacoes de doas linhas quaes-
quer, leremos as coordenadas dos seus pontos de intersecgiio.

Por exemplo, se na equacio d'uma curva fizermos y=—10, ou =20, teremos
respeclivamente os pontos onde ella corta o eixo dos x, ou o eixo dos y. -

- -
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33. Acﬁur a dislancia entre dous pontos dados.
Sejam (&, y') e ", y") estes dous pontos M e N [F" 3M); e 3=MN
a distancis peduﬂa T:rﬁndu MR e NR parallelas aos eixos, &
NN — MR NI, MR—AQ ~APmr’'— ', NRNG— WPy —y'-
logs () I Ve ey ey v s USSR T T TY
Se M se confundisse com A, a distancia 4 origem
seria 3=lm'.
Se os ponlos estivessem na recta, cuja equacho ¢ y=—az + b,
_ as suas coordenadas deveriam satisfazer a esta equacho: e por isso teriamos
y'=az'+ b, y'=az"4 b,
+que, substituidos em (11), dariam d=(z"=2)V1+a"
3%. Achar a distancia d’'um ponto dado a uma recta dada.
Sejam y=az-+b, (2, ).
a equacio da recla dada BC (fig. 32), e o ponto dado M ou M,
1° Deve abaixar-se de M a perpendicular MN sobre BC. A equacio
d'esta perpendicular & a (9).

2° Depois deve delerminar-se a interseccio N d'estas rectas. Para
isso elimina-se x e y enlre as suas equacdes, e vem

, aly—azx'—0b , y—ax'—b
& SSW I ATREE e ) S e e
1-q {4 a*

{+] Se o angulo das coordenadas for 8, a distancia serd

= (2 — )V W — )V F 2 (r — a2y — ¥y cost...... (11).

i
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3.° Em fim deve medir-se a distancia MN. A sua expressio é

d=V{z=2T+{y—y),
que, em virtude dos valores precedentes, se reduz a (»)

3_t-aa¥—
Vit+a

35. Em geral os problemas relativos 4 linha recta sio de duas especies.

1.° Se, dada uma recta, se procura o ponto d’ella que satisfaz a certa
condi¢do, a e b sho conhecidos na equaclo y==ax + b; e traduzindo
analylicamente a condigiio proposta, forma-se outra equacdo. Por tanto
a eliminacho entre estas duas equacdes dara as coordenadas ' e y.

Se houvesse muitas rectas e muitas condigdes dadas, seguir-se-hia um
processo analogo.

2.° Se se procura a posi¢io, que deve ter uma recta para satisfazer

{*) Be chamarmos & o angulo gue a recta BC faz com o eixo dos @, e § 0 angulo

das coordenadas, é MN = (MP —RP) cos M,
l—az'— b
on B (3 con 0 ) 00 M e s
d ) 1+ tang* M

E teremos assim muilo facilmente:
1. No caso das coordenadas rectangulares,

y'—az'— b
Vita®
2.° No caso das coordenadas obliguas, (n.° 31 [+]),

tangM =tanga=a, &=

N ) sen x i sen
— R —_— == T ——— 3 e e ——
s @ ayvi+eot?a 1+a*+2acoso
e (y'—az'—b)sens

Vi+a'+2acoss

Serd necessario dar ao radical aquel!e dos s:guaes =+ que fizer & posilivo: e por
iss0 usar-se-ha de +, conforme for ¥’ > ou < az'+ b, isto &, conforme estiver o
ponto M acima ou abaixo de R, ,

GEOM. F

ba—_ e ——— e R —
¢ a L ’ " < a - . - .
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a certas condigdes, a e b sio desconhecidos em y=ar+b; e o pro=
blema consiste em os determinar, Neste caso a traduccio analytica das
condigdes propostas dard as equacdes entre as quaes se devem eliminar
a e b: mas d’estas equagdes nlio podem ser distinctas mais de duas ; salvo
se a sua formagio introduz novas incognitas (Alg. el. n.° 125, 2.° Caso).
36. Appliquemos esles principios a alguns exemplos.
I. Dividir em duas partes equaes o angulo formado por duas rectas.

Sejam y==ax, y=1ba,

as equagdes das rectas dadas AB e AC (fig. 33) referidas aos eixos re-
ctangulares Az, Ay, tirados pelo vertice A.

Representando por y=kz

a recta procurada, tracta-se de determinar k, sendo conhecidos a e b,
a—k

1 4-ak

, tang DAC = s

Por serem tang DAB = = ;r,, .

a condiciio do

_ 2(ab—1)

problems, DAC = DAC, da k*
a+b

k—!=0|

cujas raizes k', &', se devem substituir por k em y=/kz.

E por que & (Alg. el. n.° 145, 3.°)  Mk'=—1, ou kK'¥'+1=0,

as rectas AD, AE, correspondentes a estas raizes, fazem entre si um
angulo recto [n.” 31, eq. (7)], e dividem respectivamente em duas partes
eguaes o angulo BAC e o seu supplemento.

Se os dous eixos nlio passassem por A, e fossem 27, y', as coordena-
das d’este ponto: a equagiio da recta pedida seria

y=y=klo—z)
sendo ainda k dada pela mesma equagiio do segundo grau.
Se uma das rectas, por exemplo AC, [osse o eixo dos «, seria b nullo,

oy . Tk
e a equagdo do segundo grau se reduziria a k"+:=
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II. Dadas duas rectas AB e Ax (fig. 3%), achar um ponto D (x', y"),
tal que, tirando por elle uma parallela DC a Ax, a parte interceptada
CD sejd equal a AC.

Tomando A para origem, e Az para eixo dos x, sejam: Al =m a ab-
scissa do ponto C; y==ax a equagho da recta dada AB; e y=/v a da
recta AD.

Segundo as condigdes do problema, deve ser CD parallela a Aa,
e DC=AC; e devem estar C na recta AB, e D pa recta AD: isto ¢é,
devem ter logar as equagdes

AC =Al +CI =Al +DE’, AC=CD=AE — Al, y'—am, y'=k2’;
ou m*4-y''=(x'—m)", y'=am, y'=kx’;
ou, em fim, y'’=a'"—2mz’, y'=am, y'=La'.
Eliminando y' e m, desapparece &', e fica a equagio
ak*+ 2k =a,

que, por ser a do problema precedente, mostra que a recta AD divide
em duas partes eguaes o angulo BAE: e todos os pontos d’esta recla sa-
tislazem ao problema, que tem assim uma infinidade de solugdes.

. Achar as equagies das perpendiculares abaizadas dos tres vertices
de um triangulo dado solre os lados oppostos; e mostrar que estas per-
pendiculares se cortam no mesmo ponlo.

Seja ABC (fig. 35) o triangulo dado. Tomando A para vertice, e AG
para eixo dos x: as equacdes respeclivas de AB [que passa por A (0, 0)

“e por B («/, y")]; e de BC [que passa por B e por C (b, 0)] sio

[} ]

A (ol ol
yomiod v g oos w--0),

As equacdes respectivas, de CE que passa por G, e de AF que passa
por A, sio da forma y=A (x —1b), y=DBa.

E para que CE e AF sejam respectivamente perpendiculares a AB e BC,

e _ » _ 4
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devem ser AL -|-I-—-—0.B—,y—-+1=ﬂ.
x'—b

Substituindo pois os valores de A e B, tirados das duas ultimas equacdes,
nas duas precedentes, resultariio as equacdes das perpendiculares CE e AF,

z'—b

¥

y

y=_§(“—b)1y=— -

Eliminando y entre estas duas equacdes para ter a abscissa da inter-
secgdo de CE com AF, acha~se 2'=ux, que ¢ a equaglio da terceira per-
pendicular BD: logo a intersecciio O de CE e AF esta sobre BD, e por
conseguinte eslas tres perpendiculares concorrem nella.

Descrevendo sobre AC como diametro a circumferencia AEFC, tirando

- . . ‘
pelas intersecgdes F e E as rectas AF e CE, e finalmente tirando BD
pelo ponto de concurso O, obtem-se as tres perpendiculares; o que da a
soluciio graphica do problema ().
(+) Com effeito multiplicando entre si as equagies de AB e de CE, on as de BC
e de AF, acha-se y'=br—z*,
que é, COmO veremos, a equacio d'aquella circumferencia; de sorle gque, em
yr II ; X
logar dos systemas gl N e 7 (@ —1), !
y' a'—b
€ yuz'—-b [:E‘—b}, ST " !,‘I &, |
o - y'
podem substituir-se respeclivamente y==, y'=br —=z*,
yl'
e y= Py (@ —b), y'=br —x*;
isto &, em logar de determinar os pontos E e F pelas interseccbes de AB com
CE, e de BC com EF, podem delerminar-se pelas intersecgoes de AB e BC com
a circumferencia,
‘|
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1V. Descrever um circulo tangente aos tres lados de um triangulo dado.
As perpendiculares OD, OF, OE (fig. &), abaixadas do centro O
sobre os tres lados do triangulo ABC, devem, pela condigho de tangen-
cia, ser eguaes entre si ¢ ao raio. Tomando pois AB para eixo dos z,
e A para origem; e chamando (z, 2) e (#/, y) os pontos O e C: a

equaclio de AC serd y=—i,— x; e os valores das perpendiculares OE, OF

B—=ua
x - P —
(n.° 34) serdo OE= —__.—T;=u. OF =x3;
[+L =8
3!’1

tendo logar o signal ==, conforme estiver o ponto O (a, £) acima ou
abaixo de AC.

A condiglio OE =0F, ou ay'=§ (#'=¢),

deixa indeterminada uma das coordenadas z ou 3, em quanto nlo se
combinar com a outra condicio OD = OF.

Por tanto ha uma infinidede de pontos equidistantes de AB e AC,
todos collocados sobre duas reclas, cujas equagdes sio

'
y::r-'—-a::- Iy D
o r3Fc

isto ¢, sobre duas rectas, que passam pelo vertice A, e que fazem com

! !

AB angulos dados pelas suas tangentes —2— e ——, E por que o pro-
g P 8 e i rerq P
: y"” ¢t —a” ,
ducto d'estas tangentes éx"J N1F gL e 1, as duas rectas cor=

tam-se perpendicularmente; de sorle que basta procurar a posigio de uma
d’cllas AO, para ter a do outra.

-

. —-;.J
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I

Ora de lang BAG=tangA=—i—; resulta

& x 3 \/(c—m") y
s o orere e lag Chanah 6 e ey

conseguintemente sera OAB=2BAC; o que por outra parle ji sabiamos
(Geom. n.° 57, I).

Tirando pois a recta OA e a perpendicular a ella, de modo que divi-
dam em duas partes eguaes o angulo BAC e o seu supplemento, o centro
procurado estard sobre uma d'estas duas rectas, Fazendo o mesmo rela-
tivamente aos angulos B e C, leremos seis rectas que, encontrando-se
duas e duas, dardo quatro pontos para centros dos circulos langentes.
Mas 86 um d’estes circulos fica inseripto no triangulo; os outros tocam
exleriormente os seus lados.

Poderiamos sujeitar as perpendiculares OE, OF, OD, as condigdes de
terem entre si razdes dadas, e procurar o ponto O; o que resolveria um
problema, que comprehende o precedente.

V. Pelo ponto M (fig. 36) tirar uma recta NQ que separe do angulo
NBx o triangulo NBQ equivalente a uma superficie dada.

Tomando Bx e By para eixos: sio dados tang NBz—=a, e M («, £);
e ¢ BQ=2z a incognita.

As equagdes de NQ, que passa por Q (3, 0) e (z, %), e de NB, sio
respectivamente

3

&—23

y=—— (2—3), y=az;

¢ eliminando z entre ellas, vem a ordenada da interseccio N,

T
y_[i — az -+ az

=ND.

Esta expressio simplifica-se tirando AM parallela a BN, e lazendo AB=m;
por que a equacio de MA, y — =a (o — <), que no ponto A (m, 0)
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(@ -
i

da f==ax—am, a reduz a y=

=—m

.

——

e

e —

b i =

Posto isto, qualquer que seja a area dada, sempre seré possivel trans-
formal-a num rectangulo 3k, de base k e altura 3 ; e a condigdo do pro-

Bs’
Ble1 gy =,
blema seré Ehk=1zy ( )
ou 5'— 2%z 4 2km =0;

o que dé duas solucdes, que facilmente se podem construir (n.° 15).

Os problemas seguintes podem servir de exercicio.

VI. Dadas as equacdes de duas rectas, e tomadas sobre estas as par-
tes eguaes AB e AC (fig. 33), calcular a grandeza da melade BD da
corda BC; e concluir d’ella o angulo BAC. A formula deve dar o mesmo
resultado que a (5) do n.° 31.

VII. Com os mesmos dados achar as equacdes da corda BC, e da sua
perpendicular AD. A direc¢lo d’estas rectas deve ser a mesma que no
problema I.

VIIL. Mostrar que as perpendiculares DO, FO, EO, (fig. 37), levan-
tadas no meio dos lados do triangulo ABC, concorrem no mesmo ponto O,
E mais geralmente que, liradas quaesquer parallelas DF ao lado AC, as
perpendiculares DO, FO, levantadas sobre os lados AB, BC, nss inter-
seccdes d'elles com DF, se cortam em pontos O situados na mesma re-
cta, que passa pelo vertice B. ;

IX. Achar as equacdes das rectas CD, AF, BE, (fig. 37), tiradas dos
vertices do triangulo ABC para o meio dos lados oppostos; e provar que
ellas concorrem no mesmo ponto G, cuja distancia BG a cada vertice
¢ 2 da total BE. E mais geralmente provar que, seudo D, F, as inter-
seccoes dos lados AB, BC, com qualquer perallela DF a AC, a qual corta
estes lados proporcionalmente, os pontos de interseccio G das rectas AF,
CD, estiio sobre a recta BE tirada de B para o meio E de AC,

Consulte-se o Recueil des propositions de Mr. Puissant.
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Do eirculo

37. Sejam a, 2, as coordenadas do centro C (fig. 38), e R o raio do
circulo: teremos (n.° 39)

R=(z—a)'+ (y—PB) " crererrnnerrnn (1).
Se o centro for a origem, teremos e=0, =0, e
Riea? =y iini........ T DA (2).

Se as coordenadas a,y, fizem entre si um angulo 7, leremos {n.“ 33[+)),
quando o centro é o ponto (z, 2),

Ri=(2 — a)*+ (y— )"+ 2 (2 —a) (y — B) cosy..... (3)s
e, quando o cenlro & a origem,
. R*= &+ y"+ 2y cos .

Mostremos num exemplo simples o partido, que se pode dirar da equa-
¢lio d'uma curva para conhecer a sua figura e as suas propriedades, di-
scutindo a equacio (2).

38. De serem y=*tVR—z*, g==+ V‘RT'_?a’

sezue-se, que a cada abscissa correspondem duas ordenadas eguaes e de
{ signoes conlrarios, e a cada ordenada correspondem duas abscissas eguaes
| e de signaes contrarios. Por isso a curva & symetrica relativamente a
qualquer dos eixos, isto &, cortada por elles em duas partes eguaes e
semélhantes, que se confundiriam se fizessemos girar uma d'ellas em
torno do eixo alé que o seu plano coincidisse com o da outra.

Quanto mais cresce x, mais y decresce, até que z==R db y=0;
por onde se v& que a curva se approxima do eixo dos x até o encontrar
em A e O; mas nio se extende além d'estes pontos, por que 2> =R
daria y imaginario, Do mesmo modo nlio se extende além dos pontos B

; e D, onde encontra o eixo dos y.
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D’estas nogdes resulta, que a curva é symelrica relativamente a todos
os diametros, lechada, e d’'um 86 ramo.
A equagdo das rectas que passam por O (—R, 0), e a das reclas que

passam por A (R, 0), slo i y=a(z+R), y=d (z—R),
das quaes, eliminando y ou @, resultam as coordenadas da intersecgiio M,

a 2aa’
gt e e
a—a a—a

Estas coordenadas devem solisfazer & equacdo (2), pars que o ponte
M esteja na circumferencia: sabstituindo-as pois naquella equacio, resulla

aa’ (1 + ad’) =0.

Tal é a condicio necessaria para que as cordas, que passam pelas ex-
tremidedes do diametro, se cortem sobre a circumferencia. E por que

esta condiglo da as equagdes a=0, ou a'— 0, ou 1 4aa'=0,
das quaes as duas primeiras sdo as do diametro (o que é c\-identc). ea
terceira exprime a perpendicularidade de duas rectas: segue-se que fica
satisfeita a condigdo referida, ou que a intersecglo M ¢ um ponto da
circumferencia, quando as cordas se corlom perpendicularmente.

A equacdo y'=R'—a'= (R +z)(R—2z)=0P.AP

mostra que a ordenada MP ¢ meia proporcional entre os segmentos OP
e AP.

~ Aequagio  AM=V{R—2)*4 "=} 2R (R — 2) =V A0.AP

mostra que a corda ¢ meia proporcional entre o diamelro AO e o seg-
mento AP, !

39. Para achar as interseccdes d'uma reecla MN (6ig. 39) com um
circulo NKI, ¢ necessario elimivar @ e y entre as suas respectivas equa-
¢oes

y=az-+b, y'+ z*=R*:
GEOM., G
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FR* (1 4-a°)—b°
o que da :a:=—ﬂbi & “_ta} b;
1-a
ay =V R*—=§* —3d+aV RB=§

[111] R e ey y=—"' e

Vi+ad V1-+4a*

b - -

fazendo § = _ — distancia da recta ao centro do circulo (n.° 3%) (»).

Vi+a®

A natureza do radical offerece tres casos:

1.° Se o radical é imaginario, ou § > R, a recta ndo encontra a cir-
cumlerencia, :

9.° Se o radical & real, ou 3 <R, a recta corta a circumferencia em
dous ponlos. E como o eixo dos & se pode lomar parallelo & secante MN,

serd nesta hypothese a=0, e ficarh ===V "R*—b", que, por ler os
signoes == ¢ valores eguaes, mostra que a perpendicular abaixada do
centro sobre a corda divide esta em duas parles eguaes.

3.° Finolmente, se o radical é nullo, ou § =R, a recta encontra a
circumferencia num s6 ponto, ou é tangente. E neste caso, se chamar-
mos &, y', as coordenadas do ponto T de contacto, teremos

W —ab r,;_
i ST y'=ax'+ b,
(+) Chamando (=, g) um ponto da recla MN, é y—pf=1a (2 —a);

¢ as distancias D de (a, p) 45 interseegbes da recta com o circulo sio

1+62) atab+V R(1+a")—B2
PRV e e o S0 g = SOOI L 8 L o s

K'14a?
E os dous valores D', D!, de D dio Dkt s E P B ) 18
e 1+4a® 2
ou D'[}”m u:_jr (Nﬂ'i"—b):'— R'— u'+ ﬁl_ R2.

E o que tambem se pode obter muito facilmente, usando.das coordenadas po-
lares, como se verd adianle,
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que ddo t=——, b= —

Mas 8 equaciio y = a’z do raio CT, que passa pelo ponto de conlaclo
T (, '), db a’=-i7: logo é aa'= —1; ou o raio perpendicular &

tangente.
Substituindo em y==ax -+ b os valores precedentes de a e b, resul-
tard a equaglo da tangente & circumferencia num ponto (2, ')

el s St s (%).

Para tirar d'um ponto exterior M («, 8) uma tangente & circumfe-
rencia, é necessario determinar o ponto T (2/, y) de contacto. Ora as
coordenadas d’este ponto devem satisfazer &s equagdes do circulo ¢ da
tangente; e as coordenadas de M devem satisfazer & equacio da tangente:

logo 2 =R, By =R ........... . (8).

Como a eliminaglo entre as equacdes (5) daria equagdes do 2.° grau
em 2’ ou y', ha dous pontos de contacto T, T’, e por conseguinte duas
tangentes MT, MT’, tiradas do ponto M. Mas, em vez de fazer a elimi- -
nagio, notemos que, por satisfazerem as coordenadas &', ', dos dous

pontos de contacto T, T', & equacio By + ex =R",

esta equaglio ¢ a da corda TT'; por conseguinle a sua construccio de”
terminard os pontos de contacto, T, T, e as tangentes MT, MT,

Fazendo nesta equagdo y==0, resulta a abscissa CB:—: do ponto
x

B onde a corda TT' corta o eixo dos x: e como esta abscissa sahe in-
dependente de 3 =PM, segue-se que, se o ponto M se mover sobre a
recta PM, as tangentes mudordo de direcgdo, girando a corda TT' em
torno do ponlo fixo B.
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Tambem se pode dar ao calculo uma férma tal, que nos conduza ao
processo geometrico do n.* 59, Il da Geom. Tomemos para isso a diffe-
renga das equagdes (5)

y'—By + a*—ax=0, ou (y —1B)"+ (g —1a)’=3a+ 1 p%

Como as coordenadas dos pentos de contacto T, T’, devem satisfazer a
esta equagio, o circulo, a que ella pertence, ha de passar por esses ponlos.

Para descrever este circulo, cujo centro é (2, 1B), e cujo raio é
1o+ L3% tomemos Cp=31CP="1a, e pm=1MP=13:serd m o
centro, € Gm o raio, com os quaes descrevendo a circumferencia achare-
mos os pontos T, T

40. Sejam C, C' (fig. 40) os centros de dous circulos, C a origem das
abscissas contadas sobre CC’, e CC'=a. Eliminando z, y, entre as equa-

¢oes d’estes dous circulos, o4 y'=R? (z —a)*+ y*=R",
teremos as coordenadas da sua intersecclio,

a’+ R*— R”. ik V3a*R*— (a*+ R*— R"]“;
2a 2a

o=

e como a cada valor de z correspondem dous valores de y eguaes, e de
signses conlrarios, segue-se que a linha dos centros CC' é perpendicular
a0 meio da corda MN,

D'estas equacdes facilmente resultam as condigdes que devem verifi-
car-se, no caso de se corlarem, ou locarem, os circulos (Geom. n.° 49).
Com efleito o radical, transformado como na pag. 3, lorna-se em

Vie+R+R)@a+R—NR) R+ R—a) (R— R+a).

Ora, suppondo R == ou > ', os dous primeiros factores sdo positivos.
Em quanto aos outros dous:

1.° Se ambos 1ém o mesmo signal, ndo podem ser negativos, por
serem incompativeis as desegualdades R+ R'<a e R—R'>a: logn,
para que seja real o radical, sdo necessarias as condigdes R 4 R’ > a,
R—NR'<a; e entio as circumlerencias corlam-se em dous pontos.
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2,° Se um d'elles & nullo, a=R-+R/, ou a=R—R', resulta
y==0, x==R; e os circulos tem um s6 ponto commum na linha dos
cenlros: & o caso dﬂ contaclo, 4

3.° Em fim, se 1&m signaes contrarios, islo &,

‘a>R+Rea>R—R,oua<R—R'ea<R-4R,

as raizes slo imaginarias; e como em ambos estes systemas de condigdes
a primeira involve a segunda, os circulos ndo se encontram quando 6
a >R+ R, ou quando é a <R —R'.

41. Tombem se podem resolver vs problemas seguintes:

I. Dado um circulo e uma recta, tirar outra recta que seja parsllela
& primeira, e langente ao circulo,

. Tirar uma tangente commum a dous circulos dados,

I Descrever uma circumferencia, que seja tangente a outra circum-
ferencia, e a duas rectas dadas.

O centro est sobre a recta que divide ao meio o angulo das rectas
dadas.

Transfermacao das coordenadas

42. Algumas vezes ¢ lio composta a equagdo d’uma curva, que diffi-
cilmente se deduzem d'ella as suas propriedades; mas esta complicacho
pode depender da posicio dos eixos, a que estd referida a curva. Por
exemplo, qualquer dos equacdes

(y—B)*+ (2 —a)"=R*, y"=2Rz —2", y"+ 2"—R?,

pertence ao circulo; mas a ultima é mais simples, por ser o cenlro a
origem das coordenadas.

Convém pois, para simplificacio dos calculos, que se saiba transfor-
mar a equaglio d'wma curva, referida a certos eixos, em outra referida a
novos eixos,

3. 1.° Dados os eizos coordenados Ax, Ay, (fig- ¥1), passar para
outros A's', A'y', parallelos a elles.

Chamando AB==a, A’'B==b, as coordenadas da nova origem A’ re-

feridas d primitiva; AP =&, MP =y, as coordenadas primitivas do ponto
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M; e A'C=ux, MC=1y/, as novas coordenadas do mesmo ponto: ¢ -
AP =DBP + AB, MP=MC + CP,
ou e=x'+a,y=y+b........iiianns (1).
4%, 2.° Dados os eizos rectangulares Ax, Ay, (fig. 42), passar para |
outros Ax', Ay', com direcgdes quaesquer, ¢ com a mesma origem,
Chamando (zz") e (zy/) os angulos zAz' e zAy', que determinam a
posi¢ho dos novos eixos: ¢, para qualquer ponto M,
AP—ga, MP=y, ¢e AL=2', ML=y';
e tracta-se de exprimir z e y em &' e ', e nos angulos (za’) e (ay').
Ora temos (+) AP=AK+4LI, MP=LK + IM;
e os triangulos rectangulos AKL, LIM dio
AK — 2/ cos (za'), KL=2a' sen (xz'), LI=1' cos (zy'), Ml = y’' sen (zy');
logo |
x = a' cos (xa') 4 y' cos (zy'), y ==2'sen (wz’) + y' sen (zy') .. .(2).

Se 0s novos eixos forem tambem rectangulares (fig. 43), teremos
xy') =90 + (xa’); e as equacdes precedentes serdo (+»
q P

@ = a' cos (xx) —y' sen (xa'), y = sen (xx) + y' cos (') . .. (2').

45. 2.° Dados os eizos Ax, Ay, (fig. 42), com quaesquer direcgdes,

(-) Por onde se vé que a abscissa « € a projecgio da porgio polygona ALM
sobre o eixo dos z.

(+=) O mesmo se conclue directamenle dos triangulos AKL, LIM; por ser

AK =2’ cos (z2"), KL =a'sen (xx'), LI=y' sen (zz'), MI = y' cos (az'),

o= AK — LI, y == KL +MI,
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passar para oultros Ax', Ay', tambem com quaesquer direcgies, e com a
mesma origem.

Os triangulos obliquangulos ALK, LIM dio

sen ALK &' sen (&' ' sen (zx')
o ¥ KL= '

AK:ﬁL'senAKL— sen (zy) ' ~ sen (ay)
L =L OY) gy ten (@),
sen (zy) '’ sen (ay) '
logo
gt (@) +ysenlyy) _ osen(ar)+ysenay) g

sen (zy) sen (y)

Se os eixos primitivos forem obliquos, ¢ os novos rectangulares (fig. 43),
teremos  (z'y’) =90°, ou (2'y) = 90°— (yy), (=y') =90+ (z'zx);
o que mudard as formulas precedenles em

__a'sen (aly) + y'cos (a'y) &' sen (ax') —+ 1y cos (za')

' sen (ay) SN sen (zy)

.o o(3).

46. Finalmenle, querendo mudar tanto a origem como as direc¢des
dos eixos, faremos successivamenle a passagem por meio da equagdo (1),
e d'aquella das equagdes (2), (2'), (3), (3'), que pertencer ao caso de
que se Llracla.

47. Se os eixos ndo estiverem collocados como suppde as figuras
(42 e 43), modificar-se-hao os signaes dos senos e dos cosenos, conforme
o que se disse no n.° 19 a respeito das quantidades indirectas, compa-
rando a disposi¢ho dos eixos naquellas figuras com a que deve ter logar.
Por exemplo, se o eixo Az’ estiver abaixo de Az, faremos sen (zz’) ne-
galivo e cos (zx') positivo.

No entretanto ¢ mais breve, e menos sujeito a erro, deduzir as for-
mulas directamente da figura que se considera, reproduzindo nella as
operagdes precedentes,
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Coordenadas polares

48. Alé aqui determinbmos a posicio d'um ponto sobre vm plano
por meio das suas distancias a dous eixos; mas ha muitos outros modos
de fixar aquella posicio, cada um dos quaes dd um novo systema de
coordenadas (Vej. a Geometr. de Pos. de Carnot, pag. 423).

O mais conhecido d’estes systemas é o das coordenadas polares.

Para delerminar com estas coordenadas a posicio de qualquer ponto
M (fig. 45), ¢ necessario conhecer a sua distancia AM=1r a um ponto
fixo A, e o angulo MAP =6 formado por AM com uma linha fixa Ax
dada de posicio. O ponto A chama-se o foco; AM o raio vector, e DAP
o angulo vector, do ponto M.

A equagdo polar d’uma linha é a relacio que tem logar entre as coor-
denadas polares r e 6, para qualquer dos seus pontos. Se o raio AM girar
em torno da origem A; e se neste movimenlo fizermos variar a sua
grandeza, de modo que os valores correspondentes r e § salisfacam con-
slantemente 4 equaclo polar: a extremidade M descreverd a curva MN,
logar geomeltrico d’aquella equagio.

49. Sendo AP = x, MP==y; o triangulo MAP da

ze=reosd, y=renl, 'y =0 ...vei.c.{}

Por lanto, se quizermos passar d’um systema de coordenadas rectan-
gulares 2, y, para o das polares r, 0, usaremos das equagdes (1); e se
quizermos passar d'um systema de coordenadas obliquas para o das po-
lares, transformaremos primeiro a equaglo em coordenadas rectangulures
[n** 43 e 45, eq. (3')], referidas & origem A, e oo eixo Az desde o
qual se conlam os angulos 6; e depois applicaremos as formulas (1) a
esta equacido assim tronsformada.

Reciprocomente: se tivermos a equaglo polar d’'uma curva, e quizer-
mos traduzil-a em coordenadas reclangulares, bastard substituir nella as
expressdes de r e 6, tiradas das formulas (1) pela eliminagio: e se qui-
zermos passar depois para as coordenadas obliquas, e para oulra origem,
usaremos das expressoes (1) do n.° 43, e 5'2} do n.° &%,

50. Tomemos por exemplo a equagdo (1) do n.° 37, perlencente ao
circulo cujo centro G (fig. 44) tem as coordenadas rectangulares « e B.
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As expressoes (1) transformam esta equaglio em
r’—2r (xcosh 4 Bsen ) +a* 3" —R*=0

Donde se tiram os seguintes resultados:

1.° A cada angulo O correspondemr dous valores, AM e AN, de r:
valores imaginarios, quando 6 é tal que AM nio encontra a circum(erencia.

2.° O producto das raizes, r' e r”, & (Alg. el. n.° 145, 3.%)

rr'=AM.AN=a"{3*—R"

Como esta expressio nio depende de 0, segue-se que & constante o

producto AM . AN de dous raios veclores, correspondentes & mesma se-

cante : e, segundo for o ponto A interior ou exterior ao circulo, assim
recahiremos nos Lheoremas da Geomelr. n.” 72 ou 75.

3.° Facamos AC=m, CAM=¢, CAz=1;
o que di 0=g¢+i, a=mcosi, B=mseni.

A somma das raizes AM, AN, serd (Alg. el. n.° 145, 3.°)

v 1" e=2 (acos O +  sen b) = 2m cos (0§ — §) =2m cos g3

equacdo facil de construir, quando se pede uma das quantidades m, g,
'+ r'', sendo dadas as outras duas. :

4.° Para que AM seja tangente, ¢ necessario que as raizes r', ",
sejam eguaes, ou a equaglo (2) um quadrado perfeito, e por conseguinte

(Alg. el. n.° 146) 4 (zcost 43 sen )" —4& (24 3" — R?*) = 0,
ou = R=msen (§ — i) =msen o.

Este valor de R ¢ lado d'um triangulo rectangulo, no qual m é a
hypothenusa, e g o angulo opposto a R: ora no triangulo ACT temos
AC==m, TAC=¢, CT=R; logo este trianghlo & rectangulo em T, e

por isso a langente é perpendicular a0 raio que passa pelo ponto de
contacto. ;

GEOM. H
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Demais, por serem eguaes as raizes, temos
r’=a4 3*— R’= (m+R) (n —R) =AB. Al = AM. AN;
logo a tangente & meia proporcional entre a secanle ¢ a parte exterior

da mesma secanle.
5.° A differenca das raizes, ou a corda MN =, &

k=2V R*— («sen § —[5 cos 1)*=2 VR —m*sen” ¢;
logo msen g===VR*— k"

Ora, se em qualquer parte d'um circulo (fig. 46) tirarmos a corda
mn=k, e abaixarmos do centro sobre ella a perpendicular Co, teremos

Co=VR*—* k’==msen ¢; logo descrevendo um circulo do centro C,
com o raio Co, e tirando-lhe por A a langente AF, sera

m sen g == CF = ACsen FAC=msen FAC,

e por isso = FAC, MN =Fk. D’onde resulta que, para tirar pelo ponto
A uma corda MN que tenha um dado comprimento k, basta tomar uma
corda mn =k, descrever o circulo Fo com o raio egual &4 perpendicular
Co, e tirar por A as tangentes AF o0 mesmo circulo, as quaes determi-
pardo as cordas pedidas MN = k. Mas o problema 6 & possivel, quando
o ponto A fica exterior ao circulo Fo.

6.° Se tomarmos para eixo dos x a recta AB (fig. 4%), que passa pelo
pélo e pelo centro, teremos 3 =0; ¢ se o polo estiver na circumferen=
cia, em I, teremos tambem a=R: o que reduzird a equagdo (2) a

r*—2rRcos 0 =0.

Logo r=2R cos & o comprimento da corda k, que faz com o diametro
o angulo 6. E como imaginando um segundo circulo (fig. 40") de raio
R/, e tangente ao primeiro no mesmo polo, a sua corda ¢ similbante-

mente &K'= 2R'cos b ; resulta ke ¥::R:R.

Por onde se v&, que ‘s cordas tiradas, debaizo do mesmo angulo,
pelo ponto de contacto de duas circumferencias que se locam inlerior ou
extleriormente, esldio enire si como 0s raios.
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Il. SECCOES CONICAS

Da ellipse

51. Chama-se Ellipse a curva ABO (fig. 47), na qual as distancias
de cada um dos seus pontos a dous (ixos F, I, fazem uma somma constante

z 4 3'=A0=2a.

As distancias FM, F'M, sido raios veclores da ellipse; ¢ F, F’, siio os
[deos.

Para achar a equagio da ellipse, ponhamos a origem das coordenadas
reclongulares no meio C de FF', e tomemos esla [mhu para eixo dos x: o
que deve simplilicar a equagdo, por sabermos ja, pela definigdo da curva,
que esla ha de ser symelrica relativamente aquelle eixo.

Fazendo CP==a, MP = y, e FC==¢, os triangulos rectangulos FMP,
F'MP, dao

F=y'+ (2 —0)" "=y'+ (z4¢)’, 54+ 7'=2a.
E como a differenga das duas primeiras ¢

== (5 + 3') (¢'— 3) =24 (3'—3) =4z,

- & A
serio IM.:S:R—— ’Ma——a—ﬂ‘*',—*c—l ......... l:t:.
a l
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o que substituido nas expressdes de z°, ou de =%, da

-

¢ r
d=+ al. ‘:"yl‘*‘x:—}"ﬂl----.-.........(ﬂ).

Se fizermos z==0, teremos a ordenada inicial BC=V"a’— ¢*=1b;
e eliminando ¢ por meio d’ella, a equagio (2) tornar-se-ha em

SN DN i s

que ¢ a equaclio da ellipse referida ao centro e aos eixos.

52. A equaclio (3) da g=:k %Va‘— z*

Como a cada abscissa x correspondem dous valores eguaes de y, a
curva ¢ symelrica relalivamente ao eixo AO (fig. 48); e como+=zx e
~— x dio 0 mesmo valor para y, a curva é symelrica relativamente a BD.
Por onde se v& que, se a figura se dobrasse por AO ou por BD, as suas
partes se sobreporiam, e coincidiriam perleitamente.

x> = a db y imaginario; e y> == b dé  imaginario. Por onde se
vé que a curva ¢ fechada; BC=10 a sua maxima ordenada; e CO=a
a sva maxima abscissa. AO e BD sdo o eixo maior e o eixo menor; A
e O os vertices; C o centro; FC=c a excentricidade.

A Ellipse € pois uma curva fechada, na qual a somma dos dous raios
veclores de qualquer dos seus pontos é sempre egual ao eixo maior.
53. Duas ordenadas y, ', da ellipse, correspondentes s abscissas , ,

y° a'—z* (a+a)(a—a) AP.PO
dao SEL. oy ; R 0
y* a'—a* (a+2')(a—a’) AP.PO

isto &, os quadrados das ordenadas proporcionaes aos productos das di-
stancias dos pés d'ellas aos dous vertices.
Se mudarmos respectivamente 2 e y em y e x, a equacdo (3) lornar-se-ha

o b'l.y"l_!_ art=— “:rbu-:
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conservando assim a mesma férma, quer se tome AO, quer BD, para
eixo dos x, }
54. A equacdo do circute ANO, descripto do centro C com o raio a4,

dé Y=Va'—z'=PN;

logo —b
4 s 5

&
¥

Por tanto a razio entre as ordenadas do circulo e da ellipse, correspon-
dentes & mesma abscissa, ¢ constante e egual & razdo dos eixos: e por
ser y <Y, vé-se que o circulo descripto com o raio a comprehende a
ellipse. Similhantemente se veria que o circulo descriplo com o raio b é
sempre comprehendido pela ellipse.

A ultima equaglo indica um meio muito simples de-descrever a el-
lipse. Tragados os eixos AOQ, BD, e descriptas com os raios b e a os duas
circumferencias, inscripta e circumseripta, lire-se um raio qualquer CN;
e depois pelos pontos Q e N, onde este raio corta as circumferencias,
tirem-se QM e NP parsllelas aos eixos: o ponto M perlencerd & ellipse;

PM CcQ PM b
—_—— —_—, — e — dﬂ Px‘_ll:-"-
I.'!DI' que PN CN ou Y a

2| e
I

55. Da definicio da ellipse tambem resulta outro processo para de-
screver esla curva,

Tragados os dous eixos AO e BC (fig. 47), descreva-se do centro B,
com o raio CO, um arco de circulo: os pontos F, F', onde o circulo

cortar AO, serio os f6cos; por que ¢ CF =V a*— b*==¢. Depois, do
centro F com o raio egnal a uma parte. qualquer OK de OA, que nio
seja > OF' nem < OF, e do centro F' com o raio egual ao resto AK,
descrevam-se dous arcos de circulo: os pontos M, onde elles se encon-
trarem, pertencerdo & ellipse, por ser FM 4+ FFM=AO0, E do mesmo
mode, se dos cenlros I’ ¢ F com aquelles raios OK e AK descrevermos
arcos, as suas inlerscecdes serfio pontos da ellipse. Assim os arcos de-
scriptos respectivamente des centros F e E' com os raios OK e AK, e
;l_us mesmos centros com os rais AK ¢ OK, darlo quatro pontos da el-
ipse.
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Quando as dimensdes da ellipse sio grandes, prendem-se nos [6cos F,
F', as pontas de um cordel ou fio, do comprimento AO; e conservando
o fio distendido por meio de um ponteiro, esle no seu movimento de-
gcreve a curva.

56. Quante mais se afastam um do outro os dous focos, mais diminue

b A ] : i
a razdo —, e mais se achata a ellipse: pelo contrario, quanto mais se
a

approximam os f6cos, mais ella se parece com o circulo; e torna-se nelle
quando os fécos coincidem, como se vé fazendo c==0 na equaglo (2).
Por tanto o circulo pode considerar-se como uma ellipse, cujos f6cos
coincidem, on cujos eixos sio eguaes.

As equacdes (1) mostram que os raios vectores do ellipse sao racionaes
e lineares relativamente d abscissa x.

r===a, e =0, dio respectivamente ¢ maximo, minimo, ¢ medio
raio vector da ellipse, z=a ¢, z==a; e por isso O é o ponto mais
proximo do foco F da ellipse, A o mais remoto, e B o que fica na media
distancia.
Chama-se parametro o dobro da ordenada que passa pelo fico.

Ecmo sg=c¢—*+Va'—b'di y—=p==+2——

o paramelro é uma lerceira proporcional aos eixos maior e menor. |
57. Mudando z em z — a na equacdo (3), vem a equagio da ellipse
referida aos eixos e ao vertice,

e .’.;_ Qe —a), ouy'=F @u—a)....... (5).

-

58. Para referir a ellipse s coordenadas polares, tomando um dos
focos F para pélo e FO para eixo, basta mudar # em x,+ ¢ na expressiio
(1) de =, e depois x, em zcosb; o que da a equagdio polar da’ellipse,

@’—¢ _a(l—¢) ip
a+ccost 1 +4ecosh’ 1+ ecosth ™

-
A ——

i
|
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: = : ¢
sendo z-e 6 o raio vector FM e o angulo vector MFO, e ¢ a razio — da
a
excentricidade para o semi-eixo maior.
Para transportar a origem ao outro féco F', contando ainda 6 no mesmo
sentido desde F'O, bastard mudar ¢ em — e (s).

Da hyperbole

89. Chama-se hyperbole a curva na qual ¢ constante a differenca das
distancias de cada um dos seus pontos M (fig. 49) a dous pontos fixos
Fp F-

Tomando para origem o meio C de FI, e discorrendo como no n.° 51,

(+) Se contarmos os amgulos MFE = v desde uma recta FE que faca com o
cixo o angulo &, serd § =v—a; e a equacio polar da ellipse lerd a férma

a(l —e?)

T 1+ecos (v—=&)
Se chamarmos (fig. 57) QCO o angulo u, teremos, em virtude da equacio (1)

, ex
¢ do triangulo QCP, r=ag— ;za—w-:eztl — ecosu).

2 < ¢+ cos (0 —a)
Egualando os dous ultimos valores de r, Lira-se cosu=—_——-——,
i 4ecos(v—a)

1—cosu | 1—2¢ 1—cos(v—a)

1tcosu 1+e 1 + cos (0— @)

e por conseguinte

o=y
on tanglu= \,f

ang ) (v — &),

gue estabelece a relagio entre o8 angulos v —& ¢ n.

P
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acharemos

oo i

57— 5"'=20 (3'+ 3) = dex, ;-_;---a, gl p +a....(1),

Esta equagio da y=zt —i—V.r‘— @, D= o Vy't b*;

logo:

1.° A hyperbole & symelrica relativamente aos eixos FF' e Cy.

2.” Quanlo mais cresce x, posiliva ou negalivamente, desde ==+ q,
mais y augmenta ; e quanto mais cresce y, desde y =0, mais z augmenta.

3. Como,z===a di y nullo, e 2 < == a da y'imaginario, a curva
corla o eixo dos 2 nos verlices A e O, e nlio existe entre elles.

Por tanto a hyperbole tem dous ramos oppostos por suas convexida-
des, abertos, e que se extendem indefinidamente, um & direila e outro &
esquerda da origem, desde os pontos O e A,

O ponto C ¢ o centro da hyperbole; F, F', os fécos; e AO=2a o
primeira eizo, O sequndo eizo 2b € 0 dobro da ordenada central y—by/'—A1,
que corresponde a x =10, depois de tornada real: mas esta linha nio 6,
como era na ellipse, uma das dimensdes da curva,

60. As ordenadas y. y', (fig. 50), que correspondem és abscissas x,
z', dio como no n.° 53,

¥y 2"—a"  (z+a)(—a) OP.AP
y* z*—a* (d'+a)i@—a) OP.AP"’

logo tambem nesta curva sio os quadrados das ordenadas proporcionaes
aos productos das distancias dos pés d'ellas aos dous vertices.
Quando a =, é y'==a"—a’, e a hyperbole chama-se equilatera.
Mudando z em y, e y em z, isto é, contando os = sobre CD, e os y
sobre CP, a equacio da hyperbola referida ao centro e ao segunde eixo ¢

b'y'—a'a’=a't’,
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cuja férma é a mesma que a (2) da referida ao primeiro eixo, menos
em quanto ao signal do segundo membro. V. fig. 74.
61. O parametro, ou dubro da ordenada que passa pelo f6co, é, como

.;J‘:

na ellipse, p=

Mudando & em x —-a, transporla-se a origem ao verlice A, e a equa-
¢io (2) transforma-se em

Similhantemente, mudando x em & — a, transporta-se a origem ao verlice
0, e a equacdo (2) transforma-se em

2 b 2 T 4 foa o
y—?{.ru—ﬂa.r}. ou Y=g (# — 2ax).

62. A ellipse ABOD (fig. 50), descripta com os eixos 2a ¢ 2b da
hyperbole, fica entre os dous vertices; alongs-se no sentido dos x, ou
dos y, conforme é a> ou < b; e torna-se em um circulo, quando a hy-
perbole & equilatera. Esta ellipse e a hyperbole tem propriedades analo-
gos, que podem vér-se na Géométrie de Position de Carnot (pag. 143).

63. Da defini¢do da hyperbole resulta um meio de descrever por pontos
esla curva.

Tragados os eixos FF e Cy (fig. 49), e marcados os f6cos F e F', descre-
va-se do centro F’, com qualquer raio k& que nio seja < F'A, um arco
de circulo; e do centro F, com o raio k— AO, oulro arco: as inlerseccdes
M d'estes arcos perlencerdio & curva, por ser F'M — FM = A0 = 2a.
E similhantemente, descrevendo dous arcos, um do centro F' com o raio
k— AOQ, outro do centro F com o raio k, as inlerseccdes d'elles perten-
cerdio & curva. Por conseguinte leremos lanlas vezes quatro pontos da
curva, quantos forem os valores differentes que dermos a k.

As equagdes (1) mostram, que os raios vectores da hyperbole sio ra-
cionaes e lineares em relagio da abscissa.

64. Fazendo AFM =6, ¢ =ae, e reproduzindo os calculos do n.° 58,

GEOM. I




66 GHOMETRIA ANALYTICA

teremos a equagiio polar da hyperbole referida ao féco F (fig. 49),

c*—a" |, ale"—1)
a+ccosh 1-4ccosh’

-
-

65. Comparando as equagdes da ellipse e da hyperbole referidas aos
dous eixos, vé-se que uma d'ellas se transforma na outra pela mudanca
de b em b1'—1; e comparando as suas equagdes polares, vé-se que
uma d'ellas se transforma na outra pela mudanga de @ em —a: artifi-
cios estes de calculo, que podem servir para converter as formulas rela-
tivas a uma d’eslas curvas nas que convém 4 outra.

Da parabola

66. A parabola ¢ uma curva, na qual as distancias dos seus pontos
M a um fixo F (figz. 52) sdo respectivamente eguaes #s distancias dos
mesmos pontos M a uma linha QQ', cuja posigio ¢ dada, e que se chama
directriz,

Tomando para eixo dos @ a recta DF tirada por F perpendicularmente
a QQ', para origem das coordenadas o meio A de FD=1%p, e para eixo
dos y a recta AB parallela a QQ', é A visivelmente um ponto da curva.
E como a definigio do parabola, e o triangulo FMP, dao

MF=MQ=:s=1p+2, s'=y'+ (z—1p)",

eliminando z, resulta a equaglo da parabola

Por onde se v& que esta curva s6 ¢ symetrica relativamente ao eixo dos .
O parametro p ¢ uma terceira proporcional 4s abscissas e ordenadas;
e por que z = ;p==AF (fig. 52) d& y==-1p, vé-se que tambem na
parabola o parnmetro € o dobro da ordenada que passa pelo féco.
Da natureza d'esta curva resulta, que a ellipse se muda em parabola,

quando o eixo mator se torna infinito,

R —
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Para dous pontos (z, y) e (2/, y') da curva, temos — =

isto &, os quadrados das ordenadas proporcionaes ds abscissas correspon-
dentes.

67. Setomarmos AB=p (fig. 51), e com qualquer rasio KB=7:(p+42)
deserevermos um circulo: nos pontos C, onde este circulo cortar a per-
pendicular AC, serd AC’=px = y; por conseguinte, tirando CM paral-
lela a AB, a sva interseccio com PM seri um ponto da curva. Fazendo
variar o raio KB, acharemos tantos pontos da curva quantos quizermos.

A equacio z==sp -+ T,

que resulta immediatamente da definigdo da parabola, mostra que os raios
vectores siio racionaes ¢ lineares em relagio ds abscissas correspondentes;
e db outro meio de descrever esla curva,

Com effeito, tomemos (fig. 52) AD—=AF=2p; e do ponto F como
centro, e com o raio DP=1p -+ &, descrevamos um circulo: os pontos
M, onde este circulo encontrar a perpendicular PM, pertencerio & curva,
por ser MF=<p+ 2=z,

68. Para transportar a origem ao [6co, e introduzir o angulo vector

AFM =6, facamos z=ip+4a, 2'==—zcosh:
a equa¢lio s =1 p + x translormar-se-ha na polar

iP
R
1+ cosb
Comparando esta equacho (2) com a (5) do n.° 58, vé-se que da

equagio polar da ellipse se deduz a da parabola fazendo naquella e=1,
G==ad .,
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Das secedes do cone

69. Quando quelquer plano OA (fig. 53) corta um cone recto da
base circular IDB, a curva de interseccho AMO chama-se seccio co-
nica: e logo se verh que esta curva é alguma d'aquellas, de que ultinfa-
mente tractimos com a mesma denominaclo.

Fazendo pessar pelo eixo BK um plano DBI que seja perpendicular
a0 plano secante (e que serd perpendicular & base Geom. n.° 119), a in-
tersecglo d'estes planos serd a recta AO, que se chama eizo da seceio
conica, e que & a projeccio do eixe do cone sobre o plano secante. E
tirando por um ponto P do eixo da secgio conica um plano parallelo &
base DI, as interseccdes d'este plano com o plano DBI, com o cone, e
com o plano secante, serlio respectivamente a recta FG, o circulo FMG,
e a recta PM, a qual, por ser perpendicular a FG e a AQ, ser4 uma or-
denada commum das duas curvas,

Posto isto, sejam AP =, PM=1y: e procuremos uma relacio entre
estas coordenadas e os dados do problema, que sdo os angulos DBl =3
e BAO=u«, ¢ a recta AB=c¢.

Os triangulos ABO, AFP, POG, BHF, dao

senS  AD senz  senaz FP senO - sen (a+ PG
sen(2-+8) ¢ "senF cosi3 « senG cosip A0 —z
logo
AO —_o%en ;ﬂ‘ pp=f se|l1._u pg="" (alﬁ : ( cseny );
sen (2 4-5) cos ;3 cosz 3 sen (& + 5

e, em virlude d’estes valores, a propriedade fundamental do circulo FMG,
y'=FP.PG, di a equacio da curva

i sen e

y'=—

cos”

[exsen —z*sen (2 + B)].......... (A).

1 -
z
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70. Para deduzir da equaghio (A) as equacdes de lodas as secgdes co-
picas. basta dar differentes valores a e ¢, isto & dar ao plano secante
differentes inclinacdes sobre o eixo, e collocal-o0 a differentes distancias
do vertice do cone. Entao:

1.° Quando a - (== 180° o plano secante & parallelo & generatriz
BI (fig. 5%); a curva prolonga-se a0 infinito; e a equaclio (A) torna-se
na da parabola ()

2.° Quando -+ { < 180°, o plano secante encontra todas as genera-
trizes da mesma parte do vertice; a curva é fechada; e a equagdo con-
serva a forma (A).

3.° Quando « + % > 180° o plano secante encontra os dous ramos
do cone d’'uma e d'outra parte do vertice; a curva tem dous ramos NAN
e LO'Q (fig. 53), que se prolongam ao infinito, e cujas curvaturas sio
oppostas ; e, chamando sen (& ) o valor absoluto do seno do arco (a+2),

e —

a equagho (A) lorna-se em :
sen i

g :l__ [c sen 3 + @*sen (a + O] ERETERRRE (C).
cos 3 3 {

Nos dous ullimos casos, se chamarmos 2a a distancia AO, ou AO/,

sen a sen (a -+ 3)

dos dous vertices da_curva, ¢ k a expressio ———;——, leremos
cos 31
csen sen = sen (a + )
S T oWk kUL 0 .(D), !

cos' <%

L e oy
sen (4 B) -

(+) Podem tambem repelir-se na figura 54 os raciocinios precedentes.

xsen f
'

Pata «+ p = 180° o valer de FP Lorna-se em FP =
cos LR

AL parallela a FG fecha o triangulo ABL, no qual é
sen f sen B AL PG
snBAL  cosif BL e

bl

¢ os valores de FP e PG substituidos em y*=FP . PG dio a equagio (B).
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que transformam as equagdes (A) e (C) nas da ellipse e da hyperbole re-
feridas ao vertice (n.” 57 e 61),

ek JE G s e d P (A".

Fazendo @ =a na equagdo (A), e chamando b a ordenada central

correspondente; e fazendo 2= —a na equacdo (C), e chamando b1 — 1
bz

a ordenada central correspondente: teremos em ambas k=E'

Por tanto a equaclio geral das seccdes conicas, referida ao vertice, &

y== mx 4 ﬂ.:r,‘l,

& parabola n=={), m=p
. b* 25°
b ellipse n=—— me=—
e pertence conforme & g g
2 Ebl
& hyperbole Ne=—y M= —
a a

71. O que fica exposto tem logar, ainda que se facam variar ¢ e 3,
ou a distancia AB e as dimensdes do cone: mas niio se pode fazer 3 =0,
ou & ==180° e ¢ finito; por que nesse caso ndo existiria cone. Quando
for ¢==0, o plano secante passard pelo vertice do cone: e a intersecclio
serd esle ponto, quando for a 45 < 180°;: serd uma aresta, e o plano
serd tangente ao cone, quando for a4 % = 180°; constora de duas re-
clas, que passam pelo verlice do cone, quando for a4 5 > 180°,

Os mesmos resultados se deduzem da equagdo (A), fazendo nellac=0;
por que esta hypothese a torna em:

y' -+ ka'=0, e por conseguinte y==0 ¢ =0, quando « 4 & > 180°
y=10 quando & 43 =180°
y=alk quando « 43 > 180°,

Por tanlo, quumiu ¢ for nullo, a equacio (A) pertencerd sempre a
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alguma das tres seccdes, ponto, recta, ou duas rectas, que passam pelo 1
verlice; e quam]o ¢ ndo for nulle, a equaglio pertencerd & ellipse, & hy-
perbole, ou & parabola, counlormé for negativo, positivo, ou nullo, o
coefficiente de 2.

Estas especies formam o quadro seguinte: .

(a4 F < 180° Ellipse
¢ niio egual a zero, e {a 4+ 3=—=180° Parabola
\a+ 3 > 180° Hyperbole

245 < 180° Um ponto (verlice)

el =—180" Uma recta (aresta de contacto

¢ egual a zero, e . v J
’u L6 > 180° [Doas rectas que se cortam
L Bl (arestas de secciio)].

72. Dada a equacio d'uma ellipse, d'uma hyperhole, ou d'uma para-
bola, referidas ao vertice: e um cone: & facil achar o logar da curva pro-
posta sobre o cone, isto & achar a posicio que deveria ter o plano se- §
cante para que a secgdo fosse identica & mesma curva proposla.
Com effeito no caso da ellipse, ou da hyperbole (fig. 53), conhecem-
se a, k, 2; e tracta-se de achar ¢, e o angulo = Para isso a segunda
das equagdes (D), ou

2k cos” 2B =2sen" acos? 4+ Lsenxcosxsen 3 i
= (1 — cos 2a) cos p + sen 2z sen 2,
que tem a forma b= n sen 2a— l cos 2a,

di « pelo systema das equacdes

bmﬁnp

l
tang o = > ten (p 4+ 2a) =

e depois a primeira das mesmas equacdes (D) da c.
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No caso de ser a equacio dada a da parabola (fig. 5%), y'=pa,
teremos (eq. B) p==1J4csen®; 3, que laz conhecer ¢; e & a==180"—§ ().

(+) Se o cone niio fosse recto, e tirassemos o plano IBD (fg. 53) de modo
que passasse pelo eixo e pela perpendicular KI, abaixada do centro K da base
sobre a interseccio RV do plano d'ella com o secante; conservando o reslo da
construcgio : as ordenadas MP seriam perpendicnlares a GF, por serem respe-
clivamente parallelas estas linhas a RV e 1K, como intersecches dos planos pa-
rallelos IND ¢ GMF com AMO e com BID; mas nio seriam necessariamente
perpendiculares a A0, Chamando v © angule BDI, que nio & agora 90°— 2 §;
e repetindo o que se disse no n,* 59, s6 com a modificagio de serem F= q,
G=p+4y; acharemos

csenf rsens sen (= +4) ¢sen '
e - . _—— Wi — —x|;
sen (= B) sen y sen(f++) \sen (= —+ B)
sen o
e 3 = [cx senp — &* sen (2 4-B) |,

écn-‘ scnrifi %)

que adiante veremos ser a equagiio d'uma seccio conica, ainda que as coorde-
nadas sejam obliquas; e que se reduz a (A) wo caso de ser y=90"—1g, ou
de ser recto o cone,

1.° Sc a secgio € parallela & base, ou o =y, a equagio torna-se na d"um circulo

¥ = 2ax — a*.

2. 8¢ a=1=180"— (g} ), »a equacio toma tambem a férma
y'=2azr — az*;

mas s6 pertence ao circulo no caso de serem as ordenadas PM perpendiculares
a A0, isto & no caso de ser tambem RY perpendicular a AO ou perpendicular
ao plano ABI. E neste caso a secciio circular chama-se anti-parallela.

3.° Se o cone se lorna num cylindro, ¢ f==0; mas como tambem ¢ ¢ =@,
demos & equagio a forma
sen  sen (a4 g)

sen y sen (8 + )’

y'=k (2ax — ), sendo k =

Ll

sen? g
]

sen ¥

como no n.” 70. Esta equagao tornar-se-ha em = (2az — 22},

que ji vimos ser a d'uma ellipse, no caso de serem rectangulares as coordena-
das ¢ e y; e que tambem o é, como adiante veremos, no caso de ‘serem as
coerdenadas obliguas.

i et R el ek Ll e
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Biethodo das tangentes

73. Por dous pontos M e Q d'uma curva BMQ (fig. 55) tiremos a
secanle SMQ. Se, conservando M fixo, fizermos variar successivamente
a posigio de Q, a sccante mudard successivamenle de inclinacio a re-
speito d'uma linha dada; e lornar-se-ha na tangente MT, quando o ponto
Q coincidir com M. A tangente pode assim definir-se: wma secante, cujos
pontos de intersecgdo com a curva coincidem um com o0 oulro.

Como y—y'=h(g—P i ot vivians (1)

¢ a equacdo de todas as rectas que passam pelo ponto M (z', y/), basta,
para determinar a tangente MT, assignar a A =tang T o valor cor-
respondente & inclinagiio d'esta recta sobre o eixo dos 2. E o que vamos
fazer.

~ Chamando h=MR e k=0QR as differencas das abscissas e das or-
denadas dos pontos M e Q, serdo &'+ h e y'-+k as coordenadas de Q;

k
e sarﬂi == lang S a tangente doangulo QMR, a qual se pode achar sub-
stituindo '+ h e y'+ k em logar de &' e y' na equagio da curva, e

: k b
tirando da transformada o valor de }i Mas este valor de lang S=
h

T Li-
rado da equagho da curva, ha de ler a [6rma tang S==p —+ 2 ; designando p
os lermos independentes das quantidades h e k, e & os lermos compostos
d’estas quantidades, os quaes decrescerdo indefinidamente 4 medida que
ellas forem mais pequenss: e por outra parte é claro que tang S se
aproxima indefinidamente de tang T, & medida que o ponto Q se apro-
xima de M; de sorte que, se fizermos tang S=A -+ a, poderé « ser tiio

pequena quanto se quizer. D’onde resulta (4lg. el. n.° 120), que a equaglio

tangSe=A 4 a=p+3

se decompord em duas, uma das quaes A==p delerminard A; sendo
- GEOM. J
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assim A o limite de p -3, isto &, o valor em que se torna p -3 quando
i % & nullo. Por tanlo:

k
| A ¢ o valor da raszio T quando nella se suppdem nullos h ¢ k. E

para achar este valor, basta: substituir x'-+h e Y4k na equagao da

eurva; tirar da transformada a expressio de %; efaserh=0¢e k=0
nesta expressio,

74. A recta definida MN, perpendicular & tangente no ponto de con-
tacto, chama-se normal. As condicdes de ser perpendicular & tangente,
cuja equacio ¢ (1), e de passar pelo ponto M, ddo (n.* 31) a equacio
4 da normal

i

y—y=—p E—2)... .. ().

N Tambem se chamam (angente, e normal, as partes MT, e MN, das
linhas indefinidas, que tém os mesmos nomes, interceptas enire o ponto
de contacto e o eixo dos x. E chamam-se sub-tangente, e sub-normal,
as partes TP, e PN, ‘interceptas no eixo dos z enlre a tangenle e a or- 5
denada, e entre a normal e a ordenada.

Fazendo y = 0 nas equacdes (1) e (2), resultam os valores correspon-
dentes de x h

yF
AT =a'— ", AN=12'+ Ay,

logo:

subt le = —
subtangenle TP A
X
subnormal PN =Ay
o) i RS o+ (3).
i
langenle MT=y' \/1 + —

normal MN _._,_.”J'I/i"__l__.{i;l
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Applicacoes

75. Parabola. Mudando &' em &'+ h, e y' em y'+ k, na equagio

k
y'==2pa d’esta curva; tirando o valor de Tie fazendo nelle h=0, ¢
(]

lk==10: leremos

primeiro y*=2pz, (y' + k)'=2p (2'+ h);

. . k i 2
depois 2ky'+ k*=2ph, ik lang S= 2yf_}:ﬂ—k:
e finalmente A:lnngT=§.

E as equacdes (1), (2), (3), dardo:

} da langente indefinida yy'=p (x +a'),

equocdes ?
| da normal indefinida (y—y)p+ (x—a) y=0,
rda subtangente TP =27/,
da subnormal PN ==p,
valores
da tengente MT =V"24' (22" p),
da normal MN=Vp 22+ p).

Por lanto: na parabola a subtangente ¢ o dobro da abscissa; e a sub-
normal ¢ equal ao semiparametro, ow ao dobro da distancia do vertice ao
foco. Assim o vertice A fica sempre entre os pés T e P da tangente e
da ordenada, e equidistante d’elles.

76. Procuremos o angulo TMF =V, que o raio veclor fuz com a lan-
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gente. Como este raio passa por M (2, y') e F(!p, 0), a tangente do
!

angulo que elle faz com o eixo dos z (n.° 30) ¢ A'==———: e para
x_ -

2
determinar V, temos (n.” 31) as equacdes

p y Al—A
&=—, ﬂ*:———,tﬂl‘l Vﬁ——v—'
y' d—=Lp g 1 +AA"

as quaes, attendendo a y*=2p«/, e sapprimindo o factor cémmum
&+ -_'p, dio

Y o A
y+ay Y

tang V= » ou tang V=A =tang T.

Por conseguinte o triangulo TMF ¢é isosceles, e FM = FT ; o que in-
dica um novo modo de tirar a tangente MT,

Resulta tambem d’esta propriedade:

1.° Que, se os raios luminosos ou sonoros SM, parallelos ao eizo d'uma
parabola reflectora, a encontrassem em quaesquer pontos M, dirigir-se-
iam depois ao foco, onde iriam reunir-se.

2.° Que a tangente MT divide o angulo QMF em duas partes eguaes,
e cahe perpendicularmente no meio de FQ.

77. Para seguir a langente nas differentes posicdes, que ella vai to-
mando ao passo que se faz variar o ponto de contacto M (2', y'), exami=
nemos os valores correspondentes da inclinaglio T, e da ordenada inicial
Ai, doados pelas equacdes

=3y.

pz
v

lang T=§. Ai =

E facilmente veremos que:

1.° No vertice A, onde 2’ e y' s3o nullos, é tangT=00, e Ai=0;
de sorte que a tangente se confunde com o eixo dos y.

2° A medida que o ponto M se afasta de A, &' e y' crescem; por
conseguinle cresce Ai, e diminue o angulo T.

Como tang T pode passar por lodos os valores, desde 0 até oo, “se-
gue-se que ha sempre uma langente parallela a qualquer recta dada: mas
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quanto menor se torna o angulo T, mais se afastam do vertice A o ponto
de contacto M e o pé T, alé que para'a tangente parallela ao eixo ficam
M e T a distancias infinitas de A. O ponto M, correspondente a uma incli-
nacdo dada T da tangente,.¢ determinado pelas coordenadas

Por exemplo T = 45° db y'=p, a'= %-; e por isso na parabola o ponle,

cuja tangente faz com o eixo um angulo de 45°, & aquelle cuja ordenada
passa pelo foco.

78. Quando ndo é dado o ponto de contacto M (z/, ¥'), mas tdo sé-
mente certas condigdes, a que deve salisfazer a tangente, a equacio
yy'==p (z + a’) pode servir para determinar esta recta. Por exemplo, se
a tangente deve passar por um ponto I (2, 3), a equacdo By'=p (x + ),
combinada com y*—2pa’, dari dous valores de z’ e y', e por conse-
guinte dous pontos de contacto, e duas-tangentes.

Como as coordenadas dos dous pontos de contacto satislazem-& equa-
¢do Zy==p (z + ), esta equagdo é a da corda que os une. E comoy=0
da a abscissa do intersecco d’aquella corda com o eixo, z=——a, indepen-
dente de 3, segue-se que esla intersecclio ¢ commum a todas as cordas para
as quaes a abscissa de I &a mesma. Assim, quando o ponto I descreve uma
parallela aos y, variam as duas tangentes, os dous pontos de conlacto, e
a corda que os une; mas a intersecgio d'esta com o eixo fica sempre a
mesma: de sorte que a corda gira em torno da intersecclio, a qual fica &
direita ou & esquerda do vertice A, segundo I esté & esquerda ou & di-
reita do mesmo vertice.

Como a tangente procurada IM deve ser perpendicular ao meio de
QF, as distancias de I aos pontos Q e F, devem ser eguaes: logo, se do
centro I, com o raio IF, se descrever um circulo, a circumferencia d’elle
cortard a directriz no ponto Q; e tirando por Q a recta QM parallela aos
@, a interseccio M d'esta recta com a curva determinara o ponto de con-
tacto M, e a tangente IM. E por que o problema sempre & possivel, e
ha duas interseccdes, e duas tangentes que passam por I, com lanlo que
I seja exterior & curva, segue-se que nesle caso existe necessarinmente o
ponto Q, e ha duas solugdes.
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79. Ellipse. Mudando respectivamente 2’ e ' em &'+ h e y'+k, na
equacdo da ellipse, e procedendo como no n.° 75, lemos

primeiro a’y*+ bz =a't?, a’(y'+ k)*+ b (2'+ h)*=a’b’;

‘ i b 24+ h
ka* (2y'+ k * (2o =0, —=——,. ;
depois a* (2y'+ k) + hb* (22'+ k) =0, ; = O ey
g b 2
¢ finalmente tang T=A=— Rl
E as equagdes (1), (2), (3) dardo:
da tangente indefinida a'yy'+ b'ra'=a’b’
equocdes a'y’
da normal indefinida y—y'=—7 (z— 2
bz
da sublangente TP s i
i
ba
da subnormal PN = ':
valores
/ Ty 2
da tangente MT MT:J‘\/ -+ :tf«fi
bir'?
da normal MP=y\/ 1+
a’y-=
Logo:

1.° O valor de A fica o mesmo, quando ' ¢ y' mudam ambos de si-
gnal; e por isso as langentes em M e M’ (fig. 57) sdo parallelas.
2.° Fazendo y==0 na equaclo da langeute, resulta

a*
[_:.l‘ =T = — 4
H

e, por sera>x', ¢ CT > a
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Como CT ¢ independente de b, segue-se que, em todas as ellipses
descriptas sobre o mesmo eixo AO, as langentes nos pontos M, Q,....
que 1ém a abscissa commum CP — z, enconlram o eixo po mesmo ponlo
T. D'onde resulta um meio facil de tirar tangentes 4 ellipse, quando se
sabem tirar tangentes ao circulo.

3.° Fazendo y==0 na equacio da normal, resulta
a*— b’

CN=z= s

]

(]
e por isso M e N ficam do mesmo lado relativamente a Cy (fig. 56).

80. Se pelos ponlos O (+ a, 0) e A (—a, 0) tirarmos quaesquer ‘re-
clas ON e AN (fig. 57), as suas equacdes lerdo a [6rma

y==u(z—a), y=2d(z+a);

e as cordenadas da sua interseccio seriio

oo Daaar
Fr=ag. T y: =
a—4a =yl

Se o ponto N esth sobre a ellipse, as cordas AN ¢ ON chamam-se
supplementares, Para isso ¢ necessario que os valores precedentes de x e
y satisfagam & equaglo @y’ b*2’=a"b*; o que da ]

a'a'e* 4 b'ax'=0, ou sa' (@’ax'+ ") =0.
Por tanto as cordas sio supplementares, ou quando ¢ nulla uma das quan-

’ : b*
tidades «, o', (0 que ¢ evidenle), ou quando ¢ an'= ——,

O sigral — mostra que « ¢ «' (&m signaes conlrarios, isto é, que,
se NAO ¢ agudo, NOx deve ser obtuso. Na verdade, descrevendo sobre
o eixo maior um circulo, v&-se que, por ser recto o angulo AN'O, &
obtuso ANO, ¢ com mais razio NOux.

Uma construcglio similhante feita sobre o eixo menor mostra, que as

e e T . s B S Ry R
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cordas supplementares tiradas pelas extremidades d’elle fazem um angulo
agudo,

Seja § o augulo N das cordas supplementares. Attendendo & equagio

‘ f . z
_aa:’=—-—£{. é tang b = R

a | +aa'  ala—"0%)

1.° Se a==b, ¢ =100 ; e por isso as cordas supplementares do cir-
culo cortam-se perpendicularmente, como ¢ sabido,

2° Sea>b, « etang b 1ém o mesmo signal; e os angulos NOz e
ANO siio ambos obtusoes.

3.° Se a < b, « e tang O tém signaes conlrarios; e o angulo ANO &
agudo.

4.° Se a e b crescem proporcionalmente, o angulo 6 niio varia. Logo:
se nas ellipses similhantes, isto €, nas ellipses cujos eizos sio proporcio-
naes, duas cordas forem parallelas entre si, as supplementares tambem o
serao.

Se U & dado, da equaclio a*a"*— (a*—b") atang 6 + 0= 0,

(a®— b*) tang 0 == V' (a*—b*)* tang® b — ia’b—”

lira-se P—
9q*

por conseguinte ha dous systemas de cordas supplementares, que fazem
um angulo dado; e os dous valores de « tém o mesmo signal.

Para construir estas cordas, basta descrever sobre AO um segmento
de circulo em que possa existir o angulo dado (Geom. n.° B9, IV), e
pelas interseccdes d'este segmento com a ellipse tirar cordas para O e A.

Os dous valores de « slio eguaes, quando (a"—b*)" tang" 6 = 4a"h";

donde resultam tang b = ﬁb_ =_b_
a

PR ey

que pertencem & extremidade do eixo menor. E como esta soluglo, que
separa as raizes reaes das imaginarias (Alg. el. n.° 147, 2.°), corresponde
ao maior dos valores de 0 que dao a real, vé-se que: as cordas supple~
menlares, que concorrem na cxiremidade do eixo menor, se corlam fa-
zendo o maior angulo obtuso,
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b
Seguindo os valores de tang 0 desde 2 = o0 até a= Ty 0 desde m:=;J

alé o =0, vé.se: que o angulo N é reclo, quando AN cahe sobre AO;
que depois se torna obtuso quando AN gira em lorno de A, e vai cres-
cendo alé que as cordas se cortem em B; e finalmente que, alem de B,
torna a diminuir, e passa pelos mesmos valores, em ordem inversa, que
tinha desde O alé B.

81. Seja y=A'z a equaclo de qualquer recta CM, que passa pelo
centro G (fig. 57). Se a recta passar tambem por M (o', y'),

teremos y‘r:—_:. A,"_z"*' Al— E;_r:'
X
b 2
¢ como, para a tangente em M, é A=m—— —,
a y’
] b?- '
resulta All= — — =uaa,
a

Por onde se vé&, que A'=¢' dd A=g, isto ¢, que, se tirarmos a recta
CM pelo centro e pelo ponto de contacto M, e a corda AN parallela a
esta recla, a corda supplementar NO serd parallela 4 tangente MT. O
que di nm novo meio, e simples, de tirar uma tangente a ellipse.

82. Facamos variar o ponto de contacto M (o, y'), ¢ sigamos a tan-
gente nas suss differentes posigdes.

1. Em O (a, 0) ¢ x==a a equagdo da tangente, ou esta recla paral-
lela ao eixo dos y.

2.° A medida que o ponto M se afasta de O, até B, o' diminue ¢ y'

5
cresce: logo o valor absoluto de A=-— 2*:;‘
]

a ! : :
e GT=—;} cresce, O ponto T vai-se pois afastando desde O até o infi-

diminue desde oo até 0,

nito, em quanto o angulo MTC vai diminuindo desde 90° até 0.
GROM, K
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3. Em B (0, b) a equacio da langente é y==>0, e esla reeta ¢ pa-
rallela ao eixo dos .

%.° Desde B até A cresce o valor negativo de 2’ e diminue y': logo
A cresce desde 0 até oo, e a inclinacio da tangente eresce desde 0 até 90°.

Por tanto ndo ha inclinacio alguma que ndo possam tomar as lan-
gentes da ellipse. Estes resultados verificam-se respectivamente nos ou-
tros dous quadrantes da curva.

Se quizermos o ponto de contacto da ellipse com uma tangente cuja
inclinagio & dada, serd conhecido A, e climinaremos ' e y' por meio
das equacdes

a*y"'+ b'a"=a’b’, Ad’y'+ b'a'=0.

Muitos outros problemas se podem resolver a respeito das tangentes, tra-
clando=o0s por uma analyse similhante.

Tirada por um ponto M (fig. 56) a tangente & ellipse, produzamol-a
alé encontrar em H e K as langentes aos dous verlices O e A; e procu-
remos os segmentos OH e AK. Para isto basta fazer x===a na equa-
¢lo a’yy'+ b'xa’= a’b” da tangente; e lirar os valores correspondentes
de y, que serdo os segmentos pedidos. Acharemos assim

a—a' (a+2')

on =", , AK=1?, —
ay

-
r

Como o producto d’estes dous valores & b": segue-se, que o reclan-
gulo, formado com os dous scgmentos que a tangenle a qualquer ponto
da ellipse separa das tangenles 4s extremidades do eixo maior, & con-
stantemente egual ao quadrado do eixo menor. Adiante veremos que este
theorema ¢ extensivo a duas quaesquer tangentes parallelas AK e OH;
com lanto que, em logar do quadrado do eixo menor b, se tome o do
semi-diametro Cy parallelo &quellas tangentes.

83. Sejam FMT =V e F'MT =V’ as inclinacdes dos raios vectores
sobre a tangente (fig. 56); e CF =¢ a excentricidade.

A cquaclo y=A'(z —¢),
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¥
—c

das rectas que passam por (¢, 0), da Al:z’ , para a inclinagio do

raio veclor que passa por M; e como a inclinagio da tangente di

z )
A=-—-—E-‘ . 5, resulta, altendendo a ¢’= a*— b,
A—A b
tang V= = —,
ARE 1 +AA oy

Se mudormos ¢ em — ¢, teremos para tang V' um valor egual, e de
signal contrario, a tang V: por conseguinle os angulos V e V' sdo sup-
plementos um do outro, e ¢é

F'MI = 180°— F'MT = FMT.

Por onde se vé que: os rais veclores da ellipse, tirados para o ponto
|. de contacto, sio equalmente inclinados sobre a tangente, e sobre a normal.
Assim o0s raios luminosos ou sonoros F'M, que partindo do foco F' en=
contrassem uma ellipse reflectora, dirigir-se-iam por MF para o outro
f6co F. :

Prolongando F'M, vé-se que a tangente MT, e a normal MN, dividem
respeclivamente em duas parles eguaes os angulos FMG e F'MF. Esta
propriedade pode servir para tirar em qualquer pouto M da ellipse uma
tangente, ou uma normal: pars o que se formard um triangulo isosceles,
cujo angulo no vertice seja respectivamente FMG ou F'MF, ¢ se abai-
xard de M uma perpendicular sobre a base desse Lriangulo.

' 8%. Para tirar uma langenle por um ponto exterior I é necessario
determinar o ponlo de contacto M. Ora, por que deve ser 1 cquidistante
de F e G, esturd G no circulo descripto do centro 1 com o raio IF; e

por que deve ser F'G==FM—-MF = A0, estara G no circulo descri-
pto de F’ com o raio AO: logo a inlersecgdo dos dous circulos delermi-
narh G, e conseguintemente o ponto de contacto M onde a recta F'G
encontra a ellipse. E como o problema sempre € possivel, quando o pontoe
I & exterior & ellipse; segue-sc que pesle caso sempré os dous circulos
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devem enconlrar-se. E encontram-se com effeito (0. 40), por que temos
2a~+ IF =MF'~+MF + IF > FF'+4 IF > IF,, 1F'+ IF > 2a;
IF'+MF'=IF+ 2a — MF > IM > IF —FM, ou IF'4 2a > IF:

e ha duas tangentes, que correspondem aos dous pontos de secclo.

Se quizessemos tractar este problema analyticamente, reflectiriamos,
como no n.° 78, que, por deverem as coordenadas ¢ e 2 do ponlo ex-
terior K (fig. 98) satisfazer 4s equacdes da tangente, e por dever o ponto
M (o, y') estar na langenle e na ellipse, bastaria eliminar 2’ e y' entre
as equagdes d'estas linhas,

a8y 4 ber'=a’P?, a4 b2 = "D

Como a eliminagao daria uma equago do 2.° gréu em & ou y, segue-se
que pelo ponto exterior K se podem tirar duas tangentes.

E como a'fy + b'ex =a’l’,

é a equaclo da recta MN, que une os dous pontos de contacto, por lhe
salisfazerem as coordenadas d’esles pontos: vé-se que a construcglo d'a-
quella recta deve dar os pontos de contaclo, e as tangentes (»).

3

De que y=0 dé = ag—indcpendente de b e B, segue-se que CE

é constanle, quaesquer que sejam o eixo menor 2) ¢ a ordenada do ponto
K, com tanto que a abscissa d'este ponto e o eixo maior 2a fiquem os
mesmos. Logo, se o ponto K se mover sobre BB’ parallelamente aos y,
as tangentes e as cordas variardo, mas o ponlo E ficaré o mesmo: e
como ainda nlo mudard quando variar o eixo menor, serd o mesmo

(+) A fig. (98) ndo suppie as coordenadas rectangulares
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para a ellipse que para o circulo descripto sobre o diametro 2a. Este
2
ponto E, correspondente & abscissa i}. estard dentro ou fora da elli-

pse, segundo for @ < ou >¢, isto &, segundo for exterior & curva a recla

BB, ou a cortar.

85. Hyperbole. Para evitar o trabalho de reproduzir todos os calcu-
los que se fizeram relativamente & ellipse, bastard quc nos resullados
obtidos para esta curva mudemos b em 61— 1 (n.° 65): o que dara

b

:BJ'
lnnETz ='{—l;'-‘q—_'.

e depois
‘da tang a*yy'— b'zr'— — a'h*
equagoes )
ldﬂ norm. y—r'=—ﬁ{£—r
.T;.r's_ az
(I.lﬂ subt. PT = :
s
b
da subn. PN = -—;—
valores i
i
datang. MT=y \, i 4+ z v
I s
da morm. MN=y \/I -4 e i
l\ al g
Logo:

1. A tangente no ponto M (', y') (fig. 49) ¢ parallela § tangente
no ponto M’ (—a’, — y').

- .

{ o - 1 als ol { -
2.° Fazendo y=0 na equago da langente, acha-se CT=—. E
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como o signal de CT ¢ o mesmo que o de «’; e & CT < a, por ser.a’> a:
segue-s¢ que os pontos M e T ficom do mesmo lado eixo do Cy, e que
T fica entre o centro C e o verlice A.

3.° Para duas cordas supplementares AN e ON (fig. 58), cujas equa-

¢les slio y=a (x—a), y=a'(z+ a),

é qg = H

M

logo os dous angulos, que estas cordas fazem com o eixo, sio ambos
agudos, ou ambos obtusos. E por que, chamando N (', y) o ponto da
curva commum s duas cordas, o valor de « tirado da equaglio de AN

I

¥l
r—a'

¢ o ==

¢ a abscissa &' ¢ ou negaliva, ou positiva e > a: vé-se que, para 0 ramo
superior que fica & direita de Cy, e para o inferior que fica & esquerda,
os angulos feitos pelas cordas supplementares com o eixo dos z sio
agudos ; e para o ramo superior que fica & esquerda de Cy, e para o in-
ferior que fica 4 direita, aquelles angulos sdio obtusos.

Chamando A’ a tangente do angulo que o raio CM faz com o eixo
dos z, &

Por onde se v&, que ¢ applicavel & hyperbole o processo indicado mo

n.° 81 para tiror tangentes & ellipse. Tira-se para o ponto de con-

tacto M o raio CM; depois a corda ON parallela a CM, e a sua supple-

mentar AN ; e finalmente a recta MT parallela a esta corda supplementar.
Para o angulo 6 das duas cordas supplementares, é

l‘ B W ﬂ'!ni_ a
ang _-I_E!;;:- fi“]'
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sendo = a maior das tangentes trigonomelricas « e a'; e como & & > =

ou az > b, segue-se que lang O & posilivo, e o angulo § agudo (+).
Se os eixos a e b variarem proporcionalmente, § ficaré constante.
Para ter a, quando se conhece §, ¢ necessario resolver a equagio do
2.° grau
a*«*—a (a"+4 b%) tang O =17,

cujas roizes slo reses, e de signaes contrarios; e por isso « nio lem
aqui limites, como tinha na ellipse. Podem construir-se as duas raizes-
descrevendo sobre AO um segmento de circulo, em que possa existir o
angulo dado § que devem fazer as cordas supplementares; e tirando re-
ctas, de cada uma das intersec¢des do circulo com a hyperbole, para os
dous verlices.

A medida que « diminue, isto é, que AN se shate sobre Az, tambem
diminue 6, e passa por todos os valores desde 90° ate 0.

(+) A symetria da curva basta para exlender esla conclusio aos oulros qua-
drantes ; mas podemos fazel-o directamente, tomando sempre

y =il\/ z-o—a.
—a 1 e—a

o=
Por que lemos:
ala?— b2
1. e 2. quadranle L —_——
1 Mg O= @i )
o b
1.° para (4=, +v) « posilivo; a > - ou az=b
e
. b
2.° para (—x, ‘+ ¥) o negalivo; = -Z % ou ag — b
b’_ 2 2
3° e 4.° quadrante lang 6 == Fam. &3
':l_{ﬂ' F fl‘}
= L & JI
1.* para (— =, —y) & posilivo; o< —, ou az-<<b
¢ o

2 b
2.° para (+ &, — V) anegativo; 2> —, on az > b,
a
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4.° Os angulos feitos pelos dous raios vectores com a tangente 1ém

¢ .
a mesma tangente trigonometrica tang V= c_y'{‘); conseguintemente, para

tirar a tangente & hyperbole em um dos seus pontos M basta dividir em
duas partes eguaes o angulo F'MF dos raios vectores desse ponto, isto ¢,
: tomar MG = MF, e abaixar MT perpendicular a GF.

Querendo tirar uma tangente por um ponto dado I exterior & curva,
descreveremos do centro I, com o raio IF, o circulo FG; e do centro
F’ com o raio F'G = F'M —FM == A0, outro circulo: depois tiraremos
para a interseccdo G d'estes dous circulos a recta F'G, cuja intersecgiio
com a hyperbole serd o ponto de contacto M; e finalmente abaixaremos
MT perpendicular a GF.

Podem tambem applicar-se convenientemente & hyperbole as outras
propriedades que foram expostas no n.° 84.

86. Sigamos a tangente nas diversas posi¢des que toma quando varia
o ponto de contacto M (fig. 59). Para 1550 examinemos as suas inter-
secgdes T com o eixo, por meio das equagdes

b 4} .
< 35 by TRy

a‘y'=a \/ pr z
-

1.° No vertice A (a, 0) é A=oc, CT=a; por conseguinte a tan-
gente DD’ ¢ parallela aos y. E com efleito a equagiio d’ella reduz-se en-
tio a x=a,

2.° A medida que o ponto M se afasta do verlice, « cresce; e A, e
CT, diminuem sem chegarem a ser nullos: isto ¢, descresce a inclinagio,
sem que chegue a aniquilar-se; ¢ o pé T approxima-se de C, sem que
chegue a coincidir com elle.

() Com effeito temos

B2 5 L yl
1 fa-= ! R i =
c*=a'$- b, y _u"'(z‘ a:),A—a‘.y,. A gy

Al—A b

que dio tnng‘i"-=m7=—e~;,.
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3.° Como a'=00 d& 1 para limite do radical, os limiles de A e CT
siio, respectivamente, A== == % e CT = 0; por tanto, a inclinacio da tan-
geute, e o ponto T, approximam-se indefinidamente de ang (tang == ot ‘—":)

e de C, sem chegarem a tocar estes limites.
A svmelria da curva torna desnecessario um exame similhante nas
outras partes d’ella,

Para construir as expressdes A = = —, CT =0, levantemos a or-
a

denada AD=AD'==b; as rectas CD ¢ CD' determinario os angulos DCA
: b
e D'CA, cujas langentes sio - 10 rmiay Estas rectas encontram a curva

no infinito, e sio os limites das suas langentes. Assim os dous ramos da
curva ficam um dentro do espago angular QCQ', e outro dentro do seu
verlicalmente opposto; espagos comprehendidos pelas rectas CQ e CQ',

. b
cujas equacdes sio y =— == = x,

Porque a tangenle faz assim com o primeiro cixo o angulo com-
prehendido entre DCA e 90° nio se pode tirar uma tangente parallela
a uma recla CI, que passa por C, sendio quando CI estd no angulo QCH.
O que differe do que a este respeilo aconlece na ellipse, e se expoz no
n” 82.

Mas a propriedade demonstrada no fim n.” 82 di-se tambem na hy-
perbole.

Das asymptotas da hyperhole

87. Quando duas linhas de ramos infinitos siao laes que uma se ap-
proxima indefinidamente da outra, sem chegar a (ocal-a, a primeira
d’estas linhas chama-se asymptota da outra.

Por tanto: se duas linhas forem taes que aos valores successivos com=
muns d'uma das coordenadas correspondam valores da outra coordenada,

GEOM. L
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cuja differenga chegue a ser menor que qualquer quantidade assignavel,

sem que aniquile, uma d’estas linhas serd asymptota da outra.
Como na equacio da hyperbole

b b:r( a* at )
—_— i — g ‘=__""-_ —— — e e
Y a \/I : “ a 1 " 8l

todos os termos, desde o segundo inclusivamente, decrescem indefinida-

mente & medida que z cresce; vié-se que a equagio Y = t-—t-'.m pertence
a

a duas rectas CQ, CQ' (fig. 59), para as quaes a differenco MQ=Y —y
entre as suas ordenades ¢ as correspondentes da curva pode ser ldo pe-
quena quanto se quizer. Logo eslas reclas, limites das tangentes, sdo
asymptotas da hyperbole ().
88. Procuremos as interseccdes da hyperbole com uma recta.
Eliminando y entre as equacdes da recta e da hyperbole,

y=kz+1, a*y"— b'a*=—a’h’,

resulta (@*k*— b*) *+ 2a*klz + a® ("4 0*) =0.

{+) Com effeito é

bx b.::( / a* bz b a'
y—ct =+ — \/1—E_|)=i?+_.—-—_-—-,

¢ por conseguinle a differenca Y—y=-4 1
al:
l Tz )
(\/ S+

tende indefinidamente para zero, quando & Lende para o infinilo.
Em geral procederemos como se segue.

Para que nma recla y=cx+d,

seja asymplola nio parallela aos y, ¢ necessario que d equacio da curva se possa

T <X b il w
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Se a’k’="b", esta equaglio tornar-se-ha do 1.° grau; e teremos

'+ b

20kl

b
.’s=i+t-l—..r=—- yy=kx +1:

por onde se v&, que uma recta parallela 4s asymplotas corla a curva em
um s6 ponto. A outra inlersecgdo fica a uma distancia infinita.
Se, alem de a*k’=1"", for I=0; serb z ==, e ambas as inler-

dar a f6rma y=ex + d-+-V, sendo’d uma quantidade finita.ou nula, ¢ ¥ uma
quantidade que diminue indefinidamente quando 2 eresce,

a4V
Ora esla equagio di e i
x T

, 8=(y—ex)—Y;

que, pela natureza das quantidades d e V, se devem reduzir a ¢ — 5:—|, d=y — ¢,
quando @ ==+ w . Logo: para achar as asymplotas reclilineas nio paralielas aos
y, devemos tirar da equagio da curva o valor de %, e fazer nelle 2=+ w0,
o que dard ¢; e depois fazer £ ==--ac nos valores correspondentes de y — ex,

o que dard d. Para as asymptotas ndo parallelas aos @, repetiremos o mesmo,
mudando & em y, e y em .

5 b a-
No nosso exemplo é T e _“1 — =,
@ =g x
; b
que, para £=+ a0, di €= —1
-
: br . ft a' b a’
¢ depois —-c:—--—l——( i————l)r- ¢ e LT it A
P ] +—\V = = - Tk
(\j 1— F+I

que, para o=+, di d=0.

Assim ha duas asymptotas, uma commum ds parles superior do ramo d di-
reita de Cy e inferior do ramo & esquerda de Cy, e outra commum as oulras
duas partes. (Vej. Geom. Anal. de Fourcyj.
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secgdes serdio no infinito. O que deve com effeilo acontecer, pur' que nesle
caso a recta ¢ asymptola.
Se ndo for a’k*=1V", a equagiio serh do 2.° grau, e dara

o CHEGVITT—aR  PlEakV T b ok,

n:nkz_ b: ’ uakz__ b: "

nos quaes se devem fomar ou ambos os signaes superiores, ou ambos os
inferiores, por isso que estes signaes provém do mesma origem.

Para que a recla corte a hyperbole, & necessario que z e y sejom
reaes. Consideremos separadamente os tres casos de:

1° a'k'=0I+4b", 2° <+ ¥, 3.° a’k*> P40

1.° Caso. Sido eguaes entre si os dous valores de cada uma das coor-
denadas, e 0 1.° membro da equacio do 2.° grau &é um quadrado per-
feito; por conseguinte os dous ponlos de seccdo coincidem, e a recla ¢
tangente. D’onde resulta um meio de tirar uma tangente 4 hyperbole por
qualquer ponto exterior I (¢, 2) (fig. 49): por que, devendo I pertencer
4 langente, a combinacdo das equagdes

f=k:+ I, a’k’=0I"4-V",
dard k e I, e delerminard assim esla recla.

2.° Caso. Cada uma das coordenadas tem dous valores: e por con-
seguinte ha duas interseccdes da recla com a hyperbole,

Fazendo P4b'—a'i*=1",
teremos E=—a aﬁi’g

Se a recla passar pelo centro, serd I=0; ¢ leremos

kab
¢

v ab
a 18 T
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Por tanto qualquer recta MM', que passa pelo cenlro C, e esld no
angulo das asymptotas, corta a hyperbole em dous pontos M, M’, cujas
abscissas, ordenadas, e distancias ao centro, sdo respeclivamente eguaes
¢ de signaes contrarios.

3.° Caso. As expressbes das coordenadas sdo imaginarias; e por isso
a recla ndo encontra a curva.

Se 1==0, a recta passa pelo cenlro: e, como é ak > b, esta recla esth
no angulo QCH (fig. 59), e ¢ parallela a duas tangentes; em quanto que
as reclas, que esldo no angulo QC(', cortam a curva, e nio sio paral-
lelas a tangente alguma (n.° 86).

89. Reporlemos a curva &s asymptotas Cb', Cb (fig. 60). Tirando MP

parallela a Cb, seja CP =o', PM ==y'; e fagamos 2m =V a'+ b".

b
Como ¢ tang 2Cb — tang v = —;
a a b b
serdo OB = ——— =) SN — ———— = —,
L"‘ 1+:b m [."":".l._II b Dm
Por meio d'eslas expressdes, as formulas geraes de transformagdo das coor-
denadas [n.° 4%, (2)], nas quaes é (22/)= —w, (zy')=w, lornam-se em
a ] r b [ ol FA
v=g— (T +y) y=5-y'—);

e transformam a equogiio da hyperbole referida ao centro e aos eixos,
a'ly'l._- b'llr'lﬂ__ q‘lbl‘

na referida &s asymplotas a'y'=m",

Fazendo y = 0 na expressio de y, resulta y'==a’, ou CD==DA; por
conseguinte CBAD ¢ um losango: e a equagio da hyperbole referida &s
asymplotas di a'==m = ;—l"ﬁTﬂCU.

A quantidade m chama-se potencia da hyperbole. Se a hyperbole &
equilatera, CBAD ¢ um quadrado =m'=3a". -
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De z'y'==m" resulta, que o' cresce, quando y' diminue; e reciproca-
mente: o que deve com effeilo acontecer, por serem asymplotas os eixos
coordenados.

Quando se conhece a polencia m* da hyperbole, e o angulo 2a das
asymptolas, determinam os semi-eixos da curva as equacdes

a="2m cosw, b =2m sen w.

Estes semi-eixos siio as diagonaes do losango CABD; porque DL=CD sen o,
e CL=CDcos », ddo BD=05 e CA =a.
Se multiplicarmos por sen 2w 0s dous membros da equagio @'y'=m",
vird
'y’ sen 20 = 2m” sen w cos w = < ab,

cujo 1. membro exprime a area do parallelogrammo comprehendido
pelas coordenadas z', y'. Logo: qualquer que seja o ponto M da curva, o
parallelogrammo CPMQ ¢ constaniemente metade do rectangulo dos semi-
€ix0s.

90. Uma transformagio similhante & do n.° precedente daria a equa-
gio da tangente referida &s asymptotas: mas tambem se pode applicar di-
rectamente o calculo do n.° 73 (nota da pag. 96).

A equaclo & y=y'=Az—2a),
sen STH' A . 2 -
sendo A =50 Mudando pois 2’ e y' em @'~k ¢ y'+4-k no cqua-
¢io da curva, teremos
P 9 L} e "I'- y'_l_k
dy=w', (F1 H i+ H = LT

fl.
e fazendo k=0 neste valor de 7 que pertence & secante, vird o que
perlwceﬁtangenle,h=——;,. Portanto o equagiio da tangente ¢

1 '
y—y=— % (2 —a), ou &'y 4+ y'r=2m"
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Fazendo y==0 ou 2=0 nesla equaglo, acharemos respeclivamente
os pontos T ou S, onde a langente encontra as asymplotas; o que da

2 9 a
CT == —_ — 9/, (Su=—r =2y
y x

Assim, tomando o abscissa CP ou a ordenada MP =CQ do ponto M, e
depois PT=CP ou QS =CQ, determinaremos a tangente TMS.

De CP — PT, e CQ = QS, resulta que ¢ MT=MS, e que sio equi-
valentes os quatro triangulos TMP, CMP, CMQ, SMQ.

A area CST = : CT.CSsen 2w = 22y sen 2u=ab ¢ constanie para
todos os pontos da curva, e egual ao rectangulo dos semi-eixos.

91. Seja y=Kz+L

a equacio d'uma secante qualquer b’ referida &s asymptolas. Fazendo
y==0, ou @ =0, resultam respectivomente as distancias & origem das
inlerseccdes d'esta recta com as asymptotas,

L
=—=——_—, Cbh=L.
Ch K b—1

Para ter as interseccdes da secante com a hyperbole, eliminemos y entre

as suas equacdes: vird a equaclo do 2.° grau Ka'+4 Lz =m?
cujas raizes &' e =" dio (Alg. el. n.° 1435)

Logo:

1.° Ca'= aN ==Cb'=Ca’ a'b/, ou aN=a'd’; por conseguinle slo
eguaes os lriangulos Nab e N'a't’, e ¢ 6N = O'N’.

Assim: as partes de qualquer secante, comprehendidas entre a hyper-
bole e as asymplotas, so eguaes entre si. Por onde se vé que, se for dado
um ponto N da hyperbole, e as duas asymplolas; tirando-reclas bb' por
este ponto, e tomando nellas as partes &’N'==0bN, acharemos assim lanlos
pontos N' da curva quantos quizermos.




96 GEOMETRRA ANALYTICA

2.° Os triangules abN, bN'O, dio

Kbzl e M

sen b sen b
or conseguinle Nb N&'—axfgirmnz"_ m* sen’ a
R % QUNEERe ] T S Y

Como este producto ¢ independente de L, isto ¢, da posicio do ponto b,
v8-se que: para todas as parallelas a bb', e por isso tambem para a tan-
gente parallela SM, o rectangulo das partes da secante, comprehendidas
entre as asymplolas e um dos pontos da curva, € constanle e egual ao
quadrado da metade da tangente.

Nota ao numero 93

0 processo indicado no n.* 73 para achar A applica-se, qualquer que seja o
angulo das coordenadas, sendo A a razio dos senos dos angulos que a tangente
forma com ellas. Reparando nesle processo, vé-se que a mudanca de ' e y' em
a'4 h e y'+ k transforma a equagio a = 0 em @ + bh-f-ck -+ dhk + eh* 4 fk*...—0

que, em virtude da primeira, se reduz a bh <4 ck + dhk + eh*4 fk*. . . —0,
d4 k b+eh+....
e R Y PR
b
E por que fazer h e k nullos nesla expressio, para achar A —— —, equival
[

a desprezar os lermos que tém por coeflicientes d. e, /..., provenientes dos da
9.* ordem da transformada, segue=se que o processo indicade para ter A se reduz a:

1.° Mudar x' ¢ y' em x'4-h ¢ y'+k na proposta; 2.° fuzer as desenvolucdes
necessaiias para obler separadamente os termos da 1.* ordem em h e k; 3.° equalar

k
a zero a somma d'estes termos; 4.° tirar d'esta ultima equagio o valor de }‘-= A.

Por exemplo a equagio y*+ 2zy — 2y - x,
. k AT INE |
da k4 22k 4+ 2h =2k + b, —=A= :
h y+ax—1
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Para a equagio geral das seccles conicas (n.° T0)

| (A S e sk et e M SR e s e |

2
temos Dyk= mi*+ 2nhr, A= _m%
> y o m+2nz'
¢ a equacgio da langente ¢ y—y e

£ |

yP=mz + nz’,
i

(z —a'). i

Quando a tangente & parallela aos #, o y correspondenle ao ponlo de con-
tacto ¢ maior ou menor que os vizinhos, segundo fica 0 ramo da curva todo abaixo
ou todo acima da tangente; e guando a tangente é parallela aosy, o & correspon-
dente ¢ maior ou menor que os vizinhos, segundo fica o ramo da curva todo 4 es-
querda, ou todo & direita da tangente. Assim a eliminagio enlre a equaciio da

curva ¢ uma das duas A =0, ou A=, poderd dar

respeclivamenle os ma-

ximos ou minimos valores de y, ou os marimos ou minimos valores de x. O que

determinard os limites da curva no sentido de cada um
Para reconhecer se um valor b de y correspondente

dos eixos,
a x=—a, ¢ maximo ou

minimo, subslituiremos @+ & em logar de x; e se para & indefinidamente pe-
queno forem os valores correspondentes de y todos maiores ou lodos menores que
b, serd b um minimo ou um maximo, Similhantemente se reconhece se um valor

de x ¢ maximo ou minimo.
Por exemplo y—ayt it —ax+i=0
y—ao-+1
da iy

y—gz

Eliminando pois entre a proposia e y — x4 1==0, acharcmos os systemas

g=1, y=0; =13, y=2:

e por que para r=1-+4& e =3 & sio y>0e y<2, as ordenadas 0 e 2
sio a minima ¢ maxima; e a curva fica comprehendida, no senlido dos y, en-
tre as tangenles nos pontos (1, 0) e (3, 2), que siio parallelas aos x. Do mesmo
modo a eliminagio enlre a proposita e 2y — & =0 mostra que as langenles nos
pontos (242, 1 4y} e (2—yv2, 1 —, 1} dio os limiles da curva no senlido

dos x (vej. fig. 79). :
Para achar as inlersecgoes d'uma curva do 2.° gran

com uma recla, elimi-

naremos as coordenadas entre a equacio y==or + § da recta e a da curva: ¢

chegaremos a uma equacio do 2.° griu ar’+ bax

. 3 b4+ V0 —fac
cujas raizes e : 1
2a

no caso de serem reaes, dardo os ponlos de inlerseccio,
GEOM.

+e=0, .

M



R gy e W

98 GEOMETRIA ANALYTICA

No caso de ser b*=4ac, isto é, de ser o 1.° membro da equagio do segunde
grau um quadrado perfeilo, as raizes sio eguaes; e a’recla € langenle d curva.
Com efleilo, se fizessemos variar = ¢ § de modo que b*— fac fosse diminuindo,
os pontos de inlerseccio ir-se-iam approximando; e coincidiriam guando fosse
b*— dae=0: por lanto esla equagio exprime a relagio que deve ligar a com B
para que a recla seja tangente; deixando ainda arbitraria uma d'eslas constan-
les, que se poderd delerminar por novas condicies. A abscissa do ponty de con-

taclo é o = 2
e

Por exemplo a eliminagio de y enlre as equagoes
y=4dc+2, y'— Zay+4 202+ foe —by4-4=0,
di 2 —2r 1 —=0=(x—1)*

e assim a recta toca a curva no ponto (1, 2).

Por lanto, se fazendo y = 0 na equagio d'uma curva, acharmos (& — a')*=0,
devemos concluir que a curva loca o eixo dos & no ponto (2!, 0). (Vej. fig. 79
e 68).

Po ecentro ¢ dos diametres

92. Chama-se ceniro de uma curva o ponto que divide em duas partes
equaes todas as cordas que por elle passam.

Se o ponto C (fig. 61 e 62) for a origem das coordenadas, e lirarmos
MP, M'P' parallelas aos y; os triangulos CPM, e CP'M’ mostram que
serio CP = CP’ ¢ MP = M'P’, quando for CM = CM’, e reciprocamente;
e isto qualquer que seja o angulo yCx das coordenadas. As ordenadas e
abscissas sdo pms eguaes, € de signaes conlrarios, qunndﬂ o sua Drlgem
¢ ao mesmo tempo centro da curva; e reciprocamente. Logo:

Para que o ceniro d'uma curva seja a origem das coordenadas, é ne-
cessario, e basla, que a sua equagao fique a mesma quando nella se mudar
Xem—Xxeyem—yY.

Assim para que a equacdo geral do 2.° grau

Ay*+ Bay + Ca*+Dy+ Ex+F=0.........(1)

se possa reduzir a oulra referida ao cenlro como origem, ¢ necessario
que se fagam desapparecer os termos lineares em z e y. ‘

| i
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Transportemos a origem a um ponto (a,, b,), e conservemos as novas
coordenadas parallelas és primilivas; mudando zem o'+ @, eyemy' -+ b. .
A equacio (1) tornar-se-ha em

J\y"+ BI'y'+ CJ;I"-_|_ U:y'—l‘ I‘:r.‘.':'+ Q=ﬂ',
sendo D' = 2Ab,+ Ba+D, E'+ 2Ca+Bb+ E,
Q=Ab’+ Bap,+ Ca’+ Db+ Ea~+F.

Para que a transformada ndo tenha os termos Ex' e Dy, é necessario
que as coordenadas a,, b, satisfagdm &s condigdes

2Ca,+- Bb,+ E=0, 2Ab+Ba+D=0........ (2);
9AE —BD 2CD —BE
g Y= T EAC’ ' B—#AC’
e reduz a transformada a
Ay*+ Bay + ;m‘+ PR e e (3),

no caso de ser possivel este calculo.

1.° Se o denominador B*— ZAC niio ¢ nullo, as coordenadas a, e b,
t®m um syslema de valores finitos, ou nullos; e sb6 um, por que sio
dadas por equagdes lineares. Por tanto neste caso a curva tem centro.

2° Se ¢ B*— 4AC=0, sem que sejam nullos os numeradores de
a, e b, as expressdes d'estas coordenadas lornam-se infinitas; e a curva
ndo tem centro ().

3.° Se, além de B*— 4AC==0, ¢ nullo um dos numeradores de a, ou

(+) O processo de eliminagio, que dd as expressies de a, e b,, suppde que
nio sio nullos Be A, nem Be C. Se for B=0e¢e A=0, ou B=—=0¢ C=0,
as equagoes (2) ndo podem ser salisfeitas se ndo por b—c, oua=—=w. Eeo
gue acontece na equacio y'== 2pax, que perlence i parahola. '
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b, o outro tambem o é; e a linha tem uma infinidade de centros. Com
effeito neste caso as equagdes (2) niio sho distinctas (»).

Em geral, se @, e b, representam coordenadas variaveis, as equagdes
(2) pertencem a duas rectas, cuja interseccio da o centro. Eslas rectas
serdio parallelas, quando nlio exislir centro; e coincidirdo, quando existir
uma infinidade de centros.

93. Chama-se diametro da curva a linha que divide em duas paries
equaes todas as cordas parallelas a uma recta.

Quandp duas reclas sio reciprocamente diamelros, uma a respeito da
outra, chamam-se diametros conjugados. Por exemplo, os eixos da ellipse
¢, os da hyperbole, sio diametros conjugados.

Para achar a equacdo de qualquer diametro d'uma curva do 2.° grau,
eliminemos y entre a equaclio (1) d’esta curva e a equaglio y=—ax—+ 0,
d’'uma recta. Resultara

(Aa*+ Ba +C) z*+ (2Aab +Bb+Da + E) 24 Ab*+ Db+ F=0.

Como a semi-somma das raizes d’esla equaclio é a abscissa ' do meio
da corda, teremos (Alg. el. n.° 145),

2Aab +Bb4+Da+ E
Aa’+ Ba+4C

=

Ei=-
.

Se fizermos variar b, conservando a constante, obleremos assim as

(+) Se for, por exemplo, B*=4AC, ¢ 2AE = BD: eliminando C e E entre
estas equacoes e a proposta (1), resullard

(2Ay + Bz + D)*— (D"— 4AF) =0,
que se decompie nas duas lineares
20y +Bz + D+ VD" —$AF =0, 28y Bz + D — D" — #AF = 0.
Por conseguinle a equagio proposla ¢ a de duas rectas parallelas.
As equacgbes (2) reduzem-se entio a uma sb 2Ab+4-Ba+ D=0,

pertencenle a uma recla parallela dquellas, e equidistante d'ellas. O que con-
corda com o que ji sabemos pela Geometria (n.* 67, 4.°).

—
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abscissas ' dos meios d’'uma serie de cordes parallelas. Mas se elimi-
narmos b por meio da expressio b=y'— ax/, leremos a equagdo

a(B'+ 2Ay'+ D) + 22+ By'+ E=0......... 3),

que, por convir a todas estas cordas, & a equagio do diamelro que as
divide ao meio. Logo:

1.° Os diametros das curvas do 2.° grau sio linhas rectas. E deler-
minam-se pela equacio (3), quando ¢ dada a ou a direccio das cordas.

2.° Para cada direccio das cordas ho um diametro correspondente.

3.° Havendo centro, os diametros passam lodos por elle; por satisfa-
zerem & equaglio (3) as coordenadas deste ponto (n.° 92), qualquer que
sejo a.

Mas ndo havendo centro, que é o caso da parabola, a condigdo respe-
ctiva B*— SAC==0 dar4, pela eliminacio de C entre ella e (3),

I

B , aD+E
e 2;\1_2:\({ T .ﬂ

E por que nesta expressio o coefficiente de " ¢ independente de d, se-
gue-se que lodos os diametros da parabola sio parallelos entre si. A di-

. B
recclio d’elles é dada pela tangente — \do angulo que lazem com os .
Como um eixo da curva é um diometro perpendicular s cordas, que
divide a0 meio: a condigdo de perpendicularidade [0.° 31, (7)] applicada

| &s equagdes da corda e do diametro, que no caso da parabola sio
B aD+ E
ym=am by =—gy 2= ST H

B 2A
da ——-ﬁa-i-lrzﬂ,uu 6=z
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E no caso da ellipse ou da hyperbole, a mesma condicio applicada s
equacdes
Ba+2C _ aD+E

AP Bt e b o
YA A TR TR T

A—C=VA—CP+ B

da Ba’+ 2a (C—A)=B, ou a= B .

valores ambos reaes.

94. Para que o eixo das abscissas & seja um diametro a respeito das
cordas parallelas ao eixo das ordenadas y, ¢ necessario que a cada ab-
scissa correspondam valores da ordenada eguaes dous a dous, e de si-
gnaes contrarios; e por isso, nas equacdes do 2.° grau, é necessario que
y tenha a f6rma y = = I'K, sendo K composte de quantidades constan-
tes e de x. Ora, fazendo o calculo a respeito da equaglo (1), vé-se que
esta condigdo s6 pode verificar-se quando faltam os termos Bay e Dy.
Do mesmo modo, para que o eixo das ordenadas sejo um diametro em
relagdo ao dos abscissas, ¢ necessario que a equaglo da curva nlio con=_
tenha Bzy nem Ex, .

Logo, para que o0s dous eixos dos z e dos y sejam diametros conjuga-
dos, ¢ necessario que faltem & equaclio os termas Bay, Dy, Ez, isto &,
que ella tenha a forma v

A origem deve pois ser o cenlro da curva; e assim a ellipse e a
hyperbole podem ter diametros conjugados, mas ndo os tem a parabola.

1.° Sendo BB’ um diametro da ellipse ou da hyperbole (fig. 61 e 63),
as tangentes HK e IG em B e B’ sdo parallelas entre si (0. 79 e 85),
e ao diametro conjugado Cy; por que todas os cordas parallelas a este
diametro slo divididas por BB’ em duas partes eguaes, e as suas extre-
midades vao-se approximando uma da outra & medida que se avizinham
de B, onde por fim se reunem (+). Logo: para que a curva esteja refe-

(+) Com effeito o calculo indicado na pag 96 applicado 4 equagcio (§),
k Da'

dia —_— =

v




