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rida aos diametros conjugados, deve o eizo Cy das ordenadas ser paral-
lelo d tangente tirada mo ponto B ou B’ onde o eixo Cx das abscissas
corla a curva.

2.° Qualquer corda CB, que passa pelo centro C, é um diamelro que
tem o seu conjugado parallelo & tangente em B; por que a equacdo da
curva referida a este systema de eixos lem necessariamente a férma (&)
(+). Por tanto: na ellipse ¢ na hyperbole ha uma infinidade de diametros
conjugados. -

3.° Sendo AO (fig. 57 e 58) o primeiro eixo da ellipse ou da hyper-
bole, ha sempre duas cordas supplementares AN e ON parallelas aos

diametros conjugados (n.”* 81 e 85). A equagio  a'ax' == b'=0,

- Gy k el
que na extremidade do eixo B, onde ¢ y'=10, se lorna em g =éb; islo ¢, a

tangente em B é parallela a Cy.
0 mesmo se pode mostrar da maneira seguinte :
Eliminando y entro a’y* + b*@‘=a’b* e y = ax -+ {, e lomando a semi-somma

L ; afia’®
dos dous valores de &, vem a abscissa do meio de cada corda, & = ____ﬂa_ H

e climinando ==y — ax, vem a equagio dos meios de todas as cordas parallelas a
: b [
y==qa, islo ¢, a equagiio do diametro BB', y — — Fx=u’m. Logo az'= reai 8
= =
por isso d tangente na extremidade B do diametro,é parallela ds cordas (n.** 81 ¢ 85).
(+) Com effeito 0 mesmo caleulo da pag. 96 applicado 4 equacio

Ay '+ Bay'+ Ca"+Q=0,

. k By'|- 2Cx!
dﬂ __=—'"_'|_—|1.
h Bx'+ 24§

’..
e por que, suppondo a tangente em B parallela a Cy, deve ser Eae R y'=0,

resulta B =10; o que reduz 4 forma (4) a equagio precedente.
Isto mesmo-se vé do modo seguinte:
Chamando A a tangenle trigonomelrica do angulo que a langenie em B faz
b* A
com CB, é (n.” 81) A’L_H_‘u_’; ¢ por issv, fazendo A =—ga, serd, segundo a

nota precedente, CB o diametro conjugado do que ¢ parallelo d tangente em B.
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que (n.” 80 e 85) tem logar para a inclinagio de duas cordas sobre o
eixo AO, convém pois egualmente & d'estes diametros; conservando elles
direcgdes parallelas em Lodus as ellipses e hyperboles cujos eixos a e b
tém a mesma rozio,

%.° Sabemos assim: determinar os diametros conjugados, que fazem
entre si um angulo dado O; por que este problema ji foi resolvido para
as cordas supplementares (n.° 80). O angulo § tem um limite, e s6 pode
ser reclo para os eixos; exceplo mno circulo, onde todos os diamelros
conjugados sio reclangulares. ;

O problema reduz-se a formar sobre o eixo AO, e com o angulo op-
posto dado N==0, um triangulo ANO. Para isso descrever-se-ha sobre
AO um segmento de circulo, em que possa existir o angulo dado: as
interseccdes d’este segmento com a curva dardo os pontos N, as cordas
supplementares, e os diametros conjugados parallelos a estas cordas.

5.° Se o diametro conjugado Cy tambem corla a curva, o que tem
logar na ellipse (fig. 61), ver-se-ha do mesmo modo que as rectas GH
e IK, tlangentes em D' e D, sdo parallelas ao 1.° diametro BB'. O pa-
rallelogrammo GHIK diz-se circumseripto & curva.

Mas na hyperbole (fig. 63) s6 o 1.° diametro BB’ corta a curva; por
que o outro DIY fiea fora do angulo das asymplotas.

95. Sejam (fig. 61) BB'—2a" ¢ DD'=2b' os diametros conjugados
d'uma ellipse, Referindo a elles a curva, devem y =0 dar z=d/, e
x==0 dar y = b': introduzindo pois eslas condi¢des na equaglo (§),

teremos Ba"=0, Ab*=0Q, ou B= 2 A=.§1‘

fa?

a

que a transformam na da ellipse referida aos eixos conjugados
&V =™ e 58 wid)s

26. Seja do mesmo modo (fig. 63) BB'==24’ o primeiro diametro da
hyperbole, e DIY== 21/ oseu segundo diametro que niio encontra a curva,
isto ¢, o dobro da ordenada b't” — 1 correspondentes a z =0, depois de
tornada real. Devem y=0 dar z==a', e =0 dar y=01—1; ¢
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estas condigdes introduzidas na equaglo (&) dio

Ba''=0Q,—Abl*=0Q, ou B_;?u =_g

2! b 2?

que a transformam na da hyperbole referida aos diametros conjugados,
ﬂhy‘—bn .:_—"_a"b,:- sam 0 :- LR I o(ﬁ)-

As tangentes GI=HK =2/ parallelas a DD’ determinam o paralle-
Iogrammu GHIK mscnpm na hyperbole.

Como as equagdes (5) e (6) se podem deduzir uma da outra pondo
b’ —1 em logar de -b" o mesmo acontecerd aos resultados dos calculos
feitos a respeito d'uma d’ellas; e por isso é escusado repetil-os para a
hyperbole.

97. Se na equacio da ellipse mudarmos # em y e y em z, esta equa=
¢lio conservard a mesma [6rma; e por isso todas as construcgdes feilas
sobre um dos diametros seriio applicaveis ao outro. Mas na hyperbole,
se contarmos z sobre o segundo diametro, a equaglo serh

bf'l-yl ]2 l= a;!b;:

98. Como as equacdes da ellipse e da hyperbole conservam a mesma
forma, ou se refiram aos eixos, ou aos diamelros; é inutil reproduzir os
calculos, que ja se effectuaram a respeito dos eixos; e podem aprovei-
tar-se os resultados que para elles se deduziram. Assim:

1.° Os quadrados das ordenadas (fig. 61 e 63) s2o proporcionaes aos
productos das distancias PB e PB’ dos pés P és exiremidades B e B’ do
diametro.

2.° As equacdes de duas ellipses, uma das quaes ¢é reflerida aos eixos
24’ e 2b, e a outra a diametros da mesma grandeza, slo identicas; e
por isso a cada abscissa corresponde uma ordenada da mesma grandeza
em ambas as curvas, mas differentemente inclinada. Logo, para descre-
ver uma ellipse, quando se dio os diametros conjugados BB’ e DD’
(fig. 62), levantaremos KCK' perpendicular a BB', e tomaremos nella as
partes CK == CK'==CD; depos, pela propriedade dos f6cos, ou por outro
meio, descreveremos sobre os eixos BB e KK’ a ellipse BRB'K'; e fi-
nalmente inclinaremos cada ordenada NP de modo que tome a direccio

GEOM. N

S
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MP parallela ao segundo diametro DD'; o que daré cada ponto correspon-
dente M “da ellipse procurada. No caso de ser b'=a', ¢ BEB'K' um
circulo,

Esta construccio applica-se similhantemente & hyperbole; e adiante
veremos que tambem é applicavel & parabola.

3.° Para a inclinagio d'uma tangente num ponto qualquer (&, y'),
¢ para a equaclo d'esta recta, temos:

na ellipse A=-—-§f : - a"yy' 4 bV xr'=a"*b"*;
@y’ :

byperbol Avmty o 2 PV e PP
na hyperbole _,“u i ax'=—a"*b":

devendo entender-se que A niic designa aqui, como designava para os L
eixos, a tangente trigonometrica do angulo que aquella recta faz com o
eixo das abscissas, mas sim a razdo dos senos dos angulos que faz com
os diametros conjugados.

4.° Nesta mesma intelligencia vér-se-ha que tem aqui applicaclio, as-
sim o calculo feito no n.° 80 para as cordas supplementares, como o
processo, que d'elle deduzimos, para tirar uma tangente. Tirando pois
(fig. 64) do centro C para o ponto de contacto M a recta CM, e por B’
a corda parallela B'N, a tangente TM serd parallela & corda supplemen-
tar BN.

Quando ¢ deda a ellipse e o ponto M de contacto, facilmente se de-
termina a langente: por que, tirando duas quaesquer cordas parallelas,
e dividindo so meio a corda que as corta em duas partes eguaes, acha-se
o centro C; e depois applica-se a construcclo precedente.

5.° D'um ponto K exterior 4 ellipse (fig. 98), tomado sobre a recta
dada BB, tiremos as tangentes KM e KN; e tiremos o diametro DD/, e
o seu conjugado CA. Reproduzindo a analyse do n.° 8%, teremos a equa-
¢lo, a" By + bew==a"b", da corda MN que une os pontos de contacto;
equaclio por meio da qual poderiamos construir esta corda, achar os pon-

(1
tos de contacto M e N, e tirar as tangentes. Ora y=0 di x=—, in-
(]

dependente de e &': logo, em quanto o ponto K se mover sobre BB/,
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a corda MN e as tangentes variario, mas o ponlo E ficarh fixo; e este
ponto serd commum para todas as ellipses que liverem o mesmd primeiro
diametro 2a’.

6.° Tambem & visivel que a propriedade demonstrada no fim do n.” 82
subsiste ainda quando a ellipse se reporta aos diametros conjugados;
ficando assim justificado o que dissemos nesse logar, relativamente bquella
propriedade, sobre poderem ser OH e AK (fig. 56) duas quaesquer tan-
gentes parallelas.

Todas estas construccdes se applicam egualmente & hyperbole.

99. Para achar as relacdes que tém logar entre os semi-eixos, a e b,
e os semi-diametros conjugados, a’ e ', tomemos as duas equacdes refe-
ridas a estas duas especies de eixos; e procuremos reduzir uma & outra
por meio de transformagdes de coordenadas.

Transformacdes das coordenadas

100. Ellipse. Comecemos fpela ellipse, cuja equacio referida aos seus
eixos CA e CM (fig. 61) ¢é

uﬁy!+.b!m'\= a".'.b‘.l.

Para mudar as coordenadas rectangulares, x e y, em oulras obliquas,
# ey, contadas sobre diametros conjugados CB e CD, que fagam com
CA os angulos « e 3, substituamos nesta equagio, em logar de z e y, as
expressdes [n.° 4% (2)]

z=a'cosa+y cos3, y==x'sena |y sen3:
teremos

(a* sen® @ 4 b cos” &) 2"+ (a” sen®  + b* cos*B) y"* :
=a"b"
+ 2 (a*sen a sen 3 —+ b* cosacos ) 2y’ )

Mas, para que estes novos eixos sejam diametros conjugados, ¢ necessario
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que a transformada tenha a f6rma

', a4 V2= a"b":
logo o coefficiente de 'y’ deve ser nullo,

isto &, a*senasen 4+ b'cosacos§=0............. (7),

ou, a*tang alang B - b'=0.

Esta equaclio ¢ o mesma que lem logar para as cordas supplementares
(n.* 80); o que concorda com o que se disse no n.° 9% sobre as dire-
cgdes d'estas cordas, das tangentes, e dos diametros conjugados.

Para determinar os semi-diametros conjugados a' e I/, & necessario
fazer respectivamente nullos y' ou &'; o que da

(a” sen® & - b” cos* &) a"'=a"", (a"sen’ + b*cos®B) b '=ab".. .. (8):
ou, substituindo 1.—sen*u ¢ 1 —sen’ em logar de cos’a e cos’g,

a” (a*— b*) sen’z=b" (a— @”"), V" (a"— b") sen’3 =P (a*—b");
ou, substituindo 1 — cos’z e 1 — cos’3 em logar de sen’a e sen’3,

a” (a*—b*) cos’a =a" (a'*—b"), V" (a®—b*) cos®3 =a® (b”*— D).
Transpondo o 2.° termo da equaclio (7), elevando ao quadrado, e substi-
tuindo os valores de sen’z, cos’a, sen’?, cos®:, lirados das qualro ulti-
mas equacdes, resulta
(@*—a")(@*— b =(a"—b*) (b*—b?), ou a'—bl= (a"— b%)(a"+ V"),
que, sendo dividida por a*—b", dé

R o T s o e SRS S (9).

Logo: a somma dos quadrades de dous- quaesquer diametros conjugados
da ellipse ¢ constante, e equal d somma dos quadrados dos eizos.
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Se multiplicarmos as equacdes (8) uma pela oulra, resullara
albl—a"b""[a sen’a sen’B+4 bl cos’a cos’3+ a"b?(sena cos”R +sen”( cos’a)],
ou, em virtude do quadrade de (7), e dividindo por a®b’,

a’b’= a™b'* (sen 3 cos x — sen x cos B)*==a""" sen” (3 — a).
Temos pois ab=a'b'sen (3 —a)=a'l'senb......... ..(10),

chamando 6 o angulo @ — d dos diametros conjugados. E como a'b' sen @
¢ a superficie do parallelogrammo CDBK (fig. 61), segue-se que: quaes-
quer que sejam as direcgies dos diamelros conjugados, @ drea do paral-
lelogrammo GK circumseripto d ellipse € conslanle, e equal @ do rectan-
qulo dos eizos.

Assim as tres equacgdes (7) e (8), que exprimiam as condigdes da
questdo, reduzem-se a eslas:

4 =a"4b e Lk A )
ab=a't'sen (3 —a).....0... psors e (10)
a*tangatang3 +0'=0....... e 1 2 )

Se eliminassemos @ e b por meio de duas d'ellas, a terceira reduzir-
se-ia a (»)

0 = a'* sen « cos a4 b'* sen B cos B, ou 0==a'"sen 22+ b sen23. . .(12).

No csso de serem dados os diametros 2a’' e 20/, com o angulo que

(+) Como a passagem dos diametros conjugados para os eixos se faz pelas for-
mulas

; @senp—ycosp , YyCoSa—aSeNha
sen (B —a) sen (B—a)

comparando estas expressies com as de & ey do n.® 100, vé-se que: para fazer
esta passagem podemos aproveilar os calculos d'aquelle numero substituindo nos
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comprehendem, 3 —a=6: desenvolvendo sen 23 =sen (22 + 29), di-
vidindo por cos 2z, e resolvendo em ordem a tang 2a,

b'* sen 2

a0 (12) d e T i SN
8 equagho (13).da e a5 6" cos b

que determina a direccio dos mesmos eixos,
Para ter a posicio dos diametros conjugados eguaes, faremos a'—§';

0 que torna a equagdio (12) em sen 22 = — gen 23,

€ mostra que estes diametros tém a mesma inclinagao sobre o eixo maior ;

' ] H n
resultados d'elles: @’ e 3', em logar de a e b;—ﬂ.‘ﬂ_ e ——#—‘. em logar

cos cos 5ﬂ|1[ﬂ—¢} En{ﬁ_nj
__4—-# -
sen(f—a)  sen(p—g) logar de cos 8 e sen B. O que feito

na equacio (7) dd immediatamente :

de cose € sen a; —

asenacosa  Hsenp cosg y
i =0 e G =) =0, ou a equacgio (12).

Mas se quizermos effecluar a eliminacio, como se indica no texto, por exem-
plo, eliminando a* e b entre (9) e (11), ¢ substituindo no quadrado de (10),
acharemos :

(a'24 b')® tang « tangf+a" b1 (1 —tang « lang §)* sen? (x — g) =0,

que da .

(a4 b'*)* sen 22 sen 23 + 4a" b'2 cos? (x +p) sen? (a — g) = 0),
ou ("4 &')* sen 2a sen 28 4 o' /2 (sen 22 — sen 28)?=0,
on (a'* sen 24 + b'* sen 28) (a'* sen 28 + 3’2 gen 2a) =0,

A apparigio dos dous factores analogos procede de se ter elevado (10) ao
quadrado, e enlrar por isso sen (2 — f) s6 na segunda potencia; porque as equa-
cies (9) e (11) e o quadrado de (10) ficam as mesmas quando se muda « em f
e 3 em a. Mas. combinando cada um d’estes ficlores egualado a zero com as
equagoes (8), acha-se que s6 o primeiro reproduz a equagio (11),
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ficando um d'uma parte do eixo menor, e outro da oulra parte do
mesmo eixo (+).
A mesma hypothese torna a equagdo (11) em

b BC
— = — (fig. B7).
=== (6g. 57)

—a’tang* « + b'=0, on tanga ==

Por onde se v& que: os diametros conjugados equaes da ellipse sao pa-
rallelos ds cordas supplementares que ligam as extremidades dos eizos; e
por conseguinte (n.° 80) sdo tambem os que fazem um com o outro o
maior angulo obluso.

Seja (fig. 57) CM um d’estes diametros. Attendendo & equaglio (9),
o triangulo CPM dé

I

'+ y=—a"= SES

2

Eliminando y* entre esta equaclo e a’y*+ b*z*=a’b’, resulta a"=1a*;
e por que este valor & independente de b, segue-se que: as extremidades
dos diametros conjugados equaes de todas as ellipses descriptas sobre o
eizo maior 2a (ém a mesma abscissa ;a 172,

101. Para determinar a posicdo dos diametros conjugados, que fazem
entre si o angulo 6, temos (n.° 80) a equagdo

a’ tang’a — (a*— b*) tang a tang O + b'=0.......(13).

As cinco equacdes (9), (10), (11), (12), (13), que equivalem tio sémente

(*) A equacio sen 2z = — sen 2§
dé 2y == 180°4 28, ou 2z = 360°— 23.
SR 1
Da primeira tira-se a=90"4p, langa=— .
lang g

que, em virtude de (11), dd a=="5; o que s6 tem logar mo circulo.
Da segunda tira-se 2 =180°— @, que & o que serve.
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a quatro distinctas, entre as sete quantidades a, b, @/, ¥/, «, £, 0, dio
quatro d’estas quantidades, quando se conhecem as outras tres.
Por exemplo, querendo determinar os eixos, quando sio dados, em
. grandeza e direcgao, os diameiros conjugados: conhecem-se a', b, 0; e
procuram-se a, b, «. Ora as equacdes (9) e (10) dao
(a =b)*=a"+b"==2a'b'sen b:
logo construindo dous triangulos; um com os lados @', I, ¢ o angulo
comprehendido 90°4 6; oulro com os lados-a’, ¥, e o angulo compre-
hendido 90°—0 ; os terceiros lados serio respectivamente a - b e a—b.
102, Transformemos a equaclo da ellipse relerida aos eixos,
ﬂ’y1+ Va'= aibas
em outra reflerida a novos eixos rectangulares, por meio das equagdes
z=—2a'cosa—y'sena, y=2a'sena -+ y' cosa;
sendo « o angulo (zx'). Vird:
a’z" sen” o 4 2a’2'y' sena cos a 4 a’y' cos’ &
=g
+ bz cos” « — 202’y sen a cos « + b’y sen* «
Fazendo y'=0, /=0, resultam

ot a’b’ a’b’

a*sen’a + b' cos’a’ a'cos’a+b*sen‘a’

3

nas quaes A e B siio as distancias do centro aos dous pontos onde os
eixos &, y', encontram ‘a curva, Eslas equacgdes dao

ai + bﬂ.
= alb'i

—i__'_l-
_aq -E;-'

-

i
e

e por que esta egualdade ¢ independente de «, segue-se que: guaesquer
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distancias rectangulares A e B do centro d ellipse satisfasem d relagio
A~ B~2=constante,

103. Hyperbole. Para achar os resultados relativos & hyperbole, basta
mudar b em 61 —1 e b’ em b’} — 1 nos relativos & ellipse. Teremos
assim as equagdes

a*—b""=a"— b, a'l/sent ==ab,
a" sen 22 = b sen 23, ou a®tang x tang 3 = b?,

a’tang” « — (a’- b*) tang « tang 6 =0°,

cujo uso é 0 mesmo que o das correspondentes da ellipse. Por onde se
vé: 1.° que na hyperbole a differenca dos quadrados dos diametros con-
jugados ¢ egual d differenga dos quadrados dos eizos: 2.° que o paral-
lelogrammo inseripto na hyperbole ¢ constante e equal ao rectangulo dos
e120s.

Como a'==¥ di a==b; e reciprocamente: a hyperbole equilatera ¢ a
usica que lem os diametros conjugados eguaes; e nella todos o sio dous
e dous,

A mesma hypothese di  tangatang =1, ou lang z == cot B.

Assim, sendo CA o primeiro eixo da hyperbole equilatera (fig. 60); e
CM, Cy', dous diametros conjugados eguaes: temos

tang MCA =cot y' CA = tang y'Cy, isto &, 2'Ca==y'Cy.

Ora a asymptota CS faz com CA o angulo SCz=45°—=SCy: logo
SCa'=SCy', e por conseguinte: a asymptota da hyperbole equilatera
divide ao meio os angulos de todos os diametros conjugados.

104. De ser (n.° 90) CMS —!ab=1SM.CM senl="=2a'.5M sen 6,
e (n.° precedente) ab=a'l/ sen 6, resulta SM =/,

Por tanto: o conjugado de qualquer diametro 2CM ¢ egual e parallelo
a ST.

As diagonaes HI e GK do parallelogrammo inscripto (fig. 63) sao
asymplolas,

Se na equaglio @y’ — U%z"= — a’*l/* fizermos o calculo do (n.° 87),
b .
acharemios a equagiio y = == 7% das asymplotas reportadas aos diame-

GEOM., L o
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tros conjugados: d’onde podem deduzir-se novamente diversos theoremas.
Assim #'— a'=CM (fig. 60) da y=>b=MS=MT: o ponto M divide
ST em duas partes eguaes; e as extremidades S, T, dos diametros con-
jugados determinam as asymptotas.

A cada abscissa correspondem duas ordenadas eguaes e oppostas. As-
sim, quando Cy’ & parallela & tangente ST, Cx’ divide ao meio bb" e NN';
logo BN =0/N': e como ST pode ter qualquer direcciio, vé-se que a
todas as cordas pertence esta propriedade.

105. Um calculo similhante ao do n.® 102 dé

A—*4 B2=—a—>—b=const:

moas aqui ¢ necessario, para conceber o que exprime B, imaginar que se
descreve entre as asymptotas da hyperbole proposta outra hyperbole
conjugada, da qual b seja o primeiro eixo e d o segundo (vej. fig. 70) (s).

106. Parabola. Como a parabola nlo tem diametros conjugados, re-

rtemol-a aos seus diametros simples.

Transportemos a origem das coordenadas a um ponto (a, b); e mu-
demos a direcglio dos eixos, referindo a curva a outros que facam com o
eixo primilivo dos  os angulos (xz') =« e (zy’) =B; isto ¢, substi-
tuamos em y*— 2px == 0 as expressdes (n.” 44)

z=a-+cx'+ ¢y, y=Db-+sz'+ sy,

sendo ¢==cos«, ¢=cosB, s=senx, s'=senf:
leremos

b*— 2pa + 24’ (bs — pc) + 2y’ (bs'— pe) + 2ss'zy + 8’2"+ §7y" "= 0.

(+) As expressies de A* e B* (n.° 102), mudando b em b/—1,

a*p? 2 a*h*

i -
b? cos’s — a* sen'a’ b2 sen’s — a2 cos’a

sio Ales

Como o eixo CE/ faz com o primeiro eixo CA’ da hyperbole conjugada o mesmo
angulo a, que fard o eixo CE com o primeiro eixo CA da hyperbole proposta,
& claro que, para ter o ponto onde CE' encontra a conjugada, basta mudar a em
b, e reciprocamente, na expressio de A*; o que dd
|='= al bl _r—B:
a® cosa— b* sen’ a .

Por lanto CE'—A'—=B /—1.
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Para que o eixo dos «' seja diametro a respeito dos ¥/, ¢ necessario
que desapparegam os termos em 'y’ € y'; ou, ss8'=0, bs'—pc'=0.

Da primeira d’estas condigdes resulta s=0, ¢c=1:

!
a segunda, p=b—:7=b tang 2 = bjtang (zy'),

da, para cada valor de b, o angulo (2y’) que determina a direccio de y';
ficando a e b arbitrarias. Logo: s as parallelas MS ao eizo Ax sdo dia-

melros, e todas o sao (fig. 52).

A equagdo transformada &  §”y"—2pa'+ b'— 2pa=0.

Em fim, se tomarmos por (a, b) um ponto da curva, serd b*—2pa =0;

e a ultima equagdo, fazendo -5‘—,=p', se reduzirh a  y"=2p'z.

!

Por ser (n.° 75) tang IMS=~:—=‘3"S (=)

a tangente MT na origem M € o eixo dos y'. A expressio 2p’ ¢ 0 que se
chama parametro do diameiro MS; e por que &

e = P——- - f p
s'=sen (2y) s V (P = ﬂa)'
foa (02 66) 2= 5 =2 (p-+2a)=INF.

Logo: o parametro de um diamelro € o quadruplo da distancia da origem

ao fdco.
Por meio das equagdes btang i =p, p+ 2a==p', b"="2pu,
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podemos, salvas as excepcdes analylicas, achar tres das quantidades p, p’,
a, b, 8, quando se conhecem as outras duas; e construir a curva, cuja
equaclio é y"*=2p'a.

107. De terem as equagdes refleridas aos eixos a mesma f6rma que as
releridas aos diametros conjugados, segue-se que:

1.° A construcgdo dada pora a ellipse (n.° 98) é applicavel 4 parabola,
quando se conhece um diametro ¢ o seu parametro 2p',

2.° A equagiio da tangente em qualquer ponto (o, y') &

yy'=p' (& +&);
]
sendo % a raziio dos senos dos angulos que faz com os eixos coorde-

nados. No caso de ter de passar a tangente por um ponto exterior, sub-
sistem ainda a construccio e as propriedades expostas no v.° 78.

3.” A subtangente ¢ o dobro da abscissa: e por isso, conbecido um
diametro, facilmente se tiraré a tangente em um ponto dado.

Para determinar um diametro, o eixo, o vertice, ele., d'uma papabela
MAN' (fig. 52): tracaremos duas cordas parallelas quaesquer, e divie
dil-as-hemas ambas em duas partes eguaes por uma recla, que serd um
diametro MS; depois tiraremos a corda MM’ perpendicular a MS, divi-
dil-a-hemos ao meio em P, e conduziremos por este ponto uma parallela
a MS, o que dard o eixo AN, e o verlice A.

s

Como o parametro 2p’ ¢ uma terceira proporcional, Ep'&:!’;—. a qual-

!
quer abscissa e & ordenada correspondente: segue-se que, se conhecermos
a direcclio d’uma tangente Mt relativamente ao diametro MS, e um ponto
da parabola, facilmente descreveremos esta curva; por que as coordena-
2
! :
das (&, y') do ponto dado [arfio conhecer o parametro 2p'= = do dia-
&

metro MS, e depois teremos na equaglo y*==2p'z o que & necessario
para a conslrucgdo.
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Discussio das equacdes do segundo grau

108. Passemos a construir a equagio geral do segundo grau entre
duas indeterminadas,

Ay’*+Bzy + C2’+ Dy + Ez+F=0......... (),

na qual sdo dados, em grandeza e signal, os coefficientes A, B.....
Supporemos as coordenadas rectangulares; por que sempre & possivel
reduzil-as a esse estado por transformagdes convenientes [n.° 45 (3')],
sem alterar o grau da equacdo.

Sendo muitos differentes as f6rmas e as propriedades das curvas, segundo
ellas 1&m ou ndo 1&m centro, distinguiremos os tres cosos de ser B*—4ACm
nullo, positivo ou negativo.

1.° Caso. B*— 4AC=m=0.

109. Os tres primeiros termos de (a) s3o o quadrado de y 1A + z1/C.,
Neste caso a curva MDM' (fig. 66) ndo tem centro.

Az e Ay sio os eixos. Para reflerir a curva a outros Az’ e Ay’ tam-
bem rectangulares, de modo que a sua equagdo lenha a férma

ay":_}u dy’—i— C:r,-i— F=| u ................ (b‘lp

¢ necessario que, substituindo nesta equaclo as expressdes [n.” 44 (2]

y'=ycos) —zsenl, F'=ysend +zxcosh,....... (€)s

que transformam um systema rectangular de coordenadas em outro tam-
bem rectangular, a translormada se possa tornar identica a (a), islo &,
que se possam fazer eguaes respeclivamente os coeflicientes das mesmas
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potencias de z e y. Substituindo pois (¢) em (b), e comparando termo a
termo o resultado com (a), teremos

acos’0==A, asen*0=C........ (1)
—2asenbcosbf=B....... -(2)
decosh +esenf=D, ecosd —dsen) =E..... <o o(3).

Como ha cinco equagdes com quatro incognitas, a, d, e, 6, nio serd
possivel em geral o calculo precedente, excepto se alguma d’estas equa-
¢des se conliver nas oulras. Eo que actualmente se verifica; por que
a condicdo B*— 4AC==0 faz que seja a equacio (2) um resultado das
equacdes (1): e assim as equagdes (1) e (2), equivalentes a duas distin-
clas, determinardo a e 6 ; e depois as (3) determinardo d e e. Com effeito,
sommadas as duas primeiras, acha-se

a=A-+C,
" C \/A C B
depois senB=\/a—, cosl = = tang f = 3,§engﬂ=__;
e em fim as equagdes (3), ou d==D cos 6 —E sen 0, e==D sin 6 +E cos 6,

_DVA—EVC  DVC+EVA

dio d s e e (4).

-f ¥ .- C
Em virtude da condigio m==0, sio A e C positivos, . 1, -‘; <4
B* AC
F( (A—C)"+ 3AC
mente sempre se péde reduzir a proposta (a) a (b) por transformacio
de coordenadas.
Se um dos coefficientes A ou C fosse nullo: como entio m =0 daria

tambem B=0, niio seria necessaria a transformagio, por isso que a
proposta teria ja a forma (D).

)<: 1, e por isso a, 0, d, e reaes; conseguinte-
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Se A e C fossem ambos nullos, a equacdo (a) nlio teria os tres pri-
meiros termos, e seria do pr:melru grau.

Por tanto, quando se dér uma equagio na qual for m =0, poderemos
logo escrever a tranformada (b), determinando os coefficientes pelas for-
mulas precedentes, e construindo o novo eixo Az’ (fig. 66) por meio do

valor de 6 determinado pelas equacdes tang 6 = \/——. sen 29 —..-_E_

Segundo for B negativo ou positivo, assim serd & < 90° on 6 > 90°,
isto &, assim ficard o eixo Az’ abaixo ou acima de Az (+). Donde re-
sulta o signal do radical que entra nas equacdes (%), suppondo sempre
Va positivo.

Seja, por exemplo, 2y =20y 412" — y — 2z + 5=0.

Multiplicando por 2, para tornar A e C quadrados, teremos
A=}, B=—4,C=1,D=—2, E=—%, F=+10.
Por conseguinte ~ a==35, tang 6 =3, sen 2i=;;
e depois d=0, e=— 215, s
tomando os radicaes posilivos, por ser sen 2§ positivo.
Logo 5y"—22'1V6+10 =0,
¢ a transformada (b), que se deve construir, depois de ter determinado
o eixo dos «’. Para determinar este eixo pela equaclio tang Az~ 3,

basta levantar sobre qualquer parte AE do eixo dos & a perpendicular
Ei=1!AE, e tirar As (fig. 66).

(+) Sendo 2§ o menor valor do angulo cujo seno é — , 0§ outros va-

B
A-=C
lores sdo 26-}-n . 360°; por conseguinte o angulo dos eixos dos x e &' &
§+n . 180° que di para Az' a mesma direccio que da 6.

i e e
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110. Reduzida em geral a proposta & f6rma (b) por meio do calculo
precedente, vejamos o modo de construir a curva, a que pertence esta
equaglio, com os eixos rectangulares Ag', Ay’ (fig. 66).

Se transportarmos a origem A a um ponto (h, k), isto &, se mu-
darmos 2’ e y' em &'+ h e y'-+k, a equagio (b) transformar-se-ha em

ay” + (2ak + d) y'+ ea'+ ak*+- dk + eh + F = 0.

Determinemos h e k de sorte que se desvanegam o termo em y' ¢ o
termo constanle; isto &, facamos

2ak 4-d =0, ak* + dk 4~ eh + F=0.

A segunda d’estas equacdes mostra que a nova origem, assim determi-
nada, ¢ um ponto da curva; e a eliminagio entre ambas da as coorde-
nadas d'este ponto

d a* — %aF vl ak*—F

=—--—,. h=

Estes valores reduzem a transformada a ay”+ ex'=0,

a qual, sendo comparada com y"*=2pz’, mostra que a curva é uma
parabola, referida ao seu eixo, e aberla para os @ positivos ou para os
negativos, conforme ¢ negativo ou posilivo o coefficiente e (+).

Por exemplo, na equacio 2"+ By — Ao =1

acha-se k= — %, h=—1. Tomando puisgﬁg. 67) AB=—1, BC——&,
transporta-se a origem de A a C, e transforma-se a equacio na y'=— 27/

da parabola, que tem o vertice em C, e cujo parametro é 2.

() Se (b) fosse a proposta, e o0s eixos nio fossem rectangulares, nio seria neces-
sario reduzil-os a este estado, e as equacoes (7) se applicariam immediatamente
para transporlar a origem. A parabola seria entio referida a um diametro, como
no n.” 106, e consiruir-se-ia com a mesma facilidade que se estivesse referida
a0 eIxo,

o puntEEREPRPPE (7)._
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Do mesmo modo a equagio y'—2y + =0

di AB==BC==1 (fig. 68) para transportar a origem de A a C; e trans-
forma-se na equacio y*= — 2/, d'uma parsbola, cujo parametro ¢ 1,
aberta no sentido dos 2’/ negalivos.

Em fim no exemplo do numero precedente, e para a equacio jh re-
duzida aos eixos Az', Ay’ (fig. 66), acha-se h = AM'=1"5, k=0; e
a transformada y"=22'1"; ¢ a equagio d’uma parabola, que tem o ver-
tice em M', e cujo parametro é 2175,

111. Ha um caso, em que niio pode executar-se o calculo precedente,
que & o de ser e= 0. Com effeito h desapparece entdo das equacdes, e
fica arbitrario, de sorte que ha duas equacdes para a determinagio de k.
Usando somente da primeira 2ak + d==0, a primeira transformada do
n.° precedente reduz-se a

ba'y"'—= d"— 4aF,

sendo a nova origem quelquer ponto da recta parallela aos z, cuja equa-
¢do ¢ y'=Fk. Entdo:

1.° Se d*— 4aF > 0: os dous valores de y' slio reaes, e perlencem a
duas rectas parallelas ao eixo dos 2, e equidistantes d’elle, Neste caso
esth a equagio y”'+4 by’ 3=0.

2. Se d'— 4aF = 0: vem y'==0, equacdo do eixo dos «'. Tal ¢ a
equacio ¥+ 4y’ 4=0.

3.° Se d*— 4aF < 0: os valores de y' sio imaginarios; e por conse-
guinte a proposta, que neste caso se pode reduzir 4 f6rma y*+ n*= 0, niio
representa linha alguma, Eo que aconlece com a equacio y'* -+ fy'+5=0.

No casa de e==0 a equagio (b) torna-se em ay" 4 dy'+F=0, &
qual se pode dar a [6rma

(2ay'+- d)*=d*— 4aF;

e vé-se tambem que, segundo é d'— 4aF >, =, ou < (), assim esta
equaclo representa duas parallelas ao eixo dos 2/, uma parallela an mesmo
eixo, ou nada,

GROM. P
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Similhantemente a equaclio (a) tem neste caso a [érma ()
(hy + o +.6)*+ Q=03

e representa duas rectas parallelas, uma recta, ou nada, segundo é
Q<, =, o0u>0.

112. Fica por tanto demonstrado que: no caso de m =0, a equagdo
do segundo grau pertence a uma pagabola. Exceptuando os casos parti-
culares, em que pode representar uma recta, duas rectas parallelas, ou
nada.

Se em logar da transformada (b), quizermos usar de

ex*+ dy + ex + F=0,

teremos 0s mesmos resultados, mudando s6 as letras e as denominacdes .
dos eixos; por que uma d’estas equagdes reduz-se & [6rma da outra
mudando y em & e~ em y: ou transportaremos a origem do mesmo
modo fazendo calculos analogos aos precedentes. Assim, para a equagio
&*+ 3y =2x— I, tomando AC=1 =4 (fig. 69), e mudando a origem
de A para C, resulta a transformada 2"+ 3y'==0, perlencente a uma
parabola, que tem o vertlice em C e o eixo dirigido por y', cujo para-
metro ¢ 3, e que ¢ aberta no sentido dos ' negativos.

Applicando o que fica dito, acha-se que:

1.° 2*— 6x + 10 =0 nio representa linha alguma.

2.° g"—6x—+9==0 & a equagho d'uma parallela aos y, que se re-
duz & forma z=3.

3.° 2"— 6z +T==0 pertence a duas parallelas aos y.

(+) B=+21 ACdi  Ay'+ Bay+Ca’=(yvA+ 2y C)?,

e (pag. 118) e=0 di EvA+DyvC=0;

1l e |
o que lransforma (a) em (!.-'» Aim“ﬂ+-m) +1~—ﬁ=0;

pertencendo o signal superior a B positivo, e o inferior a B negativo.
O mesmo se vé resolvendo (2) em ordem a y, e altendendo a que

B! — fAC=0, e=0, dio B*— $AC =0, BD — 2AE =0,
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2.° Caso. B'—4AC=m negativo.
113. A proposta nlio pode reduzir-se & f6rma (b), ¢ a curva tem um
centro, ao qual transporlaremos primeiramente a origem, fazendo o cal-

culo do n.” 92, e reduzindo assim a proposta & forma

Ay'+ Bay+ C2®+ Q=0

qy*+ p2"+ Q=0

substitpamos em (g) as expressdes (¢) de y' e z', e comparemos o resul-
tado, termo a termo, com ([). Teremos:

(1)....qcos*6 4 psen*t=A,
(2)....qsen b+ peos® 6=C,
(3)....2(p—q)senb cosO=D;

equagdes, que, pela eliminagio, devem dar 0, p, ¢.
Para eliminar commodamente, tiremos d’ellas

A+C=p+q B—4AC=m = —kpq.
As incognitas p e ¢ (Alg. el. n.° 147) slio as raizes, ambas reaes,

da equagio do 2.° grau

A—C=(q—p)(cos® 6 —sen* ) = (¢ — p)cos 20;

da qual e de (3) se tiram

A—-C I3 —_
9 — 100 20 = — —— B by il
cos 26 i sen 26 - lang 26 e
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O signal de lang 20 mostrard se 20 &> ou < 90°; mas, em todo o
coso, poderd tomar-se 6 < 90°, e o eixo dos & acima do eixo dos z, dando
& p—q o signal de B, para que sen 2§ seja posilivo, E assim; tomar-
se-ha por q a maior ou a menor das raizes de (i), segundo for B nega-
tivo ou positivo (+). .

Seja, por exemplo, a equagho  By*+ 2ay + 52’4 2y — 2w =2,
As coordenadas do centro (n.° 92) sioh=1, k—;—-f; e transportando
a origem a este ponto, vem a transformada By + 2y + Sx'=2.
A equagiio (i) dard pois " — 103+ 24 =0, 5=5= i:
e como B & positivo, teremos p=5+1=6, g=5—1 =4,
e . 5y + 6a"=2,
Para delerminar a direcclio dos eixos, temos tang 20 = oo, 26 =190";
conseguintemente Az, collocado acima de Az, faz com elle o angulo

Az’ = §5°,
114. Por ser m negalivo, e conseguintemente

B+ (A—CP=VA+C)y +m<A+C,

Vé-se que os duas raizes de (i) tém ambas o mesmo signal que A + C.
Podemos pois na discussio da equacdo (g) fazer p e g posilivos, e exa-
minar 0s diversos casos que apresentam a grandeza e o signal de Q.

—B
(+) Sendo 28 0o menor valor do anguloe cuja langente éz-——-é. os outros valores

serio 20 - n.180°; por conseguinte o angulo dos eixos dos @ e &' serd (fig. 66)
84+ n.90". Este angulo di para o eixo dos @' a direccio Az', tomando n par; on
a sua perpendicular, tomando n impar: e como, em virtude da expressio de sen 24,
estes dous valores correspondem a signaes differentes de p— ¢, isto é, d troca das
raizes de (i), ou & dos nomes dos eixos, vé-se que é indifferente usar d'um ou
d’outro; com tanlo que no primeiro se lomem g e p de modo que p — g tenha o
signal de B, e no segundo se faga o conlrario.
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1.° Se Q=0: a proposla nio pode subsistir, sem que sejam x'=10
e y'=0, e por isso pertence a um ponto, que é a origem a que ella estd
referida.

Nesle caso esld a equagio y'—hxy + B2+ 204 1=0,
que, transpurtando a origem ao centro (— 1, —2), se transforma em
y'— day 4+ Bz'=0;

depois da 5=3x2)2, tang20 =—1, 20=135°;
e finalmente (B4+212)y"*+ (3 —212) 2""=0.

2. Se Q > 0: a proposta é absurda, e por isso niio representa cousa
alguma. Como acontece no exemplo do caso precedente pondo, em logar
do ultimo termo 1, um numero > 1.

3.° Se Q< 0: a translormada C tem a forma qy""+ pa’’= Q.
Para ter as interseccdes da curva com os eixos, faremos successiva-

mente y'=0, £=10; o que dara aa\/-q-, b=\/-{—)-;
P q

: Q Q
por conseguinte - P="5 4=
e 3 J=+ bim}i '.I 2

equagdo da ellipse, cujos eixos sio 2a e 2b, referida ao centro.

Por exemplo, se na proposta do caso 1.° mudarmos o ultimo termo
+ 1 em — 1, teremos ainda o mesmo centro (— 1, —2), e acharemos
a transformada y'— day + Bax"2=2; depois os mesmos valores de z e 0;

e finalmente a equaglo (3 +212)y"+ +(3—212)2""=2,

Booicudbiiglell v R TH
V3-212 ( )

perlencente a uma ellipse, cujos eixos sio —
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Assim : as equacdes

2+ 32— 3z — 2y + 20=0, 44"+ 22" — 3z +2=0,

ndo representam linha alguma. A primeira di o centro (3,
formada 2y"+ 3z/*+ :=0; a segunda da o centro (5, 0)
mada 4y"'+ 22"+ ] =0.

e a lrans=

h
¢ a lransfor-

A equacdo y'4 2 —2y 4+ b2+ 3=0
pertence ao ponto (41, —1).
A cquacio 2+ ' =122+ 3=10

di o centro (2, 0); e depois a transformada 344 32°=19, perlencente
a uma ellipse, cujos eixos sdo 2a=21"3 ¢ 2b=—=21"6. Tomaremos
pois (fig. 73) AC =2, e depois CE = 1”3, CO =176; e com esles semi-
eixos descreveremos a ellipse DFEO,

A equagio y'+ 22" — 2y =0

pertence a uma ellipse, tangente ao eixo dos @, cujo centro é o ponto
(1, 0) do eixo dos y, e cujos eixos sio 2a==2 ¢ 2b = 2172,

115. Por lanto a equacdo do segundo grau pertence # ellipse, quando
m ¢ negalivo; mas ha dous casos particulares, um dos quaes da um ponto,
e oulro ndo di cousa alguma. Os valores de = tém o mesmo signal; e
devem lornar-se eguaes no caso do circulo,

3.° Caso. B*— 4AC ==m posilivo.

116. Todos os calculos do n.® 113 tém aqui applicaglio; de sorte que
se faz a mesma transformagldo, e se obtem as mesmas expressdes de 0 e
z. Mas, por ser.m positivo, & VB4 (A—C)*> A+ C, e os dous va-
lores, p e ¢, de 5 t&m signaes contrarios. Fozendo pois que-tenha sem-
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pre q o signal 4 (+), a equacho (g) & da férma
qy —p2*+ Q=0...... eV ey
e temos que examinar os casos de ser Q nullo, positivo, e negativo,
1.° Se Q=0; a proposta di y'= =+ o' \/ E—: equacio de duas rectas

CD, CE (fig. 70) que se cortam na nova origem C, e cujo angulo DCE
¢ dividido ao meio pelo eixo Ca'.

Por exemplo, a equacio y'—6ry + 2"+2y— bz 4+ 1 =0
dkio centro (0, — 1), e a transformada y'—6ry + 2*=0;
depois 57 —=2=8, s =1%3,

e por conseguinte =143 =4, p=1—3=—2, 6 =145

¢ finalmente a nova transformada y'== = /1L (vej. fig. 70).
2.° Se Q > 0: lazendo successivamente 2'—=0 e y'=0,

/
acha-se y'= —Q-.l/‘—t =bV'—1, a'=\/ 2=f.:.
q P

o aiyr'z___ b’sz'z= ALds a'z'bl’

equacio d'uma hyperbole, cujos primeiro e segundo eixos sio 2a e 2b.

Assim, substituindo no exemplo do caso precedente -+ 5 em logar do
ultimo termo - 1, teremos ainda o mesmo centro, ¢ 0s mesmos valores
de s e 4; depois acharemos a transformada y*—'2""= —1; e final-
menle os semi-eixos a = "2, h—1. ’

(+) Facilmente se vé, como na nota da pag. 12§, que deveremos, ne caso de
tomar n par em §°4m. 90, usar para ¢ da raiz positiva ou da negativa, se-
gundo for B negativo ou positivo: e o contrario quando se tomar #_impar. Ou,
0 que é 0 mesmo, se tomarmos sempre por ¢ a raig positiva, usaremos de n par
ou impar, segundo for B negativo ou positivo.
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3. Se Q ¢ negativo: a equaclio (I) tem a forma ¢y — pa'"=0Q;
e um calculo similhante ao precedente, ou a simples mudanga de  em y
e y em x, mostra que a curva ¢ uma hyperbole, cujos prlm&lro e se-
gundo eixos slio respectivamente 2b e 2a.

Assim, mudando o ultimo termo 41 em — 3, no mesmo exemplo,
teremos o mesmo centro, € 0s mesmos 3 e O; depois a translormada
y'*— a4 1; e finalmenle o primeiro semi-eixo b==1, e o segundo
a=V2,

17. Exempfos A equacio y'— &2+ 4y +- 122 — 5 =0 da o centro
C(3, —2) (fig. 70); e a transformada y'===2a', pertencenle &s re-
ctas CD e CE, que passam respectivamente pelos pontos (0, 0) e (+ 1, 2),
e pelos pontos (0. 0)e(—1,2).

A equagho 2y*— 32— 2y — 3z + ;=0 di o centro (—1%, 43),
e a transformada 2y”— 32'*=—3, pertencente a uma hyperhole. Ti-
raremos pois (fig. 74) AB=BC==1; e tomando sobre Cz' e Cy' o
semi-eixos a==1, b = L1/2, descreveremos com elles esta hyperbole.

A equaglio y*—2r'—2y 4 9=0 di o centro (0, 1); e depois
y*—2x'*+ 8 =0, pertencente a uma hyperbole, cujos semi-eixos sio
a=—2, b=2172.

A equacdo 3y"— 22° +‘2a:+ 3y =1 da o centro (fig. 78) C (+ 5, —1):
e depois a transformada Jy"— — = i. pertencenle a uma hn:erhnle

cujos primeiro e segundo semi-eixos sdo ;e 3, e que sé differe da hy-
perbole da fig. 7% no modo como estd collocada.
118. Tiremos as rectas CD e CD' (fig. 71), de modo que seja

tg DCA=1g ]J*CA:\/%. e por isso Ig DCA'=1tg D'CO'= \/%

1.° Se Q ¢ positivo: CD e CD' sdo asymptotas de todas as hyperboles
taes como MAN, LOI, que se podem obter suppondo a Q differentes va-
lores desde zero até infinito. Mas & medida que for crescendo Q, os ver-
tices A, O, se irfio afastando, e a curva se abrird cada vez mais; por

crescerem os semi-eixos AGC= \/-E-;'—, e AD = \/%

2.° Se Q=0: a equagio () pertence fs asymptotas.
3.° Em fim, se Q & negativo: a proposta pertence a todas as hyper-
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boles M'A'N’, L'Ol' que se podem descrever mo outro angulo das mesmas
asymptotas, suppondo a Q diflerentes valores desde zero até infinito ne-
gativo, Mas, & medida que for crescendo o valor absoluto de Q, os ver«
tices A, O, se irdo alastando, € a curva se abrirh cada vez mais; por
g

4

119. Por tanto a equagdo geral do segundo grau pertence & hyper-
bole, quando m ¢ positivo; com excepcio d'um caso, em que da duas
reclas que se cortam,

As raizes de (i) tém signaes differentes; e quando os seus valores
absolutos slio eguaes, o que suppde A ——C a hyperbole ¢ equilatera.

Quando A e C tém signaes differeutes, m & sempre positivo, e a pro-
posta pertence a uma hyperbole, quaesquer que sejam os valores de A,
B, C,... O mesmo tem logar se na proposta [alta um dos quadrados 2°,
y*, ou ambos.

Nestes diversos casos o processo do calculo ¢ sempre o mesmo; mas
como no ultimo se lorna muito simples, expol-o-hemos aqui.

crescerem os semi-eixos CA'= \/:69‘ e A'D"—

Seja a equagio Baxy + Dy + Ex 4 F=0.

Transportando a origem ao centro, e fazendo Q= DE — BF,

Bt IR E g 2 4
teremos k= i,h_ﬁ E,fy_ﬁ.

Assim a proposta ¢ a equaclio d'uma hyperbole referida a eixos parallelos
bs asymplotas. Esta hyperbole serd MAN, LOI (fig. 71) comprehendida
nos angulos DCD’, ECE', se Q for positivo; serd M'A'N’, L'OY, com=
prehendida nos angulos ECD, E'CDY, se Q for negativo; e reduzir-se-ha
as asymplotas DCE', D'CE, se Q for nu'llo. Quando os eixos sio rectane
gulares, a hyperbole & equilatera (n.° 89).

Seju, por exemplo, a equaclio 2y — 2z + y + m = & reflerida aos eixos
Az, Ay (fig. 72). Tirando pelo centro C(—-I 2) as reclas Cx' e Cy'
parallelas a Az e Ay: serlio Ca', Cy’, as asymplotas, e a'y'=2"—m
a equagio da hgpmhole reportada a ellas. Esta hyperbole serd (MN, OP),
se m<2; (M'N', O'P'), se m >2; e reduzir-se-ha 4s asymptotas (Cz',
Cy'), se m =2,

GEOM, 0
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120. Nos casos de m < 0 e m > 0, quando a proposta nio tem o termo
xy, o calculo necessario para a discussiio & muito simples, e reduz-se a
transportar a origem ao centro. Nem & preciso transformar as coorde-
nadas em rectangulares, quando forem obliquas ; porque nesse caso vird a
equaglio referida aos diametros conjugados, em logar de o ser aos eixos.

Seja a proposta : Ay*+ Cx"+ Dy + Ex + F=0.
As coordenadas do centro slo h=—-£—:, k=_2%;
e transportando a elle a origem, resulto Ay'*+ Cz*+ Q=0:

. 2 }'.I
sendo Q =Ak+4 Ch*+ Dk + Eh+F="= (Dk+ Eh)+F=F— é%-;%l— ;

EXEMPLOS:

A equaglio y'+ 22— 2y + ka + 3==0 pertence ao ponto (— 1, 4 1).

As equacdes 2y*+ 32" — 3z —2y + 2=0, e dy*+ 22" —3z 4+ 2=0
ndo representom linha alguma. Procurando o centro na primeira, acha-se
(% ). 0 que a transforma em 2y"°+ 32"°+ 3 =0; e procurando-o na
segunda, acha-se (2, 0), e a transformada 4y°+ 22" 4+ ;=0.

1+ 3a* — 1224+ 3=0 di h=2, k=0; e a translormada
2y"43z"=9, a qual pertence a uma ellipse, cujos semi-eixos sdo
a =13, b=176. Para a construir, tomaremos AC=2 (fig. 73); de-
pois DC==13, CO==1"6; e sobre estas linhas descreveremos a ellipse
DFEQ. Se as coordenadas fossem obliquas, as linhas DC, CO, represen-
tariam semi-diametros conjugados. :

y*— Ahz* + by +122— 5 =0, transportada a origem de A a C (fig. 70)
por meio dos valores AB=3 e BC—=—2, torna-se em y'= =2z,
pertencente a duas rectas, para construir as quaes bastard tomar y'==2,
z'=— =1, e tirar CD e CE.

9y*— 32*—2y — 3z + L =0 tem o centro (— }, 4 3), e dd a trans-
formada 2y'*— 3a"*==— 1. Para conslruir esta equacio, que pertence
a uma hyperbole, tomaremos AB=—, BC=7(fig. 74), e descreve-
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remos, com 0 semi-eixos a=1, b= 11, a hyperbole pedida. No caso
das coordenadas obliquangulas, a e b serlo semi-diametros conjugados.

y'— 22*—2y+ 9 =0 dbd k=1, h=0; e depois y"—22"-+ § =0,
a qual pertence a uma hyperbole, cujos semi-cixos, ou semi-diametros
conjugados, sio a=2, b=212.

3y*m—2u*+ 2z + 3y =1+ dd AB=h =1} (6g. 75), BC=k=—1;
e depois a transformada 3y"*— 22*=2, a gual pertence & hyperbole,
cujos semi-gixos sio b=3, a==3;1"1, e 56 differe da curva da fig. 74 no
modo como estd collocada.

y*+ 22— 2y — 0 pertence a uma ellipse, tangente ao eixo dos x,
que tem o centro no ponto (0, 1) do eixo dos y, e cujas dimensdes
sdo a=V'L b=1.

121. D'esta discussdio resulta o quadro seguinte:

Proposta Ay*+ Bay+Ca*+ Dy+Ex+F=Q:
1.° Caso. B*—4AC=0:
transformada ay"*+ dy'+ ex' 4+ F =0,
‘s ] b L T g L . Parabola
5| MRS PO AR Duas parallelas a &/
?t:ﬁ, e’d’— §aF{ =0....... KT Uma parallela a 2’
Gl ke buea il Sidinsy Nada.
2.° Caso. B*—4AC<0;
transformada gy "+ pa*+ Q=0,
e ol N e L e Ponlo
Q g S PR, T R N R e A R s s Nada
il v S WP e e I S e deias e vite LAIVES
3.= Caso: B*—3AC>0:
L}
transformada qy"*—pa*4+Q =0,
siﬂ ...... e aide s E e AT S Duas reclas que se corlam
Q4 3 e Ly 0'h da a aman wiis sk & araiie R RS DEEIGE
2\0 ...... . . Hyperbole
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Comparando este quadro como o da pag. 71, vé-se que: a equagio
do 2.° grau representa um secpiio conica; exceptuando os casos em que

i pertence a duas parallelas, ou a nada.

1. Examinando nestes dous quadros a relacio que ha entre os earacteres

que determinam a ellipse, a hyperbole, e a parabola, e aquelles que de-

1 terminam o ponto, duas rectas que se cortam, e uma recta: vé-se, que

; se pode considerar a recta eomo uma especie de parabola, cujo parametro
¢ nullo; o ponto como uma especie de ellipse, cujos eixos sio nullos; e

duas rectas, que se corlam, como uma especie de hyperbole, cujos eixos

siio nullos: e que tambem o ponto, a recta, e as duas reclas que se cor-
tam, podem considerar-se como scegdes leitas pelo vertice do cone paral-

lelamente s que, ndio sendo feitas pelo vertice, dido respectivamente a

) ellipse. a parabola, e a hyperbole.

] 122, Para ter grandeza e a direcglio dos eixos principaes, isto ¢, dos
diametros que dividem ao meio as cordas que lhes sdo perpendiculares,
podemos usar do processo seguinte.

| Supponhamos a equaclio ja referida a eixos rectangulares, e ao centro,

Ay'+Bzy + C2"4+Q=0........ vowess (1)

A tangente & curva, no ponto onde a corta um eixo principal, deve
| ser perpendicular a este eixo; e se um circulo, descripto do centro A,
tocar a curva no mesmo ponto, a tangente serh tambem commum a elle, \
e perpendicular ao seu raio, Logo a questdo reduz-se a achar um cir- \
culo, que toque a curva nos pontos onde a corta o eixo principal. :
Concebamos pois que do centro A, com um raio r, se descreve um
circulo (fig. 77,): a sua equagho serd z°~ y'==r". Para achar os
pontos de seccio d'este circulo com a curva (que em geral sio quatro),
imaginemos tirada pela origem A para um d’elles a recta AK, cuja equa-
¢do terd a forma y==Ma: se enlre esla equagio, a do circulo, e a pro-
posta (1), eliminarmos z e y,

resultard (Ar*+ Q)M*+ Br*M + Cr*+ Q=0.......... (2),
L]
— B = VEF— A (Ar+ Q) (Cr'+ Q)

cujas raizes M—- .
J 2(Ar+ Q)

dando as tangentes da inclinagiio das rectas AK sobre o eixo dos z, fa-
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riio econhecer as intersecgdes procuradas, E porque M tem dous valores,
os quatro pontos de seccho estdo dous e dous sobre a mesma recta, isto
¢, sdo as extremidades de dous diametros da curva,

Quando as raizes sio reaes ¢ deseguaes, os pontos de intersec¢lo sio
distinctos, e o circulo corta a curva. .

Quando as raizes slo imaginarias, o circulo ndo corta a curva. O que
depende de ser r muito grande ou muito pequeno,

Quando as raizes siio reaes e eguaes, os ponlos de sec¢io coincidem
dous a dous, e o circulo é tangente & curva. Como este é o caso em que
a recta é o eixo principal, devemos procurar os valores, de r que lhe
correspondem, '

Pora que as roizes sejam eguaes, devem ser

Br*

Br'—4&(Ar*+ Q) (Cr'4 Q) =0, M=— AT O (3

20M
; A4 et LM — £y
que, fazendo A — C=Aq, dio r SAM = H M*— 2aM
e por conseguinle M=a=V14d"

Para construir esta expressio, tome-se sobre o eixo Az a parte AD=1;
depois levante-se em D a ordenada DI =« ; e finalmente do centro I,
com o raio Al, descreva-se o circulo KAK'. As interseccdes K, K', d'este
circulo com DI produzida dardo as rectas AK, AK', que serdo as dire-
cgdes dos eixos principaes, por serem os valores de M

DI + Al

tang KAD = <D

APRPE 7 a

DI — Al

tang CAD) = — tang K'AD =
ang ang D

esa—V 14 o

Esta construccio da as rectas AK, AK' rectangulares; e assim deve acon-
tecer, por ser — 1 o producto dos dous valores de M.
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Os valores de M substituidos na expressiio de r* fazem conhecer os do
raio r, que sio os dos semi-eixos. A substituicio da (+)

. 20(A+C=VB*—4ACH (A+C)°

ri=s B —3AC P R

Quando B*—4AC =m ¢ negativo, o radical de (%) é <A —-C: por
conseguinte os dous valores de r* sio ambos positivos; ou ambos nega-
tivos; ou ambos nullos, se Q=0. No primeiro caso a proposta repre-
senta uma ellipse; no segundo nada; e no terceiro um ponto (n.° 121).

Quando B'— 4AC=m ¢ positivo, o radical é > A + C: por conse-
guinte os dous valores de r* sdo um positivo, outro negativo; ou ambos
nullos, se Q = 0. No primeiro caso a proposta representa uma hyperbole,

(+) Como pode haver alguma difficuldade em fazer o caleulo indicado, damos
aqui o seu desinvolvimento.

Se em e 20M 2Q
T 9AM+B B
2A +MH
substituirmos Me=a+l14a'= -.;_l]_(‘& —C+ m)'
teremos
e 20 x5 20
A B’ EREE TR e T
24 T [ I+v’lH ~(A—C)7]
A—CH+VEB'+(A—CQ) (A—C)—PB'—(a—0Q)
A 20 __20A+CFVEFA—C)]
A+CHVB+(A—C) (A+CP=B'—(A—C)*
; 20(A+CF v B’ —4AC+ (A + C)°
isto &, POy o ]

B*— 4AC

Achar-se-ia mais facilmente 0 mesmo resultado, resolvendo a equagio

B*r*— 4 (Ar*4Q}{Cr*+ Q) = (B"— #AC) r*— 4Q (A +C) r*— §Q*== 0.



GEOMETRIA ANALYTICA 135
cujos semi-eixos sio os dous valores de r (mudando em —+-o signal —

do valor negativo de r*); no segundo duas rectas AK, AK'(n.” 121).
Por exemplo, na equaco y*— 2xy + 27°=2, ¢ a=;

e acha-se M=:=xp3 Al=V;

o que da o circulo KAK', e as direccdes AK, AK', dos dous eixos. De-
pois r* =3 =15 di os dous valores de r, ou a grandeza d’estes eixos.
Pode tambem servir para exercicio a equagiio ja tractada no n.” 116

y'— bzy + 2’42y — 62+ 1 =0.

0 mesmo methodo se applica no caso de fazerem coordenadas qualquer
angulo. Eliminando x e yentre a equaglo proposta, a da rectay=Muz=,

e a do circulo, que & enldo 4y + 2aycos y =r",

resulta (Ar*4 Q) M*+ (Br*+ 2Qcosy) M + Cr*+ Q =0,

Br*-+-2Q cos y) = ¥/ (Br*+ 2Q cos y)*— & (Ar"+ Q) (Cr*+ Q)

=t
e 2(Ar'+ Q)

A condigio de egualdade das raizes da o radical nullo, ou
(B2— 5AC)ri— 4Qr2 (A 4-C — Beosy) — 4Q*sen® y=0.. (8);

Br*4-2Qcosy
fi Me————
e fica 3ArT Q)
da qual tirando a expressdo de %, e substituindo-a em (5), resultard

uma equaglo em M, que dard os valores de M; e com esles valores con-
struir-se-ha a equaclio y==Muz.
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@Puire modo de diseussiao

123. Para melhor conhecer a naturezn, a forma e os limites, das li-
nhas comprehendidas na equaciio (a), resolvamos esta equaclio em ordem
a uma das variaveis, por exemplo em ordem a y.

Teremos y=—ozx+58 i-ﬂ—-iii/mm‘-;- BE L 0o anrans annkl)
am—gh, =k, m=F—JAC,
sendo 2 2A :

n=2(BD — A2E), p— D*—MAF.

Em quanto o radical de (1) for real, a cada valor de @ corresponderao
dous pontos da curva; quando o radical for imaginario, ndo existirdo
estes dous pontos; e quando o radieal for nullo, os dous pontos coinci-
dirdo. Assim os limites da curva dependem da extensdo, f6ra da qual o
radical se torna imaginario, Ora j& vimos (Alg. El. n.° 147, 9.°) que se
pode tomar z tho grande, positiva on pegativamente, x=—v ou = + v,
que o signal do trinomio mz®+ nz + p seja o do seu primeiro termo (+)
mz?. Logo:

1.° Se m for negativo, o radical serd imaginario para todos os valores
de x desde x=-—00 alh x=—v, e desde z=0v' alé z=00; 0 que

(+) Sem resolver a equagio 2"+ pr+4g¢=0, vé-se que:
1.% Se for p negativo, e o sen valor absolulo maior que o de g; ou p negativo

e ¢ posilivo: fazendo x— p + i, teremos '—pzr+g=i'+ip+tyq,
que, parai=1 e i >1, é positivo.

2.° Se for ¢ negativo, e o seu valor absoluto maior que o de p; ou ¢ nega-
tivo, e p positivo: fazendo & = g--i, teremos :

e tpr—q=qlgtp+i—1)+ilg+p +i’,

que, para i=1 e i > 1, é posilivo.
Logo: se tomarmos por & o valor absoluto do maior coefficiente negalivo, mais
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di dous limiles, um para o lade dos  negalivos, e outro para o lado
dos z positives, [6ra dos quaes niio pode haver curva,

2.° Se m ¢ positivo, o radical serh real desde r = — o0 alé z=—— v,
e desde x=1' alé x =0 ; 0 que dé dous limiles, f6ra dos quaes a curva
se extende até o infinito,

3.° Se m for nullo, o radical se reduziri a Vﬂ.r+p, que, sendo n
negativo, serd real para a:c:—%, e imaginario para x> — %; e o

contrario, sendo n positivo; de sorle que a curva serd illimitada somente
d'um dos lados, dos  positives ou dos x negativos.

Por tanto a natureza das curvas, de que tractdmos, depende do signal
de m =B*— JAC; e na discussio, em que procurarmos conhecer a
forma d’ellas, e os mais estreitos limites que as terminam, temos de con-
siderar os Ires casos de m <, >, ou =0.

124. Para ter o logar geometrico da equacio (1), construiremos a

recta BN (fig. 76 e 78), cuja equacio ¢ Y=+ BeusossssfB);

e depois, para cada abscissa AP =2', ajunctaremos e liraremos & orde-
It S i it
nada PN da recta a grandeza MN = I'N=ﬂ"’mxi+ nz4p: o que

daré as ordenadas PM e PM', que determina a equacao (1). Por onde se
vé que o ponto N é o meio da corda MM’: e como se pode dizer o mesmo
dos oulros pontos da recta BN, segue-se que esla recta ¢ um diametro
da curva (n.° 93).

Acham-se as intersecgdes D, 1Y, da curva com o diametro, procurando

- ——— T —

: . §ioy : ; . n \
- uma unidade, serid esle numero um limite, aiem do qual o lrinomio m(;r’rq——:r-}—ﬂ
m m
tem o signal de ma®.
Mudando # em — «, acha-se do mesmo modo o limile, dquem do qual o
trinomio tem o signal de mz*. Este limite seri 0 mesmo que o precedente, no

n
caso de ser I negativo e >—.
m m

GEOM, R
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os ponlos ¢m que ém logar simullaneamente as equagdes (1) e (2);
o que da MLt A2+ Pp=0. .0000000cvssencss(d)

Ora a equagio (3) reduz o primeiro membro da proposta ao quadrado de
y — ax —f: logo as interseccdes das ordenadas, correspondentes a cada
raiz de (3), com a curva reunem-se duas a duas nos pontos D e IV'; ¢
por conseguinle as ordenadas ED, EI', sdo langenles & mesma curva.

Passemos agora & analyse da equacio (1), considerando os lres casos,
que resultam da natureza de m.

1. Caso: m negalivo,

Curvas limitadas em todos os sentidos

125, 1.° Se forem reaes as raizes da equagao (3). Designando-as por
ae b, e tomando AE = a, AE'=b (fig. 76), leremos as ordenadas tan-
gentes ED, E'D'. E como (4lg. El. n.° 147, 9.°) o trinomio mz®+ nz + p
6 lem o signal contrario ao de ma?, quande z estd entre a e b; de
sorle que s6 entre estes limiles é real a expressdo (1): segue-se, que a
curva fica comprehendida entre os limites EF, E'F’. Do mesmo modo,
resolvendo (a) em ordem a @, achariamos os limiles parallelos &s abscis-
sas, enlre os quaes a curva fica comprehendida. Esta curva é pois fe-
chada, e por isso uma ellipse.

Como os pontos E, E', sio dados pelos raizes da equagdo (3), que
tém a forma a=h = V[; tomando AK=h, e KE=KE'=V[, seriio
AE, AE', eslas raizes. Por tanto C é o meio do diametro DD, ou o
ceniro da ellipse. E para acher o diametro conjugado com DD’ basta

o Tt AL
substituir =h em —V mz*+4 nx p: o que dard

2\

R e
CO'=—V"mh*{ nh4 Pp-
)

=i
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Conhecendo assim dous diametros conjugados, serd facil descrever a
curva.

Por exemplo a equagio 3y'— by + 95" —2y — bz + ;=0

da y=a+ itV —2't-te —]

Tomando (fig. 76) AB:-:. AA'=—1, teremos a recta "A'BD, cuja
equagio & y=—x—+ ;. Depois a equucﬁu — 2t — =0 dora
x=3}+1 e por conseguinle AK=2%, I\.I‘.—I\E'—-;. que fardo eo-
nhecer os limites EF, E'F, os pontos D, IV, e o centro C. Finalmente
fazeado =2 no radical, teremos o semi-diametro CO’=¥"%. E com
os diametros DD’ e 00’ facilmente se descreverd a ellipse (n.° 98).

A maxima e a minima ordenada (pag. 97} siio y-—-—l + 3.

Similhantemente a equagio y*—yz+ *ax'—x+ ;=0 db a ellipse
DOD'O’ (fig. 80), para a qual sdo AK =2, EK = EK—=12 CK=1,
CO=V74,

O valor y =0 di 2*—2¢+ | =[x — 1)*=0: e por isso a curva ¢
tangente a Az no ponto I (1, 0), A maxima e a minima ordenadas sio
2e0.

Deve haver nas construcgdes lodo o cuidado relalivamenle aos signaes,
Assim para

Ay'+8ay + 82*+ 122 + 8y + 1 =0
temos je=—x—1 == i im +‘i'-'

Construiremos pois o diametro DIV (fig. 81), cuja equaco éy = —z —{;

e acharemos as raizes de 2"+ 2 — [ =0, que sio x=—":+1; de-
pois tomaremos AK=—, e KE=KE'=1, para ler os Ilmlles lan-
gentes da ellipse, ED, e E'D’, e o centro C; e em [im acharemos o

semi-diametro CO=V"—[—1)* 1 | & %_=_l'

2.° Se forem eguaes as rmzes da equagao (3). Teremos b=a; ea
equagio (1) serd

y=ap 45 = -I— (& ~—a)l m;
' 24"
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valor que s6 pode ser real, quando for #=a. Logo neste caso lemos
um pouto (a, oa + B).
E com cffeito nesle caso a proposta reduz-se a

m
A"

(y — az—B)*— (z —a)"

=0,

que s6 podera subsistir quando forem nullos os seus dous termos,

Por exemplo, a equagio y*— a2y + 22"—2z + 1 =0 da o ponlo
(1, 3)- A equacio &+ y*= 0 da a origem (0, 0).

3.° Se forem imaginarias as raizes da equagio (3). O signal do tri-
nomio mz*4 nx 4 p serh sempre o de ma* (Alg. el. n.° 147, 9.°); por
conseguinle o radical de (1) serd imaginario, e a proposta niio represen-
lard cousa algnma.

E com effeito podemos escrever a proposta debaixo da férma

A* (y —az —)'= (ma"+-nx <+ p);

que nesle caso ndie pode subsistir, por ser negativo o segundo membro.
A equacho y*— 2xy -+ 22" — 2z 4 4 =0 esld neste caso.
126. Para que a equagio (a) seja a do circulo,

@—a)+ (y—y)'=y'+ 2=y — 2z +y '+ a’=r",

. e v :
¢ necessario que sejam = l, e B=0, e que x, e y, satisfacam ds
£

condigdes

de sorte que delerminam o circulo as coordenadas do centro, e o raio,

D E-_ VELD—JAF

y,: — 2—1| .I"J,T__:

B st 1
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Por tanto, sendo rectangulares as coordenadas: para que a equagio
do 2.° graw pertenga ao circulo, € necessario que lhe falte o termo em xy,
¢ que sejam eguaes os coefficientes de x* ¢ y*.

Quando se derem eslas condigdes, a equaglio pertencerd ao circulo:

exceptuando os casos de serV E*+ D*— AAF nullo oun imaginario; no
primeiro dos quaes perlence a um ponto, e no segundo ndo ha curva.
Por exemplo, a equagdo 2y"+ 2z — &-y—i.’c+ { =0 perlence ao
circulo cujo centro ¢ (1, 1) e cujo raio é 77,
Quando as coordenadas forem obliquas, dlscorrer-se-—ha do mesmo
modo, comparando a equagio (a) com a (3) do n.* 37.

2.° Caso: m posilivo

Curvas illimitadas em todos os sentidos

127. Se as raizes da equagio (3) sao reaes e desequaes. Os seus va-
lores n—AE, b=AFE’ (fig. 78) dio as tangentes ED, E'DV. E como o
trinomio mx*+ px 4 ¢ 56 tem o q;gnnl de ma®, quando x ndo esth com-
prehendido entre a e b; segue-se que entre x:AE. e z=AE/, nio ha
curva, e que [6ra d’estes limites a curva se extende ao infinito d'uma e
outra parte de EF, E'F'. Do mesmo modo, resolvendo a equaclio (a) em
ordem a z, se verd que a curva se extende ao infinito, para um e outro
lado de duas rectas parallelas ao eixo dos @. Assim a curva ¢ uma hy-
perbole.

Para ter o diametro conjugado de DD’, podemos substituir, como no

guy s Yemk Xil
n° 125, z="h em &t V ma*+ nz + p; e tornar o resultado real.

Depois acham-se as asymptotas (n.° 10%); mas daremos adiante um
meio mais simples de conseguir o mesmo fim.

Por exemplo, da equagio y'—2ry —a"—2y 4 8z —3=0
lira-se y=x+ 1=V 2z'— 6z + 4.

Construindo pois o diametro BN (fig. 78), cuja equagio é y=ax+1;
resolvendo a equagdo 22°— 6z + 4==0, que da os raizes x==1}==};
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tomande depois AK =, EK =E'K =1, que determinam os limites EF,
E'F', tangentes em D, D'; e achando V2 (2)°— 6.2+ A=12. 1V —1:
construiremos com os diametros conjugados DI’ e 242 a hyperbole
(MM, QQ’), que se extende desde z—=—o0 até z==1, e desde z— 2
alé z==oo. Tomando DF'=DH=}"%, DF=DG=V"%, forma-se
o parallelogrammo inscripto FGHF', cujas diagonaes GF', FH, sio as
asymptotas.

2.° Se as raizes da equagio (3) sio reaes e equaes. A equacho (1) é

L] i 1 e
y_—.qz-f—;:é:(z—ﬂ] Vom;

a qual pertence a duas rectas, que se cortam no ponto (a, aa + ) da
recla y=ax + 3, e que passam respeclivnmente pelos ponlos:

3y (0. ¢ _._‘-i e ' PRl
(a, @a 4 3), (0, B EAL m); (a, aa +B), (0, 2 +2AI/m].

Com effeito no caso, de que se tracla, a proposta lem a [6rma

m

(y—u.:—-—ﬁ)‘— e (‘r _ﬂ)2= 0:

que se decompde em dous faclores lineares a respeito de x e y; e por
isso cada um d'estes dous factores egualado a zero d4 uma recta.

Por exemplo, a equagio dy'—8zy + 2"+ 4y + 22 —2=0

b y—r—t=V I Gr+S=z—ix(e—1)VL

2

Temos pois duss rectas EN, E'N, que passam ambas pelo ponto N (1, <
da recta BN (fig. 83), cuja equagio é y==x —3; e uma das quaes ¢
cortada pelo eixo dos y no ponto E 0, —  + :173), e a oulra no ponto

E (0, 1 —11/3).

i
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3.° Se as raizes da equagio (1) sao imaginarias. A curva nlo corta
o diametro BN (fig. 82): mas como o signal de ma®+nz+p é entio _
sempre o de mx®, a lodas as abscissas correspondem ordenadas (1) reaes.
Por tanto a curva extende-se ao infinilo, para uma e outra parte de BN,
e é uma hyperbole disposta como se v& na figura.

Se fizessemos desapparecer o segundo termo de ma*+ nz 4 p, pondo

n :
r=ua+ h=;r’—ﬂ. a equacio (1) daria

k]

:im;

AT
k y=—az+B 5V ma'’ 4 p —

de sorte que a 4 &’ e a— 2’ corresponderiam valores eguaes, y — ax — B
das ordenadas da curva, contadas dos pontos E e E' de BN : por conseguinle

o ponto C (h, ah4-3) é o cenlro; e a recta CD:.E%V,”}{*_E. nh+p 6

um semi-diametro.

As raizes de ma*4 nx+4p=10, que sio da férma x=h=1" —,
sendo postas debaixo de férma real, dardo as abscissas AO=h 41/,
e AO'=h — V[ dos extremidades do diametro conjugado EE',

As rectas FH, GI, tiradas por D e D’ parallelamente a BN, e as re-
ctas FG, 1H, tiradas por E e E' parollelamente a DIY, determinam o
parallelogrammo FGIH, cujos diagonaes Fl, GH, sdo asymptotas.

Por exemplo, da equagio ¥4+ 22y — 2y —x =0
lira-se ye—=—uzx4 1= Va'—x + 1.

A equaclo do dismelro BN ¢ y=—ax+1; e como as raizes de
a*— x—+ 1 =0 sdo imaginarias, x=73== ;1 — 3, esle diamelro nio
corta a hyperbole (fig. 82): mas, porque z°— 2z + 1 & sempre posilivo,
y & sempre real; AK=1:, e KO=KO0'=11"3 dio o centro C, e o
semi-diametro EE'; e V{1 )*—L+ 1=311"3 é o semi-diametro CD".

A equacio y'— 2y — Ja” = 4=,

da qual se tira y=x=+=2Va*k

R pre—




144 GEOMETRIA ANALYTICA

~
pode servir de exemplo aos tres casos, que temos considerado, segundo
se usar-do signal superior de k*, ou do inferior, ou for k=:0,

Construindo o diametro BN (fig. 8%), cuja equacio é y==uzx: se
. usarmos do signal inferior, as raizes de & +k*=0, serio imaginarias;
(0, 0) sera o centro C; CO=2k o 1.° semi-diametro, CE — CE'=k
o segundo; e as asymptotas serio HF, 1G. :

Quanto mais k diminuir, tanlo mais a curva se approximard do cen-
tro, e das asymptotas, que ndio mudardo. E quando for k =0, a equaglo
tornar-se-ha na d’estas rectas.

Em fim, se usarmos do signal superior, a hyperbole ficard no outro
angulo, GCH e FCI, das asymptotas; e afastar-se-ha d'ellas ao passo que
augmenlar k. _

128. Quando A ¢ nullo, pode resolver-se a equagdio (a) em ordem
a y, para que lenham logar os calculos dos n.” 123 ¢ 12%; o que é o
mesmo que mudar as denominagdes dos eixos, y em z e x em Y.

Por exemplo, da equaglo 2t 22y + 22 — 3y + ¢ =0
lira-se z=y—1+Vyry—cii.

A recta DI (fig. 85), que tem por equagdo x==y — 1, ¢ um diametro,
porque divide ao meio as cordas parallelas aos z.

Depois Y+y—ec+1=0 di y=—L Vo2

No caso de ¢ > 3, eslas raizes serdo reaes; AK=1: KE—=KE'=V¢—,

delerminardo os pontos D, ', onde a hyperbole (MD, M'D’) corta o dia-
metro DD'; e ' (— 1) —1—¢41=Fe—:.p —1 dar o diametro

conjugado, 2V ¢ —1 de DD': e os diamelros determinardo as asym-
ptotas F'G, FH, uma das quaes ¢ porallela aos y. No caso de c=?, a
equaclio serh a das asymptotas. Finalmente, no caso de ¢ < 3, a equagio
pertencerd a uma hyperbole que tem as mesmas asymptotas, mas com-
prehendida nos outros dous angulos FCF', GCH.

129. Dando ao radical da expressio (1) a férma

\./m ( e Enk 3);\%. i(-H— —_)i—(. n’ “'"'E).

n T T
E =l"mVz*— ;
n/ 2m im* . m
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m I " )
- — B == g [ 1P ——
transforma-se (1) em y=oar+| e ( e

e porque os lermos que eslio dentro do parenthesis, exceplo o primeira,
decrescem indefinidamente & medida que z cresce, a equagdo das asym-

3 . = m a ﬂm.ri n
plotas (n.0 81) 6 (+)  y=uz 4 o =az 4B e (3).

]

Lugo: para ler as equagdes das asymptotas, basta completar o quadrado
debairo do radical da equagdo (1), depois de ter desprezado nelle os ter-
mos constantes (s+).

(+) Se nsarmos do processo exposio ma nota do n." 87, teremos

|
_:.‘1-,_.§-?ﬁi2,l m+_+.£.,qque fazendo & =, d.lc==+1§‘&
e depois
1( o A B0R na 4 p
—ex—=8+—|Vmsr?s nat+p—F ma* )'—5i"_‘ —
¥ 8A 2N Vmazi g —p -+ ma?
NH-L
x

ou y—cx:ﬁiﬁ.
\/ § Eheom + +~m

que, fazendo r=o0, dd d=ﬁi2

e il logo as equacdes das asymplotas,
w =)

ndo parallelas aos y, sdo
n
xym -t —

& 2
ymer +dmenopt— T mar gt

(++) Como & pa parabola m =0, e na ellipse m negativo, v& se que, por ser
infinita a expressio (3) na primeira, e imaginaria na segunda, estas curvas nio
Lém asymplolas.

GEOM, s
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Para construir as asymptolas, dadas pela equacio {3), basta determinar

i n an .
a sua mterseccno(—- — p——); e 0s ponltos onde ellas cortam o eixo
2m 2m

n X fi
& Genalh O wr LG : ]
dos y, (0. Y Vm)' (0. {3:_ i Vm)' os quaes distam da interse-

eglio d'aquelle eixo com o diametro, um para baixo e outro para cima, a

n
l.d d = "
Juantidade IAlm

Por exemplo, na equacio (pag. 142) y=ax4+1=V2"— 6z + 4,

desprezando o termo constante 4 debaixo do radical, e completando o
quadrado com a addicdo de %, fica debaixo d'elle 2 (x — 2)*; e a equagio

das asymptotas (fig. 78) é Y=az41x=(@-=3)12
Assim AK=3, KC =}, Bi=Bi'=3%, dardo as asymptotas Ci, Ci'.
Desprezando &* na equagdo (pag. 14%) y=ax2V 2*+ i,

vem logo as equacdes das asymplotas y=g* 22,

130. A discussio da equagdo geral torna-se muito facil, quando lhe
falta um dos quadrados. Com effeito, resolvendo em ordem a y a equagiio

Bxy 4 Cz'+Dy+Ez 4+ F=0,

Ca*+ Ex + F !
T Y e I IR

vem y=—

chamando h, k, I, os coefficientes constantes, que a divisio da.

Quanto maior for x, tanto mais pequena serd a [raccdo . 8

i
Bz+D
caminharé para o limite 0; conseguintemente a recta F'G (fig. 85), cuja
equacho ¢ y=hz -k, ¢ uma asymplota da curva.
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D

Quanto mais x se approximar do limile 2= — B tanto mais y se

approximaré do limite oo ; por conseguinte a recta FC, parallela aos y,

D ‘
cuja equaclio é == — B ¢ outra asymplola («).

Quando faltar o quadrado de x, acharemos os mesmos resultados, mu-
dando z em y e y em 2.

Por tanto: se na equagdo [alta o quadrado d’'alguma das coorde-
nadas, uma das asymplotas € parallela a essa coordenada. Este theorema
tem logar, qualquer que seja o angulo das coordenadas.

Por exemplo, a equaglo ' —2zy + 22 — 3y +1=0,
. " 2 - 1 : |
resolvida em ordem a y, da yz’z ;; _'.:—_;— =1x+41+ -2:1; 3

Construindo pois as rectas, cujas equacdes s30 r==—1, y="'24 T te-
remos as asymptotas |H, F'G (fig. 85), a primeira das quaes ¢ parallela
aos y. O resto da construcgdo é facil (n.” 91).

Do mesmo modo a equagio  2y"+3ay —8y—3z+ 1 =0

*— 8y + 1 5
3y—3

(+) Se resolvessemos a proposta em ordem a @, achariamos

By-%-E+\/(ﬂy+l5F Dy+F
i i Rl -

o que daria, pelo processo antecedente, as equacies das asymplolas

By +E Il( ] BE-—E[',[‘I)

=~ T\t )
Ay D C DC — EB
isto &, Sl s, ) | e B i B e Bt st k.
Tm— gy et r+
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e as rectas GH, F1 (fig. 82), cujas equacdes sio y =1, 2=—3y+ 2,
shio as asymplotas, a primeira das quoes & parallela aos .
131. No caso de faltarem ambos os quadrades, a equaglo

2y+Dy +Ez 4+ F=0

Ex 4+ F i DR —~F:

dil. _— - 2 om s eyae - wmd ]
y =D Sl 41

por conseguinte as duas asymptotas sdo os rectas parallelas aos eixos,
que tém por equugdes y=—E, et=—0D.

Se se lransportasse a origem ao centro, a hyperbole ficaria logo re-
portada &s asymptolas ; porque a equaclo tomaria a forma ay=m".

3.2 Caso:-m=0

Curvas illimitadas num sentido sdmente

132, Ay*+ Bay +4- Cz® é um quadrado. Quando ¢ nullo Aou C, e
ndio B, sempre tem logar esle caracler,
1.° Se n nio € nullo. Para construir a equacdo (1), cujo radical se

reduz entdo a Vriz 4 p, descresamos o diametro BN (fig. 66), a que
pertence a equagdo y==xa + . A ordenada tangenle EF, e a interse-
¢¢do D do dismetro com a curva, correspondem & abscissa dada. pela equa-

¢io na-+p=~0, x= P —a;eoparte o2} ne+p = --’-l-"n(a: a)
i g a3 Bongy . T = =—4n
; n ; 2A 2A
que se deve accrescentor ou lirar s ordenadas de BN para dar as orde-
nudos (1) da curva, setd real sbémente para & > a, quando for n positivo;
ou para & < a, quando for n negativo. Por tanto a concavidade da curva
ficard vollada para os z positives, como M'DM, quondo for n positivo;
e para 08 ¥ negativos, como ODM/, qunntin for n negativo. A curva, ex=

tendendo-se ao infinito d'um lade sémente, é uma’ parabola.
Com as coordenadas DN, MN, d'um ponto M da curva determinar-

e
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-

se-ha o parametro 2p'= , @ descrever-se-ha depois [acilmente a

DN

mesma curva (n.° 107),
Por exemplo, a equaclo y'—ay+ tat—2y —x 4 6=0

da y-—-—-ix-]-t-_.'-l/ﬂx-—_-’l.

Tomando pois (fig. 66) AE==$==2, delermina-se a ordenada limite
ED==2; depois lomando AB = 1, determina-se o diametro BN; e fi-

-

descreve-se a parabola MDM’,

nalmente com o parametro 2p'=—

DN
com a concavidade voltada para os & posilivos.
A equacio y'—ay+ s —2y+32—3=0
da ye=lz4 1=V =2 14;

por conseguinle 0 mesmo diametro, mas a concavidade da ]I[IFiIIJUIx'J MDO
voltada para os & negalivos,

2.° Se n ¢ nullo. A equagho (1) torna-se em

1
y=axtE —\I B
e entho:

Se p & positivo: temos duas rectas parallelas DE, D'E' (fig. 86), e
equidistantes de BN, cuja.equacio & y =ax + 3. Por exemplo, a equa-
¢ho [y—+ a)*—2y — 2 —1 =0 dd y=—ux 4 | == 1/2: por conse-
guinte AB= AN =1 determinam o diamétro BN; e depois as partes
BD = BD'=12 = BN, determinam os pontos D, D', pelos quaes passam
as rectas pedidas parallellas a BN,

Como qualquer ponto G da recta BN dividle em duas partes eguoes
lodas as reetas, interceplas entre as duas parallelas, que por elle passam;
pode considerar-se BN como o logar de uma infinidade de centros (n.° 99).

Se p é nullo: temos uma recta BN. O que tem logar, por exemplo,

f i

na equacio {y -"r"J'.,.“—' Qy — e 4 | == 0.
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Se p & negalivo: y ¢ imaginario; e nio ha linha alguma. Como acon-
tece na equaglio (y+a)'— 2y — 2z + 2=0.
Com effeito, no caso de serem nullos m e n, pode dar-se & proposta
e -
a [6rm —az—0G)—
8 (y —ez—p)'— =5

lineares, e por conseguinte dé duas rectas, y — ax—@ -|-2—1Al/p =0,

==0; e esta: decompde-se em dous factores

y—ux—[i-—% V'p=0, no caso de ser p posilivo; di duas rectas

porallelas, que coincidem, y — az — 2 =10, no caso de ser p nullo; e
exprime uma condigho, o que nlo pode salisflazer-se, no caso de ser p
negativo.

A equagdo (y+a)'—2y —2+1=k

pode ser exemplo para os tres casos, segundo o valor e o signal de k.

Com effeito esta equagdo dbh y=—ax+ 1 =V L, que se construir,
tomando AB= AN =1, depois BD = BD'= V" k; e tirando por D, IV,
parallelas a BN. Estas parallelas sio distinctas, em quanto k & posilivo, e
tanto mais proximas quanto menor é k, coincidem, quando k é nullo; e nio
existem, nem a equagio representa linha alguma, quando k é negativo.

133. Da analyse precedente dos casos.de m negalivo, posilivo, ou
nullo resulta que: no primeiro a equacdo perience a uma curva fechada,
e representa uma ellipse, um circulo, um ponto, ou nada; no segundo
pertence a uma curva aberta em dous sentidos, e representa uma hyper-
bole, ou duas rectas que se cortam; no lerceiro perlence a uma curva
aberta num sentido, e representa uma parabola, duas rectas parallelas,
uma recta, ou nada. O que & conforme com o quadro da pagina 131.

13%. Reciprocamente: se quizermos formar uma equaclo que exprima
alguma das circumstancias relativas & natureza e configuracio da curva;
determinaremos as constantes «, %, m,.... e a nalureza do radical, de
modo que sejam salisfeitas as respeclivos condicdes. Assim, para que a
curva seja uma ellipse, faremos m negalivo, e n e p laes que as raizes
de mz’'+ nx + p=0 sejam reaes; pars que seja uma hyperlm]e. lo-
maremos m posilivo, en e p laes que as raizes da mesma equagldo sejam
imaginarias, ou reaes, segundo quizermos que a curva ndo corte, ou
corte o diametro; etc.
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Supponhamos, por exemplo, que na hyperbole pontuada da fig. 84:
C é o centro; o diamelro BN faz com os  um angulo de 45°; a abscissa
da ordenada tangente e limite da curva é CE=1; e o diamelro con-
jugado CO ¢ 172, Teremos, para salislazer 4s primeiras condigdes,

y=a =V 'm ("—1), contando as abscissas de C; e como devemos fazer
x=10 para achar o diametro, o que dé z==FV"m , " — 1, serd pela
ultima condigio CO =" m =12,

Por tanto a equaclo & y'—2ry — r'=—2,

Para formar uma equacio que represente um ponto, uma ou duas
rectas, ou nada, podemos proceder do mesmo modo; mas é mais simples
0 seguinle:

Sendo L e M expressdes da forma L =1ky + [z + g, M=Ky + 'z 4 ¢/,
temos:

1.2 Para um ponto, L’ M*= 0 (pog. 140).

2.° Para uma recta, L’=0 (pag. 150). i X

3.° Para duas rectas, LM = 0 (pag. 142); e demais —=—, se estas
duas rectas sho parallelas (pag. 149). ! !

4.° Para que a equagdo ndo represente loger geometrico possivel,
L*+ M*< 0 (pag. 140).

135. Discutida a equaclio (1) na hypothese de serem as coordenadas
rectangulares, proponhamo-nos construil-a reportando a curva a um sy~
slema de diametros, sem recorrer & theoria exposta no n.° 108.

Sem mudar a origem das coordenadas, nem o eixo dos y, tomemos
o dos &’ parallelo ao diametro cuja equaglo é y = ax 4. Temos entlo:

|
=f£, sen (zx"\ =k f xy' =90n;
Vl+u= &) i)

tang (x2') ==, cos (xa') =

o que substituido nas formulas (2) do n.° 44 dd z=—1ko', y=zkx + v/,

e transforma (1) em y'=3 iﬂ_:; V mk'a'* + nkz'+ p.

1.° Se a curva tem centro: transportando a elle a origem das coor-
denadas, deve a equacdo tomar uma f6rma tal que a dous quaesquer va-
lores eguaes, e de signaes contrarios, da abscissa correspondam dous
valores eguaes, e de signaes conlrarios, da ordenada, Deve pols elimi-
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nar-se a parte 2, e o termo em &', da expressdo de y, fazendo y'==y"" §,

r=a— 2_2., que transformam a equacdo precedente em
mik

' K
ylle=+ 2_3\/ mhk’z'"* — &i +p

As coordenadas 2", y”, sio referidas ao centro que, relalivamente aos

" n : ; ek
eixos dos ' e y' & (_?’ ,'5), e relativamente aos eixos primitivos
=

Reduzida assim a equaglio aos diametros conjugados, ¢ facil @ sua
construcglo (n.° 98, 2.%),

Por exemplo a equagio y—=z4 1V _22 62— &

dim=—2,a=1,k=i1"2, =1, ea translormada y""+ 2""="1,
E assim, tragado o diametro BN (fig. 76), cuja equagio é y—=x+ 1, e
transportada a origem ao centro C, restard descrever a ellipse, cujos
semi-diametros sio CO=CD=}"7.

2° Se a curva ndo tem cenlro: ¢ m=0, e o radical redouz-se a
V mkz'+ p. Transportaremos pois a origem ao ponto onde o diamelro
corta a curva, fazendo desapparecer os lermos constantes 3 e p, islo &,

fazendo y'==y"'+ 3, .-:.-'_-:m”—--—pi‘-; e teremos a equacio da parabola
n

y"* = nka"; sendo: eixo dos o o diametro que tinha por equagio
y=ax -+ ; o eixo dos y” parallelo ao dos y; e origem o ponto, onde
a curva corta o diametro. Com o que facilmente se descreveré a curva
(n.° 107, 1.9).

Por exemplo, a equacio y=lto41=V2%—}§

db =2, k=174, y"=4a" V' e di upnrnbola MDM’ (fig. 66), sendo
BN o dmmnlrn que tem por equagﬂo y=lzr+4 !
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V. PROBLEMAS DE ANALYSE GEOMETRICA

Da geracao das curvas

336. 1. Se duas rectas AM e BM (fig. 87) gyrarem d roda dos pontos
A e B, de modo que se cortem sempre perpendicularmente; achar a eurva
que neste movimento descreve a sua intersecgio M.

Tomemos o meio C de AB para origem das coordenadas, e seja
AC=CB = r. Como as rectas generatrizes AM e BM devem passar por
A(—r, 0) e B(~+r, 0), e ser perpendiculares uma & oulra, leremos os
equagoes

y=a(z+r), y=a (z—r)...(1), ad+1=0...(2.

Quando dermos a a qualquer valor, e a a’ o correspondente u'==:,
tirado de (2), as equacdes (1) serdo as das generalrizes na posicdo rela=
tiva a esse valor; e os valores de x e y, dados pela eliminagdo entre as
equacdes (1), determinarlo o ponto em que as generalrizes se cortam
nessa posicio, Logo, se entre (1) e (2) eliminarmos a e a', a equagdo
resultante em z e y, sendo independente da posicdo particular das gene-
ratrizes, perlencers a todas as interseccdes M, isto é, serd a equocio da
curva.

Eliminando,j pela substituicio em (2) das expressdes de a e a' tiradas
de (1), vem

:rz_‘_ yx ——

Por tanto a curva, de que se tracta, ¢ um circulo descripto sobre o dia-
metro AB.
1l. Se, generalizando o problema antecedente, quizermos que as duas
generalrizes AM ¢ BM (fg. 88) fagam um angulo, cuja tangente € 1: as
GEoM, T
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equacdes respectivas serdo
a'—a
1 4 aa”

y=a(z+r),y=d(x—=r),et=

A climinagio de a a a’ entre ellas da a equagdo da curva pedida

("4 y*—r') t=2ry;

cuja discussdo mostrarh que a curva ¢ um circulo, com o cenlro em O

(0. ’?) e de raio OB-—\/,- +_

Em geral sempre se pode considerar uma curva como gerada pela in-
terseccio continua de duas linhas dadas, rectas ou curvas, cuja posiciio
e forma dependem de conslantes, ou parametros, que variom com ellas,
segundo leis conhecidas, isto ¢, de modo que satisfacam sempre a relagdes
dadas entre as mesmas conslanles,

Com effeito, se M=0 e N=0 forem as equacdes d’'estas genera-
trizes; e se as variagdes da sua férma, devidas & variaclio dos parametros,
que suppomos serem dous, forem sujeitas & condigio P=0: é claro que
a eliminaclio dos dous porametros entre as equagdes M=0, N=0,
P = 0, daré uma resultante em =, y, a qual, sendo independente d'elles,
serd a equagdo da curva procurada.

Se os parametros forem tres, e duas as equacdes de condicho P =0,
Q=0; a eliminacio d'elles entre M=0, N=0, P=0, Q=0, dard
ainda a equaclio em x, y, da curva.

Em geral: se o numero total dos equacdes das generatrizes e das de
condigio for egual ao dos parametres mais um, a eliminaclio d’estes dara
a equaclo d'uma curva. Se o numero total das equacdes lor egual ao dos
parametros, ou menor: eliminando tantos d’estes quantas sho as equacdes
menos uma, ficarb uma equaglio em &, y, que ainda conterd alguns pa-
ramelros arbitrarios, e que por isso representard um numero indetermi=
nado de linhas, Se o numero total das equagdes for egual ao dos para-
metros mais dous: eliminando estes, ficardio duas equagdes em x ¢ y, que
darlio um numero determinado de pontos. Em fim, se o numero lotal
das equacdes for maior que o dos parametros mais dous: eliminados estes,
¢ x ey, licarbo equagdes de condicio; e o problema serd sbsurdo, se




GEOMETRIA ANALYTICA 155

eslas equacdes ndo se verificarem; ou, verificando-se ellas, ndo serdo
distinctas as proposlas,

IIl. Dadas duas rectas DN ¢ Dz (fig. 89), e em uma d'ellas o ponto
firo A: achar a curva, que tem a propriedade de ser a distancia MA,
de cada um dos seus pontos a A, egual d parte PN que as rectas dadas
tnlerceptam na perpendicular indefinida abairada de M sobre Da.

E clare que os pontos M siio as inlerseccdes dos circulos, descriptos
com os raios AM, com as perpendiculares PN; e que pelas condigdes do
problema deve ser AM = PN = DP tang NDA. Chamando pois AM = a,
AP =, os parametros variaveis; AD = p, tang NDA =¢, as conslantes
fixas; e tomando A para origem das coordenadas rectangulares, e APx,
AEy, para eixos; teremos as equacdes das generalrizes, e a equagio de
condigiio, ;

4 Y=g, 8=0..,0.0. l.':l}. o (p 1 828 unins (2)

E substituindo em (2) as expressdes de « e 3 tiradas de (1), acharemos
a equaclio da curva '

y+a' (1l =) —20px — p*=0.

1.* Se t=1, ou E'DA =45": a equaclio reduz-se a y*=2pzx } p°,
pertencente & parabola E'S, cujo foco ¢ a origem A, e cujo vertice &
S (—1p 0).

2.° Se t <1, on NDA < §5.°; a equaclo pertence a uma ellipse, cujos

t t 3
. ‘*,b -_p_.ccnjuccnlrnél]( P )

-_.'["l___l'-“ |_i,t

Semi-eixos sio a = :

Esta ellipse torna-se em um circulo no caso de ser ¢t = 0, isto é, de ser
DN paraliela a AD: e com effeito PN = AM == AF & entdo conslante (+).
3.° Em fim se ¢> 1, ou IDA > 45.°; a curva ¢ uma hyperbole, cujos

¢ 52 : 9 pt pt
primeiro e segundo semi-eixos sd0 ——— € ———,
el i i

Esta propriedade poderia fornecer um meio de descrever as tres cur-

(*) Neste caso t ¢ nullo e p infinito; mas como AE — pt é agora AF, lemos
t=0 e a=0b—=AF, e C (0, 0) coincide com A. 4




e P—

156 GEOMETRIA ANALYTICA

vas. Ellas tocam a recla dads, que nlo contem o ponto fixo A, na sua
interseccio com Ay,

IV. Se uma recta AB (fig. 90) de comprimento dado se mover no an-
gulo dado ACB, de modo que as extremidades A e B se conservem con-
stantemente sobre as rectas AC e CB: achar a curva, que, neste movi-
mento, descreverd um dos pontos M de AB.

Tomando AC e BC para eixos coordenados, os dados do problema sao
cos ACB=¢, MB==a, MA==0. A curva pode considerar-se como ge-
rada pelo movimento das rectas AB, PM, cujas equacdes so

y=oax -2, x==y,

isto ¢, como o logar geometrico das interseccdes M (y, ay -+ ) d’estas
rectas.

Fazendo PB =z, o triangulo PMB e o parallelismo das rectas AC e
PM dio

a* =z’ (ay +B)"— 2ez (ay + B), bz =ay ().
Substituindo pois nas duas ultimas equagdes as expressdes ay + 3 =y,

y=u=, resullantes das primeiras, vem bz =az, a'= 13"+ y*— Zeys;

(+) Ainda que pareca que lemos quairo equagoes e qualro incognitas z, a,
B, y; com tudo z, que s6 foi introduzida por commodidade do calculo, fica de-
terminada pelas oulras 4, f, y. Com efleilo, pondo y =0 na equacio de AB,

resulla Cll=h£'-: ¢ conseguinlemente z=CB—GP=—-~E-—T.
= [ |

As equacgdes que exprimiriam direclamente as condigbes de serem MA e MB
constantes, isto é, de serem constantes as dislancias entre os ponlos A (0, B), e

-3

B (__f‘., u), e o ponlo M (y, ay -+ B), seriam (n.° 33):

2
Ve taty'— Sar'e, i (14 ) Ger e P2 (1 L) er 40

-3

enlre as guaes ¢ as das generalrizes se deveriam eliminar «, B, 7.
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e a eliminagio de z entre estas dé a equacio pedida
a’b*=b"y’+ a’x’— 2abexy,

a qual perlence a uma ellipse, cujo centro é C (n.° 92).

Quando o angulo ACB é recto, simplifica-se muito o calculo. A equa-
¢io reduz-se a b’y*+ a’z'=a’b’, que perlence a uma ellipse referida
ao centro e aos eixos 2a, 2b. O que indica um meio muito facil de
descrever a ellipse,

Tiram-se duas rectas perpendiculares indefinidas Cx, Cy; marcam-
se sobre uma regua duas partes AM =250, BM=a, eguaes aos semi-
eixos; e move-se esta regua sobre o angulo yCz, de modo que os pon-
tos A e B se conservem constantemente sobre Cz e Cy. Neste movimento
a ponta d'um lapis, que se tiver fixado em M, descrevera a ellipse.

Se o ponto M estiver no prolongamento de AB, em M', » mesma
analyse darad um resultado, que s6 diffirird do precedente no signal do
ultimo termo — 2abexy. Por isso, se forem entio Cx e Cy rectangula-
res, AB serd a differenca, e ndio a somma, dos semi-eixos BM'=a,
AM'= b; e a construccdo precedente serd a mesma,

V. Abaizada do féco F' d'wma ellipse (fig. 56) a perpendicular sobre
cada tangente; achar a curva formada pelas intersecgdes | das tangentes
e das suas perpendiculares.

As equacdes da tangente em um ponto M (', y'), e de qualquer recta
que passa pelo féco F' (— «, 0), sdo respectivamente

a‘yy'—+ bax'=a’V’, y=_ (¢ + a);

e como a condigdo de perpendicularidade da l—%% =0, as equagdes

!

das generatrizes slo a'yy'+ Vaxx'=a'V’, b’z'y=a’y (z + a).
O ponto (&', y') deve sempre pertencer & ellipse; o que dé a equagio
de condigio a’y*+ b *=a®b’.

Substituindo na terceira d’estas equagdes as expressdes de =’ e y' li-
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radas das duas primeiras, a pedida seré
By a* (@ @)= [y @ (a0
ou pondo (n.” 51) a’— «” em logar de 4%, desinvolvendo, e decompondo
em factores, (y*+x*—a’) [y + (2 + )*]=0.

O segundo factor é evidentemente extranho ao problema; porque
"4 y=0, & ==~ a, que sio as coordenadas do fco, O primeiro da

y'z_!_ o =a*,

que ¢ a equagio d’um circulo circumseripto & ellipse dada: esle ¢ pois a
curva procurada.

1. Por ndo entrar b na equacho, o circulo inscripto na hyperbole

resolve o mesmo problema a respeito d'esta curva (n.° 63).

2.° Este circulo ¢ o mesmo para todas as ellipses descriptas sobre o
eixo maior; e quando b=a, confunde-se com o circulo entdo proposto,

3.° Por ser a equacio independente de =, o circulo é o mesmo, fquer
se abaixem as perpendiculares do féco F', quer do [6co F.

Para o parabola teremos de eliminar entre

yy'=p(z+), py=—y' [®—3p), y"=2pa';
0 fque da x [-iy“—k (27"“' p).l] =0.

O segundo lactor niio serve, porque di as coordenadas y =0, z=21p,
do foco. O primeiro di x==0; por conseguinte o eixo dos y ¢ o logar
dos pés i das perpendiculares abaixadas do [6co sobre as tangentes (fig. 52,
e pag. 76). :

V1. Dada a parabola NAK (fig. 91): achar a curva formada pelos
ponlos M, onde se cortam as tangentes MN, MK, que fasem entre si um
angulo dado.

Seja 2p o parametro da parabola dada, e ¢ a tangente do angulo dado.
As equacdes das duas generatrizes tangentes nos pontos (2', y') e (2", y")
siio

y'=p(z+2), yy'=p(z+2");
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e as condigdes de ser ¢ a tangente do angulo constante KMN das genera-
trizes, ¢ de pertencerem os pontos (2, ) e (2", y") & parabola, dao

Ply'—y) ;
t="——, y"'=2pa, y'""=2pa’.
vyy'+p y : s

Para eliminar cﬂmmodumente entre eslas cinco anmuus 0s quatro
parametros mrmwels o, y', @', y', substituamos nas tres primeiras as
expressdes de &' e 2 liradas das duas ultimas: ficam

. (y'—
Y= 2yy + 2pa= 0, y'"— yy'+ px—0, t=" ,"'-;, + ;{)'
)
e |mrquc o duas primeiras d'eslas sdo identicas, havera nellas s6 duas
raizes y', y", e leremos

S e

yy'=2pa, y'=y =V y'— s, y'=y =V y'— 2px,

que substituidos na ultima dardo em fim a equacio pedida

2

Y=t —pr (2 4-t") — U'p"=0.

Esta equacdo pertence a uma hyperbole: e como nlo entra nella ¢ senito
elevado ao quadrado, vé-se que um dos ramos ¢ descripto pelo verlice
M’ do angulo obtuso K'M'N, e o outro pelo vertice M do supplemento
KMN. A delerminacio duv centro C, e dos eixos, ndo tem difficeldade,

Se o angulo dado M [osse reclo, islo &, se [osse (= oo : leriamos
22 p==0; por onde se vé& que, se de cada ponto da directriz tirarmos
duas tangentes & parabola, ellas fario sempre cntre si um angulo recto.

VII. Algumas vezes o enunciado do problema niio exprime o modo
de geracdo da curva; mas da immediatamente a equaco que o resolve,
ou a definicio de que ella & consequencia, Para ver um exemplo d'esta
circumstancia, que ndo merece que d'ella nos occupemos se nao de pas-
sagem, resolvamos a questdo seguinte :

“Achar a curva da qual cada uma das ordenadas é meia proporcional
entre as de duas rectas dadas, correspondentes @ mesma abscissa.
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Sejam y=azr-+b, y=a'zr + ¥,
as equacdes das reclas dadas. A da curva pedida seré
y'=(ax +b) (a'z+ V), ou y'—ad's’— (a'b+ ab/)x =105}
1.° Se uma das reclas, por exemplo a segunda, for parallela ao eixo
dos x, serh a'=0, e a equacho se reduzird a y'=ab'z 4 bV,

pertencente a uma parabola, que facilmente se descreve. E se ambas as
reclas forem parallelas a0 mesmo eixo, serdo a=0, a’=0; e por con-
seguinte y"==bb’, que darh duas reclas parallelos, ou uma recta, ou nada,
segundo forem os dous factores b e b’ do mesmo signal, ou um d’elles
egual a zero, ou um posilivo e outro negativo.

Se em logar das rectas dadas tomarmos parallelas a ellas, cujas or-
denadas correspondentes sejam eguses e opposlas 4s das mesmos reclas,
isto ¢, se lomarmos a; a’, b, b’, com signaes conlrarios, a equagio ficard
a mesma mudando x em — &, de sorte que leremos uma curva egual,
e em senlido opposto, & primeira.

2.° Se a e a’ tiverem signaes conlrarios, a equaglo perlencerf a uma
ellipse ; e particularmenle a um circulo, quando for aa'== — 1, islo &,
quando as rectas dedas se cortarem perpendicularmente. A equaglio po-
dera tambem dar um ponto, ou nada.

3. Em fim, se a e a’ liverem o mesmo signal, a equacio dard uma
hyperbole; e quondo for a==a', uma das asymptotas (n.* 87)

_+(.r+b+bp)
y__'“' 2

serd parallela &s reclas dadas. A equacio tambem pode dar duas rectas
que se corlam.

Nos dous ultimos casos, absirahindo dos signaes das coordenadas,
acha-se uma ellipse e uma hyperbole, descriptas sobre os mesmos eixos,
como se vé na fig. 65.

Estes problemas podem variar-se muilo. Acha-se grande numero
d’elles no Recueil de diverses propositions de Géométrie de M. Puissant.
Ajunclaremos ainda alguns.
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VIII. Se fizermos gyrar dous angulos de 45°, BAC, BDC (fig. 92),
em torno dos vertices fixos A e D, da maneira que a intersecclio dos
lados AB, DB, esteja constantemente sobre a recta BE parallela a AD;
qual serd a curva descripta pela intersecgio C dos outros dous lados AC,
DC?

Ainda se pode generalizar este problema, dando qualguer outra gran-
deza aos angulos moveis, e qualquer outra direc¢io & recta BE.

IX. Seja M um ponto (fig. 93) tal que as distancias AM e BM a dous
pontos fixos A e B estejam entre si numa raziio dada: qual serd a curva,
em cujos pontos se verifica sempre esta propriedade?

Qual serd o ponto d’esta curva, no qual AM lhe & tangente?

Em fim, quaes serlio os pontos M, cujas distancias a tres fixos A, B,
D, tdm entre si razdes conhecidas?

X. Dado um circulo e uma recta, qual é o logar geometrico de todos
os centros dos circulos tangentes a estas duas linhas? O mesmo problema
tambem se pode propor a respeito de dous circulos dados.

XIL. Se fizermos mover um angulo recto, de modo que os seus lados
sejam sempre tangentes a uma ellipse ou a uma hyperbole dada, qual
serd a curva descripta pelo vertice? (fig. 91).

Em logar do angulo recto pode tomar-se qualquer outro, do mesmo
modo que no problema VI.

XIL. Se duas rectas AF, CD (fig. 37) gyrarem em torno dos vertices
A e C do triangulo ABC, de modo que os pontos D e F, onde ellas
cortam os lados AB e BC, sejam sempre equidistantes da base AC: qual
serh a curva descripta pela sua interseccdo G? (vej. n.* 36, VIII).

Problemas que passam do segundo grau

133. J& vimos (n.” 15) o modo de construir as raizes das equacdes do
segundo grau. O exemplo seguinte mostrard o que se deve fazer, quando
a questdo, que se pretende resolver, conduz a equacdes de graus supe-
riores ao segundo.

Seja a equaglio z'—"pgr+ p'rae + p'm*=0.

Se fizermos z*= py, teremos, em logar da proposta, as duas

a'=py, y'—qy + rz + m*=0,
GEOM, o
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de cuja combinaciio ella resulta. Por tanto, se construirmos as duas pa-
rabolas, a que pertencem estas equagdes, os pontos, onde ellas se corta-
rem, terio por abscissas as raizes da proposta.

As raizes serio todas qualro reaes, quando as curvas se cortarem em
quatro pontos; duas reses e duas imaginarias, quando as curvas se cor=
tarem em dous pontos; e todas imaginarias, quando as curvas nlio se
cortarem, Se houvesse raizes eguaes, as curvas tocar-se-iam, elc.

Como a decomposicio da proposta se pode fazer de muitos modos,
convird quasi sempre escolhel-a tal que uma das curvas seja o circulo;
por ser esta a linha que mais facilmente se descreve.

Assim, fazendo zy==mp, a proposta serh a resultante das duas

Py __

g Yy =pm, &'+ y'+ s i 1

Para a construir por meio d’'ellas: tirados os eixos rectangulares Az
e Ay (fig. 94), descrever-se-ha a hyperbole entre as asymptotas, cuja

equaclio é xy=pm; tomando AC=££‘. descrever-se-ha um circulo

b

7
bm*’
onde est¢ circulo cortar a hyperbole, abaixar-se-hio as ordenadas MP,
M'P', NQ, N'Q". As raizes procuradas serdo as abscissas correspondentes
AP, AP, AQ, AQ/, as quaes, na figura, sio duas positivas e duas nega-
tivas. Poderia acontecer que so existissem duas intersecgdes, ou nenhuma.

com o centro C, e com o raio \/pq—i—p ; e dos pontos M, M, N, N/,

Do mesmo modo, para ri—p'z*+ p'qx + p'r=0,
faremos a decomposigio nas duas ar=py, y*—py + q@ 4 pr=0,
- @'=py y'+3"—2py+gqz+pr=0,
pertencentes a uma parabola, e a um circulo, que facilmente se descrevem.

Para d'Ea'z—a'q=0
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convem multiplicar por z, e fazer z=ay, o que dé
z'=ay, y'=ay—qr=0:
isto &, *=ay; e y'+x'=qax, ou y*+ x'=2ay + ¢z,

conforme se usa do signal inferior, ou do superior, do segundo termo da
proposta. A primeira d’estas tres equacdes pertence a uma parabola, e
qualquer das outras a um circulo, As abscissas das intersecgdes das duas
curvas serdo as raizes; mas d'estas deverd excluir-se uma x =0, que se
introduziu, quando se multiplicou a proposta por x.

Um calculo similhante feito em o'— 3a’z =24’ d4

* a'=ay, y'4 z'= bay + 2ax,

pertencentes a uma parabola MA (fig. 95), cujo parametro é a; e a um
circulo CAM, cujos centro e raio sio C(a, 2a) e AC=al"5: a abscissa
da interseccho M d'estas curvas ¢ 2==AP, unica raiz real da proposta.

Pela mesma construcgo se pode achar 17 a.

134, Achar duas meias proporcionaes x e y entre duas rectas dadas
aeb.

Temos +: a:z:y:b; isto &, &= ay, y'=ba.

Por conseguinte resolvem o problema as duas parabolas, que tém o mesmo

vertice (0, 0), os parametros a e b, e cujos eixos sio o dos y e dos a.
Mas sommando as duas equagdes, torna-se a construccio mais simples,

por se empregar, em logar dos duas parabolas, uma s6 com o circulo

y'+ a'—ay — bz =0.

Teremos assim as mesmas linhas da figura 95, sendo BC=1q, eABm; ;
A eliminagio de y dd x’==a’b; que para b = 2a se torna na @'== 24" A

pela qual se resolve o famoso problema da duplicagdo do cubo.
E mais geralmente, para b = TTE' fica x'_—j:l—l a’ a qual ensina a for-
| mar um cubo 2’ que tenha para outro dado a® a raziio m:n,

Em geral as construcgies podem variar-se de muitos modos; por que
mulhpllcandu por quantidades indeterminadas, e sommando, as equagdes

RS
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de duas curvas de cuja combinaclio resulta a equacio proposta, podem
obter-se muilas oulras curvas proprias para a resolu¢do do mesmo pro-
blema.

135. Mas pode acontecer que uma questdo, que se propde como
determinada, o ndo seja na realidade (vej. n.° 36, 11); ou tambem que
se facilite a sua resolugdo, quando ella é determinada, fazendo-a depen-
der d’outra questio que o ndo seju. A propria analyse indica eslas mo-
dificacdes: como se vé nos exemplos seguintes.

1. Dados dous pontos A e B (fig. 96), achar um terceiro ponto M tal
que, tirando AM e MB, o angulo MAB seja metade de MBA.

Chamando a, a' as tangentes dos angulos MAB, MBA, dos quaes o
segundo deve ser o dobro do primeiro; fazendo AB==m; e tomando AB
e a sua perpendicular em A para eixos dos x e dos y: as equacdes das
rectas AM e MB, e a da condigio do problema, sio

2a

y=az, y=—a (x—m), a'=

Eliminando a e a' entre estas equacdes, resolve o problema a equagio
y*— 3x*+ 2mz =0.

Vé-se pois que a questdo é indeterminada, e que lhe satisfazem todos os
pontos da hyperbole, a que perlence esta equacdo. Dividindo AB em tres
partes eguaes nos pontos C e D, isto ¢, tomando AC=CD = DB=m:
C serd o centro da curva; A e D serfio os vertices; e as asymptotas CG
e BH fardo com AB angulos de 60°, isto &, angulos cuja tangente é 173 :
e com estes dados lacilmente se descreverd a hyperbole MD,

O problema da trisecciio do angulo consiste em dividir em tres partes
eguaes um angulo AKB, ou o arco AEB que lhe serve de medida; isto
¢, em achar neste arco um ponto E tal que seja EKA=2EKB. Por
conseguinte é claro que, fazendo sobre a corda AB a construcclo prece-
deute, e descrevendo a hyperbole MD, a interseccio E d’esta curva com
o arco AEB resolve o problema, isto é, da o arco EB="!AEB, ou o
angulo EKB=2AKB.

Se ndo for o arco AB circular, mas elliptico, ou outro qualquer, este
processo servirh egvalmente para delerminar um ponto E do arco dado
de modo que os arcos AE e EB sejam vistos das extremidades B ¢ A
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por angulos, um duplo do outro. E assim o problema da triseccio do
angulo ¢ um caso de precedente.

1. Tirar uma recta DD’ (fig. 97) tal que a somma das perpendicu-
lares MD, M'D’, abaizadas sobre ella de dous pontos dados M, M, seja
equal a uma grandeza dada m.

Seja y=ax—+b

a equaclo da recta procurada. As distancias dos pontos M(2', y') e M'(z", ")
a esta recta serdo (n.° 3%)

ot S”--- PP .5
WD LR = gy (A5 Y o B,
V'L +'a® Vi4a®

e conseguintemente a condi¢io do problema, MD —+ MD'=m, da

........

a.t:"—y’-i—b~{—ax”—y”+6=1n£/1+a'* (
que pela eliminaglio de b, reduz a equagdo da recta a
y—1+y)=alz—i @+ +imt 1+,

ou, transportando a origem ao meio C de MM'[} (z'+ &"), L (y'+ y")],

O valor de a fica arbitrario, ¢ o problema é indeterminado. Para qual-
quer valor de a, a ordenada inicial CB ¢é ‘mV 1 4 a'; e conseguinte-
mente a distancia FC=_1m: o que indica a construcclo geometrica se-
guinte. Do meio C de MM’ como centro, e com o raio ;m, descreva-se
um circulo: as suas langentes satisfardo todas ao problema; o que por
outra parte ¢ evidente, altendendo & propriedade conhecida do trapezio
MDD'M'.

Se a mesma questdo se propuzesse a respeito de tres pontos, M, M/,
M, bastaria ajunctar ax''— y"' b ao primeiro membro da equacio
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(1). E geralmente para n pontos seria necessario ajunctar n— 2 expres-
sdes similhantes ao primeiro membro da equacio (1), e suhstiluirl::— em
logar de -;—m no segundo membro da equaciio (2). Por onde se vé que

a somma das n perpendiculares ¢ m, quando DD’ é tangente ao circulo

: 1 1
descripto do centro C(;(m’+ o' . .4 2lv), = (y'+y"...+ yf“l)) com
. m
0 raio —,
n
1II. Dadas duas rectas AP, AD (fig. 98), achar num ponto M tal
que as perpendiculares MP, MD, tenham entre si uma razdo dada n:m.
Tomando AP para eixo dos z, A para origem, e sendo y=ax a equa-

¢do de AD, sera pela condigio dada,

MD A y'— adf m

—
— .

MP  yVita n

Satisfazem pois ao problema os pontos da recta AM, cuja equacio ¢

an

[] ]
—— =

y:
n—mV 1 4 a*

Fazendo MP=n, ser@ MD=m. Por tanto se tirarmos AB = n,
AC = m, perpendiculares na origem és reclas dadas AP, AD, e depois
BM, CM, parallelas 6s mesmas rectas, serh M um dos pontos procurados,
e AM a recta que os contém lodos.

Se quizessemos que os pontos, de que se tracta, pertencessem a uma
curva MN, ¢ claro que elles seriam as intersecgdes M, N, da curva com
a recta AM.

Para os pontos M’ situados abaixo de AP tomaremos "1 - a® nega-
tivo (n.° 3%), e AC'==m em senlido opposto a AC: enlio AM’ serd a
recta tirada de A para a intersecgio de BM com C'L

IV. Tirando por cada ponto K d'uma recta dada BB' (fig. 99) duas
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tangentes KM, KN, d ellipse dada CMN, e a corda MN, que passa pelos
pontos de contacto: achar a curva, que € o logar das inlersecgdes conse=
cutivas d'estas. cordas MN.

Reportando a curva ao diametro Cy parallelo a BB', e ao seu conju-
gado Cx: a equagiio da corda MN, que juncta os pontos de contacto das
tangentes tiradas por K (&, 3), ¢ (n.° 8%) a*2y + b*az=0a"b"; similhante-
mente a corda mn, que juncla os pontos de contacto das tangentes tiradas
por outro ponte (z, 3') de BB, é a3’y -+ b%ax = a’b*; e eliminando
x e y entre estas duas equagdes, teremos a intersecglio das cordas MN
e mn.

ﬂﬂ
Eliminando pois z, resultard a’y (3'—£)=0; isto ¢, y=0, = 7=

Por onde se vé que todas as cordas se corlam sobre o diametro Cz em
um s6 ponlo (a—. 0).
-4
A mesma propriedade tem logar na hyperbole e na parabola.

136. Os principios expostos bastam algumas vezes para disculir as
equagdes de graus superiores ao segundo. Seja por exemplo

y'—a'+ (a —b) 2*+ abx =0,

que déa y=+=Vk(z—a)(@-+0b)

A curva (fig. 107) é symmetrica relativamente ao eixo dos z, que ella
corta nos pontos A (0, 0), C(a, 0), B(—25, 0). Desde z=0 até x=a,
y & imaginario; desde x = a até z = o, cresce indefinidomente; desde
=0 alé x=—0>, & real; e desde r=—b até x=— oo, & imagi-
nario. Por tlanto a curva lem um ramo infinito desde r=a alé 2= ;
nio tem ramo algum desde =0 até 2==a; tem uma parte fechada
desde =0 até z=—>; e nio tem parte alguma desde v =—1b alé
Te=—a0.

Se a==0, vem y=*=aV z-b; ea folha AB toca em C o ramo
infinito.

Se b=0, vem y= =z z—a; ¢ a folha AB reduz-se a um ponto
A isolado do ramo infinito CM.
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Seja a equagio y'—a'yt =1,

que da ==t

A curva ¢ symmetrica relativomente aos dous eixos. A =z>1 e
x =1 correspondem respectivamenle y imaginario e y infinito; por
conseguinte a curva fica entre duas asymplolas parallelas aos y, colloca-
das &s distancias 41 e — 1 da origem. Emfim == < 1 dé y real. Por
tanto a curva compde-se de dous ramos infinilos, separados por um
intervallo como na fig. 82, mas comprehendidos entre as parallelas,
g==1,a08 y.

Finalmente a equacio 2y 4y —yt—2'—ay’+ 2 =0
decompde-se nas duas L+ y'—1=0, y'—a2=0;

a primeira das quaes pertence a um circulo descripto da origem C com
o raio 1; e a outra perlence a uma parabola MAM' (fig. 51), cujo pa-
ramelro ¢ 1,

De algumas outras curvas

Conchoide de Nicomedes. Dado o ponto B (fig. 101), a posiclo da
recta ACz, e o raio do circulo QM: se uma recta BM e o circulo QM
se moverem de modo, que o centro do circulo percorra a recta ACz, e a
recta BM passe constantemente por este centro e pelo ponto fixo B; a
curva resultante das intersecgdes successivas da recta com a circumfe-
rencia do circulo serd a Conchoide.

Abaixando de B sobre Az a perpendicular BAy, e tomando Az e
Ay para eixos: sejam as quantidades fixas AB=10, CM=AD=aq; e
a quantidade variavel AC==«. As equacdes da recta BM, que passa por
B(0,—b) e C(a, 0), e do circulo MQ, que tem o centro C e o raio
a, sio:

2y = I:.'r:--—m], {.r —— a:]"'+ y:mug.
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Eliminando pois eotre ellas a arbitraria «, resultara a equacho da curva
l_’Eu-l‘l o (ﬂ ek y:.J [y + b)u.

Esta curva compde<se de dous ramos infinitos, um superior, e outio
inferior @ Az, que ¢ a sua asymplota; e a maior distancia entre estes
dous ramos ¢ DD, correspondente aos pontos onde BM & perpendicular
a Ax. Quando ¢ AB < a, ha um né, ou ponto multiplo, em D' (fig. 101);
¢ quando é AB = a, o n6 desvanece-se, e reduz-se 8 um ponto de reversio.

Cissoide de Diocles. Dado o circulo AFB (fig. 102), e a langente BD;
fagamos girar uma recta AD em torno de A; e, em cods uma das suas
posigdes, tomemos a parte AM egual & parte FD intercepta entre o cir-
culo e a tangente BD. O logar geometrico dos pontos M serd a Cissoide.

Considerando os pontos M como inlerseccdes das rectas AD com os cir-
culos descriptos do ponto A com os raios AM; suppondo a origem em
A; e fazendo o raio do circulo dado CB==a, e o do circulo variavel
AM = R: as equacdes d'estes circulps ¢ da recta AD, e a equagio de
condigio AM=FD, ou AP = EB, serdo

R 2qA°

y1= Qax —x°, x4 yiz R’ y=Ax,—— 5

V1At 1:A

por serem AP e AE as abscissas das interseccdes dos dous circulos com
a recta AD, e ser BE=AB—AE —=2a — AE.

Eliminando pois os parametros A e R entre as tres equagdes, do circulo

de raio AM, da recta AD, e de condiclo, teremos a equagdo da curva

y (26 —x) =2,

1.° a curva esta comprehendida entre Ay e BD; porque a abscisa 2 ndio
pode ser negativa, nem > 2a: 2.° ¢ symmetrica relativamente a AB: 8.°
passa pela origem A, que ¢ um ponto de reversio; %.° os pontos H, H',
ol[de a curva corta o circulo dado, estdo a 90° de A e B; porque a eli=
minagdo entre as equagdes d'estas linhas dé y=+g2, ¢ por conseguinte
T=a,y="2a: 5.° a recta BD é asymptola; porque = 2a da y=a0,

Logarithmica. Nesta curvo OBM (fig. 103) as abscisas AP sdo loga-

GEOM, v
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rithmos das ordenadas correspondentes MP. A sua equacio ¢ pois
x==log. y, ov y=ax,

sendo a a base dos logarithmos (4lg. El. n.° 153).

E facil mostrar que: 1.° a curva tem um s6 ramo, o qusl se extende
indefinidamente d’'uma e d"outra parte da origem A ; 2.° a ordenada inicial
¢ AB=1; 3.° fazendo AE=AB=1, vem EF =a=base; 4.° se é
a>1, a parle BM do curva, correspondente aos x positivos, alasta-se
conlinuamente de Ax, e a outra parte FO approxima-se indefinidamente
de AQ, sendo QAz 2 asymptota; mas se é a < 1, acontece 0 conlrario:
5.° tomando abscissas successivas que estejam em progressio arithmetica,
as ordenadas correspondentes estardo em progressdo geometrica. As diffe-
rentes especies de logarithmicas distinguem-se pelo valor da base a.

Curva dos senos. As ordenadas d'esta curva sdo senos das abscissas
(fig. 108). A sua equacdo éy==sen . Coda abscissa x é uma recta egual
a0 arco de circulo, cujo seno é a ordenada y. e cujo raio ¢ r. Como o
seno ¢ nullo, qunndo o arco ¢ 0,=xr, == 2=xr,. ... nnr; vé-se que,
tomando desde a origem A as partes AB=BC.. .= AB'=BC'.. .=nar,
a curyo cortard o eixo dos & nos pontos A, B, €,... B, €,... Desde
x=0 até x="=1=r os senos crescem al¢ o maximo EF=r; e d'abi
até x = wr diminuem, reproduzindo-se por ordem inversa: por onde se
vé que a por¢io AFB da curva ¢é symmelrica em relacio a FE. Desde
x=nr alé x==2xr, repetem-se os mesmos valores dos senos, mas ne-
galivos; e por isso a parte BDC da curva é egual & primeira AFB, mas
disposta para o outro lado do eixo. A curva compor-se-ha pois de par-
tes eguoes conseculivas, dispostas alternadamente uma para cima do eixo,
outra para baixo; sendo as primeiras comprebendidas entre abscissas
r=-+2nrz e =+ (2n+ 1) rx, ov entre r=—(2n41)rx e
7=— (2n4+2) r=; e as segundas entre = (2n + 1) r5 ¢ 2=(2n4+2) r=,
ou entre @ = — 2nrz e £=—(2n + 1) rz: de sorte que, dando a n
differentes valores, o curso da curva continfia assim indefinidamente.

As curvas dos senos s6 differem entre si por causa do raio r.

Quadratriz de Dinostrato. Supponhamos que, em quanto o raio CA,
partindo da posicho CA (fig. 104), gira em torno do ponto C, o porrto A se
move sobre este raio de modo que, em qualquer das suas posicdes M, seja

AP arc. ab

F*‘llllll’l' TR e

. O logar geometrico dos pontos M serd a Quadratriz.
arc, ac
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Considerando o ponto M como inlersecgdo das rectas CM, MP; e fa-
wendo ab==10, CP =a, CA = a: as equacdes de CM e PM, e a equagio
AP are. ab

de condicio o Vot siio ;

__.-‘_l
arc. ac

a—x

y=alangl, r==a,

Eliminando peis = ¢ 4 entre estas equogdes, resullard o procurads
r _‘1 Pl o Y A
5 (@ —2) ]
=& lﬂ-ﬂg

e

ou Y ==a col —.
a /' y 2a

Logo: 1.° a curva ¢ symmelrica relativamente ao eixo Cy: 2.° para = x> a
g ] ) I C
e<2a, e em geral para =2 > (2n+1)a e < (2n + 2)a, € y negativo;
e em x==(2n— 1) a a curva corta o eixo dos x: 3.° a - x=—2qa, e em
geral a == & = 2na, correspondem as asymptotas QN, Q'N',.. .; e 2=0
dé y =0 x =, expressio singulor da ordenada CD cujo valor adiante
procuraremos ().

{+) Viu-se na Trigonomelria que a razdo do arco para a langente tem a uni-

=
P A =r 2 2a :
dade por limite; por tanto 2 limile de y = & col =— = — , ———, isl0 ¢, 0 seu
2a % =
lang —
2a
L1 i i, 2a "
valor correspondente a 0,002 =0, & Ch=— (Alg. Elem. 0.* 120).
O mesmo se concluird da expressao
i | 1 i
col == =_..__.___=_,,|l’_'_. 5 Yot ot o
- = -1 4 - we = 3% T edey
lang = : Lttt z H
%L g 2a =T*
que, pundo 3= —, di a y a forma =14 ...
24’ o = ' 2a
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Dinostrato, inventor d’esta curva, chamou-lhe quadratriz, pela utilida-
de, que lhe suppunha, para resolver o problema da qumlrnlurn do eireulo,

Cycloide. Se um circulo DM (fig. 109) rolar sobre a recta AB, o
ponto d’elle, que em A toca AB, elevar-se-ha acima d’esta recta, tomando
diflerentes posi¢des M; chegard a F; e depois descerd até B, onde tocarh
de novo AB, tendo descripto a Cycloide AMFB. Os pontos do ecirculo,
que successivamente tocarem AB, dario arcos MD==AD; e a recta AR
serh egual & circumferencia inteira,

Passada uma revolugho completa, o ponto B descreverd outra curva

goal & primeira; e assim por diante, Em F serd EF ==2r, correspon-

dente a AD = semicircumlerencia, a maxima ordenada: e a curva serd
symmetrica relativamente a EF. A descripgio successiva darh em A e B
pontos de reversho.

Tomemos A para origem, AB para eixo; e facamos AP =2, PM=
QD=y. PD=MQ=2z. Como MQ ¢é seno de MD no circulo MC, e
ordenada do mesmo circulo correspondente & abscissa y; e pela proprie-
dade fundamental da curva ¢ MD=AD=AP + PD= AP -+ MQ: te-

remos as equages s=sen (z + z), 5"=2ry —y".
Transportando a origem a F, e fazendo FS—uz, SM =y, FK=u.

teremos FS=PE=MN=AE—AD + MQ=FK + KN;

isto ¢ &==1u -} sen u==arc (sen = 3) - 3,

ou 3 ==sen (2 —3).

Os trabalhos de Fermat, Descartes, Roberval, Pascal, Huyghens. . . .
fizeram celebre esta curva, que tem propriedade geometricas e mecanicas
singulares, das quaes em outro logar nos occuparemos,

Tambem se podia procurar a curva descripta por um ponto de cir-
culo, que niio estivesse na circumferencia; o que daria oulra especie de
eycloide. Poder-se-hia tambem dar ao circulo, além do movimento de
rotacio, um de translagho, no mesmo sentido, ou no opposto; e dahi re-
sultaria a cycloide alongada, ou a incurtada. Emfim, pnder-se-hfn fazer
mover a circumferencia sobre outra curva: e teriamos uma curva do ge-
nero d'aquellas que se chamam Epicycloides. Mas contenlar-nos-hemos
com indicar estes objectos.
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137. Spiral de Conon ou de Archimedes. Chamam-se Spiraes as cur-
vas, que sio cortadas numa infinidade de pontos por qualquer das linhas
que passam por um ponto fixo ou pélo. As espirses formam um genero
de curvas, em cuja definicio entra, por assim dizer, necessariamente a
idéa de coordenadas polares. Tal é a de Conon, chamada Spiral de Ar-
chimedes, por ser este celebre geomelra o primeiro que descobriu as suas
propriedades,

Para a definir, imaginemos que a recta Al (fig. 105), partindo da
posicio AC, gira em torno do ponto A, em quanto o ponto movel M,
partindo de A, percorre a recta Al. Procuremos a equacdo da curva de-
scripta por M, suppondo: que M esth em A, quando Al coincide com AC;
que, concluida uma revolugho de AC, fica em C; e finalmenle que os
espagos AM =r, corridos por M, siio proporcionaes aos angulos IAC==10
descriptos por AL

Como o angulo 2= deve torresponder a AC==a, a equagio serh

L T
—e==—_ou Zrr =>Hfa.
a r
A curva passa pelos pontos A, C,....;
e os angulos =0, 1l=2%, l = 4=,....0 =2=
dao r=0,r=a. r=2a.....r=ka;
; al .
de maneira que para o angulo 2/i= 9, teremos r — ka > Assim,

a cada revolugiio, o raio vector recebe o augmento a.

Spiral hyperbolica. Tiradas duas rectas perpendiculares AC, CD (fig.
106). e separada em uma d’ellas a grandeza dada CD =a. faca-se mo-
ver o ponto P sobre a outra AC, e lome-se sempre a parte PM=a nos
arcos descriptos com os raios CP: a curva serd o logar geometrico dos
pontos M.

Chamando r o raio vector CM; e 6 o angulo PCM, ou o arco gh, de-
scripto & distancia 1, que lhe serve de medida; a equacho polar de curva

i a==rf.
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A analogia d'esta equagdo com a da hyperbole entre as asymptolas fez
que se désse & curva o nome de spiral hyperbolica.

Fazendo 0=00==x 0=2x,...0=20m,

a
vem r=o0,r=——, = =)
™

a
:2—7r,...

Tirando MN parallela a CD, ¢é

sen B
CD—MN—a-—rseu&"——u(lm ),

il | ol sen
cujo limite & 0, por ser 1 o deT.

Logo a curva faz circamvolugdes continuas em volta do péle C, appro-
ximando-se indefinidamente d’elle sem o tocar; e ED & asymplota,

Spiral logarithmica. A sua equaclio polar é = logr, ou r=ad’.
Fazendo f—m—w...—22, —a,0,+a,+2%,...4+ 00,
i 2: — & 2:
vem (T | R ST W S 8 i o,

Logo a curva faz circumvolugdes continuas em volla do pélo, e approxi-
ma-se d’elle indelimidamente, sem o tocar.

Spiral parabolica. A sua equagdo é r=a=xlph,

islo &, r — a meia proporcional entre p e 9. A discussdo d'esta equagdo
facilmente mostrard a [6rma da curva.
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DA INTERPOLACAO

138. Ainda que ha uma infinidade de curvas, que passam por um dado
numero de pontos F, G, M, Z,. .. . (fig. 28); com tudo, enlre aquellas,
que se podem escollier para os ligar, costuma preferir-se, como mais
simples, a que pertence & equaciio da forma

y=A+ Bz +C&4..... :

e que se chama parabolica pela sua semelhanca com a parabola.

Formula de Lagrange. Tomados dous eixos dos # e y, tracto-se de
determinar os coefficientes A, B, C,... de modo que as coordenadas de
cada um dos pontos dados (g, ag), (21, a1), (22, @a)...., pelos quaes deve
passar a curva, satisfacam & equaclo precedente, isto é, de modo que és
raizes ag, @y, zg... correspondam respectivamente as funccdes ay, ay, ag...

Para conseguir isto, basta fazer y == Agag + Aaq + Agas + Anay +...,
escolhendo expressdes laes de Ag, Ay, Ag. ... que z=2a, aniquile lodos
os coefficientes exceplo Ay, e reduza este & umdade,

Ora ¢é claro que & primeira d’estas condigdes satisfaz o producto

[:.-I‘-ﬂ-r.ln) [.’I’——GE]} ..... (.."".-—a'.l_|:] l:.‘t‘—&,.+|:].. ahy

em que nio entra & — ay; e que depois satisfaz & segunda este producto
dividido pelo valor que toma quundu se laz x=—ua,, isto 6, pf‘ln prnductn

%y — ':'Hnl_- Mg GE|} ------ (B — mﬂ—l‘:l{ﬂn'_‘ JI’I+1:] """
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Satislard pois ao problema a expressio

y=Apap + A1ay 4 Asaa + ... . WO P T
SI'HFIU

R (2 —ay)(x—as)... e (@ — ap) .o (B = ap_1)....
T (o =aq) (o =—0a)-r Tr e (tg—ttg) e Bt t)ere ..

Formula de Laplace. Nas formulas de interpolagho mais usadas sub-
slituem-se em logar de ay, aa,..... as suas expressoes nas differencas

e &) &8
| ke By

Seja, por exemplo, y==A 4 Bx 4 Cz".

As equagdes de condigiio sdo

ay==A + Bay + Caq*, aj=A + Bay + Cay’, ag = A + Bag 4 Cas’,
das quaes se liram
y—ay=B(z=1n,) +C (z = o) (* + &),

, . ag—a J
=do ""B+Cf.:‘1+“u;- 'i*—'17=5|=ﬁ—’.— l.fu;—i—aﬂ.

L Randl " g ity

¢ substituindo na primeira d'estas as expressdes de B e C dadus pela se-
gunda e pela quarta, resulta
®

Y=day 1 l— u,‘:‘; do + (m-—— 5"-u.,'r (& — '11] Su-
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Tomando maior numero de termos, vird, em geral, o systema seguinte

ay—ag g — a4

—_— = ——— =% —— = H. ...
ay —ap ag — oy ag ~— a3

$i—d& .. 3e'—3|__55|

ag— ay g - g

na 2

i t""'a.{l

—--—_--;-30",..,.....

og — ay

e
y=dap+ (:l“'—nco)&g-{- ({i!—- aq])::.:c—a; ]310-1—'(:[:—‘1:“){1‘ —ay) (r—aa)} g 4...

Sho estas as formulas que as mais das vezes se empregam.

139. Quando quizermos desenhar a configuracio d’um terreno, marea-
remos um numero sufficiente de ponlos nos logares onde a curva offerecer
sinuosidades mais notaveis; mediremos as suas coordenadas (=g, ap),
(24, @1),......;-e faremos passar por cada serie d'esles pontos curvas
parabolicas determinadas pelo methodo exposto.

Poderemos assim achar, entre pontos isolades F, G, M, Z,.......,
outros que eslejam sujeitos & mesma lei: e em geral, quando muitas
quantidades tiverem entre si certas relacdes, poderemos determinar uma
lei da qual derivem essas relagdes, e que sirva para conhecer approxi-
madamente as circumslancias intermedias. Nisto consiste o methodo de
nterpolagao, que frequentemente se applica aos phenomenos naturaes.

Os mesmos raciocinios servem para fazer passar uma curva de natu-
reza dada por uma’ serie de pontos. Para isso deve em geral a equaco
da curva ter lanlas constantes arbitrarias, quanto sdo os pontos dados.

Por exemplo, tendo a equagio mais geral do circulo,

(2=R")+ (y— &) =17,

ldo somente tres conslantes arbitrarias, ndo podemos sujeital-o a passar

por mais de tres pontos quaesquer (a, a), (8, b), (1, ¢); e as constantes
GFROM, X
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k, h, r, serdo determinadas pelas equacdes
(a—k)+ (a—h) =", (b—K)*+ (B—h)'=r, (c—h)*+ (y—h)'=r™

Se o circulo devesse ter um raio dado, sé poderia sujeitar-se a passar
por dous ponlos quaesquer ; e se devesse salisfazer a mais outra condigo,
s6 poderia sujeilar-se a passor por um ponto. Em geral podemos fazer
passar uma secglo conica por cinco ponlos; porque a equaclo geral das
curvas do 2.° grau, desembaragada do coefficiente do primeiro termo,
tem cinco orbitrarias (+).

(+) A equaciio mais geral d'uma curva da ordem m é

™ —1 m—2 " m=

3 3
y+(ez+bdly +(@ztdz+ey ... 4ketilz ...4+prt+g=0

=1 .
Desde o lermo em y o numero dos parametros vae crescendo de lermo para
termo, segundo uma progressio arithmetica, da qual é 1 a razio, 2 o primeiro
termo, m <+ 1 o ullimo, ¢ m o numero dos termos; logo o numero lotal dos

. w (m 4-3)
paramelros & == e

Tal € 0 maior numero de parametros que pode ter uma curva da ordem m;
e por conscguinse o maior numero de pontos pelos quaes se pode, em geral,
obrigal-a a passar.” .

Assim as seccoes conicas podem em geral fazer-se passar por cinco pontos,
por ser nellas m==2, s==25; e as linhas rectas podem [azer-se passar por dous
ponlos, por ser nellas m=1, s=2.

D'este modo, quando se guizer ama curva de cerla ordem, gue salisfaca a
condigoes dadas, podemos conhecer, em quanto ao numero dos paramelros, se
o problema & determinado, indeterminado, ou impossivel.




NOTAS

Sobre o numero 21

As condigdes de serem parallelas, de coincidirem, ou de serem perpen-
diculares, duas rectas y=ar+b, y=a'z+V, 1
L]
podem deduzir-se facilmente da expressdo da distancia d’um ponto (= ¢)
a uma d’ellss
y'—az'—b

1+ o

Com effeito, se o ponto (2, y) deve estar na outra recta y=a'z + ¥,
a sua distancia & primeira ¢, substiluindo na expressio precedente,

(a'— a) &'+ b'— b

==

Vi'+a
Ora:

1:° Se os rectas sdo parallelas, 3 deve ser constante; e por isso inde-
pendente de &’ Por lanto a'—a==0 & a condiclio de parallelismo.

2.° Se as rectas coincidem, deve ser, além da condigho precedente,
3 =20, e conseguintemente &' — b=10. Por tanto, para que as duas re-
ctas coincidam, devem verificar-se as condicdes a =a’, b—1J'.

3.° Se as reclas sio perpendiculares, deve a expressio da distancia de
um ponto de uma y=a'z-+ ¥V, & intersecciio d'ella com o oulra, y=ax-b,
coincidir com §. Mas as coordenadas da inlerseccio sio

b—Pb al—al
T=—, Y, = ———

L r
a — a—qa
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e a distoncia d'ella a um ponto (2, y') de y =d'z + b’ ¢

: : (@—a) 2+ b—b[V 1 + a”
“lr —x,) (@ bh—y )= I Bdnz J :
e a—a

] l} 'i & ' | i af- ___1. T

off0, CoOmparando com o, SCr —_—— — =x S——
h ] ] “F'__ a ! I 'i‘ uz

que da aa' +1=0.

Cumpre adverlir que a distancia § se deduz facilmente da propriedade
de ser um mivimo. Porque a distancia de (', y') a um ponto (z, y) da
recla da

- (@ — 2+ (ax 4 b —y')" = §%
)
Ty A1 : ay'+ x'— ah
¢ da condicio do-minimo Llira-se =
1 +a
s ] : y—ar'—b
yue substituida na expressao precedente di e

Sobre o nnmero 38

Procuremos o angulo V, gque [azem entre si duas cordas, quer passem
| ol L]
pelas extremidades d'um diametro, quer ndo passem, islo &, o angulo V,
que lem o vertice na circumlerencia, e insiste em um dade arco, egual
ou ndo egual a 180°,
Tomando para eixo dos 2 o diametro parallelo & corda d’esse arco,

e para origem o cenlro, sejam (—u', y'), (2, ¥'), (2, ), 0s extremos da
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corda e o vertice do angulu. As tangentes dos angulos, que fazem os
lados de ¥ com o eixo dos &, sdo

B —— yJ' ; ;‘, — ’
il = = ——
¢+ z’ " a—a
: Wl L "’x’( e
or conseguinte é tang ¥V =
P it v 14 ad u—x + {E-—y
u, por serem d'=R'—y", «"4 =R’

!
€T
tnng V= — —.

Y

Como esta expressio ¢ independente de « e 3, vé-se que os angulos exi-
stentes no mesmo segmento do circulo sio eguases. Mas chunmndo ho
angulo no centro, que tem por base o arco em que insiste V, &

' .IJ
y ou lang 2= — —

Yy L

ug (25— =%

|ugﬂ- V=2:4.
Por onde sc vé que os angulos, que (8m o vertice na circumferencia, sio

a melade dos que 18m o verlice no cenlro e insislem no mesmo arco.

Sobre ¢ numero 56

A propriedade de serem racionaes relativamente & abscissa as distan-
cias aos pontos da eHiIne |Il‘l‘|,l.,'l"|.{_‘L exclusivamenle avs focos.

Com efleito sejam: k;r y") um ponto tomado no plano da El|ipse, cujas
distancias aos pontos d'esta curva devem ser funcedes racionaes de 7;
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(x, y) um ponto da ellipse; e § a distancia d’estes dous pontos. Teremos
: v -/ ,
F=(o—2)+ (y—y), y== -ﬂ—\f a*—z°,
que dao

bz

) 7 , . b & ;
=g — 22z’ 2+ b* — = =2 — y \/az___ a4y

Ora §%, e com mais razio §, nlio pode ser racional, sendo quando for
nullo o termo que tem radical ; logo

2

/ b
y':: 0, 37__" # B —T) 2— 21‘-1"-‘: -'5”-! bz;
- a

por onde se vé que o ponto procurado (2, y') estd no eixo dos ., E para que
esta expressio de 8" seja um quadrado, é necessario (Alg. El. n.° 146) que

_ . f 1 T ST
seja 4.1"":"%1 — — (2" + %) ; ou #'= =V a*— b’=ec.
a /
Assim os pontos (=1 a"—", 0) do eixo maior sio os unicos que
tm a llrnllrledudc de que se tracla.
Fazendo a substiluicdo, resulla

, | b‘._ ’;l_lz e
s=xlxy i —E+\; &+ b“)_—_. _1__%:::41).

Como a ¢ o maior valor de x, e ¢ é uma [racglio”: para que § seja posi-
tivo, deve usar-se do signal — féra do parenthesis; e as distancias aos

dous focos (V' a*— &%, 0), (—V a*—b*, 0), sio respectivamente

!

(Vej. Geom. Anal. de Fourey n.”* 307 e 308, ¢ 2." ed. do Cours de
Math. Pur. de Francoeur, n.® 397).
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Numero SO (no fim)

SE s
5% - | ﬂ_1+ e
A equacio tang 6 Ao o g
equaci BOU= - — e — .
X sy . :-tlir:l:"'-—-fl 'J a*— b*

maoslra que:
1. Para « infinito, é tang § infinita,
9.° Mudando 2 em - 3, n differenca entre as tangentes de 6 cor-
i L]

3 (a*x—b"+ a’ad)
a(a-+ ) (a"— b7 .

respondentes serd

E suppondo § infinitesima, esta differenca serd positiva desde » —ao
: b* : : o
até a==—; e depois negativa desde a==— até¢ a=0.
a’ a

5. Para « nullo, é tang 6 infinita,

Numero 85 (fim de 3.°)

y y
r—a I+a 2a*h
A equaglo tang h = -, B s IS
} (a>L bV 2P— a*
= R I .
2’ —a
mostra que:
1.° Para x'==a ¢ tongb=—o00.

2.° Ao passo que &' cresce, tang 9 diminue.
3. Para = ¢ tang O nulla.
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Namero 107

Como a hypothese B'— 4AC =0 reduz (a) a
(yVA=+=zV C)’+Dy+Ex+ Fs=0,

vé-se immediatamente que, fazendo y 1A = 21" C=y'I"a, e allendendo
4s formulas de transformacdo de coordenadas rectangulares,

y'=ycos b — zsenl, 2’=ysenb | xcosb,
ou =y'cos 04 o' sen b, x =2a'cos b —y'send,
a equacdo se transforma em outra (b), !;em lermos em 2 e 'y, na qual
slio d=Dcosl-—~Esend, e=Dsenb + Ecosb, ou (3),

com tanto que se fagam

C

cns&:\;—. ﬁt‘llﬂ:'._\ -
a a




GEOMETRIA ANALYTICA
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I. TRIGONOMETRIA ESPHERICA

Nocdes fundamentacs

1450. Se tres planos MON, NOP, MOP, (fig. 1), passando pelo cen-
tro de uma esphera, determinarem um angulo triedro O, da sua inter-
sec¢lo com a superficie da esphera resultaro circulos maximos, cujos
arcos CA, CB, AB formardio sobre ella um triangulo espherico ABC. Os
angulos planos do triedro O terdio por medida respectiva os lados ou arcos
d’este triangulo, isto &, NOP a AB, MON a AC, MOP a BC. O angulo
C do triangulo tem por medida o angulo que no ponto C formam as duas
tangentes aos arcos contiguos AC e BC; e a inclinaclio d’estas tangentes,
situadas nos planos d’estes arcos, ¢ tambem a medida do angulo diedro
formado por estes mesmos planos, isto &, da inclinagio da face NOM
sobre POM. Por conseguinte, os angulos planes do triedro O sao medi-
dos pelos lados do triangulo espherico ABC, e as inclinagies das faces siao
os angulos do triangulo.

Os problemas em que se pedem as parles desconhecidas de um tri-
angulo espherico por meio das que slio dadas, siio exaclamente os mesmos
que se apresenlam, quando, conhecidos alguns elementos de um triedro,
se pedem os outros, Nos triangulos esphericos ha seis elementos a considerar,

GEOM. Y

o ——————
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os tres angulos A, B, C, e os tres lados oppostos a, b, ¢; ou, por oulras
palavras, os tres angulos planos a, b, ¢, e os tres angulos diedros oppostos
A, B, C, do triedro de que se tracta.

A Trigonometria espherica tem por objecto o conhecimento de todas as
seis partes de um (riangulo espherico, sendo dadas as que bastam para
determinar as outras.

Posto isto, se de um ponto O dirigirmos raios visuaes para tres ponlos
distantes M, N, P, situados no espago, para tres estrellas por exemplo,
estas linhas serlio 8s arestas de um triedro O, cujos elementos constituin-
tes serdo os mesmos do triangulo espherico ABC, formado pelos arcos
dos circulos maximos que unem os pontos em que estas arestas viio atra-
vessor a superficie de uma esphera de raio arbitrario, cujo centro O se
suppde o ponlo de partida dos raios visuaes.

D'estes principios deduzem-se os theoremas seguintes:

1. Como qualquer angulo plano de um triedro é sempre menor que
dous rectos, serd sempre cada um dos lados do triangulo espherico < 180°.
Qualquer angulo serd tambem sempre menor que dous rectos,

Se no processo dos caleulos encontrarmos um angulo, ou um lado de
um triangulo, que tenha por valor um arco > 180°, devemos rejeitar essa
solugdio, ou entlo substituir o supplemento do mesmo angulo ou arco: e
o0s cos., & sen,, tang., etc., nunca poderﬁo perlencer a um arce maior que
a semicircumlerencia,

2.° Como a somma dos angulos planos de qualquer angulo polyedro
é sempre < 360° (Geom.), serd a somma dos (res lados de um triangulo
espherico sempre < 360°,

3.° Dous triangulos esphericos serdo eguaes, quando os tres angulos,
ou os tres lados, ou dous lados e o angulo comprehendido, ou dous an-
gulos ¢ o lado adjacente, forem respectivamente eguaes cada um a cada
um. Tanto estes theoremas, como os dous seguintes, demonstram-se do
mesmo modo que os correspondentes nos Lriangulos rectilineos.

4.° O arco abaixado perpendicularmente do vertice de um (riangulo
espherico isosceles sobre a sua base, divide ao meio esta base, ¢ o angulo
do vertice; os angulos eguaes ficam oppostos aos lados eguaes, e recipro=-
camente,

5.° Nos triangulos esphericos o maior angulo fica sempre opposto ao
maior lado, o medio ao medio, ¢ 0 menor ao menor.

6.° Qualquer lado ¢ sempre menor que a somma dos outros dous, e
maior que a sua differenca: porque a somma de dous angulos planos de
um triangulo triedro excede sempre o lerceiro, e por conseguinte a<b ¢,
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e b <a+c oua>b—ec Conseguintemente, a semisomma dos tres lados
de um triangulo excede sempre um lado qualquer: por que de b+ c> a
: b4c+a

tirn-se b 4+ ¢ a > 2a, ou g > a.

141, Se de um ponto O (fig. 2) tomado dentro-do angulo triedro S,
abaixarmos as perpendiculares OP, OQ, OR, sobre as faces ASB, ASC,
ASC, estas perpendiculares determinario um novo angulo triedro, cujos
angulos planos serdo supplementos dos angulos diedros do angulo solido
8, e cujos angulos diedros serdo supplementos dos angulos planos do mesmo
angulo solido.

Com effeito:

1. Os angulos planos ‘do novo angulo triedro POQ, POR, QOR,
formados pelas perpendiculares OP, OQ, OR, sio supplementos dos an-
gulos diedros fermados segundo as rectas SA, SB, SC: por quanto sendo
a'face POQ perpendicular 4s faces ASB, ASC do triedro S (Geom.),
tambem o serd a intersecclio d'ellas (Geom.), ou & aresta SA; e determi-
nar, pela sua interseccho com as duas faces, o angulo rectilineo que serve
de medida ao angulo diedro formado segundo AS (Geom.). D’esta inter-
sec¢do resulta um quadrilatero com dous angulos rectos em P e Q; e por
conseguinte o angulo POQ seré supplemento do angulo diedro segundo AS.
O mesmo se demonstra a respeito dos outros angulos planos QOR, POR.

2.° Pela mesma razdo, como j& fica demonstrado que as arestas SA,
SB, SC sio perpendiculares as faces do angulo solido O, concluiremos:
que os angulos planos de S sdo supplementos dos angulos diedros de O,
ou, reciprocamente, que os angulos diedros de O slio os supplementos
dos angules planos de S.

Por causa d'estas propriedades, os angulos triedros S e O dizem-se
supplementares. Estes triedros determinom dous triangulos esphericos
taes, que os angulos de um sdo sdo supplementos dos lados do outro, e
reciprocamente. Logo: dada um triangulo espherico ABC com os angulos
A, B, C, e lados a, b, ¢, é sempre possivel construir outro A'B'C/, cujos
angulos A, B/, €, e lados a', ¥, ¢, tenham com os do primeire as re-
lagbes seguintes:

a'=180°—A, b'— 180°—B, ¢’ =180"—C........ (1),
A'=180°—a, B'=180°—b, C'=180°—c........ ).

.
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Sommando as tres equagdes (1) temos
A+B4C=06 rectos—(a’'+ b +

e como ji se viu que é a'+ b'4¢'< & rectos (n.° 150, 2.°), vé-se que
A -+ B+ C > 2 rectos. Mas por outra parte, como qualquer dos angulos
esphericos ¢ sempre < 2 rectos, temos A+ B4 C <6 rectos. Logo, a
somma dos angulos de qualquer triangulo espherico fica sempre compre-
hendida entre dous ou seis angulos rectos.

As equagdes (1) e (2) sio de muita utilidade, porque reduzem a tres
0s Seis pmhlemas da trigonometria espherica, que consistem em achar
tres dos seis elementos de um triangulo, conhecidos os outros Lres. Se,
por ex., soubermos achar os tres angulos A, B, C, por meio dos tres
lados conhecidos a, b, ¢, podemos reciprocamente, dados os tres angulos
A, B, C, achar um lado a, substituindo ao triangulo o seu supplemen-
tar A'B'C/, cujos lados sdio conhecidos pelas equagdes (1); e tendo achado
um dos angulos A', a equagdo (2) daré o lado proposto a = 180°—
De maneira, que sabendo resolver um triangulo no caso de serem dados
os tres lados, fica tambem resolvido para o caso de serem conhecidos os
tres angulos; e assim nos outros casos, Adiante se verd isto mais expli=
cilamente.

142, Se o triedro O (fig. 3) for cortado por um plano pmn perpen-
dicular o uma aresta OA, em um ponto m tal que seja Om =1, teremos

mn = lang ¢, On ==sec ¢, mp =1tang b, Op = sec b,
Mas pela propriedade dos triangulos rectilineos (Trigonom, rect.) ¢
np'=mn’+ pm°— 2mn.pm.cos A,
np*=n0"+ p0*— 2n0.p0 . cos a.

Subtrahindo a 1.* da 2.%, temos, em virtude de serem os triangulos nmO,
pmO, rectangulos em m, e de ser Om=1,

=1+1—2secc.58cb.cosa+ 2lange.tangb.cosA, |

e e e ——

G gl g e ]
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B | sen
¢, substituindo — pela sec., e — pela tang.,
cos cos

cosa senc.senb. cosA

Qusi—

cos ¢.cosh cosc.cosb

: D'aqui se deduz a equagdo fundamental
cos a==cos b cosc+4sen b sen ccosA.........(3).

Para os angulos b e ¢ obteremos, pelo mesmo theor, formulas similhan-
tes, e reunindo-as todas tres, teremos

cos a==cos b cos ¢ 4 sen b sen ¢ cos A,
cosh==cosacosc+senasenccosB,)...........(T).
o ¢0s ¢ == cos @ cos b 4 sen a sen bcosC.

Estas equacdes, cada uma dos quaes exprime uma relaclio enire os tres
lados ¢ um angulo, encerram implicitamente toda a Trigonometria esphe-
rica, visto que por ellas, sendo dadas tres das seis parles que entram no
triangulo espherico, se podem calcular as tres restantes. Como porém seja
conveniente, nos diversos casos, ter formulas que déem immediatamente
a incognita da questdo, por isso passimos a deduzir estas dos formulas
precedentes, combinando-as convenientemente. (Nota 1.*). .
1. Temos
: cosa— cos b cosc

(VLI N i —
sen b sen ¢

#

1—cns";\=scn’A=l—(

v 3

cosa — cos b cosc
sen bsenc )

reduzindo o 2.° membro ao mesmo denominador, e substituindo depois
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sen® por 1 — cos® no numerador, vem

1 —cos*b—cosTc—cos’a +2cosa.cosb.cosc

2
sen” A= -
sen® b : sen’¢

Extrahindo a raiz quadrada, e dividindo ambos os membros por sen a, o
2.° membro torna-se numa expressio symelrica relativomente a a, b, ¢,
isto é, numa expressiio tal, que permanece a mesma quando quaesquer
d’estas letras se mudam reciprocamente umas nas outras. Designando

sen A
esta expressio por M, temus-s-t-;—a———li. Mudando nesta equaclio A e a

em B e b, e em C e ¢, como M persiste constante, deduz-se

snd _senB__sen€ =~ (.
sena send senc

2.° Applicando & equacio (3) a propriedade do triangulo supplemen-
tor (equacdes 1 e 2), isto ¢, mudando a em 180°— Aje A em 180°—a,
ele. teremos

, cos A == — cos B cos C 4'sen Bsen Ceosa.........(¥).

E reunindo esta com as duas que se obtém similhantemente, teremos

!

c0s A = — cos Bcos C -+ sen Bséi Ccos a,
cos B=—cos A casC+seuA'senCcosb,z. REWPRT| | ()8
cos C=— cos A cos B 4-sen A sen Beose. |

3.° A fim de eliminar b da equaclio (3), substitua-se por cos b o seu
- or s.un b; e vird

il - 1
en A P

valor (I), e

sen @.senc.sen B.cos A

c08 @ == cos a cos’ ¢} sen asen ¢cosccos B

¥

sen A
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porém cos®c==1 —sen" ¢: logo, dividindo tudo por sen a sen c, seré
senccota=cosccosB4senBeotA.......... (8).

Esta equagio d4 uma relagio entre dous lados e dous angulos, sendo um

dos angulos comprehendido por, esses lados, e o outro opposto a qualquer

d'elles. Fazendo todas as combinagdes possiveis, deduzem-se mais cinco

equagdes similhantes, que reunidas & antecedente, podem escrever-se
cos B cos e = —sen B cot A - sen ccot a,}

cos A cos b= —sen A cot C +senbcote,

cos Ccosa==—sen CcotB -+ senacoth,

« o (IV).
cos Bcosa=—sen BgotC + sen acote,
cos A cosc = — sen A cot B 4 sen ¢ cot d,
cos Ccos b =— — sen Ccot A 4 sen beola,

Os quatro grupos de formulas (I), (IT), (III), (IV), offerecem eviden-
temente lodas as combinagpes que é possivel fazer com tres quantidades
conhecidas ¢ uma incognita, das seis que formam os elementos do trian-
gulo espherico; e bastaré nas differentes questdes escolher d’entre as
quinze equacdes aquella que convém, e tornal-a depois propria para o
caleulo por logarithmos. Os tres primeiros tem os seguintes enunciados,
faceis de conservar na memoria:

(I.) O coseno de um lado qualquer de wm triangulo espherico ¢ egqual
d somma do producto dos cosenos dos outros dous lados, mais o producto
dos senos d'esses mesmos lados multiplicado pelo coseno do angulo apposto
ao primeiro lado.

(IL.) Nos triangulos esphericos os senos dos angulos sao proporcionaes
aos senos dos lados oppostos.

(IIL.) O coseno de um angulo é equal d somma algebrica do producto
dos cosenos dos outros dous angulos, mais o producto dos senos d'esses
mesmos angulos multiplicado pelo coseno do lado opposto ao primeire an-
gulo, devendo dar-se o signa! negalivo ao producto em que entram 86 an-
gulos, Este enunciado, prescindindo dos signaes, ¢ o mesmo que o das
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formulas (1) mudando lado em angulo, e angulo em lado. A primeira
consoante n que entra na palavra angulo, e que ¢ ao mesmo tempo a
inicial de negativo, servird para recordar que no 2.° membro se deve dar
o signal negativo ao producto em que entram si angulos.

Para reter na memoria o enunciado das formulas (IV), que expri-
mem, como ji dissemos, a relaglo entres dous lados, o angulo compre-
hendido ¢ um opposto, empregaremos o meio mnemonico lembrado por
Delambre, Astr. T. I, cap. X, Trig. mnem. n.° 191 e seguintes, e que
consiste em considerar as quatro partes do triangulo todas contiguas,
sendo entlio duas d’ellas medias, e duas exiremas; as medias um lado e
um angulo, e as extremas outro lado e outro angulo. Reflectindo entdo
nas seis formulas, vé-se que se podem traduzir pela maneira seguinte:

(IV.) O producto dos cosenos das partes medias ¢ egual i somma dos
productos dos senos das mesmas partes multiplicados pelas cotangentes das
extremas, lado com lado, e angulo com angulo: sendo o producto em
que entram lados positivo, e o producto em que entram angulos negativo,
Para nos recordarmos dos signaes faremos a mesma observacio que a
respeito das formulas (1II) ().

Triangulos esphericos rectangulos

143. Designemos o angulo recto por A, e a hypothenusa por a (fig. 4);
e pondo A = 90° nas 1.* equacdes de (I) e (II), na 1.° e 2.* de (1),
na 1.* e 5. de (IV), teremos
cosa==cosbcosc........ (m),
senb=—senasenB....... (n), ﬁ
cosa=cotBcotC........(p),
cos B=sen Ccosh........ (q),
langc==tangacosB...... (r),

cot B=cotbsenc........ (8).

(+) Delambre, no logar citado, menciona tambem a seguinte transformagio no-
tavel das formulas (IV), que lhe foi suggerida pelo nosso mestre o sr. Manuel
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Estas seis equacdes, accommodadas ao calculo logarithmico, bastam para
resolver em qualquer triangulo rectangulo o problema seguinte: Dados
dous dos cinco elemenlos a, b, ¢, B ¢ C, achar os outros tres. Assim a
questio vem a depender de uma equagio entre tres elementos, dos quaes
um s6 & a incognita. Designando sempre por A o angulo recto, buscare-
mos aquella das seis equagdes que comprehende os tres elementos da
questiio; serd necessario porém mudar algumas vezes o logar das letras
B e C na figura.
Assim entrando

= edousangulosB, C,. .empregue-se a equaglo. . Ep},

g = opposto b........ bR KL S AT H
L g™ T PSRN Y PORE

8 a adjcentere pbbuiuy fogs . o U T

s dong ladoa B, 6. -2 8 el o s oan i (m),

um lado b do angulo recto e os angulos B, C......... Vi Nad {4

dous lados b, ¢ do angulo Tecto ¢ um angulo B......

O celebre inventor dos logarithmos, reflectindo sobre a organisacao das
formulas precedentes, conseguiu encerral-as em duas regras mui faceis
de decorar, e vem a ser:

dos senos das partes Separadas
o coseno da parte Media==ao producto

das cotang. das partes Conjunctas.

Para se applicarem estas regras deve advertir-se:
1.° Que Neper nio considera no triangulo rectangulo sendio cinco par-
tes, excluindo o angulo recto, que nlio entra explicitamente na solugio,
como vimos acima. Contando d’esta [drma, e entrando em qualquer ques-
tio sempre tres parles, daas dadas, e uma pedida: é facil de ver, que

Pedro de Mello, lente nesta Universidade, Dividindo por sen Bsene a 1.* d'a-
quellas formulas, acha-se

cota colA

cot B col ¢ = —
sen B sen ¢

|

o assim das outras. Podem pois enunciar-se da maneira seguinle, simples e facil
de decorar-se: O producto das cot. dus partes medias ¢ egual d somma das ecot,
drs extremas divididas pelos senos das medias, lado com angulo e angulo com
lado; devendo dar-se o signal megativo 4 col, em que entra angulo.

z

GEOM,
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uma das tres serd equidistante das outra duas, cu media cotre ellas, fi-
cando-lhe as outras duas: ou contiguas, em cujo caso se chamam con-
junclas; ou egualmente separadas por oulras parles que nlo entram na
questdo, visto que, ao todo, ndio sdo sendo cinco. E isto o que Neper
entende por partes medias, parles conjunclas, e partes separadas. A pri-
meira cousa que se deve fazer, ¢ distinguir na figura quaes ellas sio, o
que é facil.

2.° Que em logar dos lados, que formam o angulo recto, se ha de
tomar o seu complemento, isto ¢, tomar d’elles o seno, o coseno ou a
tangente, quando pelas regras se houvesse de tomar o coseno, o seno ou
a cotangente.

Estas regras tém a vantagem de se tomarem facilmente de memoria
pela symetria de linguagem, por assim dizer, com que se exprimem em
: portuguez, correspondendo senos ds parles separadas e colangentes hs
conjunctas.

144. A respeito das formulas precedentes faremos ainda as seguintes
observacdes.

1.° Da equaclio (m) conclue-se, que o coseno da hypothenusa ¢ egual
ao producto dos cosenos dos outros dous lados; e por conseguinte, que
um dos tres lados ¢ < ou > 90° conforme forem os outros dous ladvs da
mesma ou differente especie, isto & conforme forem conjunctamente ou
< ou > 90°, ou conforme for um d’elles < e o outro > 90°; porque os co-
senos dos arcos > 90° sho negativos,

2.° A equaclio (p) faz ver que, se compararmos a hypothenusa com
os dous angulos adjacentes B e C, um d’estes tres arcos ¢ > ou < 90°,
segundo forem os outros dous arcos da mesma ou differente especie.

3.° As equagdes (g ou s) mostram que qualquer dos angulos B e C
¢ sempre da mesma especie que o lado opposto.

4.° Vé-se tambem pela equagdo (r) que a hypothenusa e um dos la-
dos sio da mesma especie, quando o angulo comprehendido ¢ < 90°, e
de differente especie quando este angulo ¢ > 90°.

5.° Finalmente se o lado b do angulo recto fer==90"; serd cosb=0,
e [pelas equacdes (m) e (g)] cosa=0, cosB=0: d’onde se conclue
que neste caso os lades CA, CB serdo cada um de 90° e perpendiculares
sobre AB; o triangulo sera isosceles birectangulo; e C toma o nome de
pdlo do arco AB (fig. &), em consequencia de ficar & distancia de 90°
de todos os pontos d'este arco.

145, Posto que estas formulas resolvem todos os casos dos triangulos
reclangulos, ‘cumpre todavia nolar que os valores das incognilas nio se

e e e e el
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obterdo com precisio, quando os arcos, sendo muilo pequenos, vierem
expressos em cosenos; ou quando, sendo vizinhos de 90°, forem dados
por senos.

Para obviar a este inconveniente, recorremos aos artificios seguintes.

{f—cosx

1. Temos (Trigonom. recl.) lang* -z = £
(Trig ) 83 1 4+ coszx’

e por isso, se for pedida a hypothenusa a sendo conhecidos B e C, a
equagdo (p) lorna-se em

f —cotBeotC sen BsenC— cos BeusC
1 4+ cotBeotC  senBsenC + cos BeosC'

I

tang®: a

cos (B+C) ;
SRy it %) (6);

3

i
2

tang

equacio onde se v&, que a somma dos dous angulos B e C é > 90°, por
que o 2.° membro, que tem o signal —, deve ser positivo.
2.° Do mesmo modo, se procurarmos um lado b do angulo recto co-

B
nhecidos os angulos B e C, temos pela equagio () cos b= o x o © fazendo
sen

=
-

C; teremos pela equa-

z=90°—B, que di cos B=senz, e cosb:se
sen

¢lo citada e pela Trigonom. reet.)

i sen C—senz  tlang
tang’ t b= =
sen C—4-senz  tang

;(C—>5)
L(C+2)
tang ;b = 1/ (tang [+ (B — C) + 45°]tang[* (B 4 C) — 45°]). .. .(7).

3.” Conhecida a hypothenusa a ¢ um lado ¢, se quizermos achar o
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angulo adjacente B, teremos pela equagdo (r)

: I —tangecota coscsena—senccosa
tang* B =—— = st

L]
1+t m" ceola  cos CSen a-}-sen ccosa

sen (@ — c)

.un“-B_\ [scn u—l—c]J ot X S AT || B

Para que esta expressdo se niio torne imaginaria, ¢ necessario que a —¢
¢ a -+ ¢ tenham o mesmo signal; por conseguinte sendo a—+c¢ > 180°,
deve ser a hypothenusa a < ¢. Logo se o triangulo tiver angulos oblusos,
niio serd a hypotheuusa o maior lado. E isto com effeito o que se torna
evidente na figura 8.

j cos a
4.° A equacho (m) dé cosec= -,
cos b

logo tang*se=tang ;(a+ b).tangi(a—"b)..........(9).

5.° Finalmente se for pedido ym lado b, conhecidos o angulo opposto
B e a hypothenusa @, em vez de émpregar a equacko ::n} quando & for
vizinho de 90° tome-se

b= 90°— 2z, tang £ =—sen a sen B;

o que reduz a equagdo (n) a cos 2z = tang z, ou

A i —tangx : 450
ang” 3= —— = \lang (#6°—«
8 g -+ tang x e J

e por conseguinte
tang (46°— 3 b) =V tang (46°—x)...........(10).
Calcula-se o arco & por meid” do equagdo tang z==sen a sen B, e a

ultima dara o valor de b.
Apresentimos na tabella seguinte os cinco elementos conslituintes de
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um triangulo espherico rectangulo, a fim de poder servir de exercicio
para a applicagio numerica das formulas, tomando & escolha dous d’estes
elementos, e calculando por meio d’elles os tres restantes.

Triangule rectangulo de prova

S —— — e — E— S — — —
]

|
! ELEMENTOS LOG. SEN. LOG. COSEN. LOG, TANG. ‘
|
(|

| a="T1°2¥'30" | 1.9767235 | 1.8038475 + | 0.4731759 + H
b= 140.52.40 | 1.8000134 | 1.8897507 — | 1.9102626 —
e =114.15.5% | 1.9598303 | 1.6137969 — | 0.3460333 — |
B=138.15.45 | 1.8232909 | 1.8728568 — | 1.9504341 — |

| C=105.52.39 | 19831068 | 1.4370867 — | 0.5460201 — |

e - B

O signal — posto 4 direila de muilos d’estes logarithmos serve para
indicar que o factor corresppndente & negativo; e nio deve confundir-se
com os signaes — collocados & esquerda dos log., que, como ¢ sabido,
indicom que devem ser sublrahidos, como accontece nas divisdes, Con-
forme for par ou impar o numero dos factores negativos de uma formula,
assim o producto ter o signal 4 ou —, circumstancias que deve haver
cuidado em notar; porque, por ex., tang @ d& para @ um arco < 90°,

quando esta tongente & positiva, ¢ o supplemento d’este valor quando a
tangente é negutiva,

Triangules esphericos ebliguangules

146. Percorramos lodos os casos que podem apresentar-se (fig. 4).
1.° Caso. Dados os tres lados a, b, ¢, achar o angulo A?
A 1.* dos equagdes (1) da, substituindo nella 1 — 2sen® 1 A porcos A:

cosa==cos (b—c)—2senbsencsen’LtA,..... L i,
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ou 2senbsencsen’ I A==rcos (b —c) —cosa,
ou, (Trigonom.) (+)

21

ST 1 bk
st _senz(@a+b—c)seni(a+tec )

sen bsen ¢

Esta equaclo, accommodada ao caleulo logarithmico, dé o valer do an-
gulo A. Péde tornar-se mais symetrica, fazendo

: p=a+ b+e,
que di

mn”h=sen(p—b}.sen(p—c}“._. ..... (12).
3 sen b sen ¢

Se na 1." das equagdes (1) substituissemos 2 cos* L A — 1 em logar de
cos A, achariamos identicamente

cus’.‘-A-:smFsen § o NS R (13).
2 sen bsen ¢

Finalmente, dividindo a 1.* d'estas equacdes pela 2.%, temos

A__sen[:p-—b)sen (p—r¢) (1%)
T 7§ P S . sl :

z

tang

Qualquer d’estas equacies resolve a questiio.

2. Caso. Dados os tres angulos A, B, C, achar o lado a?

Da propriedade do triangulo supplementar (pag. 187) applicada 4s
equagies precedentes, pela substituicho dos valores (1) e (2), e fazendo

2P=A + B+ G,

(+) Como o 1.° membro é essencialmente positivo, bem como senb e sene
(porque b e ¢ sio < 180°), vé-se a necessidade de ser ao mesmo tempo ¢ < b+a,
e ¢ >b—a, por isso que as rclacdes contrarias sio visivelmente absurdas; e
recahe-se assim no theorema 6.° do n.* 140.
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cos P cos (P — A)

21
resulta sen®ta= .
‘ 2 sen B sen C
e [ Y eos (P — C
& cos (P — B) cos (I C)
cos s a=

senB.senC '

i cos Pcos (P—A)
T T P B P —0)

3.° Caso. Dados dous lados a e b, e 0 angulo comprehendido C, achar
o tereeiro lado?

Pode lancar-se mio da ultima das equacdes (I) debaixo da forma se-
guinte

cosc==cos acosb (1 4 tang atang b cos C).
Ou entdo, fazendo na mesma equacdo,

cosC=:2cos"3C —1, cose=1—2sen” g,
vem

1 —2sen*te=cos(a+ b) + 2senasend cn:{'% C

=1 —2sen*!(a+4b)+2senasenbcos’iC,
Tomando um arco v tal, que dé senv==cosCV sen asenb, teremos
sen 2e==sen" > (a4 b) — sen’ v,
ou, (Trigonom. rect.),

sen” c==sen (a-+ b+ 2v) sen - (a 4 b— 2v),

equaclio mais accommodada ao caleulo logarithmico, e da qual se dedvzem
facilmente, por simples permutagdes, as correspondentes nos outros lados.

4.° Caso. Dados dous angulos A ¢ B, e o lado adjacente ¢, achar o
tercetro angulo C?
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A 3.% das equacdes (IIT) d&

cos C==cos A cos B (tang A tang B cos ¢ — 1),

Podemos tambem substituir os valores (1) e (2) nas formulas preceden-
tes, £ leremos

sen v==sen 2 ¢ sen A sen B,

Ccos

*tC=sen;(A+B+20)sent(A+B—2)

. 5.° Caso. Conhecidas tres das quatro partes, dous lados e os angulos
oppostos, achar a quarta?

Deve empregar-se o regra dos quatro senos, equacio (II).

147, Excepto o caso de serem conhecidos os tres lados ou os tres an-
gulos de um triangulo, todo o problema de trigonometria espherica com-
prehende entre as partes dadas um angulo e um lado adjacente, além
de um terceiro elemento: no que vamos expor, designaremos sempre
este angulo por A, e o ledo por b.

Abaixe-se de um dos angulos C (fig. 5) um arco CD perpendicular
sobre o lado ¢; Este lado ficard cortado em dous segmentas ¢ ¢ ¢/, e 0
angulo C em dous angulos 0 e §', isto &,

c=0+¢, D=06410".

Cumpre porém advertir: que uma d'estas partes serd negativa nas diffe-
rentes equagles, se o arco perpendicular cair fora do triangulo, o que se
dd quando um dos angulos A da base ¢ agudo ¢ o outro B ¢ obluso: e que
serdo todas as partes positivas, quando o arco cair dentro do triangulo,
isto é, quando os dous angulos dados forem da mesma especie.

Com efleito, se nos dous triangulos ACD, BCD, tirarmos os valores
do arco perpendicular CD, por meio da equacio (e), acharemos

tang CD = tang A sen p==tang Bsen ¢', -
Sendo A ¢ B da mesma cspecie, as suas tangentes terdo o mesmo signal,

¢ por conseguinle sen ¢ e sen ¢/ estario no mesmo caso, Se A e B forem
porém de especie differentes, sen ¢ e sen ¢’ devem ter signaes contra-
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rios; entio o arco perpendicular CD caird féra do triangulo, e somente
um dos segmentos ¢ e ¢ serd negalivo.

148. Vé-se na fig. 5 que o triangulo ABC se decompde em dous
ACD, BCD que podemos resolver separadamente, achando assim os ele-
mentos desconhecidos por meio dos que sdo dades. Este processo leva-nos
a equagdes simples, &s quaes facilmente se applica o calculo por logari-
thmos, como passimos a mostrar,

Resolvem-se primeiro os triangulos ACD, BCD, para d’elles deduzir
uma das partes ¢ ou §, do lado ¢ ou do angulo C, suppondo conhecidos
o angulo A e o lado adjacentes b. Applicando as equagdes (r e p), dedu-
zem-se as equacdes (a e a’). Applicando depois em cada um d’estes trian-
gulos as equagdes (m, g, s, r), e eliminando o arco perpendicular CD em
cada systema de duas analogas, obtem-se as equacdes (c, ¢, d, d).

Tang g =tangbcosA....(a);

c=0¢+9...0c0... (8);
cosa cosg'
cos b cos il N (93

cot § =cosbtangA.......(a")

cosA  senf

oy oy TR XL R ()

e (@)
tangd  cost®’

h—r

sen A senB  senC
sena senb senc

Passimos a ver os casos que podem apresentar-se, e a maneira de os re-
solver por meio d'estas equagdes.

Além das partes dadas A e b, ha mais um 3.° elemento.

1.° Se for conhecido ¢ (dous lados bec, eo angulo comprehendido A)
a equacdo (a) da g; (b) d ¢/, podendo estes arcos ter o signal negativo;
(c) da (a); (d) da B; e finalmente (e) da C, cuja cspecie se determinari
pelo que fica dito no n.° 147,

2. Se for conhecido C (dous angulos A e C ¢ o lado adjacente b) a

GEOM. AA
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equaclo (a) da 0; (') dé 0/, que pode ser negativo; (¢') da B; (&) da a;
(¢) di ¢, caja especie ¢ conhecida.

3.° Se for conhecido a (dous lados a e b, e o angulo opposto A) a
equacio (a) di ¢; (c) da ¢'; (b) dd ¢; (d e ¢) dio B e C. Ou entiio (a)
da 0; (d') da 0'; (b') da C; (¢’ e e) dio Bec.

Neste caso o problema offerece geralmente duas solugdes; porque se 1
calcularmos ¢’ ou & por meio do coseno, o arco apparece com os dous
signaes == ; ¢ e C tem por conseguinte dous valores, excepto se tivermos
de rejeitar algum, como negativo ou > 180°. As equagdes (¢’ e d) ddo
o' e por meio dos seus senos, d'onde resultam dous valores para G e c.

%.° Se for conhecido B (dous angulos A e B, e o lado opposto b) a
equacio (a') da 0; (¢') da 0'; (b) da C; (d’ e e) ddo a e e. Ou entio (a)
di ¢; (d) db ¢'; (b) dbc; (cee) dioaec

Tambem neste caso ha duas solucdes, porque ¢' e b’ sendo dados em
senos, o arco lem dous valores supplementares; e por tanto ¢ na equa-
¢io (b), e a na equacdo (d'), apparecem com dous valores: o mesmo
acontece com a e G nas equagdes (¢ e b'); ete.

Os quatro casos que analysimos, resolvem-se, como acabamos de ver,
por qualquer dos dous systemas das oito equacdes, um formado das equa-
cdes sem accento, e oulro das accentuadas. Sendo commum a ambos a
equagiio (e) (+).

149. D'estas equacdes deduzem-se as seguintes consequencias impor-
tantes (fig. 5):

1.° A equaglo (¢) da

cosb—cosa cosy— cos g’
cosb 4 cosa cosg—+ cosg”

e, em virtude das relacdes achadas na Trigon. rect., e por serc =9+ ¢/,
lemos

tang ! (p'—¢q)==langi(a+ b)tang}(a—b)cotzc..... (15).

(+) Querendo resolver um triangulo espherico, conhecidos dous lades e um
anguls, ou dous angulos e um lado, abaixa-se de um dos verlices um arco per-
pendicular sobre o lado opposto, a fim de formar dous triangulos rectangulos,
um dos quaes, além do angulo recto, tenha duas partes conhecidas. Esta‘claro,
que este arco nio deve partir do angulo dado ne 1.° caso, nem cair no lado
conhecido no 2.° Resolva-se este triangulo rectangulo, e calculem-se os dous
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Conhecidos os tres lados a, b, ¢ de um triangulo, [ﬁ;dcmos por meio
d’'esta equacdo conhecer a semidifferenca dos segmentos ¢ e ¢/, e conse-
guinlemente os mesmos segmenlos, por ser; ¢ a sua semisomma: e de-

pois resolvendo os triangulos rectangulos ACD, BCD, obtem-se os an-
gulos A e B, pela formula

cos A=Ilang gcoth, cos B=tangg'cota........(16).
2.° A equacio (d) di do mesmo modo (Trigonom. rect.):

tangA—tangB  seng'—seng tlang ] (9'—¢)
tang A + tang B  seng¢'+ $en g i tang ; (¢'+ EP)'

sen (A—DB) i

Eﬂllgi ({?""- ?j:mfﬁ Iang;_c- .............. (17)-

Conhecidos dous angulos A e B, ¢ o lado adjacente ¢, por meio d’esla
equaciio obteremos ¢ e ¢/, e depois determinar-se-hio @ e b por meio
das equacdes (16).

3.° A equagdo (¢’) dd, practicando da mesma maneira,

tang ; (6'— 0)=1tang ; (A + B).tang ; (A—B)tang :C. ... (18).
Conhecidos os tres angulos A, B, C; obleremos por meio d'estas equa-
coes 6 e 6'; e obteremos depois os lados a e b, resolvendo os triangulos

ACD e BCD, que dao

cos b=cot 6 cot A, cosa==cotb'cotB........... (19).

segmentos da base ¢ e ¢', on 0s dos angulos do vertice ¢ e o', As equacies (), (e"),
(d), (d@') podem enunciar-se da maneira seguinte:

1. Os cos. dos dous lados do angulo, d’onde parle o arco perpendicular, es-
tio entre si como os cos. dos segmentos respeclivos da base ; as col. d'estes lados
estio como as col. respectivas dos segmentos do angulo no vertice.

2.° As col. dos dous angulos na base eslio como os senos respeclivos dos se-
gmenlos da base; os cos. d'estes angulos eslio como os senos dos segmentlos
respectivos do angulo no verlice.
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4.° Finalmente pela equacio (d') teremos tambem

sen (a—b)
se—n{a:_—b—) col E R Bt & (2’0}-

tang § ('—6) =
Conhecidos dous lados a, b, e o angulo comprehendido C, obteremos 8

e B, e depois A e B pelas equagdes (19).
150. As equagdes que acabamos de deduzir, servem tambem para de-
monstrar os theoremas conhecidos pelo nome de analogias de Neper.

Egualando os valores (15) e (17) de tang! (¢'—g¢) teremos, por ser
sen 2o =—2sen « cos «,

sent(A—B)cos!(A—B)

tong L IROl g e T A DoR D)
3 T\,

tang® ; c...(21).

sena—senb senA—senB

Mas pel 3 temos —_— sl
Bygsiagmade (1) sena-+send sen A -4 sen B

fangi(a—>) tang!(A.—B)

logo (Trigonom, rect.) tang:(a-b) tangl(A—A)

Multiplicando ambos os niembros da equacio (21) por esta ultima

equacio, lodos os termos que ndo desapparecem pela divisdo, ficam no
quadrado; e extrahindo a raiz, vem

__sen (A—B A

tang z (a — b) _.;E—m—}- tang L ¢, )

i

iy \mw_n,} tats
tang L (a<4-1b) =y Y )tnng,c(}j

resultando a 2.* d’estas equacdes da divisio da equacio (21) pela 1.°

() Como tang ; e.cos} (A—B) é uma quantidade positiva, ¢ necessario que
« lang’ (a-+b) e cos { (A 4 B) tenham o mesmo signal; d'onde se conclue que a
semisomma de dous angulos quaesquer ¢ sempre da mesma especie gue a semisomma
dos dous lados oppostos; e reciprocamente,




TRIGONOMETRIA ESPHERICA 205

Eguslando os valores (18 e 20) de tang ! (4'—10), e operando da
mesma maneira sobre a equagio resultante; ou, o que val o mesmo,
mudando nas equagdes precedentes os angulos A e B nos supplementos dos
lados a e b, e reciprocamente, e depois tang ¢em cot C; obteremos

1
*(a—b
lang{(ﬂ—]])#fua )

sen . (@ - b) o Py

: cost{a—bd) |
lang; [:ﬁ. +B)£m%l—_|:§§ co!;C.

Sio estas as chamadas analogias de Neper: e servem principalmente
para achar dous lados a e b de um triamgulo, conhecido o 3.° lado ¢, e
os angulos adjacentes A e B (equagdes 22); ou para achar dous angulos
A e B, conhecidos os dous lades oppostos a e b, e o angulo comprehen-
dido C (equacdes 23).

151. Triangulos isosceles, Sejam C e B os dous angulos eguaes de
um triangulo isosceles (fig. 6); b e ¢ os dous lados eguaes; A o an-
gulo do vertice, e @ a base. O arco perpendicular, tirado do vertice para
o meio da base, dé dous triangulos symetricos rectangulos, os quaes of-
ferecem as seguintes relacdes formadas das combinacdes 3 a 3 dos qua-
tro unicos elementos A, B, a, b, do triangulo isosceles. Assim, por meio
d’estas relacdes, dados dous dos quatro elementos de um (riangulo esphe-
" rico isosceles, o angulo A do vertice, a base a, um dos lados equaes b, ¢
um dos angulos eguaes B, podemos sempre achar os outros dous

sen;a==seniAsenb........ (n)
.

cos b=cotBcotiA..... scekPl

tang;a="tangbcosB......... (r)

cos; A==costasenB........ (q)-
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Prohblemas gue offerecem duas solugoes

152. Continuaremos a considerar os triangulos esphericos como re-
sultando da secciio de uma esphera por tres planos que passam pelo cen-
tro 0. A fig. 8 tem por base o circulo KMK', e representa um hemis-
pherio separado por um d’estes planos; os outros dous planos dio as
semicircumferencias ACa, BCB”, que na figura se representam em pre-
spectiva, e tem por intersecgdo o raio CO. Os planos das tres circumfe-
rencias delerminam o triangulo espherico ABC. Os arcos CA, Ca sio
supplementares; e o angulo A mede a inclinagdo do plano ACx sobre a
base KK'.

Se pelo raio CO tirarmos o plano MCm, perpendicularmente a esta
base KK', e tomarmos depois MA'=MA, de uma e outra parte d’este
plano MCm, obteremos um segundo plano A'Ca’ symetrico com ACa,
que dard

ma=ma', AC=AC, Cz2=0Ca, A=A'=a=2a,

Fazendo girar o plano ACxz em volta do raio CO, a fim de tomar todas
as posicdes CK, CB, Cf. .., este plano seré perpendicular & base quando
coincidir com MCm; e além d'isto, em qualquer das suas posicdes for-
mard com a base dous angulos supplementares, para um e para outro
lado do plano. Os arcos CB, CA, Cf..., crescem & medida que se des-
viam do arco perpendicular CM=1, que é o mais pequeno de todos,
até ao arco perpendicular opposto Cm, que ¢ o maior. Isto mesmo se vé
resolvendo qualquer dos triangulos, ACM por ex. ; porque fazendo CA==b,
lemos

cos ACM = cot b tang ¢,
0

expressio na qual ¢ tang § uma quantidade constante,

Quando o angulo ACM chega a 90°, como acontece com o arco CK,
cujo plano & perpendicular a MCm, temos cot b==0, e o arco CK=90°.
Se o plano continta depois a girar para Ca', cos ACM torna-se negativo,
e cresce com coth; de maneira que o arco Ca' continua a augmentar.
Tudo ¢ symetrico dos dous lados do plano MCm, de maneira que os arcos
e as inclinacdes serdio eguaes, dous a dous para os arcos eguaes MA=MA',
isto &, serh CA==CA/, e o angulo A=A".
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Girando por esta férma, o plano secanle comeca por tornar-se cada
vez mais obliquo sobre a base KMK’, tornando-se CB, CA, CK; porque
do triangulo rectangulo resulta ainda

send=senbsenA,.............. .+« (28)

equaglio, cujo primeiro membro ¢ constante, e na qual senb vai primei-
ramente crescendo, como acaba de dizer-se, e por conseguinte sen A de-
crescendo a0 mesmo tempo. Porém logo que o lado b chega a 90° tor-
na-se entio CB em CK=90°=MK ; e depois sen b, diminuindo, laz com
que sen A augmente, e com que o angulo A, agudo para a base, tendo
chegado ao seu menor valor no ponto K, comece a crescer. Este ponto K
¢ o pdlo da semicircumferencia MCm, e o angulo K tem por medida o

arco CM={=K ; ou, do outro lado do plano secante o arco CM==180=x{. "~ \~

Vé-se pois que todos os arcos que partem de C (fig. 8), e passam
por um ponto qualquer da base do semicirculo KMK' sao < 90° entre
tanto que os outros que passam por KmK' sao > 90°; e ¢ CK=CK'==90".
Além d'isto CM=={, e Cm==180°—1, valores de ¢ resultantes da
equagdo (24%), sho os limites da grandeza dos arcos CA. Quanto mais um
arco se approxima de CM, mais pequeno é; e quanlo mais se approxima
de Cm, pelo contrario tanto maior se lorna.

A inclinagio dos planos sobre a base, sendo de 90° em MCm, diminue
quando toma as posigies CB, CA, até CK, onde se torna K ==¢; cresce
depois alé m, tornando-se outra vez de 90° em Cm. O angulo é agudo
do lado de CM, e obtuso do lado de Cm, sendo estes ultimos angulos
supplementos respectivos dos primeiros. Todos estes angulos obtusos slio
< 180°— .

Posto isto, com facilidade se reconhecerd, se num triangulo BCA ou
B'CA, ou arco CM perpendicular sobre a base AB, cae dentro ou féra
d’este triangulo, e verificar-se-hiio os corollarios deduzidos no n.* 144,
relativos & grandeza dos lados e dos angulos dos triangulos rectangulos,

Os problemas que offerecem duas solugdes, a0s quaes se costuma dar
o nome de casos duvidosos, sio aquelles, em que entram, nos dados, um
angqilo e um lado opposto, o que acontece nos problemas 3.° e 4.% do
n.” 148,

153. 1.° Caso. Sendo dados dous lados a e b e o angulo epposto A.
Corte-se o hemispherio KMK', (fig. 8) por um plano ACz que passe
pelo centro O, e que tenha com a base uma inclinagdio egual ao angulo
A; e tome-se depois AC==b. Serd C o vertice do triangulo, o qual deve
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ser fechado por um arco CB==a, de grandeza dada. Percorramos os dif-
ferentes casos.

1.° Supponhamos que ¢ o angulo A < 90°. O lado a que fecha o trian-
gulo deverd entio cair no espaco «A’MA ; por que, se assim ndo [osse, e
caisse como Cf, Ca',.. ... enldo os triangulos CAf, CAa',..... teriam,
em vez do angulo agudo A, outro que seria o seu supplemento, do outro
lado do plano 2CA. Os arcos, taes como CB e CB/, siio eguaes dous a
dous, e tem a mesma inclinagdo sobre a base, quando passam por pontos
B e B’ equidistantes de M. Tomemos MA'==MA, MB'=MB, os arcos
serio CB'=CA =b, CB'=CB=a.

a) Consideremos primeiro o caso em que é o lado b < 90°, por ex.
b=CA.

Se é o lado @ < b, a cae no angulo A'CA, como CB e CB/, e temos
dous triangulos BCA e B'CA, em que entram os tres elementos A, b, a,
isto é, temos duas solupdes. Neste caso um dos angulos B da base ¢ ob-
tuso, e o outro B’ é agudo.

Se & o lado a==ou > b, o arco a cae como Cf’, e o triangulo AC['
¢ o unico que reune os tres elementos dados, visto que o arco Cf syme-
trico com Cf’, fica excluido, por estar para o outro lado do plano «CA.
Por tanto ha sé uma solugio. O angulo B do triangulo ACf" é agudo em
f’» bem como b.

b) Consideremos em segundo logar o caso em que ¢ o lado b > 90°,
por ex. b=~Ca. °

Se ¢ a somma dos lados a-+b < 180° isto é, se o lado a cae no
espago ACA’, como CB ou CB', ha duas solugies BCx e B'Ca. O angulo
B da base d'estes triangulos ¢ agudo num, obtuso noutro.

Se ¢ a somma dos lados a +—b=o0u > 180°, isto &, se o lado a cae
no espago A'Ca, como Cf', ha sé uma solugdo ['Cx; [ e b slio obtusos.

2.° Supponhamos agora que € o angulo A >90°. Neste caso o lado
a que fecha o triangulo, partindo de C, deve estar para outro lado do
plano aCA, e cair como Cf, CB',.....

a’) Consideremos tambem em primeiro logar o caso em que ¢ o lado
b < 90°, por ex. b=CA.

Se ¢ a somma dos lados a 4 b > 180°, isto ¢, se o lado a cae no es-
paco «'Ca, como CB” ou CB", ha duas solugdes, taes como ACB” e ACB™,
Um dos dous angulos da base, B” e B", & agudo, o outro obtuso.

Se ¢ a somma dos lados a +b=ou < 180°, isto &, se o lado a cae
no espago ACe/, como CK, ha s6 uma solugdo ACK. O angulo K da base
¢ agudo como b.
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#) Consideremos em segundo logar o caso em que ¢ o lado b > 907,
por ex. b=Ca.

Se ¢ o lado a > b, a cae no espago aCa', como CB" ¢ CB", ¢ ha duas
solucdes taes como «CB"” e «CB". O angulo da base B & agudo; o an-
gulo B" obtuso. :

Se ¢ o lado a==ou < b, a cee, como CK, no espaco «'CA, e ha sé
uma solugdo possivel KCa. O angulo K da base é obtuso com &.

Na seguinte tabella apresentimos em resumo os differentes caracteres,
que indicam a exislencia de duas ou de uma s6 solugdo.

g @<b.........duas solugdes
b <90 a %Tb ....... uma solucio
Se A < 90°
a+b<180°... .dt_las solugdes
b>90 ’ a+b;‘?180°.. .uma solugio
a-+b>180°. . . .duas solucdes
b < 90° feme,
a+b' L 180°.. .uma solugio
Se A > 90°

a>b.........duas solugdes
b> 90°

a )Tb s s+ .0 uma soluglo

L]

'Viu-se pela analyse precedente,-que, no caso de uma sé solugio, B e
b sio da mesma especie. Mas sabemos (n.° 147) que a perpendicular
abaixada do vertice C sobre a base ¢, cae dentro ou féra do triangulo
(o que tambem se reconhece na fig. 8), conforme os angulos A e B da
base siio de similhante ou differente especie; por conseguinte nas equa-
gies c=¢ = ¢/, C==0==0', empregar-se-ha o signal -+ quando os arcos
A eb forem da mesma especie, e — no caso contrario, o que indicard qual
das solugdes, que dd o ealeulo n.” 148, 3.°, se deve adoptar.

Cumpre nolar que o valor do lado a esth entre os limites CM e Cm,
isto €, entre ¢ e 180°— ¢, como se deduz ndo s6 da equagio (2%), mas
tambem da impossibilidade de construir o triangulo, quando a esta [6ra
d’estes limites, Vé-se tambem na figura que no caso de A e a nlo serem

GEM . BB
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da mesmo especie, e de ndo estar o lado a comprehendido entre os li-
mites b e 180°—b, nio ha triangulo possivel.

154, 2.° Caso. Sendo dados dous angulos A ¢ B, como um lado op-
posto a.

Sem ser necessario disculir as differentes circumstancias na figura,
este caso se reduzird ao precedente pela consideragio do triangulo sup-
plementar A'B'C! (n.° 1§1), no qual sio conhecidos os lados a'=180"—A,
H— 180 — B, ¢ o angulo A'— 180 —a. E podemos servir-nos da ta-
bella de cima, mudando os angulos nos lados oppostos, e reciprocamente.

Como neste caso B e b sdo da mesma especie quando ha s6 uma solu-
cdo, vé-se, raciocinando como no caso precedenle, que: nas equagdes
c—=¢ =g, C=0 =0, se deve empregar o signal - quando os arcos B
e a forem da mesma especie, ¢ o signal — no outro caso; o que indicard
qual das duas soluges, que dd o caleulo n.° 148, 4., se deve adoptar
ou rejeitar. _

0 angulo A deve tambem neste caso ficar comprehendido entre os va-
lores supplementares de ¢ dados pela equagdo (24).

Nio ha trisngulo possivel, quando A e a ndo forem da mesma espe-
cie, @ ndo estiver A entre os limites B e 180 —B.

155. Sendo o triangulo rectangulo, e CM ou Cm um dos lados, se
for dade um angulo e o lado opposto, haverd duas solugdes, que em cer-
tos casos poderiio reduzir-se a uma sé.

1.° Dada a hypothenusa a ¢ um lado b, achar o angulo opposto B?
A equagio (n) que resolve este caso, da B expresso em senos, 0s quaes
correspondem a dous arcos supplementares.

Dada a hypothenusa a ¢ o angulo B, achar o lado opposto b? A mes-
ma equagdo (n) di dous arcos supplementares para o lado opposto b.

Com tudo, em ambos estes dous casos nio ha sendo uma solucio pos-
sivel, porque os dous arcos CA ou CA’, que fecham o triangulo CMA ou
CMA', sto symelricos; e por isso devem B e b ser da mesma especie, o
que foz desapparecer a indecisio.

2,° Se forem dados um lado b do angulo recto ¢ o angulo opposto B,
a terceira parte pedida admilttird dous valores. Porque, ou se pede a hy-
pothenusa a, e a equacio (n) dé sen a; ou se pede o terceiro lado ¢, ¢
a equacio (s) da sen ¢; ou finalmente se pede o angulo G adjacente ao
lado conhecido, e emprega-se a equacio (q), que da sen C. Vé-se pois
que a incognita admitte dous valores supplementares para o arco corre=
spondente a cada um d'estes senos.

156 Passemos a fazer algumas applicacies numericas,
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. Sejam a=133" 19, b=>57" 28/, A=45° 23". O (riangulo &
impossivel, porque a nldo estd entre 57°28', e o seu supplemento 122°32';
e porque além d’isso ndo sio A e a da mesma especie,

Il. Outro tanto acontecerd se for B=120°, A=151°, a=—101°;
porque tambem A ndo esta entre 120° e o seu supplemento 60°; e porque
A e a nlio siio da mesma especie.

Il Se for b==40°0' 10", a==50°10'30", A =42° 15’ 14", havera
uma unica solugdio, porque A <90° b <90° a>b. B ¢ <90°; e porque
A e b sio da mesma especie, devemos tomar ¢c=¢ —+¢'. O calculo das
equacdes (a, ¢ e b) n.° 148 di

tangb...1.9238563 cosa...1.8064817 ¢— 31°5046"

cos A....1.8693330 cosg...1.9201471 ¢'—44.44.50
tang 9. . . 1.7931893 —cos b. . . 1.8842363 ¢ — 76.35.36
cos ¢'.. .1.8513925

Para achar o angulo C do vertice, as equagdes (a', d’ e V') dio

cosb...1.8842863 tangh...1.9238563 6= 55° 9'59"

tangA.. 1.9583058 cota....1.9211182 6'=— 66.26.21 :
cotl... 1.8425421 cosb....1.7567851 C=121.36.20

cosh'....1.6017596

Finalmente a regra dos quatro senos (II) da B==3%°15'3".

IV. Se for A =42°15"14", B=121°36'20", a=50°10' 30", te-
remos duas solugdes, por ser a < 90°, B > 90°, A 4B < 180; e por se-
rem B e a de differente especie, tomaremos nos valores de ¢ e C o signal
—. As equacdes (a/, ¢ ¢ C) conduzem-nos és seguintes operacdes.
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cosa.....1.8064817

tang B. ... 0.210886%—sen 6 ..

TRIGONOMETRIA

1.8693330

cosA..

ESPHERICA

senda....1.8853636

1.84506262 — sen B. .. .1.9302745

cotB.....0.0173681—cosB..—1.7193880 — sen A—-.. 1.8276379

b==—43°51'16" sen@'....1.9905712 + senb..... 1.9880002
h'=—78.6.19 OB\ Lk 101°53'%1" b= T76°35'36"
C= 3415.3 oul= B581.2.25 ou=— 173.24.2%
LADE Gaeis ) rin e 0.0788818 cotA.,...0.0416956
oo Bl s 1.7193874% — tang B. .. .0.2108873 —
taNg P.vvsrene 1.7982692 —sen .. ... 1.7259905 —
= — 32860/  sen ¢'.....1.9785734 +
¢'— R R R T 107 510"
c= 0010 00, ovsanininini c= T75.42.10

Uma d’estas duas solucdes reproduz o (riangulo precedente, e vem a
ser ['CA’ (fig. 8); a outra fCA'.

Conhecendo os tres lados, achar um angulo ?

a= 76°35'36"
50.10.30
c= 40. 0.10
2p=166.46.16
p= 83.23. 8
p—a= 6.47.32
p—b= 33.12.38

|

T ._l_.QSSDUUS
sen ....1.8853636

—1.8733644%

sen ....1.0728716
sen ... .T.msz;.aﬁa

sen’. ...2.9380637

1C= 27. 7.31,4sen .,..1.4690318

C= 34.15. 2.8

0s outros elementos do
triangulo sdo:

A=121"36'19"8
B= 42.15.13,7
C= 34.15. 2,8

4= 40.51. 3,0

?’ ?’r ap ﬁfj sﬁo dadus

acima; o triangulo serd
aqui 0 mesmo.

Concluiremos a trigonometria esphérica, appresentando todos os ele-
mentos d'um triangulo espherico. Escolhendo & vontade tres d’estes ele-
mentos para servirem de dados, calcular-se-hdio para exercicio os outros
tres restantes (Nota 2.°)




