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rida aos diâmetros conjugados, deve o eixo Cy das ordenadas ser paral-
Ielo á tangente tirada no ponto B ou li' onde o eixo Cx das abscissas 
corta a curva. 

2.° Qualquer corda CB, que passa pelo cenlro C, é um diâmetro que 
tem o seu conjugado parallelo á tangente em B; por que a equação da 
curva referida a este systema de eixos tem necessariamente a fórma (4) 
(*). Por tanto: na ellipse e na hyperbole ha uma infinidade de diâmetros 
conjugados. 

3.° Sendo AO (fig. 57 e 58) o primeiro eixo da ellipse ou da hyper-
bole, ha sempre duas cordas supplementares AN e ON parallelas aos 

diâmetros conjugados (n.03 81 e 8 5 ) . A equação a ai'±b?=0, 

q u e na e x t r e m i d a d e do e ixo B, o n d e é y'= O, se torna cm —- = « • ; isto e, a 
li 

tangente em B é paral le la a Cy. 
O m e s m o se pode mostrar da maneira s e g u i n t e : 

E l i m i n a n d o y en tro a'y*-f- b'x'= a'b' e y= xx + (3, e t o m a n d o a s e m i - s o m m a 

dos d o u s va lores de x, vem a abscissa do m e i o de cada corda, x = —: 

c e l i m i n a n d o [3 = y — « i , vem a e q u a ç ã o dos meios de todas as cordas paral le las a 
b b' 

y=ixx, isto e, a equaçao do d iâmetro BB , y = x—a. x. L o g o aa — ; c 
a* a a ' 

por isso a" tangente na e x t r e m i d a d e B do d iametro ,é paral le la ás cordas (n.°" 81 e 8 5 ) . 
(») Com eíTeilo o m e s m o c a l c u l o da pag . 96 app l i cado á e q u a ç ã o 

Ay"+B'x'y'+ C r n - I - Q = O, 

k By1+ 2Cx' 
da — ,: 

h Ba; + 2 A y ' 

e por q u e , s u p p o n d o a tangente em B parallela a Cy, deve ser — = oc para y'= O, 
h 

resulta B = 0; o q u e reduz á fórma (4) a e q u a ç ã o p r e c e d e n t e . 
Isto m e s m o se vè do m o d o s e g u i n t e : 
C h a m a n d o A a tangente t r igonométr i ca do a n g u l o q u e a tangente cm B faz 

b> 
com CB, é (n . ° 8 1 ) A » ' = ; e por isso , fazendo X — a, será , s e g u n d o a 

nota precedente , CB o d i â m e t r o conjugado do q u e é para l le lo á tangente em B. 
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que (n.os 80 e 8 5 ) Iem logar para a inclinação de duas cordas sobre o 
e ixo AO, convém pois egualmente á d'esles diâmetros; conservando elles 
direcções pnra 1 leias em todas as ellipses e hyperboles cujos eixos a e b 
têm a mesma razão. 

4.° Sabemos assim: determinar os diâmetros conjugados, que fazem 
entre si um angulo dado 0; por que este problema já foi resolvido para 
as cordas supplementares (n.° 8 0 ) . O angulo O^em um limite, e só pode 
ser recto para os e ixos ; excepto no circulo, onde todos os diâmetros 
conjugados são rectangulares. 

O problema reduz-se a formar sobre o eixo AO, e com o angulo op-
posto dado N = O1 um triangulo ANO. Para isso descrever-se-ha sobre 
AO um segmento de circulo, em que possa existir o angulo dado: as 
intersecções d'este segmento com a curva darão os pontos N, as cordas 
supplementares, e os diâmetros conjugados parallelos a estas cordas. 

5 .° Se o diâmetro conjugado Cy também corta a curva, o que tem 
logar na ellipse (fig. 6 1 ) , ver-se-ha do mesmo modo que as rectas GII 
e 1K, tangentes em D' e I), são parallelas ao l . ° diâmetro BB'. O pa-
rallelogrammo GHlK diz-se circumscripto á curva. 

Mas na hyperbole (fig. 63 ) só o l . ° diâmetro BB' corta a curva; por 
que o outro DD' fica fóra do angulo das asymptotas. 

U5. Sejam (fig. 6 1 ) B B ' = 2a' e D D ' = 26' os diâmetros conjugados 
d'uma ellipse. Referindo a elles a curva, devem y — O dar x = a', e 
a: = 0 dar y = b': introduzindo pois estas condições na equação (4) , 

teremos B a r i = Q , \ ò ' 7 = Q , o u B = - % A = ~ , 
a o 

que a transformam na da ellipse referida aos eixos conjugados 

a ' j / M - 6 ' V = arb'7- (5) . 

9 6 . Seja do mesmo modo (fig. 63 ) B B ' = 2a ' o primeiro diâmetro da 
hyperbole, e D D ' = 27/ o seu segundo diâmetro que não encontra a curva, 
isto é, o dobro da ordenada ò ' ( / — 1 correspondentes a x = 0, depois de 
tornada real. D e v e m y = O dar x = a', c x = 0 dar y = W—1; e 
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estas condições introduzidas na equação ( í ) dão 

Ba"= Q, — Xbn=Q, o u B - 4 A = 
Q 
b'2' 

que a transformam na da hyperbole referida aos diâmetros conjugados, 

As tangentes GI = I lK = 26' parallelas a DD' determinam o paralle-
logrammo GHIK inscripto na hyperbole. 

Como as equações (5) e (6) se podem deduzir uma da outra pondo 
6 ' K — 1 em logar de 6', o mesmo acontecerá aos resultados dos cálculos 
feitos a respeito d'uma d'ellas; e por isso é escusado repetil-os para a 
hyperbole. 

9 7 . Se na equação da ellipse mudarmos x em y e y em x, esta equa-
ção conservará a mesma fórma; e por isso todas as construcções feitas 
sobre um dos diâmetros serão applicaveis ao outro. Mas na hyperbole, 
se contarmos x sobre o segundo diâmetro, a equação será 

9 8 . Como as equações da ellipse e da hyperbole conservam a mesma 
fórma, ou se refiram aos eixos, ou aos diâmetros; 6 inútil reproduzir os 
cálculos, que já se eflectuaram a respeito dos e ixos; e podem aprovei-
tar-se os resultados que para elles se deduziram. Ass im: 

1.° Os quadrados das ordenadas (fig. 61 e 6 3 ) são proporcionaes aos 
productos das distancias PB e PB' dos pós P ás extremidades B e B' do 
diâmetro. 

2 . ° As equações de duas ellipses, uma das quaes é referida aos eixos 
2a e 26', e a outra a diâmetros da mesma grandeza, são idênticas; e 
por isso a cada abscissa corresponde uma ordenada da mesma grandeza 
em ambas as curvas, mas differentemente inclinada. Logo, para descre-
ver uma ellipse, quando se dão os diâmetros conjugados BB' e DD' 
(fig. 6 2 ) , levantaremos IiCK' perpendicular a BB', e tomaremos nella as 
partes CK = C K ' = CD ; depois, pela propriedade dos fócos, ou por outro 
meio, descreveremos sobre os eixos BB' e KK' a ellipse BKB'IÍ'; e fi-
nalmente inclinaremos cada ordenada NP de modo que tome a direcção 

GEOM. N 

a'Y—b'2xz=—a'2b'2 (6). 

b'2y2— a'2x2=a'2b>2. 
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MP parallela ao segundo diâmetro D D ' ; o que dará cada ponto correspon-
dente M da ellipse procurada. No caso de ser b'=a', é BKB'K' um 
circulo. 

Esta construcção applíca-se similliantemente á hyperbole; e adiante 
veremos que também é applicavel á parabola. 

3.° Para a inclinação d'uma tangente num ponto qualquer (x ' , y'), 
e para a equação d'esta recta, temos: 

V2 x' 
na ellipse A = - . —, a' yy'+ b'2xx'=>a'2b'2; 

b x 
na hyperbole A = -- . —, a'\jy'—b'2xx'=— a'2b12: 

devendo entender-se que A não designa aqui, como designava para os 
e ixos , a tangente trigonométrica do angulo que aquella recta faz com o 
eixo das abscissas, mas sim a razão dos senos dos ângulos que faz com 
os diâmetros conjugados. 

4 .° Nesta mesma intelligencia vêr-se-ha que tem aqui applicação, as-
sim o calculo feito no n.° 80 para as cordas supplementares, como o 
processo, que d'el!e deduzimos, para tirar uma tangente. Tirando pois 
(fig. 6 4 ) do centro C para o ponto de contacto M a recta CM, e por B' 
a corda parallela B'N, a tangente TM será parallela á corda supplemen-
tar BN. 

Quando é dada a ellipse e o ponto M de contacto, facilmente se de-
termina a tangente: por que, tirando duas quaesquer cordas parallelas, 
e dividindo ao meio a corda que as corta em duas parles eguaes, acha-se 
o centro C; e depois applica-se a construcção precedente. 

5.° IVum ponto K exterior á ellipse (fig. 9 8 ) , tomado sobre a recta 
dada BB', tiremos as tangente? KM e I í N ; e tiremos o diâmetro DD', e 
o seu conjugado CA. Reproduzindo a analvse do n.° 84 , teremos a equa-
ção, a'"3y + b'2ex = a'2b'2, da corda MN que une os pontos de contacto; 
equação por meio da qual poderiamos construir esta corda, achar os pon-

a'2 

tos de contacto M e N, e tirar as tangentes. Ora y = 0 dá x = —, in-
s 

dependente de 3 e b': logo, em quanto o ponto K se mover sobre BB', 
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a corda MN e as tangentes variarão, mas o ponto E ficará fixo; e este 
ponto será commum para todas as eilipses que tiverem o mesmo primeiro 
diâmetro 2a'. 

6.° Também é visível que a propriedade demonstrada no fim do n.° 82 
subsiste ainda quando a ellipse se reporta aos diâmetros conjugados; 
ficando assim justificado o que dissemos nesse logar, relativamente áquella 
propriedade, sobre poderem ser OlI e AK (fig. 3 6 ) duas quaesquer tan-
gentes parallelas. 

Todas estas construcções se applicam egualmente á hyperbole. 
9 9 . Para achar as relações que têm logar entre os semi-eixos, a e b, 

e os semi-diametros conjugados, a' e b', tomemos as duas equações refe-
ridas a estas duas especies de e ixos; e procuremos reduzir uma á outra 
por meio de transformações de coordenadas. 

Transformações das coordenadas 

1 0 0 . Ellipse. Comecemosfpela ellipse, cuja equação referida aos seus 
eixos CA e CM (fig. 6 1 ) é ' 

a y + 6 V = a 2 6 \ 

Para mudar as coordenadas rectangulares, x e y, em outras obliquas, 
X1 e y', contadas sobre diâmetros conjugados CB e CD, que façam com 
CA os ângulos a e [5, substituamos nesta equação, em logar de x e y, as 
expressões [n.° 44 (2)] 

x = x' cos a + y' cos [3, y = x' sen a -f y' sen 3 : 
teremos 

((o* s e n 2 a + 62 cos2 a) x ' 2 + (a2 sen2 $ + b* cos 2 p) yn) 
> = a 2 6 2 . 

( + 2 (a2 sen a sen £ + b1 cos a cos £) x'y' J 

Mas, para que estes novos eixos sejam diâmetros conjugados, é necessário 
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que a transformada tenha a fórma 

a'YM- V2Xn= a'2b12: 

logo o coefficiente de x'y deve ser nullo, 

ou, 

isto é, a2 sen a sen j3 + b2 c o s « cos -¾ = 0 

a2 tang a tang [3 + V= 0. 

00» 

Esta equaç5o é a mesma que tem logar para as cordas supplementares 
(n.° 8 0 ) ; o que concorda com o que se disse no n.° 94 sobre as dire-
cções d'estas cordas, das tangentes, e dos diâmetros conjugados. 

Para determinar o s semi-diametros conjugados a 1 e b é necessário 
fazer respectivamente nullos y' ou x1; o que dá 

(a2 s e n 2 « + b2 cos2 a) a'2= a2b\ (a2 sen21i + b2 cos2 p) V1 = a2V... . (8) : 

ou, substituindo 1 — s e n 2 a e 1 — s e n 2 | 3 em logar de cos2a e cos*?, 

o'» ( a 3 — ò 2 ) sen2a = b2 ( a 2 — a'2), b12 ( a 2 — b2) sen2? = b2 ( a 2 — ò'2); 

ou, substituindo 1 — c o s 2 a e 1 — cos2? em logar de sen2a e sen2?, 

a'2 ( a 2 — b2) cos2« = a2 ( a ' 2 — V), b'2 ( a 2 — ò2) cos2? = a2 (b12— b2). 

Transpondo o 2." termo da equação (7) , elevando ao quadrado, e substi-
tuindo os valores de sen'a, cos a, sen 2?, cos2?, tirados das quatro ult i-
mas equações, resulta 

(a2—a'2)(aa— b'2)=(a12—b2)(b12—b2), ou a1—b1= (a2— 6 2 ) ( a ' 2 + b'2), 

L o g o : a somma dos quadrados de dous quaesquer diâmetros conjugados 
da ellipse é constante, e egual á somma dos quadrados dos eixos. 

que, sendo dividida por a2— 6% dá 

a 2 + 6 2 = o ' 2 + 6 ' (9) . 
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Se multiplicarmos as equações (8) uma pela outra, resultará 

a 4 6 4 = a ' 2 6 ' 2 [ a 4 sen'» s e n 2 | 3 + 6 4 cos"a cos2? + a"62(sen2a c o s 2 ? + s e n 2 ? cos2*)], 

ou, em virtude do quadrado de (7) , e dividindo por a2b2, 

a7b2= a'2b'2 (sen S cos a — sen a cos ? ) 2 = a"6'2 sen2 (? — «)• 

Temos pois ab = a'b' sen (? — «) = a'b' sen Ô . ( 1 0 ) , 

chamando ô o angulo ?— « d o s diâmetros conjugados. E como a'6'senõ 
é a superfície do parallelogrammo CDBK (fig. 6 1 ) , segue-se que : quaes-
quer que sejam as direcções dos diâmetros conjugados, a área do paral-
lelogrammo GIv circumscripto á ellipse é constante, e egual á do rectân-
gulo dos eixos. 

Assim as tres equações (7) e (8 ) , que exprimiam as condições da 
questão, reduzem-se a estas: 

a 2 + 6 2 = a ' 2 + b'2 (9) 

ab = a'b' sen (3 — a) (10 ) 

a2 tang a tang ? + b"=0 (11). 

Se eliminássemos a e b por meio de duas d'ellas, a terceira reduzir-
se-ia a (*) 

0 = a'2 sen « cos a + b'2 sen (¾ cos (¾, ou 0 = a ' 2 sen 2 a + 6'2 sen 2 3 . . . ( 1 2 ) . 

No caso de serem dados os diâmetros 2a' e 26', com o angulo que 

(«) Como a passagem dos d i â m e t r o s conjugados para os e i x o s se faz pe las for -
m u l a s 

, x sen p — y cos (3 , j / c o s a — a; sen a 
X sen ( p — a) ' J s e n (p — «) 

c o m p a r a n d o estas expressões com as de x e y do n ° Í 0 0 , vê - s e q u e : para fazer 
esta p a s s a g e m p o d e m o s aprove i tar os cá lcu los d 'aque l l e n u m e r o subs t i tu indo nos 
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comprehendem, [3 — a = 9 : desenvolvendo sen 2(3 = sen (2a -+- 29) , d i -
vidindo por cos 2a, e resolvendo em ordem a tang 2a , 

. . , „ b'2 sen 29 
a equação (12) dá tan£r2a<= ; , 

^ v 7 e a + 6" cos 29 

que determina a direcção dos mesmos eixos. 

Para ter a posição dos diâmetros conjugados eguaes, faremos a ' = b ' ; 

o que torna a equação (12) em sen 2* = — sen 2 3 , 

e mostra que estes diâmetros tôm a mesma inclinação sobre o e ixo maior; 

resul tados d 'e l l e s : a' e 6' , em logar de a e b;—SC" H e S C " * , em logar 
s e n ( p — a ) s e n ( p — a ) 

. cos P cos a 
ae c o s « e sen «; e — ; em logar de cos B e sen p . O q u e fe i to 

s e n ( p — a ) s e n ( p — a ) i- r n 

na equação (7) dá i m m e d i a t a m e n t c : 

a ' s sen «.cos * 6 l 2 s e n Rcosf 

s e n a (p — a ) s e n 2 ( p — a ) 
= 0, ou a equação ( 1 2 ) . 

Mas se q u i z e r m o s e f fec luar a e l i m i n a ç ã o , c o m o se indica no t e x t o , por e x e m -
p l o , e l i m i n a n d o a? e b2 entre (9) e ( 1 1 ) , e s u b s t i t u i n d o no q u a d r a d o de (10 ) , 
a c h a r e m o s : 

( a ' 2 + bn)2 t a n g a tang p + a'2 b'* (1 — tang a tang fi)' s e n 2 (* — p) = 0, 

q u e dá 

Ia11-T b")* sen2& sen 2p -+- 4 a ' 2 b'2 cos2 (a + p) s e n 2 (* — p) = 0 ) , 

ou ( a ' 2 + b u y sen 2a sen 2p + a" b n ( sen 2» — sen 2 p ) 2 = 0 , 

on (a'2 sen 2» + 6 " sen 2p) (a" s e n 2p + b'2 sen 2 a ) = 0 . 
A apparição dos d o u s factores a n a l o g o s p r o c e d e de se ter e l evado (10) ao 

q u a d r a d o , c entrar por isso sen ( a — p ) só na s egunda p o t e n c i a ; p o r q u e as e q u a -
ções (9) e (11) e o quadrado de (10) ficam as m e s m a s q u a n d o se muda a em p 
e p em a. Mas. c o m b i n a n d o cada um d'estes factores egua lado a zero com as 
e q u a ç õ e s ( 8 ) , a c h a - s e q u e só o p r i m e i r o reproduz a equação ( 1 1 ) . 
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ficando um d'uma parte do e ixo menor, e outro da outra parte do 
mesmo eixo (*). 

A mesma hypothese torna a equação (11) em 

b BC 
— a 2 t a n g 2 a + 6 2 = 0 , o u tanga = ± ( f i g . 5 7 ) . 

Ct A L 

Por onde se vê que: os diâmetros conjugados eguaes da ellipse são pa-
rallelas ás cordas supplementares que ligam as extremidades dos eixos; e 
por conseguinte (n.Q 8 0 ) são também os que fazem um com o outro o 
maior angulo obtuso. 

Seja (fig. 57 ) CiNI um d'estes diâmetros. Attendendo á equação (9) , 
o triangulo CPM dà 

2 

Eliminando y2 entre esta equação e a'2y2+b2x2= a2b2, resulta x2= £ a 2 ; 
e por que este valor é independente de b, segue-se que: as extremidades 
dos diâmetros conjugados eguaes de todas as ellipses descriptas sobre o 
eixo maior 2a tem a mesma abscissa j a V2. 

1 0 1 . Para determinar a posição dos diâmetros conjugados, que fazem 
entre si o angulo 6, temos (n.° 80) a equação 

a2 tang2a — ( a 2 — b2) tang a tang9 + 6 2 = 0 ( 1 3 ) . 

As cinco equações (9), (10) , (11) , (12 ) , ( 1 3 ) , que equivalem tão somente 

(*) A equação sen 2« = — sen 2p 

dá 2* = 1 8 0 ° + 2p , ou 2« = 3 6 0 ° — 2p. 

1 
Da p r i m e i r a t ira-se « = 90° p, tang a = • 

t a n g p 

q u e , em v ir tude de (11 ) , dá a = 6; o q u e só t em l o g a r no c ircu lo . 
Da s egunda t i ra - se * = 1 8 0 ° — p, q u e é o q u e serve . 

J 
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a quatro distinctas, entre as sete quantidades a, b, a', Vt a, [3, 6, dão 
quatro d'estas quantidades, quando se conhecem as outras tres. 

Por exemplo, querendo determinar os eixos, quando são dados, em 
grandeza e direcção, os diâmetros conjugados: conhecem-se a, b', 9; e 
procuram-se a, b, a. Ora as equações (9) e (10) dão 

(a ± by~ a ' ' - f - b'2± 2a'6' sen 9: 

logo construindo dous tr iângulos; um com os lados a\ b', e o angulo 
comprehendido 9 0 ° + 9 ; outro com os lados a', &', e o angulo compre-
hendido 9 0 ° — 9 ; os terceiros lados serão respectivamente a + 6 e a — b. 

1 0 2 . Transformemos a equação da ellipse referida aos eixos, 

a y + o x = a b , 

em outra referida a novos e ixos rectangulares, por meio das equações 

x = a/ cos a — y' sen a, y = x' sen a H- y' cos a ; 

sendo a o angulo (xx'). Virá: 

I a V 2 sen 2 a + 2a V y ' sen a cos a + a a y' 2 cos2 a ) 
> = a o . 

+ 6 V2 cos2 a — 26 V y ' sen a cos a + 62y'2 sen 2 a) 

Fazendo y ' = 0 , a ; ' = 0 , resultam 

^ — - — . 
a2 sen2 a + 62 c o s V a2 cos2 a + 6 2 sen" a' 

nas quaes A e B são as distancias do centro aos dous pontos onde os 
e ixos x, y', encontram a curva. Estas equações dão 

_ L 1 _ « 2 + i 1 

A2 B2 a 2 6 2 a2 + 6* ' 

e por que esta egualdade é independenie de «, segue-se q u e : quaesqaer 
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distancias rectangulares AeB do centro á ellipse satisfazem á relação 
A - 1 + B ~2= constante, 

103 . Hyperbole. Para achar os resultados relativos á hyperbole, basta 
mudar b em b V—1 e 6' era — 1 nos relativos á ellipse. Teremos 
assim as equações 

a'2— b'2= a9'— b2, a'b' sen 0 =ab, 

a'2 sen 2a = 6'2 sen 2 3 , ou a2 tang a tang |3 = 6\ 

a2 tang2 a — ( a 2 + b") tang a tang 0 = b2, 

cujo uso é o mesmo que o das correspondentes da ellipse. Por onde se 
vê: l . ° que na hyperbole a differença dos quadrados dos diâmetros con-
jugados é egual á di/ferença dos quadrados dos eixos: 2." que o paral-
lelogrammo inscripto na hyperbole é constante e egual ao rectângulo dos 
eixos. 

Como a ' = 6' dá a = ò; e reciprocamente: a hyperbole equilatera é a 
única que tem os diâmetros conjugados eguaes; e nella todos o são dous 
e dous. 

A mesma hypothese dá tanga tang 3 = 1, ou tanga = cot(3. 

Assim, sendo CA o primeiro eixo da hyperbole equilatera (fig. 60) ; e 
CM, Cy', dous diâmetros conjugados eguaes: temos 

tang MCA = cot y' CA = t a n g y ' C y , isto é, x'Cx = y'Cy. 

Ora a asymptota CS faz com CA o angulo SCa; = 4 o 0 = SCy: logo , 
S C x i = S C y ' , e por conseguinte: a asymptota da hyperbole equilatera 
divide ao meio os ângulos de todos os diâmetros conjugados. 

1 0 4 . De ser (n.° 9 0 ) CMS = f aô = i S M .CM senO = ^ a ' . S M s e n 0, 
e (n.° precedente) ab = a'b' sen 9, resulta S3I = 6'. 

Por tanto: o conjugado de qualquer diâmetro 2CM é egual e parallelo 
a ST. 

As diagonaes III e GK do parallelogrammo inscripto (fig. 63) são 
asymptotas. 

Se na equação anif— 6 ' V = — a'26'2 .fizermos o calculo do (n.° 8 7 ) , 

V 
acharemos a equação y = =fc —x das asymptotas reportadas aos diamc-

CEOM. , O 
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tros conjugados: d'onde podem deduzir-se novamente diversos theoremas. 
Assim sà= a = CM (fig. 60 ) dá y = V= MS = MT: o ponto M divide 
ST em duas partes eguaes; e as extremidades S, T, dos diâmetros con-
jugados determinam as asymptotas. 

A cada abscissa correspondem duas ordenadas eguaes e oppostas. As -
sim, quando Cy' é parallela á tangente ST, Cx divide ao meio bb' e N N ' ; 
logo 6N = ò'N': e como ST pode ter qualquer direcção, vê-se que a 
todas as cordas pertence esta propriedade. 

1 0 5 . Um calculo similhante ao do n.° 1 0 2 dá 

A - 2 + B - 2 = cr2— b~2= const: 

mas aqui é necessário, para conceber o que exprime B, imaginar que se 
descreve entre as asymptotas da hyperbole proposta outra hyperbole 
conjugada, da qual b seja o primeiro eixo e a o segundo (vej. fig. 7 0 ) ( * ) . 

1 0 6 . Parabola. Como a parabola não tem diâmetros conjugados, re-
portemol-a aos seus diâmetros simples. 

Transportemos a origem das coordenadas a um ponto (a, b); e mu-
demos a direcção dos eixos, referindo a curva a outros que façam com o 
eixo primitivo dos x os ângulos (xx') = a e (ry ' ) = p; isto é, substi-
tuamos em y 2 — 2 p x = 0 as expressões (n.° 44 ) 

x = a -+- cx'-+- c'y', y = b-+-sx'+ s'y', 

sendo c = c o s a , c ' = c o s [ 3 , S = sen a, s ' = s e n ? : 
leremos 

b2— 2pa + 2x' (bs — pc) + 2y' (bs1— pc') + 2ss'xy'+ s2x'2+ s'2y'2= 0. 

(•) As expressões de A 2 e B 2 ( n . ° 102 ) , m u d a n d o b em 6 / — 1 , 

a*b2 a»òs 

são A 2 = — ; 7 —, B . 
b2 cos'a — a2 s en*a o2 sen a — a2 c o s 2 a 

Como o e i x o CE' faz com o pr imeiro e i x o CA' da h y p e r b o l e conjugada o m e s m o 
a n g u l o a, q u e fará o e i x o CE c o m o pr imeiro e ixo CA da h y p e r b o l e proposta, 
é c laro que , para ter o ponto o n d e CE' encontra a conjugada, basta mudar a em 
b, e rec iprocamente , na expres são de A2 ; o q u e dá 

= — B i . 
a" c o s 2 a — b 1 s en a a 

P o r t a n t o C E ' = A ' = B — 1 . 
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Para que o e ixo dos x' seja diâmetro a respeito dos y', é necessário 
que desappareçam os termos em x'y' e tj'; ou s s ' = 0 , bs'—pc'=0. 

Da primeira d'estas condições resulta s = 0, c = l: 

s' 
a segunda, p = b — = b tang ? ôjtang (xy'), 

C 

dá, para cada valor de b, o angulo (xy1) que determina a direcção de y'; 
ficando a e b arbitrarias. Logo: sd as parallelas MS ao eixo Ax são diâ-
metros, e todas o são (fig. 52 ) . 

A equação transformada é s'2y'2—2px'+b2—2pa = 0. 

Em fim, se tomarmos por (a, b) um ponto da curva, será ò 2 — 2 p a = 0; 

e a ultima equação, fazendo — = / > ' » se reduzirá a y'2=2p'x'. 

Por ser (n.° 7 5 ) tang íMS = y = Iang (ajy;), 

a tangente MT na origem M é o eixo dos y'. A expressão 2p' é o que se 
chama parametro do diâmetro MS; e por <jue é 

s ' = sen (xy1) = —P-— = . / ( 

{ y > | / y + \ \ p + 2a/ 

fica (D.° 6 6 ) 2 p ' = ^ = 2 (p + 2a) = 4MF. 
S 

Logo: o parametro de um diâmetro é o quádruplo da distancia da origem 
ao fóco. Por meio das equações 6 tang Q = p, p + 2a = p', b2=2pa, 
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podemos, salvas as excepções analyticas, achar tres das quantidades p, p\ 
a, b, G, quando se conhecem as outras duas ; e construir a curva, cuja 
equaçSo é t / ' 2 = 2 p ' x ' . 

107 . De terem as equações referidas aos eixos a mesma fórma que as 
referidas aos diâmetros conjugados, segue-se que: 

1.° A construcção dada para a ellipse (n.° 98) é applicavel á parabola, 
quando se conhece um diâmetro e o seu parametro 2p'. 

2 . ° A equação da tangente em qualquer ponto (x\ y') é 

yiI1C=P1 (x + x'); 

P' 

sendo — a razão dos senos dos ângulos que faz com os eixos coorde-

nados. No caso de ter de passar a tangente por um ponto exterior, sub-

sistem ainda a construcção e as propriedades expostas no n.° 7 8 . 
3 .° A subtangente é o dobro da ab<cissa: e por isso, conhecido um 

diâmetro, facilmente se tirará a tangente em um ponto dado. 
Para determinar um diâmetro, o eixo, o vertice, etc., d'uma papbola 

MAN' (fig. 5 2 ) : traçaremos duas cordas parallelas quaesquer, e divi-
dil-as-hemas ambas em duas partes eguaes por uma recta, que será um 
diâmetro M S ; depois tiraremos a corda MM' perpendicular a MS, divi-
di l -a-hemos ao meio em P, e conduziremos por este ponto uma parallela 
a MS, o que dará o eixo AN, e o vertice A. / y'2 

Como o parametro 2p ' é uma terceira proporcional, 2p'= —, a qual-
OC 

quer abscissa e á ordenada correspondente: segue-se que, se conhecermos 
a direcção d'uma tangente Mi relativamente ao diâmetro MS, e um ponto 
da parabola, facilmente descreveremos esta curva; por que as coordena-

y'2 

das (»', y') do ponto dado farão conhecer o parametro 2 p ' = - — do dia-
OC 

metro MS, e depois teremos na equação j / 2 = 2 p ' a ; o que é necessário 
para a construcção. 
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lliscussão das equações do segundo grau 

1 0 8 . Passemos a construir a equação geral do segundo grau entre 
duas indeterminadas, 

A y 2 + Bxy + C x 3 + Dy + Ex + F = 0 (o) , 

na qual são dados, em grandeza e signal, os coeíficientes A, B , . . . . 
Supporemos as coordenadas rectangulares; por que sempre é possível 
reduzil-as a esse estado por transformações convenientes [n.° 45 (3')] , 
sem alterar o grau da equação. 

Sendo muitos differentes as fórmas e as propriedades das curvas, segundo 
ellas têm ou não têm centro, distinguiremos os tres casos de ser B 2 — 4 A C m 
nullo, positivo ou negativo. 

1.° CASO. B 2 — 4AC = m = 0. 

1 0 9 . Os tres primeiros termos de (a) são o quadrado de y KA -f x V C . 
Neste caso a curva MDM' (fig. 66 ) não tem centro. 

Ax e Ay são os eixos. Para referir a curva a outros Ax' e Ay' tam-
bém rectangulares, de modo que a sua equação tenha a fórma 

a y ' 2 + d y ' + c z ' + F = O (b), 

é necessário que, substituindo nesta equação as expressões [n.° 44 (2')] 

y ' = y cos Q — x s e n Ô, x ' = y sen 0 + x cos 0 (c), 

que transformam um systema rectangular de coordenadas em outro tam-
bém rectangular, a transformada se possa tornar idêntica a (a), isto é, 
que se possam fazer eguaes respectivamente os cocllicientes das mesmas 
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potencias de x e y. Substituindo pois (c) em (6), e comparando termo a 
termo o resultado com (o), teremos 

a Cos2O =^ A, a sen2 O = C (1) 

— 2 a s e n 6 CosS = B (2) 

d cos 0 + e sen 0 = D, e cos 0 — d sen 0 = E (3) . 

Como ha cinco equações com quatro incógnitas, a, d, e, 0, não será 
possível em geral o calculo precedente, excepto se alguma d'estas equa-
ções se contiver nas outras. E o que actualmente se verifica; por que 
a condição B * — 4 A C = 0 faz que seja a equação (2) um resultado das 
equações (1): e assim as equações (1) e (2), equivalentes a duas distin-
ctas, determinarão a e 0; e depois as (3) determinarão d e e. Com effeito, 
sommadas as duas primeiras, acha-se 

a = A + C , 

/C /A /C B 
depois sen 0 = V/ —, cos 0 = V/ —, tang O = V / - , sen 20 = ; ' a v a VA a 

e em fim as equações (3) , ou d = D cos 0 — E s e n 0, e = D sin 0 + E c o s ô , 

7 D K A - E K C D K C + E K A 
dão d = , e — — (4-). 

K a K a v ' 

C A 
Em virtude da condição m = 0, são A e C positivos, — < 1 , — < 1, 

a a 
B 2 / 4AC 
-d = T T ^ — ] < 1, e por isso a , 0 , d, e reaes; conseguinte-
a \ (A — C)' + 4 A C / 

mente sempre se pôde reduzir a proposta (a) a (6) por transformação 
de coordenadas. 

Se um dos coefficientes A ou C fosse nullo: como então m = 0 daria 
também B = O, não seria necessaria a transformação, por isso que a 
proposta teria já a fórma (b). 
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Se A e C fossem ambos nullos, a equação (a) não teria os tres pri-
meiros termos, e seria do primeiro grau. 

Por tanto, quando se dér uma equação na qual for m = 0, poderemos 
logo escrever a tranformada (6), determinando os coef ic ientes pelas for-
mulas precedentes, e construindo o novo eixo Ax' (fig. 66 ) por meio do 

/ C 
valor de G determinado pelas equações tang 9 =W -r-, sen 20 ' 

B 

A r C 

Segundo for B negativo ou positivo, assim será 9 < 90° ou 9 > 9 0 ° , 
isto é, assim ficará o eixo Ax' abaixo ou acima de Ax (*). Donde re-
sulta o signal do radical que entra nas equações (4), suppondo sempre 
K a positivo. 

Seja, por exemplo, 2 j / 2 — 2xy -+-| x2— y — 2® + 5 = 0. 

Multiplicando por 2 , para tornar A e C quadrados, teremos 

A = 4 , B = — 4 , C = I , D = — 2 , E = — 4 , F = + 1 0 . 

Por conseguinte a = 5, t ang9 = j, s e n 2 9 = 

e depois (Z = 0, e==—2K5, 

tomando os radicaes positivos, por ser sen 29 positivo. 

Logo b j / ' 2 — 2 x ' K 5 + 10 = 0, 

é a transformada (6), que se deve construir, depois de ter determinado 
o eixo dos x'. Para determinar este e ixo pela equação t a n g x A x ' = 
hasta levantar sobre qualquer parte AE do eixo dos x a perpendicular 
Ei = I A E , e tirar Ai (fig. 6 6 ) . 

g 
(*) S e n d o 2o o m e n o r valor do angu lo cujo seno é — —, os outros va -

A -f- C 
lores são 2e + n . 3 6 0 ° ; por consegu in te o a n g u l o dos e ixos dos x e os é 
0 +- n . 1 8 0 ° , q u e dá para Ax' a m e s m a direcção q u e dá e. 
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1 1 0 . Reduzida em geral a proposta á fórma (6) por meio do calculo 
precedente, vejamos o modo de construir a curva, a que pertence esta 
equação, com os eixos rectangulares Ax', Ay' (fig. 6 6 ) . 

Se transportarmos a origem A a um ponto (/t, k), isto é, se mu-
darmos X1 e y' em x ' + h e y'-\- Ic1 a equação (6) transformar-se-ha em 

ay'2 + (2alc +-d)y'+ ex'+ ak2+ dk +eh + F = 0. 

Determinemos li e k de sorte que se desvaneçam o termo em y' e o 
termo constante; isto é, façamos 

2a/.- + d = 0 , ak2 + dk + eh+- F = O. 

A segunda d'estas equações mostra que a nova origem, assim determi-
nada, ó um ponto da curva; e a eliminação entre ambas dá as coorde-
nadas d'este ponto 

d , d2 — 4aF ak2— F 
k — — i r - h = = = r = (7) . 2a 4 ae e w 

Estes valores reduzem a transformada a ay12+ ex'=0, 

a qual, sendo comparada com y'2=2px\ mostra que a curva é uma 
parabola, referida ao seu eixo, e aberta para os x positivos ou para os 
negativos, conforme é negativo ou positivo o coefficiente e (*). 

Por exemplo, n a equação 2y2+Sy— \ x = \ 

acha-se k= — ±,h = — Í . T o m a n d o pois (fig. 6 7 ) A B = - I , B C = — f, 
transporta-se a origem de A a C, e transforma-se a equação na y'=2x' 
da parabola, que tem o vertice em C, e cujo parametro é 2. 

(*) Se (6) fosse a proposta , e os e ixos não fossem rec tangulares , não seria n e c e s -
sário reduz i l -os a este es tado , e as e q u a ç õ e s (7) se appl icar iam i m m e d i a t a m e n l e 
para transportar a o r i g e m . A parabola seria en tão referida a um d iâmetro , c o m o 
no n .° 1 0 6 , e cons tru ir - se - ia com a mesma faci l idade q u e se est ivesse referida 
ao e i x o . 
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Do mesmo modo a equação tf'—2«/-+-X = O 

dá AB = BC = I (fig. 68) para transportar a origem de A a C; e trans-
forma-se na equação J / ' 2 = — x'. d'uma parabola, cujo parametro é 1, 
aberta no sentido dos x' negativos. 

Em fim no exemplo do numero precedente, e para a equação já re-
duzida aos eixos Ax', Ay' (fig. 66) , acha-se A = A M i = P - S, A = O; e 
a transformada y ' 2 = 2 x ' | / i é a equação d'uma parabola, que tem o ver-
tice em M', e cujo parametro é 2 

1 1 1 . Ha um caso, em que não pode executar-se o calculo precedente, 
que é o de ser e = 0. Com efTeito h desapparece então das equações, e 
fica arbitrario, de sorte que ha duas equações para a determinação de A. 
Usando somente da primeira 2aA + d = 0, a primeira transformada do 
n.° precedente reduz-se a 

4 a Y 2 = d 2 — 4 a F , 

sendo a nova origem qualquer ponto da recta parallela aos x, cuja equa-
ção é y ' = A . Então: 

1.° Se d 2 — 4 a F > 0 : os dous valores de y' são reaes, e pertencem a 
duas rectas parallelas ao eixo dos x, e equidistantes d'elle. Neste caso 
está a equação y ' - \ - i y ' + 3 = 0. 

2 .° Se d 2 — 4 a F = 0: vem y'= O, equação do eixo d,os x'. Tal é a 
equação y ' 2 + 4y ' - f - 4 = 0. 

3.° Se d2—4aF<0: os valores de y' são imaginarios; e por conse-
guinte a proposta, que neste caso se pode reduzir á fórma y ' 2 + n2 — 0, não 
representa linha alguma. E o que acontece com a equação y / 2-f 4 y ' + 5 = 0. 

No casa de e = 0 a equação (b) torna-se cm ay'2-+- dy'-t- F" = 0, á 
qual se pode dar a fórma 

(2 aij-h d)2= d 2 — 4 a F ; 

e vê-se também que, segundo é d 2 — 4 a F > , = , ou < 0 , assim esta 
equação representa duas parallelas ao eixo dos x', uma parallela ao mesmo 
eixo, ou nada. 

GEOM. i> 
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Similhantemente a equaçDo (a) tem neste caso a fórma (*) 

(ky + lx + ú2+Q = 0; 

e representa duas rectas parallelas, uma recta, ou nada, segundo é 
Q < , = , ou > 0 . 

112 . Fica por tanto demonstrado que: no caso de m = 0, a equação 
do segundo grau pertence a uma paçabola. Exceptuando os casos parti-
culares, em que pode representar uma recta, duas rectas parallelas, ou 
nada. 

Se em logar da transformada (6), quizermos usar de 

teremos os mesmos resultados, mudando só as letras e as denominações . 
dos e ixos ; por que uma d'estas equações reduz-se á fórma da outra 
mudando y em x e - x em y: ou transportaremos a origem do mesmo 
modo fazendo cálculos analogos aos precedentes. Assim, para a equação 
X t j

r 3t/ = 2 x — 1 , tomando A C = 1 = / i (fig. 6 9 ) , e mudando a origem 
de A para C, resulta a transformada x'2 + 3y'=0, pertencente a uma 
parabola, que tem o vertice em C e o eixo dirigido por y', cujo para-
metro é 3, e que é aberta no sentido dos y' negativos. 

Applicando o que fica dito, acha-se que: 
1.° x 2 — 6 x + 10 = 0 não representa linha alguma. 
2 . ° x2—6x-|-9 = 0 é a equação d'uma parallela aos y, que se re-

duz á fórma x = 3. 
3 .° x2—6x-f-7 = 0 pertence a duas parallelas aos y. 

( , ) B = + 2 K A C d á A y 2 + B.ri/ + C a : 2 = [ y y/A ± x ^ C ) 2 , 

e (pag. 1 1 8 ) e = 0 dá E y'A + D V',C = 0 ; 

c x 2 + dy + ex + F = O, 

o q u e transforma (a) em 

p e r t e n c e n d o o s ignal super ior a B pos i t ivo , e o infer ior a B negat ivo . 
O m e s m o se vè reso lvendo (a) cm o r d e m a y, e a t tendendo a q u e 

B = - U C = O , e = 0 , dão B ' — Í A C = 0 , B D - 2 A E = 0 . 
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2 . ° CASO. B 2 — 4 A C = r n n e g a t i v o . 

113 . A proposta não pode reduzir-se à fórma (ò), e a curva tem um 
centro, ao qual transportaremos primeiramente a origem, fazendo o cal-
culo do n.° 9 2 , e reduzindo assim a proposta à forma 

Ay2+ Bxy + C x 2 + Q = 0 ( f ) . 

Para desembaraçar ( f ) do termo xy, isto é, para a reduzir á fórma 

qy2+PX^-Q=o (g), 

substituamos em (g) as expressões (c) de y' e x', e comparemos o resul-
tado, termo a termo, com ( f ) . Teremos: 

(1 ) q cos2 9 + /> sen2 9 = A, 

(2 ) q sen2 9 + p cos2 9 = C1 

( 3 ) %(p — q) sen 9 cos 9 = B ; 

equações, que, pela eliminação, devem dar 9, p, q. 
Para eliminar commodamente, tiremos d'ellas 

A + C = p + q, B 2 — 4 A C = m = — 4 p q . 

As incógnitas p e q (Alg. el. n.° 147 ) são as raizes, ambas reaes, 

da equação do 2.° grau z2— (A + C) z — Im = O (í). 

Para determinar a inclinação 9 de x1 sobre x, as equações (1) e (2) dão 

A — C = (q — p) (cos2 9 — sen2 9) = (q — p) cos 2 9; 

da qual e de (3) se tiram 

A — C B _ — B 
cos 29 = , sen 29 = , tang 29 = 

q — p q — p A — C 
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0 signal de tang26 mostrará se 26 é > ou < 9 0 ° ; mas, em todo o 
caso, poderá tomar-se 6 < 90", e o eixo dos x' acima do eixo dos x, dando 
a p — q o signal de B, para que sen 2f) seja positivo. E assim; lomar-
se-ha por q a maior ou a menor das raizes de (i), segundo for B nega-
tivo ou positivo (*). 

Seja, por exemplo, a equação 5 y 2 + 2xy + 5a; 2+ 2y— 2a; = | . 

As coordenadas do centro (n.° 92) são/i = -~, k =— e transportando 

a origem a este ponto, vem a transformada 2xy + o a ; 2 = 2. 

A equação (i) dará pois z2— IOz + 24 = 0, z = 5 ± 1; 

e como B é positivo, teremos p = 5 + 1 = 6, q = 5 — 1 = 4 , 

e 4¾/'2+ 6 a ; ' 2 = 2. 

Para determinar a direcção dos eixos, temos tang2Ô = a o , 20 = 90"; 
conseguintemente Ax', collocado acima de Ax, faz com elle o angulo 
x Ax'= 45°. 

114 . Por ser m negativo, e conseguintemente 

( A — C ) 2 = K ( A + C ) 2 + m < A + C, 

v ê - s e que as duas raizes de (i) têm ambas o mesmo signal que A + C. 
Podemos pois na discussão da equação (g) fazer p e q positivos, e exa-
minar os diversos casos que apresentam a grandeza e o signal de Q. 

( . ) Sendo 2 ô o m e n o r valor d o a n g u l o cuja tangente ó - — o s outros valores 

serão 2 8 - t - n . l 8 0 ° ; por c o n s e g u i n t e o a n g u l o dos e ixos dos x e x' será (fig- 66) 
6 + 7 1 . 9 0 " . Este a n g u l o dá para o e i x o dos X1 a direcção Ax', t omando n p a r ; ou 
a sua perpendicu lar , tomando n i m p a r : e corno, cm v ir tude da expressão de sen 2e, 
estes dous valores correspondem a s ignaes d i f lerentes d e / ? — q , isto é , á troca das 
raizes de (r), ou á dos nomes dos e i x o s , vè-se q u e é indi f ferente usar d ' u m ou 
d 'outro ; com tanto q u e no pr imeiro s e t o m e m j e p d e modo q u e p —q tenha o 
s ignal de B, e no s e g u n d o se faca o contrario . 
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1.° Se Q = O: a proposta não pode subsistir, sem que sejam a / = O 
e y'= O, e por isso pertence a um ponto, que é a origem a que ella está 
referida. 

Neste caso está a equação y2— Ixy + 5o ; 2 + 2x + 1 = O, 

que, transportando a origem ao centro ( — 1 , — 2 ) , se transforma em 

y2— 4 xy + 5 a : 2 = O; 

depois dá z = 3 ± 2 f / 2 , t a n g 2 0 = — 1 , 26 = 135° ; 

e finalmente (3 + 2 ( / 2 ) y'2+ (3 — 2 V2) x'2= 0. 
2 .° Se Q > 0: a proposta é absurda, e por isso não representa cousa 

alguma. Como acontece no exemplo do caso precedente pondo, em logar 
do ultimo termo 1, um numero > 1. 

3 .° Se Q < 0 : a transformada C tem a fórma qy'2-+- px12= Q. 

Para ter as intersecções da curva com os eixos, faremos successiva-

mente y'=0, x'=0; o que dará a = y/ —, 6 = y/ — ; 

Q O 
por couseguinte p = q = —, 

e a ' V 2 + 6 V 2 = à'b2, 

equação da ellipse, cujos eixos são 2a e 2b, referida ao centro. 
Por exemplo, se na proposta do caso 1.° mudarmos o ultimo terino 

+ 1 em — 1, teremos ainda o mesmo centro (— 1, — 2 ) , e acharemos 
a transformada y'—4xy + 5 i C 2 = 2 ; depois os mesmos valores de z e 0; 

e finalmente a equação (3 + 2 ( / 2 ) ¾ / ' 2 - + (3 — 2 V2) x'2= 2, 

pertencente a uma ellipse, cujos eixos s ã o - — = = = (/ 8 (3 ± 2V2). 
V3 + 2V2 K 
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Assim: as equações 

2 í / a - f - 3AF— 3x — 2y + 20 = 0, iy'1+ 2x2— 3X + 2 = 0, 

não representam linha alguma. A primeira dá o centro ( f , §), e a trans-
formada 2 i / ' 2 + 3a:'2+ f = 0; a segunda dá o centro 0) e a transfor-
mada 4 y M - + 2a:'2-+ { = 0. 

A equação t/2-{ 2a;2— 2y + 4a; + 3 = 0 

pertence ao ponto ( + 1 , — 1). 

A equação f t / 2 + 3 ® 2 — 12cc + 3 = 0 

dá o centro (2, 0 ) ; e depois a transformada \ y n + 3 a ^ 2 = pertencente 
a uma ellipse, cujos eixos são 2a = 2 ( / 3 e 26 = 2 ( / 6 . Tomaremos 
pois (fig. 73 ) AC = 2, e depois CE = ( / 3 , CO = ( / 6 ; e com estes semi-
eixos descreveremos a ellipse D F E O . 

A equação í/24- 2 a ; 2 — 2 y = 0 

pertence a uma ellipse, tangente ao eixo dos x, cujo centro é o ponto 
(1 , 0) do eixo dos y, e cujos eixos são 2a = 2 e 26 = 2 ( / 2 . 

115 . Por tanto a equação do segundo grau pertence á ellipse, quando 
m é negativo; mas ha dous casos particulares, um dos quaes dá um ponto, 
e outro não dá cousa alguma. Os valores de z tèm o mesmo signal; e 
devem tornar-se eguaes no caso do circulo. 

3 . ° CASO. B 2 — 4 A C = M p o s i t i v o . 

t 
1 1 6 . Todos os cálculos do n.° 1 1 3 têm aqui applicação; de sorte que 

se faz a mesma transformação, e se obtém as mesmas expressões de Q e 
z. Mas, por ser m positivo, 6 K B 2 - I - (Ã — C ) a > A -+ C, e os dous va-
lores, p e q, de z têm siguaes contrários. Fazendo pois que-tenha sem-
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pre q o signal + (*), a equação (g) é da fórma 

qy>*—px'*+Q = 0 (I) ; 

e temos que examinar os casos de ser Q nullo, positivo, e negativo. 

I . 0 Se Q = O; a proposta dá y ' = ± x' \J —; equação de duas rectas 

CD, CE (fig. 7 0 ) que se cortam na nova origem C, e cujo angulo DCE 
é dividido ao meio pelo eixo Cx'. 

Por exemplo, a equação y 2 — G x y - t - a ; 2 + - 2 y — 6 x + 1 = O 

dá o centro (0, — 1 ) , e a transformada y ' — G v y + x 2 = 0 ; 

depois z~—2z = 8 , z = l ± 3 , 

e por conseguinte ¢ ( = 1 + 3 = 4, p = 1 — 3 = — 2, 6 = 4 5 ° ; 

e finalmente a nova transformada y'=i± x'V\ (vej. fig. 7 0 ) . 
2 .° Se Q > 0 : fazendo successivamente a / = 0 e y ' = 0 , 

acha-se y'= \J—.V—i = 6 V— 1, x1= \J y = a> 

e a 2 y ' 2 — 6 ¾ ' 2 = — « 2 6 \ 

equação d'uma hyperbole, cujos primeiro e segundo eixos são 2a e 26 . 
Assim, substituindo no exemplo do caso precedente +- S em logar do 

ultimo termo -+ 1, teremos ainda o mesmo centro, e os mesmos valores 
de z e 6; depois acharemos a transformada y ' 2 — \ x ' * = — 1; e final-
mente os semi-eixos a = V2, 6 = 1 . 

(•) F a c i l m e n t e s e v ê , c o m o n a nota d a p a g . 121, q u e d e v e r e m o s , n o caso d e 
tomar n par cm 9 ° + n . 9 0 , u sar para q da raiz p o s i t i v a ou da n e g a t i v a , s e -
g u n d o for B n e g a t i v o ou p o s i t i v o : e o c o n t r a r i o q u a n d o se t o m a r n i m p a r . O u , 
o q u e é o m e s m o , se t o m a r m o s s e m p r e por q a raiz p o s i t i v a , u s a r e m o s de n p a r 
ou i m p a r , s e g u n d o for B n e g a t i v o ou p o s i t i v o . 
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3.° Se Q é negativo: a equação (Z) tem a fórma qy'2—pxICÍ=Q; 
e um ealculo similhante ao precedente, ou a simples mudança de x em y 
e y em x, mostra que a curva é uma hyperbole, cujos primeiro e se-
gundo eixos são respectivamente 26 e 2a . 

Assim, mudando o ultimo termo 4 - 1 em — 3 , no mesmo exemplo, 
teremos o mesmo centro, e os mesmos z e Ô; depois a transformada 
y ' 2 — i a ; ' 2 = + 1 ; e finalmente o primeiro semi-eixo 6 = 1 , e o segundo 

117 . Exemplos. A equação y 2 — 4 a : 2 + 4y + 12a: — 5 = 0 dá o centro 
C ( | , — 2 ) (fig. 7 0 ) ; e a transformada y'=±2x\ pertencente ás re-
ctas CD e CE, que passam respectivamente pelos pontos (0, 0) e (+ 1, 2 ) , 
e pelos pontos (0 , 0) e ( — 1 , 2 ) . 

A equação 2 y 2 — 3 x 2 — 2 y — 3x+'- = 0 dá o centro ( - 7 , + 7 ) , 
e a transformada 2 y ' 2 — 3 a / 2 = — 7, pertencente a uma hyperbole. T i -
raremos pois (fig. 74) AB = B C = j ; e tomando sobre Ca/ e Cy' os 
semi-eixos a = \, b — descreveremos com elles esta hyperbole. 

A equação y 2 — 2 a : 2 — 2 y + 9 = 0 dá o centro (0, 1 ) ; e depois 
y ' 2 — 2 , z ' 2 + 8 = 0, pertencente a uma hvperbole, cujos semi-eixos são 
a =-2, 6 = 2(/2. 

A equação 3 y 2 — 2a: 2 + 2a: + 3y = i dá o centro (fig. 7 5 ) C (+ i, — i ) ; 
e depois a transformada 3 y ' 2 — 2 x ' 2 = - - \ , pertencente a uma hyperbole 
cujos primeiro e segundo semi-eixos s ã o j e ^ ( / | , e que só differe da hy-
perbole da fig. 74 no modo como está collocada. 

118 . Tiremos as rectas CD e CD' (fig. 7 1 ) , de modo que seja 

1.° Se Q é positivo: CD e CD' são asymptotas de todas as hyperboles 
taes como MAN, LOI, que se podem obter suppondo a Q diíferentes va-
lores desde zero até infinito. Mas á medida que for crescendo Q, os ver-
tices A, O, se irão afastando, e a curva se abrirá cada vez mais; por 

a = f/2. 

DCA = Ig D'CA = y/ —, e por isso tg D C A ' = tg D ' C O ' = \ J • 1 
P 

crescerem os semi-eixos A C = - , e AD = 

2." Se Q = O: a equação ( I ) pertence ás asymptotas. 
3." Em fim, se Q é negativo: a proposta pertence a todas as hyper-
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boles M'A'N', L'0'1' que se podem descrever no outro angulo das mesmas 
asymptotas, suppondo a Q differentes valores desde zero até infinito ne-
gativo. Mas, á medida que for crescendo o valor absoluto de Q, os ver-
tices A', O', se irão afastando, e a curva se abrirá cada vez mais; por 

1 1 9 . Por tanto a equação geral do segundo grau pertence á hyper-
bole, quando m c positivo; com excepção d'um caso, em que dá duas 
rectas que se cortam. 

As raizes de (Í) têm signaes differentes; e quando os seus valores 
absolutos são eguaes, o que suppõe A= — C1 a hyperbole é equilatera. 

Quando A e C têm signaes differeutes, m é sempre positivo, e a pro-
posta pertence a uma hyperbole, quaesquer que sejam os valores de A, 
B, C , . . . O mesmo tem logar se na proposta [alta um dos quadrados x\ 
y', ou ambos. 

Nestes diversos casos o processo do calculo é sempre o mesmo; mas 
como no ultimo se torna muito simples, expol -o-hemos aqui. 

Seja a equação Brt/ + Dy + Ex + F = O. 

Transportando a origem ao centro, e fazendo Q = DE — BF, 

Assim a proposta é a equação d'uma hyperbole referida a eixos parallelos 
ás asymptotas. Esta hvperbole será MAN, LOI (fig. 7 1 ) comprehendida 
nos ângulos DCD', ECE'. se Q for positivo; será M'A'N', L ' O l ' , com-
prehendida nos ângulos ECD, E'CD', se Q f<>r negativo; e reduzir-se-ha 
ás asymptotas DCE', D'CE, se Q for nullo. Quando os eixos são rectan-
gulares, a hyperbole é equilatera (n.° 8 9 ) . 

Seja, por exemplo, a equação xy — 2x --- y 4- m = 4 referida aos eixos 
Ax, Ay (fig. 7 2 ) . Tirando pelo centro C ( — 1 , 2) as rectas Cx1 e Cy' 
parallelas a Ax e Ay: serão Cx', Cy', as asymptotas, e x'y'= 2V— m 
a equação da hyperbole reportada a ellas. Esta hyperbole será (MN, OP) , 
se m < 2; (M'N', 0 ' P ' ) , se m > 2 ; e reduzir-se-ha ás asymptotas (Cx', 
Cy'), se m = 2 . 

FLF.OM. <J 

crescerem os semi-eixos C A ^ v M f e A ' D ' = v / 
- Q 

P 

teremos 
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1 2 0 . Nos casos de m < 0 e m > 0, quando a proposta não tem o termo 
xy, o calculo necessário para a discussão é muito simples, e reduz-se a 
transportar a origem ao centro. Nem é preciso transformar as coorde-
nadas em rectangulares, quando forem obliquas; porque nesse caso virá a 
equação referida aos diâmetros conjugados, em logar de o ser aos eixos. 

Seja a proposta Ay2+ Cx2+ Dy + Ex + F = O . 

A s coordenadas d o centro são Z t = — , k = — J - ; 

e transportando a elle a origem, resulta A y ' 2 + Ca;'2+ Q = O: 

sendo Q = AZi1+ CA 2 + Dk+ Eh+¥='-(Dk + Eh)+F = F—AE'\^D . 
4AC 

E X E . M P L O S : 

A equação y2+ 2x2—2y+ 4 a ; + 3 = 0 pertence ao ponto (— 1, + 1). 

As equações 2 y 2 + 3a; 2— 3a; — 2y + 2 = 0, e 4 y 2 + 2x2— 3x + 2 = 0 
não representam linha alguma. Procurando o centro na primeira, acha-se 
( j , i ) , o que a transforma em 2xj'2+ 3 a ; ' 2 + ^ = 0; e procurando-o na 
segunda, acha-se 0 ) , e a transformada 4 ? / ' 2 + 2a;'2 + ^ = 0. 

*-y2+-3x2—12« + 3 = 0 dá Ii = 2, Zc = O; e a transformada 
| j / ' 2 + 3 a / 2 = 9, a qual pertence a uma ellipse, cujos semi-eixos são 
a = V3, 6 = ( / 6 . Para a construir, tomaremos AC = 2 (fig. 7 3 ) ; de-
pois l)C = ( / 3 , CO = ( / 6 ; e sobre estas linhas descreveremos a ellipse 
D F E O . Se as coordenadas fossem obliquas, as linhas DC, CO, represen-
tariam semi-diametros conjugados. 

y2—4a;2 + 4»/+12a? — 3 = 0, transportada a origem de A a C (fig. 70 ) 
por meio dos valores AB = ^ e BC = — 2, torna-se em y'=±2xl, 
pertencente a duas rectas, para construir as quaes bastará tomar y!=2, 
x ' = ± 1 , e tirar CD e CE. 

2 y 2 — 3 a : 2 — 2 y — 3a; + ^ = O tem o centro ( — f , + i ) , e dá a trans-
formada 2 y ' 2 — 3 a ; ' 2 = — P a r a construir esta equação, que pertence 
a uma hyperbole, tomaremos AB = — BC = ^ (fig. 7 4 ) , e descreve-



G E O H I i T R I A A N A L Y T I C A 1 3 1 

remos, com o s semi-eixos a = b = ^Vj, a hyperbole pedida. N o caso 
das coordenadas obliquangulas, a e b serão semi-diametros conjugados. 

y2— 2a; 2 — 2 ) / + 9 = 0 dá /f = 1, /i = 0; e depois y'2—2a;'2-f 8 = 0, 
a qual pertence a uma hyperbole, cujos semi-eixos, ou semi-diametros 
conjugados, são a = 2, 6 = 2 K 2 . 

3yl—2x2+ 2a; + 3j/ = j dá AB = fc = i (fig. 7 5 ) , BC = Zi = - I ; 
e depois a transformada 3 y ' 2 — 2 a ; ' 2 = a ,qual pertence á hyperbole, 
cujos semi-eixos s ã o 6 = j, a = e só difFere da curva da fig. 74 no 
modo como está collocada. 

y2+ 2 a ; 2 — 2 y = 0 pertence a uma ellipse, tangente ao eixo dos x, 
que tem o centro no ponlo (0, 1) do eixo dos y, e cujas dimensões 
são a = K'-, 6 = 1 . 

1 2 1 . D e s t a discussão resulta o quadro seguinte: 

Proposta Ay2+ Bxy + - C a ; 2 + Dy -+- Ea; - + F = 0 : 

l . ° CASO. B — 4AC = 0 : 

transformada ay12+ dy'+ ex'+ F = O, 

Parabola 
Duas parallelas a x' 
Uma parallela a x' 
Nada. 

transformada 

2 . ° CASO. B 2 — 4 A C < 0 ; 

qy'2+px,2+Q = 0, 

Ponlo 
Nada 
Ellipse 

3 . ° C A S O . B 2 — 4AC > 0 : 

transformada qy'1—PX12-^-Q = O, 

Duas rectas que se cortam 
Hyperbole 
Hyperbole 
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Comparando este quadro como o da pag. 7 1 , vé-se que : a equação 
do 2 . ° grau representa um secção cónica; exceptuando os casos em que 
pertence a duas parallelas, ou a nada. 

Examinando nestes dous quadros a relaçfio que ha entre os caracteres 
que determinam a ellipse, a hyperbole, e a parabola, e aquelles que de-
terminam o ponto, duas rectas que se cortam, e uma recta: vê-se, que 
se pode considerar a recta como uma especie de parabola, cujo parametro 
é nul lo; o ponto como uma especie de ellipse, cujos eixos são nullos; e 
duas rectas, que se cortam, como uma especie de hyperbole, cujos eixos 
são nullos: e que também o ponto, a recta, e as duas rectas que se cor-
tam, podem considerar-se como secções feitas pelo vertice do cone paral-
lelamente ás que, não sendo feitas pelo vertiee, dão respectivamente a 
ellipse. a parabola, e a hyperbole. 

1 2 2 . Para ter grandeza e a direcção dos eixos principaes, isto é, dos 
diâmetros qne dividem ao meio as cordas que lhes são perpendiculares, 
podemos usar do processo seguinte. 

Supponhamos a equação já referida a eixos rectangulares, e ao centro, 

A i / M - B xy + C a M - Q = O (1). 

A tangente á curva, no ponto onde a corta um eixo principal, deve 
ser perpendicular a este e ixo ; e se um circulo, dcscripto do centro A, 
tocar a curva no mesmo ponto, a tangente será também commum a elle, 
e perpendicular ao seu raio. Logo a questão reduz-se a achar um cir-
culo, que toque a curva nos pontos onde a corta o eixo principal. 

Concebamos pois que do centro A, com um raio r, se descreve um 
circulo (fig. 7 7 , ) : a sua equação será X i + j/2 = r2 . Para achar os 
pontos de secção d'este circulo com a curva (que em geral são quatro), 
imaginemos tirada pela origem A para um d'elles a recta AK, cuja equa-
ção terá a fórma y = Ma;: se entre esta equação, a do circulo, e a pro-
posta (1) , eliminarmos x e y, 

resultará ( A r 2 + Q ) M 2 + B r 2 M + C r 2 + Q = 0 (2), 
0 

„ — B r 2 ± ( / B 2 r 4 — 4 (Ar 2 + Q) ( C r 2 + Q) 
cujas raízes M = — -, J e 2 ( A r + Q) 

dando as tangentes du inclinação das rectas AK sobre o eixo dos x, fa-
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rão conhecer as intersecções procuradas. E porque M tem dous valores, 
os quatro pontos de secção estão dous e dous sohre a mesma recta, isto 
é, são as extremidades de dous diâmetros da curva. 

Quando as raizes são reaes e deseguaes, os pontos de intersecção são 
distinctos, e o circulo corta a curva. * 

Quando as raizes são imaginarias, o circulo não corta a curva. O que 
depende de ser r muito grande ou muito pequeno. 

Quando as raizes são reaes e eguaes, os pontos de secçSo coincidem 
dous a dous, e o circulo é tangente â curva. Como este é o caso em que 
a recta é o eixo principal, devemos procurar os valores. de r que lhe 
correspondem. 

Para que as raizes sejam eguaes, devem ser 

B V - 4 (Ar -+ Q) ( C r 2 + Q) = 0 , M = - 2 ( A ^ . Q ) . . . . (3), 

2 0 M 
que, fazendo A - C = Aa, dão r 2 = — — ^ , M 2 — 2aM = 1 , 

e por conseguinte M = a ± K i - | - a 2 . 

Pura construir esta expressão, tome-se sobre o eixo Ax a parte A D = I ; 
depois levante-se em D a ordenada Dl = a ; e finalmente do centro I, 
com o raio AI, descreva-se o circulo KAIi' . As intersecções K1 K', d'este 
circulo com Dl produzida darão as rectas AK, AK', que serão as dire-
cções dos eixos principaes, por serem os valores de M 

tang IvAD = = a +- Kl + 
AD 

Dl — A I 
tang CAD = — tang Iv'AD = — = a — V1 -+ a* 

A D 

Esta construcção dá as rectas AK, AK' rectangulares; c assim deve acon-
tecer, por s e r — 1 o producto dos dous valores de M. 
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Os valores de M substituídos na expressão de r2 fazem conhecer os do 
raio r, que são os dos semi-eixos. A substituição dá (*) 

2 Q (A + C ± K B 2 - 4AC + (A + C j i 

B 2 — 4AC 

Quando B 2 — 4 A C = m é negativo, o radical de (4) é < A + C: por 
conseguinte os dous valores de r2 são ambos positivos; ou ambos nega-
t ivos ; ou ambos nullos, se Q = O. No primeiro caso a proposta repre-
senta uma ellipse; no segundo nada; e no terceiro um ponto (n.° 121 ) . 

Quando B — 4 A C = rn é positivo, o radical é > A + Cr por conse-
guinte os dous valores de r2 são um positivo, outro negativo; ou ambos 
nullos, se Q = O. No primeiro caso a proposta representa uma hyperbole, 

(•) C o m o p o d e h a v e r a l g u m a d i f f i c u l d a d e e m fazer o c a l c u l o i n d i c a d o , d a m o s 
a q u i o s e u d e s i n v o l v i m c n t o . 

2 Q M 2 Q 
S e e m r ' = 

2 A M + B B 1 

M B 

s u b s t i t u i r m o s M = a + K l + « ' = - j j ^ A — C + { / B ' + ( A — C ) ' j , 

t e r e m o s 

2 Q 2 Q 

2 A + B ' [ A - < : + v / B ^ ( A - C r 1 

A — C + / B ' + ( A — C)* t (A — C ) ' — B ' — (A — C ) 1 

2 Q 2 Q [ A + C + l / B ' + ( A — C)"] 

' A -h C + VB' t- ( Ã ~ — C ) v (A + C ) ' — B ' — (A — C)* ' 

2Q ( A - + - C + v / B * — 4 A C + (A + C ) 1 

i i t o é > r ' = . 

A c h a r - s e - i a m a i s f a c i l m e n t e o m e s m o r e s u l t a d o , r e s o l v e n d o a e q u a ç ã o 

B ' r * — 4 ( A ? - ' + Q ) ( C r ' + Q ) = ( B * — 4 A Q r 4 — 4 Q ( A + C ) r ' — 4 Q 1 = 0 . 
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cujos semi-eixos são os dous valores de r (mudando em - f - o signal — 
do valor negativo de r 2 ) ; no segundo duas rectas AK1 AK'(n.° 1 2 1 ) . 

Por exemplo, na equação y2—2xj/ + 2 x 2 = 2 , è x = {; 

e acha-se M = ^ ± V\, AI = V\; 

o que dã o circulo KAK', e as direcções AK, AK', dos dous eixos. De-
pois r2 = 3 ± 1 / 5 dá os dous valores de r, ou a grandeza d'estes eixos. 

Pode também servir para exercicio a equação já tractada no n.° 1 1 6 

y2— 6xy + x2+ 2y — 6 x + 1 = 0 . 

O mesmo methodo se applica no caso de fazerem coordenadas qualquer 
angulo. Eliminando x e y entre a equação proposta, a da recta J = M x l 

e a do circulo, que é então x 2 + y2+ 2 x y c o s y = r 2 , 

resulta ( A r 2 + Q) M 2 + ( B r 2 + 2Q cos y) M + C r 2 + Q = O, 

_ — (Br 2 - f - 2Q cos y) ± V(IJr
2+ 2Q cos y ) 2 — 4 ( A r 2 + Q ) ( C r 2 + Q) 

M = _ _ _ _ _ _ 

A condição de egualdade das raizes dá o radical nullo, ou 

( B 2 — 4 A C ) r l — 4 Q r 2 (A + C — B cos y) — 4 Q 2 sen2 y = 0 . . . . ( 8 ) ; 

B r 2 - + 2 Q c o s y 
e fica M = 

2 ( A r * + Q ) ' 

da qual tirando a expressão de r 2 , e substituindo-a em (5) , resultará 
uma equação em M, que dará os valores de M; e com estes valores con-
Struir-se-ha a equação j/ = Mx. 
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Outro modo de discussão 

123 . Pora melhor conhecer a natureza, a fórma e os limites, das li-
nhas comprehendidas na equação (a), resolvamos esta equação em ordem 
a uma das variaveis, por exemplo em ordem a y. 

1 . 
Teremos «/ = ax + ! 3 ± —Vmxz-]- nx + p (1 ) , 

A n 

sendo 

(n = 2 ( B D — A 2 E ) , p = »4AF. 

Em quanto o radical de (1) for real, a cada valor de x corresponderão 
dous pontos da curva; quando o radical for imaginario, não existirão 
estes dous pontos; e quando o radical for nullo, os dous pontos coinci-
dirão. Assim os limites da curva dependem da extensão, fóra da qual o 
radical se torna imaginario. Ora já vimos ( A l g . El. n.° 147 , 9.°) que se 
pode tomar x tão grande, positiva ou negativamente, x—- —v ou x= + 
que o signal do trinomio m x 2 + nx + p seja o do seu primeiro termo (*) 
ma;8. L o g o : 

I . 0 Se m for negativo, o radical será imaginario para todos os valores 
de x desde x =— ae atá X =— u, e desde x = v' até x = oo ; o que 

(•) S e m r e s o l v e r a e q u a ç ã o x*+ px -\-q = 0, v ê - s e q u e : 
I . 0 Se for p n e g a t i v o , e o s e u va lor a b s o l u t o m a i o r q u e o de q; ou p n e g a t i v o 

e q p o s i t i v o : f a z e n d o x = p-hi, t e r e m o s x'—px + q = i ' + i p + q, 
q u e , p a r a i = l e t > l , é p o s i t i v o . 

2 . ° Se for q n e g a t i v o , e o s eu va lor a b s o l u t o m a i o r q u e o de p; ou q n e g a -
t i v o , e p p o s i t i v o : f a z e n d o x = q -J- í, t e r e m o s 

x*±px — q = q [q + p + i — 1) + i [q + p ) + t ' , 

q u e , para I = 1 e t > l , é p o s i t i v o . 
L o g o : se t o m a r m o s por x o v a l o r a b s o l u t o do m a i o r c o e f f i c i e n l e n e g a t i v o , m a i s 
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dá dous limiles, um para o lado dos x negativos, e outro para o lado 
dos x positivos, fóra dos quaes não pode haver curva. 

2.° Se m é positivo, o radical será real desde X = — ao até x = — v, 
e desde x = v' até x = ao ; o que dá dous limites, fóra dos quaes a curva 
se extende até o infinito. 

3.° Se m for nullo, o radical se reduzirá a Vnx+ p, que, sendo n 

. P P negativo, será real para x < , e imaginario para x > ; e o 
n n 

contrario, sendo n positivo; de sorte que a curva será illimitada somente 
d'um dos lados, dos x positivos ou dos x negativos. 

Por tanto a natureza das curvas, de que tractâmos, depende do signal 
de m = B - — 4 A C ; e na discussão, em que procurarmos conhecer a 
fórma d'ellas, e os mais estreitos limites que as terminam, temos de con-
siderar os tres casos de m <, >, ou = 0 . 

1 2 4 . Para ter o fogar geometrico da equação (1), construiremos a 
9 

recta BN (fig. 7 6 e 7 8 ) , cuja equação é y = ax-\-$ ( 2 ) ; 

e depois, para cada abscissa AP = x', ajunctaremos e tiraremos á orde-

nada PN da recta a grandeza MN = M iN = ^ r - n x + p: o que 
2A 

dará as ordenadas PM e PM', que determina a equação (1). Por onde se 
vê que o ponto N é o meio da corda MM': e como se pode dizer o mesmo 
dos outros pontos da recta BN, segue-se que esla recta é um diâmetro 
da curva (n.° 9 3 ) . 

Acham-se as intersecções D, D', da curva com o diâmetro, procurando 

u m a u n i d a d e , será es te n u m e r o um l i m i t e , a l e m do q u a l o I r i n o m i o m \ # 2 - i - — a ; + — ) 
\ ' TO M J 

t e m o s igna l de mx'. 
M u d a n d o x em — x , a c h a - s e do m e s m o m o d o o l i m i t e , á q u e m do q u a l o 

t r i n o m i o t e m o s i g n a l de mx'. E s l e l i m i t e será o m e s m o q u e o p r e c e d e n t e , no 

i P - n 
c a s o d e ser — n c g a t n o e > — . 

m m 
* ** 

G E O M . K 
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os pontos em que têm logar simultaneamente as equações (1) e (2 ) ; 

o que dá rax2+ nx -\-p = 0 (3) . » 

Ora a equação (3) reduz o primeiro membro da proposta ao quadrado de 
y— ax — jj : logo as intersecções das ordenadas, correspondentes arcada 
raiz de (3) , com a curva reunem-se duas a duas nos pontos 1) e D'; e 
por conseguinte as ordenadas ED, EI)', são tangentes ã mesma curva. 

Passemos agora á analvse da equação (1), considerando os tres casos, 
que resultam da natureza de m. 

1.° CASO: m nega t ivo . 

Curvas l imitadas em todos os sentidos 

125. 1.° Se forem reaes as raizes da equação (3) . Designando-as por 
a e b, e tomando AE = a, A E ' = 6 (fig. 7 6 ) , leremos as ordenadas tan-
gentes E D . E'D'. E como ( A l g . E l . n.° 1 4 7 , 9.°) o Irinomio mx^+nx + p 
só tem o signal contrario ao de mxquando x está entre a e 6; de 
sorte que só entre estes limites é real a expressão ( 1 ) : segue-se, que a 
curva fica comprehendida entre os limites EF , E'F'. Do mesmo modo, 
resolvendo (a) em ordem a x, achariamos os limites parallelos ás abscis-
sas, entre os quaes a curva fica comprehendida. Esta curva é pois fe-
chada, e por isso uma ellipse. 

Como os pontos E, E', são dados pelas raizes da equação (3) , que 
têm a fórma x = h ± V f ; tomando AK = /i, e KE = K F / = ! / f , serão 
AE, AE', estas raizes. Por tanto C é o meio do diâmetro DD', ou o 
centro da ellipse. E para achar o diâmetro conjugado com D D ' basta 

substituir x=>h em —I I M ' + nx p; o que dará 

C O ' = — 1 m/r | w/H 
2 A 
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Conhecendo assim dous diâmetros conjugados, será Iacil descrever a 
curva. 

Por exemplo a equação 3 1 / — 6x1/ 4 9 x 2 — -Iy — Gx + J = O 

dá y = x + \ ± V — — 

Tomando (fig. 7 6 ) AB = '3, A A ' = — f , teremos a recta 'A iIiI), cuja 
equação 6 y = x-h{. Depois a equação — 2 x ' ' - \ - \ x—f = 0 dará 
x = j ± i, e por conseguinte AK = y, KE = K E ' = j, que farão co-
nhecer os limites EF f E'F', os pontos D, D', e o centro C. Finalmente 
fazendo x = | no radical, teremos o semi-diametro C O ' = f / ^ . E cotn 
os diâmetros DD' e OO' facilmente se descreverá a ellipse (n.° 9 8 ) . 

A maxima e a minima ordenada (pag. 9 7 ) são y= 1 ± K | . 
Similhantemente a equação y*—yx + -x' — x + i = 0 dá a ellipse 

D 0 D ' 0 ' (fig. 80 ) , para a qual são AIi = 2 , E K = E K = ( / 2 , C K = I , 
CO = I / i . 

O valor y = O dá Xi— 2x -f 1 = (x — l ) 2 = O: e por isso a curva 6 
tangente a Ax no ponto I (1 , 0 ) . A maxima e a minima ordenadas são 
2 e 0. 

Deve haver nas construcções todo o cuidado relativamente aos signaes. 
Assim para 

4 t / 2 - h Sxy + 8 x 2 + 1 2 x + Sy + t = O 

temos y<=> — x — I z t K — x " — x +-t. 

Construiremos pois o diâmetro DD' (fig. 8 1 ) , cuja equação ó y = —x — 1; 
e acharemos as raizes de x 2 + x — } = 0, que são x = — ^ ± 1 ; de-
pois tomaremos AK = — e KE = K E ' = 1, para ter os limites tan-
gentes da ellipse, E D , e E'D' f e o centro C; e em fim acharemos o 
semi-diametro C O = K - ( — i ) * + [ + 1 = 1 . 

2 .° Se forem eguaes as raizes da equação (3 ) . Teremos b — a; e a 
equação (1) será 
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valor que só pode ser real, quando for x = a. L o g o neste caso temos 
um ponto (a, a a + [3). 

E com cffeito neste caso a proposta reduz-se a 

(y — ax— p)2— ( X - U y - ^ r = O, 

que só poderá subsistir quando forem nullos os seus dous termos. 
Por exemplo, a equação y 2 — x y + ^ x 2 — 2 x - + - l = 0 dá o ponlo 

( t , I ) . A equação .T2+ y 2 = 0 dá a origem (0 , 0 ) . 
3." Se forem imaginarias as raizes da equação (3) . O signal do Iri-

nomio mx2+ nx + p será sempre o de mx2 (Alg. el. n.° 1 4 7 , 9 . ° ) ; por 
conseguinte o radical de ( 1 ) será imaginario, e a proposta não represen-
tará cousa alguma. 

E com effeito podemos escrever a proposta debaixo da fórma 

4 A 2 ( y — OLX — ( i m í c 1 + n x - f - p ) ; 

que neste caso não pode subsistir, por ser negativo o segundo membro. 
A equação y2— 2xi/ + 2x2— 2x -H 4 = 0 está neste caso. 
1 2 6 . Para que a equação (a) seja a do circulo, 

(x - x y + (y — Vy=Vi+ 2 y , y — 2x,x + y2+ X2= r\ 
ç 

é necessário que sejam — = 1 , e Ii = O, e que X1 e y t satisfaçam as 

condições 

2 , J , = = ~ ~ X ' = — 7 ' x ' ~ r > ' = X ; 

de sorte que determinam o circulo as coordenadas do centro, e o raio, 

D _ _ E K E + i r — 4 A F 
y ,~-~T\'  X ,~~~~2\ %  r 2Ã 
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Por tanto, sendo rectangulares as coordenadas: para que a equação 
do 2.° grau pertença ao circulo, é necessário que lhe falte o termo em xy , 
e que sejam eguaes os coeficientes de x2 e y2. 

Quando se derem estas condições, a equação pertencerá ao circulo: 
exceptuando os casos de S e r f 7 E 2 + D 2 — 4 A F nullo ou imaginario; no 
primeiro dos quaes pertence a um ponto, e no segundo não ha curva. 

Por exemplo, a equação 2 j / 2 - + - 2 a ; 2 — 4 y — 4a;+- 1 =O pertence ao 
circulo cujo centro é (1, 1) e cujo raio é 

Quando as coordenadas forem obliquas, discorrer-se-ha do mesmo 
modo, comparando a equação (a) com a (3) do n.° 37 . 

2.° C A S O : m positivo 

Curvas illimitadas em todos os sentidos 

127 . Se as raizes da equação (3) são reaes e deseguaes. Os seus va-
lores a = AE, b = AE' (fig. 78 ) dão as tangentes ED1 E'D'. E como o 
trinomio ma;2+ px + q só tem o signal de mx2, quando x não está com-
prehendido entre a e b; segue-se que entre a ; = AE, e a; = AE', não ha 
curva, e que fóra d'esles limites a curva se extende ao infinito d'uma e 
outra parte de EF, E'F'. Do mesmo modo, resolvendo a equação (a) em 
ordem a x, se verá que a curva se extende ao infinito, para um e outro 
lado de duas rectas parallelas ao eixo dos x. Assim a curva é uma hy-
perbole. 

Para ter o diâmetro conjugado de DD', podemos substituir, como no 

n.° 125 , x = h em -— Vmxt+- nx + - p ; e tornar o resultado real. 

Depois acham-se as asymptotas (n.° 1 0 4 ) ; mas daremos adiante um 
meio mais simples de conseguir o mesmo fim. 

Por exemplo, da equação tf'—2xy — x2—2y + 8a; — 3 = 0 

tira-se y = x + 1 ±V 2a;2— 6,¾ + 4. 

Construindo pois o diâmetro BX (fig. 78) , cuja equação é _i/ = a ; + - l ; 
resolvendo a equação 2 a ; 2 — 6 a ; + - 4 = O, que dá as raizes x = ^ ± { ; 
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tomando depois AK = *, EK = E'K = ±, que determinam os l imites E F , 

E'F', tangentes em D, D' ; e achando ( i ) 2 — 6 . \ + 4 = V\. V— 1: 
construiremos com os diâmetros conjugados D D ' e 2V\ a hyperbole 
(MM', QQ'), que se extende desde x = — <x> até a ; = l , e desde x = 2 
até a; = o o . Tomando D F ' = D'H = ( / i , DF = D G = K i , forma-se 
o parallelogrammo inscripto FGHF' , cujas diagonaes GF', F H , são as 
asymptotas. 

2 . ° Se as raizes da equação (3) são reaes e eguaes. A equação ( I ) é 

1 , y = ax H- P ± - - (x — a) Vm; 

a qual pertence a duas rectas, que se cortam no ponto (a, aa 4- ,3) da 
recta y = ax + ,3, e que passam respectivamente pelos pontos: 

(a , «a + ? ) , (0 , $ — (a , aa + p) , ( 0 , ^ - h — V m ) . 

Com eíTeito no caso, de que se tracta, a proposta tem a fórma 

que se decompõe em dous factores lineares a respeito de x e y; e por 
isso cada um d'estes dous factores egualado a zero dá uma recta. 

Por exemplo, a equação 4 y 2 — S x y -fr- a f - f - 4i/ + 2x — 2 = 0 

dá y = x—'-d=^3x—Gx+3 = x — { ± ( x — \)V-r 

Temos pois duas rectas E X , E'N, que passam ambas pelo ponto N (1 , ^) 
da recta I3N (fig. 8 3 ; , cuja equação é y = x — e uma das quaes é 
cortada pelo e ixo dos xj no ponto E O, — j -+- e a outra no ponto 
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3.° Se as raizes da equação (1) são imaginarias. A curva não corta 
o diâmetro BN (fig. 8 2 ) : mas como o signal de mx2 + nx + p é então 
sempre o de míC2, a todas as abscissas correspondem ordenadas (1) reaes. 
Por tanto a curva ex tende- se ao infinito, para uma e outra parte de B N , 
e é uma hyperbole disposta como se vê na figura. 

Se fizessemos desapparecer o segundo termo de mx2+ nx-\-p, pondo 

Yl 
x = x'+h = x'—— , a equação (1) daria 

de sorte que a + x' e a — X1 corresponderiam valores eguaes, y — ax — (¾ 
das ordenadas da curva, contadas dos pontos E e E' de B N : por conseguinte 

o ponto C (ft, a f t + (3) é o c e n t r o ; e a recta CD = mh2+ nh +p 6 

um semi-diametro. 
As raizes de mx2+nx + p=? 0, que são da fórma X = A = I = K — f, 

sendo postas debaixo de fórma real, darão as abscissas AO = A - J - K f , 
e A O ' = A — K f das extremidades do diâmetro conjugado EE'. 

As rectas F l I , GI, tiradas por D e D ' parallelamente a B N , e as r e -
ctas FG, IH, tiradas por E e E ' parallelamente a DD' , determinam o 
parallelogrammo F G I H , cujas diagonaes F l , G H , são asymptotas. 

Por exemplo , da equação y2+%xy — 2y—x = 0 

tira-se y = — x -f 1 ± K r t — x + 1. 

A equação do diâmetro BN è y —— x + 1; e como as raizes de 
x2—^H-I=O são imaginarias, X = J i J K — 3 , este diâmetro não 
corta a hyperbole (fig. 8 2 ) : mas, porque x2—x + 1 é sempre positivo, 
y é s empie rea l ; AK = e KO = K O ' = ^ K 3 dão o centro C, e o 
semi-diametro E E ' ; e K ( i ) 2 — - i - + 1 = | K 3 é o semi-diametro CD'. 

A equação y'— 2xy — 3r =h 4 A 2 = 0, 

da qual se tira y = x ± 2 Vx2 q= A", 
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pode servir de exemplo aos tres casos, que temos considerado, segundo 
se usar do signal superior de k2, ou do inferior, ou for k==0. 

Coíisíruindo o diâmetro BN (fig. 8 4 ) , cuja equação é y = x: se 
usarmos do signal inferior, as raizes de X2-^k2=O, serão imaginarias; 
(0 , 0) será o centro C; CO = 2k o l . ° semi-diametro, CE = C E ' = / : 
o segundo; e as asymptotas serão H F , IG. 

Quanto mais k d iminuir , tanto mais a curva se approximará do c e n -
tro, e das asymptotas, que não mudarão. E quando for k = 0, a equação 
tornar-se-ha na d'estas rectas. 

Em fim, se usarmos do signal superior, a hyperbole ficará no outro 
angulo , GCH e FCI, das asymptotas; e afastar-se-ha d'ellas ao passo que 
augmentar k. 

1 2 8 . Quando A é nullo, pode resolver-se a equação (a) em ordem 
a y, para que tenham logar os cálculos dos n.os 1 2 3 e 1 2 4 ; o que é o 
mesmo que mudar as denominações dos eixos, y em x e x em y. 

Por exemplo , da equação x2—2XJ/ + 2ÍC — 3t/ + c = 0 

tira-se x = y — l±l'y2-\-y— c + 1 . 

A recta D D ' (fig. 8 5 ) , que tem por equação x = y— 1, é um diâmetro, 
porque divide ao meio as cordas parallelas aos x. 

Depois y2+y— C - I - I = O dá y = — j ± K c — i . 

N o caso d e c > 4 , estas raizes serão reaes; A K = i , K E = K E ' = V c — í , 
determinarão os pontos D, D', onde a hyperbole (MD, M'D') corta o diâ-
metro D D ' ; e V ( ~ i ) 2 _ i _ c + 1 = V c — \ V— 1 dará o diâmetro 

conjugado, 2 V c — i , de D D ' : e os diâmetros determinarão as asym-
ptotas F'G, F H , uma das quaes é parallela aos y. No caso de c = |, a 
equação será a das asymptotas. Finalmente , no caso de c< a equação 
pertencerá a uma hyperbole que tem as mesmas asymptotas, mas c o m -
prehendida nos outros dous ângulos F1CF', GCH. 

1 2 9 . Dando ao radical da expressão (1) a fórma 

[ U J L \ = V m V ^ T ; 
* \ m m! v L \ 2 » i / 4 m ml 
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transforma-se (1) e m y = = a x + £ = t y / — . a ^ l — — + ^ . . . j ; 

e porque os termos que estão dentro do parenthesis, excepto o primeiro, 
decrescem indefinidamente á medida que z cresce, a equação das asym-

, > í K f f l 2mx + n .„, 
ptotas (n.° 8 1 ) é (*) y = «a + [3 ± — = «* + p ± _ _ . . . ( 3 ) . 

Logo: para ter as equações das asymptotas, basta completar o quadrado 
debaixo do radical da equação (1), depois de ler desprezado nelle os ter-
mos rnnMantes («*). 

(•) S e u s a r m o s d o p r o c e s s o e x p o s t o n a n o t a d o n . ° 8 7 , t e r e m o s 

fr 1 / n p „ , , i/m 
• = « + — + — V / m + ' | — - , o q u e , f a z e n d o x = » , d a c = a + - — , 

x ~ 2 A V x xl — 2X 

e d e p o i s 

y_ 
x 

nx -\-p 
y — c x = p+ — [Vmx2 -J- nx+p — Kinx1 I=P+ . . ;=» 

' ~A V mx^+nx-vp+Vmx* 

P n-t 1 
ou y — c « = P ± — • — • 

n 

q u e , f a z e n d o x = ao, d á — ^ 0 S 0 a s e q u a ç õ e s d a s a s y m p t o t a s , 

n ã o p a r a l l e l a s aos y , são n 
x v'm • 

2\'m , 2 m x + n j/ = ca' + d = a£ -+• P + = aX + p + — . 
2 A i A v i / i 

(»») C o m o c na p a r a b o l a m = 0, e na e l l i p s e m n e g a t i v o , vê se q u e , p o r s e r 
in f in i ta a e x p r e s s ã o (3) na p r i m e i r a , e i m a g i n a r i a na s e g u n d a , e s t a s c u r v a s n ã o 
t ê m a s y m p t o t a s . 

GEOM. S 
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Para construir as asymptotas, dadas pela equação (3) , basta determinar 

/ n otn \ 

A 2 m m> 

n oin \ 
a sua in tersecção l— —, [J — — 1; e os pontos onde ellas cortam o eixo 

dos y, ^O1 ? -f ^ Vm)' ^ — 4 A 1 / m ) ' °S c I u a e s ^ ' s l a m ^a interse-

cção d'aquelle eixo com o diâmetro, um para baixo e outro para cima, a 

quantidade 
4A Vm 

Por exemplo, na equação (pag. 142) y = x + 1 ±V2x2— 6x + 4, 

desprezando o termo constante 4 debaixo do radical, e completando o 
quadrado com a addição de fica debaixo d'e!le 2 (x — f ) 2 ; e a equação 

das asymptotas (fig. 7 8 ) é Y = x -f 1 ± (x — V2. 

Assim AK = |, KC = Bi = B i ' = 3 Vx- , darão as asymptotas Ci, Ci'. 

Desprezando A2 na equação (pag. 1 4 4 ) y = x ± 2 Vx1+ A2, 

vem logo as equações das asymptotas y =• x ±2x. 

1 3 0 . A discussão da equação geral torna-se muito fácil, quando lhe 
falta um dos quadrados. Com effeito, resolvendo em ordem a y a equação 

B xy + Cx'1+ Dy + E x + F = 0 , 

Cx2-+- Ex + F , , l 
vem y = —— = A x H - A + - - , 

B x + D B x + D 

chamando A, A, l, os coef ic ientes constantes, que a divisão dá. 

I 
Quanto maior for x, tanto mais pequena será a fracção-—IJTg' e 

caminhará para o limite 0; conseguintemente a recta F'G (fig. 8 5 ) , cuja 
equação é Í/ = A X + A , é uma asymptota da curva. 
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I ) 
Quanto mais x se approximar do limite x =— —, tanto mais y se 

approximará do limite ao; por conseguinte a recla FC, parallela aos y, 

D . . , 
cuja equação éx = — —•, é outra asymptota (*). 

B 

Quando faltar o quadrado de x, acharemos os mesmos resultados, m u -
dando x em y e y em x. 

Por tanto: se tia equação falta o quadrado d'alguma das coorde-
nadas, uma das asymptotas é parallela a essa coordenada. Este theorema 
tem logar, qualquer que seja o angulo das coordenadas. 

Por exemplo, a equação X2— 2xy + 2;r — 3y H- 1 = O, 

| | J JL 
resolvida em ordem a w, dà y = — — = -' x -+-4 H 

J J + 3 2 4 2 ^ - + - 3 

Construindo pois as rectas, cujas equações s3o x =— I, Y = J Í + J , te-
remos as asymptotas IH, F'G (fig. 85 ) , a primeira das quaes é parallela 
aos y. O resto da construcçiSo é fácil (n.° 9 1 ) . 

D o mesmo modo a equação 2y 2 - } -3a:y — 8 y — 3 x + 1 = 0 

dà 

(*) Se reso lves semos a proposta em o r d e m a x, a char íamos 

o q u e daria , p e l o processo a n t e c e d e n t e , as e q u a ç õ e s das asymptotas 
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e as rectas Gi l , FI (fig. 8 2 ) , cujas equações são ? / = 1, x =— \ y + 2, 
são as asymptotas, a primeira das quaes é parallela aos x. 

131 . No caso de faltarem ambos os quadrados, a equação 

xy -+- Dy 4 - E x + F = O 

E x + F p , D E - F 

por conseguinte as duas asymptotas são as rectas parallelas aos eixos, 

que têm por equações i/ = — E, x = — D . 

Se se transportasse a origem ao centro, a hyperbole ficaria logo re-
portada ás asymptotas; porque a equação tomaria a fórma xy = m7'. 

3 . ° CASO : - m = O 

Curvas illimitadas num sentido somente 

132 . A ? / 2 + Bxt/ + Cx 2 é um quadrado. Quando é nullo A ou C, e 
não B, sempre tem legar este caracter. 

1." Se n não é nullo. Para construir á equação (1), cujo radical se 

reduz enlão a Vrix + p, descrevamos o diâmetro BN (fig. 66), a que 
pertence a equação y = «x + A ordenada tangente FF, e a interse-
cção D do diâmetro com a curva, correspondem á abscissa dada pela equa-

p l i 
ção HXj

rP = O, x= = a; ea par le—-' « x - f p = — Vn(x—a), 
h 2 A 2 A 

que se deve accrescentar ou tirar ás ordenadas de BN para dar as orde-
nadas (1) da curva, será real sómente para x > a, quando for n positivo; 
ou para x < a, quando for n negativo. Por tanto a concavidade da curva 
ficará voltada para os x positivos, como M'I)M, quando for n positivo; 
e para os x negativos, como ODM', quando for n negativo. A curva, ex -
tendendo-se ao infinito d'nm lado somente, ó uma parabola. 

Com as coordenadas DN, MN, d'um ponto M da curva determinar-
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sc-ha o parametro e descrever-se-ha depois facilmente a 

mesma curva (n.° 107 ) . 
Por exemplo, a equação y2— xy + '-X2— 2y — x + 5 = 0 

dà y = \x + \ ± ^2x — 4 . 

Tomando pois (fig. 66) AE = j = 2, detertnina-sc a ordenada limite 
ED = 2; depois tomando AB = 1, determina-se o diâmetro BN ; e fi-

MN 2 

nulmente com o parametro 2 p ' = ——- descreve-se a parabola MDiM', 
DN 

com a concavidade voltada para os x positivos. 

A equação y2— xy+-tx2—2y + 3x— 3 = 0 

dá !/ = > + 1 2 x + 4 ; 

por conseguinte o mesmo diâmetro, mas a concavidade da parabola M'UO 
voltada para os x negativos. 

2 .° Se n è nullo. A equação (1) lorna-se cm 

y = «x + <?> ± / p , 

e então: 
Se p é positivo: temos duas rectas parallelas DE, D E ' (fig. 8 6 ) , e 

equidistantes de BN, cuja equação é IJ=OLX + Por exemplo, a equa-
ção (y -+- x)2— 2y — 2x — 1 = 0 dá y = — x + 1 V2: por conse-
guinte AB = A N = I determinam o diâmetro B N ; e depois as partes 
BD = B D ' = V2 = BN, determinam os pontos D, D', pelos quaes passam 
as rectas pedidas parnllelias a BN, 

Gomo qualquer ponto G da recta BN divide em duas partes eguaes 
todas as rectas, interceptas entre as duas parallelas, que por elle passam; 
pode considerar-se BN como o logar de uma infinidade de centros (n.° 9 9 ) . 

Se p é nul lo: lemos uma recta BN. O que tem logar, por exemplo, 

na equação (y - f - x)"'— 2y — 2x + 1=0. 
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Se p é negativo: y é imaginario; e não ha linha alguma. Gomo acon-

tece na equação ( y - b - x ) 2 — 2 y — 2x + 2 = 0. 

Com effeito, no caso de serem nullos m e n, pode dar-se á proposta 

P a fórma (y — ax — ? ) 2 r = 0 ; e esta: decompõe-se em dous factores 
h A ^ 

lineares, e por conseguinte dá duas rectas, y—ax — ? - f - — J/"p = O, 

y — ax — ? - J / p = = O, no caso de ser p positivo; dá duas rectas 
2 A 

parallelas, que coincidem, y — ax — ? = 0, no caso de ser p nul lo; e 
exprime uma condição, a que não pode satisfazer-se, no caso de ser p 
negativo. 

A equação (y 4- x)2— 2y — 2xH- 1 = k 

pode ser exemplo para os tres casos, segundo o valor e o signal de k. 
Com effeito esta equação dá y =— a? + 1 ± Vk, que se construirá, 

tomando AB = AN = 1, depois BD = B D ' = V k\ e tirando por D, D', 
parallelas a BN. Estas parallelas são distinctas, em quanto Ii é positivo, e 
tanto mais próximas quanto menor é k, coincidem, quando k è nullo ; e não 
existem, nem a equação representa linha alguma, quando k é negativo. 

133 . Da analyse precedente dos casos , de m negativo, positivo, ou 
nullo resulta que: no primeiro a equação perlence a uma curva fechada, 
e representa uma ellipse, um circulo, um ponto, ou nada; no segundo 
pertence a uma curva aberta em duus sentidos, e representa uma hyper-
bole, ou duas rectas que se cortam; no terceiro pertence a uma curva 
aberta num sentido, e representa uma parabola, duas rectas parallelas, 
uma recta, ou nada. O que é conforme rom o quadro da pagina 1 3 1 . 

1 3 i . Reciprocamente: se quizermos formar uma equação que exprima 
alguma das circunstancias relativas á natureza e configuração da curva; 
determinaremos as constantes a, |3, m e a natureza do radical, de 
modo que sejam satisfeitas as respectivas condições. Assim, para que a 
curva seja uma ellipse, faremos m negativo, e n e p taes que as raizes 
de mx2+ nx + p = 0 sejam reaes; para que seja uma hyperbole, to-
maremos m positivo, e n c p taes que as raizes da mesma equação sejam 
imaginarias, ou reaes, segundo quizermos que a curva não corte, ou 
rorte o diâmetro ; etc. 
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Supponhamos, por exemplo, que na hyperbole pontuada da fig. 8 4 : 
C é o centro; o diâmetro BN faz com os x um angulo de 4 5 ° ; a abscissa 
da ordenada tangente e Iimile da curva é C E = I ; e o diâmetro con-
jugado CO é K 2. Teremos, para satisfazer ás primeiras condições, 

y = x ± Km ( x 2 — 1 ) , contando as abscissas de C; e como devemos fazer 
X = O para achar o diâmetro, o que dá x= ± Km . K— 1, será pela 
ultima condição CO = Km = K 2 . 

Por tanto a equação 6 y 2 — 2 x y — x 2 = — 2 . 

Para formar uma equação que represente um ponto, uma ou duas 
rectas, ou nada, podemos proceder do mesmo modo; mas é mais simples 
o seguinte: 

Sendo L e M expressões da fórma L = hj + Ix + g, M = k'y -f Vx + g', 
temos: 

i .S Para um ponto, L 2 + M 2 = O (pag. 140 ) . 
2.° Para uma recta, L 2 = O (pag. 1 5 0 ) . j. j., 
3.° Para duas rectas, LM = O (pag. 1 4 2 ) ; e demais — = —-, se estas 

duas rectas são parallelas (pag. 149 ) . 
4 .° Para que a equação não represente logar geometrico possivel, 

L 2 + M 2 < O (pag. 140 ) . 
135 . Discutida a equação (1) na hypothese de serem as coordenadas 

rectangulares, proponhamo-nos construil-a reportando a curva a um sy-
stema de diâmetros, sem recorrer á theoria exposta no n.° 1 0 8 . 

Sem mudar a origem das coordenadas, nem o eixo dos y, tomemos 
o dos x7 parallelo ao diâmetro cuja equação é y = OLX H- (3. Temos então: 

tang (xx') = a, cos (xx') = — ^ = k, sen (xx') = ha, (xy') = 9 0 ° ; 
K l + Ot2 

o que substituido nas formulas (2) do n.° 44 dá x = kx', y = akx + y', 

e transforma (1) em y'= [3 =fc — K m A V 2 H - nkx'-+-p. 
2 A 

l . ° Se a curva tem centro: transportando a elle a origem das coor-
denadas, deve a equação tomar uma fórma tal que a dous quaesquer va-
lores eguaes, e de signaes contrários, da abscissa correspondam dous 
valores eguaes, e de signaes contrários, da ordenada. Deve pois e l imi-
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nar-se a parte [3, e o termo em x', da expressão de y', fazendo y'=y"~, 

Yl 
X1=X11— , que transformam a equação precedente em 

As coordenadas x", y'\ são referidas ao centro que, relativamente aos 

/ ii \ . . . . 
e ixos dos X1 e y1 é ^ — — — , [3J, e relativamente aos eixos primitivos 

/ n a ' 1 \ dos x e y 6 ———, — [ - 3 ). y \ 2 m 2 m ' / 

Reduzida assim a equação aos diâmetros conjugados, é fácil ti sua 
construcção (n.° 9 8 , 2 .° ) . 

Por exemplo a equação y = x+~ 1 ±V—2^-+-6^; — 4 

dá m = — 2, «= 1, P = I. e a transformada y'n+x'n=\. 
E assim, traçado o diâmetro BN (fig. 7 6 ) , cuja equação é y = x + 1, e 
transportada a origem ao centro C, restará descrever a ellipse, cujos 
semi-diametros são CO = CD = I 

2 .° Se a curva não tem centro: é m = O, e o radical reduz-se a 
Vnkx'+ p. Transportaremos pois a origem ao ponto onde o diâmetro 
corta a curva, fazendo desapparecer os termos constantes ,3 e p, isto é, 

fazendo y'=y"-+- x'=x" -; e teremos a equação da parabola 
YlK 

y"z=nkx"; s endo: eixo dos x" o diâmetro que tinha por equação 
y = Oix-+-3; o eixo dos y" parallelo ao dos y; e origem o ponto, onde 
a curva corta o diâmetro. Com o que facilmente se descreverá a curva 
(n.° 107 , l . ° ) . 

Por exemplo, a equação V - i I x + 1 ± ^ 2 x — 4 

dá « = 1 , Ie = f / i , y"2=tá'V~\e dá a parabola MDM' (fig. 6 6 ) , sendo 
BN o diâmetro xjue tem por equação y = \ x 1. 
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V. PROBLEMAS BE ANALYSE GEOMETltICA 

Da geração das curvas 

3 3 6 . I. Se duas rectas AM e BM (fig. 8 7 ) gyrarem á roda dos pontos 
AeB ,de modo que se cortem sempre perpendicularmente; achar a curva 
que neste movimento descreve a sua intersecção M. 

Tomemos o meio C de AB para origem das coordenadas, e seja 
AC = CB = r. Como as rectas generatrizes AM e BM devem passar por 
A ( — r , 0) e B ( - } - r , 0) , e ser perpendiculares uma á outra, teremos as 
equações 

y = a ( x + r ) , y — a ' ( x — r ) . . . ( 1 ) , a a ' + 1 = 0 . . . ( 2 ) . 
j 

Quando dermos a a qualquer valor, e a a' o correspondente a ' = = —, 
Cl 

tirado de (2), as equações (1) serão as das generatrizes na posição rela-
tiva a esse valor; e os valores de x e y, dados pela eliminação entre as 
equações (1), determinarão o ponto em que as generatrizes se cortam 
nessa posição. Logo, se entre (1) e (2) eliminarmos a e a', a equação 
resultante em x e y, sendo independente da posição particular das gene-
ratrizes, pertencerá a todas as intersecções M, isto 6, será a equação da 
curva. 

Eliminando,jpela substituição em (2) das expressões de a e a' tiradas 
de (1 ) , vem 

Por tanto a curva, de que se tracta, 6 um circulo descripto sobre o diâ-
metro AB. 

II. Se, generalizando o problema antecedente, quizermos que as duas 
generatrizes AM e BM (fig. 8 8 ) façam um angulo, cuja tangente é t: as 

GEOM. T 



1 5 4 G E O M E T R I A ANAI . Y T l C A 

equações respectivas serão 

y -- a (x + r), y ----- a' (x — r), e í = 
a— a 

1 H- aa' 

A eliminação de a a a' .entre ellas dá a equação da curva pedida 

cuja discussão mostrará que a curva é um circulo, com o centro em O 

Em geral sempre se pode considerar uma curva como gerada pela in-
tersecção contínua de duas linhas dadas, rectas ou curvas, cuja posição 
e fórma dependem de constantes, ou parametros, que variam com ellas, 
segundo leis conhecidas, isto é, de modo que satisfaçam sempre a relações 
dadas entre as mesmas constantes. 

Com effeito, se M = O e N = O forem as equações d'estas genera-
trizes; e se as variações da sua fórma, devidas â variação dos parametros, 
que suppomos serem dous, forem sujeitas á condição P = O: é claro que 
a eliminação dos dous parametros entre as equações M = O, N = O, 
P = 0, dará uma resultante em x, y, a qual, sendo independente d'eltes, 
será a equação da curva procurada. 

Se os parametros forem tres, e duas as equações de condição P = O, 
Q = O; a eliminação d'elles entre M = O, N = O, P = O, Q = O, dará 
ainda a equação em x, y, da curva. 

Em geral: se o numero total das equações das generatrizes e das de 
condição for egual ao dos parametros mais um, a eliminação d'estes dará 
a equação d'uma curva. Se o numero total das equações for egual ao dos 
parâmetros, ou menor: eliminando tantos d'esles quantas são as equações 
menos uma, ficará uma equação em x, y, que ainda conterá alguns pa-
rametros arbitrarios, e que por isso representará um numero indetermi-
nado de linhas. Se o numero total das equações for egual ao dos para-
metros mais dous: eliminando estes, ficarão duas equações em x e y, que 
darão um numero determinado de pontos. Em fim, se o numero tolal 
das equações for maior que o dos parametros mais dous: eliminados estes, 
e x e »/, licarão equações de condição; e o problema será absurdo, su 

(.xaH- IJ1— r1) t = 2ry; 
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estas equações não se verificarem; ou, verificando-se ellas, não serão 
distinctas as propostas. 

III. Dadas duas rectas DN e Dx (fig. 8 9 ) , e em uma d'ellas o ponto 
fixo A: achar a curva, que tem a propriedade de ser a distancia MA, 
de cada um dos seus pontos a A, egual á parte PN que as rectas dadas 
interceptam na perpendicular indefinida abaixada de M sobre 1 )x. 

É claro que os pontos M são as intersecções dos circulos, descriptos 
com os raios AM, com as perpendiculares P N ; e que pelas condições do 
problema deve ser AM = PN = DP t a n g N D A . Chamando pois AM = a, 
AP = [3, os parametros variaveis; A l ) = p, t a n g N D A = í, as constantes 
fixas; e tomando A para origem das coordenadas rectangulares, e A P x , 
AEy, para e ixos; teremos as equações das generatrizes, e a equação de 
condição, 

x 2 + y9= a \ x = (3., (1), a - ( p + 3 ) í (2) . 

E substituindo em (2) as expressões de a e J3 tiradas de (1) , acharemos 
a equação da curva < 

y2+ x2 (1 — í') — 2 C p x — í a p 2 = 0. 

1.° Se í = l, ou E'DA = 4o": a equação reduz-se a t / 2 = 2 p x - f p 2 , 
pertencente á parabola E'S, cujo foco é a origem A, e cujo vertice é 
S { - \ p , 0). 

2.° Se t < 1, ou N D A < 4 5 . ° ; a equação pertence a uma ellipse, cujos 

P1 , P1 
semi-eixos sao a = -, b = — . e cujo centro é C 

1 — C I [ _ 

Esta ellipse torna-se em um circulo no caso de ser t = 0, isto 6, de ser 
DN parallela a A D : e com effeito PN = AM = AF é então constante (*). 

3.° Em fim se í > 1, ou IDA > 4 5 . ° ; a curva é uma hyperbole, cujos 

• • i • • Pt P1 
primeiro e segundo semi-eixos são — — e — -. 

° í — 1 ve—\ 

Esta propriedade poderia fornecer um meio de descrever as tres cur-

(*) N e s t e caso t é n u l l o e p i n f i n i t o ; m a s c o m o AE = p < é agora A F , t e m o s 
I = O c a = 6 = A F , e C ( 0 , 0) c o i n c i d e c o m A. 
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vas. Elias tocam a recta dada, que não contem o ponto fixo A, na sua 
intersecção com Ay. 

IV. Se uma recta AB (fig. 90 ) de comprimento dado se mover no an-
gulo dado ACB, de modo que as extremidades A e B se conservem con-
stantemente sobre as rectas AC e CB: achar a curva, que, neste movi-
mento, descreverá um dos pontos M de AB. 

Tomando AC e BC para eixos coordenados, os dados do problema são 
cosACB = c, MB = a, MA = 6. A curva pode considerar-se como g e -
rada pelo movimento das rectas AB, PM, cujas equações são 

y = «x + $, x = y , 

isto 6, como o logar geometrico das intersecções M (y, a y - f - ? ) des tas 
rectas. 

Fazendo PB = z, o triangulo PMB e o parallelismo das rectas AC e 
PM dão 

a 2 = z 2 - b (ay - H £ Y - 2cz (ay -H15), b z = a y (*). 

Substituindo pois nas duas ultimas equações as expressões a y - + | 3 = í / , 

y = ®, resultantes das primeiras, vem bz = ax, a 2 = z 2 + yz—2cyz; 

(*) A i n d a q u e p a r e ç a q u e t e m o s q u a t r o e q u a ç õ e s e q u a t r o i n c ó g n i t a s z , 
p, - j ; c o m t u d o z , q u e só foi i n t r o d u z i d a por c o m m o d i d a d e do c a l c u l o , f ica d e -
t e r m i n a d a p e l a s o u t r a s a , p , 7 . C o m e f fe i to , p o n d o y = 0 na e q u a ç ã o de A B , 

ft ft 
r e s u l t a C B = = ; e c o n s e g u i n t e m e n t e z = CB — CP = f. 

a. a 

A s e q u a ç õ e s q u e e x p r i m i r i a m d i r e c t a m e n t e a s c o n d i ç õ e s d e s e r e m M A e M B 
c o n s t a n t e s , i s to é , de s e r e m c o n s t a n t e s as d i s t a n c i a s e n t r e os p o n t o s A ( 0 , p), e 

B ^ - , o j , e o p o n t o M (7, a-f + p) , s e r i a m ( n . ° 3 3 ) : 

2 

f c ? = f + a y _ 2 ^ t C l a * = L + i - ) + («tt + p ) 2 - 2 ^ H - i - j U 7 + p ) c , 

e n t r e as q u a e s e a s d a s g e n e r a t r i z e s se d e v e r i a m e l i m i n a r « , p , 
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e a eliminação de 2 entre estas dá a equação pedida 

a262= & V - b « V - 2abcxy, 

a qual pertence a uma ellipse, cujo centro é C (n.° 9 2 ) . 
Quando o angulo ACB é recto, simplifica-se muito o calculo. A equa-

ção reduz-se a 6 ' y 8 + o V = a T , que pertence a uma ellipse referida 
ao centro e aos eixos 2a , 26 . O que indica um meio muito fácil de 
descrever a ellipse, 

Tiram-se duas rectas perpendiculares indefinidas Cx, Cy; marcam-
se sobre uma régua duas partes AM = 6, BM = a, eguaes aos semi-
e ixos ; e move-se esta régua sobre o angulo yCx, de modo que os pon-
tos A e B se conservem constantemente sobre Cx e Cy. Neste movimento 
a ponta d'um lápis, que se tiver fixado em M, descreverá a ellipse. 

Se o ponto M estiver no prolongamento de AB1 em M', a mesma 
analyse dará um resultado, que só diffirirá do precedente no signal do 
ultimo termo — Iabcxy. Por isso, se forem então Cx e Cy rectangula-
res, AB será a differença, e não a somma, dos semi-eixos B M ' = a, 
A M ' = 6; e a construcção precedente será a mesma. 

V. Abaixada do fóco F' d'uma ellipse (fig. 56) a perpendicular sobre 
cada tangente; achar a curva formada pelas intersecções I das tangentes 
e das suas perpendiculares. 

As equações da tangente em um ponto M (x', y'), e de qualquer recta 
que passa pelo fóco F ' ( — « , 0 ) , são respectivamente 

ayy'+ ô W = a262, y — £ (x + a); 

e como a condição de perpendicularidade dá 1 = 0, as equações 

das generatrizes são a^yy1+b2xx'=a2bz, b%x'y = a2y'(x + a). 

O ponto (x\ y') deve sempre pertencer á el l ipse; o que dá a equação 

d e condição a2»/'2-b 6 V 2 = a 2 6 2 . 

Substituindo na terceira d'estas equações as expressões de x' e y' t i-
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radas das duas primeiras, a pedida será 

by-h a2 [x H- a ) 2 = [< / •+ x(x-h a)]2; 

ou pondo (n.° 51) a 2 — a 2 em logar de ò2 , desinvolvendo, e decompondo 

em factores, — < 0 [ j / 2 + (« + a) 2] = 0. 

O segundo factor é evidentemente estranho ao problema; porque 
dá y = 0, x = — a, que são as coordenadas do fóco. O primeiro dá 

j / 2 + x 2
 — a 2 , 

que é a equação d'um circulo circumscripto á ellipse dada: este é pois a 
curva procurada. 

1.° Por não entrar b na equação, o circulo inscripto na hyperbole 
resolve o mesmo problema a re«peito d'esta curva (n.° 6 5 ) . 

2." Este circulo é o mesmo para todas as ellipses descriptas sobre o 
eixo maior; e quando b = a, confunde-se com o circulo então proposto. 

3 .° Por ser a equação independente de c, o circulo é o mesmo, quer 
se abaixem as perpendiculares do fóco F', quer do fóco F. 

Para a parabola teremos de eliminar entre 

W—P + x'), py = — y'{oc — ±p), y,?= 2 px'; 

o que dá x [4y 2 H- (2.x — p ) 1 ] = 0. 

O segundo factor não serve, porque dá as coordenadas y = 0, x = \ p , 
do fóco. O primeiro dá # = 0; por conseguinte o e ixo dos y è o logar 
dos pés i das perpendiculares abaixadas do fóco sobre as tangentes (tig. 52 , 
e pag. 7 6 ) . 

Vl . Dada a parabola NAK (fig. 9 1 ) : achar a curva formada pelos 
pontos M, onde se cortam as tangentes ÁlN, MK, que fazem entre si um 
angulo dado. 

Seja 2p o parametro da parabola dada, e t a tangente do angulo dado. 
As equações das duas generatrizes tangentes nos pontos (x\ y) e (x", y") 
são 

yy'= p (» + x')» yy"= p { x + x"); 
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o as condições de ser t a tangente do angulo constante KMN das genera-
trizes, e de pertencerem os pontos (x', y') e (x", y' ) á parabola, dão 

t ^ P i l z r J l t /»_ 2px, y"2= 2px". 
yyy"+p 

Para eliminar commodamente entre estas cinco equações os quatro 
parametros variaveis X1, y1, x", y', substituamos nas tres primeiras as 
expressões de x' e x" tiradas das duas ultimas: ficam 

yrí- 2 y y ' + 2 p x - O, y"2— 2 y y " + 2 p x = O, í = ; 

c porque as dtias primeiras d'estas são idênticas, haverá nellas só duas 
raizes rj', rj", e teremos 

y'y"= 2 p x , !/'== y ± Y y i - 2 p x , y"= y =f V y i - 2px, 

que substituídos na ultima darão em fim a equação pedida 

if— Cx%— px (2 -H t") — \ Cpi- 0. 
i 

Esta equação pertence a uma hyperbole: e como não entra nella t senão 
elevado ao quadrado, vê-se que um dos ramos é descripto pelo vertice 
M' do angulo obtuso K'M'N, e o outro pelo vertice M do supplemento 
KMN. A determinação do centro C, e dos eixos, não tem dificuldade. 

Se o angulo dado M fosse recto, isto é, se fosse t = oo: teriainos 
2 x + - p = 0 ; por onde se \ê que, se de cada ponto da directriz tirarmos 
duas tangentes á parabola, ellas farão sempre entre si um angulo recto. 

VII. Algumas vezes o enunciado do problema não exprime o modo 
de geração da curva; mas dá immediatamente a equação que o resolve, 
ou a definição de que ella é consequência. Para ver um exemplo d'esta 
circumstancia, que não merece que d'elIu nos occupemos se não de pas-
sagem, resolvamos a questão seguinte: 

Achar a curva da qual cada uma das ordenadas é meia proporcional 
entre as de duas rectas dadas, correspondentes à mesma abscissa. 
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Sejam y =zax-+-b, y = a'x +- b', 

as equações das rectas dadas. A da curva pedida será 

j / 2 = (ax + b) [a!x + b'), ou y2—Oa1X2—(a'b-+ab')x = bb'. 

1.° Se uma das rectas, por exemplo a segunda, for parallela ao eixo 

pertencente a uma parabola, que facilmente se descreve. E se amba9 as 
rectas forem parallelas ao mesmo eixo, serão a = 0, a1= 0; e por con-
seguinte y'=bb', quedará duas rectas parallelas, ou uma recta, ou nada, 
segundo forem os dous factores b e b' do mesmo signal, ou um d'elles 
egual a zero, ou um posilivo e outro negativo. 

Se cm logar das rectas dadas tomarmos parallelas a ellas, cujas or-
denadas correspondentes sejam eguaes e opposlas ás das mesmas rectas, 
isto 6, se tomarmos a, a', b, b1, com signaes contrários, a equação ficará 
a mesma mudando x em — x , de sorte que teremos uma curva egual, 
e em sentido opposto, á primeira. 

2 .° Se a e a' tiverem signaes contrários, a equação pertencerá a uma 
el l ipse; e particularmenle a um circulo, quando for aa'=— 1, isto 6, 
quando as rectas dadas se cortarem perpendicularmente. A equação po-
derá também dar um ponto, ou nada. 

3.° Iim fim, se a e a' tiverem o mesmo signal, a equação dará uma 
hyperbole; e quando for a = a', uma das asymptotas (n.° 87) 

será parallela ás rectas dadas. A equação também pode dar duas rectas 
que se cortam. 

Nos dous ulliinos casos, abstrahindo dos signaes das coordenadas, 
acha-se uma ellipse e uma hyperbole, descriptas sobre os mesmos eixos, 
como se vê na fig. 6 5 . 

Estes problemas podem variar-se muito. Acha-se grande numero 
d'elles no Rccucil de diverses proposilions de Géomélrie de i\l. PUISSANT. 
Ajunclarcmos ainda alguns. 

dos x, será a ' = 0, e a equação se reduzirá a t/a= ab'x + bb', 
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VIII. Se fizermos gyrar dous ângulos de 45° , RAC1 BDG (fig. 9 2 ) , 
em torno dos vertices fixos A e D, da maneira que a intersecção dos 
lados AB, DB, esteja constantemente sobre a recta BE parallela a A D ; 
qual será a curva descripta pela intersecção C dos outros dous lados AC, 
I )C? 

Ainda se pode generalizar este problema, dando qualquer outra gran-
deza aos ângulos moveis, e qualquer outra direcção á recta BE. 

IX. Seja M um ponto (fig. 9 3 ) tal que as distancias AM e BM a dous 
pontos fixos A e B estejam entre si numa razão dada: qual será a curva, 
em cujos pontos se verifica sempre esta propriedade? 

Qual será o ponto (l'esta curva, no qual AM lhe é tangente? 
Em fim, quaes serão os pontos M, cujas distancias a tres fixos A, B, 

D, têm entre si razões conhecidas? 
X. Dado um circulo e uma recta, qual é o logar geometrico de todos 

os centros dos circulos tangentes a estas duas l inhas? O mesmo problema 
também se pode propor a respeito de dous circulos dados. 

XI . Se fizermos mover um angulo recto, de modo que os seus lados 
sejam sempre tangentes a uma ellipse ou a uma hyperbole dada, qual 
será a curva descripta pelo vertice? (fig. 9 1 ) . 

Em logar do angulo recto pode tomar-se qualquer outro, do mesmo 
modo que no problema VI. 

XII. Se duas rectas AF, CD (fig. 3 7 ) gyrarem em torno dos vertices 
A e C do triangulo ABC, de modo que os pontos D e F , onde ellas 
cortam os lados AB e BC, sejam sempre equidistantes da base AC: qual 
será a curva descripta pela sua intersecção G? (vej. n.° 3 6 , VIII). 

Problemas que passam «Io segundo grau 

133 . Já vimos (n.° 15) o modo de construir as raizes das equações do 
segundo grau. O exemplo seguinte mostrará o que se deve fazer, quando 
a questão, que se pretende resolver, conduz a equações de graus supe-
riores ao segundo. 

Seja a equação x'1—* pqx+ p*rx + p^m9'= 0. 

Se fizermos X 1 = P i j , teremos, em logar da proposta, as duas 

G K O H . 

x9= py, tf— qy + rx -I- m2= O, 
u 
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de cuja combinação ella resulta. Por tanto, se construirmos as duas pa-
rabolas, a que pertencem estas equações, os pontos, onde ellas se corta-
rem, terão por abscissas as raizes da proposta. 

As raizes serão todas quatro reaes, quando as curvas se cortarem em 
quatro pontos; duas reaes e duas imaginarias, quando as curvas se cor-
tarem em dous pontos; e todas imaginarias, quando as curvas não se 
cortarem. Se houvesse raizes eguaes, as curvas tocar-se-iam, etc. 

Como a decomposição da proposta se pode fazer de muitos modos, 
convirá qtiasi sempre escolhel-a tal que uma das curvas seja o c irculo; 
por ser esta a linha que mais facilmente se descreve. 

Ass im, fazendo xy = mp, a proposta será a resultante das duas 

2 Z PrV 
xy =pm, x -\-y 4- =PI-

Para a construir por meio d'el las: tirados os e ixos rectangulares Ax 
e Ay (fig. 9 4 ) , descrever-se-ha a hyperbole entre as asymptotas, cuja 

Pr 

equação é xy = pm; tomando AC = — , descrever-se-ha um circulo 

/ P r 

com o centro C, e com o raio y pq + - ^ - e dos pontos M, M', N, N', 

onde este circulo cortar a hyperbole, abaixar-se-hão as ordenadas MP, 
M'P', NQ, N'Q'. As raizes procuradas serão as abscissas correspondentes 
A P , AP', AQ, AQ', as quaes, na figura, são duas positivas e duas nega-
tivas. Poderia acontecer que só exist issem duas intersecções, ou nenhuma. 

Do mesmo modo, para X 1—p 2x 2+ p2qx + p3r = 0, 

faremos a decomposição nas duas x2=py, y2—py + qx -f- pr = O, 

ou x2= py, y2+x-—• 2py + qx + pr = O, 

pertencentes a uma parabola, e a um circulo, que facilmente se descrevem. 

Pa ra Xz ± a2x — a2q = O 
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convém multiplicar por x, e fazer X2=Oy, o que dá 

x1= ay, y2— ay — qx = 0: 

isto é, x2= ay; e y2-\-x2=qx, ou y2+ x2=2ay + qx, 

conforme se usa do signal inferior, ou do superior, do segundo termo da 
proposta. A primeira d'estas tres equações pertence a uma parabola, e 
qualquer das outras a um circulo. As abscissas das intersecções das duas 
curvas serão as raizes; mas d'estas deverá excluir-se uma a? = 0, que se 
introduziu, quando se multiplicou a proposta por x. 

Um calculo similhante feito em X3—3a9x = 2a3 dá 

* x2=ay, y~+x2=bay + 2ax, 

pertencentes a uma parabola MA (fig. 9 5 ) , cujo parametro é a; e a um 
circulo CAM, cujos centro e raio são C (a, 2a) e AC = a K 5 : a abscissa 
da intersecção M d'estas curvas é a; = AP, única raiz real da proposta. 

Pela mesma construcção se pode achar P*"a. 
1 3 4 . Achar duas meias proporcionaes x e y entre duas rectas dadas 

a e b. 
Temos a:x:y:b; isto é, x9=ay, y2=bx. 

Por conseguinte resolvem o problema as duas parabolas, que tóm o mesmo 
vertice (0 , 0) , os parametros a e 6, e cujos e ixos são o dos y e dos x. 

Mas sommando as duas equações, torna-se a construcção mais simples, 
por se empregar, em logar das duas parabolas, uma só com o circulo 

y2-\- x2— ay — bx = 0. 

Teremos assim as mesmas linhas da figura 9 5 , sendo BC = ^a , e A B = I f t . 
A eliminação de y dá x3=a2b; que para 6 = 2a se torna na x*=2a", 

pela qual se resolve o famoso problema da duplicação do cubo. 

Tl}. YYl 
E mais geralmente, para 6 = — a , fica X i = — a3 a qual ensina a for-

n n 

mar um cubo x3 que tenha para outro dado a3 a razão m.n. 
Em geral as construcçles podem variar-se de muitos modos; por que 

multiplicando por quantidades indeterminadas, e sommando, as equações 
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de duas curvas de cuja combinação resulta a equação proposta, podem 
obter-se muitas outras curvas próprias para a resolução do mesmo pro-
blema. 

1 3 5 . Mas pode acontecer que uma questão, que se propõe como 
determinada, o não seja na realidade (vej. n.° 3 6 , 11); ou também que 
se facilite a sua resolução, quando ella é determinada, fazendo-a depen-
der d'outra questão que o não seja. A própria analvse indica estas mo-
dificações: como se vê nos exemplos seguintes. 

I. Dados dous pontos A e B (fig. 96 ) , achar um terceiro ponto M tal 
que, tirando AM e MB, o angulo MAB seja metade de MBA. 

Chamando a, a' as tangentes dos ângulos MAB, MBA, dos quaes o 
segundo de \e ser o dobro do primeiro; fazendo AB = m; e tomando AB 
e a sua perpendicular em A para eixos dos x e dos y: as equações das 
rectas AM e MB, e a da condição do problema, são 

, , > , 2 a 
y = ax, y = — a'[x — m), a = -

Eliminando a e a' entre estas equações, resolve o problema a equação 

y2— 3x2-{- 2mx = 0. 

Vê-se pois que a questão é indeterminada, e que lhe satisfazem todos os 
pontos da hyperbole, a que pertence esta equação. Dividindo AB em tres 
partes eguaes nos pontos C e D , isto é, tomando AC = CD = D B = J- m: 
C será o centro da curva; A e l ) serão os vertices; e as asymptotas CG 
e BH farão com AB ângulos de 60° , isto é, ângulos cuja tangente é K 3 : 
e com estes dados facilmente se descreverá a hyperbole MD. 

O problema da trisecçào do angulo consiste em dividir em tres partes 
eguaes um angulo AKB, ou o arco A E B que lhe serve de medida; isto 
é, em achar neste arco um ponto E tal que seja EKA = 2 E K B . Por 
conseguinte é claro que, fazendo sobre a corda AB a construcção prece-
dente, e descrevendo a hyperbole MD, a intersecção E d'esta curva com 
o arco A E B resolve o problema, isto é, dá o arco EB = ' A E B , ou o 
angulo E K B = I A K B . 

Se não for o arco AB circular, mas elliptico, ou outro qualquer, este 
processo servirá egualmente para determinar um ponto E do arco dado 
de rnodo que os arcos AE e EB sejam vistos das extremidades B e A 
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por ângulos, um duplo do outro. E assim o problema da trisecção do 
angulo é um caso de precedente. 

II. Tirar uma recta DD' (fig. 97) tal que a somma, das perpendicu-
lares MD, M'D', abaixadas sobre ella de dous pontos dados M, M', .seja 
egual a uma grandeza dada m. 

Seja y = ax - j - b 

a equação da recta procurada. As distancias dos pontos M(a?', y') e M'(x'', y' ) 
a esta recta serão (n.° 3 i ) 

M D = M I V = f l ^ i i : 
+ a

2 V \ - H a 2 

e conseguintemente a condição do problema, MD M'D — m, dá 

axf— y' + b + ax"— y" + b = mV i + a'- (J)1 

que pela eliminação de b, reduz a equação da recta a 

y—7 (</'+ y")=«•— í (*'+ «")] + > + a\ 

ou, transportando a origem ao meio C de MM' [{ (as '+ x"), 7 (?/'+»/")> 

y = ax-+-\mV\ + a2 (2) . 

O valor de a fica arbitrario, e o problema é indeterminado. Para qual-
quer valor de a, a ordenada inicial CB é j m l 7 1 + a 1 ; e conseguinte-
mente a distancia FC = ^ m : o que indica a construcção geometrica se-
guinte. Do meio C de MM' como centro, e com o raio j m , descreva-se 
um circulo: as suas tangentes satisfarão todas ao problema; o que por 
outra parte é evidente, attendendo á propriedade conhecida do trapézio 
MDD'M'. 

Se a mesma questão se propuzesse a respeito de tres pontos, M, M', 
M", bastaria ajunctar ax'"—y"'+b ao primeiro membro da equação 
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(1). E geralmente para n pontos seria necessário ajunctar n — 2 expres-

Wl 

soes similhantes ao primeiro membro da equação (1) , e s u b s t i t u i r — em 

logar de — m no segundo membro da equação (2) . Por onde se vê que 

a somma das n perpendiculares é m, quando D D ' é tangente ao circulo 

descripto do centro C ( - ( # ' + as".. . + xM), — (y'+y". . . + yW)) com fl HX J 
. m 

o raio —. 
n 

III. Dadas duas rectas A P , AD (fig. 9 8 ) , achar num ponto M tal 
que as perpendiculares MP, MD, tenham entre si uma razão dada n :m. 

Tomando AP para eixo dos x. A para origem, e sendo y = ax a equa-
ção de AD, será pela condição dada, 

MD y'— ax m 

¥ F =
 y ' V T T a 2 % 

Satisfazem pois ao problema os pontos da recta AM, cuja equação ó 

n — m I x I + a2 

Fazendo MP = n, será MD = m. Por tanto se tirarmos AB = n, 
A C = m, perpendiculares na origem ás rectas dadas A P , AD, e depois 
BM, CM, parallelas ás mesmas rectas, será 31 um dos pontos procurados, 
e AM a recta que os contém todos. 

Se quizessemos que os pontos, de que se tracta, pertencessem a uma 
curva MN, é claro que elles seriam as intersecções M, N, da curva com 
a recta AM. 

Para os pontos M' situados abaixo de AP tomaremos - + - a 2 nega-
tivo (n.° 3 4 ) , e A C ' = m em sentido opposto a AC: então AM' será a 
recta tirada de A para a intersecção de BM com C'I. 

IV. Tirando por cada ponto K d'uma recta dada BB' (fig. 99) duas 
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tangentes KM, KN1 á ellipse dada CMN, e a corda MN, que passa pelos 
pontos de contacto: achar a curva, que é o logar das intersecções conse-
cutivas d'estas cordas MN. 

Reportando a curva ao diâmetro Cy parallelo a BB', e ao seu conju-
gado Cx: a equação da corda MN, que juncta os pontos de contacto das 
tangentes tiradas por K (a, 3) , é ( n . ° 8 i ) offiy + b\x=a2b2; similhante-
mente a corda mn, que juncta os pontos de contacto das tangentes tiradas 
por outro ponto (a, j3') de RR', é a2$'y + b2<xx = a2b2; e eliminando 
x e y entre estas duas equações, teremos a intersecção das cordas MN 
e mn. 

Eliminando pois x, resultará a2y ([3'—[3) = 0; isto é, y = O, x =—. 
OC 

Por onde se vê que todas as cordas se cortam sobre o diâmetro Cas em 

A mesma propriedade tem logar na hyperbole e na parabola. 
136 . Os principios expostos bastam algumas vezes para discutir as 

equações de graus superiores ao segundo. Seja por exemplo 

A curva (fig. 107) é symmetrica relativamente ao eixo dos x, que elia 
corta nos pontos A (0, 0 ) , C (a, 0 ) , R ( — b , 0 ) . Desde a; = 0 até x = a, 
Xj é imaginario; desde x = a até x = oo , cresce indefinidamente; desde 
x = 0 até a: = — 6, é real; e desde x = — 6 até a; = — oo , é imagi-
nario. Por tanto a curva tem um ramo infinito desde x=a até x = oc; 
não tem ramo algum desde a; = 0 até a? = a; tem uma parte fechada 
desde a? = 0 até x = — b; e não tem parte alguma desde X = — b até 
x = — oo . 

Se a = 0, vem y = ± x^x-hb; e a folha AR toca em C o ramo 
infinito. 

Se 6 = 0, vem y = ± x V x — a; e a folha AR reduz-se a um ponto 
A isolado do ramo infinito CM. 

y2— a;'-+- (a — b) x2+ abx = 0, 

que dá y = ± (x — a) (x + b). 
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Seja a equação y'1—x2t/2=l, 

1 y y l — 1 
q u e d a y = ± — , o u x = ± 

Vi—x2 y 

A c u r v a é symmetrica relativamente aos dous eixos. A ±z x > l e 
x= ± i correspondem respectivamente y imaginario ey infinito; por 
conseguinte a curva fica entre duas asymptotas parallelas aos y, colloca-
das ás distancias - h l e —1 da origem. Emfim ± x < 1 dá y real. Por 
tanto a curva compõe-se de dous ramos infinitos, separados por um 
intervallo como na fig. 82 , mas comprehendidos entre as parallelas, 
x = ± l , aos y. 

Finalmente a equação x2y2+y*—y2—x3—xy2+ x = O 

decompõe-se nas duas x 2 + t / 2 — 1 = 0 , y2—x = 0; 

a primeira das quaes pertence a um circulo descripto da origem C com 
o raio 1; e a outra pertence a uma parabola MAM' (fig. 51) , cujo pa-
rametro é 1. 

\ • 

Uc algumas outras curvas 

Conchoide de Nicomedes. Dado o ponto B (fig. 101) , a posição da 
recta ACx, e o raio do circulo QM: se uma recta BM e o circulo QM 
se moverem de modo, que o centro do circulo percorra a recta ACx1 e a 
recta BM passe constantemente por este centro e pelo ponto fixo B; a 
curva resultante das intersecções successivas da recta com a circumfe-
rencia do circulo será a Conchoide. 

Abaixando de B sobre Ax a perpendicular BAt/, e tomando Ax e 
Ay para eixos: sejam as quantidades fixas AB = b, CM = AD = a; e 
a quantidade variavel AC = a. As equações da recta BM, que passa por 
B ( 0 , — b) e C (a, 0), e do circulo MQ, que tem o centro C e o raio 
a, são: 

y.y = b[x — a), (x — a ) 2 + y2= Ui. 
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Eliminando pois entre ellas a arbitraria a, resultará a equação da curva 

Esta curva compõe~se de dous ramos infinitos, um superior, e out io 
inferior a Ax, que é a sua asymptota; e a maior distancia entre estes 
dous ramos é DD', correspondente aos pontos onde BM é perpendicular 
a Ax. Quando é AB < a, ha um nó, ou ponto múltiplo, em D' (fig. 1 0 1 ) ; 
e quando é AB =• a, o nó desvanece-se, e reduz-se a um ponto de reversão. 

Cissoide de Diocles Dado o circulo A F B (fig. 1 0 2 ) , e a tangente B D ; 
façamos girar uma recta AD em torno de A; e, em cada uma das suas 
posições, tomemos a parte AM egual á parte FD intercepta entre o cir-
culo e a tangente BD. O logar geometrico dos pontos M será a Cissoide. 

Considerando os pontos M como intersecções das rectas AD com os cir-
culos descriptos do ponto A com os raios AM ; suppondo a origem em 
A; e fazendo o raio do circulo dado CB = a, e o do circulo variavel 
AM = R: as equações d'estes circulos e da recta AD, e a equação de 
condição A M = F l ) , ou AP = EB, serão 

, „ a a , . R S a A 2 

w = 2 a x — x , x2+ w " = R , y = Ax, = 
í 1 + A' '"I A 

por serem AP e AE as abscissas das intersecções dos dous circulos com 
a recta AD, e ser BE = AB — AE = 2a — AE. 

Eliminando pois os parametros A e R entre as tres equações, do circulo 
de raio AM, da recta AD, e de condição, teremos a equação da curva 

y2 (2a — a>) = x \ 

1.° a curva está comprehendida entre Ay e R D ; porque a abscisa x não 
pôde ser negativa, nem > 2 a : 2." é symmetrica relativamente a A B : 3.° 
passa pela origem A, que é um ponto de reversão; 4 . ° os pontos H, H', 
onde a -curva corta o circulo dado, estão a 9 0 ° de A e B; porque a e l i -
minação entre as equações d'estas linhas dá y = ± x , e por conseguinte 
x = a, y = ±a: 5.° a recta BD é asymptota; porque x = 2a dá y= oc . 

Logaritlimica. Nesta curva OBM (fig. 1 0 3 ) as abscisas AP são Ioga-
GEQM. V 
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ritbmos das ordenadas correspondentes MP. A sua equação é pois 

X=Iog. y, ou y = ax, 

sendo a a base dos logaritbmos ( A l g . El. n.° 153 ) . 
É fácil mostrar que: 1.° a curva tem um só ramo, o qual se extende 

indefinidamente d'uma e d'outra parte da origem A ; 2 .° a ordenada inicial 
é A l i = I ; 3 .° fazendo AE = A B = I , vem EF = a = base; 4.° se é 
a> 1, a parte BM da curva, correspondente aos x positivos, afasta-se 
continuamente de Ax, e a outra parte FO appro\ima-se indefinidamente 
de AQ, sendo QAx a asymptota; mas se é a < 1, acontece o contrario: 
5.° tomando abscissas successivas que estejam em progressão arithmetica, 
as ordenadas correspondentes estarão em progressão geometrica. As d i f e -
rentes especies de logariihmicas distinguem-se pelo \alor da base a. 

Curva dos senos. As ordenadas d'esta curva são senos das abscissas 
(fig. 108) . A sua equação èy = sen x. Cada abscissa x é uma recta egual 
ao arco de circulo, cujo seno é a ordenada y. e cujo raio é r. Como o 
seno é nullo, quando o arco é O, :+: nr, ±2-,rr,. . . . r+rnitr; vê-se que, 
tomando desde a origem A as partes AB = BC. . . = A B ' = B ' C . . . = 7;r, 
a curva cortará o eixo dos x nos pontos A, B. C, . . . B', C',. , . Desde 
^• = 0 até x = £ ^ r os senos crescem até o máximo EF = r; e d'ahi 
a t é x = i:r diminuem, reproduzindo-se por ordem inversa: por onde se 
vé que a porção AFB da curva é symmetrica em relação a FE. Desde 
X = T r r até x = 2izr, repelem-se os mesmos valores dos senos, mas ne-
gativos; e por is«o a parte BDC da curva é egual â primeira AFB, mas 
disposta para o outro lado do eixo. A curva compor-se-ha pois de par-
tes eguaes consecutivas, dispostas alternadamente uma para cima do eixo, 
outra para baixo; sendo as primeiras comprehendidas entre abscissas 
x = + 2nnr e x = -H (2n + 1) nr , ou entre x = — ( 2 n + l ) n r e 
x = -— ( 2 / i + 2 ) r-\ e as segundas entre X= (2n 4-1) nr e x = ( 2 n + 2 ) r r , 
ou entre x= — 2nr~ e X= — (2n + l ) m : de sorte que, dando a n 
diflerentes valores, o curso da curva continua assim indefinidamente. 

As curvas dos senos só difierem entre si por causa do raio r. 
Quadratriz de Dinostrato. Supponhamos que, em quanto o raio CA, 

partindo da posição CA (fig. 104) , gira em torno do ponto C, o ponlo A se 
move sobre este raio dt modo que, em qualquer das suas posições M, seja 

P are ciJ) 
sempre -— =— . O logar geometrico dos pontos M serA a Quadrai) iz. 

AC are. ac 
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Considerando o ponto M como intersecção das rectas CM, M P ; e fa-
zendo a6 = 9, CP = a, CA = a: as equações de CM e PM, e a equação 

A P are. ab 
de c o n d i ç ã o — — = , são 

AC are. ac 

a — a Ô 
y = ®tang Of x' = a, = -—. 

Eliminando pois a e h entre estas equações, resultará a procurada 

( ' ) 
i/ = x t a n g y - J y ou y = xcol 

Logo: 1.° a curva é svmmetrica relativamente ao eixo Cy: 2 .° para ± x> a 
e < 2a, e em geral para ±.x> (2n + 1) a e < (2n + 2) a, é y negativo; 
e em x = ( 2 n - + 1) a a curva corta o e ixo dos x: 3.° a ±x = 2 a , e em 
geral a zizx = 2na, correspondem as asymptotas QN f Q ' N ' , . . . ; e x = 0 
dá y — O x oo , expressão singular da ordenada CD cujo valor adiante 
procuraremos (*). 

( • ) V i u - s c na T r i g o n o m e t r i a q u e a razão do a r c o para a t a n g e n t e t e m a u n i -

. , . . t.X 2a 2a 
d a d e por l i m i t e ; por tanto o l i m i t e d e » / = x t o t — = — . , is lo e , o s e u 

2a tix 
t a n g — 

•2a 

valor c o r r e s p o n d e n t e a - 1 - = 0 , ou a x = 0, é CU = — (Ahj. Eleni. n . ° 1 2 0 ) . 
2a — 
t.X _ -2a 
— = 0 , o u a x 
2a 

O m e s m o se c o n c l u i r á da e x p r e s s ã o 

1 1 1 . 1 
cot ; = 

t a n g i í 4 -

, ^x ,, 2a . - X 1 

q u e , p o n d o z = —, da a IJ a forma U = \ — (-
2d - 2a 
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Dinoslrato, inventor d'esta curva, chnmou-lhe quadratriz, pe!a utilida-
de, que lhe suppunlia, para resolver o problema da quadratura do circulo. 

Cycloide. Se um circulo DM (fig. 109) rolar s<>bre a recta AB, o 
ponto (1'elle, que em A toca AB, elevar-se-ha acima d'esta recta, tomando 
dillerentes posições M; chegará a F; e depois descerá até B, onde tocará 
de novo AB, tendo descripto a Cycloide AMFB. Os pontos do circulo, 
que successivamente locarem AB, darão arcos MD = A D ; e a recta AB 
será egual á circumferencia inteira. 

Passada uma revolução completa, o ponto B descreverá outra curva 
egual á primeira; e assim por diante. Em F será EF = 2r, correspon-
dente a AD = semicircumferencia, a maxima ordenada; e a curva será 
symmetrica relativamente a EF. A descripção successiva dará em A e Ii 
pontos de reversão. 

Tomemos A para origem, AB para e ixo; e façamos AP = x, PM = 

QD = y. PD = MQ = Z. Como MQ é seno de MD no circulo MC, e 

ordenada do mesmo circulo correspondente á abscissa y; e pela proprie-

dade fundamental da curva é M D = A D = AP + PD = A P + MQ: te-

remos as equações z = sen (x -+- z), z 7 = 2ry — y"'. 

Transportando a origem "a F, e fazendo FS = x, SM = Y, FK = M, 

teremos FS = PE = MN = AE — AD + MQ = FK + KN ; 

isto é x = u + sen u = are (sen = z) z, 

ou z = s e n ( x — s ) . 

Os trabalhos de Fermat, Descartes, Roberval, Pascal, Huyghens.... 
fizeram celebre esta curva, que tem propriedade geometricas e mecanicas 
singulares, dos quaes em outro logar nos oceuparemos. 

Também se podia procurar a curva descripta por um ponto de cir-
culo, que não estivesse na circumferencia; o que daria outra especie de 
cycloide. Poder-se-hia tombem dar ao circulo, além do movimento de 
rotação, um de translação, no mesmo sentido, <nj no opposto; e dahi re-
sultaria a cycloide alongada, ou a incurtada. Emfiin, poder-se-hia fazer 
mover a circumferencia sobre outra curva; e teríamos uma curva do gé -
nero d'aquellas que se chamam Lpicycloides. Mas contentar-nos-hemos 
i'om indicar estes objectos. 
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1 3 7 . Spiral de Conon ou de Archimedes. Chamam-se Spiraes as cur-
vas. que sDo cortadas numa infinidade de pontos por qualquer das linhas 
que passam por um ponto fixo ou pólo. As espiraes formam um genero 
de curvas, em cuja definição entra, por assim dizer, necessariamente a 
idéa de coordenadas polares. Tal é a de Conon, chamada Spiral de Ar-
chimedes, por ser este celebre geometra o primeiro que descobriu as suas 
propriedades. 

Para a definir, imaginemos que a recta AI (fig. 1 0 5 ) , partindo da 
posição AC, gira em torno do ponto A, em quanto o ponto movei M, 
partindo de A, percorre a recta AI. Procuremos a equação da curva de-
scripta por M, suppondo: que M está em A, quando AI coincide com A C : 
que, concluída uma revolução de AC, fica em C; e finalmente que os 
espaços AM — r, corridos por M, são proporcionaes aos ângulos IAC = O 
descriptos por Al. 

Como o angulo 2z deve corresponder a AC ~ a , a equação será 

2 - b 
— = — . ou 2 - r = 0a. 
a r 

A curva passa pelos pontos A, C : 

e os ângulos 6 = 0, 9 = 2-ir, 0 = 4- 0 = 2Az 

dão r = 0, r = a. r = 2a r — k a ; 

«0 
de maneira que para o angulo 2/,TC + 0, teremos r — ha . Assim, 

2— 

a cada revolução, o raio vector recebe o augmento a. 
Spiral hyperbolica. Tiradas duas rectas perpendiculares AC, CD (fig. 

106) , e separada em uma de l ia s a grandeza dada CD = a. faça-se mo-
ver o ponto P sobre a outra AC, e tome-se sempre a parte PM =a nos 
arcos descriptos com os raios CP : a curva será o logar geometrico dos 
pontos M. 

Chamando r o raio vector CM ; e 9 o angulo PCM, ou o arco gh, de-
scripto á distancia 1, que lhe serve de medida; a equação polar de curva 
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A analogia d'esta equação com a da hyperbole entre as asymptotas fez 
que se désse á curva o nome de spiral hyperbolica. 

Fazendo ô = 0, O = -, 0 = 2 ir , . . .G = oo , 

a a 
vem r = c G , r = — , / = — , . . . . » • = (). 

TC 2 JT 

Tirando MN parallela a CD, é 

/ sen 0\ 
CD — MN = a—r sen O = a 1 — , 

cujo limite é O, por ser 1 o d e — — . 

Logo a curva faz circumvoluções continuas em volta do pólo C, appro-
ximarido-se indefinidamente d'elle sem o tocar; e ED é asymptota. 

Spiral logarithmica. A sua equação polar é G = Iogr1 ou r = a . 

Fazendo 9 = — oo . . . — 2« , — a, O, + a, + 2 a , . . . + oo , 

— 2a —a a 2a 
vem r = O, a, a, a, a, a, oo . 

Logo a curva faz circumvoluções continuas em volta do pólo, e approxi-
ma-se d'elle indefinidamente, sem o tocar. 

Spiral parabólica. A sua equação é r = a = P 

isto é, r — a meia proporcional entre p e 0. A discussão d'esta equação 
facilmente mostrará a fórma da curva. 
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DA INTERPOLAÇÃO 

138 . Ainda que ha uma infinidade de curvas, que passam por um dado 
numero de pontos F, G, M1 Z , . . . . (fig. 2 8 ) ; com tudo, entre aquellas, 
que se podem escolher para os ligar, costuma preferir-se, como mais 
simples, a que pertence á equação da fórma 

Xj = A + Rr + C i : 2 + , 

e que se chama parabólica pela sua semelhança com a parabola. 
Formula de Lagrange. Tomados dous eixos dos x e y, tracta-se de 

determinar os coeficientes A, B, C , . . . de modo< que as coordenadas de 
cada um dos pontos dados (ao. 0o). ( a i - a l)> (a-2> ci^)...., pelos quaes deve 
passar a curva, satisfaçam á equação precedente, isto é, de modo que ás 
raizes ao, aj, ag... correspondam respectivamente as funcçôes a o, aj, ag... 

Para conseguir isto, basla fazer y = Aoao + Aia i + Ajag + A n a n 

escolhendo expressões taes de Ao, Aj , Ag. • que X = an aniquile todos 
os coeficientes excepto A n , e reduza este á unidade. 

Ora é claro que á primeira d'estas condições satisfaz o producto 

(x—«o) ( X - O t 1 ) (x — «ti—1) (x — a „ + i ) 

cm que não entra x — a n ; e que depois satisfaz á segunda este producto 
dividido pelo valor que toma quando se faz x=a.n, isto é, pelo producto 

(a„ «o)(«n K1) (a„ «„_ l ) («„ «n+l) 
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Satisfará pois ao problema a expressão 

y = A0O0 +- Aia 1 + A 2 a 2 + A 
sendo 

A (x — «i)(.T — « . ) ) . . . A ( x — « 0 ) . . . (x — « n _ i ) . . . . 
0 ( o 0 — « i j (ao — «2)—' ' " (««—«o)—(«n—a, , - i ) . . . . ' 

Formula de Laplace. Nas formulas de interpolação mais usadas sub-
stituem-se em logar de a\, a» as suas expressões nas differença» 
I aa -) as 

Seja, por exemplo, y = \ + B x + Cx'''. 

As equações de condição são 

ay = A + Bao + Cao i, a\ = A -i Ba1 4 Caj'', a2 = A + Ba2 + Cxo2, 

das quaes se tiram 

V — 0« = B (x — O0) + C (x — a0) (.T + « 0) , 

" - L Z ^ l = ^0 = B +- C («, .+ «0), aJ^ai = Sx= B + C (a , -+ a ,} , 
u\ -— ' ao — aj 

— Ô j 2 p . — — ò 0 — ^ , 
ao — 

e substituindo na primeira d'estas as expressões de B e C d adis pela se-
gunda e pela quarta, resulta 

2 
y = a 0 -+- (x — a„) ,¾ + ( x — «0) (x — «]) Su-
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Tomando maior numero determos, virá, em geral, o systema seguinte 

« 1 — « O . « 2 — Ol 03 — 02 , 
Òo» = O). = , ) 2 . . . . 

a i — a o ag — ai a,s — ?2 

Si — So — ^ i 
= ò 0> = o 1 

a g — « 0 a3 — aI 

4 1 — 4 O . 3 
=')()>••• art — ao 

3/ = « O T ( ^ — a o ) S o + ( a ; — a o ) ( a ; — a i ) S a o + ( « — « « ) ( « — 

São estas as fórmulas que as mais das vezes se empregam. 
1 3 9 . Quando quizermos desenhar a configuração d'urn terreno, marca-

remos um numero suf ic iente de pontos nos logares onde a curva oflerecer 
sinuosidades mais notáveis; mediremos as suas coordenadas (ao. Oo). 
(aj , a j ) , ; e faremos passar por cada serie d e s t e s pontos curvas 
parabólicas determinadas pelo methodo exposto. 

Poderemos assim achar, entre pontos isolados F, G, M, Z, 
outros que estejam sujeitos á mesma le i : e em geral, quando muitas 
quantidades tiverem entre si certas relações, poderemos determinar uma 
lei da qual derivem essas relações, e que sirva para conhecer approxi-
madamente as circumstancias intermédias. Nisto consiste o melhodo de 
interpolação, que frequentemente se applica aos phenomenos naturaes. 

Os mesmos raciocinios servem para fazer passar uma curva de natu-
reza dada por uma serie de pontos. Para isso deve em geral a equação 
da curva ter tanlas constantes arbitrarias, quanto são os pontos dados. 

Por exemplo, tendo a equação mais geral do circulo, 

tão somente tres constantes arbitrarias, não podemos sujeital-o a passar 
por mais de tres pontos quaesquer (a, a), (|J, b), (y, c ) ; e as constantes 

«KOM. X 
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k, h, r, serSo determinadas pelas equações 

(a— Zc)2+ (a — h f = r \ (b—k)2+ ( | 3 - / i ) 2 = r 2 , (c—k)2+ (y — h)2=r2-

Se o circulo devesse ter um raio dado, só poderia sujeitar-se a passar 
por dous pontos quaesquer; e se devesse satisfazer a mais outra condição, 
só poderia sujeitar-se a passar por um ponto. Em geral podemos fazer 
passar uma secção cónica por cinco pontos; porque a equação geral das 
curvas do 2 .° grau, desembaraçada do coef ic iente do primeiro termo, 
tem cinco arbitrarias (*). 

(*) A e q u a ç ã o m a i s g e r a l d ' u m a c u r v a da o r d e m m é 

m m—I 2 m—2 m m—J 
y + (ax-T b) y -+- (a'x + b'x — c)y . .. .+ kx +Ix ...-\px + q= 0. 

m—l 
D e s d e o l e r m o em y o n u m e r o d o s p a r a m e t r o s vae c r e s c e n d o de t e r m o para 
t e r m o , s e g u n d o u m a p r o g r e s s ã o a r i t h m e t i c a , da qua l é 1 a razão , 2 o p r i m e i r o 
t e r m o , n u - 1 o u l t i m o , e m o n u m e r o d o s t e r m o s ; l o g o o n u m e r o total d o s 

tn (m + 3) 
p a r a m e t r o s é s = • 

Tal é o m a i o r n u m e r o de p a r a m e t r o s q u e p o d e ter u m a c u r v a da o r d e m m; 
e por c o n s e g i i i n s e o maior n u m e r o de p o n t o s p e l o s q u a e s se p o d e , em g e r a l , 
o b r i g a l - a a p a s s a r . ' 

A s s i m a s s e c ç õ e s c ó n i c a s p o d e m e m g e r a l f a z e r - s e passar por c i n c o p o n t o s , 
por ser n e l l a s m = 2, s = 5; e as l i n h a s rectas p o d e m f a z e r - s e passar por d o u s 
p o n t o s , por ser ne l l a s rn = 1, s = 2. 

D ' e s t e m o d o , q u a n d o s e q n i z e r u m a c u r v a d e certa o r d e m , q u e sa t i s faça a 
c o n d i ç õ e s d a d a s , p o d e m o s c o n h e c e r , e m q u a n t o a o n u m e r o d o s p a r a m e t r o s , s e 
o p r o b l e m a é d e t e r m i n a d o , i n d e t e r m i n a d o , ou i m p o s s í v e l . 



NOTAS 

Sobre o numero 31 

As condições de serem parallelas, de coincidirem, ou de serem perpen-

diculares, duas rectas y = ax + 6, y = a'x-\-b\ 
m 

podem deduzir-se facilmente da expressão da distancia d'um ponto (x' </') 
a uma d'ellas 

y'— ax'— b 

Com effeito, se o ponlo (x' , y') deve estar na outra recta y = a'x -f b', 
a sua distancia á primeira é, substituindo na expressão precedente, 

(a1— a) x'+ b'— b 
o = • 

V \ + A2 

Ora: 
! , 0 Se as rectas são parallelas, S deve ser constante; e por isso inde-

pendente de x. Por tanto a'—a = 0 é a condição de pnrallelismo. 
2.° Se as rectas coincidem, deve ser, além da condição precedente, 

S = O1 e conseguintemente b'—6 = 0. Por tanto, para que as*duas re-
ctas coincidam, devem verificar-se as condições a = a', 6 = 6'. 

3 . ° Se as rectas são perpendiculares, deve a expressão da distancia de 
um ponto de uma y=a'x-\-b', á intersecção d'ella com a outra, y=ax-J

rb, 
coincidir com S. Was as coordenadas da intersecção são 
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e a distancia d'ella a um ponto (S, y') de y — a'x + b' é 

yj(S-X1)*+ (a''S Y i y - y f = 
\(a'—a)S+b'—b\Vi + a'\ 

» . ' - I + o 
logo, comparando com o, será 

a'— a l 1 + S 

<jue dá aa' -M = 0. 

« 

Cumpre advertir que a distancia £ se deduz facilmente da propriedade 
de ser um minimo. Forque a distancia de (S, y) a um ponto (a?, y) da 
recta dá 

(st - S f + - (ax+- b — y')2= S*; 

ay'+- S —ab 
e da condição do minimo tira-se x-

1 + a1 

y'—aS—b 
que substituida na expressão precedente dá 5 = . 

! 1 + a"' 

S»!ire o unmero 

Procuremos o angulo V, que fazem entre si duas cordas, quer passem 
pelas extremidades d'um diâmetro, quer não passem, isto é, o angulo V, 
que tem o vertice na circumferencia, e insiste em um dado arco, egual 
ou não egual a i 8 0 u . 

Tomando para eixo dos x o diâmetro parallelo á corda d'esse arco, 
o para origem o centro, sejam ( — S , y'), (S, y'), (a, 'i), os extremos da 
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corda e o vertice do angulo. As tangentes dos ângulos, que fazem os 
lados de V com o eixo dos x, são 

Q -
U+ X1' 

oj a ga;' y') 
por conseguinte é tang V = — ,= ; " , . / — — 

• 1 + ua a — y') 

ou, por serem x' = K 1 — y ' \ v?+ (i=R'\ 

tang V = — . 

Como esta expressão é independente de a e js, vê-se que os nngulos ex i -
stentes no mesmo segmento do circulo são eguaes. Mas chamando 9 o 
angulo no centro, que tem por base o arco em que insiste V, é 

X1 / 3 6 0 ° — 9)\ x' 
t a g ( _ - ^ - i ) = - , o u tang ^ 

i 9 . 

For onde se vê que os ângulos, que têm o vertice na circumferencia, são 
u metade dos que "têm o \ertice no centro e insistem no mesmo arco. 

S o b r e o numero ã f i 

A propriedade de serem racionaes relativamente á abscissa as distan-
cias aos pontos da ellipse pertence exclusivamente aos locos. 

Com effeito sejam: (<x\ y') um ponto tomado no plano da ellipse, cujas 
d i s t a n c i a s a o s p o n t o s d ' e s t a c u r v a d e v e m s e r I u n c i f i e s r a c i o n a e s d e r ; 
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(x , y) um ponto da ellipse; e £ a distancia d'estes dous pontos. Teremos 

S2= (x - x'Y+ (y - y')\ y = ± ~\J~a2- x\ 
a T 

que dão 

^ = X i - 2xx' + x'2-{- t f - 0 ^ = p 2 - y 1 Ja2— x 2 + j f 
a a y 

Ora S i , e com mais razão não pode ser racional, senão quando for 
nullo o termo que tem radical; logo 

y'= 0 , S 2 = (i — V) x'1+ tf; 
\ a J 

por onde se vê que o ponto procurado (x1, y') está no eixo dos x. E para que 
esta expressão decf seja um quadrado, é necessário ( A l g . El. n.° 146) que 

tf\ 
seja 4 x ' 2 = 4 ^ l T j (x'2+ t f ) ; ou x'= ± K a 2 — ò 2 = c . 

Assim os pontos ( ± ' x a 2 — t f , 0) do eixo maior são os únicos que 
têm a propriedade de que se tracta. 

Fazendo a substituição, resulta 

x v / . - i V v ^ ) = ^ » ) -
Como a é o maior valor de x, e c é uma fracção': para que 5 seja posi-
tivo, deve usar-se do signal — fóra do parenthesis; e as distancias aos 

dous focos ( ^ a 2 — t f , 0) , ( — ^ a2—tf, 0) , são respectivamente 

cx cx 
S = a , 4 = a + - . 

a a 

(Vej. Geom. Anal. de Fourcy n.°' 3 0 7 c 3 0 8 , e 2." ed. do Cours de 
Malh. Pur. de Francoeur, n.° 3 9 7 ) . 



NOTAS 

M u m e r o S O ( n o I i n i ) 

2 „ , 2 a2a + — 
a « + b a 

A equação tang 6 - = 

mostra que: 
1.° Para a infinito, é tang O infinita. 
2.° Mudando a era « + j, a differença entre as tangentes de 9 ct 

respondentes será — rrr"-r ot (a + S) (a2— b2) 

E suppondo S infinitesima, esta differença será positiva desde r = 

b2 . b2 

a = —-; e depois negativa desde « = •— até « = 0. 
a a 

5." Para a nullo, é tang 9 infinita. 

Kuniero 85 (fim de 

y' y1 

A equação tang9^ 
x — a x a 2 áxb 

I y ' 2 ( a " + b2) Vx'2- a2 

mostra que: 

1.° Para x'== a é tang 9 = ao . 

2.° Ao passo que x/ cresce, tang 9 diminue. 
3.° Para x'=oc é tang 9 nulla. 
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Mumero f ©3 

Como a hypothese B ' — 4 A C = 0 reduz (a) a 

( y | / A ± s ( / C ) í + Dy + Ex + F 5 = O , 

vê-se immediatamente que, fazendo y VA ± xKC = y' Va, e atlendendo 
ás formulas de transformação de coordenadas rectangulares, 

y ' = y cos 6 — x sen O, x'= y sen O + x cos 9, 

ou y = J/' cos O + X1 s e n 9, íc = x ' c o s Õ — y ' s e n Ô , 

a equação se transforma em outra (6), sem termos em x'J ex'y', na qual 

são d = D cos O — E sen 0, e = D sen 9 + E cos 9, ou (3) , 

com tanto que se façam 
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I. TRIGONOMETRIA ESPIIERICA 

Moções fundaiueutacs 

140 . Se tres planos MON, N O P , MOP, (fig. 1), passando pelo cen-
tro de uma esphera, determinarem um angulo triedro O, da sua inter-
secção com a superfície da esphera resultarão circulos máximos, cujos 
arcos CA, CB, AB formarão sobre ella um triangulo espherico ABC. Os 
ângulos planos do triedro O terão por medida respectiva os lados ou arcos 
d'este triangulo, isto é, N O P a AB, MON a AC, MOP a BC. O angulo 
C do triangulo tem por medida o angulo que no ponto C formam as duas 
tangentes aos arcos contíguos AC e BC; e a inclinação d'estas tangentes, 
situadas nos planos d'estes arcos, é também a medida do angulo diedro 
formado por estes mesmos planos, isto é, da inclinação da face NOM 
sobre POM. Por conseguinte, os ângulos planos do triedro O são medi-
dos pelos lados do triangulo esplierico ABC, e as inclinações das faces são 
os ângulos do triangulo. 

Os problemas em que se pedem as parles desconhecidas de um tri-
angulo espherico por meio das que são dadas, são exactamente os mesmos 
que se apresentam, quando, conhecidos alguns elementos de um triedro, 
se pedem os outros. Nos triângulos esphericos ha seis elementos a considerar, 

g e o m . y 
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os tres ângulos A1 B, C, e os tres lados opposlos a, b, c; ou, por outras 
palavras, os tres ângulos planos a, b, c, e os tres ângulos diedros opposlos 
A, B, C, do triedro de que se tracta. 

A Trigonometria espherica tem por objecto o conhecimento de todas as 
seis partes de um Iriangido espherico, sendo dadas as que bastam para 
determinar as outras. 

Posto isto, se de um ponto O dirigirmos raios visuaes para tres pontos 
distantes M, N, P, situados no espaço, para tres estrellas por exemplo, 
estas linhas serão as arestas de um triedro O, cujos elementos constituin-
tes serão os mesmos do triangulo espherico ABC, formado pelos arcos 
dos circulos máximos que unem os pontos em que estas arestas vão atra-
vessar a superfície de uma esphera de raio arbitrario, cujo centro O se 
suppôe o ponto de partida dos raios visuaes. 

I)'estes princípios deduzem-se os theoremas seguintes: 
1.° Como qualquer angulo plano de um triedro è sempre menor que 

dous rectos, será sempre cada um dos lados do triangulo espherico < 180° . 
Qualquer angulo será também sempre menor que dous rectos. 

Se no processo dos cálculos encontrarmos um angulo, ou um lado de 
um triangulo, que tenha por valor um arco > Í 8 0 ° , devemos rejeitar essa 
solução, ou então substituir o supplemento do mesmo angulo ou arco: e 
os cos., e sen., tang., etc., nunca poderão pertencer a um arco maior que 
a semicircumferencia. 

2 .° Como a somma dos ângulos planos de qualquer angulo polvedro 
c sempre < 3 6 0 ° (Geom.) , será a somma dos tres lados de um triangulo 
espherico sempre < 3 6 0 ° . 

3 .° Dous triângulos esphericos serão eguaes, quando os tres ângulos, 
ou os tres lados, ou dous lados e o angulo comprehendido, ou dous ân-
gulos e o lado adjacente, forem respectivamente eguaes cada um a cada 
um. Tanto estes theoremas, como os dous seguintes, demonstram-se do 
mesmo modo que os correspondentes nos triângulos rectilíneos. 

O arco abaixado perpendicularmente do vertice de um triangulo 
espherico isoscelcs sobre a sua base, divide ao meio esta base, e o angulo 
do vertice; os ângulos eguaes fcam oppostos aos lados eguaes, e recipro-
camente. 

5.° Nos triângulos esphericos o maior angulo fica sempre opposto ao 
maior lado, o médio ao médio, e o menor ao menor. 

6.° Qualquer lado é sempre menor que a somma dos outros dous, e 
maior que a sua di/ferença: porque a somma de dous ângulos planos de 
um triangulo triedro excede sempre o terceiro, e por conseguinte a <6 + c, 
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e b < a + c, ou a > b—c. Conseguintemente, a semisomma dos tres lados 
de um triangulo excede sempre um lado qualquer: por que de b + c > a 

b + c + a 
tira-se b + c + a > 2a, ou > a. 

2 
1 4 1 . Se de um ponto O (fig. 2) tomado dentro do angulo triedro S, 

abaixarmos as perpendiculares OP, OQ. OR, sobre as faces ASR, ASC, 
ASC, estas perpendiculares determinarão um novo angulo triedro, cujos 
ângulos planos serão supplementos dos ângulos diedros do angulo solido 
S, e cujos ângulos diedros serão supplemenlos dos ângulos planos do mesmo 
angulo solido. 

Com eíTeito: 
I . 0 Os ângulos planos do novo angulo triedro POQ, POR, QOR1 

formados pelas perpendiculares OP, OQ, OR, são supplementos dos ân-
gulos diedros formados segundo as rectas SA, SR, SC: por quanto sendo 
a'face POQ perpendicular ás faces ASB, ASC do triedro S (Geom.), 
também o será a intersecção d 'ellas (Geom.), ou á areíla S A ; e determi-
nará, pela sua intersecção com as duas faces, o angulo rectilineo que serve 
de medida ao angulo diedro formado segundo AS (Geom.). i)'esta inter-
secção resulta um quadrilátero com dous ângulos rectos em P e Q; e por 
conseguinte o angulo POQ será supplemento do angulo diedro segundo AS. 
O mesmo se demonstra a respeito dos outros ângulos planos QOR, POR. 

2.° Pela mesma razão, como já fica demonstrado que as arestas SA, 
SR, SC são perpendiculares ás faces do angulo solido O, concluiremos: 
que os ângulos planos de S são supplementos dos ângulos diedros de O, 
ou, reciprocamente, que os ângulos diedros de O são os supplemenlos 
dos ângulos planos de S. 

Por causa d'esta9 propriedades, os ângulos triedros S e O dizem-se 
supplementares. Estes triedros determinam dous triângulos esphericos 
taes, que os ângulos de um são são supplementos dos lados do outro, e 
reciprocamente. Logo: dada um triangulo espherico ABC com os ângulos 
A, B, C, e lados a, b, c, é sempre possivel construir outro A'B'C\ cujos 
ângulos A', B', C', e lados a', b', c', tenham com os do primeiro as re-
lações seguintes: 

a ' = I S O 0 — A , b ' = 1 8 0 o — B , c ' = 1 8 0 ° — C (1), 

A ' = 1 8 0 ° — a , B ' = 1 8 0 o — b , C ' = 1 8 0 o — c (2) . 

O triangulo assim construído chama-se polar ou supplemenlar do l . ° 
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Sommando as tres equações (1) lemos 

A + B + C = 6 rectos — (a'-V 6'-f c'); 

e como já se viu que é a ' + 6 ' + - c ' < 4 rectos (n.° 1 4 0 , 2.°) , vê-se que 
A + B + C > 2 rectos. Mas por outra parte, como qualquer dos ângulos 
esphericos é sempre < 2 rectos, temos A + B + C < 6 rectos. Logo, a 
somma dos ângulos de qualquer triangulo espherico fica sempre compre-
hendida entre dous ou seis ângulos rectos. 

As equações (1) e (2) são de muita utilidade, porque reduzem a tres 
os seis problemas da trigonometria espherica, que consistem em achar 
tres dos seis elementos de um triangulo, conhecidos os outros tres. Se, 
por ex. , soubermos achar os tres ângulos A, B, C, por meio dos tres 
lados conhecidos a, b, c, podemos reciprocamente, dados os tres ângulos 
A, B, C, achar um lado a, substituindo ao triangulo o seu supplemen-
tar A'B'C', cujos lados são conhecidos pelas equações ( 1 ) ; e tendo achado 
um dos ângulos A', a equação (2) dará o lado proposto a= 1 8 0 ° — A ' . 
De maneira, que sabendo resolver um triangulo no caso de serem dados 
os tres lados, fica lambem resolvido para o caso de serem conhecidos os 
tres ângulos; e assim nos outros casos. Adiante se verá isto mais expl i -
citamente. 

1 4 2 . Se o triedro O (fig. 3) for cortado por um plano pmn perpen-
dicular a uma aresta OA, em um ponto m tal que seja O m = 1, teremos 

mil = tang c, On = sec c, mp = tang b, O p = - S e c b. 

Mas pela propriedade dos triângulos rectil ineos ( T r i g o n o m . recl.) é 

n p ' = m n 2 + p m r — 2 m n . p m . cos A , 

? i p 2 = n 0 2 + p 0 2 — 2 n O . p O . c o s a . 

Subtrahindo a 1." da 2 . \ temos, em virtude de serem os tr iângulosnmO, 
pmO, rectângulos em m, e de ser O m = 1, 

0 = 1 + 1 —2 s c c c . s 6 c 6 . c o s a + 2 tang c. tang 6. cos A, v 
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, . . , 1 , sen 
e, substituindo — nela sec., e — pela tang., 

cos cos 

c o s a s e n c . s e n b . cosA 
0 = 1 T H 7 . 

cos c . c o s b c o s c . c o s o 

D'aqui se deduz a equação fundamental 

cos a s=s cos b cos c + sen b sen c cos A (3) . 

Para os ângulos 6 e c obteremos, pelo mesmo theor, formulas similhan-
tes, e reunindo-as todas tres, teremos 

cos a = cos 6 cos c + sen b sen c cos A, N 

cos b = cos a cos c + sen a sen c cos B, > (T). 

«. .. cos c = cos a cos b + sen a sen b c o s C . ) 
? / ' 

Estas equações, cada uma das quaes exprime uma relação entre os tres 
lados e um angulo, encerram implicitamente toda a Trigonometria espbe-
rica, visto que por ellas, sendo dadas tres das seis parles que entram no 
triangulo espherico, se podem calcular as tres restantes. Como porém seja 
conveniente, nos diversos casos, ter formulas que dêem immediatamente 
a incógnita da questão, por isso passamos a deduzir estas das formulas 
precedentes, combinando-as convenientemente. ( N o t a 1."). 

I . 0 Temos 
c o s a — cosb cosc 

cos A = 

logo 

1 — cos2 A = sen2 A = 1 — 

sen b sen c 

cos a — cos b cos c\2 

sen b sen c 

reduzindo o 2 . ° membro ao mesmo denominador, e substituindo depois 
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sen2 por 1 — cos2 no numerador, vem 

1 — cos2 b — cos*c — cos3 a + 2 cos a. cos 6. cos c 
sen A = 77 . 

sen o . sen c 

Extrahindo a raiz quadrada, e dividindo ambos os membros por sen a, o 
2 .° membro torna-se numa expressão symelrica relativamente a a, b, c, 
isto é, numa expressão tal, que permanece a mesma quando quaesquer 
d'estas letras se mudam reciprocamente umas nas outras. Designando 

sen A 
esta expressão por M , temos = 3 1 . Mudando nesta equação A e a 

sen a 

em B e b, e em C e c, como M persiste constante, deduz-se 

sen A sen B sen C . . 

sen a sen 6 sen c 

2.° Applicando á equação (3) a propriedade do triangulo supplemen-
tar (equações 1 e 2), isto é, mudando a em 1 8 0 ° — A , e A em 1 8 0 ° — a , 
etc. teremos 

cos A = — cos B cos C + sen B s e n C c o s a (4) . 

E reunindo esta com as duas que se obtém similhantemente, teremos 

cos A = — cos B cos C + sen B sen C cos a , 1 

cos B = — cos A cos C + sen A sen C cos b, [ (III). 

cos C = — cos A cos B -J- sen A sen B c o s c . ) 

3 .° A fim de eliminar b da equação (3) , substitua-se por cos b o seu 

... sen B sen a 
valor (I), e ; — p o r s e n o ; e virá 

w sen A 

sen a . s e n c . s e n B . c o s A 
cos a = cos a cos' c + sen a sen c cos c cos B -1 ; 

sen A 
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porém Cos2C = 1 — s e n " c : logo, dividindo tudo por sen a sen c, será 

sen c cot a — cos c cos B + sen B cot A (5). 

Esta equação dá uma relação entre dous lados e dous ângulos, sendo um 
dos ângulos comprehendido por esses lados, e o outro opposlo a qualquer 
d'elles. Fazendo todas as combinações possíveis, deduzem-se mais cinco 
equações similhantes, que reunidas á antecedente, podem escrever-se 

cos B cos c = — sen B cot A -f sen c cot a,\ 

cos A cos 6 = — sen A cot C + sen b cot c, J 
cos C cos a 

cos B c o s a 

cos A cos c = — sen A cot B + sen c cot b, 1 

cos C cos b = — sen C cot A + sen b cot a , / 

Os quatro grupos de formulas (IJ, (II), (III), ( IV) , offerecem eviden-
temente todas as combinações que é possível fazer com tres quantidades 
conhecidas e uma incógnita, das seis que formam os elementos do trian-
gulo espherico; e bastará nas differentes questões escolher d'entre as 
quinze equações aquella que convém, e tornal-a depois própria para o 
calculo por logarithmos. Os tres primeiros tem os seguintes enunciados, 
fáceis de conservar na memoria: 

(I.) O coseno de um lado qualquer de um triangulo espherico é egual 
á somma do producto dos cosenos dos outros dous lados, mais o producto 
dos senos d'esscs mesmos lados multiplicado pelo coseno do angulo opposlo 
ao primeiro lado. 

(II.) Nos triângulos esphericos os senos dos ângulos são proporcionaes 
aos senos dos lados opposlos. 

(III.) O coseno de um angulo é egual á somma algébrica do producto 
dos cosenos dos oulros dous ângulos, mais o producto dos senos d'esses 
mesmos ângulos multiplicado pelo coseno do lado opposto ao primeiro an-
gulo, devendo dar-se o signal negativo ao producto cm que entram só ân-
gulos. Este enunciado, prescindindo dos signaes, é o mesmo que o das 

: — sen C cot B + sen a cot 6,1 

! — sen B cot C + sen a cot c,[ 
. (IV). 
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formulas (!) mudando lado em angulo, e angulo em lado. A primeira 
consoante n que entra na palavra angulo, e que é ao mesmo tempo a 
inicial de negativo, servirá para recordar que no 2.° membro se deve dar 
o signal negativo ao producto em que entram só ângulos. 

Para reter na memoria o enunciado das formulas (IV), que e x p r i -
mem, como já dissemos, a relação entres dous lados, o angulo compre-
hendido e um opposto, empregaremos o meio mnemonico lembrado por 
Delambre, Asir. T. I, cap. X, Trig. mnem. n.° 191 e seguintes, e que 
consiste em considerar as quatro partes do triangulo todas contiguas, 
sendo então duas d'ellas medias, e duas extremas; as medias um lado e 
um angulo, e as extremas outro lado e outro angulo. Reflectindo então 
nas seis formulas, vê-se que se podem traduzir pela maneira seguinte: 

(IV.) O producto dos cosenos das parles medias é egual á somma dos 
produclos dos senos das mesmas partes multiplicados pelas cotangentes das 
extremas, lado com lado, e angulo com angulo: sendo o producto em 
que entram lados positivo, e o producto em que entram ângulos negativo. 
Para nos recordarmos dos signaes faremos a mesma observação que a 
respeito das formulas (III) (*). 

Triaugulos cspliericos rectângulos 

1 4 3 . Designemos o angulo recto por A, e a hypolhenusa por a (fig. 4) ; 
e pondo A = 9 0 ° nas l . 8 3 equações de (I) e (II), na 1." e 2." de (III), 
na 1." e 5." de (IV), teremos 

cos a = cos h cos c (m), 

sen 6 = sen a sen R (n), £ 

cos a = cot R cot C (p), 

cos R = sen C cos b (q), 

tang c = tang a cos R (r), 

cot R = cot 6 sen c (s). 

(*) D e l a m b r e , n o l o g a r c i tado , m e n c i o n a t a m b é m a s e g u i n t e t r a n s f o r m a ç ã o n o -
táve l das f o r m u l a s ( I V ) , q u e l h e fo i s u g g e r i d a p e l o n o s s o m e s t r e o sr . M a n u e l 



TRIGONOM I i T R I A ESPI l I iRICA 1 9 3 

Estas seis equações, accommodadas ao calculo logarithmico, bastam para 
resolver em qualquer triangulo rectângulo o problema seguinte: Dados 
dous dos cinco elementos a, b, c, B e C, achar os outros tres. Assim a 
questão vem a depender de uma equação entre tres elementos, dos quaes 
um só é a incógnita. Designando sempre por A o angulo recto, buscare-
mos aquella das seis equações que comprehende os tres elementos da 
questão; será necessário porúm mudar algumas vezes o logar das letras 
B e C na figura. 

Assim entrando 

a bypothenusa U 0 0 l a d o 

[ ® e dous ângulos B, C , . .empregue-se a equação. . (p), 
íopposto b (n), 

a 
a (adjacente c (r), 

dous lados b, c (m), 
um lado b do angulo recto e os ângulos B, C (g), 
dous lados b, c do angulo Tecto e um angulo B (s). 

O celebre inventor dos logaritbmos, reflectindo sobre a organisação das 
formulas precedentes, conseguiu encerral-as em duas regras mui fáceis 
de decorar, e vem a ser: 

idos senos das partes Separadas 
o coseno da parte Media = ao producto/ 

[das cotang. das partes Conjunctas. 
Para se applicarem estas regras deve advertir-se: 

l . ° Que Neper não considera no triangulo rectângulo senão cinco par-
tes, excluindo o angulo recto, que não entra explicitamente na solução, 
como vimos acima. Contando d'esta fórma, e entrando em qualquer ques-
tão sempre tres partes, duas dadas, e uma pedida: é fácil de ver, que 

P e d r o de M e l l o , l ente nesta U n i v e r s i d a d e . D i v i d i n d o p o r sen B sen c a 1.* d ' a -
q u e l l a s f o r m u l a s , a c h a - s e 

cot a cot A 
cot B cot c = 

s e u B sen c 
i 

t 
o a s s i m d a s o u t r a s . P o d e m po i s e n u n c i a s s e da m a n e i r a s e g u i n t e , s i m p l e s e fác i l 
de d e c o r a r - s e : O producto das cot. dis partes medias é egual á somma das cot. 
d's extremas divididas pelos senos das medias, lado com angulo e angulo com 
lado; d e v e n d o d a r - s e o s igna l negativo á c o t . em q u e e n t r a angulo. 

G K O M . Z 
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uma das tres será equidistante das outra duas, ou media entre eilas, fi-
çando-lhe as outras duas: ou contíguas, em cujo caso se chamam con-
fundas; ou egualmente separadas por outras partes que não entram na 
questão, visto que, ao todo, não são senão cinco. É isto o que Neper 
entende por partes medias, partes conjunclas, e partes separadas. A pri-
meira cousa que se deve fazer, é distinguir na figura quaes ellas são, o 
que é fácil. 

2 .° Que em logar dos lados, que formam o angulo recto, se ha de 
tomar o seu complemento, isto é, tomar d'elles o seno, o coseno ou a 
tangente, quando pelas regras se houvesse de tomar o coseno, o seno ou 
a cotangente. 

Estas regras têm a vantagem de se tomarem facilmente de memoria 
pela sxjmetria de linguagem, por assim dizer, com que se exprimem em 
portuguez, correspondendo senos ás partes separadas e cotangentes ás 
conjunctas. 

1 4 4 . A respeito das formulas precedentes faremos ainda as seguintes 
observações. 

I . 0 Da equação (m) conclue-se, que o coseno da hjpothenusa é egual 
ao producto dos cosenos dos outros dous lados; e por conseguinte, que 
um dos tres lados é < ou > 90° , conforme forem os outros dous lados da 
mesma ou differente especie, isto é, conforme forem conjunctamente ou 
< ou > 90° , ou conforme for um d'elles < e o outro > 9 0 ° ; porque os co-
senos dos arcos > 9 0 ° são negativos. 

2 . ° A equação (p) faz ver que, se compararmos a hypothenusa com 
os dous ângulos adjacentes B e C, um d'estes tres arcos é > ou < 90° , 
segundo forem os outros dous arcos da mesma ou differente especie. 

3 .° As equações (q ou s) mostram que qualquer dos ângulos B e C 
6 sempre da mesma especie que o lado opposto. 

4 .° Vê-se também pela equação (r) que a hypothenusa e um dos la-
dos são da mesma especie, quando o angulo comprehendido é < 90° , e 
de differente especie quando este angulo é > 90°. 

5.° Finalmente se o lado 6 do angulo recto fer = 9 0 ° ; será cos 6 = 0, 
o [pelas equações (m) e (q)] cosa = 0, c o s B = O: d'onde se conclue 
que neste caso os lados CA, CB serão cada um de 90° e perpendiculares 
sobre A B ; o triangulo será isosceles birectangulo; e C toma o nome de 
pólo do arco AB (fig. 4 ) , em consequência de ficar á distancia de 90° 
de lodos os pontos d'este arco. 

1 4 8 . Posto que estas formulas resolvem todos os casos dos triângulos 
rectângulos, cumpre todavia notar que os valores das incógnitas não se 
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obterão com precisão, quando os arcos, sendo muito pequenos, vierem 
expressos em cosenos; ou quando, sendo vizinhos de 90° , forem dados 
por senos. 

Para obviar a este inconveniente, recorremos aos artifícios seguintes. 

1.° Temos (Tr igonom. rect.) t a n g 2 ^ x = — — — — ; 
i I COS CC 

e por isso, se for pedida a hypothenusa a sendo conhecidos B e C, a 
equação (p) torna-se em 

t — cot B cot C sen B sen C — cos B cos C 
tang -a = , D 2 1 + cot B cot C sen B sen G + cos B cos C 

2 1 cos (B H- C) 
t a n g ( 6 ) ; 

equação onde se vê, que a somma dos dous ângulos B e C é > 90° , por 
que o 2 .° membro, que tem o signal —, deve ser positivo. 

2 .° Do mesmo modo, se procurarmos um lado 6 do angulo recto co-

cos B 
nhecidos os ângulos B e C, temos peia equação (q) cos 6 = , e fazendo 

sen G 

z = 9 0 ° — B , que dá cos B = sen z. e cos 6 = -; leremos (pela equa-
Seil Ij 

ção citada e pela Trigonom. rect.) 

^ s, sen C — s e u s t a n g i ( C — z) 
t a n ° * sen C - h sen z tang ^ (C + z)' 

tang 16 = K(tang ft (B - C) + 4 5 o ] t a n g [ i (B + C) - 4 5 " ] ) . . . . (7) . 

3." Conhecida a hypothenusa a e um lado c, se quizermos achar o 



1 9 6 T R I G O N O M E T R I A E S P I I E R I C A 

angulo adjacente B, teremos pela equação (r) 

1 — t a n g c c o t a cos c sen a — sen ecos a 
tang- I -B = — = , 

1 + tang c cot a cos c sen a - } - s e n c cos a 

6̂iB = V1R"?!] M-
v Lsen (a -+- c) J 

Para que esta expressão se não torne imaginaria, é necessário que a — c 
e a + c lenham o mesmo signal; por conseguinte sendo a-\-c> 1 8 0 ° , 
deve ser a hypothenusa a < c. Logo se o triangulo tiver ângulos obtusos, 
não será a hypothenusa o maior lado. É isto com eífeito o que se torna 
evidente na figura 8. 

. . . c o s a 
4. A equação ím) dá cose = - , 

v ' cus b 

logo t a n g u e = t a n g - ! ( a - f b). tang j (a — b) (9). 

5.° Finalmente se for pedido um lado b, conhecidos o angulo opposto 
B e a hypothenusa a, cm vez de empregar a equação (n) quando b for 
vizinho de 90° , tome-se 

b ~ 9 0 " — 2 z , tang x = sen a sen B; 

o que reduz a equação (n) a cos 2z = tang x, ou 

1 — t a n g x 
tang z = - — = tang 4 5 o — x); 

p 1 + tang.-t DV 7 

e por conseguinte 

tang ( 4 5 o — { h) = Ktang ( 4 5 o — x) ( 1 0 ) . 

Calcula-se o arco x por meio" da equação tang a; = sen a sen B, e a 
ultima dará o valor de b. 

Apresentámos na tabella seguinte os cinco elementos constituintes do 
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um triangulo espherico rectângulo, a fim de poder servir de exercicio 
para a applicação numérica das formulas, tomando á escolha dous d'estes 
elementos, e calculando por meio d'elles os tres restantes. 

Triangulo rectângulo de prova 

ELEMENTOS LOG. SEN. LOG. C 0 S E N . LOG. TANG. 

a = 7 1 ° 2 4 ' 3 0 " 
b = 1 4 0 . 5 2 . 4 0 
c = 1 1 4 . 1 5 . 5 4 
B = 1 3 8 . 1 5 . 4 5 

; C = 1 0 5 . 5 2 . 3 9 

7 . 9 7 6 7 2 3 5 
1 . 8 0 0 0 1 3 4 
1 . 9 5 9 8 3 0 3 
5 . 8 2 3 2 9 0 9 
1 . 9 8 3 1 0 6 8 

7 8 0 3 5 4 7 5 + 
1 . 8 8 9 7 5 0 7 — 
1 . 6 1 3 7 9 6 9 — 
1 . 8 7 2 8 5 6 8 — 
1 . 4 3 7 0 8 6 7 — 

0 . 4 7 3 1 7 5 9 + 
1 . 9 1 0 2 6 2 6 — 
0 . 3 4 6 0 3 3 3 — 
1 . 9 5 0 4 3 4 1 — 
0 , 5 4 6 0 2 0 1 — 

! 

O signal — posto á direita de muitos d'estes logarithmos serve para 
indicar que o factor corresppndente é negativo; e não deve confundir-se 
com os signaes'—collocados é esquerda dos Sog., que, como é sabido, 
indicam que devem sei sublrahidos, como accontece nas divisões. Con-
forme for par ou impar o numero dos factores negativos de unia formula, 
assim o producto terá o signal + ou —, circumstancias que deve haver 
cuidado em notar; porque, por cx. , tang a dá para a um arco < 90° , 
quando esta tangente é positiva, e o supplemento d'este valor quando a 
tangente é negativa. 

TriaEEgsiIos esphericos ofeliquangulos 

146 . Percorramos todos os casos que podem apresentar-se (fig. 4 ) . 
1.° CASO. Dados os tres lados a, b, c, achar o angulo A? 
A 1." das equações (1) dá, substituindo nella 1 —2 sen2 jA porcos A: 

cos a = cos (b — c) — 2 sen b sen csen2 A, 
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ou 2 sen b sen c sen2 \ A = cos (b — c) — cos a, 

ou, (Tr igonom. ) («) 

2 1 . sen ; (a + b — c) sen * (a -+ c — b) 
sen 2 A — * 

sen o sen c 

Esta equação, accommodada ao calculo logarithmico, dá o valor do an-
gulo A. Pôde tornar-se mais symetrica, fazendo 

2 p = a + i + c, 
que dá 

s e n 2 1 A = S e " ( p - ^ - S e n ( p ~ c ) (12) . 
2 sen ò sen c 

Se na 1.a das equações (1) substituíssemos 2 cos2 £ A — 1 em logar de 
cos A, acharíamos identicamente 

c o s S e n ^ ( P - O ) 

sen b sen c 

Finalmente, dividindo a l . 8 d'estas equações pela 2. 8 , temos 

t a n g 2 1 A = s c n ( p - 6 ) s e " (14) . 
* sen p.sen (p— a) 

\ -

Qualquer d'estas equações resolve a questão. 
2 . ° CASO. Dados os ires ângulos A, B, C, achar o lado a? 
Da propriedade do triangulo supplementar (pag. 187) applicada ás 

equações precedentes, pela substituição dos valores (1) e (2), e fazendo 

2 P = A r B + C, 

(«) C o m o o 1.® m e m b r o é e s s e n c i a l m e n t e pos i t ivo , b e m c o m o s e n 6 e s e n c 
( p o r q u e b e c são < 1 8 0 ° ) , v é - s e a n e c e s s i d a d e de ser ao m e s m o t e m p o e < 6 - j - a , 
e c > 6 — a , por isso q u e as re lações contrar ias são v i s i v e l m e n t e a b s u r d a s ; c 
r e c a h e - s e ass im no theorema 6 . ° do n . ° 1 4 0 . 

• I 
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cos P cos (P — A) 
resulta sen -a = — 

cos - a • 

t a n g i a = -

sen B sen C 

cos (P — 15) cos (P — C) 

sen B . sen C 

cos P cos (P — A) 

~ cos (P — B) Cos ( P - C)' 

3." CASO. Dados dotis lados a e b, e o angulo comprehendido C1 achar 
0 terceiro lado? 

Pode lançar-se mão da ultima das equações (I) debaixo da forma se-
guinte 

cos C = Cos a cos b (1 + tang a t ang 6 cos C). 

Ou en tão , fazendo na mesma equação, 

cos C = 2 cos0' jC — 1, cos c = l — 2 sen2 f c, 

vem 

1 — 2 sen2 j- c = cos (a + b) + 2 sen a sen b cos'j C 

= 1 — 2 sen 2 \ (a + 6) + 2 sen a sen b cos2 { C. Tomando um arco v tal, que dê Senu = C o s j C K s e n a s e n f t , teremos 

sen2 sen2 j- (a + b) — sen2 v, 

ou, ( T r i g o n o m . rect.), 

sen2 } c = sen ^ (a + b -f 2t>) sen \ (a + b — 2v), 

equação mais accommodada ao calculo logarithmico, e da qual se deduzem 
facilmente, por simples permutações, as correspondentes nos outros lados. 

CASO. Dados dous ângulos AeB, e o lado adjacente c, achar o 
terceiro angulo C? 
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A 3." das equações (III) dá 

cos C = cos A cos B (tang A tang B cos c — 1). 

Podemos também substituir os valores ( i ) c (2) nas formulas preceden-
tes, £ teremos 

sen u sen f c ^ s e n A sen B, 

COS2 i C = s e n \ (A + B + 2 c ) s e n i (A + B — 2 c ) . 

. 5.° CASO. Conhecidas tres das quatro partes, dous lados e os ângulos 
oppostos, achar a quarta? 

Deve empregar-se a regra dos quatro senos, equação (II). 
1 4 7 . Excepto o caso de serem conhecidos os tres lados ou os tres ân-

gulos de um triangulo, todo o problema de trigonometria espherica com-
prehende entre as partes dadas um angulo e um lado adjacente, além 
de um terceiro elemento: no que vamos expor, designaremos sempre 
este angulo por A, e o lodo por b. 

Abaixe-sc de um dos ângulos C (fig. 5) um arco CD perpendicular 
sobre o lado c. Este lado ficará cortado em dous segmentas <p e "J, e o 
angulo C em dous ângulos 0 e 0', isto é, 

c = <p + <p', D = 6 + 0'. 

Cumpre porém advertir: que uma d'estas partes será negativa nas diffe-
rentes equações, se o arco perpendicular cair fóra do triangulo, o que se 
dá quando um dos ângulos A da base é agudo e o outro B é obtuso: e que 
serão todas as parles positivas, quando o arco cair dentro do triangulo, 
isto é, quando os dous angulou dados forem da mesma especie. 

Com efíeito, se nos dous triângulos ACI), BCD, tirarmos os valores 
do arco perpendicular CD, por meio da equação (e), acharemos 

tang Cl) = tang A sen jp = tang B sen 9'. -

Sendo A e B da mesma especie, as suas tangentes terão o mesmo signal, 
e por conseguinte sen o o sen <p' estarão no mesmo caso. Se A e B forem 
porém de especie diííerentes, sen <p e sen 9' devem ter signaes contra-
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rios; então o arco perpendicular CD cairá fora do triangulo, e somente 
um dos segmentos ç e 9' será negativo. 

148 . Vê-se na fig. 5 que o triangulo ABC se decompõe em dous 
ACD, BCD que podemos resolver separadamente, achando assim os e le-
mentos desconhecidos por meio dos que são dados. Este processo leva-nos 
a equações simples, ás quaes facilmente se applica o calculo por logari-
thmos, como passámos a mostrar. 

Resolvem-se primeiro os triângulos ACD, BCD, para d'elles deduzir 
uma das partes <p ou 9, do lado c ou do angulo C, suppondo conhecidos 
o angulo A e o lado adjacentes 6. Applicando as equações (r e p), dedu-
zem-se as equações (a e a'). Applicando depois em cada um d'estes triân-
gulos as equações (m, q, s, r) , e eliminando o arco perpendicular CD em 
cada systema de duas analogas, obtem-se as equações (c, c\ d, d'). 

Tang <p = tang 6 cos A . . . . (a); 

c = = ? + ?' (í>); 

cos a cos 9' . 

cos b cos 9 

cot 9 = cos b tang A 

C = 9 + 9' 

cos A sen G 

cos B sen 9' 

tanga cos 9 

tang 6 cos 9'* 

W -

(«') 

(ÒO 

(o') 

(d') 
IangA 

tang B 

sen 9 

sen 9 
. . . . ( d ) ; 

sen A sen B sen C 

sen a sen b sen c 

Passámos a ver os casos que podem apresentar-se, e a maneira de os rc-
• solver por meio d'estas equações. 

Além das partes dadas A e b, ha mais um 3.° elemento. 
1.° Se for conhecido c (dous lados b c c, e o angulo comprehendido A) 

a equação (a) dá 9; (b) dá 9', podendo estes arcos ter o signal negativo; 
(c) dá (a ) ; (d) dá B; e finalmente (e) dá C, cuja especie se determinará 
pelo que fica dito no n.° 1 4 7 . 

2 .° Se for conhecido C (dous ângulos A e C e o lado adjacente b) a 
GEOM. AA 
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equação (a') dá 8; (b') dá Ô', que pode ser negativo; (d) dá B; (d1) dá a; 
(e) dá c, cuja especie é conhecida. 

3 .° Se for conhecido a (dous lados a e b, e o angulo opposlo A) a 
equação (a) dá 9; (c) dá <p'; (b} dá c; ( d e e) dão B e C. Ou então (a1) 
dá 9 ; (d') dá 6'; (V) dá C ; (c' e e) dão B e c. 

Neste caso o problema oííerece geralmente duas soluções; porque se 
calcularmos <p' ou G' por meio do coseno, o arco apparece com os dous 
signaes ±; c e C tem por conseguinte dous valores, excepto se tivermos 
de rejeitar algum, como negativo ou > 180° . As equações (c' e d) dão 
cp' e G' por meio dos seus senos, d'onde resultam dous valores para C e c. 

4." Sc for conhecido B (dous ângulos A e B , e o lado opposlo b) a 
equação (a') dá Ô; (c') dá G'; (V) dá C; (d1 e e) dão a e c. Ou então (a) 
dá ç ; (d) dá 9 ' ; (b) dá c; (c e e) dão a e c. 

Também neste caso ha duas soluções, porque 9' e 6' sendo dados em 
senos, o arco tem dous valores supplementares; e por tanto c na equa-
ção (6), c a na equação (d1), apparecem com dous valores: o mesmo 
acontece com a e C nas equações (c e b'); etc. 

Os quatro casos que analysámos, resolvem-se, como acabamos de ver, 
por qualquer dos dous systemas das oito equações, um formado das equa-
ções sem accento, e outro das accentuadas. Sendo commum a ambos a 
equação (e) (*). 

1 4 9 . D'estas equações deduzem-se as seguintes consequências impor-
tantes (fig. 5): 

I . 0 A equação (c) dá 

cosb — cosa c o s o — cos 9' 

cos b + cos a cos 9 + c o s 9 ' ' 

e, em virtude das relações achadas na Trigon. rect., e por ser c = 9 + 9 ' , 
temos 

tang i ( 9 ' — 9) = tang \(a + b) tang \ (a — b) cot £ c (15) . 

(*) Q u e r e n d o r e s o l v e r u m t r i a n g u l o e s p h e r i c o , c o n h e c i d o s d o u s lados e u m 
a n g u l o , o u d o u s â n g u l o s e u m l a d o , a b a i x a - s e d e u m d o s ver t i ce s u m a r c o p e r -
p e n d i c u l a r s o b r e o l a d o o p p o s t o , a f im de f o r m a r d o u s t r i â n g u l o s r e c t â n g u l o s , 
u m d o s q u a e s , a l é m d o a n g u l o rec to , t e n h a d u a s p a r t e s c o n h e c i d a s . E s t á ' c l a r o , 
q u e e s t e a r c o n ã o d e v e part ir d o a n g u l o d a d o n o 1 . ° c a s o , n e m ca i r n o l ado 
c o n h e c i d o n o 2 . ° R e s o l v a - s e e s t e t r i a n g u l o r e c t â n g u l o , e c a l c u l e m - s e o s d o u s 
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Conhecidos os Ires lados a, b, c de um triangulo, f a d e m o s por meio 
d esta equação conhecer a semidifferença dos segmentos 9 e o', e conse-
g u i n t e m e n t e os mesmos segmentos , por ser 5 c a sua s e m i s o m m a : e de -
pois resolvendo os triângulos rectângulos ACD, BCD, obtem-se os â n -
g u l o s A e B , pela formula 

cos A = tang 9 cot b, cos B = tang 9' cot a ( 1 6 ) . 

2 . ° A equação (d ) dá do mesmo modo ( T r i g o n o m . rect.): 

tang A — tang B sen 9 ' — s e n 9 tang ^ ( 9 ' — 9 ) 

tang A + tang B sen 9 ' . + s e n 9 tang £ ( 9 ' + 9 ) ' 

. sen (A — B) 
t a n ^ ( * ' - 9)-=^TB) t a n«íe ( 1 7 ) ' 

Conhecidos dous ângulos A e B , e o lado adjacente c, por meio d'esla 
equação obteremos 9 e 9 ' , e depois determinar-se -bão a e b por meio 
das equações ( 1 6 ) . 

3 .° A equação (c'j dá, pract icando da mesma maneira, 

tang i ( 6 ' - 0) = tang i (A + B ) . tang I (A — B) tang i C . . . . ( 1 8 ) . 

Conhecidos os tres ângulos A, B, C; obteremos por meio d'estas e q u a -
ções 9 e G'; e obteremos depois os lados a e b, resolvendo os tr iângulos 
A C D e BCD, que dão 

cos b = c o t Q cot A, cos a = cot G'cot B ( 1 9 ) . 

segmentos da base o c o', ou os dos ângulos do vertice o e e'. As equações (c), (c'), 
(d), (d') podem enunc iar - se da maneira seguinte: 

I . 0 Os cos . dos dous lados do angu lo , d'ondc parte o arco perpendicular , es -
tão entre si como os cos. dos segmentos respectivos da base ; as cot . d'estes lados 
estão como as cot . respectivas dos segmentos do angu lo no vert ice . 

2 . ° As cot . dos dous ângulos na base estão c o m o os senos respectivos dos s e -
gmentos da b a s e ; os cos. d'estes ângulos estão como os senos dos segmentos 
respectivos do angulo no vertice. 
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4 . ° Finalmente pela equação (d') leremos também 
i 

^ i f - ' ) ' = S ^ H c <2°>-
Conhecidos dous lados a, b, e o angulo comprehendido C, obteremos 0 

e 6', e depois A e B pelas equações (19 ) . 
1 5 0 . As equações que acabamos de deduzir, servem também para de-

monstrar os theoremas conhecidos pelo nome de analogias de Neper. 
Egualando os valores (15 ) e (17) de tang ^ (<p' — <p) teremos, por ser 
sen 2 a = 2 sen a cos a , 

RIas pela equação (e) temos 

logo ( T r i g o n o m . rect.) 

sen a — sen b sen A — sen B 

sen a + sen 6 sen A + sen B ' 

t a n g } ( a — ò ) ^ t a n g A ( A - B ) 

t a n g i ( a + 6 ) I a n g i ( A - H A ) ' 

Multiplicando ambos os membros da equação ( 2 1 ) por esta ultima 
equação, todos os termos que não desapparecem pela divisão, ficam no 
quadrado; e extrahindo a raiz, vem 

, , sen i (A — B) , \ 
t a n g ^ f f l - ^ T a T B J t a n g ^ c ' j 

(22) 

resultando a 2." d'estas equações da divisão da equação (21) pela 1." 

(•) C o m o t a n g j c . c o s ~ (A — B) é u m a q u a n t i d a d e pos i t iva , é neces sár io q u e 
I a n g 1

1 (a + 6) e cos f (A + B) t e n h a m o m e s m o s i g n a l ; d ' o n d e se c o n c l u e q u e o 
semisomma de dous ângulos r/uaesquer é sempre du. mesma especie que a semisomma 
dos dous lados opposlos; e reciprocaihente. 
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Egualando os valores ( 1 8 e 20 ) de tang J ( 6 ' — 6 ) , e operando da 
mesma maneira sobre a equação resultante; ou, o que vai o mesmo, 
mudando nas equações precedentes os ângulos A e B nos supplementos dos 
lados a e b, e reciprocamente, e depois t a n g \ c e m c o t ^ C ; obteremos 

São estas as chamadas analogias de Neper: e servem principalmente 
para achar dous lados a e b de um triangulo, conhecido o 3.° lado c, e 
os ângulos adjacentes A e B (equações 2 2 ) ; ou para achar dous ângulos 
A e B , conhecidos os dous lados oppostos a e b, e o angulo comprehen-
dido C (equações 2 3 ) . 

1 5 1 . Triângulos isoseeles. Sejam C e B os dous ângulos eguaes de 
um triangulo isoseeles (fig. 6 ) ; b e c os dous lados eguaes; A o an-
gulo do vertice, e a a base. O arco perpendicular, tirado do vertice para 
o meio da base, dá dous triângulos symetricos rectângulos, os quaes o f -
ferecem as seguintes relações formadas das combinações 3 a 3 dos qua-
tro únicos elementos A, B, a, b, do triangulo isoseeles. Assim, por meio 
d'estas relações, dados dous dos quatro elementos de um triangulo esphe-
rico isoseeles, o angulo A do vertice, a base a, um dos lados eguaes b, e 
um dos ângulos eguaes B, podemos sempre achar os outros dous 

(23) . 

sen j a = sen | A sen b 

cos b = cot B cot i A (P) 

l a n g ^ a = t a n g 6 c o s B W 

cos 2 A = c o s ^a sen B 
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Problemas que oílereeem «luas soluções 

1 5 2 . Continuaremos a considerar os triângulos esphericos como re-
sultando da secção de uma esphera por tres planos que passam pelo cen-
tro O. A fig. 8 tem por base o circulo KMK', e representa um hemis-
pherio separado por um d'estes planos; os outros dous planos dão as 
semicircumferencias ACa, BCB'", que na figura se representam em pre-
spectiva, e tem por intersecção o raio CO. Os planos das tres circumfe-
rencias determinam o triangulo espherico ABC. Os arcos CA, Ca são 
supplementares; e o angulo A mede a inclinação do plano ACa sobre a 
base KK'. 

Se pelo raio CO tirarmos o plano MCm, perpendicularmente a esta 
base KK'. e tomarmos depois M A ' = MA, de uma e outra parte d'este 
plano MCm, obteremos um segundo plano A'C«' svmetrico com ACa, 
que dará 

Wix = ma', AC = A'C, Ca = Ca', A = A ' = a = a'. 

Fazendo girar o plano ACa em volta do raio CO, a fim de tomar todas 
as posições CK, CB, C f . . ., este plano será perpendicular á base quando 
coincidir com MCm; e além d'isto, em qualquer das suas posições for-
mará com a base dous ângulos supplementares, para um e para outro 
lado do plano. Os arcos CB, CA, C f . . . , crescem á medida que se des-
viam do arco perpendicular CM = J/, que é o mais pequeno de todos, 
até ao arco perpendicular opposto Cm, que 6 o maior. Isto mesmo se vê 
resolvendo qualquer dos triângulos, ACM por e x . ; porque fazendo C A = ò , 
lemos 

cos ACM = cot b tang <|/, 

expressão na qual 6 IangA uma quantidade constante. 
Quando o angulo ACM chega a 90° , como acontece com o arco CK, 

cujo plano é perpendicular a MCm, temos cot 6 = O, e o arco C K = 9 0 " . 
Se o plano continua depois a girar para Ca', cos ACM torna-se negativo, 
e cresce com cot b; de maneira que o arco Ca' continua a augmentar. 
Tudo 6 svmetrico dos dous lados do plano MCm, de maneira que os arcos 
e as inclinações serão eguaes, dous a dous para os arcos C g u a e s M A = M A ' , 
isto é, será CA = CA', e o angulo A = A'. 
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Girando por esta fórma, o plano secante começa por tornar-se cada 
vez mais obliquo sobre a base KMK', tornando-se CB1 CA, CK; porque 
do triangulo rectângulo resulta ainda 

sen <!/ = sen b sen A, (24 ) 

equação, cujo primeiro membro é constante, e na qual sen b vai primei-
ramente crescendo, como acaba de dizer-se, e por conseguinte sen A de-
crescendo ao mesmo tempo. Porém logo que o lado b chega a 90° , tor-
na-se então CB em C K = 9 0 ° = M K ; e depois sen 6, diminuindo, faz com 
que sen A augmente, e com que o angulo A, agudo para a base, tendo 
chegado ao seu menor valor no ponto K, comece a crescer. Este ponto K 
é o pólo da semicircumferencia MCm, e o angulo Iv tem por medida o 
arco C M = 4 > = K ; ou, do outro lado do plano secante o arco C ^ = I 8 0 ^ ' } -

Vê-se pois que todos os arcos que partem de C (fig. 8 ) , e passam 
por um ponto qualquer da base do semicírculo KMK' são < 9 0 ° , entre 
tanto que os outros que passam por KmK' são > 9 0 ° ; e é C K = C K ' = 9 0 ° . 
Além d'isto CM = <J>, e C m = I S O 0 — v a l o r e s de | resultantes da 
equação (24) , são os limites da grandeza dos arcos CA. Quanto mais um 
arco se approxima de CM, mais pequeno é; e quanto mais se approxima 
de Cm, pelo contrario tanto maior se torna. 

A inclinação dos planos sobre a base, sendo de 90° em MCrn, diminue 
quando torna as posições CB, CA, até CK, onde se torna K = ; cresce 
depois até m, tornando-se outra vez de 90° em Cm. O angulo é agudo 
do lado de CM, e obtuso do lado de Cm, sendo estes últimos ângulos 
supplementos respectivos dos primeiros. Todos estes ângulos obtusos são 
< 180°—1|>. 

Poslo isto, com facilidade se reconhecerá, se num triangulo BCA ou 
B'CA, ou arco CM perpendicular sobre a base AB, cae dentro ou fóra 
d'este triangulo, e verificar-se-hâo os corollarios deduzidos no n.° 1 4 4 , 
relativos â grandeza dos lados e dos ângulos dos triângulos rectângulos. 

Os problemas que oíTerecem duas soluções, aos quaes se costuma dar 
o nome de casos duvidosos, são aquelles, em que entram, nos dados, um 
angulo e um lado opposto, o que acontece nos problemas 3.° e 4 .° do 
n.° 148 . ^ r 

1 5 3 . 1.° CASO. Sendo dados dous lados a e b c o angulo opposto A. 
Corle-se o hemispherio KMK', (fig. 8) por um plano ACa que passe 
pelo centro O, e que tenha com a base uma inclinação egual ao angulo 
A ; e tome-se depois AC = 6. Será C o vertice do triangulo, o qual devo 
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ser fechado por um arco CB = a, de grandeza dada. Percorramos os dif-
ferentes casos. 

I . 0 Supponhamos que é o angulo A < 90° . O lado a que fecha o trian-
gulo deverá então cair no espaço «A'MA; por que, se assim não fosse, e 
caisse corno Cf, Ca', então os triângulos C A f , CAa', teriam, 
em vez do angulo agudo A, outro que seria o seu supplemento, do outro 
lado do plano aCA. Os arcos, taes como CB e CB', são eguaes dous a 
dous, e tem a mesma inclinação sobre a base, quando passam por pontos 
B e B ' equidistantes d e M . Tomemos M A ' = MA, M B 7 = M B , o s arcos 
serão C B ' = CA = 6, C B ' = CB = a. 

a) Consideremos primeiro o caso em que é o lado b < 90° , por ex . 
b = CA. 

Se é o lado a<b, a cae no angulo A'CA, como CB e CB', e temos 
dous triângulos BCA e B'CA, em que entram os tres elementos A, b, a, 
isto é, lemos duas soluções. Neste caso um dos ângulos B da base é ob-
tuso, e o outro B' é agudo. 

Se é o lado a = ou> b, o arco a cae como C f , e o triangulo A C f 
é o único que reúne os tres elementos dados, visto que o arco Cf syme-
trico com Cf1, fica excluido, por estar para o outro lado do plano aCA. 
Por tanto ha só uma solução. O angulo B do triangulo A C f é agudo em 
f , bem como b . 

b) Consideremos em segundo logar o caso em que é o lado b > 90° , 
por ex. 6 = Ca. 

Se 6 a somma dos lados a - j - b < 180° , isto é, se o lado a cae no 
espaço ACA', como CB ou CB', ha duas soluções BCa e B'Ca. O angulo 
B da base d'estes triângulos é agudo num, obtuso noutro. 

Se é a somma dos lados a - j - b = ou > 180° , isto é, se o lado a cae 
no espaço A'Ca, como C f , ha só uma solução fCa; f e 6 são obtusos. 

2.® Supponhamos agora que é o angulo A > 90°. Neste caso o lado 
a que fecha o triangulo, partindo de C, deve estar para outro lado do 
plano aCA, e cair como Cf, CB", 

a') Consideremos também em primeiro logar o caso em que é o lado 
b < 90° , por ex. b = CA. 

Se é a somma dos lados a + b > 180° , isto é, se o lado a cae no es-
paço a'Ca, como CB" ou CB'", ha duas soluções, taes como ACB" e ACB'". 
Um dos dous ângulos da base, B'' e B'", é agudo, o outro obtuso. 

Se é a somma dos lados a + b = o u < 180° , isto é, se o lado a cae 
no espaço ACa', como CK, ha só uma solução ACK. O angulo K da base 
é agudo como b. 



TRIGONOM I i T R I A ESPI l I i R I C A 2 0 9 

b') Consideremos em segundo logar o caso cm que é o lado b > 90° , 
por ex. b — Ca. 

Se 6 o lado a > b, a cae no espaço aCa', como CB" e CB"', e lia duas 
soluções taes como aCB" e aCB'". O angulo da base B'" é agudo; o an-
gulo B" obtuso. 

Se é o lado a = o t t < b , a cae, como CK, no espaço a'CA, e lia só 
uma solução possivel KCa. O angulo K da base é obtuso com b. 

Na seguinte tabella apresentámos em resumo os differentes caracteres, 
que indicam a existencia de duas ou de uma só solução. 

I a <b duas soluções 

" ia i b uma solução 

Se A < 9 0 7 

6 > 90° 

l > 

a + b < 1 8 0 ° . . . .duas soluções 

a - f & j ~ 1 8 0 ° . . .uma solução 

a + 6 > 1 8 0 ° . . . .duas soluções 

I 6 < 9 0 ^ a + ô l " 1 8 0 ° . . .uma solução 
( < 

Se A > 90°<! 
a > b duas soluções 

1 b > 9 0 ° \ \ = , , -U M uma solução 

Viu-se pela analvse precedente, que, no caso de uma só solução, B e 
b são da mesma especie. Mas sabemos (n.° 1 4 7 ) que a perpendicular 
abaixada do vertice C sobre a base c, cae dentro ou fóra do triangulo 
(o que também se reconhece na fig. 8) , conforme os ângulos A e B da 
base são de similhante ou differente especie; por conseguinte nas equa-
ções c = <p ± <p', C = Ô — 0', empregar-se-ha o signal + quando os arcos 
Aeb forem da mesma especie, e — no caso contrario, o que indicará qual 
das soluções, que dá o calculo n.° 1 4 8 , 3 .° , se deve adoptar. 

Cumpre notar que o valor do lado a está entre os limites CM e Cm, 
isto é, entre i e 180°—<j», como se deduz não só da equação (24 ) , mas 
também da impossibilidade de construir o triangulo, quando a está fóra 
d'estes limites. Vè-se também na figura que no caso de A e a não serem 

G E M u b 
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da mesma especie, e de não estar o lado a comprehendido entre os li-
mites ft e 1 8 0 ° — b , não ha triangulo possivel. 

1 5 4 . 2 . ° CASO. Sendo dados dous ângulos A E B , como um lado op-
posto a. 

Sem ser necessário discutir as differentes circumstancias na figura, 
este caso se reduzirá ao precedente pela consideração do triangulo sup-
plementar A'B'C' (n.° 141) , no qual são conhecidos os lados a ' = 1 8 0 ° — A , 
6 ' = 1 8 0 — B, e o angulo A ' = 1 8 0 — a. E podemos servir-nos da ta-
hella de cima, mudando os ângulos nos lados opposlos, e reciprocamente. 

Como neste caso B c b são da mesma especie quando ha só uma solu-
ção, vê-se, raciocinando como no caso precedente, que: nas equações 
c = 9 ± <p', C = O ± &', se deve empregar o signal 4- quando os arcos B 
e a forem da mesma especie, e o signal — no outro caso; o que indicará 
qual das duas soluções, que dá o calculo n.° 1 4 8 , 4.°, se deve adoptar 
ou rejeitar. 

O angulo A deve também neste caso ficar comprehendido entre os va-
lores supplemeníares de ty dados pela equação (24) . 

Não ha triangulo possivel, quando A e a não forem da mesma espe-
cie, e não estiver A entre os limites B e 1 8 0 — B. 

1 5 5 . Sendo o triangulo rectângulo, e CM ou Cm um dos lados, se 
for dado um angulo e o lado opposto, haverá duas soluções, que em cer-
tos casos poderão reduzir-se a uma só. 

I . 0 Dada a hypothenusa a c um lado b, achar o angulo opposto B? 
A equação (?i) que resolve este caso, dá B expresso em senos, os quaes 
correspondem a dous arcos supplementares. 

Dada a hypothenusa a c o angulo 1$, achar o lado opposto b? A mes-
ma equação (n) dá dous arcos supplementares para o lado opposto b. 

Com tudo, em ambos estes dous casos não ha senão uma solução pos-
sivel, porque os dous arcos CA ou CA', que fecham o triangulo CMA ou 
CMA', são svmétricos; e por isso devem B e f t ser da mesma especie, o 
que faz desapparecer a indecisão. 

2 .° Se forem dados um lado b do angulo recto e o angulo opposto B, 
a terceira parle pedida admittirá dous valores. Porque, ou se pede a hy-
pothenusa a, e a equação (n) dá sen a; ou se pede o terceiro lado c, e 
a equação (s) dá sen c; ou finalmente se pede o angulo C adjacente ao 
lado conhecido, e emprega-se a equação (q), que dá sen C. Vé-se pois 
que a incógnita admitte dous valores supplementares para o arco corre-
spondente a cada um d'estes senos. 

1 5 6 Passemos a fazer algumas applicações numéricas. 
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I. Sejam a = 133° 19', 6 = 57° 28 ' , A = 45° 23 ' . O triangulo é 
impossível, porque a não está entre 57°28' , e o seu supplemento 1 2 2 ° 3 2 ' ; 
e porque além d'isso não são A e a da mesma especie. 

II. Outro tanto acontecerá se for B= 120° , A = S l 0 , a = 1 0 1 ° ; 
porque também A não está entre 120° e o seu supplemento 6 0 ° ; e porque 
A e a não são da mesma especie. 

III. Se for 6 = 4-0° 0' 10", a = 50° 10' 30", A = 4 2 ° 15' 14", haverá 
uma única solução, porque A < 90° , 6 < 90°, a > 6. B é < 9 0 ° ; e porque 
A e 6 são da mesma especie, devemos tomar c = q? —j— <p'. O calculo das 
equações (a, c e 6) n.° 1 4 8 dá 

. 1 . 9 2 3 8 5 6 3 cos a . . . 1 . 8 0 6 4 8 1 7 <p = 3 1 ° 5 0 ' 4 6 " 

. f . 8 6 9 3 3 3 0 COS 7 . 9 2 9 1 4 7 1 < p ' = 4 4 . 4 4 . 5 0 

tang 6 . . 

cos A . . . 

tang <p. . . 1 . 7 9 3 1 8 9 3 — cos 6 . . . 1 . 8 8 4 2 3 6 3 c = 7 6 . 3 5 . 3 6 

cos 9 ' . . . 1 . 8 5 1 3 9 2 5 

Para achar o angulo C do vertice, as equações (a', d' c 6') dão 

cos 6 . . . Í . 8 8 4 2 3 6 3 tang 6 . . . 1 . 9 2 3 8 5 6 3 55° 9 ' 5 9 " 

tangA. . 1 9 5 8 3 0 5 8 c o t a 1 . 9 2 1 1 1 8 2 G ' = 6 6 . 2 6 . 2 1 

c o t O . . . 1 . 8 4 2 5 4 2 1 cosG 1 . 7 5 6 7 8 5 1 C = 1 2 1 . 3 6 . 2 0 

cos G ' . . . . 1 . 6 0 1 7 5 9 6 

Finalmente a regra dos quatro senos (II) dá B = 3 4 ° 1 5 ' 3 " . 

IV. Se for A = 4 2 ° 15' 14", B = 121° 3 6 ' 2 0 " , a = 50° 10' 30", te -
remos duas soluções, por ser a < 9 0 ° , B > 90° , A -H B < 1 8 0 ; e por se-
rem B e a d e differente especie, tomaremos nos valores de c e C o signal 
—. As equações (a', c' e C) conduzem-nos ás seguintes operações. 
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c o s a 1 . 8 0 6 4 8 1 7 cos A . 
t a n g B . . . . 0 . 2 1 0 8 8 6 4 — s e n 9 . 

cot9 0 . 0 1 7 3 6 8 1 — cos B . 

9 = — 4 3 ° 5 1 ' 1 6 " sen 9'.. 
G'= 

C = 
• 7 8 . 6 . 1 9 

3 4 . 1 5 . 3 

o u . . , 

OU C : 

1 . 8 6 9 3 3 3 0 sen a . . 
1 . 8 4 0 6 2 6 2 — s e n B. . 

- 1 . 7 1 9 3 8 8 0 — sen A — 

. T . 9 9 0 5 7 1 2 + sen b.. . 
. 1 0 1 ° 5 3 ' 4 1 " 6 = 

5 8 1 . 2 . 2 5 ou 

. 1 . 8 8 8 3 6 3 6 

. 1 . 9 3 0 2 7 4 5 

. 1 . 8 2 7 6 3 7 9 

. T 9 8 8 0 0 0 2 
7 6 ° 3 5 ' 3 6 " 

1 7 3 . 2 4 . 2 4 

c o t A 0 . 0 4 1 6 9 5 6 
t a n g B 0 . 2 1 0 8 8 7 3 — 

tang 9 1 . 7 9 8 2 6 9 2 — sen 9 1 . 7 2 5 9 9 0 5 — 

t a n g a 0 . 0 7 8 8 8 1 8 
cos B 1 . 7 1 9 3 8 7 4 

3 2 ° 8 ' 5 0 " 
7 2 . 9 . 0 ou. 

9 = 

c = 40.0.1-0 ou . 

sen 9' 1 . 9 7 8 5 7 3 4 4 
1 0 7 5 TO'' 

c = 7 5 . 4 2 . 1 0 

Uma d'estas duas soluções reproduz o triangulo precedente, e vem a 
ser /7CA' (fig. 8 ) ; a outra fCA'. 

Conhecendo os tres lados, achar um angulo ? 

a: 
6 s 
c-

76 3 5 ' 3 6 " 
5 0 . 1 0 . 3 0 
4 0 . 0 . 1 0 

2p = 1 0 6 . 4 6 . 1 6 
P = 

p — a = 
p — b = 

^C = 
* C = 

8 3 . 2 3 . 8 
6 . 4 7 . 3 2 

3 3 . 1 2 . 3 8 

sen 
sen 

sen 

sen 

sen 
2 7 . 7 . 3 1 , 4 sen 
3 4 . 1 5 . 2 , 8 

. . . 1 . 9 8 8 0 0 0 8 

. . . 1 . 8 8 5 3 6 3 6 

— 1 . 8 7 3 3 6 4 4 

. . . 1 . 0 7 2 8 7 1 6 

. . . 1 . 7 3 8 5 5 6 5 

. . . 2 . 9 3 8 0 6 3 7 

. . T . 4 6 9 0 3 1 8 

os outros elementos do 

triangulo são: 

A = 1 2 1 3 6 / 1 9 " 8 
B = 4 2 . 1 5 . 1 3 , 7 
C = 3 4 . 1 5 . 2 , 8 
< { , = 4 0 . 5 1 . 3 , 0 

9, 9', 9, G', são dados 
acima; o triangulo será 
aqui o mesmo. 

Concluiremos a trigonometria esphòrica, appresentando todos os ele-
mentos d'um triangulo espherico. Escolhendo à vontade tres d'estes e le-
mentos para servirem de dados, calcular-se-hão para exercício os outros 
tres restantes ( N o t a 2.") 


