
TRIGONOM I iTRIA ESPI l I i R I C A 2 1 3 

ARCOS Log. sen. Log. cos. Log. tang. 

A = 121 3 6 ' 1 0 " 8 1 
B = 4 2 . 1 5 . 1 3 , 6 6 
C = 3 4 . 1 5 . 2 , 7 6 
a = 7 6 . 3 5 . 3 6 , 0 
6 = 5 0 . 1 0 . 3 0 , 0 
c = 4 0 . 0 . 1 0 , 0 
< p = — 3 2 . 8 . 5 0 , 0 
<p'= 7 2 . 9 . 0 , 0 
9 = — 4 3 . 5 1 . 1 6 , 2 
6 ' = 7 8 . 6 . 1 9 , 0 

1 . 9 3 0 2 7 4 7 
1 . 8 2 7 6 3 7 9 
1 . 7 5 0 3 6 6 4 
1 . 9 8 8 0 0 0 8 
1 . 8 8 5 3 6 3 6 
1 . 8 0 8 0 0 2 6 
1 . 7 2 5 9 9 0 5 — 
L 9 7 8 5 7 4 1 
1 . 8 4 0 6 2 6 3 — 
1 . 9 9 0 5 7 3 3 

1 . 7 1 9 3 8 7 4 — 
1 8 6 9 3 3 3 6 
1 . 9 1 7 2 8 6 0 
1 . 3 6 5 2 2 7 9 
1 . 8 0 6 4 8 1 7 
L 8 8 4 2 4 6 3 
1 . 9 2 7 7 2 1 2 

1 . 4 8 6 4 6 7 4 
1 . 8 5 7 9 9 6 4 
1 . 3 1 4 1 0 7 6 

0 . 2 1 0 8 8 7 3 — 
1 . 9 5 8 3 0 4 3 
t . 8 3 3 0 8 0 4 
0 . 6 2 2 7 7 2 9 
0 . 0 7 8 8 8 1 6 
1 . 9 2 3 8 5 6 4 
1 . 7 9 8 2 6 9 3 — 
0 . 4 9 2 1 0 6 7 

1 . 9 8 2 6 2 4 9 — 
0 . 6 7 6 4 6 5 6 

A respeito do arco perpendicular será 

< { , = 4 0 . 5 1 . 3 , 0 1 . 8 1 5 6 3 8 8 1 . 9 3 6 8 7 8 7 1 . 8 7 8 7 6 0 2 

II. SUPERFÍCIES E CURVAS NO ESPAÇO 

P r i u c i p i o s g e r a e s » 

157 . Para exprimir analyticamente a posição no espaço de um ponto 
M (fig. 9 ) , imaginem-se tres planos fixos zAx, xAy, zAy, taes que se 
cortem todos no mesmo ponto A, e tenliam dous a dous por intersecção 
os eixos Ax, Ay, Az, que para mais facilidade supporemos por ora re-
ctangulares. Marque-se depois a distancia PM, ou z = c, d'este ponto á 
sua projecção P sobre ura d'estcs planos; e também esta projecção por 
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meio das coordenadas AN, AS do ponto P, ou a; = a, y = b. As quan-
tidades dadas, ou as coordenadas a, b, c, são as distancias 310, MR, MP, 
do ponto M aos tres planos, e são também as arestas que determinam o 
para I Iepiped o ON. 

Reflectindo que, além do angulo triedro zAxy, os outros planos co -
ordenados formam mais sete triedros, reconhecer-se-ha que a posição do 
ponto M no espaço não fica determinada pelas coordenadas a, b, c, em 
quanto não introduzirmos as noções sobre os signaes (n.° 2 o ) . Para as 
applicar a este caso convencionou-se: que se considerassem negativos os 
z correspondentes aos pontos que ficassem abaixo do plano xAy, pro-
duzido indefinidamente: que se considerassem negativos os x correspon-
dentes aos pontos que ficassem para a esquerda do plano zAy, do lado 
X1: e finalmente que se considerassem também negativos os y correspon-
dentes aos pontos que ficassem por traz do plano zAx. 

158 . Succede muitas vezes que em uma questão tudo é similhante a 
respeito dos tres eixos x, y, z. Havendo então uma equação X = O, re-
lativa ao eixo dos x, haverá uma similhante Y = O, correspondente ao 
eixo dos y, e uma terceira Z = O relativa ao eixo dos z. Ora neste caso, 
as duas ultimas equações Y = O e Z = O podem deduzir-se de X = O 
por simples mudança de letras. As permutações devem fazer-se pela se-
guinte maneira. 

Poremos em X todas as quantidades relativas ao eixo dos x em logar 
das quantidades analogas correspondentes ao eixo dos y; depois estas em 
logar das que correspondem ao eixo z; e finalmente estas ultimas quan-
tidades cm logar das primeiras que correspondiam ao eixo dos x. Por 
esta permutação em gyro, deduziremos Z de X; por uma segunda per-
mutação da mesma natureza eflectuada sobre Z, obteremos Y; e por 
uma terceira analoga, eflectuada sobre Y, recairemos em X. 

Supponhamos que temos as tres equações similhantes X = O, Y = O, 
Z = O, relativas aos tres eixos e nas quaes além de x, y e z entram os 
tres ângulos a, (i, y, que correspondem respectivamente a estas tres co-
ordenadas. 

Assentaremos em uma linha, mas separadamente, as tres coordenadas 
e os tres ângulos; depois por baixo noutra linha, também separadamente, 
mas dispostas por ordem differente, as mesmas seis quantidades, pela 
fórma seguinte 

y»*•*' i y» 

y, Y' P-
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Feito isto substituiremos, na 1.° equação X = O, cada uma das quanti-
dades da linha superior pela quantidade correspondente da linha inferior; 
e com esla permutação obteremos a 3." equação Z = O. Poremos de novo 
nesta ultima, as quantidades da linha inferior em lugar das que lhe cor-
respondem na linha superior, e virá a 2." equação Y = O ; e operando simi-
lhantemente sobre essa equação, recairemos na l . " X = 0 , d'onde partíramos. 

E com eífeito, cada uma d'estas operações equival a uma mudança 
nos eixos das coordenadas, pela qual se fazem primeiramente girar os 
eixos dos x e dos y no seu plano, por tal modo que o eixo dos x positi-
vos vem cair sobre o e ixo dos y positivos, e este sobre o e ixo dos x ne-
gativos. Faz-se depois girar este e ixo dos y positivos assim deslocado, e 
o e ixo dos £ positivos, de maneira que o primeiro vem cair sobre o e ixo 
dos z positivos, e este ultimo sobre o eixo primitivo dos x positivos; 
d'onde resulta que a final cada um dos eixos das coordenadas positivas 
vem occupar o logar de um dos outros eixos das coordenadas positivas. 
É por isso que as equações relativas aos tres eixos coordenados se dedu-
zem uma das outras por simples permutações de letras, sem ser neces-
sário bulir nos signaes; o que não aconteceria, se simultaneamente se 
não permutassem pela maneira indicada as tres coordenadas, e as quan-
tidades que respectivamente lhes correspondem. 

1 5 9 . Se for dada uma equação entre as tres coordenadas, tal como 
f ( x , y, a) = 0, esta equação será indeterminada. Se dermos a duas d'estas 
Yariaveis quaesquer valores, x = a = AN, y = 6 = PN (íig. 9 ) , da equa-
ção proposta resultará para z, pelo menos, uma raiz z = c. Se esta for 
real, levantaremos do ponlo P sobre o plano yXx a perpendicular PM = c, 
e d'este modo o ponto M do espaço ficará determinado. Dando outros 
valores ás arbitrarias x e y. isto 6, tomando, como se quizer, diíTerentes 
pontos P sobre o plano xXy, deduziremos da equação os valores corres-
pondentes de z, que determinarão outros tantos pontos do espaço. Todos 
estes pontos assim achados estarão sobre uma superfície, que será o logar 
de todos elles, quando os imaginarmos unidos por lei de continuidade. 
Esta superfície será, por exemplo, um cóne, um cylindro, uma esphera; 
e assim f ( x , y, z) = 0 será a equação da superfície, porque distingue os 
seus postos de todos outros do espaço. 

Se z tiver muitos valores reaes, a superfície terá muitos ramos (*); 

(«) N ã o h a v e n d o em p o r t u g u e z pa lavra p r ó p r i a , q u e e x p r i m a o m e s m o q u e 
a pa lavra nappe a d o p t a d a pe lo s g e ó m e t r a s f r a n c e z e s , a s s e n t á m o s q u e a e x p r e s -
são ramos da superfície podia e x p r i m i r a idea de q u e se t rac ta , e s t a n d o de m a i s 
a m a i s em ana log ia c o m outra já a d o p t a d a de ramos de curva. 
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e se for imaginario, a perpendicular indefinida levantada em P sobre o" 
plano xy não encontrará a superfície. 

Se depois de havermos assignado um valor a y, tal como ¢/ = 6 = AS, 
fizermos variar x, a ordenada PM = z mover-se-ha na direcção SP pa-
rallela ao plano xz, e as variações correspondentes, por que passar, serão 
determinadas pela equação f [x, 6, z) = 0, que será por conseguinte a 
da intersecção da superfície pelo plano SM parallelo aos xz. Pela mesma 
razão fazendo x = a = AN, ou z = c = AT, teremos as intersecções da 
superfície pelos planos MN, ou OR, parallelos aos yz ou aos xy. 

Fica assim evidente: que z = O éa equação do plano xy; z = c a de 
um plano que lhe é parallelo á distancia c; x = 0 a equação do plano 
yz; X = a a do plano parallelo á distancia a; ele. 

Do triangulo rectângulo AMP resulta z2+ A P 2 = A M 2 ; e como A P N 
dá h?2=x2+ y2, será, fazendo AM = R, 

(1) x1+ j / 2 - f - z 2 = R2 . 

Logo: l . 9 a distancia de um ponto á origem das coordenadas é egual á 
raiz da somma dos quadrados das tres coordenadas do mesmo ponto: 
2 . ° se x, y e z forem variaveis, esta equação caracterisará todos os pontos 
do espaço, cuja distancia R á origem é a mesma; e será por conseguinte 
a equação da esphera, que tem o raio R, e o centro na origem das co-
ordenadas. 

Sejam (fig. 10) n e m as projecções sobre o plano xy dos dous pon-
tos N (x, y, z) e M (x' , y\ z'); mn será a projecção da linha MN = R, 
e teremos (n.° 33) 

mn2=(x-x'Y+{y-y<)2. 

Além d'isso a linha MP parallela a mn, formando o triangulo MNP re-
ctângulo em P, dá 

M N 2 = M P 2 + P N 2 = mn 2 ; e como PN = Nn — Mm = z — z\ será 

(•2) Í x - ^ Y + (y - J /7-+- (* - - O 2 = R 2 ' 
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sendo R a distancia entre os pontos (x , y, z) e (x, y' z') (*). Se consi-
derarmos x, y, z como variaveis, esta equação será a de uma esphera ue 
raio R, cujo centro está situado no ponto M (x\ y', z'). 

160 . Imaginemos a superfície de um cylindro recto tendo por base 
lima curva qualquer sobre o plano xy, dada pela sua equação f [oc, y ) = 0 . 
A perpendicular indefinida z, levantada em qualquer ponto d'esta curva 
sobre o plano xy, é uma generatriz d'este solido; o por conseguinte qual-
quer valor que se dê a z, sempre a extremidade d'esla perpendicular es-
tará sobre a superfície do cylindro. 

For conseguinte: a equação da superfície de um cylindro recto é a da 
sua base, ou f ( x , y) = 0. 

Quando a generatriz do cylindro recto for perpendicular ao plano dos 
xz, a equação d'esta superfície será a da base traçada naquelle plano. 

Por um raciocínio idêntico se prova, que a equação de um plano, per-
pendicular a um dos planos coordenados, é a mesma que a do seu traço 
sobre este plano, isto é, a da linha de intersecção dos dous planos. A s -
sim, se for AR = a (fig. 6) a a = tang CRI, a equação a ; ' = a s + ar 

que é a da linha RC existente no plano zAx, será também a do plano 
FFRC, perpendicular a zAx, e que passa por RC. 

1 6 1 . Sejam M = O, N = O1 as equações de duas quaesquer superfí-
cies, e vejamos o que resulta da sua combinação. 

Ficando neste caso arbitraria só uma das variaveis, z por ex . , este 
systema de equações representará a serie de pontos communs a ambas as 
supeifícies, ou por outras palavras a curva resultante da sua intersecção. 

162 . Assim, recapitulando, vê-se: que um ponto fica determinado por 
tres equações entre as t,uas tres coordenadas, x, y e z; urna superfície por 
uma só equação entre as tres coordenadas variareis dos seus differentes 
pontos; e uma curva por duas equações, que vem a ser as das duas su-
perfícies, que na sua intersecção determinam esta linha. 

Como por uma linha dada podem passar infinitas superfícies, é claro 
que uma curva no espaço pode ser dada por uma infinidade d'equações. 

(*) C o m o JÍIB, nC ( f ig . 10 ) p a r a l l e l a s a AJ/, dão BC = x — x = á p r o j e c ç ã o 
de MN s o b r e o e ixo dos x, v ê - s e q u e o comprimento dc uma linha no espaço e a 
raiz da somma dos quadrados das suas projecções sobre os tres eixos. 

T e m o s l a m b e m MP = MN cos N M P ; l o g o a p r o j e c ç ã o tnn = MN é o p r o d u -
cto da Iinlia projectada p e l o c o s e n o da inc l inação ; e , r e c i p r o c a m e n t e , um l inha no 
e spaço é o q u o c i e n t e da sua p r o j e c ç ã o sobre um p l a n o , d iv id ida p e l o c o s e n o l io 
a n g u l o q u e a l i n h a faz com o m e s m o p l a n o . E s t e s l h e o r e m a s e x t e n d e m - s e t a m -
b é m á s arcas p l a n a s s i tuadas n o e spaço , c o m o v e r e m o s a d i a n t e . 

Gf.oai. c c 
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Eliminando z entre M = O e N = O, obtem-se uma equação P = O 
entre x e y. Esta equação é a de um cylindro recto, cuja intersecção 
com qualquer das duas superfícies é a curva de que se tracta: e também 
<5 a equação da projecção da mesma curva sobre xy. Se em vez de z, 
eliminarmos y, vê-se do mesmo modo que a equação resultante Q = O, 
é a de um cylindro recto, ou a da projecção da curva sobre o plano xz. 
Assim P = O, Q = O, são as equações de dous cylindros, que podemos 
substituir ás superfícies dadas; e são também as equações das projecções 
da curva, e as da mesma curva. IVonde se segue, que podemos tomar por 
equações de uma curva as equações das suas projecções sobre dous planos 
coordenados. 

1 6 3 . Appliquemos estes princípios á linha recta. Podemos tomar para 
as duas equações as de dous planos quaesquer, que contenham a mesma 
recta ; convirá porém preferir as que appresentam resultados mais simples. 
Assim a; = 0, y = 0, que são as equações dos planos yz e xz, são as equa-
ções do eixo dos z; x = 0, z = 0, são as do eixo dos y; e ?/ = 0, s = 0, 
são as do eixo dos x. Do mesmo modo se vê, que x—a, y = $, são as 
equações de uma recta PM (fig. 9) parallela aos z, e cujo pé P, ou in-
tersecção com o plano xy, tem por coordenadas x = a, y = [i. E assim 
a respeito dos outros eixos. 

Dada uma recta qualquer EF no espaço (fig. 11 o) , tiremos por 
ella um plano FEBC perpendicular ao plano xz; BC será a'sua projecção 
sobre este plano. Do mesmo modo acharemos a projecção IIG de EF so-
bre o plano yz. As equações d'estas projecções, ou dos planos projectan-
tes, ou 

(3 ) x = az t- a, y — bz -+- (i, 

são as da recta EF. 
É fácil de ver, que a e jj são as coordenadas AB e AG do ponlo E, 

onde a recta I iF encontra o plano xy; e que a e b são as tangentes dos 
ângulos formados pelas projecções BC e IIG da mesma recta com o eixo 
AZ. Iiliminando z, obtem-se a equação da projecção sobre o plano xy, 

(4 ) ,ay = bx + aí — 6a. 

164 . Se n recta EF (fig. 11) passar por um ponto F (a?', y\ z'), as 
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projecções C e H d'esle ponto estarão situadas sobre as da recta; logo as 
equações da mesma recta serão 

(5 ) x — x'= a (z — a'), y — y'=b(z — zr). 

Se a recta passar por um segundo ponto (»", y" z"), obteremos outras 
duas equações similliantes, por meio das quaes e das precedentes se de-

-p" X< yll yl 
terminarão os valores de a e b, que são a= — -, 6 = ^ — — . 

z" Z1 z" Z1 

Se a recta passar pela origem A, as equações serão 

(6 ) xi=az, y — bz. 

Sabe-se pela Geometria, que as projécções de duas rectas parallelas sobre 
um mesmo plano, são parallelas; logo as equações d'estas rectas devem 
ter os mesmos coefficientes a e b para z, e differir unicamente nos valores " 
das constantes a e (3. 

165 . Se forem dadas as equações de duas rectas 

x = az + a, y = bz + (5 ; x = a'z + a', y = b'z-\-$', 

e eliminarmos entre ellas as coordenadas variaveis x, y, z, virá uma equação 

(7 ) (« — «') (6 — b') = (p — P') (a — a'), 

a qual, sendo independente das mesmas variaveis, é a condição necessaria 
para que as mesmas rectas se encontrem. Se ella não for satisfeita, as l i-
nhas não se cortarão; e se o for, o ponto da intersecção terá por coor-
denadas 

a — a' S — [ J ' _ _ a ' « — aa' _ b'} — b$' 
Z ~ a'— a 6 '— 6' a ' — a ' y~~b'—b ' 

Se as rectas forem parallelas, será então a = a', 6 = 6', e os valores das 
coordenadas sairão infinitos, o que indica que as mesmas rectas se não 
podem encontrar. 
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Ecgiaações do p la i io , «3o cylâmlro, «Io c ó i i c , ctc. 

1 6 6 . As condições pelas quaes se determina a natureza de qualquer 
superfície, reduzem-se sempre, em ultima analyse, cl Iei da sua geração, 
a qual consiste em que um curva generatriz, de fórma constante ou va-
riavel, se move de certa maneira ao longo de uma ou muitas linhas da-
das, que se chamam directizes, e gera assim a superfície de que se tracta. 
Para achar a equação da superfície gerada emprega-se um raciocínio s i-
milhante ao do n.° 1 3 6 ; do que passamos a dar alguns exemplos, come-
çando pelo plano. 

Vm plano DC (fig. 1 2) pode considerar-se gerado por uma recta EF, 
que, conservando-se sempre parallela a uma direcção determinada, é obri-
gada a mover-se sobre uma recta fixa. Supponhamos pois, que a genera-
triz EF, ficando sempre parallela á intersecção BC do plano DC com o 
plano dos xz, é obrigada, em qualquer das suas posições, a encontrar 
sempre a intersecção BD do mesmo plano DC com o plano dos yz, a qual 
é neste caso a directiz. Para achar a equação do plano ó necessário e x -
primir analyticamente estas duas condições. 

As duas secções BC e BD encontrando-se em B no eixo dos z, tem 
por equações, fazendo AB = C, 

BC y = 0, z = Ax + C, 

BD 0: = 0 , * = Bi/ + C (1). 

Como a linha EF , em qualquer das suas posições, deve1 ser sempre 
parallela a BC, o plano projectante EIIIF será parallelo a zx, e III a Ax. 
A projecção de EF sobre o plano zx também será parallela a BC. Assim 
as equações de EF serão 

y = a , s = A a ; + S (2). 

Eliminando x, y, z entre estas ultimas equações, e as equações (1) 
da directriz, obtem-se a equação 

P = B a - H C (3) 



S U P E R F Í C I E S E CURVAS NO ESPAÇO 221 

a qual, pelo que fica dicto (n.° 1 6 o ) , é a equação de condição para que 
a generatriz tenha, em todas as suas posições, um ponlo commum com a 
directriz fixa. 

Se dermos pois a a e 3 valores que satisfaçam á ultima equação (3), 
e os substituirmos em (2), estas serão as de generatriz em uma das suas 
posições. Se nas equações (2) substituirmos o valor (3) de |3, estas equa-
ções serão as de uma generatriz qualquer, cuja posição dependerá do 
valor arbitrário que se der a «. E finalmente, se entre as equações (2) e 
(3) eliminarmos a e [3, a equação resultante 

z = Aíc + B y + C (4) 

sendo independente d'aquellas quantidades, será a do plano; por isso que 
então x, y, z representam as coordenadas de uma generatriz qualquer, 
de que o plano 6 o logar geometrico. 

Da analyse da equação do plano se vê : 1.° que C representa a coor-
denada z inicial, ou A B : 2 . ° que A e B representam as tangentes dos 
ângulos, que fazem com os eixos dos x e dos z os traços BC e BD do 
plano sobre os dos xz e dos yz: 3 .° que se fizermos variar C somente, 
o plano se moverá parallelamente, por isso que os traços successivos se 
conservam parallclos. 

Conclue-se também do que fica exposto: 
1.° Que toda a equação do 1.° grau a tres variaveis c a do um plano, 

porque pode sempre reduzir-se á fórma (4) . 
2.° Que duas equações quaesquer do 1.® grau a tres variaveis, são as 

de uma linha recta, resultante da intersecção dos planos representados 
por aquellas equações. 

3." Que, sendo dada a equação do plano, obteremos as equações dos 
seus traços com os planos dos xz, yz e xy, fazendo nella respectivamente 
y = O, x = O, z = 0, que são as equações dos mesmos planos. Assim 
Ax + By + C = O é a equação do traço do plano com o dos xy. 

Podiamos ter considerado o plano gerado por uma recta qualquer no 
espaço obrigada a mover-se sobre outras duas, que poderiam ser os tra-
ços do mesmo plano com dous dos planos coordenados. Este calculo, um 
pouco mais complicado, e que propomos para exercício, conduziria aos 
mesmos resultados. 

1 6 7 . Por um raciocínio idêntico acharemos a equação do Cylindro, 
o qual pode considerar-sc gerado por uma recta qualquer, que, conscr-
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vando-se parallela a si mesma, é obrigada no seu movimento a encontrar 
sempre uma curva dada no espaço. 

Sejam 
X = az + a, y = bz + $ (a) 

as equações d'uma recta parallela á generatriz, nas quaes a e b se sup-
põe conhecidas, e a e (¾ dependentes da posição da recta. Sejam também 
i\l = 0, N = O as equações da directriz. A condição para que esta curva 
seja encontrada sempre pela generatriz é expressa (n.° 165) pela equa-
ção 3 = Fa, resultante da eliminação de x, y, z, entre as quatro equações 
d'estas linhas. 

Se nas equações (a) substituirmos Fa por (3, estas duas equações serão 
as de uma generatriz qualquer, cuja posição dependerá do valor de a. 

Se depois eliminarmos d'ellas a quantidade a, obteremos uma relação 
entre x, y e z, que terá logar para qualquer generatriz, e que será por 
conseguinte a equação pedida. 

Logo, para achar a equação de uma superficie cvlindrica, devemos 
eliminar x, y e z entre as equações (a) e as duas M = O1 N = O da 
curva directiz; depois na equação resultante |3 = Fa, substituir x — az 
por a, e y — bz por A equação do cylindro será pois da fórma 

y — bz = V (x — az); (4) 

dependendo a fórma da funeção F da natureza da directriz. 
Se por ex., a base for um circulo de raio r, traçado no plano xy, 

e collocado como na fig. 14, com o diâmetro AE sobre o eixo dos x, e 
a origem em A: as equações d'esta base, que se pode tomar por dire-
ctriz, serão 

y2+X2=Zrx, s = 0; 

entre as quaes e as equações (a) se eliminarmos x, y, z, virá a equação 
de condição [ 3 2 + a 2 = 2 r a (*). 

(*) I s to c e v i d e n t e , r e f l e c t i n d o , q u e i c p são as c o o r d e n a d a s do pé da g e n e -
ratr iz . A m e s m a c o n s i d e r a r ã o se fará a r e s p e i t o do c o n e . 

P o d e r - s e - h a a c h a r a e q u a ç ã o d o p l a n o , c o n s i d e r a n d o - o c o m o u m c y l i n d r o c u j a 
base é u m a rec ta . 
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Logo 
(,y — bzf-H [x — a z f = 2r (x — az) (5 ) 

é a equação do cylindro obliquo de base circular. As quantidades a e b 
serão determinadas pela direcção do eixo. 

Se o eixo estiver no plano xz, será b = O, e a equação precedente 
tornar-se-ba em 

y * + ( z - a z y = 2 r ( x - a z ) . 

* 

Finalmente, se o centro do circulo estiver na origem A, substituir-se-lia 
por r2 o 2 .° membro de (5 ) . 

168 . Sejam M = O, N = O (a) 

as equações da directriz de uma superfície cónica, qualquer cujo vertice S 
tem por coordenadas a, b, c. 

A generatriz d'esta superfície é obrigada a passar pelo vertice e a en-
contrar sempre no seu movimento a directriz. 

A 1." condição é expressa (n.° 1 6 4 ) pela equação 

x — a = « (z — c), y — 6 =.(¾ (z — c ) . (a"). 

A 2." é expressa, (n.° 165 ) pela equação {3 = F a , resultante da el imi-
nação de x, y, z, entre as equações (a') e (a"). 

Eliminando depois j3 e a por meio das equações (a") virá a equação 
do cóne 

» = Í _ F (6) 
Z — C \ s — cj w 

na qual a fórma de F dependerá também da natureza da directriz, e será 
determinada quando esta o for. 

Se, por ex . a base for o circulo AE (fig. 14) , que podemos tomar 
por directriz, as suas equações (a'), suppondo a origem na extremidade 
A do diâmetro, e este coincidindo com o eixo dos x, serão 

z = 0 , i/-+- X2= 2rx; 
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e a equação [3 = Fa será neste caso 

(a — a c ) 2 + (6 — p c ) 2 = - 2r (a — ac): 
d'onde se reduz 

(az — cx)2+ (bz — cy)2= 2r (z — c ) . (az — cx), 

a qual será a a equação do cóne obliquo de base circular. 
Se quizermos que o eixo SC esteja no plano xz, como na fig. 14 , fa-

remos 6 = 0, e virá 

c2 (x2+ y2) + 2c (r — a) xz + a (a — 2 r ) s 2 + 2 a c r z — 2 c 2 r x = 0. 

Se o cóne é reclo, poremos a = r. Mas neste caso é mais simples tomar 
o eixo dos z para o eixo do cóne, e acha-se então para equação d'esta 
superfície assim disposta, 

C2 (x'+ y2) = r2 (z — c)2 , ou x 2 + y2= m 2 (z — c)2 (7) 

r 
designando por m a tangente — do angulo formado pelo eixo e pela ge -

C 

neratriz. 
Se o circulo da base não fosse traçado no plano xy, mas em outro 

inclinado sobre oste, e perpendicular aos xz, seria necessário, designando 
por A a tangente do angulo que a base fizesse com o plano xy, substi-
tuir por (a') as equações 

z = Ax, a 2 + y2-\- z 2 = r \ 

169 . As superfícies de revolução podem considerar-se geradas pelo 
movimento de um circulo BDC (fig. 1 5 ) , o qual sendo perpendicular a 
um eixo Az , conserva sempre o centro I sobre este eixo, e cujo raio IC 
vai continuamente variando, de modo que o circulo corta sempre uma 
dada directriz CAB. 

Como o circulo genitor deve ficar constantemente parallelo ao plano 
dos xy, as suas equações serão as do seu plano e do seu cylindro proje-
ctante, ou, fazendo AI = Ji, e o raio IC = a, 

z = ?, x2+y2= a2 (6). 
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Para que este circulo encontre sempre a directriz, cujas equações desi-
gnaremos por 

M = O , N = O (b'), 

é necessário, segundo temos visto, que tenha logar a equação de condi-
ção F (a, [ 3 ) = 0 , resultante da eliminação de x, y, z, entre (b) e (b'). 

Se depois eliminarmos a e |3 entre esta equação e as equações (b), ob-
teremos a equação pedida da superfície de revolução, que será de fórma 

z = Y(x2
+y") (8) 

e na qual a funeção F dependerá ainda da natureza da curva directriz. 
I. Se a directriz é um circulo existente no plano xz e com o centro 

na origem, as equações (&') serão neste caso 

y = 0 , a 2 + * 2 = r 2 . 

e a equação de condição tornar-se-ha em a2-|- [ 3 2 = r2 , o que aliás é evi-
dente. Substituindo nella os valores de a e (3 deduzidos de (6), virá a 
equação da esphera, já achada (n.° 159 ) 

x2+ y*+z*=r* (9) . 

II. Se a directriz é uma parabola BAC com o vertice na origem das 
coordenadas, existente no plano xz e situada como na fig. 15 , as equa-
ções da directriz serão 

y = O, x2=2pz, 

d'onde se deduz a 2 = 2 p 3 ; e por fim 
x'1+if= 2pz, ( 1 0 ) 

que ó a equação do paraboloide de revolução em volta do eixo dos z. 
III. Se as directrizes forem ellipses ou hyperboles, com o centro na 

origem das coordenadas, acharemos pela mesma maneira que as equações 
dos ellipsoides e hyperboloides de revolução, cujos l . o s eixos coincidem 
com os dos z, são 

A 2 ( x * + t f ) ± B V = ± A 2 B 2 (11) 
GEOM. B D 
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sendo os signaes superiores relativos ao ellipsoide, e os inferiores ao hy-
perboloide. 

IV7. Se a directriz è uma recta, as suas equações serão 

x = az + A, y = bz+ B, 

das quaes resulta a equação de condição 

(a3 + A) 2 -h (63 + B ) 2 = a2 . 

Eliminando a e (J, virá por fim a equação da superfície de revolução 

x7'+ y2= (a 2 - f - 62) z1+ 2 (Aa + B6) » - f - A 2 + B 2 . 

Fazendo x = 0, acha-se (n.° 121 ) que a intersecção pelo plano yz 
é uma hyperbole, e como x e y entram sempre debaixo da fórma x2-f y2, 
z será funeção de x2+y2, e por conseguinte a superfície gerada é um 
liyperboloide de revolução. 

Com tudo, se a recta directriz cortar o eixo dos z, as suas equações 
serão satisfeitas fazendo x = y = O, e z = c, d'onde resulta A = — ac, 
B = — 6c. Temos pois 

(a2+ 62) (z — c)2= x2+ y2 ( 1 2 ) 

a qual é a equação do cóne reclo (n.° 1 6 8 ) . 
Querendo a equação de uma superfície de revolução em volta de um 

eixo com uma direcção qualquer, será necessário ou recorrer a uma 
transformação de coordenadas, ou tractar directamente o problema de 
um modo analogo ao que temos seguido. 

P r o b l e m a s s o B i r e o p l a n o e a l i n h a r e c t a 

1 7 0 . Cumpre advertir aqui, como no n.° 3 5 , que a respeito das 
superfícies se podem appresentar dous generos de problemas. Ou se » 
tracla de determinar os pontos de uma dada superfície que gozam de 
certas propriedades, ou então de assignar á superfície uma posição ou 
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dimensões taes, que por meio d'ellas se satisfaça a certas condições. No 1.° 
caso x, y e z são as incógnitas; no 2.° é necessário determinar algumas 
das constantes de modo que sejam satisfeitas as condições do problema. 
Estas condições devem, em todos os casos, estabelecer tantas equações 
distinctas quantas são as incógnitas, aliás o problema seria indetermi-
nado ou absurdo. Passemos a applicar ao plano eslas considerações geraes. 

171. Achar as projecções da intersecção de dous planos. 
Sejam as equações d'estes planos 

z -= A.C -F BT/ + C , Z = A'x + B I/ + C ' . 

Eliminando successivamente entre estas equações as variaveis z, x, y, 
obteremos as equações seguintes das projecções da intersecção sobre os 
planos 

'dos xy (A — A') a; H - (B — B') y H C - C = O 

(1) Jdos yz (A' — A) z -f ( A B ' - A ' B ) y + A C ' — A ' C = 0 , 

Uos xz (B' — B) s + ( A ' B — A B > + BC' -B C = O . 

172. Fazer passar um plano por um, dous ou Ires pontos dados. 
Seja a equação do plano z = Ax H- Bi/ H- C. 
O plano ficará determinado, ou quando A, B, C forem conhecidos, ou 

quando se poderem estabelecer entre estas quantidades tres equações, por 
meio das quaes se determinem os seus valores. 

Se quizermos que o plano passe pelo ponto dado (x1, y', z1), a sua 
equação tornar-se-ha em z'= Aas'+ Bi / '+ C. Subtrabindo pois esta ultima 
equação da primeira, teremos a equação do plano que passa pelo ponto 
dado, 

(2) z - z ' = A ( x - x S ) + B ( y - y ' ) . 

Se quizermos, que passe por um segundo ponto (x", y", z"), teremos 
z" = Ax"+ BJ/"H- C; e como nos falta ainda uma equação para poder-
mos determinar as tres constantes arbitrarias, podemos sujeitar o plano 
a passar ainda por um terceiro ponto, ou a satisfazer a outra condição. 

Mas se quizessemos por ex. , que o plano além de passar pelo ponlo 
(x\ y', z1), fosse parallelo a um plano determinado z = A'o; + B'x + C'4 
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leríamos a equação (2), e as equações 
» 

A = A', B = B'. 

173 . Achar as condições para que uma recta e um plano coincidam, 
ou sejam parallelos. 

Sejam as equações do plano e da recta 

z = Ax-h By + C, 

x = az + a, y = hz + 3. 

Substituindo na 1." os valores de x e y, tirados das duas ultimas, te-
remos 

2 (Aa + Bb — 1) + Aa + B i H - C = O. 

Se a recta e o plano tivessem um só ponto commum, o valor de z t i -
rado d'esta equação seria o de uma das coordenadas d'este ponto. 

Para que a recta porém coincida com o plano, é necessário que esta 
ultima equação subsista qualquer que seja o valor d» z; e por conseguinte 
as equações de condição de coincidência serão 

(3 ) Aa + B6 = 1, Aa + B3 - f - C = 0 . 

Para exprimir que a recta é somente parallela ao plano, basta introduzir 
a condição de que, se transportarmos parallelamenle a si mesmo tanto a 
recta como o plano até á origem, ahi lião-de coincidir. Mas para que este 
transporte tenha l<>g;n- é necessário suppor nullos nas equações precedentes 
a, p e C; logo a condição de parallelismo reduz-se ã equação 

( 4 ) Aa - j - B6 — 1 = 0 . 

174 . Exprimir qiie uma recta c perpendicular a um plano. 
Se projectarmos a recta sobre o plano dos xy, o plano projectante 

será perpendicular ao plano dado e ao dos xy; estes dous últimos terão pois 
por intersecção uma perpendicular ao plano projectante, e por conseguinte 
á projecção da recta sobre o plano dos xy. Logo, quando uma linha for 
perpendicular a um plano, os traços d'este plano e as projecções da recta 
sobre os planos coordenados farão respectivamente anyulos rectos. 
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Posto isto, servindo-nos das mesmas equações do plano e da linha 
recta do n.° precedente, as equações dos traços do plano sobre xz e yz, 
serão 

z — Ax + C1 z = B j / - { - C 

ou 
I C I C 

e as condições de perpendicularidade d'estes traços com as projecções da 
recta, darão (n.° 3 1 , equação 7) 

(5 ) A + a = O, B + 6 — 0 . 

Estas equações determinam duas das constantes do plano, ou da recta que 
lhe é perpendicular. As outras constantes devem ser dadas, ou sujeitas a 
outras condições. 

17o . Querendo tirar um plano perpendicular á recta dada, a equação 
do plano será pelo n.° precedente, 

(6 ) z + ax + by = C. 

Se designarmos por a e |J as coordenadas do ponto onde a recta encon-
tra o plano xy, uma esphera, cujo centro esteja neste ponto, terá por 
equação (n.° 159) 

O O ( * - a ) " ' + ( 2 / - 3 ) 2 + * W - . 

As equações (6) e (7) são pois as de um circulo cujo plano é perpendi-
cular á recta dada. O raio d'este circulo e a sua posição absoluta de-
pendem de r e de C. 

Sejam M = O, N = O , as equações de uma curva. Para que esta en-
contre o circulo de que acabámos de tractar, é necessário que possam 
coexistir as quatro equações precedentes. Eliminando entre ellas as va-
riaveis x, y e z, vem uma equação de condição r = F ( C ) , na qual re-
pondo por r e C os seus valores tirados de (7) e (G), vem a equação 

(8 ) l ' ( x ( ? / - v ) M - = ' = F (z + ax + by), 
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que é a da superfície gerada pela revolução da curva dada em volta da 
recta. 

1 7 6 . Se pelo contrario quizermos lirar uma recta que seja perpendi-
cular a um plano dado, e que passe por um dado ponlo (x', y', z'), te-
remos (n.° 174) para determinal-a as seguintes equações 

(9 ) x — x'+ A {z — z') = 0 , y — y'+B (z — z') = 0 . 

Por meio d'estas duas equações é fácil achar a distancia do ponto ao 
plano; por quanto pondo 

L = = C - Z 1 - H A i c ' + IJy'; 

dando à equação do plano a fórma ' 

(a) z — z'= \ (x —x') -+-B (y — y') H - L ; 

e eliminando depois as coordenadas x, y e z do pé da perpendicular, en-
tre as equações (9) e (a ) : resulta finalmente 

— AL - B L 

* - * - 1 + A M - B i ' °° X ~ \ + A 2 H - B2 ' y y — 1 -t- A i - H B2 ' 

A distancia entre o ponto (x' , y', z') e o pé da perpendicular [x, y, z), 
ou por outras palavras, a distancia do ponlo ao plano, será pois (n.° 159 ) 

( í o ) a = L - = ( * ) . 
^ f / l + A 2 H - B 2 

(*) Se o p o n t o p e r t e n c e r a u m a recta (ar — ax + a, y — fti + fí), será 

_ (An + B f r - 1) z + Ag -f Bfl 4- C 
V i + A1-J- B2 

Para q u e a recta seja para l le la ao p l a n o , é n e c e s s á r i o q u e J seja c o n s t a n t e ou 

Aa — Bft — 1 = 0. 
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177 . Achar a distancia de um ponto a uma recta. Servindo-nos das 
mesmas equações da reela do n.° 1 7 3 , o plano perpendicular, tirado pelo 
ponto dado (x\ y', z'), tem por equação 

(a') a (x — x') H - b (y — y') + 2 — z ' = 0 . 

Eliminando x, y e z entre a equação (a') e as duas da recta, obteremos 
os seguintes valores das coordenadas do ponto de encontro da recta com 
o plano perpendicular, 

_ a M _ 6 M _ _ M 
x - 1 + 0 . + y » + * > y - r ^ d ^ b 1 í 3 - f - h a 2 + Ò2' 

sendo 
M = a (x'~ a) H - b ( y ' - |3) + z'. 

E por conseguinte concluiremos tombem (n.° 159) , que a distancia P 
entre os pontos (x\ y\ z'), (x, y, z ) , ou por outras palavras, que a di-
stancia P do ponto á recta, é dada pela equação 

( » ) Pi= *)2+ [y' Z'2-

1 7 8 . Achar o angulo A formado por duas rectas. Como pode aconte-
cer que as rectas dadas, sendo produzidas, se não encontrem, deve en-
tender-se, que se pede o angulo comprehendido entre duas rectas tiradas 
por um mesmo ponto parallelamente ás linhas dadas. 

Sejam pois as equações das parallelas ás rectas dadas, tiradas pela origem, 

(b) x = az, y = bz; (b') x = a'z, y = b'z; 

tractâmos de achar A em funcçâo de a, b, a1, b'. 

E para q u e co inc ida c o m e l l e , é necessár io , a l é m d' i s so q u e seja S O, ou 

A « + B(3 + C = O. 

P o r esta c o n s i d e r a ç ã o p o d i a m t a m b é m d e l e r m i n a r - s e a s c o n d i c õ e s p e d i d a s n o 
n . ° 1 7 3 . 



232 S U P E R F Í C I E S E CURVAS NO ESPAÇO 

Para isso imagine-se primeiro uma esphera, cujo centro coincida com 
a origem das coordenadas, e cujo raio seja a unidade. Obteremos as co-
ordenadas do ponto em que ella corta a recta dada pelas equações (6), 
substituindo os valores de x e y, tirados das mesmas equações da esphera, 
que é 

x2+ y + z2= 1 ; 

e acha-se (a2+ ò 2 + 1) z2= 1, da qual se deduz z, e depois x e y por 
meio das mesmas equações (b). Para obter depois as coordenadas z , x', 
y' do ponto, em que a mesma esphera corta a recta dada pelas equações 
(&'), basta evidentemente mudar nos valores precedentes a e b cm a' e b'. 

Teremos assim 

1 _ a b__ 

V \ + b2+ a2 X Vi + a2+ b2 V Vt + a1+T2' 

i a' , V 
~>— j x< _ _t y'= VT+ a'2+ b'2 V\+a'2+b'2 Vl+a'2+ b'2 

A distancia I), entre os pontos determinados por estes dous systemas de 
coordenadas, será dada pela equação 

D2=Or'-*)2+ (y'-y)2+ ( z ' - z ) 2 = 2 - 2 ( x x ' + y y ' + z z ' ) , 

por ser 
¢ ' 4 J / 2 + 2 2 = 1 , X'*+ y'2+ z ' 2 = 1 . 

Figurando agora no espaço o triangulo isoseeles, cujos tres lados são 
1, 1 e D, o angulo pedido A será opposto ao lado D; e por conseguinte 
será ( T r i g o n o m . rect.) 

(12) cos A = 1 — l D 2 = xx'+ yy'+ zz' 

1 + a a ' + bb' 

~ Vi + a 2 + b' x Vi + a ' 2 + ¥ 
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IVesta ultima equação deduz-se, pela relação conhecida sen = V1 —cos ' , 

V (a — a'Y+ (6 — b'Y'+ (ab1— a'b)2 

(13) sen A = v ' K 1 v A 

K i . ei tfx • 1 a'2 ; //'• 

e facilmente se obteria depois o valor de tang A. 
1.° Para deduzir os ângulos X, Y, Z, que uma recta faz com os eixos 

dos x, y e z, basta substituir nas equações precedentes, em logar de a1 e 
V, os seus valores correspondentes a cada um d'estes eixos. Querendo 
achar, por cx . , o angulo que uma recta faz com o eixo dos z, cuja po-
sição é determinada pelas equações x = O, y = O, teremos em virtude 
das equações (6'), a ' = O, ò ' = 0 . Introduzindo estes valores na formula 
(12) do n.° precedente, resulta 

,, 1 cos Z = — . 
Ki + d1+ tf 

E notando que o systema das equações (b) do mesmo n.° pode ser substi-
tuido pelo systema equivalente 

b 1 a 1 
y=—x\ z = — x, x = — y, z= —y; 

a a b o 

b 1 
acham-se por simples permutações, mudando a e b em — e — para x, 

e a e ò e m — e— para y, os valores de cos X e de cosY. 
b b 

Por este modo acharemos que os ângulos, que uma recta qualquer no 
espaço faz com os tres eixos coordenados, são determinados pelas equações 
seguintes: 

Y a 
COS A = . 

K l + a 2 + tf 

( u ) cos Y = 
K l + a

2 + tf 

1 
.l.i, b 

cos Z = -
x + a2-{- tf 

U E M 1 E E 

"M. 
iOfil 

y*. 
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2.° As equações (14) são lambera os valores dos senos dos angulo9 
que a recta faz com os planos dos yz, xz e xy; pois que estes ângulos 
são visivelmente complementos de X, Y e Z. 

3.° Sommando os quadrados das equações (14 ) , vem a relação 

(15 ) cos2 X -h cos2 Y + cos2 Z = I. 

As equações (14 ) e ( 1 5 ) fazem ver, que podemos sempre tirar no espaço 
uma recta, que forme com dous dos eixos coordenados, os dos x e dos y 
por ex. , ângulos arbilrarios X e Y ; porém o terceiro Z fica então deter-
minado. 

4 .° Tomemos um comprimento qualqíier MN (fig. 33 ) sobre uma re-
cta no espaço, que fez os ângulos X, Ye Z com os eixos coordenados, 
e projectemos o mesmo comprimento sobre os x e os y. 

As projecções serão 

BC = M N . cos X , e MN cos Y . 

Porém mn, ou MP, é a projecção de MN sobre o plano xy, e por con-
seguinte é mn = M N s e n Z . Projectando de novo mn sobre os x e os y, 
as projecções serão 

BC = mncosO, e mn sen O, 

sendo O o angulo que mn faz com os x. Substituindo depois nestas equa-
ções por mn o seu valor precedente, vem 

BC = MN sen Z cos 6, e MN sen Z sen Ô. 

Egualando finalmente os dous valores das mesmas projecções, resulta 

(16 ) cos X = sen Z cos 6, cos Y = sen Z sen 0. 

Assim, em vez de determinar a direcção de uma linha no espaço por 
meio dos tres ângulos X, Y, Z, que ella faz com os tres e ixos: basta que 
seja dado o angulo que ella faz com a sua projecção sobre o plano dos 
xy (que é o complemento do angulo Z ) ; e o angulo 0 que esta projecção 
foz com o eixo dos X; e reciprocamente. 
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Sommando os quadrados das duas equações (16) , vem 

eos'- X + cos2 Y = s e n 2 Z = I - cos 2 Z, 

relação que já tínhamos obtido (3.°). 
5.° Sommando os valores dos productos cos X cos X' , cos Y cos Y ' , 

cos Z cos Z', dados pelas formulas, e comparando a somma com a equa-
ção, (12) acha-se a relação 

(17 ) cos A = cos X cos X ' + cos Y cos Y ' + c o s Z cos Z', 

por meio da qual se exprime o valor do angulo, qire fazem duas rectas 
no espaço, em funcção do angulo que cada uma d'ellas faz com os tres 
eixos. 

6 .° Se as duas rectas forem perpendiculares, será cos A = O, e esta 
condição será expressa por qualquer das relações seguintes 

(18 ) l + a a ' + 6 6 ' = 0 , 

(19 ) cos X cos X ' + cos Y cos Y ' + c o s Z cos Z ' = 0 . 

179 . Achar o angulo O de dous planos, dados pelas suas equações 

z = Aa:-f-lJ)/ + C, z = Mx H- B'y H- C'. 

Se da origem abaixarmos perpendiculares sobre os dous planos, o angulo 
feito por estas linhas será egual ao dos planos. Sendo pois 

X = az, y = bz, x = a'z, y = b'z, 

as equações de duas rectas que passam pela origem, para que estas re-
ctas sejam respectivamente perpendiculares aos dous planos, ó necessário 
que sejam (n.° 174 ) 

A + a = 0 , B + 6 = 0 ; A ' + a1= O, B ' + b'= 0 . 

Logo as equações das perpendiculares serão 

x + Az = O, y + Bz = O, ÍC + A ' Z = 0 , T/ + B'z = 0 ; 
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e o coseno do angulo d'estas rectas, que é o dos dous planos, será (n.° 178) 

1 + A A ' + B B ' 
(20) cos Ô = 

K l + A 1 + B a K i + A ' 2 + B'2 

1.° Se fizermos tomar ao 2.° plano a situação dos yx, a sua equação 
tornar-se-ha em s = 0; 6 necessário por tanto, que na equação (20 ) se 
faça A ' = B ' = C ' = O, a fim de obtermos o angulo V que um plano faz 
com o dos xy. Por meio de simples permutações, como no n.° 178 , ob-
teremos os ângulos T e U, que o mesmo plano faz com os xz, e yz. Por 
conseguinte 

/ cos I K 
K l 4-A aH- B 2 

Í-. 

(21) / c o s T = . 

K l + A + B 2 

1 \cos V = — . K l + A 2 + B 2 V 

IVestas equações deduzem-se as relações 

( 2 2 ) cos2 T + cos2 U + cos2 V = I , 

( 2 3 ) cos 9 = cos T cos T ' + cos U cos U ' + cos V cos V'. 

A ultima dá-nos o angulo dos dous planos em funcção dos ângulos que 
cada um d'elles faz respectivamente com os tres planos coordenados. 

2 . 0 Se os dous planos forem perpendiculares, será cos O = O, e esta 
condição será expressa por qualquer das duas relações seguintes: 

( 2 4 ) 1 + A A ' + B B ' = 0 , 

i'25) co T cos T ' + cos U cos U ' + cos V cos V ' = 0 . 

1 8 0 . Acliar o angulo r, de uma recta e de um plano. 
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Sejam s = AxH- By -h C, e x = az-{-a, y = bz-f-ji, 

as equações do plano e da recta. O angulo pedido 6 egual ao que a recta 
faz com a sua projecção sobre o plano ( G e ó m e t r . ) ; conseguintemente, 
se de um ponto da recta abaixarmos uma perpendicular sobre o mesmo 
plano, o angulo d'estas duas linhas será complemento do angulo 71. 

Tiremos pois pela origem uma recta qualquer x = a'z, y = b'z; para 
que elIa seja perpendicular ao plano, é necessário (n.° 1 7 4 ) , que seja 
a ' = — A, ft'=— B. O coseno do angulo que ella fórma com a linha 
dada, sendo egual a sen-/i, teremos (n.° 1 7 8 ) 

1 - A a - B f t 
(26 ) sen •/) = 

V \ + a
2 + ò 2 x K l + A ' + B 2 

D'aqui facilmente se conclue, como no n.° 1 7 9 , que os ângulos que a 
recta fórma com os planos coordenados yz, xz e xy, tem por senos respe-
ctivos 

a b 1 

V \ + a
2 + f t 2 V \ + a

a + ò 2 V \ + a 2 + f t 2 

o que concorda com o que já vimos (n.° 1 7 8 , 2 .° ) . 
1 8 1 . Se a recta for parallela ao plano, sendo então s e n - / ) = = 0 , esta 

condição será expressa pela relação 

(27) 1 — A a - B f t = O. 

Transformação «1c coordenadas 

1 8 2 . Passar de um systema de coordenadas para outro de coordena-
das parallelas ás primeiras com a origem em um ponto differente (a, J3, y) . 

Veremos pois um raciocínio similhante ao que empregámos no n.° 4 3 , 
que deve fazer-se 

x = x'+a, j/ = J/'+(3, z = 
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É necessário advertir ainda, que ás coordenadas da nova origem a, |3, y 
devem dar-se os valores e os signaes convenientes á sua posição. Por 
exemplo, se a origem estiver no plano dos xy, será y = 0; se estiver no 
eixo dos z negativos, a e 3 seiào nullos, e y será negativo. 

1 8 3 . Mudar a direcção dos eixos, lmaginem-se (íig. 16) tres novos 
e ixos Ax1, Ay', Az'; e supponbamos os eixos primitivos rectangulares, 
e estes novos eixos com uma direcção dada arbitrariamente. Tome-se um 
ponto qualquer e tirem-se as suas coordenadas x', y' e s ' . Se depois pro-
jectarmos successivamente estas coordenadas sobre os tres eixos primitivos 
dos x, dos y e dos z; cada uma das coordenadas x, y e s será, á simi-
Ihança do que se viu no n . ° 4 4 , a somma das tres projecções sobre o e ixo 
respectivo. 

Designe-se por (xx') o angulo x'Ax formado pelo e ixo dos x' e dos x; 
por (yy1) o angulo yAy1;... . e t c . : teremos 

Í
x = x cos (x'x) -f- y cos (y'x) + z' cos (z'x), 

y = x' cos ( x ' y ) + y' cos (y'y) + z' cos (z'y), 

z = x cos (x'z) + y ' cos ( i / z ) - f z ' cos ( s ' s ) . 

Como suppuzemos os eixos primitivos rectangulares, os ângulos pre-
cedentes não são inteiramente arbitrarios, por isso que devem satisfazer 
(n.° 1 7 8 , 3.°) ás relações 

í COSa ( x ' x ) + COSa (x'y) + cos2 = 1, 

(B) | cos2 (i/x) + cos2 (y'y) + cos2 (y'z) = 1, 

(cos 2 (z'x) + cos2 (z'y) + cos2 (s's) = 1. 

Fazendo, para simplificar, 

S = cos (x'x) cos (y'x) + cos (x'y) cos (y'y) + cos (x'z ) cos ( y ' z ) , 

T = cos (x'x) cos (z'x) + cos (x'y) cos (z'y) + cos (x's) cos (z'z), 

U = Cos (y'x) cos ( z 'x ) + cos (y'y) cos (z'y) + cos (y ' z ) cos (z'z), 
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teremos para exprimir os ângulos que os novos eixos fazem entre si 
(n.° 1 7 8 , 5.°) as equações 

(C ) cos (x'y') = S, cos (x'z') = T, cos {y'z') = U. 

Se as novas coordenadas forem rectangulares, teremos 

( D ) . . . S = O, T = O, U = O. 

As equações (A) , (B), (C), (D) contém os nove ângulos que os eixos 
x1, y', Z1 fazem com os x, y, z. Se quizermos sómente mudar de um 
systema de coordenadas rectangulares para outro de coordenadas de di-
recção obliqua, teremos apenas seis ângulos arbilrarios, porque as equa-
ções (B) determinam tres. 

E se, além d'isto, quizermos, que o segundo systema seja também re-
ctangular, as equações (D), que exprimem esta condição, deixarão uni -
camente tres ângulos arbitrarios. 

Com effeito o eixo dos x' faz com os x, y, z tres ângulos, dous dos 
quaes são arbitrarios, e o terceiro vem a ser determinado pela 1." das 
equações ( B ) : o eixo dos y' estaria no mesmo caso se não fosse sujeito a 
ser perpendicular aos x1; esta condição porém não deixa realmente mais 
que uma arbitraria: e como o eixo dos z', perpendicular ao plano x'y\ 
vem a ser determinado com os dados antecedentes, são por fim sómente 
tres as quantidades arbitrarias. 

Os valores de x\ y', z', deduzidos de (A) serviriam para transformar 
um systema de coordenadas obliquas noutro rectangular. E por meio das 
mesmas formulas (A), passando d'este ultimo systema para outro obli-
quo, conseguiríamos transformar um systema obliquo noutro também obli-
quo. 

Na resolução d'este problema suppuzemos que a origem das coorde-
nadas se conservou a mesma ; se quizermos porém que esta mude lambem, 
passaremos, primeiro que tudo, pelo modo indicado no n.° precedente, 
para um systema de eixos parallelos aos primeiros e que passe pela nova 
origem. 

1 8 4 . Para passar de um systema rectangular para outro systema lam-
bem rectangular, em vez de nos servirmos das formulas precedentes, que 
para a resolução do problema nos conduzem a uma eliminação as mais 
das vezes trabalhosa, podemos servir-nos das formulas seguintes, devidas 
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a Euler, por meio das quaes se exprimem immediatamente as nove con-
stantes em funeção de outras tres escolhidas da maneira seguinte: 

Tome-se um plano CAy1X1 (fig. 16) com a inclinação 0 sobre o plano 
xAy; e seja AG a intersecção d'estes planos, e CAx = *]/ o angulo, que 
AC faz com Ax. No plano CAy' determinado por 6 c tracemos dous 
eixos rectangulares Ax', Ay'; e seja C A x 7 = I p o angulo que o primeiro 
faz como o traço AC. Por este meio os novos e ixos vem a ser determina-
dos pelos ângulos Ô, ^ e ç, que, dão a inclinação do plano a/y' sobre o 
plano xy, bem como a direcção do traço AC, e a de Ax' neste plano xy' 
assim determinado. O eixo y' fórma, neste plano, com Ax' o angulo x'Ay' 
de 9 0 ° ; e o eixo z fica determinado pela condição de ser perpendicular 
a este mesmo plano. 

Tracta-se pois, a fim de transformar- os eixos, de exprimir os nove 
ângulos (x'x) , (y 'x ) , . • . ., que entram em (A), em funeção d'estas tres 
constantes Ô, <(» e <p. 

As rectas Ax, Ax' e AC formam um triedro, no qual se conhecem 
além dos dous ângulos planos <p e o angulo diedro O comprehendido 
por elles. Applicando a este caso a formula (3 , pag. 189); e fazendo 

c = (x'x), C = O. a = 41, 6 = <p, 

teremos 

cos (x'x) = cos ^ cos <p H- sen ^ sen <p cos 6. 

Operando analogamente, a respeito do anguio xAy', sobre o triedro for-
mado por AC e pelos eixos x e y' (tig. 1 7 ) ; determinaremos cos (yx')t 

advertindo que neste caso os ângulos planos são (y'x), CAI/ '= 90°+<p, 
CAX = i}>. Para obter cos(x'y) empregaremos o triedro x'ACy, conside^ 
rando os ângulos planos (x'y), CAÍ/ = 90 + I}/, e C A a / = < p . Finalmente 
para cos(y'y), tomaremos o triedro y'ACy, e os ângulos planos (y'y), 
CAy'= 9 0 ° + ij/, e CAy = 9 0 ° + <p. 

Em resultado acharemos 

cos (y'x) = — cos ^ sen o + sen <]/ cos ç cos 6, 

cos (x'y) = — sen ^ cos o + cos A sen <p cos 0, 

sen <L sen o + cos-o cos A cos 0. 
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Consideremos agora o Iriedro z' AxC (fig. 18) . O eixo Az1 faz com AC 
um angulo recto, assim como com o plano CAy1; e o angulo formado 
pelos planos xy e z'AC é de 9 0 " + 6, suppondo o plano CAy' situado para 
a parle superior do plano xy. Fazendo pois na equação (3) de pag. 189 

c= (z'x), C = 9 0 ° + 9, a = 90° , 6 = 'i, 

teremos cos (z'x) = — sen i]/ sen 6. 

Do mesmo modo o triedro z'ACy (fig. 19 ) , pondo <j> -+ 90° por <|>, dá * 

cos (z'y) = — cos ^ sen 9. 

Finalmente, sendo o angulo zAC também recto, e o angulo diedro 
zACa; '= 9 0 ° — ô , leremos no triedro zACx' (fig. 2 0 ) , 

cos (x'z) = sen © sen 9, 

d'onde cos ( y z ) = cos sen 9; 

e cos (z'z) = c o s 9. 

Temos assim determinado em funeção de 9, <p e •]/ os nove coefficientes 
de (A), os quaes, substituídos nas mesmas formulas, dão 

X = X1 (cos 9 sen ç sen t|* -t- cos <p cos ^) 
/ 

+ y' (cos 9 cos ? sen <J> — sen <p cos <{;) 

+ z' sen 9 sen 

y = x' (cos 9 sen <p cos ^ — cos <p sen <]/) 

+ y' (cos 6 cos © cos <Jf + - sen <p sen <]/) 

-H z' sen 9 cos 4/; 

z = — X1 sen 9 sen (p — y' sen 9 cos <p + z' cos 9. 
F F 

(E) 

g f o m . 
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As equações de condição (B) e (D) são também satisfeitas pelos valores 
precedentes, como facilmente se pode verificar. 

Coordenadas polares no espaço 

1 8 5 . A posição-de um ponto no espaço ficará também determinada, 
como no n.° 4 8 , quando se conhecer o seu raio vector ou a sua di -
stancia a um ponto fixo, e os ângulos que esta recta fórma com os eixos 
coordenados. 

Sejam X, Y e Z estes ângulos, e seja p o raio vector, ou a distancia 
da origem das coordenadas ao ponto ( x , y, z) que se quer determinar. 
Teremos (pag. 2 1 7 (*)) 

(F ) x = p cos X, y = p cos Y , z = p cos Z, 

formulas por meio das quaes se pode passar de um systema rectangular 
para outro polar, ou vice versa, advertindo que os ângulos X, Y, Z, estão 
ligados pela relação já obtida, n. e 1 7 8 (15 ) , 

cos2 X + cos2 Y + cos2 Z = I . 

Em vez dos ângulos X, Y e Z emprega-se muitas vezes, como já dissemos 
no n.° 1 8 8 , 4 .° , o angulo formado pelo raio vector com a sua projecção 
no plano dos xy; e o angulo O, que esta projecção faz com o eixo positivo 
dos x. Para esta transformação podemos servir-nos das formules (16 ) do 
mesmo n.°, advertindo que o angulo Z, q.ue entra nellas, se deve mudar 
em 90°—<p. Assim, sendo 

cos X = cos<p cos 9, cos Y = c o s 9 sen 6, cos Z = sen 9, 

teremos, substituindo em (F), 

(G ) x = p cos 9 cos O, «/ = p cos 9 sen O, s = p s e n 9 . 
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Uas intersecções planas 

1 8 6 . Quando da intersecção de duas superfícies resulta uma cur>a 
plana, é mais commodo, para achar as soas propriedades, referil-a a co-
ordenadas tomadas no plano I)OC (fig. 2 1 ) da curva, o qual é determi-
nado pelo angulo 6 que fórma com o plano xy, e pelo angulo J» que a 
intersecção OC d'estes planos faz com O*. Tomemos esta linha OC para 
eixo dos x'; e para eixo dos y1 a perpendicular OA, abaixada sobre OC1 

no plano secante DOC. 
Como a questão se reduz a obter em x e y' a equação da curva, re-

sultante da intersecção das superfícies; é claro que, feita a transforma-
ção (A), para referir uma d'estas superfícies aos eixos x1, y', z, bastará 
depois fazer z'= O, e ter-se-ha a sua intersecção com o plano x'Oy'. P o -
rém, neste caso tão simples, será melhor fazer z ' = 0 nas equações (A) , 
e procurar directamente os valores de cos ( x ' x ) , cos (y'x) 

Assim no triedro AOCB, em que são conhecidos os ângulos planos 
a = 41, 6 = 9 0 ° , e o angulo diedro C = 6 comprehendido por estes lados: 
temos 

cos (y'x) = sen ^ cos Ô, cos ( y ' y ) = — cos ^ cos 8. 

A l é m d'isto 
( a / ® ) = = + , (x'y) = 90°—i] / , (a:'z) = 9 0 \ 

Finalmente o plano x'Oy', que suppomos estar para a parte de cima do 
plano dos xy, faz com Oz o angulo (y'z) = 9 0 ° — 6 . Dão pois as equa-
ções (A) 

i X = OC1 cos <Jf -I-- ]/' sen <}> cos O, 

(II) <y = x'sei\ tj/ — y1 cos <]/ cos 6, 

z = y' sen 6. 

Obteríamos estes mesmos resultados servindo-nos das equações do n.° 1 8 4 . 
1 8 7 . Appliquemos as equações (H) ao cóne obliquo de base circular. 

O plano zAx (fig. 14) perpendicular ao plano secante AB1 e que passa 
pelo e ixo SC, será o dos ,(a;z): a secção AB d'estes dous planos, ou o 
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eixo da curva, corta esta no vertice A, que tomaremos para origem das 
coordenadas: o plano xAj/, parallelo á base circular do cóne, será o dos 
xy; e da sua intersecção com o cóne resultará um circulo AE, de raio r, 
que poderemos considerar como a curva directriz (n." 168 ) . Por esla 
fórma, tendo o cóne por coordenadas do vertice (a, 0, c), o eixo no 
plano xz, e a base no plano xy, a sua equação será, como no n.° citado, 

c 2
 ( x 2 + y2) + Z c ( V - U ) xz+ a (a — Zr) Zi+- Zacrz — Zc'rx = 0 . 

E como o plano AB perpendicular aos xz corta o plano xy pelo eixo Aj/, 
deveremos pôr ^ = 90° nas equações ( H ) ; d'onde resultará 

(1) x = y' cos 9, j/ = x' , z — y' sen 6 

(Z) yrí [c" cos3Ô + 2 c ( r — a) sen 0 cos 6 + ( a 2 — 2ar) sen2Ô] 

+ C2Xn+ Zcry' (a sen 9 — c cos 6) = 0 . 

Tal é a equação da curva, que pode representar todas as secções do cóne 
obliquo (excepto as parallelas á base) fazendo variar a, c, r e •>; os x' 
são contados sobre Aj/, os y' sobre AB. A discussão d'esta equação não 
involve diíliculdades (n.° 1 2 0 ) , e acham-se em resultado curvas da mesma 
especie das secções do cóne recto. 

Querendo que a secção seja um circulo, é necessário tornar eguaes, 
os coefficientes de x'2 e y'2 (n.° 1 1 5 ) ; logo 

( c 2 + 2 a r — a2) tang2 9 = 2c (r — a) tang 9. 

Tomando a primeira raiz Iaug G = 0, recairemos na equação da base AE 
do cóne. 

Querendo interpretar o outro valor de tangG, temos 

SD c ,„ c — a t a n s 9 
tang S A D = — - - - = — , tang SAB = Iang S A D — 9 = —. 0 AD a D{ ' a + c tang 0 

Substituindo por tang 9 a segunda raiz, vem, feitas as reducções, 

c a + a2c c SD 
tans SAB 

^ O , Za2r — a3+ Zc2r — AC7 2 r — a DE 
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ou tang SAB = - t a n g S E D = IangSEA. 

Por tanto ainda neste caso a secção será um circulo, quando os ângulos 
SAB, S E A , formados com as generatrizes oppostas, forem eguaes. 

O plano secante y\B comparado com o circulo AE da base, é ao que 
se chama secção subconlraria. 

Para obter as secções planas do cóne recto, basta fazer a = r na cqua-
çao (2) , do que resulta 

( 3 ) . . . yn (c2 cos2 6 — r2 sen2 9) + c V 2 + 2 c r y ' (r sen 9 — c cos 6) = O ; 

equação que se reduz á do n.° 6 9 . 
Finalmente vê-se na equação (3), que da egualdade dos dous factores 

de y'2 e x2 não pode resultar mais do que um valor para 6, sen 9 = 0; 
e com efleito, neste caso, a secção subconlraria coincide com a base. 

1 8 8 . O cylindro obliquo de base circular, situada como a do cóne de 
que acabámos de traclar, e cujo eixo se acha lambem no plano dos xz, 
tem por equação (n.° 167 ) 

(4 ) y"+ (x — a z ) 2 = 2r (x — as ) . 

Introduzindo nella os valores (1 ) , o que equival a suppor o plano secante 
perpendicular aos xz, vem 

( 5 ) . . . y'2 (cos2 9 + a2 sen2 9 — 2 a sen 9 cos 9) + a ; ' 2 = 2 r y ' (cos 9 — a sen 9). 

A secção é uma ellipse, que se reduz ao circulo: ou quando sen O = O, 
o que dá a base do cyl indro; ou quando ( a 2 — 1) tang 9 = 2a, ou 

2 a 
tang 9 = — = — Iang 2a , 

a — 1 

sendo a o angulo que o e ixo do cylindro faz com eixo dos z. Logo este 
2." valor de 9 ó o supplemenlo de 2a. 
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Snperllcics da segunda ordem 

189 . A equação mais geral do 2.° grau entre tres variaveis tem a 
fórma 

(1). . .ax2-\ by2 + Cz1JrZdxy + 2 e x z + Zfyz + gx + hy + iz = k, 

e as superfícies que representa, chamam-se de segunda ordem cm virtude 
do grau da equação. Para discutir esta, isto é, para determinar a natu-
reza e posição das superfícies que representa, convém simplifical-a trans-
formando as coordenadas, de modo que desappareçam os termos em xy, 
xz e yz. Para isso, passaremos primeiro dos eixos primitivos, que sempre 
podemos suppor rectangulares, por outros obliquos por meio das for-
mulas (A) da pag. 2 3 8 , sujeitando depois os nove ângulos que nellas 
entram ás tres condições (B)1 d'onde resultarão por fim seis arbitrarias, 
de que podemos dispor á vontade. Se egualarmos a zero os termos em 
que entram x'y', x'z' e y'z\ reduziremos as seis arbitrarias a tres. E se 
quizermos além d'isso que a direcção dos novos eixos seja também re-
ctangular, condição que é expressa pelas tres relações (D), ficará o pro-
blema determinado, por que estas relações determinarão as tres arbitrarias 
que nos restavam. 

Este calculo simplifica-se pelo processo seguinte. Sejam x=az, y=Zz, 
as equações do eixo dos x'. Fazendo, por abbreviar, 

Vt-hx -h P2 

acharemos (pag. 2 3 3 ) 

cos (x 'x) = loc, cos (x'y) = /(3, cos (x'z) = l : 

e fazendo hypotheses analogas para as equações x = <t'z, do e ixo 
dos y, e para a do eixo dos z': virá 

cos (y'x ) = 1'a.', cos (y'y) = cos (y z) = I1; 

cos (z'x) = l"7.", cos (z'y; == /''(3", cos (z'z) = l ' . 
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As equações (A), por meio das quaes se faz a transformação, tornam-se em 

/ « = W M s i - I - r « y + j ' w , 

( 2 ) I y = i [ í x ' + / ' p y - h / " p ' v , 

\z = lx' 4 - i y 4- Ir a'. 

Assim os nove ângulos do problema são substituídos pelas seis incógnitas 
a, a', a", (3, [3', (3", por isso que as equações (B) se reduzem por este 
modo a uma identidade. 

Substituamos pois estes valores de x, y e z na equação geral do 2." 
grau, e egualemos a zero os coefficienles de x'y', x'z', e y'z'. Virá 

J (aa + d[3 + e) a'-+- (da H - A? + - f ) p •4- «a + + c = 0 . . 

( 3 ) . . . | ( aa H- d(3 + e) a " + (da 4 - 6.3 4 - /-) !3"+ ea ^ + c = O. . . « V , 

( ( a a " + d | 3 " + e) a'H- (da"+6p"4- /") ea"+ / - ^ ' + c = O. . .y'z'. 

Km consequência da symetria do calculo qualquer d'estas equações se pode 
obter sem ser necessário fazer as substituições por inteiro. Ji achada uma, 
podem deduzir-se d'ella as outras duas por simples permutações. 

Eliminando a' e (3' entre a 1." e as equações x = a'z, t/ = |3'z, do 
eixo dos y', resulta a seguinte equação, que é a de um plano, 

( 4 ) . . . (aa H- d(S H- e) x H- (da H- 6[3 H- f) y + {cx-hfa + c) z = 0. 

Ora a l . a das equações (3) é a condição do desvanecimento do termo 
com x'y'; e por isso, em quanto attendermos só a esta condição, podemos 
dar a ct, a', [3, [3', os valores que quizermos, com tanto que satisfaçam 
áquella equação. Assim a equação (4), que d'ella resultou pela substitui-
ção das expressões de a' e B' tiradas das equações do eixo dos y', involve 
ainda a mesma condição; e por conseguinte, se traçarmos o eixo dos y' 
no plano determinado pela mesma equação (4) , não entrará na equação 
(1), depois de transformada, o termo em x'y'. 

Pelo mesmo theor, eliminando a" e [3" da 2." equação por meio das 
equações x = i"z, y = a"z, do eixo dos z', determinaremos um plano 
tal, que se tomarmos para eixo dos z' qualquer recta nelle traçada, ap-
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parecerá a transformada sem o termo em x'z'. Altenta porém a fórma 
das duas t . a s equações, vê-se logo que este segundo plano é o mesmo 
que o primeiro; e por conseguinte, se traçarmos nelle os eixos dos z' e 
dos y' como quizermos, o plano resultante será o dos y'z', e a transfor-
mada não lerá termos em x'y' nem em x'z'. Como a direcção d'estes eixos 
no plano é arbitraria, podemos conseguir este fim com uma infinidade 
de systemas. Em todos os casos porém, resultando na Iransformada um 
valor de x' da fórma 

- i A g - + h t + i ) 
l ( a x 2 + 6 ? 2 + c + 2<fo(3 -H 2ea + 2 / ) 5 1 '' 

equação que representa as coordenadas das extremidades das cordas pa-
rallelas; o valor 

, - ! ( ^ + ^ + i ) 
Jb • 

l ( a « 2 + 6 £ 2 + c -4- 2do$ + 2ea + 2 f t ) 

é evidentemente a equação de um plano, o qual corta todas as parallelas 
ao eixo dos x em duas partes eguaes, e que se chama por isso diame-
tral. Dando-Ihe a fórma seguinte 

(aa + dp + e) Ux'+(dy.+b$+f) + Ix'+ ; (g*+h$+i) = O; 

e substituindo nesta expressão por Ioix', Ifix', Ix', os seus valores tirados 
das equações (2), vem 

O = (aa + dí> + e)x + (da + 63 + f ) y + (<?« + / > + c ) z + j (gfa + /i.3 + t ) 

— Iy1 [(aa + d(3 + e ) « ' + (d« + 6j3 + f) j â ' + e « + + c] 

— l"z' [(aa + </£ + e) a ."+(da + 6j3 + f) | 3 " ' + e a + + c] ; 

ou, em virtude das duas primeiras equações (3), 

( 5 ) . . 0 = ( a a + d(3 + c) x + ( d a + 6 P + /") t / + ( e a + ^ + c) x + i (3« + h3 + t). 

Debaixo desta nova fórma, vé-se facilmente 11.0 172 , que o plano diame-
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Iral 6 parallelo ao plano representado pela equação (4 ) , isto 6, ao plano 
dos (t /Y) que faz desapparecer em ( 1 ) os termos em x'y' e x'z'. (*). 

Finalmente, se quizermos ainda que desappareça, o termo em t / Y , é 
necessário determinar a' e 3' por meio da 3 . a das equações por onde 
se vê que ha uma infinidade d'eixos oblíquos por meio dos quaes podem 
ser satisfeitas as condições pedidas. 

1 9 0 . Querendo porém que os x', y' e z\ sejam rectangulares, deverá 
o e ixo dos x' ser perpendicular ao plano dos t / Y , cuja equação já achá-
m o s ; ora sendo X = az, t/ = pz , as equações do e ixo dos x': a condição 
de perpendicularidade ao plano (4) será expressa (n.° 1 7 4 ) pelas equações 

(6 ) a» + dp - H e = (ea. + /"P -+- c) a , 

(7 ) da - H 6,3 - H / 1 = (ea -H fê -H e) p . 

El iminando a , entre estas equações acharemos ( « ) 

( 8 ) . . . [ ( a - b ) f e + ( f 2 - e 2 ) d ] p 

+ [(a — b) (c — b) e -H ( 2 d 1 — p - e2) e - H ( 2 c — a — b) fd] p 2 

+ [(c — a) (c — b) d -+- ( 2 e 2 — f2— d") d + (26 — a — c) fe] p 

+ (a — c) fd -H ( f - d 2 ) e = 0. 

(*) Y e j a - s e Anal. appl., de Leroy, ( 2 . c e d i t . ) n . ° 1 0 5 ; c Compl. de Geomct. 
dcscript. de S o u s a P i n t o , n.1' 3 9 . 

( « ) A e q u a ç ã o ( 7 ) , e a d i v i s ã o de (6) por (7) , d ã o 

/1¾2+ fg — 6(5 — f ax + dg + e a. 
d — eg ' da + ig + /- p ' 

d a s q u a e s se tira 

/ft* -+-cg — fc3 — a f f j 1 + qçg — «6g — tif-+- d 2 g + de — de g 2 — I 2 B 

dg — eg 2 ' d f f , ' + edg — bCfi'— cf';, ' 

GEOM. or, 
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Ksla equação do 3.° grau dá para [3 ao menos uma raiz real; a equação 
(7) dá depois oulra para a. 

Deste modo fica o e ixo dos x' determinado de maneira que vem a ser 
perpendicular ao plano z'y'\ e se desembaraça a equação dos termos em 
X1Z1 e xJy'. Resta traçar neste plano yz' eixos rectangulares Iaes1^que fa-
çam desapparecer o termo y'z\ 6 porém evidente que se pode determinar 
do mesmo modo um plano dos x'z', ao qual seja perpendicular o e ixo 
dos y1 e que faça desapparecer os termos em que entram x'y e z'y'. Mas 
como as condições pelas quaes se exprime que o eixo dos y' é perpen-
dicular a este planor são expressas também pelas equações (6) e (7) , de-
verá a mesma equação (8) do 3.° grau dar outra raiz [3', que satisfaça a 
eslas condições. O mesmo succede com o eixo dos z'. 

Logo as tres raizes da equação (8) são reaes, e são os valores de {3, 
[3', [3''. Os valores a, a', a", vem depois a deduzir-se das equações (7 ) . 

Conseguintemenle: em geral ha sempre um systema único d'eixos re-
ctangulares, que desembaraça a equação (1) dos lermos x v', x'z', y'z'; e 
este systema determina-se pelo processo do calculo que acabámos de 
expor. 

A este systema dá-se o nome de Eixos principaes de figura. 
1 9 1 . Analvsemos os casos particulares que podem apresentar-se na 

resolução da equação (8). 
I . 0 Se a equação não tiver o l . ° termo, isto é, se for 

(a — b)fe + {f2— e2)d = 0: 

sabemos que nesse caso uma das raizes [3 é infinita, bem como a, como 
se vê da equação (7) que se reduz a e a - f / ] 3 = 0. Os ângulos correspon-
dentes são rectos; um dos eixos, o dos a! por ex . , acha-se no plano xy, 

ou 

O = fi* ( , d f 2 — bef-h acf— de2) 

-+- P3 (cd/— Cfi •+• cdf— Icc — Idf-+- b°e — afd •+• d-e + ace—abe + d2e— « ') 

-+- p2 (c2d— cef— bed + bef— d f 2 -+• Ief — aed + abd— d3+ de2— acf+de2) 

H- cdf + e f 2 + adf—d2e). 

D i v i d i n d o es la ú l t i m a e q u a ç ã o por p, e r e d u z i n d o , v e m f a c i l m e n t e a e q u a ç ã o do 
t ex to . 
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e obtem-se a sua equação el iminando a e |3 por meio das equações 
X = Oiz, j/ = (3z, d'onde resulta ex-\~fy = 0. As direcções dos y' e z' 

vem a ser dadas pela equação em [5, reduzida no 2 . ° grau. 
2 . 0 Se , alóm do t . ° coelficienle, também o 2 .° for nul lo: tirando o 

valor de b da primeira d'estas duas equações de condição, e subst i tu in-
do-o na segunda, esta se reduzirá ao ultimo termo da equação ( 8 ) 

E como o coelficiente de j3 na equação (8) se deduz do de ^ 2 , mudando 
b em c, e d em e, e o mesmo acontece a respeito do l . ° e ultimo termo 
da mesma equação: segue-se que neste caso a equação (8 ) 6 uma iden-
tidade. Os systemas d'eixos que desembaraçam a equação dos termos em 
x', y' e z' são então em numero infinito. 

Kliminando as quantidades a e b das equações (6) e (7) por meio das 
duas equações de condição, acha-se que el las são o producto de /a — d, 
e de (d}{3—d) pelo factor commum eda + fd$ + fe, Estes factores são 
por tanto nullos; e el iminando a e [3 acha-se 

As duas 1 . " são as equações d'um dos e ixos ; a 3 . a é de um plano que 
lhe fica perpendicular, e no qual estão traçados os outros dous e ixos com 
direcções arbitrarias. Da intersecção d'este plano com a superfície resulta 
uma curva, na qual todos os e ixos rectangulares são principaes, e que 
por conseguinte é um circulo, única das curvas do 2 . ° grau que goza 
d'esta propriedade. Nesse caso a superfície é de revolução em volta do 
e ixo , cuja equação acabámos de achar; e como facilmente se reconhece 
transportando a origem ao centro do circulo. (V. Anriales de Math., t. II) . 

1 9 2 . A equação (1) , desembaraçada dos tres productos, toma a fórma 

Se nenhum dos coef ic ientes k, m e n for nullo, pode esta equação ficar 
ainda desembaraçada dos termos da 1." dimensão, pelo processo do n.° 
1 8 2 , que equival a uma mudança de origem das coordenadas, e tomar a 
fórma ainda mais simples 

(a — c)fd + { f — d 2)e = 0. 

fx = dz, ey = dz, edx + fdy f fez = 0. 

(9) A s 2 + mr/ 2 + n x 2 + qx + q'y + q"z = h. 

(IO) /Í-"'+ »)//" + nx''= h. 
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Sc um d'esles coefiicierites for nullo, n por exemplo , podemos desemba-
raçar, pelo mesmo processo, a equação (9) do termo constante h e das 
1 . " potencias de y e z; ficando assim a equação reduzida â fórma 

(11 ) A z 2 + my1= hx. 

Finalmente se dous dos mesmos coefficientes forem nullos, m e n por ex . , 
a equação (9) poderá reduzir-se á fórma 

( 1 2 ) Az - + - p y -+-qx = h. 

Mas se neste caso, ainda p e q forem nullos, a equação ( 1 2 ) será eviden-
temente um caso particular da equação ( 1 0 ) ; e se o não forem, será um 
caso particular da equação (11 ) . Com effeito fazendo z = 0, a equação 
( 1 2 ) , torna-se em 

py + qx = h; 

por conseguinte a intersecção da superfície com o plano dos xy é uma 
recta. Se tomarmos esta Iinba para eixo dos y, a equação não soffrerá altera-
ção no termo Az 2 ; mas será forçoso que cs termos r e s t a n t e s — p y — q x + h 
se reduzam a k'x, porque a hypothese z = 0 deve dar X = O. A equação 
da superfície reduzir-se-ha então á fórma A z 2 = A i X , que é evidentemente 
um caso particular de (11) . 

Podemos pois concluir que todas as superfícies da 2." ordem são in-
cluídas nas duas equações, 

( 1 0 ; A z 2 + » k ? / 2 + n x 2 = 7i, 

(11) A z 2 + Tiiy2=Iix. 

Se pela origem das coordenadas conduzirmos uma recta qualquer 

> x = az, y = a'z, - " 

C combinarmos a sua equação com ( 1 0 ) , \ôr-se -ha que os pontos cm que 
a recta encontra a superfície tem as suas coordenadas respectivamente 
eguaes c de signaes contrários: d'onde se conclue, que a origem das 
mesmas coordenadas divide ao meio todas as cordas tiradas por este ponto; 



253 SUPERFÍCIES E CURVAS NO ESPAÇO 

ou, por outras palavras, que esla origem é o centro das superfícies repre-
sentadas pela equação (10). 

Procedendo do mesmo modo com a equação (11) , vê-se que os valo-
res de z não saem eguaes, em virtude do termo em que entra a variável 
no l . ° g r a u ; e que por conseguinte as superfícies representadas por esla 
equação são destituídas de centro. 

Assim podemos dividir as superfícies de 2." ordem em dous generos : 
1.° Superfícies dotadas de centro, comprehendidas na equação ( 1 0 ) ; 
2 .° Superfícies destituidas de centro, comprehendidas na equação (11) . 
Além d'isto cumpre notar, que a equação (10 ) mostra, pelo que se 

disse no n.° 1 8 9 , que os tres planos coordenados das superfícies, que re -
presenta, são diamelraes. O plano diametral que é perpendicular ás cor-
das diz-se plano diametral principal, ou simplesmente plano principal. 
Tres planos diametraes dizem-se conjugados, quando as coordenadas, que 
cada um divide ao meio, são parallelas á intersecção commum dos outros 
dous planos. Em quanto á equação ( 1 1 ) , vò-se, que só os planos dos yx 
e xz são diametraes. Estes dous planos chamam-se também conjugados, 
porque as cordas, que cada um d'elles corta ao meio, são parallelas ao 
outro. 

Posto isto, passemos a discutir especialmente cada uma das equações 
( 1 0 ) e ( 1 1 ) . 

I . ° G E I V E R O 

S U P E R F Í C I E S COM C E N T R O 

1 9 3 . Se na equação ( 1 0 ) suppuzermos n sempre positivo, as combi-
nações de signaes que admittem os outros tres coefficientes /., m e h po-
dem reduzir-sc ás tres seguintes, que dão origem a tres especies de su-
perfícies dotadas do centro: 

kz2+ my2 + nx = /I ELMPSOIDE. 

— kz2+ my2+ nx2=h HYPERBOLOIDE DE UM SÓ RAMO. 

— k z 2 + m y 2 + n x 2 = — l i . . . . H Y P E R B O L O I D E D E D O I S RAMOS. 
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Não figuramos os casos em que m é negativo, por isso que se reduziriam 
aos dous últimos de cima por uma simples inversão nos eixos. 

194 . ELLIPSOIDE. Consideremos em 1.° logar a equação, 

(a) kz2+ my2+ nx2= h. 

Como suppomos k, m e n positivos, também h o será; aliás a equação 
seria absurda e nada representaria. 

Se h Ior nullo, a equação partir-se-ha nas tres a; = O, y = O, z = O, 
e a superfície reduzir-se-ha a um ponto. 

Sendo h positivo, que é propriamente o caso, de que nos occupâmos, 
e fazendo separadamente x, y ou z nullos, ver-se-hia, que das intersecções 
dos tres planos coordenados com a superfície resultam ellipses. 

Da secção feita por qualquer plano, parallelo aos coordenados, resul-
tam também ellipses, como se veria facilmente, suppondo separadamente 
cada uma das coordenadas egual a uma constante. 

O mesmo seria fácil demonstrar a respeito de qualquer secção plana 
(n.° 1 8 6 ) . 

E por tudo isto que se deu a esta superfície o nome de Ellipsoide. 
Os comprimentos A, B, C dos tres eixos principaes, obtem-se bus-

cando as secções da superfície pelos eixos dos x, y e z, que dão 

A C 2 = h , I n B 2 = I I , « A 2 = / í . 

Eliminando k, m e n da equção (a), vem 

( 1 3 ) . . + Ç + ^ = 1 , o u A 2 B V + A 2 C Y + B 2 C V = A 1 B 2 C 2 , 

a qual 6 a equação do ellipsoide referido ao centro c aos seus Ires eixos 
principaes. Ksta superfície pode imaginar-se gerada por uma ellipse tra-
çada no plano xy, a qual se move parallelamente a si mesma, e de ma-
neira que os seus dous eixos vão variando de grandeza, sendo a curva 
obrigada ainda a correr ao longo de outra ellipse traçada no plano xz. 

Se duas das quantidades A, B, C, forem eguaes, o ellipsoide será de 
revolução. Ii se for A = B = C a superfície lornar-sc-ha cm uma esphera, 
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195 . H Y P E R R O L O I D E DE UM SÓ RAMO. Consideremos em 2." 
logar a equação 

(6) — A-aa+.t»'y9+ I i x 2 = I i . 

Se /i = 0, a equaçSo resultante 6 a de cóne, que será a respeito do Iiy-
perboloide, o mesmo que são assvmptotas relativamente á hvperbole. 
(n.° 8 7 ) . 

Se h não for nullo, fazendo separadamente x e y nullo, reconbece-se 
que das intersecções dos planos dos yz e xz com a superfície resultam 
hyperboles, nas quaes o e ixo dos z é o 2 .° eixo. 

Suppondo z egual a uma constante, vê-se que as secções parallelas ao 
plano dos xy são ellipses reaes similhantes, cujas dimensões augmentam 
com o valor numérico da constante. 

E por isso se deu a esta superfície o nome de Hyperboloide de um só 
ramo. 

Os comprimentos A, B, C V — 1 dos tres eixos principaes obtem-se 
como no n.° precedente, e a equação do hyperboloide referido ao centro 
e aos seus tres eixos principaes terá a mesma fórma que a equação ( 1 3 ) , 
unicamente com a mudança de C i em — C 2 . 

196 . H Y P E R R O L O I D E DE DOUS RAMOS. Consideremos cm 3." 
e ultimo logar a equação 

(c) Az'-+ «(!/'*+ n x ' - = li. 

Se /i = 0, a equação resultante será também a de um cóne assymptolico 
d'este hyperboloide de 2." especie. 

Quando li não é nullo, reconhece-se como no caso precedente, que 
das intersecções dos planos dos yz e dos xz com a superfície resultam 
hyperboles nas quaes o eixo dos z é o primeiro eixo. 

Suppondo z egual a uma constante, z =± ± l, a equação (c) torna-sc 
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e mostra que as secções parallelas aos xy são ellipses similhantes, que 
crescem indefinidamente com a grandeza absoluta" de l; porém que se 

tornam imaginarias quando I2 < —. D'onde resulta que este liyperboloide 
k 

tem dous ramos não contiguos, indefinidos cada um no seu sentido, 
porém separados por um intervallo em que não ha superfície. E por isso 
se lhe deu o nome de Hyperboloide de dous ramos. 

Os comprimentos A, Bi-yZT^1 C V ~ i dos tres eixos principaes detcr-
minam-se como nos n.os precedentes, e a equação do hyperboloide de 
dous ramos, referida ao centro e aos seus tres diâmetros, terá a mesma 
fórma da equação (13) , só com a mudança de B2 e C2 em — Bi e — C2 . 

1 9 7 . As equações (a), (6), (c), que acabamos de discutir, podem of-
ferecer ainda outras variedades de superfícies, suppondo nullos um ou 
alguns dos coeficientes Ic, m, n, h. Representarão eylindros de base elli-
pliea ou hyperboliea, quando forem da fórma 

kz2 4- tnj/2= h, ou Iix2— my2= Ii; 

e um systema de dous planos que se cortam, ou que são parallelos, quando 
se reduzirem a 

Iix2—my2= O, ou kx2=li. 

Como estes casos não exigem discussão especial, conlentar-nos-hemos com 
indical-os. 

<2.° G E I V E R O 

> - SUPERFÍCIES SEM CENTRO 

198 . Se na equação (11) fizermos com que Iix seja sempre positivo, 
conservando-se no 2.° membro, não poderão ser negativos ambos os ter-
mos do 1.°, porque a equação seria então absurda. Assim esta apenas 
admitte as duas combinações seguintes de signaes, que dão origem a duas 
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especies de superfícies destituídas de centro: 

kz7'-+- Tnyi= hx PARABOLOIDE ELLIPTICO. 

— k z m y 2 = h x P A R A B O L O I D E HYPERBOLICO. 

Se em Iogor de k, suppozessemos m negativo, tirariamos as mesmas con-
sequências, considerando invertido o eixo dos z no dos y. 

199 . P A R A B O L O I D E ELLIPTICO. Consideremos primeiro a super-
fície comprehendida na equação 

(d) kz2+ my2=hx. 

Fazendo separadamente z e y eguaes a zero, ver-se-ha que as secções 
feitas pelos planos xy e zx são parabolas. Se egualarmos estas mesmas 
coordenadas a quantidades constantes, concluir-se-ha que das secções pa-
rallelas áquelles planos resultam também parabolas. 

Fazendo x = 0, vê-se que a secção feita pelo plano zx determina a 
origem das coordenadas, porque a equação (d) parte-se então nas duas 
z=O, y = 0. Fazendo x egual a uma constante, vê-se que as secções 
parallelas a este ultimo plano são ellipses. 

É por isto que a superfície representada pela equação (d) se deu o 
nome de Paraboloide ellipíico. 

Como x negativo dá resultados imaginarios, segue-se que a superfície 
fica toda do lado dosa; positivos. Se m for zero, e a equação se reduzir a 

kz2= hx, 

que, segundo vimos (n.° 192) , é uma transformação da equação ( 1 1 ) ; 
teremos então uma superfície cylindrica de base parabólica. 

Os mais casos particulares que offerece a equação (d) comprehendem-
se noutros já discutidos. 

2 0 0 . P A R A B O L O I D E HYPERBOLICO. Discutindo pelo mesmo tlieor 
a equação 

w 
« b o m . 

— Iczi+ my2= hx, 
IlH 
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vê-se: que a secção feita pelo plano yz é uma parabola que fica para o 
lado dos x positivos: a do plano xz é uma parabola que fica para o lado 
dos x negativos: e a secção do plano yz representa duas rectas. 

Todas as secções parallelas ao plano xy são parabolas eguaes á prin-
cipal, mas collocadas successivamente em differentes posições. O mesmo 
diremos das secções parallelas ao plano xz. Finalmente as secções paral-
lelas ao plano zy produzem hyperboles. 

Por isso a estas superfícies se deu o nome de Paraboloide hyperbolico. 
1 0 1 . Quando nos dous casos precedentes é Zi=-O1 a equação tem a 

fórma OiZ1 ± V t f = 0 , conforme os signaes d e i e m . Em um dos casos 
é z — 0, y = 0, e a superfície reduz-se ao eixo dos x. No outro, a equa-
ção, á qual se pode dar a fórma (az -+- by) (az — by)=0, indica que 
podemos tornar nullo qualquer dos dous factores; e a superfície reduz-se 
a um systema de dous planos que se interceptam segundo o eixo dos x. 



NOTAS 

W o t a 1 ' ( p a g ; . 1 8 » ) 

A con9trucção empregada para demonstrar o theorema fundamental 
(3) (fig 2 2 ) deixa de ser a mesma quando não são menores de 9 0 ° os 
lados b1 e C1; porque se um d'estes lados é > 90 , a secante respectiva não 
encontra a tangente, mas sim o seu prolongamento; e se um dos mesmos 
lados é = 9 0 ° , a secante respectiva é parallela á tangente. 

No entretanto, sem fazermos a construcção, pode mostrar-se que, ainda 
nos casos mencionados, tem logar o theorema (3) . 

I. Se b'< 9 0 ° ; a construcção dá, como dissemos, no triangulo ABC a 
formula (3). 

II. Se b' < 9 0 ° , c' > 9 0 ° ; produzam-se BA e BC até completar em B' 
o fuso espherico BB'. No triangulo B'AC, serão: 

B'A = 1 8 0 o — c', B'AC = 1 8 0 — a , B'C = 1 8 0 — a ' ; 

e a formula (3) que tem logar para o angulo B'AC d'este triangulo, dá 

, „ cos B'C - cos AB' cos AC 
C 0 S B A C - sen AB' sen A C ' 

ou (3). 
III. Se b' > 90° , c ' > 9 0 ° ; o triangulo B'AC, relativamente ao angulo 

B1AC1 está no caso precedente (II); e por isso ainda tem logar a mesma 
demonstração. 

Ou também, produzindo os lados BA e AC até encontrarem em B' e 
C' o arco BC produzido, será no triangulo C'AB': 

B ' A C ' = a , AB — 1 9 0 — c', A C ' = 1 8 0 — 6', C ' B ' = a ' ; 

c applicando-lhe o theorema, virá a formula (3 ) . 
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IV. Se ò ' = 9 0 ° , c ' = 90° , a formula (3) dá 

Ípara o angulo a, cos a = cos a' , a = a' ) 

para os ângulos b ou c, cos 6 = 0, 6 = 9 0 ° ; cosc = 0, c = 90°) 

o que concorda com as propriedades conhecidas dos poios. 
V. Se é sómente c ' = 9 0 ° : produza-se, ou corte-se AC, até que seja 

A D = 90°. 
I . 0 Se nSo é BD = 9 0 ° ; o theorema será applicavel ao angulo D no 

triangulo C B D ; e dará 

c o s a ' — c o s Bcos CD 
cos U , 

sen BD sen CD 

que, por ser cos D = O1 se reduz a 

cos a ! = cos BD cos CD = cos a sen 6': 

e como a formula (3) applicada ao angulo a no triangulo ABC dá tam-

cos a' 
bem c o s a = -, ou c o s a ' = cos a sen b', segue-se que aquella formula 

sen b o i i 

é ainda verdadeira neste caso. 
2 .° Se é BD = 9 0 ° ; como também é AB = 90° , será B pólo de AC, 

e conseguintemente a ' = 9 0 ; logo (IV) o theorema é ainda verdadeiro 
no caso de que se tracta. 

(Vejam-se os Apontamenlos de Trigon. Esph., que se encontram tam-
bém no vol. 3 .° do jornal de Coimbra o Instituto). 

Mota 8.* (pag. 919) 

í . No triangulo ABC (fig. 2 3 ) produzam-se os seus lados, até se en-
contrarem dous a dous, e formarem os tres fusos esphericns A, A', B, B', 
C, C'. O circulo ACA'C'A será a base do hemispherio ACBA'C'; e este 
compor-se-ha dos triângulos m, n, p, q. 
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Chamando pois S = 27cr2 a superfície do hemispherio, e observando 
que, por serem 

A B ' = 1 8 0 ° — A B = A'B, C B ' = 1 9 0 o — CB = BC', B = B', 

são eguaes os triângulos AB'C, A'BC': teremos 

S = m + n + p + q = m + n + m + pi-m + q — 2 m 

= A A ' + BB' + CC' — 2 m . 

E como os fusos esphericos são proporcionaes aos seus ângulos, isto é, 

a v - ^ . S . « r - J ^ í . c c - ^ . s . 

a + b + c 
teremos A A ' + B B ' + C C ' = ^ J .S , 

1NO 

e conseguintemente 

a + 6 + c — 180° e 

m = 3 6 0 ° 

Se quizermos tomar por unidade de superfície a superfície do triangulo 
trirectangulo, que é a quarta parte do hemispherio, e por unidade d'an-
gulo o angulo recto, a expressão de m tomará a fórma 

m = a + ò + c — 2 . 

2. A superfície do triangulo vem assim expressa nos seus tres ângulos: 
mas quando os ângulos não forem dados, poderemos exprimil-os nas partes 
que forem dadas, e substituir depois essas expressões na da superfície, 
ou d'uma funcção trigonométrica d'ella. 

Por exemplo, se forem dados os lados a' e c' com o angulo compre-
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liendido b: tomando o triangulo trirectangulo por unidade de superfície, 
e o angulo recto por unidade d'angulo, teremos 

Ia-+- c b 
cot m | = tang ( — — - + - -

lans 

ta os 

a -J- c b 

2 ~ 
+ tang 

a -J- c b 
- 1 

a -J- c 
Iang - 1 

~ 2 ~ ~ p 2 

ou, em virtude da ultima analogia de Neper, e fazendo tang — t a n g — = / , 
2 2 

cot (M-
b a!— c' 

cot — c o s 1- latis — cos 
2 2 r 2 2 

a ' — c' a'-t- d 
cos cos 

cos 
a' c' a' c'( 2 6 , b\ 
— cos J- sen — sen — cos — — sen ' — ) 
2 2 2 2 \ 2 2 > 

a' c b b 
2 sen — sen — x sen — cos -—• 

2 2 2 2 

1 lang — tang rr c o s i 
2 2 1 + / cos 6 

d c l sen b 
t a n S "5" l a n S ir s e n " 

Jd Jd 

1 
Desinvolvendo em f im -m era serie ordenada segundo as potencias 

de t, será 

— m = t sen b I2 sen 2 b 
2 2 
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ou, se desprezarmos as quantidades da quarta ordem relativamente a a' e c', 

m — a' c' sen h. 9 

E porque é da segunda ordem a differença entre os senos do angulo b 
do triangulo espherico, e do angulo correspondente do triangulo rectilí-
neo, que tem os mesmos lados que o espherico, vê-se que, desprezando 
os termos da quarta ordem, a superfície do triangulo espherico é egual 
â do rectilineo. 

3. Chamando r o raio da esphera, e exprimindo as linhas trigonomé-
tricas do segundo membro da equação (3) nos comprimentos dos arcos 
respectivos, facilmente se mostra ( T r i g o n . de Legendre, appendice § V) 
que os ângulos a, b, c, d'um triangulo espherico de lados muito peque-
nos têm, desprezando os lermos da quarta ordem, com os correspondentes 
ar 6,, C1, do triangulo rectilineo, cujos lados são também a', b', c', as 
seguintes relações 

I m . . I m I m 
a < + T i-/' b = b>Jr TT IT 0-TT,- c = c Z õ 3 r 2 sen 1 " " 3 r 2 s e n l " ' 3 r ' s e n l " 

sendo m a superfície do triangulo rectilineo, que segundo o n." prece-
dente é egual à do espherico. 

O que reduz a resolução do triangulo espherico proposto á do trian-
gulo rectilineo, cujos lados são a', b, c', e cujos ângulos são ar br cr 

m 
O numero de segundos é o excesso espherico, que se reparte 

J- iSenI" 

assim egualmenle pelos tres ângulos do triangulo. 
4. Suppondo o raio da esphera infinito, e os comprimentos dos arcos 

finitos, ou suas graduações infinitesimas, o triangulo espherico torna-se 
recti l ineo; e por isso podemos, fazendo aquellas hypotheses, passar dos 
theoremas da trigonometria espherica para os correspondentes da trigo-
nometria rectilínea. 

Quando nos theoremas da trigonometria espherica entra mais de um 
lado, passando d'elles para os triângulos rectilíneos, podem apparecer ra-
zões entre as graduações dos lados; e porque estas razões podem ter um 
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limite de grandeza finita, quando se tornam infinitesimas as graduações 
entre as quaes ellas têm logar, pode apparecer um theorema correspon-
dente da trigonometria rectilínea na qual entrem lados. Mas quando nos 
theoremas da trigonometria espheriea entra só um lado, a hypothese de 
ser este infinitesimo necessariamente o faz desapparecer; e o theorema 
reduz-se para a trigonometria rectilinea a uma relação entre ângulos. 

Assim, nestas hypotheses, a formula (3) 

cos a'—cos 6 'cos c ' —2 sen 2 4 a ' + 2 s e n * j 6 ' — 2 s e n 2 J c ' — 4 s e n 2 £ 6 ' sen 2 f c ' 
c o s a = ; — = — 7 — , 

sen o' sen e sen o' sen c' 

6'2-+- c ' 2 — a'2 

dá c o s a = —— . 
26 c 

E proseguindo, pelo mesmo modo, acharíamos que os quatro theoremas 
fundamentaes de trigonometria espheriea, e as quatro analogias de Neper, 
correspondem aos quatro theoremas principaes da trigonometria rectili-
nea. (Vejam-se os já citados Apontamentos de Trigon. Espher.). 
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Equação polar «la liuha recta 

A equação da linha recta y = ax + b, 

fazendo a; — rcosf i , y = r sen 8, 

e pondo a = c o t í , — 6 s e n i = c, 

transforma-se na polar r cos (6 + i) = c. 

i é o angulo que a recta faz com o eixo dos y. 
I.0 G + i = 90 dá r = oo . A direcção do raio vector faz então um 

angulo infmitesimo com a da recta. E para ângulos 8 menores que 
90 — i o raio vector encontra a recta na direcção opposta. 

2 .° 8 = 9 0 ° dá r = = 6, correspondente ao ponto onde a 

sen t 

recta corta o eixo dos y. 

c b 3.° 8 = 180° dá r —, correspondente ao ponto onde a cos i a 

recta corta o eixo dos x. 
4.° 8 = 1 8 0 ° — i corresponde ao minimo valor r = ò s e n i , que é a 

perpendicular abaixada da origem sobre a recta. 

GEOM. Il 
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Erratas principaes 

Paginas Linhas Erros Emendas 

5 9 + ( a — b1) h + i(a-b')h 
7 2 1 3 , 1 3 1 0 3 1 9 3 , 1 4 1 0 3 1 9 

ÍO 6 p o l y g o n o p o l y n o m i o 

1 9 2 1 -t- Vt
7PljT W2 + p 2 + n»2 

2 4 1 9 ( f ig . 2 0 ) ( f ig- 8 ) 
2 5 1 6 C K " = A C C K - A C 

» 2 2 ( f l g . 2 2 ) ( f i g . 2 3 ) 
2 9 1 4 fc*— 3 rh A 2 — 3 rh 
4 8 4 n . ° 3 9 

ex 
n . ° 3 3 

CX 
6 3 1 5 a 

a 
a 

a 
8 4 8 flg. 9 8 fig. 9 9 
8 6 3 e i x o d o d o e i x o d o s 
8 8 6 a G F a G F ( f i g . 4 9 ) 
9 5 2 1 C a ' = a N C a ' + a N 
9 8 2 0 ( f lg . 6 1 e 6 2 ) ( f i g . 6 1 e 6 3 ) 
9 9 . 6 E ' - + - . . . . E ' = . . . . 

1 0 3 p e n ú l t i m a c o m C B c o m C A 
1 1 4 1 4 ( v e j . fig. 7 0 ) ( v e j . fig. 7 1 ) 
1 1 7 1 1 — 4 A C m — 4 A C = m 
1 2 0 2 1 \j—1x' y"=2x' 
1 3 1 2 0 e*d2— 4aF e d2— 4 a F 
1 3 3 1 5 = A a = B x 

1 3 4 3 s u b . (A + C) + V. [ A + C + V ] 
1 4 3 2 equação (1) equação (3) 
1 5 3 1 2 o ' = = a ' = — 
1 7 0 3 = ax = a * 
1 7 2 1 2 a A D a A E 

1 7 6 leia-se: A 
(x— „„).. • ( ® - « f l _ i ) ( « — s + i ) 

1 7 6 leia-se: A 
" ( « „ - « . ) • • • ( « „ — * „ _ i ) ( « „ — % + i ) 

1 7 7 a n t e p e n ú l t i m a {x~h*) + (y 
2 0 0 1 7 s e g m e n t a s s e g m e n t o s 

» 1 9 D = 9 + 8' C = 3 + - « ' 
» 2 6 p o r m e i o d a e q . (e) p o r m e i o d a e q . ( s ) 

2 0 í 2 5 (e ) dá (a) (c) dá a 



Pag inas Linhas Er ros 

OAA 1 2 
t a n g ~ ( a — l ) t a n g i ( A - B ) 

AVT 1 2 
t a n g i ( o + 6 ) t a n g J I A + A ) 

2 0 7 1 3 C M = 1 8 0 = | 
» 2 8 o u arco C M 

2 0 8 1 1 C B ' = C A = b 
2 1 5 3 5 s e u s p o s t o s 
2 1 7 1 8 ( f i g . 6 ) 

» 3 6 mn — M N 
» 3 7 u m l i n h a 

2 2 0 5 u m c u r v a 
2 2 3 1 1 («0 
2 3 0 1 9 (x = ax + o, * 

2 3 4 » ( f ig- 3 3 ) 
c o s [yx') 2 4 0 2 4 
( f ig- 3 3 ) 
c o s [yx') 

2 4 2 1 8 n . ° 1 8 8 . 4 . ' , 
2 4 7 2 8 y = a"x 
2 4 8 1 5 ao e i x o d o s x 
2 5 1 

» 
1 3 
1 6 

X1, y', Z1 

- («p - d) 
2 5 7 1 4 p e l o p l a n o zx 
2 5 8 2 p e l o p l a n o yz 

Emendas 

t a n g j (a—b) _ _ l a n g - j ( A - B ) 
U n g K a + 6 ) " - t a n g j ( A + B J 
C m = 1 8 0 — | 
o a r c o CM 
C A ' = C A = - 6 
s e u s p o n t o s 

(Gg. 1 1 ) 
mn = MP 
u m a l i n h a 
u m a c u r v a 
. . ..{a') 
[x = az a , 
(fig 10) 
cos (y'x) 
n . ° 1 7 8 , 4 . ° , 
V * = 
a o e i x o d o s x ' 
x'y', x'z, yx' 
(•P - d ) 
p e l o p l a n o xjr 
p e l o p l a n o xy 
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