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Arcos Log. sen, Log. cos. Log. tang. }
|
i‘A= 121°36/10"81 | 1.9302747 | 1.7193874—/ 0.2108873— |
| B= 42.15.13,66 | 1.8276379 |1 8693336 | 1.9583043 l
'C= 34.15. 2,76 | 1.7503664% |1.9172860 | +.833080% |
la=— 76.35.36,0 |1.9880008 |1.3652279 | 0.6227729 |
—  50.10.30,0 | 1.8853636 |1.8064817 | 0.0788816 ‘
c— 40. 0.10,0 |1.8080026 |1.8842463 | 1.9238564
I_ o—=— 32. 8.50,0 |1.7259905—|1.9277212 | 1.7982693— |
¢l= 72.9.0,0 |1.9785741 |1.4864674 | 0.4921067
‘ 0 =—— 43.51.16,2 |1.8406263—| 1.8579964% | 1.9826249—
|| f'= 78. 6.19,0 |1.9905733 |[1.3141076 | 0.6764656
i
FI A respeito do arco perpendicular sera
|
| v= 40.51. 3,0 |1.8156388 |1.9368787 1.8787602 |
, D BTN o]

1I. SUPERFICIES I CURVAS NO ESPACO

Principios geraes

157. Para exprimir analyticamente a posiciio no espago de um ponto

M (fig.

9), imaginem-se tres planos fixos zAz, xAy, zAy, laes que se

cortem todos no mesmo ponto A, e tenham dous a dous por interseccio
os eizos Az, Ay, Az, que para mais facilidade SUPpOTEmos por ora re=
ctangulares. Marque-se depois a distancia PM, ou s=¢, d’esle ponto &
sua projecgio P sobre um d’estes planos; e tambem esta projeccio por
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meio das coordenadas AN, AS do ponto P, ou 2=a, y==>5. As quan-
tidades dadas, ou as coordenadas a, b, ¢, sio as distancias MO, MR, MP,
do ponto M aos tres planos, e sio tambem as arestas que determinam o
parallepipedo ON.

Reflectindo que, além do angulo triedro zAxy, os outros planos co-
ordenados formam mais sete triedros, reconhecer-se-ha que a posigao do
ponto M no espaco ndo fica determinada pelas coordenadas a, b, ¢, em
quanto ndo introduzirmos as nogdes sobre os signaes (n.® 25). Para as
applicar a esle caso convencionou-se: que se considerassem negativos os
s correspondentes aos pontos que ficassem abaixo do plano zAy, pro-
duzido indefinidamente: que se considerassem negativos os x correspon-
dentes aos pontos que ficassem para a esquerda do plano zAy, do lado
a': ¢ finalmente que se considerassem tambem negativos os y correspon-
dentes aos pontos que ficassem por traz do plano sAz,

158. Succede muilas vezes que em uma questio tudo ¢ similhante a
respeilo dos tres eixos x, y, 5. Havendo entdo uma equagio X =0, re-
lativa ao eixo dos @, haveri uma similhante ¥ =0, correspondente ao
eixo dos y, e uma terceira Z=0 relativa ao eixo dos z. Ora neste caso,
as duas ultimas equagdes Y==0 ¢ Z=0 podem deduzir-se de X =0
por simples mudanca de letras. As permutagdes devem fazer-se pela se-
guinte maneira,

Poremos em X todas as quantidades relativas ao eixo dos = em logar
das quantidades analogas correspondentes ao eixo dos y; depois estas em
logar das que correspondem ao eixo z; e finalmente estas ultimas quan-
tidodes em logar das primeiras que correspondiam ao eixo dos x. Por
esta permutaclo em gyro, deduziremos Z de X; por uma segunda per-
mutacio da mesma natureza effectuada sobre Z, obteremos Y; e por
uma terceira analoga, effectuada sobre Y, recairemos eém X.

Supponhamos que temos as lres equogdes similhantes X =0, Y=0,
7 ==0, relativas aos tres eixos ¢ nas quaes além de «, y e = entram os
tres angulos «, B, ¥, que correspondem respectivamente a estas tres co=
ordenadas.

Assentaremos em uma linha, mas separadamente, as tres coordenadas
¢ os tres angulos; depois por baixo noutra linha, tambem separadamente,
mas dispostas por ordem differente, as mesmas seis quantidades, pela
forma seguinte

‘:I‘:t y- N &y ;:l'n Tn

5 &y Uy Y o, .

L]
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Feito isto substituiremos, na 1.* equagio X =0, cada uma das quanti-
dades da linha superior pela quantidade correspondente da linha inferior ;
e com esla permulagdo obteremos a 3.* equaglio Z = 0. Poremos de novo
nesta ultima, as quantidades da linha inferior em luger das que lhe cor-
respondem na linha superior, e viré a 2.* equaglio Y=0; e operando simi-
Ihantemente sobre essa equaciio, recairemos na 1. X=0, d’onde parliramos.

E com effeito, cada uma d'estas operacdes equival a uma mudanea
nos eixos das coordenadas, pela qual se fazem primeiramente girar os
eixos dos @ e dos y no seu plano, por tal modo que o eixo dos z positi-
vos vem cair sobre o eixo dos y posilivos, e este sobre o eixo dos z ne- °
gativos. Faz-se depois girar este eixo dos y positivos assim deslocado, e
o eixo dos z positivos, de maneira que o primeiro vem cair sobre o eixo
dos = positivos, e este ultimo sobre o eixo primitivo dos posilivos ;
d’onde resulta que a final cada um dos eixos das coordenadas positivas
vem occupar o logar de um dos oulros eixos das coordenadas positivas.

por isso que as equagdes relativas aos tres eixos coordenados se dedy-
zem uma das outras por simples permutacdes de letras, sem ser neces-
sario bulir nos signaes; o que nlio aconleceria, se simultancamente se
ndo permutassem pela maneira indicada as tres coordenadas, e as quan-
tidedes que respectivamente lhes correspondem.

159. Se for dada uma equagio entre as tres coordenadas, tal como
f(@, y, 3) = 0, esta equacho serd indeterminada. Se dermos a duas d’estas
variaveis quaesquer valores, z— a=AN, y==>b=PN (fig. 9), da equa-
(o proposta resullard para z, pelo menos, uma raiz z=-¢. Se esta for
real, levantaremos do ponto P sobre o plano yAz a perpendicular PM =,
e d’este modo o ponto M do espaco ficard determinado. Dando outros
valores s arbitrarias z e y, isto ¢, tomando, como se quizer, differentes
pontos P sobre o plano zAy, deduziremos da equaglio os valores corres-
pondentes de z, que determinarlo outros tantos pontos do espaco. Todos
esles pontos assim achados estardio sobre uma superficie, que serd o logar
de todos elles, quando os imaginarmos unidos por lei de continuidade.
Esta superficie sera, por exemplo, um céne, um cylindro, uma esphera ;
e assim f(z, y, 5) = O seré a equagdo da superficie, porque distingue os
seus postos de todos outros do espago.

Se = liver muitos valores reaes, a superficie terb muitos ramos OF

(+) Nio havendo em portuguez palavra propria, que exprima o mesmo que
a palavra mappe adoptada pelos geometras francezes, assentimos que a expres-
s30 ramos da superficie podia exprimir a idéa de que se tracta, estando de mais

4 mais em analogia com outra ji adoptada de ramos de curva.
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e se for imaginario, a perpendicular indefinida levantada em P sobre o’
plano ay nlio encontrard a superficie.

Se depois de havermos assignado um valor a y, lal como y = b = AS,
fizermos variar @, a ordenada PM =z mover-se-ha na direcclio SP pa-
rallela ao plano zz, e as variagdes correspondentes, por que passar, serdo
determinadas pela equagdo [ (x, b, z) =0, que serd por conseguinte a
da intersecciio da superficie pelo plano SM parallelo sos xz. Pela mesma
razio fazendo @ ==a = AN, ou s=c =AT, teremos as intersecgdes da
superficie pelos planos MN, ou OR, parallelos aos yz ou aos zy.

Fica assim evidente: que 3=0 ¢ a equaglio do plano zy; s3==c a de
um plano que lhe & parallelo & distancia ¢; @=0 a equagdo do plano
yz; z==a a do plano parallelo & distancia a; ele. -

Do triangulo rectangulo AMP resulta z*+ AP*= AM*; e como APN
dd AP*=2a"+ y°, serd, fazendo AM =R,

Logo: 1. a distancia de um ponto 4 origem das coordenadas ¢ egual &
raiz da somma dos quadrados das tres coordenadas do mesmo ponto:
2.° se x, y e 5 forem variaveis, esla equagdo caracterisarh todos os pontos
do espago, cuja distancia R & origem & a mesma; e serd por conseguinle
a equagiio da esphera, que tem o raio R, e o centro na origem das co-
ordenadas.

Sejam (fig. 10) n e m as projeccdes sobre o plano zy dos dous pon-
tos N (z, y, 2) e M (&, ¥, 5); mn seré a projec¢lio da linha MN =R,
e teremos (n.” 33)

mn'= (o — )4 (y— )"

Além d'isso a linha MP parallela a mn, formando o triangulo MNP re-
ctangulo em P, dd

MN?=MP*+ PN°=mn"*; ¢ como PN =Nn — Mm=z—z/, serd

@)oo le—=@) 4 =)'+ (5 —2)=R"

I T O N |
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sendo R a distancio enlre os pontos (x, y, z) e (2, y' =) (+). Se consi-
derarmos x, y, = como voriaveis, esta equagio serd a de uma esphera de
raio R, cujo centro est situado no ponto M (2, v/, ).

160. lmaginemos 2 superficie de um cylindro recto tendo por-base
uma curva qualquer sobre o plano zy, dada pela sua equaglo f (, y)=0.
. A perpendicular indefinida s, levantada em qualquer ponto d’esta curva
sobre o plano 2y, ¢ uma generatriz d’este solido; e por conseguinte qual-
quer valor que se dé a 5, sempre a extremidade d’esta perpendicular es-
tard sobre a superficie do cylindro.

Por conseguinte: a equagio da superficie de um cylindro recto ¢ a da
sua base, ou f(z, y)=0.

Quando a generatriz do cylindro recto for perpendicular a0 plano dos
@3z, a equacio d'esta superficie serd a da base tragada naquelle plano.

Por um raciocinio identico se prova, que a equagio de um plano, per=
pendicular a um dos planos coordenados, é a mesma que a do seu trago
sobre este plano, isto é, a da linha de interseccio dos dous planes, As-
sim, s¢ for AB==a (fig. &) a a==tang CBI, a equacio o’—az + «, LA
que ¢ a da'linha BC existente no plano zAz, serd tambem a do plano
FEBC, perpendicular a zAx, e que passa por BC.

161. Sejam M==0, N=0, us equacdes de duas quaesquer superfi-
cies, e vejamos o que resulta da sua combinaclio, .

Ficando neste caso arbitraria s6 uma das variaveis, z por ex,, este
systema de equacdes representard a serie de pontos communs a ambas as
superficies, ou por outras palavras a curva resultante da sua intersec¢do.

162, Assim, recapitulando, vé-se: que um ponlo fica determinado por
ires equagdes entre as suas tres coordenadas, x,y e z; uma superficie por :
uma so equacdo entre as tres coordenadas variaveis dos seus differentes
ponlos; e uma curva por duas equagdes, que vem a ser as das duas su-
perficies, que na sua intersecgio determinam esta linha.

Como por uma linha dada podem passar infinitas superficies, ¢ claro
que uma curva no espago pode ser dada por uma infinidade d'equagdes.

(+) Como mB, nC (fig. 10) parallelas a Ay, dio BC— 2 — 2' — 4 projeccio

de MN sobre o eixo dos z, vé-se que o comprimento de wma linha no espaco ¢ a i

rais da somma dos quadrados das suas projecoies sobre os tres eixos. y O
Temos tambem MP = MN cos NMP; logo a projeccio mn= MN_¢é o produ-

cto da linha projectada pelo coseno da inclinagio; e, reciprocamente, um linha no

espaco ¢ o quociente da sua projeccio sobre um plano, dividida pelo coseno do

angulo gue a linha faz com o mesmo plano. Estes theoremas exlendem-se lam-

bem ds areas planas situadas no €spago, como veremos adiante,

GEOM, cC
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Eliminando = entre M=0 e N==0, obtem-se uma equacio P =0
entre z ¢ y. Esla equaciio ¢ a de um cylindro recto, cuja interseccio
com qualquer das duas superficies ¢ a curva de que se tracta: e tambem
¢ a equacdo da projeccio da mesma curva sobre zy. Se em vez de z,
eliminarmos y, vé-se do mesmo modo que a equaclio resultante Q0=0,
¢ a de um cylindro recto, ou a da projecglio da curva sobre o plano xs.
Assim P=0, Q =0, sdo as equacdes de dous cylindros, que podemos
substituir 4s superficies dadas; e sdo tambem as equacdes das projeccdes
da curva, ¢ as da mesma curva. I)’onde se segue, que podemos tomar por
equagdes de uma curva as equagdes das suas projecdes sobre dous planos
coordenados.

163. Appliquemos estes principios & linha recta, Podemos tomar para -
as duas equagdes as de dous planos quaesquer, que contenham a mesma
recla ; convird porém prelerir as que appresentam resultados mais simples.
Assim & =0, y =0, que slo as equagdes dos planos yz e a2z, sio as equa-
coes do eixo dos 33 =0, 3=0, sdo as do eixo dos y; e y==0,z=0,
sio as do eixo dos #. Do mesmo modo se vé, que z = a, y =70, slo 2s
equagdes de uma recta PM (fig. 9) parallela aos =, e cujo pé P, ou in-
terseccio com o plano zy, tem por coordenadas z=—ua, y = 3. E assim
a respeito dos outros eixos.

Dada uma recla qualquer EF no espago (fig. 11 a), tiremos por
ella um plano FEBC perpendicular ao plano zz; BG seré a'sua projecgio
sobre este plano. Do mesmo modo acharemos a projeccio HG de EF so-
bre o plnnn' yz. As equacdes d’estas projeccdes, ou dos planos projectan-
les, ou

@) Ve Raes e seiees z=az +a, y=bz+B,

siio as da recta EF.

E facil de ver, que « e 3 sio as coordenadas AB e AG do ponto E,
onde a recta EF encontra o plano xy; e que a e b sio as langentes dos
- angulos formados pelas projec¢des BC e HG da mesma recta com o eixo
AZ. Eliminando z, obtem-se a equagio da projecciio sobre o plano ay,

(B ooicirsnrnsefonses .ay = bz + a3} — ba.

16%. Se a recla EF (fig. 11) passar por um ponto F (#, ¢/, '), as
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projeccdes C e H d’este ponto estardio situadas sobre as da recta logo as
equacdes da mesma recla serdo

Se a recta passar por um segundo ponto (z, y"' 5”), obteremos outras
duas equagdes similhantes, por meio das quaes e das precedentes se de-
'—g yu_#r

="

terminardo os valores de a e b, que sio @ = ——

»
g —g z2'—g!

Se a recta passar pela origem A, as equagdes serdio

Sabe-se pela Geometria, que as projéccdes de duas rectas parallelas sobre
um mesmo plano, sio parallelas; logo as equagdes d’estas rectas devem
ter os mesmos coefficientes a e b para =, e differir unicamente nos valores®
das constantes a ¢ B.

165. Se forem dadas as equagdes de duas rectas

r=az+a, y=bs+p;r=as+o, y:b’s—kﬁ}
¢ climinarmos entre ellas as coordenadas variaveis Z, Y, 3, virh uma equagio
17, PR L e (a—q’}(b——-b’)=(3—;:.’}[:a—ﬂ'},

a qual, sendo independente das mesmas variaveis, ¢ a condicdo necessaria
para que as mesmas rectas se encontrem. Se ella niio for satisfeita, as li-

nhas ndo se cortarlio; e se o for, o ponto da intersecglio terd por coor-
denadas

a—ua' B3 a'a — as' Wi —bp'
b e :'; — x:-———_r ’ y:—-ﬁ—--__
a'—a b—0b a'—a —b

Se as rectas forem parallelas, serd entdo a==a/, b=V, ¢ os valores das

coordenadas sairdo infinitos, o que indica que as mesmas rectas se nio
podem encontrar.
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Equacdes do plane, de eylindro, do eéne, ete.

166. As condigdes pelos quaes se determina a natureza de qualquer
superficie, reduzem-se sempre, em ultima analyse, & lei da sua geracdo,
a qual consisle em que um curva generalriz, de [6rma conslante ou va-
riavel, se move de certa maneira ao longo de uma ou muilas linhas da-
das, que se chamam directizes, e gera assim a superficie de que se tracta,
Para achar a equaclio da superficie gerada emprega-se um raciocinio si-
milhante ao do n,” 136; do que passamos a dar alguns exemplos, come-
¢ando pelo plano.

Um plano DC (6g. 12) pode considerar-se gerado por uma recta EF,
que, conservando-se sempre parallela a uma direcgio determinada, ¢ obri-
gada a mover-se sobre uma recta fiza. Supponhamos pois, que a genera-
triz EF, ficando sempre parallela & intersec¢io BC do plano DC com o
plano dos 2z, & obrigada, em qualquer das suas posicdes, a encontrar
sempre a intersecclo BD do mesmo plano DC com o plano dos yz, a qual
& nesle caso a dirvectiz. Para achor a equagio do plano ¢ necessario ex-
primir analyticamente estas duas condicdes,

As duas seccies BC e BD encontrando-se em B no eixo dos 3, tem
por equacdes, fazendo AB=C,

BG5S 32 y=20, s— Az + C,
BD.........w=D0, SaaBy A C.vicnn s .. (1)
Como a linha EF, em qualquer das suas posicdes, deve ser sempre
parallela a BC, o plano projectante EHIF serb parallelo a zz, e Il a Az.

A projeccdo de EF sobre o plano sz tambem serd parallela a BC. Assim
as equagdes de EF serlio

Eliminando z, y, = entre estas ullimas equacdes, e as equagdes (1)
da directriz, obtem-se a equaglo
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a qual, pelo que fica dicto (n." 165), & a equagio de condigiio para que
@ generatriz tenha, em todas as suas posicdes, um ponto commum com a
directriz fixa.

Se dermos pois a « e 3 valores que satisfacam 4 ultima equaglo (3),
e 08 substituirmos em (2), estas serdo as de generatriz em uma das suas
posicdes. Se nas equagdes (2) substituirmos o valor (3) de &, estas equa-
coes serdo as de uma generatriz qualquer, cuja posicio dependers do
valor arbitrario que se der a «. E finalmente, se entre as equacdes (2) e
(3) eliminarmos o e 3, a equacdo resultante

s=Ra By . o ()

sendo independente d’aquellas quantidades, seré a do plano; por isso que
entdo &, y, = representam as coordenadas de uma generatriz qualquer,
de que o plano & o logar geometrico.

Da analyse da equacdo do plano se vé: 1.° que C represents a coor-
denada z inicial, ou AB: 2.° que A e B representam as tangentes dos
angulos, que fazem com os eixos dos x e dos = os trages BC e BD do
plano sobre os dos 2z e dos ys: 3.° que se fizermos variar C sémente,
o plano se movera parallelamente, por isso que 08 tragos successivos so
conservam parallelos.

Conclue-se tambem do que fica exposto: .

1.° Que toda a equacio do 1.° grau a tres variaveis ¢ a de um plano,
porque pode sempre reduzir-se & forma (4).

2.% Que duas equacdes quaesquer do 1.° grau a tres variaveis, sio as
de uma linha recta, resultante da interseccio dos planos representados
por aquellas equacdes.

3.” Que, sendo dada a equagio do plano, obleremos as equagdes dos
s¢us tragos com os planos dos 23, yz e 2y, fazendo nella respectivamente
y=0, 2=0, 2=0, que sio as equacdes dos mesmos planos. Assim
Az + By + C=0 ¢é a equacdo do trago do plano com o dos ay.

Podiamos ter considerado o plano gerado por uma recta qualquer no
espago obrigada a mover-se sobre outras duas, que poderiam ser os tra-
¢0s do mesmo plano com dous dos planos coordenados, Este calculo, um
pouco mais complicado, e que propomos .para exercicio, conduziria aos
mesmos resultados.

167. Por um raciocinio identico acharemos a equacio do Cylindro,
o qual pode considerar-se gerado por uma recla qualquer, que, conser-
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vando-se parallela a'si mesma, ¢ obrigadamo sew movimento a encontrar
sempre uma curva dada no espaco,
Sejam

as equacdes d’uma recta parallela & generatriz, nas quaes a e b se sup-
poe conhecidas, ¢ « e B dependentes da posicio da recta. Sejam tambem
M =0, N =0 as bquagdes da directriz. A condi¢io para que esta curva
seja encontrada sempre pela generatriz ¢ expressa (n.” 165) pela equa-
¢lio 8 = Fa, resultante da eliminagdo de &, y, 3, entre as quatro equagdes
d’estas linhas.

Se nas equacdes (a) substituirmos Fa por {, estas duas equagdes serlio
as de uma generatriz qualquer, cuja posiclio dependera do valor de a.

Se depois eliminarmos d’ellas a quantidade «, obteremos uma relacio
entre z, y e =, que terd logar para qualquer generatriz, e que serd por
conseguinte a equagio pedida. J

Logo, para achar a equagio de uma superficie cylindrica, devemos
eliminar , y e = entre as equagdes (a) e as duas M=0, N=0 da
curva directiz; depois na equacio resultante 2 ==Faz, substituir z — az
por a, e y — bz por 2. A equagdo do cylindro serd pois da forma

i)

jy—bzs=F(x~—az);..oe-...

dependendo a forma da funcclio F da natureza da directriz.

Se por ex,, a base for um circulo de raio r, tragado no plano ay,
e collocado como na fig. 14, com o diametro AE sobre o eixo dos z, e
a origem em A: as equagdes d’esta base, que se pode tomar por dire-

ctriz, serio

g4 a'=10r2, 3=0;

entre as quaes e as equacdes (a) se eliminarmos z, y, =, vird a equacdo
de condigio B°4 a’=2ru (4).

(+) Isto ¢ evidente, reflectindo, que « e [ sio as coordenadas do pé da gene-
ralriz. A mesma consideracio se fard a respeilo do cone.

Poder-se-ha achar a equacio do plano, considerando-o come um cylindro cuja
base ¢ uma rectla.

PR Y e,
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Logo
(¢ = bz)’+ (2 —az)’=2r (z —a3)........ oo ss{B)

¢ a equagdo do cylindro obliguo de base circular. As quantidades a e b
serdo determinadas pela direccdo do eixo,
Se o eixo estiver no plano z, serd b=0, e a equaglio precedente
tornar-se-ha em
¥4 (5 —az)’=2r (2 —az).
L2

Finﬂlmenle, se o ceniro do circulo estiver na origem ﬁ, sul}sliluir-sc-ha
=
por r* o 2 memhru de I:B)-

168. Sejam P P et S (a)

as equagdes da directriz de uma superficie conica, qualquer cujo vertice S
tem por coordenadas a, b, c.

A generatriz d’esta superficie ¢ obrigada a passar pelo vertice e a en-
contrar sempre no seu movimento a directriz.

A 1.* condigdo é expressa (n.° 164) pela equacio

T—a=u(s—¢), y—b=8(s—¢)........ (a").

A 27 ¢ expressa, (n.° 168) pela equagdo 3 =—Fz, resultante da elimi-
nagio de z, y, =, entre as equagdes (a') e (a").
Eliminando depois B e « por meio das equagdes (a") vird a equagio

do céne
”_“"mp(f:_“) .................. (6)

&= E R

na qual a frma de F dependers tambem da natureza da directriz, e serd
determinada quando esta o for.

Se, por ex. a base for o circulo AE (fig. 14), que podemos domar
por directriz, as suas equagdes (a'), suppondo a origem na extremidade
A do diametro, e esle coincidindo com o eixo dos z, serdo

3=0, y'42*=2rz;
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e a equacdo == Fa serd neste caso

(@ —ac)*4 (b—pe)*=2r (a — ac):
d’onde se reduz i, pe) (

(as — ex)*+ (bs — ey)"=2r (s —¢). (a5 — cx),

a qual serd a a equagio do cdne obliquo de base circular.
Se quizermos que o eixo SC esteja no plano xz, como na fig. 14, fa-
remos b =0, ¢ vird

¢ (2" + y*) + 2¢(r —a) x5 + a (a — 2r) 5°+ 2acrs — 2’rz=0.

Se o cine € reclo, poremos a = r. Mas neste caso é mais simples tomar
o eixo dos = para o eixo do céne, ¢ acha-se enldo para equagio d'esla
superficie assim disposta,

¢’ (@'+y’)=r"(z—¢)’ ou 2™} y'=m*(z2—¢)".0..n (7)

designando por m a tangente % do angulo formado pelo eixo e pela ge-

neratriz.

Se o circulo da base nlio fosse tracado no plano ay, mas em outro
inclinado sobre cste, e perpendicular aos xz, seria necessario, designando
por A a tangente do angulo que a base fizesse com o plano ay, substi-
tuir por (a') as equagdes

s=Az, 2"+ y'+ 5'=1r",

169. As superficies de revolugio podem considerar-se geradas pelo
movimento de um circulo BDC (fig. 15), o qual sendo perpendicular a
um eixo Az, conserva sempre o centro 1 sobre este eixo, e cujo raio IC
vai conlinuamenle variando, de modo que o circulo corta sempre uma
dada directriz CAB.

Como o circulo genitor deve ficar constantemente parallelo ao plano
dos xy, as suas equacdes serdio as do seu plano e do seu cylindro proje-
clante, ou, fazendo Al==§, e o raio IC=a,

s=0, '+ y=a’i........0 S ().
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Para que este circulo encontre sempre a directriz, cujas equagdes desi-
gnaremos por

MG, Wm0, 7% 57435 3 v os's B (),

& necessario, segundo temos visto, que tenha logar a equacio de condi-
¢io I («, p) =0, resullante da eliminagio de =, y, z, entre (b) e (b).

Se depois eliminarmos « e  entre esta equaciio e as equagdes (b), ob-
teremos a equagdo pedida da superficie de revolugdo, que serd de [érma

Tl S e TR, L S <R (8)

e na qual a funcgdo F dependerd ainda da netureza da curva directriz.
I. Se a directriz ¢ um circulo existente no plano zz e com o centro
na origem, as equagdes (b') serdo nesle caso

y=0, 2’4+ 5"=r*;

e a equaclio de condigdo lornar-se-ha em «’+4 B°=r", o que alids é evi-
dente. Substituindo nella os volores de « e B deduzidos de (), vird a
equagio da esphera, j& achada (n.° 159)

. R T e AL e SRR (9).

II. Se a directriz & uma parabola BAC com o vertice na origem das
coordenadas, existente no plano 2z e situada como na fig. 15, as equa-
coes da directriz serfio

y=0, &’==2ps,

d'onde se deduz a’=2p3; e por fim

I Bt Lt N PR (10)

que ¢ a equagao do paraboloide de revolugio em volta do eixo dos z.
L. Se as directrizes forem ellipses ou hyperboles, com o centro na
origem das coordenadas, acharemos pela mesma maneira que as equagdes
dos ellipsoides e hyperboloides de revolugdo, cujos 1.°* eixos coincidem
com os dos z, sio
A'@ ) =B AR, ... ... 0, (11)

GEOM. nh
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sendo os signaes superiores relativos ao ellipsoide, e os inferiores ao hy-
perboloide.
1V. Se a directriz é uma recta, as suas equacdes serdo

x=—az+ A, y=bs+ B,
das quaes resulta a equagio de condiglio
(a3 + A)*+ (b3 + B)'=ad".
Eliminando « e §, vird por fim a equagio da superficic de revoluglio
o'+ y'= (a’+ b*) 5"+ 2 (Aa + Bb) s + A+ B”.

Fazendo =0, acha-se (n." 121) que a interseccio pelo plano ys
¢ uma hyperbole, e como & e y entram sempre debaixo da férma z*+ y*,
z serd funccio de #°+ y*, e por conseguinte a superficie gerada ¢é um
hyperboloide de revolugio.

Com tudo, se a recta directriz cortar o eixo dos z, as suas equacdes
serfo satisfeitas fazendo 2 =y==0, e 3=-¢, d'onde resulta A = —ac,
B = — be. Temos pois

(@4 ) (s — o=+ ¢ ...... co (80

a qual & a equacio do cdne recto (n,* 168).

Querendo a equacio de uma superficie de revolucio em volta de um
eixo com uma direccio qualquer, serd necessario ou recorrer a uma
transformaciio de coordenadas, ou tractar directamente o problema de
um modo analego ao que lemos seguido.

Problemas sohre o plano e a linha reeta

170. Cumpre adverlir aqui, como no n.° 38, que a respeito das
superficies se podem oappresentar dous generos de problemas. Ou se -
tracta de determinar os pontos de uma dada superficie que gozam de
cerlas propriedades, ou entdo de assignar & superficie uma posicio ou
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dimensdes taes, que por meio d’ellas se satisfaca a certas condi¢des. No 1.°
caso x, y e = slio as incognilas; no 2. é necessario delerminar algumas
das constantes de modo que sejam satisfeitas as condigdes do problema.
Estas condicdes devem, em todos os casos, estabelecer tanlas equagdes
distinclas quantas slo as incognitas, alids o problema seria indetermi-
nado ou absurdo. Passemns a applicar ao plano estas consideragdes geraes.

171. Achar as projeccies da intersecgdo de dous planos.

Sejam as equacdes d'estes planos

s=Az+By+C,z=Az+By+C.

Eliminando successivamente entre estas equacdes as variaveis z, z, y,
obteremos as equacdes seguintes das projecgdes da intersecgio sobre os

planos b
rdos 2y ..... (A—A)z+B—B)y4+ C—C=0
(1){dos ys..... (A'—A)z 4+ (AB'—A'Bjy+AC'—A'C=0,
dos zz..... (B’ ==B) z +(A'B—AB')z+ BC'—B'C=0.

172. Fazer passar um plano por um, dous ou tres pontos dados.

Seja a equaclo do plano z=Az + By + C.

O plano ficard determinado, ou quando A, B, C forem conhecidos, ou
quando se poderem estabelecer entre estas quantidades tres equacdes, por
meio das quaes se determinem os seus valores.

Se quizermos que o plano passe pelo ponto dado (/, ¢, z'), a sua
equaclio tornar-se-ha em z'—= A2’ 4 By'+ C. Subtrahindo pois esta ultima

equaglio da primeira, teremos a equaglio do plano que passa pelo ponto
dado,

e ST, il s—3'=A(e—a)+Bly—y)

Se quizermos, que passe por um segundo ponto (2", y”, "), teremos
3" == Aa" 4 By"+ C; e como nos falta ainda uma equagdo para poder-
mos delerminar as tres constantes arbitrarias, podemos sujeitar o plano
a passar ainda por um lerceiro ponlo, ou a satisfazer a outra condicdo.

Mas sc quizessemos por ex., que o plano além de passar pelo ponto
(#, ¥/, 3'), losse parallelo a um plano determinado z = A’z + B'a + C"

&—-——t——
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leriamos a equacio (2), e as equagdes
A=A, B=F.

173. Achar as condigies para que uma recta e um plano coincidam,
ou sejam puraﬁ'e'fos.
Sejam as equagdes do plano e da recta

s=Az+ By +C,
x=az+a, y=>bz 4 5.

Substituindo na 1.* os valores de « e y, tirados das duas ultimas, te-

remos
5(Aa+Bb—1)4 Az + B3+ C=0.

Se a recla e o plano livessem um $6 ponto commum, o valor de 5 ti-
rado d’esta equaclo seria o de uma das coordenadas d’este ponto.

Para que a recta porém coincida com o plane, é necessario que esta
ultima equagio subsisla qualquer que seja o valor de z; e por conseguinte
as equacdes de condigdo de coincidencia serdo

(3)eeseeeeiiiiAa4Bi=1, Aa + B34 C=0.

Para exprimir que a recla é sémente parallela ao plano, basta introduzir
a condighio de que, se transporlarmos parallelamente a si mesmo tanto a
recta como o plano até & origem, ahi ho-de coincidir. Mas para que este
transporle tenha logar & necessario suppor nullos nas equacdes precedentes
@ g e G; logo a candlg‘aa de parallelismo reduz-se & equagio

¢ TR O v 8 S R

174, Exprimir que uma recta ¢ perpendicular a wm ;!.-nm

Se projeclarmos a recta sobre o plano dos ay, o plano projectante
serd perpendicular ao plano dado e ao dos ay; estes dous ultimos terdo pois
por intersecclio uma perpendicular ao plano projectante, e por conseguinte
4 projeccho da recta sobre o plano dos @y, Loge, quando uma linha for
perpendicular a um plane, os tragos d'este plano e as projecpdes da recta
sobre os planos caordenados [ardoe respectivamente angulos rectos.
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Posto isto, servindo-nos das mesmas equacdes do plano e da linha
recta do n.® precedente, as equagdes dos tragos do plano sobre zz e yz,
seriio

s=Az ¥+ C, :-—:By—j—('.

ou

t
-e

= -
=o

- C a—
-~ A‘y——

| -

e as condicdes de perpendicularidade d’estes tragos com as projeccdes da
recla, dardo (n.° 31, equacio 7)

(8).receeasnnnsnesshA+a=0,B4b=0.

Estas equacdes determinam duas das constantes do plano, ou da recta que
Ihe ¢ perpendicular. As outras constantes devem ser dadas, ou sujeilas a
outras condicdes,

175. Querendo tirar um plano perpendicular & recta dada, a equagio
do phmu serd pelo n.° precedente,

(6)evecnceccncnens. .5+ az+by=C.

Se designarmos por « e ? as coordenadas do ponto onde a recla encon-
tra o plano a2y, uma esphera, cujo centro esleja neste ponto, terd por
equacio (n.” 159)

(Meenereninenen(@—0a)4 (y=—3)"4 2'==r"

As equagies (6) e (7) sdo pois as de um circulo cujo plano ¢ perpendi-
cular d recta dada. O raio d’esle circulo e a sua posicio abseluta de-
pendem de r e de C.

Sejam M =0, N==0, as equagdes de uma curva. Para que esta en-
contre o circulo de que acabimos de tractar, é necessario que possam
coexistir as qualro equagdes precedentes, Eliminando entre ellos as va-
riaveis x, y e 3, vem uma equacdo de condicio r=F(C), va qual re-
pondo por r e C os seus valores tirados de (7) e (6), vem a equagiio

(8Y...... . Flz =)+ l4—1) "4 Fl(z4az1 by
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que ¢ a da superficie gerada pela revoluglio da curva dada em volta da
recla.

176. Se pelo conlrario quizermos tirar uma recta que seja perpendi-
cular a um plano dado, e que passe por um dado ponto (x', y', 2'), te-
remos (n.° 174) para delerminal-a as seguintes equagdes

(9)- -+ .a—a'+ A(s—) =0, y—y'+B s —=) =0.

Por meio d'estas duas equagdes & facil achar a distancia do ponto ao
plano; por quanto pondo

L—=C—z'+Az'+ By';
dando & equaciio do plano a férma -
(@...00000.3—s'=A(z—2)+Bly—y)+L;

e eliminando depois as coordenadas z, y e z do pé da perpendicular, en-
tre as equagdes (9) e (a): resulta finalmente

L — AL — BL

’

—, B e, f e Y e,
I+ A+ B i+Aa+B VYT T A8

z—z':

A distancia entre o ponto (2, ', z') e o pé da perpendicular (z, y, ),
ou por outras palavras, a distancia do ponto ae plano, serd pois (n.” 159)

G L
Vi+A*+ B

bl .

(+) Se o ponto periencer a uma recla (z==azx +a, y=="bz4p), serd

g (AatBO—1)s+Ast B +C
VisagBe :

Para que a recla seja parallela ao plano, ¢ necessario que § seja conslanle ou

Aa—Bb—1=0.
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177. Achar a distancia de um ponto a uma recta. Servindo-nos das
mesmas equacdes da recla do n.” 173, o plano perpendicular, tirado pelo
ponto dado (#, ¥/, '), tem por equagiio

() TR & a(lz—a)+bly—y)+z2—3=0.

Eliminando z, y e 5 entre a equagdo (a’) e as duas da recla, obteremos
os seguintes valores das coordenadas do ponto de encontro da recta com
o plano perpendicular,

ot iioaMisbieag o voni- v Ml ot ie M
s N ek R I T U g ST
sendo
M—=a(2'—a)+b(y—3g) + 5.

E por conseguinte concluiremos tambem (n.° 159), que a distancia P
entre os pontos (', ', z'), (x, y, 3), ou por oulras palavras, que a di-
stancia P do ponto & recta, ¢ dada pela equacio

M*
|'“‘| ....... P,-'_— P '.—3 n o S
(11) Codemeied B e o s e g ey

178. Achar o angulo A formado por duas rectas. Como pode aconle-
cer que as rectas dadas, sendo produzidas, se ndo encontrem, deve en-
tender-se, que se pede o angulo comprehendido entre duas reclas tiradas
por um mesmo ponto parallelamente ds linhas dadas.

Sejam pois as equacdes das parollelas és rectas dadas, tiradas pela origem,

@)eiceseccv=—0az,y=08s; (¥)........ z=a's, y=1b's;

tractdmos de achar A em funccio de a, b, a/, b'.

E para que coincida com elle, ¢ necessario, além d'isso que seja =0, ou
Az+B3+4+C=0.

Por ‘esla consideracio podiam tambem delerminar-se as condicdes pedidas no
n.® 173.

i e i i e
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Para isso imagine-se primeiro uma esphera, cujo centro coincida com
a origem das umnlunmlm e cujo raio seja a unidade. Obleremos as co-
ordenadas do ponto em que ella corta a recta dada pelas equagoes (b),
substituindo os valores de x e y, tirados das mesmas equagdes da esphera,
que é

$:+y..+ ;7':7 [_'

e acha-se (a*+ b°+ 1) z*=1, da qual se deduz 5, e depois = e y por

meio das mesmas equacdes (b). Para obler depois as coordenadas z', ',

y' do ponto, em que a mesma esphera corta a recta dada pelas equacdes

(), basta evidentemente mudar nos valores precedentes a e b em o’ e ¥/,
Teremos assim '

1 a b

I = —

= el e, | y: e il )
V14 b+ a® VA +a*4- b V14 a*+ b

13

1 a' v
T e —— e

lff: a1 o P J.I_--l-:ﬂ.r?b—l; ""i—‘f' i.'l”'-,‘- e

A distancia D, entre os pontos determinados por esles dous systemas de
coordenadas, serf dada pela equaciio

D= (a'— 2)*+ (y'—y)*+ (3'—3)"=2 — 2 (za'} yy'4- 52'),

por ser
&'+ Y s'=1, 2"y =1,

Figurando agora no espago o triangulo isosceles, cujos tres lados sdo
1, 1 e D, o angulo pedido A serd opposto ao lado D; e por conseguinte
serii (Trigonom. rect.)

(12)svvvvvecesstos A=1—:D’=zz'+ yy'4 53’

ey i + aad'+ 0V
VirarbxVitat s
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Vesta ultima equacio deduz-se, pela relagio conhecida sen—1"1 — cos’,

Via—a)+(b—b)'+ (ab'—ab)"

VitortxV1ta 407
e facilmente se obteria depois o valor de tang A.

1.° Para deduzir os angulos X, Y, Z, que uma recla faz com os eixds
dos z, y e 3, basta substituir pas equacdes precedentes, em logar de a' e
b/, os seus_valores correspondentes a cada um d’estes eixes. Querendo
achar, por ex., o angulo que uma recta faz com o eixo dos z, cuja po-
sicio ¢ determinada pelas equagdes x==0, y=0, teremos em virtude
das equagdes (8'), a'=0, b'==0. Introduzindo estes valores pa formula
(12) do n.® precedente, resulta
cos L= — L_

Vitat b

E notando que o systema das equagdes (b) do mesmo n.” pode ser substi-
tuido pelo systema equivalente

b 1 a |

y=;—-r; e »’E=Ehy, ki

s b 1
acham-se por simples permutagdes, mudando a ¢ b em — e — para z,
a a

caebem f;; e 7 para y, os valores de cos X e de cos Y.

Por este modo acharemos que os angulos, que uma recla qualquer no
espago faz com os tres eizos coordenados, sao determinados pelas equagies

sequintes :

cos X = - ety
7 + !12+ b'.

E s iR . b
"""" cos Y o — ——,
i+ a8

| 1
cos £ = P R ———
' Viga* b

1 GEM, _ El
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2.° As equagdes (14) sio tambem os valores dos senos dos angulos
que a recta faz com os planos dos ys, 25 e xy; pois que estes angulos
sio visivelmente complementos de X, Y e Z.

3.° Sommando os quadrados das equacdes (1%), vem a relagio

4 ¢ P creeenai€08” X4-cos’ Y 4 cos’ Z =1, N

As equagdes (14) e (15) fazem ver, que podemos sempre Lirar no espago
uma recta, que forme com dous dos eixos coordenados, os dos = e dos y
por ex., angulos arbitrarios X e Y; porém o terceiro Z fica entio deter-
minado.

4.° Tomemos um comprimento qualqtier MN (fig. 33) sobre uma re-
cta no espago, que fez os angulos X, Y e Z com os eixos coordenados,
e projectemos o mesmo comprimento sobre os z ¢ os Y.

As projeccdes serlio

BC=MN.cos X, e MN cos Y.
Porém mn, ou MP, ¢ a projeccio de MN sobre o plano zy, e por con-
seguinte é mn==MNsen Z. Projectando de nove mn sobre os z e os Y
as projecgdes seriio

BC=mncosl, e mnsend,

sendo 0 o angulo que mn faz com os 2. Substituindo depois nestas equa-
¢des por mn o seu valor precedente, vem

BC=MNsenZcos, e MN sen Zsen .
Egualando finalmente os dous valores das mesmas projeccdes, resulta
(16).........cos X=sen Zcos0, cos Y =—sen Z sen 0.

Assim, em vez de determinar a direccdo de uma linha no espago por
meio dos tres angulos X, Y, Z, que ella faz com os tres eixos: basta que
seja dado o angulo que ella faz com a sua projec¢do sobre o plano dos
ay (que ¢ o complemento do angulo Z); ¢ e angulo 6 que esla projeccio
faz com o eixo dos X; e reciprocamente.

e |
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Sommando os quadrados das duas equacdes (16), vem
cos" X + cos” ¥V =sen"Z=—1 — cos* Z,
relagio que j& tinhamos obtido (3.°).
5.° Sommando os valores dos productos cos X cos X', cos Y cos Y,
cos Z cos 7', dados pelas formulas, e comparando a somma com a equa=
¢do, (12) acha-se a relagio
(17).......cos A =cos X cos X'+ cos ¥ cos Y’} cos Z cos Z,
por meio da qual se exprime o valor do angulo, que fazem duas rectas
no espago, em funcgdo do angulo que cada uma d’ellas faz com os tres
eixos.
6.° Se as duas rectas forem perpendiculares, serh cos A — 0, e esta
condigdo serd expressa por qualquer das relagdes seguintes
(IR0 il 1+ aa'+ bb'=0,
(19) s i i cos X cos X'+ cos Y cos Y'+ cos Z cos Z'= (),
179, Achar o angulo O de dous planos, dados pelas suas equagies

z=Az+ﬁy4- G, s=Az+By+C.

Se da origem abaixarmos perpendiculares sobre os dous planos, o angulo
feito por estas linhas sera egual ao dos planos, Sendo pois

x=az, y==bs, z=a's, y=1Vs,
as equagdes de duas rectas que passam pela origem, para que eslas re-
clas sejam respectivamente perpendiculares aos dous planos, ¢ necessario
que sejam (n.° 17%)
A4a=0,B+b=0; A'4a=0, B'4 =0,

Logo as equagdes das perpendiculares serdio

4+ Az=0, y+ B:=0, :.r—.f-A';:{}, y4+Bz=0:

B R SRt
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e o coseno do angulo d’estas rectas, que ¢ o dos dous planos, serh (n.° 178)

i [
e oot bd - L= S ind AP 1l ,
V14 A"+B*V1 + A"+ B*

~1.° Se fizermos tomar ao 2.° plano a situaglo dos yz, a sua equacdo
tornar-se-ha em s=0; & necessario por tanto, que na equagio (20) se
faca A'==B'=C'==0, a fim de obtermos o angulo V que um plano faz
com o dos wxy. Por meio de simples permulagdes, como no n.° 178, ob-
teremos os angulos T e U, que o mesmo plano faz com os zz, e y=. Por
conseguinte

A
VIxALB*

cos U=

D’estas equacdes deduzem-se as relagdes.
(Bt vota vos.€08" T 4 cos’ U 4-cos® V=1,
(23)..c0000n cos B == cos T cos T’ cos U cos U'+- cos V cos V'.
A ultima da-nos o angulo dos dous planos em funcglio dos angulos que .
cada um d’elles faz respectivamente com os tres planos coordenados.
2.0 S os dous planos farem perpendiculares, seré cos (=0, e esla
condicdo sera expressa por qualquer das duas relagdes seguintes:
(98).5 0 Nyl avire { + AA’+ BB'=0,
I98): ... sdaity. o co T cos T'-4- cos U cos U'~4-cos V cos V'==0.

180. Achar o angulo » de wma recta ¢ de um plano.
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Sejam z=Az+4+By+C, ¢ r=asta y=bs+5,

as equacdes do plano e da recta. O angulo pedido ¢ egual ao que a recta
faz com a sua projecgio sobre o plano (Geometr.); conseguintemente,
se de um ponto da recta abaixarmos uma perpendicular sobre o mesmo
plano, o angulo d’estas duas linhas seré complemento do angulo =.

Tiremos pois pela origem uma recta qualquer &= a's, y=0'z; para
que ella sejn perpendicular so plano, & necessario (n.” 174), que seja
a'=— A, /= —B. O coseno do angulo que ella forma com a linha
dada, sendo egual a senw, teremos (n.® 178)

{— Aa—Bb

(RB)eis. - it 2ty 4 seny=— -——————————————,
Vita'+ 02 xVI+A+ B

D’aqui facilmente se conclue, como no n.” 179, que os angulos que a
recta f6rma com os planos coordenados yz, xz e xy, tem por senos respe-

clivos
a b 1

L4

g a‘-{——b; V1 +a*+ VT + a4+ b

o que concorda com o que ja vimos (n.” 178, 2.°).
181. Se a recta for parallela ao plano, sendo entio sen n=0, esla
condiglio serd expressa pela relagio

s e 1 — Aa—Bb=0.

Transformacio de coordenadas

182. Passar de um systema de coordenadas para outro de coordena-
das parallelas ds primeiras com a origem em um ponto differente (a, 3, y).

Veremos pois um raciocinio similhante ao que empregamos no n.° 43,
que deye fazer-se

x=a'ha, y=y+ 8 s=54y
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E necessario advertir ainda, que s coordenadas da nova origem g, B, 1
devem dar-se os valores e os signaes convenientes & sua posicio. Por
exemplo, se a origem estiver no plano dos ay, serd y=10; se esliver no
eixo dos z negativos, = e [3 serdo nullos, e y serd negalivo.

183. Mudar a direcgio dos eixos. lmaginem-se (fig. 16) tres novos
eixos Az, Ay, Az'; e supponhamos os eixos primilivos rectangulares,
e estes novos eixos com uma direcglio dada arbitrariamente. Tome-se um
ponto qualquer e tirem-se as suas coordenadas &/, y' e 5. Se depois pro-
jectarmos successivamente estas coordenadas sobre os tres eixos primitivos
dos z, dos y e dos z; cada uma das coordenadas @, y e = serd, & simi-
lhanca do que se viu no n.” &%, a somma das tres projec¢des sobre o eixo
respeclivo.

Designe-se por (zz') o angulo z'Ax formado pelo eixo dos 2’ edos z;
por (yy') o angulo yAy';. .. .etc.: teremos

x=2a'cos (2'x) 4 y cos (y'z) 4 2’ cos (z'z),
(A)evvesnn.qy=2a'cos (x'y) + y' cos (y'y) + ' cos (z'y),

z =2 cos{x'z) + y' cos (y'z) -+ 3’ cos (s'5).

Como suppuzemos os eixos primitivos rectangulares, os angulos pre-
cedentes nfio slio inteiramente arbitrarios, por isso que devem satisfazer
(n.° 178, 3.°) &s relacdes

cos” (2'x) -+ cos® (2'y) + cos® (a'z) =1,
(B).+on ... {cos® (yx) + cos® (g'y) + cos® (y'z) =1,
cos® (s'z) + cos’ (3'y) + cos® (3'z) == 1.
Fazendo, para simplificar,
S == cos (#/z) cos (y'a) + cos (x'y) cos (y'y) + cos (x'z) cos (y'),
T = cos (2'z) cos (') + cos (2'y) cos (3'y) + cos (2'3) cos (3'z),

U==cos (y'z) cos (5'z) +cos (y'y) cos (z'y) + cos (y's) cos (s'z),
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teremos para exprimir os angulos que os novos eixos fazem entre si
(n.° 178, 5.°) as equacdes

(C)........cos(a'y")==8, cos(x's) =T, cos(y's’) =TU.
Se as novas coordenadas forem rectangulares, teremos

Ot b« ciers:8=0, T=0, U=0.

As'equagdes (A), (B), (C), (D) contém os nove angulos que 0§ eixos
o, y', 3’ fazem com os z, Y, 3. Se quizermos sémente mudar de um
systema de coordenadas rectangulares para outro de coordenadas de di-
reecdo obliqua, teremos apenas seis angulos arbitrarios, porque as equa-
¢des (B) determinam tres.

E se, além d'isto, quizermos, que o segundo systema seja tambem re-
ctangular, as equagdes (D), que exprimem esta condigio, deixardo uni-
camente tres angulos arbitrarios.

Com effeito o eixo dos z' faz com os x, y, = tres angulos, dous dos
quaes sdo arbilrarios, e o terceiro vem a ser delerminado pela 1.* das
equagdes (B): o eixo dos y estaria no mesmo caso se nio fosse sujeito a
ser perpendicular aos o'; esta condiglo porém ndo deixa realmente mais
que uma arbitraria: e como o eixo dos 2, perpendicular ao plano 2y,
vem a ser delerminado com os dados antecedentes, sio por fim sémente
tres as quantidades arbitrarias,

Os valores de &/, v/, ', deduzidos de (A) serviriam para transformar
um systema de coordenadas obliquas n’outro rectangular. E por meio das
mesmas formulas (A), passando d'este ultimo systema para outro obli-
quo, conseguiriamos transformar um systema obliquo n’oulro tambem obli-
quo.

Na resolugio d'este problema suppuzemos que a origem das coorde-
nadas se conservou a mesma ; se quizermos porém que esta mude tambem,
passaremos, primeiro que tudo, pelo modo indicado no n.° precedente,
para um systema de eixos parallelos aos primeiros e que passe pela nova
origem.

18%. Para passar de um systema rectangular para outro systema tam-
bem rectangular, em ver de nos servirmos das formulas precedentes, que
para a resolucio do problema nos conduzem a uma eliminaglio as mais
das vezes trabalhoss, podemos servir-nos das formulas seguintes, devidas
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a Euler, por meio das quaes se exprimem immediatamente as nove con=
stantes em funccio de outras tres escolhidas da maneira seguinte:

Tome-se um plano CAy'z’ (fig. 16) com a inclinagdo 0 sobre o plano
xAy; e seja AC a intersecclio d'estes planos, © CAz =1 o angulo, que
AC faz com Az. No plano CAy’ determinado por 6 ¢ ¢, tracemos dous
eixos rectangulares Az’, Ay’; e seja CAx'=—¢ o angulo que o primeiro
faz como o traco AC. Por este meio 08 novos eixos vem a ser determina-
dos pelos angulos 6, ¢ e g, que, dio a inclinagio do plano o'y’ sobre o
plano zy, bem como a direcdo do trago AC, e a de Az’ neste plane 7y’
assim determinado. O eixo y' forma, neste plano, com Az’ o angulo 2'Ay’
de 90°; e o eixo 5 fica determinado pela condiclio de ser perpendicular
a este mesmo plano,

Tracta-se pois, a fim de transformar- 0s eixos, de exprimir os move
angulos (&'z), (y'a),...., que enlram em (A), em [uncglio d’estas tres
constantes 0, § e g.

As rectas Az, Az’ ¢ AC formam um triedro, no qual se conhecem
além dos dous angulos planos ¢ e ¢, o angulo diedro 0 comprehendido

por elles. Applicando a este caso a formula (3, pag. 189); e fazendo
c-——-—(.-:c’.r). C=10. a=V1, b=q,

leremos

cos ('x) = cos ¥ cos ¢ -~ sen § sen ¢ cos 6.

Operando analogamente, a respeito do anguio zAy’, sobre o triedro for-
mado por AC e pelos eixos = e y' (fig. 17); delerminaremos cos (y')s
advertindo que neste caso os angulos planos sao (y'z), CAy'=90°+ @,
CAz = {. Para obter cos (z'y) empregaremos o triedro z'ACy, conside~
rando os angulos planos (2'y), CAy=90+¢, e CAz’—g. Finalmeale
para cos (y'y), tomaremos o triedro y'ACy, ¢ os angulos planos (y'y),
CAy'=90"+¢, ¢ CAy=90"4}¢.
Em resultado acharemos

cos (y'z) == — cos § sen ¢ + sen  cos ¢ cos 6,
cos (#'y) == ——sen { cos v -- cos  sen  cos 0,

cos (y'y) =  sen{ sen ¢+ cosp cosd cos b.

—_—
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Consideremos agora o triedro s'AxzC (fig. 18). O eixo Az’ faz com AC
um angulo reclo, assim como eom o plano CAy'; e o angulo formado
pelos planos &y e s’AC ¢ de 90+ 6, suppondo o plano CAy’ situado para
a parle superior do plano zy. Fazendo pois na equagio (3) de pag. 189

= [:3‘1). ngﬂ'-{ !:', a=90"‘, b= rj.p,

leremos cos (5'x) == —sen { sen 0.
Do mesmo modo o triedro z'ACy (fig. 19), pondo ¢ —-90° por ¢, d4

cos (z'y) = — cos § sen 0.

Finalmente, sendo o angulo zAC tambem recto, e o engulo diedro
sACx'=90°— 0, teremos no triedro zACZ' (fig. 20),

cos (z'z) —sen g sen §,
d’onde cos (y's) =rcos g senf;
e cos (5'z) =cos 0.

Temos assim determinado em funccdo de 8, ¢ e ¢ os nove coefficientes
de (A), os quaes, substituidos nas mesmas formulas, dao

@=a' (cos f sen ¢ sen ¢ + cos ¢ cos §)
)
4+ y' (cos § cos P sen y — sen peos )

~+ s'senfsen ¢;

\y=2a’ (cos § sen g cos  — cos ¢ sen §)
+ y' (cos f cos g cos § — sen psen )

+ z'sen f cos;

s=—ux'senlsen p—y' senfl cos g+ =’ cos .
GEOM. FF
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As equacdes de condiglio (B) e (D) sio tambem satisfeitas pelos valores
precedentes, como facilmente se pode verificar.

Coordenadas polares ne espaceo

185. A posiclio- de um ponto no espaco ficard tambem determinada,
como no n.° 48, quando se conhecer o seu raio veclor ou a sua di-
stancia a um ponto fixo, e os angulos que esla recta forma com 08 eixos
coordenados.

Sejam X, Y e Z estes angulos, e seja p o raio vector, ou a distancia
da origem das coordenadas so ponto (@, y, =) que se quer delerminar.
Teremos (pag. 217 (+))

(F)icoecanans x=pcos X, y=pcos Y, s=—=pcosZ,

formulas por meio das quaes se pode passar de um systema rectangular
para outro polar, ou vice versa, advertindo que os angulos X, Y, Z, eslio
ligados pela relacdo ja obtida, n.” 178 (18),

cos® X 4+ cos® Y 4 cos*Z=1.

Em vez dos angulos X, Y e Z emprega-se muitas vezes, como ji dissemos
no n.° 188, £.°, o angulo formado pelo raio vector com a sua projeccio
no plano dos y; e o angulo 6, que esta projecgio faz com o eixo positivo
dos z. Para esta transformacio podemos servir-nos das formules (16) do
mesmo n.°, advertindo que o angulo Z, que entra nellas, se deve mudar
em 90°— ¢. Assim, sendo

cos X=cosgcos, cosY=—cosgsenl, cosZ=seng,

teremos, substituindo em (F),

() .%ok x=—¢cospcosh, y==pcospsenl, z=psenq.
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Das interseecaoes planas

186. Quando da intersecclio de duas superficies resulta uma curva
plana, & mais commodo, para achar as suas propriedades, referil-a a co-
ordenadas tomadas no plane DOC (fig. 21) da curva, o qual ¢ delermi-
nado pelo angulo 6 que f6rma com o plano xy, e pelo angulo § que a
intersecgio OC d’estes planos faz com Oz. Tomemos esta linha OC para
eixo dos 2'; e para eixo dos y' a perpendicular OA, abaixada sobre OC,
no plano secante DOC.

Como » questdo se reduz a obler em & e ¥ a equagdo da curva, re-
sultante da interseccdo das superficies; ¢ claro que, feita a transforma-
¢do (A). para referir uma d’eslas superficies aos eixos 2/, y', =, bastara
depois fazer =0, e ter-se-ha a sua intersecgdo com o plano 2Oy, Po-
rém, nesle caso tdo simples, serd melhor fazer z'==10 nas equacdes (A),
e procurar direclamente os valores de cos (z'z), cos (y'z).. ...

Assim no triedro AOCB, em que sio conhecidos os angulos planos
a==1y, b=90", ¢ o angulo diedro C="1 comprehendido por estes lados:
temos

cos (y'x) = sen Y cos O, cos (y'y)==— cos ¢ cos 0,

Além d'isto
(@z) =, (a'y)=90"—¢, (a's)=90".

Finalmente o plano z'Oy’, que suppomos estar para a parte de cima do
plano dos ay, faz com Oz o angulo (y's)==90°—0. Dio pois as equa-
¢oes (A)

Sz=uf cos ¢ 4y’ send cosl,

;) (RS ay=m'sen¢—y'ma¢- cos fi,
\z==y' sen .
Obteriamos estes mesmos resullados servindo-nos das equagdes do n.* 184%.
187. Appliquemos as equacdes (H) ao céne obliquo de base circular.

O plane zAz (fig. 14) perpendicular ao plano secante AB, e que passa
pelo eixo SC, sera o dos (@3): a seccdo AB d'estes dous planos, ou o

..
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eizo da curva, corta esla no vertice A, que tomaremos para origem das
coordenadas: o plano xAy, parallelo & base circulor do céne, sera o dos
xy; e da sua inlersec¢lio com o céne resullard um circulo AE, de raio r,
que poderemos considerar como a curva directriz (n.” 168). Por esta
forma, tendo o cone por coordenadas do vertice (a, 0, ¢), o €ixo no
plano @z, e a base no plano 2y, a sua equaglo serd, como no n.° citado,

¢’ (24 y*) + 2¢ (r —a) 2z 4+ a (a — 2r) 2"+ 2acrz — 2¢’rz =0,

E como o plano AB perpendicular aos zz corla o plano zy pelo eixo Ay,
deveremos por ¢ =90° nas equacdes (H); d'onde resultard

Pl Innas x=—1y'cosh, y==a', z=y'senb
Yy ¥ |
R ..y [¢" c0s +2¢ (r — @) sen § cos § 4 (a"— 2ar) sen” 0]
+ ¢*2"+ 2ery’ (asen b — ¢ cos §) =0,

Tal ¢ a equaclio da curva, que pode representar todas as secgdes do céne
obliquo (excepto as porallelas & base) fazendo variar a, ¢, r e 4; os &'
sdo contados sobre Ay, os y' sobre AB. A discussio d’esta equacio nio
involve difficuldades (n.” 120), e acham-se em resultado curves da mesma
especie das seccdes do cone reclo,

Querendo que a seccdo seja um circulo, é necessario tormar eguaes,
os coefficientes de 2™ e y'* (n.° 115); logo

(¢*+ 2ar — a®) tang® 6 =2¢ (r — a) lang 6.

Tomando a primeira raiz lang 6 =0, recairemos na equacio da base AE
do céne.
Querendo interpretar o outro valor de tang 0, temos

SD e ¢c— alongf
i _— T — 1 - g - T S st alanc
tang SAD AD 2’ ang SAB = tang (SAD B) a -+ ¢lang 0

Substituindo por tang 6 a segunda raiz, vem, feilas as reducgdes,

tang SAB ¢'+ a’c [ & SD
B RAR S a4 2% —ac® 2r—a  DE’
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ou tang SAB = — tang SED = tang SEA.

Por tanto ainda neste caso a seceio serd um circulo, quando os angulos
SAB, SEA, formados com as generatrizes oppostas, forem eguaes.

0 plano secante yAB comparado com o circulo AE da base, € ao que
se chama secpdo subconiraria.

Para obter as secgdes planas do céne recto, basta fazer a =r na equa-
cao (2), do que resulla

(8). ..y (c* cos® t — r*senb) + ¢"2"+ 2ery’ (rsen b — c cos 0)=0;

equagio que se reduz & do n.° 69.

Finalmente vé-se na equagdo (3), que da egualdade dos dous factores
de y* e ™ ndo pode resultar mais do que um valor para 6, senb=0;
e com effeito, neste caso, a seccho subcontraria coincide com a base.

188. O cylindro obliquo de base circular, situada como a do cone de
que acabimos de traclar, e cujo eixo se acha tambem no plano dos xz,
tem por equagio (n.® 167)

() o s eve o'+ (& —asz)’=2r (z — a3).

Introduzindo nello os valores (1), o que equival a suppor o plano secaunte
perpendicular aos 2z, vem

(B)...y" (cos® 0 + a*sen® 6—2a sen 0 cos 0) + &= 2ry’ (cos —a sen b).

A secciio ¢ uma ellipse, que se reduz ao circulo: ou quando sen§=20,
o que dé a base do cylindro; ou quande (a*—1) tang § = 2a, ou

A B e s i LD
an _— ang =,
g a’ .l =

sendo « o angulo que o eixo do eylindro faz com eixo dos s. Logo este
2.° valor de 0 ¢ o supplemento de 2a.
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Superficies da segunda ordem

189. A equagio mais geral do 2.° grau entre tres variaveis tem a
forma

(1)...az*+ by*+ ez"+ 2day + 2exz + 2fys + gz + hy + iz =1k,

e as superficies que representa, chamamese de segunda ordem em virtude
do grau da equagdo. Para discutir esta, isto é, para determinar a patu-
reza e posicio das superficies que representa, convem simplifical-a trans-
formando as coordenadas, de modo que desapparecam os termos em ay,
x3 e ys. Para isso, passaremos primeiro dos eixos primitivos, que sempre
podemos suppor rectangulares, por outros obliquos por meio das for-
mulas (A) da pag. 238, sujeitando depois os nove angulos que nellas
entram &s tres condigdes (B), d’onde resultardo por fim seis arbitrarias,
de que podemos dispor & vontade. Se egualarmos a zero os lermos em
que entram z'y', 2z’ e y'z', reduziremos as seis arbitrarias a tres. E se’
quizermos além d’isso que a direccio dos novos eixos seja tambem re-
ctangular, condigdo que é expressa pelas Lres relagdes (D), ficard o pro-
blema determinado, por que estas relagdes determinar@io as tres arbitrarias
que nos reslavam.

Este calculo simplifica-se pelo processo seguinte. Sejam z=az, y="=1z,
o8 equacdes do eixo dos 2'. Fazendo, por abbrevier,

i
Vitatpr

=
acharemos (pag. 233)
cos (#'z)=la, cos(a'y)=1Ip, cos(z'z)=I:

e fazendo hypotheses analogas para as equagdes #—o's, y='s, do eixo
dos y', e para a do eixo dos z': vird

I

cos (y'zr)=1l'a', cos (y'y)==1pg, cos(ys)=1'3;

cos (3'm)=1"a", cos(s'y,=1I"B", cos(z'z)=1".




SUPERFICIES E CURVAS NO ESPACO 247
As equagdes (A), por meio das quaes se foz o transformagdo, tornam-se em
x =slax’ 4 l'd'y'+ I"a"7’, :
(2). dapmabanadin y=10z"+ IB'y'+1"p"z,
s=1Ix + Iy +153.

Assim os nove angulos do problema sao substituidos pelas seis incognitas
a, o, o", B, B', B", por isso que as equacdes (B) se reduzem por este
modo a uma identidade.

Substituamos pois estes valores de #, y e 3 na equagio geral do 2.°
grau, e egualemos a zero os coefficienles de 'y, x's', e y's'. Vird

(ax 4+ dB + €) o'+ (dz + BB +f)[5‘+ ex 4 B+c=0...2,
(3). .. |(aa + d3 + €} "+ (da + b3 + [)B"+ ex—+ [P +c=0.. .27,
{aa”-l-ti{i"—%- E] "l-‘+ (d:“-l-—{lﬁ"-{— nﬁr_‘__ Gd.”-i- mn+c=0_ 3 'szl_

Em consequencia da symetria do calculo qualquer d'estas equagdes se pode
obter sem ser necessario fazer as subslituigdes por inleiro. E achada uima,
podem deduzir-se d’ella as outras duas por simples permutagdes.

Eliminondo o e ' entre a 1. e as equagdes x=2a's, y==g's, do
eixo dos y', resulta a seguinte equagdo, que ¢ a de um plano,

(§). ..(ax—+dB + €)@ + (da b +[)y + (ex—+[3 +¢)z=0.

Ora a 1. das equagdes (3) é a condigdo do desvenecimento do lermo
com 2'y'; e por isso, em quanto attendermos s a esta condigdo, podemos
dar a o, o/, B, B, os valores que quizermos, com tanto que satisfagam
aquella equagdo. Assim a equaco (), que d'ella resultou pela substitui=
¢lio das expressdes de o' e &' tiradas das equagdes do eixo dos y', involve
ainda a mesma condicdo; e por conseguinte, se tracarmos o eixo dos y'
no plano determinado pela mesma equaglo (%), ndlo entrard na equaclo
(1), depois de transformada, o lermo em 'y’

Pelo mesmo theor, eliminando & e 3" da 2.* equacdo por meio das
equagdes @ ==1"3, y=2d"z, do eixo dos z', determinaremos um plano
tal, que se lomarmos para eixo dos 2’ qualquer recta nelle tragada, ap-
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parecerd a transformada sem o lermo em a'z'. Allenta porém a férma
dos duas 1.™ equagdes, vé-se logo que esle segundo plano é o mesmo .
que o primeiro; e por conseguinte, se tracarmos nelle os eixos dos =’ e
dos 4 como quizermos, o plano resultante serd o dos y'7', e a lransfor-
mada ndo lerh lermos em #'y’ nem em 2's’. Como a direcgio d'esles eixos
no plano & arbitraria, podemos conseguir este fim com uma infinidade
de systemas. Em todos os casos porém, resultando na transformada um
valor de 2’ da forma -

s — 3 (g2 + hB + 9) e
l{az*+ 03°+ ¢ + 2daf 4 2ea _'_2)«3‘— Yo 3 )

equacho que representa as coordenadas das extremidades das cordas po-
rallelas; o valor

i __—%(y! +l'||?1 +l-)
T (a2 + b3 4 ¢ + 2doB + 2ex 4 2/B)
é evidenlemente a equagio de um plano, o qual corla todas as parallelas

ao eixo dos @ em duas partes eguaes, e que se chama por isso diame-
tral. Dando-lhe a férma seguinte

(0 + dB -+ €) Ia2' - (da-+B3-+/) 182 +(eat-f3 +.0) 12+  (ga-+-hf4i) =0

e substituindo nesta expressdo por laz, I32, Iz, os seus valores tirados
das equacdes (2), vem

0=(aa+d3 +¢) @ + (da +b3 + [)y + (ea+ f3+c) s+ & (ga+ h2 +1)
— Iy’ [(a2 + dB + e) &'+ (d2 403 + [) B'+ex + B +c]
— "2 [(aa 4 dB +-¢) o' +(dat 4 08 + [) 8" 4-ea~+ [B + ¢];

ou, em virtude dos duas primeiras equagdes (3),

(8). . O=(ax + dp + ¢) @+ (da+bE+ [) y+ (ea+[B+c) 5+ § (ga+ h3 4 4).

Debaixo d'esta nova (6rma, vé-se facilmente n.° 172, que o plano diame-
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tral é parallelo ao plano representado pela equacdo (%), isto ¢, ao plano
dos (y's") que foz desapparecer em (1) os termos em 2’y e &'z’. (o).
Finalmente, se quizermos ainda que desappareca, o termo em y's', &
necessario delerminar o’ e 3’ por meio da 3.* das equagdes (2); por onde ()
se v& que ha uma infinidade d’eixos obliquos por meio dos quaes podem
ser satisleitas as condigdes pedidas.
190. Querendo porém que os &, y' e z', sejam rectangulares, deverd
o eixo dos &' ser perpendicular ao plano dos y'z', cuja equacdo ji aché-
mos ; ora sendo = az, y = {3, as equagdes do eixo dos &': a condiglo
de perpendicularidade ao plano (%) sera expressa (n.° 174) pelas equagdes

(6)..... ST Jax 4+ dB 4 e=(ex + f3 4 ¢) «,
i § RS S da—+ b3 + [ = (e + [3 + ¢) B.
Eliminando «, entre estas equacdes acharemos (+«)
(8).+.[(a—0) fe+(f*—e") d] &
+[(a —b) (¢ — b) e+ (24— [*— ¢*) e 4 (2¢ — a — b) [d] 3*
+[(c—a)(c—b)d+ (2" —[*~d")d + (2b—a—c) [e]3

+ (@ —¢)fd+ ([*—d") e=0.

(+) Veja-se Anal. appl., de Levoy, {2.° edit.) n.® 1053; ¢ Compl. de Geomet.
descript. de Sousa Pinto, n.” 39,
(+) A equagio (7). e a divisio de (6) por (7), dio

(B —ba—/ astdite o
A {3 e 1 0 A ook o L DD

I i i S T

das quaes se lira

Li"-n—-r,'! —d—f afi*+-ach— abp — af - d*g -~ de — defp*— €’
a8 — e ' dfp*+ eds — befi®— ef '

GEOM. Gl
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Esta equoclio do 3.° grau d4 para 2 ao menos uma raiz real; a equagio
(7) da depois oulra para a. 3

Deste modo fica o eixo dos 2/ determinado de maneira que vem a ser
perpendicular ao plano z'y'; e se desembaraga a equagio dos termos em
#'s' e a’y'. Resla tragar neste plano y'z' eixos rectangulares taes, que fa-
cam desapparecer o termo y's'; & porém evidente que se pode delerminar
do mesmo modo um plano dos a'z', ao qual seja perpendicular o eixo
dos y' e que faca desapparecer os lermos em que entram 2y’ e 3'y". Mas
como as condicdes pelas quaes se exprime que o eixo dos y' é perpen-
dicular a este plano, sio expressas tambem pelas equacdes (6) e (7), de-
verd a mesma equagio (8) do 3.° grau dar outra raiz 2, que salisfaca a
eslas condicdes, O mesmo succede com o eixo dos z'. ;

Logo as tres raizes da equaglio (8) sdo reaes, e sio os valores de 2,
5/, &7, Os valores , «, o, vem depois a deduzir-se das equagdes (7).

Conseguintemente: em geral ha sempre um systema unico d’eizos re-
ctangulares, que desembaraga a equacao (1) dos termos X'y, x'7, y'7'; @
este systema delermina-se pelo ‘processo do calculo’ que acabimos de
expor, +
A este systema di-se o nome de Eixzos principaes de figura.

191. Analysemos os casos particulares que podem apresentar-se na
resolugdo da equaclo (8).

1.° Se a equogdo ndo tiver o 1.° termo, isto ¢, se for

(@—b) fo+ ("— e)d=0:

sabemos que nesse caso uma das raizes @ ¢ infinita, bem como &, como
se vé da equaglio (7) que se reduz o eax - [ = 0. Os angulos correspon-
dentes siio reclos; um dos eixos, o dos ' por ex., acha-se no plano ay,

ou

o

0 ==pg* (df>*— bef + aef — de?) :
+ 8 (edf — ef* + cdf — bee — bdf +b'e —afd +d e+ ace—abe— d*e— e*)
4+ B2 (¢*d— cef — bed + bef — df* + bef — acd + abd— d°+ de* — aef +de”)
+ p{—cdf +ef*+ adf —d’¢).

Dividindo esla filtima equacio por 8, e reduzindo, vem facilmenle a equacio do
Llexto.
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¢ oblem-se a sua equacdo eliminando « e 3 por meio das equagdes
z=as, y=Ppz, d'onde resulla er + fy =0. As direccdes dos y es
vem a ser dadas pela equagdo em @, reduzidas no 2.° grou.

2.2 Se, além do 1.° coefficiente, tambem o 2.° for nullo: tirando o
valor de b da primeira d'estas duas equagdes de condiglo, e subslituin-
do-o na segunda, esta se reduzird ao ullimo termo da equagdo (8)

(a—c)fd+ ([*—d*)e=0.

E como o coefficiente de 3 na equacio (8) se deduz do de 3%, mudando
bem ¢, ¢ d em ¢, e o mesmo aconlece a respeito do 1.° e ultimo fermo
da mesma equagio: segue-se que nesle caso a equaglo (8) ¢ uma iden-
tidade. Os systemas d’eixos que desembaragam a equagdo dos termos em
a', y' e ' siio entdo em numero infinito,

Eliminando as quantidades a e b das equagdes (6) e (7) por meio das
duas equacdes de condicdo, acha-se que ellas sio o producto de fa—d,
e de (38 —d) pelo factor commum eda + fd - fe. Estes factores sio
por tanto nullos; e eliminando « e B acha-se

fr=ds, ey =ds, edx + [dy | fez=0.

As duas 1. siio as equagdes d’um dos eixos; a 3. é de ym plano que
Ihe fica perpendicular, e no qual estao tragados os outros dous eixos com
direcgdes arbitrarias. Da intersecgdo d'este plano com a superficie resulta
uma curva, na qual lodos os eixos rectangulares sdo principaes, e que
por conseguinte & um circulo, unica das curvas do 2.° grau que goza
d’esta propriedade, Nesse caso a superficie & de revolugio em volta do
eixo, cuja equacio acabdmos de achar; e como facilmente se reconhece
transporlando a origem ao centro do circulo. (V. Annales de Math., t. IT).

192. A equaciio (1), desembaragada dos tres productos, toma a [6rma

(0) 5o danlipane kz* 4+ my*+ na®+ g + ¢y + ¢'s =h.

Se nenhum dos coefficientes k, m e n for nullo, pode esta equacdo ficar
ainda desembaracada dos termos da 1." dimensdo, pelo processo do n.’
182, que equival a uma mudanca de origem das cogrdenadas, e tomar a
forma ainda mais simples

5 ) AT SR R R ks*4 my" 4 nz*=h.
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Se um d'esles coellicientes for nullo, n por exemplo, podemos desemba-
racar, pelo mesmo processo, a equacio (9) do termo constante h e das
1. potencias de y e z; ficando assim a equagdo reduzida & forma

& 3 PRRESE S R S kz*+ my’= hz.

Finalmente se dous dos mesmos coefficientes forem nullos, m e n por ex.,
a equacio (9) poderd reduzir-se & [6rma

¥ - G S . S kz"4py +qx=h.

Mas se nesle caso, ainda p e ¢ forem nullos, a equacio (12) serd eviden-
temenle um caso particular da equagdo (10); e se o ndo forem, serh um
caso particular da equacdo (11). Com effeito fazendo z=0, a equacio
(12), torna-se em

py +qr=h;

por conseguinle a inlersec¢io da superficie com o plano dos xy é uma
rectn. Se tomarmos esla linha para eixo dos y, a equagdo ndo soffrera altera-
¢do no lermo kz”; mas serd forcoso que os termos restantes —py—qa+h
se reduzom a k'z, porque a hypothese =0 deve dar z=0. A equagio
da superficie reduzir-se-ha enldo & férmo kz*=k'z, que ¢é evidenlemente
um caso particular de (11).

Podemos pois concluir que todas as superficies da 2.* ordem sdo in-
cluidas nas duas equacdes,

(4 PR S 1 ST R kz*4 my*+ nx*= h,
()l L LV )0 i L ks my*= ha.
Se pela origem das coordenadas conduzirmos uma recta qualquer

‘\r=4aas, y:ﬂ'z‘ 2
¢ combinarmos a sua equagiio com (10), vér-se-ha que os ponlos em que
a recla encontra a superficie tem as suas coordenadas respectivamente
eguoes o de signaes contrarios: d'onde se conclue, que a origem das
mesmas coordenadas divide ao meio todas as cordas liradas por este ponto;




SUPERFICIES E CURVAS NO ESPACO 253

ou, por oultras palavras, que esta origem € o centro das superficies repre-
sentadas pela equagio (10).

Procedendo do mesmo modo com a equagio (11), v&-se que os valo-
res de = niio saem eguaes, em virtude do termo em que entra a variavel
no 1.° grau; e que por conseguinle as superficies representadas por esta
equagiio sio destituidas de centro,

Assim podemos dividir as superficies de 2.* ordem em dous generos:

1.° Saperficies dotadas de centro, comprehendidas na equacdo (10);

2.° Superficies destituidas de centro, comprehendidas na equacio (11).

Além d’isto cumpre notar, que a equagho (10) mostra, pelo que se
disse no n.° 189, que os tres planos coordenados das superficies, que re-
presenta, sio diametraes. O plano diametral que é perpendicular as cor-
das diz-se plano diametral principal, ou simplesmente plano principal.
Tres planos diametraes dizem-se conjugados, quando as coordenadas, que
cada um divide ao meio, sio parallelas & intersec¢io commum dos outros
dous planos. Em quanto & equacdo (11), vé-se, que s6 os planos dos yx
e.2s slo diametraes. Esles dous planos chamam-se tambem conjugados,
porque as cordas, que cada um d'elles corla ao meio, sdo parallelas ao
outro.

Posto isto, passemos a disculir especialmenle cada uma das equagdes
(10) e (11). .

1.” GENERO

SUPERFICIES COM CENTRO

193. Se na equaglio (10) suppuzermos n sempre posilivo, as combi-
nagdes de signaes que admittem os outros tres coeflficientes £, m e h po-
dem reduzir-se és lres seguintes, que dlio origem a lres especics de su-

perficies dotadas do centro:

kz*4my*+ nz=h...... ELLipsoipe.

— k3*4 my*+ nx’=h...... HypErpoLoI1DE DE UM $O RAMO.

— k3" my*+ nx'= —h.. . . HYPERBOLOIDE DE DOUS RAMOS.
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Niio figurimos os casos em que m ¢ negativo, por isso que se reduziriam
aos dous ultimos de cima por uma simples inversdo nos eixos.

194. ELLIPSOIDE. Consideremos em 1.° logar a equagho,

T Y ey o o k2 my* 4 na=h.

Como suppomos k, m e n posilivos, tambem h o serd; aliés a equagio
seria absurda e nada representaria.

Se h for nullo, a equaglio partir-se-ha nas tres z=0, y=0, 2 =0,
e a superficie redazir-se-ha a um ponto.

Sendo h positivo, que & propriamente o caso, de que nos occupimos,
e fazendo separadamente z, y ou z nullos, ver-se-hia, que das intersecgdes
dos tres planos coordenados com a superficie resultam ellipses. :

Da secclo feita por qualquer plano, parallelo aos coordenados, resul-
fam tambem ellipses, como se veria facilmente, suppondo separadamente
cada uma das coordenadas egual a uma constante.

O mesmo seria facil demonstrar a respeito de qualquer secgdo plana
(n.c 186).

E por tudo isto que se deu a esla superficie o nome de Ellipsoide.

Os comprimentos A, B, C dos tres eizos principaes, oblem-se bus-
cando as seccdes da superficie pelos eixos dos x, y e 5, que dio

kC*=h, mB*=h, nA’=h.

Eliminando k, m ¢ n da equcio (a), vem

2

- =1, ou A’R’s*+ A’C’y’*+ B'C’z’=AB*C’,

| =

:: y:
(13}- . .'E“I"‘]_;?"!_‘

-

a qual ¢ a equacio do ellipsoide referido ao ceniro e aos seus (res eixos
principaes. Esta superficie pode imaginar-se gerada por uma ellipse tra-
cada no plano 2y, a qual se move parallelamente a si mesma, e de ma-
neira que os seus dous eixos vdo variando de grandeza, sendo a curva
obrigada ainda a correr ao longo de outra ellipse tragada no plano xz.
Se duas das quantidades A, B, C, forem eguaes, o ellipsoide seri de
revolugio. E se for A==B==C a superficic lornar-sc-ha em uma esphera.
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195. HYPERBOLOIDE DE UM SO RAMO. Consideremos em 2.°
logar a equacio

3* 4 my* + nx'=Ah.

Se h==0, a equacdo resultante 6 a de cdne, que serd a respeilo do hy-
perboloide, o mesmo que sio assymptotas relativamenle & hyperbole.
n.° 87).

( Se h)nao for nullo, fazendo separadamente z e y nulle, reconhece-se
que das interseccdes dos planos dos ys e zz com a superficie resultam
hyperboles, nas quaes o eixo dos 3 & o 2.° eixo.

Suppondo = egual a uma constante, vé-se que as secqoes parallelas ao
plano dos ay sio ellipses reaes similhantes, cujos dimensdes augmentam
com o valer numerico da constante, )

E por isso se-deu a esta superficie o nome de Hyperboloide de um so
ramo.

Os comprimentos A, B, CJ”—1 dos tres eixos principaes oblem-se
como no n.° precedente, e a equagdo do hyperboloide referido ao centro
e a0s seus Lres eixos principaes terd a mesma férma que a equaglo (13),
unicamente com a mudanca de C* em — C%

196. HYPERBOLOIDE DE DOUS RAMOS. Consideremos em 3.°
e ultimo logar a equacio

— kz"4 my*4 nz'= —h.

Se h==0, a equacdo resultante serd tambem a de um cine assymptolico
d'este hyperboloide de 2.* especie.

Quando h ndo é nullo, reconhece-se como no caso preceden{e. que
das intersecgdes dos planos dos ys e dos 23 com a superficie resultam
liyperboles nas quaes o eixo dos 3 ¢ o primeiro eixo,

Suppondo z egual a uma constante, === =1, a equaglo (c) torna-se

m - " Fn k.r_ (-
3, S R
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e mostra que as seccdes parallelas aos @y sdo ellipses similhantes, que
crescem indefinidamente com a grandeza absolutd de 1; porém que se

e o :
lornam imaginarias quando I* < T D’onde resulta que este hyperboloide

lem dous ramos nlo contiguos, indefinidos cada um no seu sentido,
porém separados por um intervallo em que ndo ha superficie. E por isso
se lhe deu o nome de Hyperboloide de dous ramos.

Os comprimentos A, BV 7, C1" 7 dos tres eixos principaes deter=
minam-s¢ como nos n.** precedentes, e a equacio do hyperboloide de
dous ramos, referida ao centro e aos seus tres diametros, lerd a mesma
férma da equaglio (13), s6 com a mudanca de B* e C* em — B* e —C".

197. As equacdes (a), (b), (¢), que acabimos de discutir, podem of-
ferecer ainda outras variedades de superficies, suppondo nullos um ou
alguns dos coeflicientes k, m, n, h. Representario cylindros de base elli-
plica ou hyperbolica, quando forem da [6rma

kz* -+ my'=h, ou ka*—my*=h;

e um systema de dous planos que se corlam, ou que sdo parallelos, quando
se reduzirem a

- kz*— my*=0, ov kx’=h. .

Como estes cosos nio exigem discussio especial, conlentar-nos-hemos com
indical-os,

2. GENERO
4 SUPERFICIES SEM CENTRO
198. Se na equacdo (11) fizermos com que ha seja sempre posilivo,
conservando-se no 2.° membro, niio poderdo ser negativos ambos os ter-

mos do 1.°, porque a equagio seria enldo absurda. Assim esla apenas
admilte as duas combinacies seguintes de signaes, que dio origem a duas
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especies de superficies destituidas de centroz
kz*4+my*=hz. ..... PARABOLOIDE ELLIPTICO.
— ks 4 my‘:ha: ...... PARABOLOIDE HYPERBOLICO,

Se em logar de k., suppozessemos m negalivo, tirariamos as mesmas con=-
sequencias, considerando invertido o eixo dos z no dos y.

199. PARABOLOIDE ELLIPTICO. Consideremos primeiro a super=
ficie comprehendida na equagdo

Fazendo separadamente z e y eguaes a zero, ver-se-ha que as seccdes
feitas pelos planos 2y e zz sdo parabolas. Se egualarmos estas mesmas
coordenadas o quantidades constantes, concluir-se-ha que das seccdes pa-
rallelas dquelles planos resultam tambem parabolas.

Fazendo o = 0, vé-se que a sec¢io feita pelo plano zz determina a
origem das coordenadas, porque a equacio (d) parte-se enlio nas duas
z=0, y==0. Fazendo x egual a uma constante, vé-se que as seci;ﬁel
parallelas a este ultimo plano slo ellipses.

E por isto que a superficie representada pela equacio (d) se deu o
nome de Paraboloide elliptico.

Como = negativo da resultados imaginarios, segue-se que a superficie
fica toda do lado dos & posilives. Se m for zero, e a equacdo se reduzir a

kz’= hz,

que, segundo vimos (n.° 192), ¢ uma transformagio da equagio (11);
teremos entdo uma superficie cylindrica de base parabolica.

Os mais casos particulares que offerece o equacio (d) comprehendem-
se noutros ja discutidos,

200. PARABOLOIDE HYPERBOLICO, Discutindo pelo mesmo theor
a equagio

() sstidniniata oo o wd — k3" my*= ha,

GHOM. HH
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vé-se: que a secclo feita pelo plano ys é uma parabola que fica para o
lado dos @ positives: a do plano xz ¢ uma parabola que fica pare o lado
dos 2 negalivos: e a seccdo do plano yz representa duas rectas.

Todas os seccdes parallelas ao plano ay sio parabolas eguaes & prin-
cipal, mas collocadas successivamente em differentes posicdes. O mesmo
diremos das seccdes parallelas ao plano #z. Finalmente as seegdes paral-
lelas ao plano zy produzem hyperboles.

Por isso a estas superficies se deu o nome de Paraboloide hyperbolico.

101. Quando nos dous casos precedentes ¢ h==0, a équagio lem a
forma a*s"* = b*y*=0, conforme os signaes de k e m. Em um dos casos
¢ z= 10, y=0, e asuperficie reduz-se ao eixo dos x. No outro, a equa-
¢do, & qual se pode dar a férma (az + by) (az — by) =0, indica que
podemos tornar nullo qualquer dos dous factores; e a superficie reduz-se
a um systema de dous planos que se interceptam segundo o eixo dos .
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Nota 1. (pag. 18D)

A construcgdo empregada para demounsirar o theorema fundamental
(3) (fig- 22) deixa de ser a mesma quando ndo sdo menores de 90° os
lados U e ¢'; porque se um d’estes ladus & > 90 , a secante respecliva nio
encontra a tangente, mas sim o seu prolongamento; e se um dos mesmos
lados € ==90°, a secante respecliva é parallela & tangente.

No entretanto, sem [azermos a construcgho, pode mostrar-se que, ainda
nos casos mencionados, tem logar o theorema (3).

I. Se b'< 90°; a construcglio d&, como dissemos, no triangulo ABC a
formula (3).

IL. Se &< 90° ¢ >90° produzam-se BA e BC até completar em B’
o fuso espherico BB'. No triangulo B'AC, serdo:

B'A = 180°— ¢/, FAC— 180 —a, B'C = 180 — &’;
e a formula (3) que tem logar para o angule B'AC d’este triangulo, da

CUSB’AL‘.:C“"R’C f"‘q“'n’cosﬂ.[‘,.
sen AR sen AC

ou (3).

IEI.] Se &' > 90°, ¢’ > 90°; o triangulo B'AC, relativamente ao angulo
B'AC, estd no caso precedente (II); e por isso ainda tem logar a mesma
demonslracio.

Ou tambem, produzindo os lados BA e AC até encontrarem em B’ e
C' o arco BC produzido, serd no triangulo C'AB':

B'AC'=a, AB=190—¢', AC'= 180 — V¥, C'B'=ad';

e applicando-lhe o theorema, vird a formula (3).




260  NOTAS

IV. Se b'==90°, /=190 a formula (3) da

para o angulo a, cosa=cosa', a=a' l

para os angulos b ou ¢, cosb=0, b=90°; cosc=0, c=90°

o que concorda com as propriedades conhecidas dos polos.

V. Se ¢ somente ¢'=90°: produza-se, ou corle-se AC, alé que seja
AD =90~

1.° Se ndo ¢ BD==190"; o theorema serd applicavel ao angulo D no
triangulo CBD; e daré

cos a'— cos B cos CD

D=
i sen BD sen CD

que, por ser cos D=0, se reduz a

cos a'= cos BD cos CD = cos asen b':

e como a formula (3) applicada ao angulo a no triangulo ABC dé tam-
b . cosa’'
(] =
e Janl

¢ ainda verdadeira neste caso,

2.° Se 6 BD=90°; como tambem & AB=290°, serd B pélo de AC,
e conseguinlemente a'=90; logo (IV) o theorema & ainda verdadeiro
no caso de que se lracta,

(Vejam-se os Apontamentos de Trigon. Esph., que se encontram lam-
bem no vol. 3. do jornal de Coimbra o Instituto).

» 0u cosa’= cosasend’, segue-se que aquella formula

Nota 2." (pag. 212)

1. No triangulo ABC (fig. 23) produzam-se os seus lados, até se en-
contrarem dous a dous, e formarem os tres fusos esphericos A, A, B, B/,
C, C'. O circulo ACA'C'A serd a base do hemispherio ACBA'C'; e este
compor-se-ha dos triangulos m, n, p, g.
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Chamando pois 8 =2w=r* a superficie do hemispherio, e observando
que, pﬂl" serem

AB'= 180°— AB = A'B, CB'=190°— CB=BC', B=F/,
siio eguaes os triangulos AB'C, A'BC’: teremos
S—mintptqg=mintm+ptmiqg—2m

= AA'+ BB’ + CC'—2m,

E como os fusos esphericos sdo propurciomeu aos seus angulos, isto &,

PR S Ty
AN= S, S =S

at+b+c
180°

teremos AA' 4+ BB+ CC'=

L L]

@ conseguinlemente

a5+ c—180°
B 360° :

Se quizermos tomar por unidade de superficie a superficie do triangulo
trirectangulo, que é a quarta parte do hemispherio, e por unidade d'an-
gulo o angulo recto, a expressdo de m lomara a [6rma

m=—a-+b+4+c—2.

2. A superficie do triangulo vem assim expressa nos seus lres angulos:
mas quando os angulos ndo forem dados, poderemos exprimil=0s nas partes
que forem dadas, e substituir depois essas expressdes na da superficie,
ou d’uma funccio trigonometrica d’ella.

Por.exemplo, se forem dados os lados a’ e ¢' com o angulo compre-

—————
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ou, em virtude da

col (
2

de ¢, serd

hendido b: tomando o triangulo trirectangulo por unidade de superficie,
e o angulo recto por unidade d’angulo, teremos

— M
L7

2 1 Bt
Desinvolvendo em fim g ™ em serie ordenada segundo as polencias

NOTAS
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i 4c

2

: 1 : ‘
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ou, se desprezarmos as quantidades da quarla ordem relativamente a a' e,
a' ¢ senh,

E porque ¢ da segunda ordem a differenca entre os senos do angulo b
do triangulo espherico, e do angulo correspondente do triangulo rectili-
neo, que tem os mesmos lados que o espherico, vé-se que, desprezando
os termos da quarta ordem, a superficie do triangulo espherico é egual
& do rectilineo, L

3. Chamando r o raio da esphera, e exprimindo as linhas trigonome-
tricas do segundo membro da equagdo (3) nos comprimentos dos arcos
respectivos, facilmente se mostra (Trigon. de Legendre, appendice §V)
que os angulos a, b, ¢, d’um triangulo espherico de lados muito peque=-
nos t&m, desprezando os termos da quarta ordem, com os correspondentes
a, b, ¢, do triangulo rectilineo, ‘cujos lados sio tambem o', ¥, ¢, as
seguintes relacdes

1 m plb g i m £ i m
— —_ S _——— L
. it 3 it 3 risent” &

___' R AT T
risen1” 3 r*sent”

sendo m a superficie do triangulo rectilineo, que segundo o n." prece-
dente ¢ egual & do espherico.

O que reduz a resolucio do triangulo espherico proposto & do trian-
gulo rectilineo, cujos lados sdo @', b', ¢, e cujos angulos sdo a,, b, c,.

m
O numero de segundos —

¢ o excesso espherico, que se reparle
rosen

'”
assim egualmente pelos tres angulos do triangulo.

%. Suppondo o raio da esphera infinito, e os comprimentos dos arcos
finitos, ou suas graduagdes infinitesimas, o triangulo espherico torna-se
rectilineo; e por isso podemos, fazendo aquellas hypotheses, passar dos
theoremas da trigonomeltria espherica para os correspondentes da trigo-
nomelria rectilinea.

Quando nos theoremas da trigonometria espherica entra mais de um
lado, passando d’elles para os triangulos rectilineos, podem apparecer ra-
zdes entre as graduagdes dos lados; e porque estas razdes podem ler um




264 NOTAS

limite de grandeza finita, quando se tornam infinitesimas as graduagdes

entre as quaes ellas ém logar, pode apparecer um theorema correspon-

dente da trigonometria rectilinea na qual entrem lados. Mas quando nos

theoremas da trigonometria espherica entra s6 um lado, a hypothese de

ser este infinilesimo necessariamente o faz desapparecer; e o theorema

reduz-se para a trigonometria rectilinea a uma relagio entre angulos.
Assim, vestas hypotheses, a formula (3)

cosa'—cosb/cose’ —2sen’ ja'+2sen L' —2sen? fe'—fsen? 1 b'sen? 1o’

€08 a= =
sen b' sen ¢ sen b’ sen ¢’ :
b.-u_l_ P a
da g = —o—
2b'¢’

E proseguindo, pelo mesmo modo, achariamos que os quatro theoremas
fundamentaes de trigonometria espherica, e as quatro analogias de Neper,
correspondem aos quatro theoremas principaes da trigonometria rectili-
nea. (Vejam-se os ja citados Apontamentos de Trigon. Espher.).
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ADDITAMENTO AO N." 49

Equaciao polar da linha reecta

A equacio da linha recta y=az+b,
fazendo x=rcosl, y=rsenb,

e pondo a=coti, —bseni =¢,

transforma-se na polar reos (b +1)=c.

i ¢ o angulo que a recta faz com o eixo dos y.

1.° 64+ 1=90 dd r=00. A direccio do raio vector faz entlio um
angulo infinitesimo com a da recta. E para angulos § menores que
90 — i o raio vector encontra a recta na direc¢io opposta.

2.° §=90° di 1 ———no =b, correspondente ao ponto onde a
sen 1
recta corta o eixo dos y,
b
3° 0—=180° da ree=—_° - == —, correspondente ao ponto onde a
CO8 1 a

recta corta o eixo dos .
§.° 6 =180°"—1i corresponde ao minimo valor r==~>bseni, que é a
perpendicular abaixada da origem sobre a recta.
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