


=
o
=
-]
-
s
=
=
=
=
=
o
=
Les
—
=
S

[
&
=
|
]
s
=
=
=

o

IR

1301088500

il

- <
ANO

1916X195

DA REVOLUCAO 2

NACIONAL

A

’lil

)




ELEMENTOS

TEORIA DAS COBICAS

b 1682458 X







MANUEL ESPARTEIRO

ELEMENTOS

TEORIA DAS CUBICAS

COIMBRA

TIPOGRAFIA DA “ATLANTIDA,,
1829




Comp. e Imp. nas oficinas
da “Atlantida,, — R. Ferreira
Borges, 103 a 111 —Coimbra




DISSERTACAO PARA CONCURSO AO
MAGISTERIO DA FACULDADE DE
SCIENCIAS.







PREFACIO

O presente volume €, sobretudo, a explanacdo de meia
I dugia de licbes sébre as cubicas planas. Por éste motivo,
s6 excepcionalmente -— a titulo de complemento — estudd-
mos uma ou oulira proposicdo menos elementar,

Os resultados, alheios na sua qudsi totalidade, sao na
maior parte do sdbio Professor Gomes Teixeira.

Para que a leitura do livro se faca correntemente, sem
consultas aos Iratados de Geomelria, resumiram-se na Iniro-
ducao aquelas propriedades gerais das curvas algébricas
que imporlav@recordar.

Coimbra, Outubro de 1929.







INTRODUCAO

CAPITULO 1
Curvas planas algébricas

T

Equagao de uma curva

1. Os diferentes pontos de uma curva sdo identifica-
dos pelas suas coordenadas que, como é evidente, nio
podem tomar valores arbitrérios e satisfazem portanto a
uma relagdo

() f(=y)=o0

que se chamaré equacdo da curva se, reciprocamente, s6
for satisfeita pelas coordenadas dos pontos desta linha.
A curva diz-se algébrica quando o primeiro membro
de (1) é um polindmio inteiro em x e y; diz-se transcen-
dente no caso contrério.
O grau do polinémio chama-se grau ou ordem da
curva,
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9 Muitas vezes é mais cémodo fazer corresponder a
cada ponto da curva um nimero ¢, denominado pardametro.

As coordenadas dos pontos da curva sdo nesse caso’

expressas em fungdo de ¢:

x=g(1), y=¥(1)

Estas equacbes sdo susceptiveis de tomar uma infini-
dade de formas, visto a correspondéncia entre um ponto
da curva e o pardmetro ¢ ser arbitréria.

Assim, dada uma fungdo qualquer = (x, y), sujeita a
certas condi¢Oes estudadas na teoria das fun¢des impli-
citas, as equagles paramétricas obtém-se resolvendo ©
sistema

= (%, )
f(x,)

li II

Como caso particular, o pardmetro pode coincidir
com X ou y e a equagdo da curva assume entdo qualquer
das formas

ou

y=f ().

3. Certos problemas da geometria analitica t¢ém uma
resolugdo mais slmples com o emprégo das coordenadas
homogéneas. K por isso que nés usaremos, quando o
julgarmos conveniente, a equagdo da curva neste sistema
de coordenadas.

Como sabemos, aos trés nimeros X, Y e Z, coor-
denadas homogéneas de um ponto, correspondem




L]

como coordenadas cartesianas dé@sse mesmo ponto os

nimeros
p 4 Y

I=-—-—ey:=r——--

Z Z

A equagdo f (x, y)==o0 escreve-se pois em coorde-

nadas homogéneas
Xati¥ s &
(2 z)=2

no caso das curvas algébricas, serd, em particular,

Xy l
Z'.'f(fr E) =9 (X! Yl Z)=O.,

designando por ¢ um polinémio homogéneo com o
mesmo grdu n do polinémio £.

§3.f
Algumas propriedades das curvas algébricas
. A equagdo geral de uma curva de grau m,

f(xy)=a+bx+cytdx*texytfy
+.oFhkxmHlxm - s ym=o,

mostra-nos que o niumero dos seus térmos é

(m+1) (m+2)
2 i ]

1+24+34+.. 4 (mt1)=
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e que o nimero das constantes arbitrérias ¢é

(mt1)(mt2) __ m(mt3)

2 2

A determinagdo de uma curva algébrica de grau m

: : . 3
exige, pois, em geral, o conhecimento de % dos

seus pontos, visto cada um déles dar origem a uma Unica

relagdo linear entre os coeficientes a, b, ..., s.
Substituindo na equagdo f (x, y)=o0 x e y pelas

coordenadas désses pontos e resolvendo o sistema das

1-(-";'['—” equagbes assim obtidas, as constantes a, b,
.., § ficam todas determinadas em fun¢do de uma delas.

Assim, uma cénica ¢ determinada por 5 pontos, uma
cabica por g, etc.

5. Teorema. Duas curvas de ordem m e n cortam-se
em mn pontos, quando muilo.
uma consequéncia do teorema de Bezout, segundo
o qual duas equagbes de grau m e nm, respectivamente,
admitem apenas mn solugGes comuns ().

§3°
Centro e diametro

B. Centro de uma curva é qualquer ponto de sime-
tria para essa curva.

(') Incluindo as raizes imagindrias e infinitas.
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E evidente que se o centro coincide com a origem
das coordenadas, a equagdo da curva néo se altera pela
mudanga de x e y em — x e—y. Uma curva algébrica
com centro na origem sé tem, pois, térmos de grau par
ou s6 de grau impar, faltando portanto neste caso o
térmo independente.

A posigio do centro de uma curva determina-se como
nas cénicas: transporta-se a origem das coordenadas
para o ponto (x', y') e exprime-se em seguida que a
nova origem ¢ um ponto de simetria. Em geral uma
curva néo tem centro.

1. Os meios das cordas paralelas a uma dada dire-
c¢do constituem uma linha chamada diametro: o didme-
tro conjugado com essa direccio.

O centro, quando existe, é comum a todos os dii-
metros.

5 4"

Contacto de curvas

8. Dadas duas curvas

y=f(x), y=F (x),

com o ponto comum (x', ¥') no qual as primeiras deri-
vadas sdo iguais, escrevamos

.h!
F(a)—f (') =— [P (x")— 7" (x')] +..
h P+

_I_.




_la

Esta diferenga, que ndo muda de sinal com 4, anula-
-se duas vezes para h==o0, visto o segundo membro
conter o factor A’. As curvas correspondentes tocam-se
no ponto (x', y'), mas ndo se atravessam. Diz-se, neste
caso, que elas tém um contacto de primeira ordem ou
dois pontos confundidos em (x', y').

Mais geralmente, quando seja

F! (x)=F (£), F" (£)=f" (=), -+ -,

Fi#) (x)=f'P (x), Fp+ (x') S+ (),
vird

F (x'4-h)—f (&' k)=

EL p+1) [ =1y __ £ P+1) ,.r:l
T DA e A ] £

e as curvas tém um contacto de ordem p, ou p—-1
pontos confundidos em (x', y'), cortando-se, se p € par, e
tocando-se sem se cortarem, se p ¢ impar.

9, Uma curva fica toda para o mesmo lado da sua
tangente nas vizinhangas do ponto de tangéncia quando
o contacto é de ordem impar, isto é, quando a tangente
tem com ela um ndmero par de pontos confundidos em
(x', y'); é atravessada pela tangente quando o contacto
¢ de ordem par.
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(Classe de uma curva

10. Chama-se classe de uma curva ao nimero das
tangentes que se [he podem tirar por um ponto do seu
plano.

As coordenadas dos pontos comuns & curva

f(x:)'& {)_—-ﬂ
e 4 recta

WP g S, .

=7=F’

o c] v

tirada pelo ponto (x', y’, ') desta curva, obtém-se resol-
vendo a quagéo em p

f(x'+ap y'+EBo ' +re)=
=9(“f:'+f:’+?f:-‘)+i(1fx’-I"ief‘y'+?fﬂz'}lﬂ+“"=o*

A condigéo

(2) af' s +Bf pt1t'v=0(")
significa que a recta considerada encontra a curva em

dois pontos confundidos em (x', ¥', {'), visto o segundo
membro da equagdo anterior conter o factor g%

(') O simbolo §'x/ substitii por comodidade f'xs (x', ', 7')
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A eliminagdo de =z, £ 7 entre (2) e as equagbes da
recta dd-nos a equagdo da tangente no ponto (x', y', z')

(x—=x) flatl—2) Fr+G—1)fv=0.

Como, porém, em virtude do teorema de Euler, seja

xrfx’_;_.r'fy'-["'{lf;:‘sz(xlr.}'f! {r)!

esta equagdo escreve-se mais simplesmente

%ty fotiflo=o.

O ndmero m, como é sabido, designa o grau de
homogeneidade do polinémio f (x, y, 7).

Toda a recta tangente a curva no ponto (x", y', )
e que passe pelo ponto (x', ¥, ') tem por equagdo

% fsn v Flyad3 =0,

desde que seja

x,f’:-"""}_f; f'_r-f-'-l"{'fii'fzo'

As coordenadas dos pontos de tangéncia das rectas
que contém o ponto (x', y', 1) satisfazem pois ao sis-
tema

f(xi Y, ;)=G|
£ by ot fo=ay

cujas solugdes sdo, pelo teorema de Bezout, em nimero
de m (m—1); logo:
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Teorema: Por um ponto (x', y',z') do plano de uma
curva podem tirar-se em geral m (m—)tangentes a curva.

§ 6.°
Polos e polares
11. A recta definida pelos pontos A (x,, ¥, 7.) ©
M (x, ¥, ) corta a curva f (x, y, {)=0 num certo ni-
mero de pontos cujas coordenadas salisfazem a equagéo

(B« flxy+2 2004yt Fr )=
=f(xaayo1 {u)_ '_:’ [:‘rfr:\'“ _é_.}ﬂftvu _%_{fj;o)+ . “i‘ 1 mf(xﬁ_}": {.’:0'

Igualando sucessivamente a zero os coeficientes de
Ay, 2,%.., #,™ ' obtém-se as polares da curva dada em
relacdo ao ponto A.

Assim, a polar de ordem m —1 ou polar principal é
definida pela equagdo

*, flx_}_yo frJ'_F{u frl;_-t o
e a polar de primeira ordem ou polar rectilinea ¢é
X f':ro-'i_y FJ‘,+‘T f‘{,=0

12. Pé6de afirmar-se que a polar rectilinea ¢ o lugar
geométrico dos pontos M para os quais é nula a soma
dos produtos distintos de m — 1 factores:

PoAcoBuA P
PM PM P,

A PkA Pk+m_=.A
M e PM P M
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representando dum modo geral P, um dos pontos onde
a recta A M corta a curva.

De facto, os m pontos P, P,,... P,, onde a recta A M
corta a curva sdo fixados pelas raizes da equagdo (3)
em . Ora, como sabemos, uma qualquer dessas raizes
), é igual ao produto de

P, A

P, M

por um factor constante; e, por outro lado, a soma dos
produtos das raizes da equacdo (3), tomadas m—1 a
m—1, ¢ igual a

X frr,,“i"f I(F)'o+{ f';,,f

coeficiente do térmo do primeiro grau em J.

Dividindo essa soma de produtos pelo produto das
m raizes, também se pode dizer que a polar rectilinea é
o lugar geométrico dos pontos M para os quais a soma
dos inversos das raizes 3, ¢ nula:

PM P, M P, M
+ et

l -
TR Pk T ek P

= .

Substituindo nesta equagio P, M por A M—A P,,
resulta
m 1 1 1

' o i 7 LS

T A C TR ATy AL

Diz-se que M é conjugado harménico de A em rela-
¢do aos pontos de intersecgdo da recta A M com a curva;
logo:
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A polar rectilinea de A é o lugar dos conjugados har-
ménicos do ponto A em relagdo a curva e por isso se chama
também polar harmonica do ponto A (polo).

13. Teorema. As polares de um ponto da curva tocam
a curva nésse ponlo.

A equagido f (x, y, {) =o0 da curva referida a ésse
ponto €

?"m (‘x! J’)’!"’?m—: (‘x’f) ‘T+ 'Jl_‘? (‘x!f} {m—lsos

onde g, (x, y) designa a soma dos térmos de grau m —1
em xey. '

Nas equagées das polares em relagio ao ponto (0, o, {),
sé entra a derivada em ordem a { e em todas elas aparece
o polinémio do primeiro grau g, (x, y), que igualado a
zero representa a equagdo da tangente naquele ponto a
todas as curvas. O teorema € pois verdadeiro.

§ 7.
Assintotas

10, Definicdes. Diz-se que uma dada curva tem um
ramo infinito quando sobre &sse ramo a distancia de dois
pontos pode crescer além de todo o limite; e chama-se
assintota de um ramo infinito de uma curva a uma recta
da qual se aproxima indefinidamente o ponto que des-
creve ésse ramo infinito.

15. Determinemos em primeiro lugar as equagdes
das assintotas paralelas ao eixo das ordenadas,




Se a recta x =a ¢ assintota, a coordenada y do ponto
varidvel M aumenta indefinidamente quando &sse ponto
descreve o ramo infinito aproximando-se da assintota, isto
€, y aumenta indefinidamente quando x tende para a.

A equagdo da curva ordenada segundo as ponténcias
decrescentes de y:

Y*F, (%) +y*~'F, (%) +...+F, ()=
deve dar valores infinitos para y quando se substituir
x por a; logo:

As raizes da equacao

F, (x)=o0

ddo as abcissas das assintolas paralelas ao eixo das orde-
nadas.

16. Passemos agora ao estudo das assintotas ndo

paralelas a éste eixo.
Teorema. Se a curva y=f{ (x) admile a assintota

=c x-+d, serd

f(::J ed=lim [f(.x)—-c x].

o= a0 X =00

A distancia M P de um ponto M da curva a assintota:

[f(x)—c¢ x—d] sen §

MP=
«I—-—C’H-ﬂ ccosP
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tende para zero quando e s6 quando o mesmo acon-
tece & expressdo

f(x)—c x—d.

A diferenca v=f (x) —c¢ x —d deve pois tender
para zero quando x aumenta infinitamente, motivo por
que a'igualdade

f(x) d-+v
x e x
nos da
X d--v
lim L”—=c~}—[im et it
A= o x X = *
c

lim [f (x) —c]==lim (d +v)=d.

=00 £L=100

Reciprocamente, quando

lim[f(x)—c x]=d
€ também N
lim (f(x)—cx—d)=0

AL =0Co

e portanto a distdncia M P tende para zero quando x
tende para infinito.

11. Pondo y =1 x na equagio da curva

?,,(.I,_}f)—{— Fm—1 (x'y)+"'+ 2 (%)) g 3 (x,_]’}=0
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e designando ¢, (1, ) por f; (¢), teremos, depois de divi-
dir por x," .

1 1 -
4 — e ——— =
fu )+ fams (VAo (D=0
Fazendo tender x para infinito obteremos a eq;;:aqﬁo

[= (1) =0,

cujas raizes

nos ddo os coeficientes angulares das assintotas.
Seja ¢ uma destas raizes e facamos

y=cx-+39
ou
i d
t="—=c+—
x ¢ x
Substituindo &ste valor de ¢ na equagdo da curva,
viréd
3 1 ¢\
m C_F__— L [ Gerp | ¥
fo (e 2 o2 )
L g RS
—fams | cF+—= )+ .=
- o 0
ou

fu (@)t 'n ()~ f" () — facs () +

L O 2 e (O faca () - =0




4

23

ou ainda

o e (e)+i["? . (f)+6f'u-1(¢)+!m-=(f)]

x| 2
<+ =0

1 U n
Tendendo — para zero, a equacdo anterior vem a

reduzir-se a
dfn (€) 4 fu- (c)=0
e a equacdo da assintota serd,

oy (9
T ok Minadia

Se /', (c)=o0, a ordenada na origem é infinita e a
assintota é projectada para o infinito. O ramo corres-
pondente da curva chama-se ramo paralélico.

No caso particular de ser f,, (¢) =/, _, (c)=0, tere-
mos as duas assintotas

y=cx-+d,
b e 'x+d”:

representando d' e d" as raizes da equagdo do 2.° grau:

0t ; .
_2' f”m {C) _E_aflm—ﬂ (C) "i'fm—: (C:}zﬂ

18. A equagdo que d4 as abcissas dos pontos de
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intersecgdo da assintota y==c x -+ J com a curva consi-
derada,

@+ 3@+ @]+

-

1 61 n | % ! r |

+x: |2 fm{_cj | J:j.fm—l (C} 1 fm—zlc)]_:""'_'o'l
indica que, por ser fi ()=0 € 3 f'n (€)+funs (=0,
aquela recta encontra a curva em dois ou mais pontos
situados a distancia infinita. '

§8.°
Singularidades de uma curva

19. Definicies. Um ponto M de uma curva é ponto
ordindrio se a curva tem nele um contacto de primeira
ordem com a sua tangente; e é um ponto de inflexdo
quando ésse contacto for, pelo menos, de segunda ordem.
Neste caso, a curva e a sua tangente tém trés pontos
comuns confundidos em M. A tangente atravessa a
curva.

Sdo singulares todos os pontos ndo ordindrios.

20. O ponto M (z, y, ;) € um ponto miltiplo de ordem
p se as suas coordenadas anulam as derivadas parciais
da equagdo da curva até a ordem p-1 e ndo anulam,
pelo menos, uma das derivadas parciais de ordem p.

Nesta hipétese, uma recta qualquer A M corta a
curva em p pontos confundidos em M e ainda em m—p
outros pontos, como € fécil de vér, supondo, por como-
didade, que se trata dum ponto duplo,




25

Representando por (z,y,1)e(z',y',{')as coordenadas
dos pontos M e A, as coordenadas dos pontos de interse-
c¢do da recta A M com a curva sdo dadas ‘pela equacio

[E+as, r+iy'ssH2)=f(&r O+
G S S R A S ST R R R Y AL R
A (e yy ) .

Como M ¢ um ponto duplo, serd
[e=fy=f'==0
e, em consequéncia, teremos

3 f(m—f—lx,y+ay,{—f—1{)—
=@ by [ L) A% (&, )=

A presenca do factor 3* no segundo membro mostra

que a recta A M corta a curva em dois pontos confun-
didos em M.

21. Geométricamente, a intersecgdo de dois ramos
de uma curva produz um ponto duplo com duas tangen-
tes distintas ou coincidentes.

Um ponto duplo com duas tangentes distintas cha-
ma-se nédo ou ponto nodal; ponto de reversdo, se as
tangentes sdo coincidentes (*).

(') Num ponto duplo isolado uma curva admite duas tangentes imagi-
nirias.

3
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Chama-se tangente dupla a uma recta tal que por
qualquer dos seus pontos se ndo podem tirar mais de
n — 2 tangentes a curva (suposta de classe n).

§9°
Determinagdo dos pontos de inflexao

22. Entre os conhecidos processos de determinagédo
dos pontos de inflexdio, seguiremos aquele que mais pro-
veitosos ensinamentos oferece nesta exposigdo.

Num ponto de inflexdo, uma curva, como vimos, no

n.’ 19, tem um contacto de segunda ordem com a sua
tangente. Deve ser, pois,

y”=0
visto que sdo nulas as derivadas da fungéo
y=azxz-+b

a partir da de segunda ordem, e, por conseguinte, serd
também

fly f”’f’_-:"‘ f”:'.r'f{r' f'r+f"x' f”_r’=‘-'

ou
[l [y [
(4) | ["xy TN o] i
1 idothit e e
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Por outro lado, supondo a equacdo da curva sob a
forma
f(x‘l ¥, 3}=0

e tendo em atengdo as conhecidas igualdades:

zfetyty+asfi=mf(xy, 3)=o,
T ”.1-’ +Y f”xy"i_zf”x.:z(m_l}f'r (33, ¥, 3)*
T f",_r—{—yf",.—}—zf”,,_t-—_-(m—l}f’,. (2, 7y 2)
Ef”z.f“}’f f”r‘t+‘°‘ f”r' z(m_])}”: (2, ;s 2),

pode dar-se a éste resultado uma forma mais simé-
trica.

Multiplicando as colunas do determinante anterior
por z, y e m—1, respectivamente, subtraindo as duas
primeiras da dltima e renovando estas mesmas operages
sObre as linhas do determinante obtido, virad

L]
] i e

x? X,y x5
1] ] ’
Ll oy i)=0
: Ef"tlt ”rlt f“;'

A curva representada por esta equacgdo € de grau
3 (m— 2) e chama-se hesseana. -

O namero de pontos de inflexdio de uma curva de
ordem m ndo pode pois exceder 3 m (m—2), visto o
nimero de solu¢Ges comuns a hesseana e a curva ser
exactamente 3 m (m—2)

Uma curva de terceira ordem possii pois nove pontos
de inflexdo.

A equagdo (4) indica que a hesseana passa pelos
pontos duplos da curva, porque as condigGes




I /J
fe=0,,=0
ddo uma linha de zeros para aquele determinante.

23. Demonstra-se que os pontos duplos e de rever-
sdo da curva sdo duplos e triplos, respectivamente, da
hesseana. As duas curvas sdo tangentes no ponto duplo
e dois ramos da hesseana admitem por tangente no
ponto triplo a tangente de reversdo da curva proposta.

20. Uma curva tem um nimero limitado de pontos
duplos.

De facto, uma curva ndo pode admitir um ponto de
ordem de multiplicidade superior a m —1 porque, no caso
contrdrio, a sua equacio referida a ésse ponto seria a
equagdo homogénea

Pm (X, ¥)==0

que representa m rectas concorrentes na origem das
coordenadas,

Ora, um ponto de ordem m — 1 equivale a o Ll

pontos duplos; logo:
Teorema. O numero mdximo de ponlos duplos de uma
(m—r)(m—z2)

curva de ordem m ¢ :

Coroldrio. As curvas de segunda ordem ndo tém
pontos duplos e as de terceira ordem s6 podem conter
um ('), quando muito.

(') O coroldrio nio € verdadeiro no caso de degenerescéncia,

#*
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E notdvel —como mostrou Pliicker— a influéncia
dos pontos miltiplos e de reversdo na apreciagdo da
classe das curvas, segundo veremos no pardgrafo ime-
diato.

g 100

Férmulas de Plicker

29. . Como j4 dissemos, a classe de uma curva é o
namero m (m — 1) das solugGes comuns a curva e a sua
primeira polar, a qual passa pelos pontos duplos da curva
dada. Na avaliagdo da classe, cada ponto duplo deve
pois ser contado por dois pontos simples. A tangéncia
da primeira polar & curva nos pontos de reversdo implica
a existéncia de trés pontos confundidos e portanto a’
redugdo de trés unidades na classe da curva por cada
um daqueles pontos.

Logo, designando 3 e » os nimeros de pontos duplos
e de reversdlo, respectivamente, a classe da curva é dada
pela férmula de Pliicker:

n=m(m—i1)—245—3r.

26. Pliicker determinou também uma férmula para
calcular o niimero de pontos de inflexdo de uma curva.

A hesseana tem os pontos duplos da curva como
pontos duplos e é tangente (') 4 curva nésses pontos.
Logo, cada ponto duplo implica a diminuigdo de seis
unidades no ntimero 3 m (m— 2) dos pontos comuns a
curva proposta e a sua hesseana, visto estas curvas

(") Carnoy, Cours de Gemetrie Analytique.

L




3o

terem dois pontos duplos confundidos e ainda outros
dois pontos simples por serem tangentes: ao todo seis

pontos comuns.

A existéncia de um ponto de reversdo arrasta a
diminui¢do de oito unidades ao nimero 3 m (m —2),
porque &sse ponto ¢é triplo para a hesseana e, além disso,
¢ um ponto de tangéncia. Logo, representando por J e
r o namero dos pontos duplos e de reversao, o nlimero 7
de pontos de inflexdo ¢

i=3m(m-—2)—63d—8r

§ r1.
Curvas unicursais

21. As curvas cujas coordenadas cartesianas se podem
exprimir por fungdes racionais de um parametro /,

_10,
T0)
£ (1)
? ()

chamam-se curvas unicursais. :

Se a cada ponto (x, y) da curva corresponde um sé
valor para f, diz-se que a representagdo ¢ normal; ela
é improépria no caso contrdrio.

X

.}fE

28. Teorema. Se a representacdo € normal e m é o
mais elevado dos graus dos polinomios f (1), f, () e 2 (1), @
equagdo da curva em coordenadas gartesianas € de grau m.
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Com efeito, nos pontos comuns a recta
ax+by-+c=o
e 4 curva proposta deve ter-ﬁe
af ()+bf ()+ce)=o
e esta equagdo € de grau m, o que demonstra o teorema.

Demonstra-se que estas curvas admitem o namero

{m_'):m— %) de pontos duplos.

maximo
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Focos

20. Chama-se foco de uma curva a um ponto F que
é interseccdo de duas tangentes tiradas pelos ponlos cir-
culares (1,1, 0) e (1,—1, 0).

Também se chama foco a um ponto pelo qual se
podem conduzir duas tangentes de coeficientes angu-
lares +i e—1.

Laguerre classificou os focos em ordinérios e singu-
lares, conforme os pontos de contacto das tangentes
estdo situadas a distancia finita ou infinita.

Da primeira definigio de foco conclii-se que uma
curva de classe n tem em geral n® focos, pontos de
intersecgdo das n tangentes do ponto I (1, i, 0) com as
tangentes do ponto Y (1—1i, 0).

30, Vejamos como se determinam as coordenadas
dos focos.




Se as rectas

sdo tangentes 4 curva, sdo focos os seus pontos de inter-
sec¢do. Logo, comparando.as equagGes anteriores com
a da tangente

X fx_f_."- f).—;-{ fl;“ﬂt

temos as condigGes

que por eliminagdo de x, y e 7 com a equagdo da curva
ddo o valor de C.

3. Podemos também determinar as coordenadas
(2, ) de um foco, interceptando a curva pelas rectas

As condigbes de tangéncia permitem calcular os
valores de « e .

Do exposto, resulta que os centros dos circulos bitan-
gentes (') de raio nulo sdo focos da curva, pois que da

equacdo do circulo

se tira

(1) Os circulos tangentes a uma curva em dois pontos distintos cha-
mavam-se circulos bitangentes.
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§ 13.°
Transformagoes

32. Diz-se que duas curvas C e C' sdo transformadas
uma da outra.quando aos elementos de qualquer delas
correspondem elementos bem determinados da outra,

Os elementos correspondentes chamam-se homé-
logos. _

E bem de vér que uma propriedade conhecida da
curva C tem por correspondente uma propriedade ver-
dadeira da curva C'. 3

Inversamente, se se quer conhecer a veracidade de
uma propriedade duvidosa de C, pode recorrer-se ao
estudo da propriedade correspondente em qualquer das
curvas transformadas.

33. Uma transformacdo diz-se pontual quando a
correspondéncia é feita entre pontos.

Analiticamente, a correspondéncia pontual continua
¢ definida pelas equagGes conlinuas

X=f (%.7), Y= (x:7)

se designarmos por m (x, y) e M (X, Y) dois pontos
homélogos das curvas C e C',

Uma transformagdo diz-se de contacto quando duas
curvas tangentes num ponto tém por transformadas
duas curvas tangentes no ponto correspondente.

Teorema. Toda a transformacdo pontual é uma trans-
formacdo de contaclo. -




S

Das equagbes de transformagdo, tira-se, com efeito,
a igualdade

dY
AY o idgiu il oy
"SI} TR e,
i) i}

pela qual se v& que se duas curvas C e C' sdo tangentes
num ponto — caso em que sdo iguais as primeiras deri-
vadas y'—as curvas homdlogas sdo também tangentes
no ponto correspondente.

. Chama-se transformag¢do homogrédfica & trans-
formacdo definida pelas igualdades

ax—+by-4c
a"x 4 b"y 4-¢"’

()
a'x-+4-by¢
et WYy et :

ou, em coordenadas homogéneas,

X::a.r-'-}—by—'{-cg,
Y=a'x4-b'y+¢'z
Z=a"x+b"y 4"z,

com
la b ¢
a' b'c!
d”b”f.‘"l

<
}0‘

A transformlaqﬁn homogréfica mais geral depende
!
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de 8 parametros, razées de 8 dos coeficientes das equa-
¢bes de transformagéo para o restante,

As coordenadas de dois pontos homélogos determi-
nam entre aqueles parametros duas relagSes e por isso
quatro pontos homélogos bastam, em geral, para fixar
uma transformagdo homogréfica.

Logo, existe sempre uma transformacdo homogrdfica
que fag corresponder n pontos de uma figura a n ponlos
de outra figura dada, contanto que seja n < 4.

Das relagoes de transformagdo decorrem as seguintes
consequéncias.

a) As varidveis x e y podem também exprimir-se
em fungdo de X e Y por relages da forma (3).

b) A transformada de uma curva algébrica ¢ uma
curva do mesmo grau.

¢) Aumarecta que corta uma curva emn pontos distin
tos ou coincidentes corresponde outra recta que corta a
curva homéloga em n pontos distintos ou coincidentes.

Consequentemente, aos pontos de inflexdo de uma
curva correspondem também pontos de inflexdo na
curva homéloga.

85. Teorema. As iransformagies homogrdficas con-
servam a ragdo anarmonica enlre quatro ponlos.
As coordenadas

x4 ax, y+ 4y 1 ug (i==1,2,3,4)

de quatro pontos m, em linha recta tém por correspon=
dentes as coordenadas

Xetedj X'y ¥ 2, Yhe Z42 2/
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dos quatro pontos M,. Ora, como é sabido, tem-se

L (ml m, my m-l)'ﬂ(}'f Ay ks }‘l)
e : .
(M, M, M; M,))=(,7:22,);
logo,
(m,m,mym)=(M, M, M, M)).

A igualdade entre estas razdes anarménicas € a pro-

priedade fundamental das transformag6es homogréficas.

No estudo destas transformacgées é basilar o seguinte:

- Teorema. Toda a projeccdo conica de um plano =«

sobre um plano (8 estabelece entre ésses planos uma corres-
pondéncia homogrdfica.

Sejam M,, M,, M; e M, quatro pontos do plano # e
m m,, m, e m, as suas projecgies sObre o plano f.

Como sabemos, é sempre possivel construir uma
transformagdo homogréfica que tenha os pontos m,, m,,
m, e m, por correspondentes de M,, M,, My e M.

Tomemos um ponto M qualquer do plano z e o seu
correspondente m definido por essa transformagdo homo-
gréfica.

Se M ¢ a intersecgfio das rectas M, M, e M; M, o
seu correspondente m e a sua projecgdo m' coincidem
com a intersecgdo de m, m, e m; m, visto que @&stes
segmentos sdo as projecgoes de M, M, e M; M.

Designando por P a intersec¢do de M, M, com MM,
e supondo que M, M, contem M, a recta m, m, contem
também m e m', e pela propriedade fundamental das
homografias, seréd

(M, M, PM)=(m;m,pm)=(m, m, pm'),
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onde p diz respeito a intersecgdo de m, m, e m; m_;
logo, os pontos m e m' coincidem.

Se M estd fora das rectas definidas pelos pontos
M, e M,, My e M,, uma recta qualquer que passe por M
encontra as rectas M, M,, M, M;, M; M, e M, M, nos
pontos A, A,, Aye A, que t&m por correspondentes 0s
pontos'a,, d, d; € a,.

Sera pois

(A, A, Ay M)=(a, a; a;m)=(a, a, a; m');

logo, os pontos m e m' coincidem ainda, ficando assim
demonstrado o teorema. '

O geometra Chasles (*) demonstrou que, reciproca-
mente, duas figuras homogréficas podem colocar-se em
posi¢do de perspectividade. E por isso que as proprie-
dades conservadas nas transformagGes homogrificas se
chamam propriedades projectivas.

: §14°
[nversao ou transformagao por raios
vectores reciprocos

36. Dada a curva C e um ponto fixo O, se numa recta
qualquer que passe por O e corte C no ponto M mar-

carmos um ponto M’ tal que

OM.OM=k*

(") Gomes Teixeira, Courbes Speciales remarquables,
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representando A?

5 uma constante qual-

quer, positiva ou

negativa — o lugar

geomélrico dos pon-

tos M' chama-se

curva inversa da
curva C.

A constante k* é

2 4 Z poténcia ou médulo

de transformacao.
Tomando o ponto 0 para origem das coordenadas e
designando por (x, y) e (x', y') as coordenadas dos
pontos M e M/, serd

i L oM k?
x oy OM  x" 4 y'2
donde
xr=k? i = k? J

o i A N B s e
xf,_i_frz‘y . x;,_i_yr-;

O'ponto O € o polo ou centro de inversao.

O circulo de.centro O e raio k chama-se circulo de
inversdo e é formado pelos pontos duplos da transfor-
magdo, isto €, pelos pontos que coincidem com os seus
homalogos.

Em coordenadas polares () as férmulas de transfor-
macéo séo

(') Carnoy, Cours de Géaométrie Analytique.
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Sdo imediatas as propriedades seguintes:

a) A transformada de uma recta que néo passa pelo
polo é um circulo que contém o polo, e reciprocamente.

Com efeito, a recta

ax+by+tc=o

corresponde a circunferéncia

K (ax+by) +e (2 4+r")=o0.

No caso particular de ser c=o0, a linha inversa da
recta é a propria recta.

b) A curva inversa de uma circunferéncia que ndo
contém o polo é uma circunferéncia que também ndo
passa por &sse ponto. :

A circunferéncia

X'ty —2ax—2py=c

transforma-se, com efeito, em

c(x*+y’)te2aklxt2pky=k'

Quando for a==0, =0 e c=Fk?, a curva transfor-
mada coincide com a proposta: é o circulo de inversédo.

¢) A curva inversa de uma cénica que passa pelo
polo ¢ uma cuabica circular (), que tem o polo como
ponto duplo.

(") Chama-se ciibica circular & curva de terceira ordem em que os
térmos do terceiro grau tém a forma (@ x + b y) (x*+y?).
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A cénica
Ay‘l+ B .ry—{—C'.:’-Jr—D-_}lf—}—'E X =0
corresponde, com efeito, a curva o
(Dy+Ex)(*x*+y*)+k (Ay*+Bxy+Cx*)=o.
No caso particular de ser D=E =o, as r;actas
Ay’ 1-Bxy-+|Cx*=0

(que formam uma cénica degenerescente) coincidem ¢om
as suas inversas. iy ot
d) Circulos tangentes a uma dada recta no centro
de inversdo convertem-se em paralelas a essa mesma
recta. ' ' _
Tomando a recta para eixo das ordenadas, temos os
circulos :
x*ty'—z2ax=—0o,
x*4-y?*—2px=0,

cujas transformadas sdo

fi="..?'xx,
ke=2p X

e) As tangentes a uma curva e a sua transformada
nos pontos correspondentes formam um tridngulo isés-
celes com a recta que une os pontos de contacto.

Em coordenadas polares, da equagdo de transfor-
magdo, )




ou ainda
tang U=—tang V,

sendo U e V os angulos que as tangentes correspondentes
formam com o raio vector. Como &stes angulos sdo suple-
mentares, provada fica a propriedade.

Coroldrio. Se duas curvas formam um angulo 3 num
ponto que ndo seja o cenlro de inversdo, as curvas lrans-
formadas cortam-se segundo um angulo igual no ponto
correspondente.

f) A transformada de uma recta que passa pelo
ponto circular (1, i, 0) € uma recta que contem o ponto
circular (1,—1, 0).

Das férmulas

I I

x=k:% Y= k’“,y—s
$Earg” A
tiram-se, com efeito, as igualdades
: k? : k?
x+'f= x'—l'y’}x“:J’:.r'—FfJ‘",

por meio das quais a recta

x—]-'f_)’—i-‘{.'=ﬂ,
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que contem o ponto (1, , 0), se transforma na recta
c(x'—iy)+k*=o,

que passa pelo ponto (1,—1, o).

E reciprocamente. Logo:

Na transformacdo de uma coénica, a curva inversa
admite como focos os pontos inversos dos focos da
transformada.

As curvas que coincidem com as suas inversas cha-
mam-se analagmdticas. Veremos mais tarde exemplos
destas curvas.




CAPITULO 11
Cubicas circulares

§ 1.

Simplificacdo da equagao da ctblica

31. Definicées. A curva representada pela equagdo
do terceiro grau:

Ax’4+Bx'y+Cxy’+Dy’+Ex*+Fuxy
4Gy +Ha+Ky4L=o

chama-se cibica.

As cibicas que passam pelos pontos circulares ou
ciclicos dd-se o nome de cubicas circulares ou ciclicas de
lerceira ordem.

Como adiante veremos, estas curvas gozam da notd-
vel propriedade de reproduzirem por projec¢do todas
as outras cibicas. Por éste motivo e ainda por razGes
de simplicidade, é por elas que comegaremos o estudo
das curvas de terceira ordem.

Devendo a cabica circular, por virtude da sua defi-
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nigdo, conter os pontos ciclicos, a sua equagdo serd
necessdriamente da forma

(aX~45Y) (X*4-Y) =
=PX'Z+QXYZ+RYZ'}KXZFUXZ+V2Z?,

ou em coordenadas cartesianas

(ax—+by)(x*+r)=Px’4+Qxy+4Ry?
4+Kx4Uy+V.

38. Entre as propriedades mais notédveis destas curvas,
uma hd que muito concorre para a simplificagdo da res-
pectiva equagio:

Teorema. Toda a cubica circular admite uma assin-
lota real.

De facto, a recta

y=cx—+d

¢ assintota quando ¢ ¢ uma raiz da equagdo (n.’ 18)

(a+81) (14-r)=o,
isto €, quando se tem

b ;
l=——out=+=1,
a
e d é determinado pela susbstituigdo destas raizes na
expressao
P—Qt—R1¢?

b(1--)F2(atbe)t
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Temos assim duas assintotas imagindrias

Qa—Pbs4+REF(P—R)ai
2 (a*+-b?)

y==ix-+

e a assintota real

a i Pb*—Qab-+Ra?
—_———x
4 b a*-+ b
ou
Pé*—Qab-+Ra*
ax-t-by= pranyE

Tomando agora para eixo das ordenadas uma recta
paralela a assintota, desaparece da equagdo desta o térmo
em by e a equagdo da clbica toma a forma

*(#4y)=P,#'+Qay+ Ry +K, 5+ Hy+V,

que se simplificard ainda mais com a mudanga da ori-

gem para o ponto (¢, 8). Além dos térmos jd escritos, a

equagdo transformada apresenta ainda outros térmos,

entre 0os quais 2 £ x y, que se anulard com Q, x y,
.

I
quando for g=--Q,.

Temos pois para a cubica a forma mais simples, que
usaremos de futuro:

6) x(x*+y)=Ax’4A'y’42Cx42C'y4F.




§ 2.0

Geragdo das cubicas

39. Semelhantemente ao que se faz nas cénicas, inda-
guemos a maneira como se gera uma cibica circular e veja-
mos se dai se podem tirar vantagens para a sua construgao.

Teorema. Uma cubica circular admite, em geral,
quatro séries de circulos bitangentes com centros sébre
outras tantas pardbolas (pardbolas deferentes).

Com efeito, o circulo

' byt=2 (a5 48y+7)

e a cubica (6) tém quatro pontos comuns a distdncia
finita, os quais sdo também comuns 4 cénica

2@x+sy+y)x=Ax*+A'y*+2Cx+2C'y4F.
As suas coordenadas satisfazem portanto a equagéo

2 (ex+4By+y)x—Ax*—A'y’—2Cx—2C'y
" —F—h(x*ty'—2ax—28y—2y)=0
ou
(20— A—h) x*+(—A'—h)y*+28xy
42 (j— C+ha) x+2 (hs—C) r—F + 2 hy=0,

qualquer que seja a constante arbitréria A.
Ora, se o primeiro membro desta tultima equagdo
fér um quadrado perfeito

(mx—-ny—p)’,
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o circulo propdsto é bitangente & cibica, visto @éste
quadrado representar duas rectas coincidentes, que
cortam a cibica nos quatro pontos por onde passa o
circulo.

Identificando pois o quadrado anterior com a equa-
¢do da conica, teremos as condigses:

m=2a—A—h,
n*=—(A'-+h),
mn==_3,
pm:-y—CJr-kz,
pn=ph—C’,
P:-'——"Qh}i—""F,
que ddo
82+ (2a—A—h) (A4 h)=o,
(h8 — C")' (A" h) (2 iy —F)==o,
B(hﬁﬁCJ)+(A:+h) (:{——C—CG:}EO,
ou
Bpmplnis 5 dneg
{7) d—g( =y )_Q(Ai—i—h)'

1 (hg—C')?
R ey e

Substituindo &stes valores na tGltima das trés equa-
¢Oes anteriores, vird

B (A--h) (A'+B)+F (A' k) — 2 Ch (A' 4 H)— C=o.

Esta equagdo do quatro grau dd os valores que
devem ser atribuidos a h nas equagbes (7) e (8) para
que os valores correspondentes de = e y assegurem a
bitangéncia da cibica e do circulo considerado.
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Conclii-se também da equacdo (7) que o centro do
circulo descreve a pardbola deferente

3

T

P TR

1
2 2 (A'+-h

As quatro pardbolas correspondentes aos quatro
valores de & sdo confocais (), de foco comum no ponto

%[{A—A’), o].

No caso particular de ser h==o0, os centros dos cir-
culos bitangentes correspondentes descrevem o eixo das
abcissas, visto ser

ﬁ’za,

Quando a chbica é unicursal, uma das séries de
circulos bitangentes é simplesmente tangente e passa
pelo ponto duplo da cabica, visto os circulos encon-
trarem a cabica em dois poatos coincidentes com o
ponto duplo (2).

Enfim, os circulos bitangentes de uma mesma série
sdo todos ortogonais a um circulo fixo, perfeitamente
determinado. E o que vamos vér no parégrafo seguinte.

(') Carnoy, Cours de Géométrie Analytigue.
(*) Ver-se hd mais adiante (n.o 42) confirmada esta propriedade.
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Do
Circulo director

§0. Examinemos pois a existéncia do circulo fixo a
que nos acabamos de referir, 0 qual traz para o estudo
das cibicas subsidios de grande importancia.

Como é sabido, a ortogonalidade dos circulos

x*ty’—2ax—2py-+y=0,
x'ty?*—24'x—28'y 44 =0

traduz-se por

20a! 4288 =y+y';

sabe-se também que existindo uma relagéo linear entre

a! ﬁ c?"
aa+tbs+4cy-+d=no,

o primeiro circulo é ainda normal a um outro circulo
perfeitamente determinado.
Ora, das férmulas

2

!

tira-se a seguinte relagéo linear entre «, 8 e y:

2h* (A'+-h)at2hC o=
=2 h(A' 4 h)y—(A' k) F~h* (A h) (A' k)4 C".




Logo, o circulo varidvel
x'ty'—2ax—2py-}y=0

€ ortogonal a um circulo fixo.
Comparando a relagéio linear anterior com a condi¢do
de ortogonalidade, conclti-se:

' el
R(A'k) - hRC' h(A'Fh)

!

/
r*(A+h)(A'+h)—(A'+h)FLC"

ou
3 paatinen Seg) .
ey | Seiney W
e
(A F—C*—k* (A h)(A'4-h) ]'
R h(A k)
A equagdo do circulo fixo é pois
aCly ® i
N h e B e e
M AN TRy O i TR IR
—h(A+h)=o.

Atendendo & equagdo do quarto grau em / do n.° 39,
o seu raio é determinado pela igualdade

Gl ob;
R*=3h _{;'-';_-Jlufr)T -—:-QA.;I—EC.

Dé-se a éste circulo o nome de circulo director. Em
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correspondéncia com os valores de /4 existem, em geral,
quatro circulos directores, que se transformam em

CI
#+y'+—y+1C—0,
quando seja h=o,
visto que

! !
o Eg,ﬁ——

Passemos agora a estudar algumas propriedades do
circulo director.

§1. Teorema. A corda que une os ponlos de contacto de
um circulo bitangente é dividida ao meio perpendicularmente
pela tangente (no centro do circulo) a pardbola deferente.

Com efeito, a equagio da corda dos pontos de con-
tacto é

i, iy A
¥ n i I'l’

e pode, em virtude das igualdades

"ok 0P p ph—C!
r:_A'+k, 5 Al-+h :
escrever-se sob a forma
B 8 b
A O T R
B C

el ! o
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Por outro lado, a tangente & pardbola

2

¥
2 (A h)

¢ um didmetro do circulo bitangente e ¢ perpendicular ao
meio da corda, visto o seu coeficiente angular ser

—}—x—%(AJ--h)r_o

A equagdo da corda mostra ainda que esta recta
contem o centro do circulo director.

Coroldrio I.. As normais a cubica nos pontos de con-
tacto dos circulos bitangentes cruzam-se no ponto de con-
tacto da tangente a parabola que corta perpendicularmente
ao meio a corda de unido daqueles dois pontos.

As normais a cuhbica sdo raios do circulo bitangente
e por conseguinte passam pelo ponto de contacto da
tangente a pardbola (centro do circulo).

Coroldrio II. A pardbola deferente é a envolvente das
reclas que dividem perpendicularmente ao meio as cordas
que unem os pontos de bitangéncia dos circulos (7).

Na verdade, as perpendiculares ao meio das cordas
que unem pontos de bitangéncia sdo tangentes & pard-
bola.

Teorema. O lugar geométrico dos meios das cordas
que unem pontos de conlacto dos circulos bitangentes é
uma cubica unicursal.

(') A envolvente de uma familia de rectas & uma curva que é em
cada um dos seus pontos tangente a uma daquelas rectas.
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Como sabemos, a intersecgdo das rectas
(A'4-h) y =3 (x k) —C’

y—pm— )

é o ponto médio da corda considerada.
A eliminagdo de y entre estas equacGes, tendo em
vista a féormula

I i
w—— (A-|-Iz)——2--{x+m,
da
Sl (A—h)p*+2Cs H-(AF-A) (A +h)
W (A'4-h)* 452

e também se vé que

1 (AR —C' s (A ) (A+3h)s—2 C'(A' +A)?
I SoReit (A &) [(AT k) +5]

Estas férmulas mostram que as coordenadas x e y
sdo fungbes racionais de um parametro { e representam
por isso uma curva unicursal do terceiro grau (V).

Este teorema, supomos noés, sé era conhecido para
o caso das chbicas com eixo e foi demonstrado, por

(1) Quando A'+ h =0, uma daquelas curvas transforma-se numa
recta paralela i assintota real, visto que nésse caso C' € igual a zero

€ I:T(AI — ;l).
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meio de uma andlise muito diferente da do texto, pelo
matemadtico japonés Téda Ono (Separata Gomes Tei-
xeira, vol.[47, 11 série).

Coroldrio. As curvas unicursais mencionadas no teo-
rema anterior sdo as peddrias das pardbolas deferentes em
relagdo aos centros dos circulos directores.

Efectivamente, a tangente a parédbola deferente divide

ao meio a corda que a ciibica determina na perpendicular
baixada do centro do circulo director sdbre essa mesma
tangente.
4. Teorema. Quando o guadrado do raio do circulo
director é igual ao médulo de transformacdo, a cubica
circular € analagmdtica em relacdo ao centro déste cir-
culo.

Designando por A e B dois pontos de um circulo
varidvel bitangente a cibica, por O o centro do circulo
director e por R o seu raio, podemos, com efeito, escrever

OA.OB=R;

visto o circulo varidvel ser normal ao circulo director e

a corda A B conter o ponto O. Como B é o homélogo

ou inverso de A em relacdo a O, a curva é analagmatica.
Se o ponto A ¢ duplo, coincide com B e

OA*=R?,

prova de que o circulo director passa pelo ponto duplo
da cubica.

A recta A B ¢ neste caso tangente e passa pelo centro
O; por isso os circulos directores cortam a curva nos
pontos de contacto das tangentes tiradas pelo seu centro.
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Teorema. Se o centro do circulo direclor é um ponto
duplo da cubica, o seu raio é igual a zero.
Os centros dos circulos directores estdo sObre a

cibica, porque as suas coordenadas (— h, -A'-Hr) (")

satisfazem a equagdo dessa curva.
Substituindo nas derivadas parciais da equagdo da

respectivamente, vem

cibica x e y por—h o o)
,}' Jﬂlr—i—fl’

o <~
3.‘:“—]—(1&! AT +2Ah—2C=o, e

2hC'4-2A'C'—2(A'+h)C'=o0.

A tltima expressiio é uma identidade e a primeira é
igual ao quadrado do raio do circulo director.
Reciprocamente, se o raio do circulo director ¢ nulo,
o centro désse circulo é um ponto dupla da cibica.
Coroldrio. Se a equagao

C;]
-_—— —! A+-h)=
(9) 2!‘?[:Al Ik) C+ J{ ‘+ ) Y
tem raiies iguais, a cubica € unicursal.
A derivada de (9) d4, com efeito,

Ia

C
3 3 T — — p=—e |
I:+(A,+h):+2AC 2 C=yp,

cr
(x4+h)— A1y passa

(') Vé-se agora bem que a corda y =
pelo ponto duplo da ciibica.

A-’+h
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e o primeiro membro desta igualdade é o quadrado do
raio do circulo director.
A equagdo (g) pode escrever-se

k* (A—<h) (A" +h)+-(A'+h) F—2C (A'4-h)—C"=o

ou

(10) b4 (A-A") A4 (AA'—2 C)h*
+(F—3A'C) h-+A'F—C'" =0,

Quando o discriminante

-

D=?]7—f;[A A'—32C)—3 (A4-A") (F—2 A’ C)
412 (A'F— C™)'—[27 (A4-A')* (A'F—C")
427 (F—2A'C)*+4+-2(AA'—2C)?
—72.(AA'—2C) (A'F— C"?)?
—9(A+A")(AA—2C)(F—2AC)'}{

desta equagdo for diferente de zero, a cibica é a envol-
vente de quatro séries de circulos bitangentes, sendo
todos os circulos de cada série perpendiculares a um
circulo fixo.

A cubica ndo € unicursal.

Quando o discriminante é nulo, a cibica possdi um
ponto duplo ou um ponto de reversdo (*).

(') Com o discriminante nulo, a curva & unicursal. Tomando o ponto
duplo para origem das coordenadas, temos a equagio

x(#14y)=Mx?+Nry+Qrs




No primeiro caso, a curva é a envolvente de duas
séries de circulos bitangentes e de uma outra série de
circulos simplesmente tangentes; no segundo, héd apenas
uma série de cada espécie.

A resolugdo da equacdo (10) dd-nos portanto a situa-
¢do do ponto duplo ou de reversdo da cibica uni-
cursal.

#3. Conforme mostrou Gomes Teixeira (Annali di
Matematica, Mildo, série 3.* t. x1), os centros dos circulos
directores sao determinados pela interseccdo de uma hipér-
bole com a cubica.

Com efeito, da equagdo da cdbica resolvida em
ordem a y,

C't \/C"’-——(x-—-ﬁ’) (x*—Ax*—2Cx—F)
x—A !

—1

que, por transporte da origem para a ponto (o, —:- N), dd
¥ (F1yH) =M+ Qyi+ - Nrt Q.Ny+--Q.N
Comparando com a equagiio da ciibica, vem

A=MA=Q, 2C

_l:. N?,
2 €' =0.N, F:—:-Q_Nl’
e (10) toma entio a forma
M4+ (Q+M)AR(Q.M- —ql-N’) h*=o,
Hi pois ponto duplo se Q. M — —i— NEEG, e de reversio na hipd-

tese contriria.
3




conclii-se que a hipérbole

7 ity

tem a mesma assintota real x==A' que a cubica, e passa

o
i)

Os centros dos quatro circulos directores encontram-se
assim ao mesmo tempo sObre a hipérbole e sobre a
cubica.

Como aquela hipérbole corta ao meio as cordas da
cibica que sdo paralelas a assintota real, segue-se que
os pontos de contacto das tangenles paralelas a assinlola
real sdo centros dos circulos directores.

Da posigdo especial da hipérbole conclui-se ainda
que ela passa pelo ponto duplo ou pelo ponto de rever-
sdo, sendo no ultimo caso tangente 4 chbica neste
ponto, como se verd também nos n.” 53 e 54.

Temos assim uma, duas ou quatro séries de cir-
culos bitangentes, segundo a natureza da cubica.

Em conclusio:

Uma cubica é analagmdtica em relagio a um, dois
ou quatro pontos, conforme tem um ponto de reverséo,
um ou dois pontos duplos.

Se C'==o0, a curva possii um eixo e a hipérbole
degenera em duas rectas

pelo ponto (— h, — centro do circulo director.

x=A', y=o.

No infinito da recta x =A' existe o centro de um cir-
culo director; e sdbre a recta y =o hd trés centros quando
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a curva ndo é unicursal, dois se tem um ponto duplo, e
um se existe um ponto de reversdo.

A curva é entdo analagmadtica em relagdo a trés, um
ou zero pontos, respectivamente.

§ 4.°
Curvatura

M, Teorema. Se os pontos A, B, C e D de uma
cubica circular estdo sébre um circulo, as rectas A B
e CDou ACeBDoudDe B C interceptam a
cubica em dois pontos situados sobre uma paralela a assin-
lota real.

Tomando A C e A B para eixo dos x e dos y
respectivamente, a equagdo da cubica escreve-se

(x*4-y’+Hxy) (px+-q95)=
=A,x*4+B, xy+4C,y*+D,x+E, r.

O eixo dos x encontra a cfibica nos trés pontos de
abcissas o, a, }; o eixo dos y nos trés pontos de orde-
nadas o, &, ,. Serd portanto
(11) px*— A, x*—D, x=px(x—a)(x—1),

(12) ¢r’—C. y'—E,y=qy(r—2&)(r—2)

Ora, o circulo que passa pelos pontos A, B e C,

x(x—a)+Hxy 4y (r—b)=o,
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corta a cibica num quarto ponto D e, atendendo a (11)
e (12), a equacdo da cibica é

[x(x—a)+Hxy+y(r—b)(px+qr)=
=A,x(x—a)+B,xy+C,y(y—b)

Logo, o sistema constituido por esta equagio e pelo
circulo anterior determina as coordenadas dos pontos
A, B,CeD.

Eliminando entre estas duas equagbes y (y — &),
obteremos as duas rectas

x=0e(A,—C,)(x—a)4+B,—HC,) y=0

que passam pelos pontos A, B, E e C, D, F, respectiva-
mente, sendo 2, e 2 as abcissas dos pontos E e F.
Substituindo B, y na equagdo da cabica por

—(A,—C,)(x—a)+Hxy,
teremos
*¥(x—a)+Hxy-+y(r—b)=0o,
(13) px+qy=C,

Como estas duas equagbes devem ser satisfeitas pelas
coordenadas dos pontos de intersecsdo da cabica com a
recta C D e como o circulo anterior passa pelos pontos
C e D, segue-se que a recta (13) corta a cibica no
ponto F.

Por outro lado, a recta A B (x == 0) intercepta a
cibica nos pontos fixados pela equagdo

gy*(yr —06)—C,y (y —b)=0,
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que da
y=0,y=5¢9y=C,.

Os dois primeiros estdo sObre o circulo; o terceiro
¢ o ponto E da cabica e pertence também a recta
p x+ g y=C,, que corta o eixo dos x naquele ponto.

Fica pois provado que esta recta, que ¢ paralela a
assintota real, contem os pontos E e F.

Coroldrio I. A tangente a cubica no ponto A e a
secante A D cortam a cubica em dois pontos situados
sobre uma paralela a assintota.

Basta, de facto, fazer coincidir B e C com A.

O circulo considerado no teorema anterior € o cir-
culo osculador em A,

Podemos pois construir um circulo osculador num
ponto qualquer A da curva, conhecido o seu raio, visto
que o ponto D se determina fécilmente: Tira-se pelo ponto
E, interseccio da cubica com a tangente em A, uma
paralela a assintota que encontra a cubica em F. A recta
A F determina o ponto D onde o circulo osculador corta
a cubica.

Coroldrio II. As tangenles a cubica nos pontos de
contaclo de wm circulo bitangente cortam a curva em
dois ponlos situados sébre uma paralela a assintota real.

Efectivamente, se A coincide com B e C com D, o
circulo dado ¢ bitangente nos pontos A e C e as rectas
A B e C D sdo tangentes nésses pontos.

Teorema. Se os quatro pontos A, B, C e D de uma
cubica se encontram sébre um mesmo circulo, os seis pontos
A, B, O e C, D, O definem dois circulos que cortam a
cubica em dois pontos E e F, tais que o circulo E F O é
tangente a cibica em O.




A cubica

x(x*+y)=Ax*+A'y*+2Cx+}2C'y,

que passa pela origem, corresponde a ciibica inversa

2 (x4y,7) (Cx,+Cly,)+m (A% +By,)—mix,=o,

por efeito da transformacéo

2 2
m® x, m'y,

SESTN RN dmp e

X

Tomemos nesta cibica os pontos A,, B, C,, D, eF,,
que nas condi¢ées do teorema anterior correspondem
aos pontos A, B, C, D e F, e seja O a origem das coor-
denadas. 1

A recta A, B, tem por correspondente um circulo
que passa por A, B, E e O; a recta C, D, corresponde
o circulo que contem C, D, F e O; e a recta E F, que
encontra a curva a distancia infinita, tem por corres-
pondente um circulo que passa por E, F e O e pelo
homélogo do ponto situado a distancia infinita, que é
também O.

Este circulo é portanto tangente & curva no ponto O.
Quando O estad no infinito da assintota, temos o teorema
anterior,
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§ 5.
v Pontos de inflexio

05, Pelas férmulas de Pliicker, uma cibica ndo uni-
cursal tem nove pontos de inflexdo. Um, pelo menos,
serd pois real.

E nas cibicas que aparecem pela primeira vez os
pontos desta espécie.

Teorema. Numa cibica ndo unicursal existem sempre
Irés e so trés ponlos reais de inflexao.

A equagdo da cubica circular,

_C'i\/C”—(x—A‘) (x’—Ax*—2Cx—F)
P x— A

mostra-nos que, quando x —- A' se aproxima de zero por
valores positivos ou negativos, se apresentam dois valores
para y: um finito e outro infinitamente grande em valor
absoluto.

Efectivamente, designando x — A’ por /& teremos

B

;]

B Cli\/cﬂ’—“s
h

onde ¢ representa uma quantidade que tende para zero
com h.
Fazendo tender / para zero, obteremos os trés valores

2 C'
=+
+o0
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AR—A A" g A'C—F
[

A curva corta pois a assintota real x =A' a dis-
tdncia finita e como a toca em — = e }-= terd certa-
mente um ramo infinito, como mostra a figura.

Realmente, a fungdo representada pela curva
€ continua para todos os valores de x, salvo
para x==A'. A curva é pois formada por um
A trago continuo que se estende de —= a-}- =
na direcgdo da assintota e que corta esta recta
no ponto

LAY AN _QIAtC §
o 9 C' :

A, Uma curva constituida déste modo ndo

pode ser tragcada sem que por duas vezes se
modifique o sentido da sua concavidade com
respeito a assintota: haverd pois dois pontos
de inflexdo, em A, e A, por exemplo. Por atra-
vessar a assintota, a curva terd necessdriamente

4, um outro ponto de inflexdo, A; por exemplo,
resultante da unido dos dois arcos com con-
cavidades diferentes.

Teorema. Uma cibica nunca pode ter mais
de trés ponltos reais de inflexdo e éstes ponlos
encontram-se sobre uma linha recla.
Designemos por M, N e P os pontos reais de inflexdo

de uma ctibica e tracemos as tangentes de inflexdo que
se cortam nos pontos M, N, e P,.
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O teorema da Carnot (') dd4

M,P3.N, M. P, N°=—M,N>. N, P>. P, M’
ou

M,P.N,M.P,N——M,N.N,P.P, M.

Esta igualdade mostra-nos que os pontos M, N e P
sdo as intersecgoes dos lados do tridngulo M, N, P, por
uma recta.

Se a curva admitisse outro ponto real de inflexdo R,
também se demonstrava que M, N e R eram colineares,
e uma mesma recta encontraria a cuibica em quatro
pontos, o que € absurdo.

A recta real que une dois pontos de inflexdo imagi-
nérios conjugados contem um ponto de inflexdo real;
logo:

Por cada ponto real de inflexdo passam guatro reclas,
uma real com trés ponlos de inflexdo reais; oulra real e
duas imagindrias. Por cada ponto de inflexdo imagindrio
passam também quatro rectas. Sdo ao todo oito rectas
imagindrias e quatro reais.

As cabicas unicursais t&m apenas um ou trés pontos
de inflexdo, como se vé pelas férmulas de Plicker.

(') Carnoy, Cours de Géométrie Analytique.
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§ 6.
Focos

6. As cubicas circulares tém o foco singular de coor-
denadas I_% (A—A"), oJ, resultante da intersec¢do das

assintotas
y==i [x——%(A — A’)],

o qual coincide com o foco das parabolas deferentes.

Examinemos agora como se determinam os focos
ordinérios.

Sabendo-se que a ciibica tem a distdncia infinita
duas tangentes de coeficientes angulares -}-i e —i e
passa pelos pontos circulares, o niimero de focos ordi-
nédrios € igual a (m—2)*=16, porque do ponto (o, i)
da chbica se podem tragar sémente n—1 tangentes,
incluindo no niimero destas a que dé origem ao foco
singular.

A posigdo déstes focos é determinada pelo teorema
muito conhecido de Hart:

Teorema. Os pontos de interseccdo de cada pardbola
deferente com o circulo director correspondente sdo focos
ordindrios.

Com efeito, o ponto (x,, y,) é foco da cibica se as
rectas




_67

sdo tangentes 4 curva ou se o circulo imagindrio de raio
nulo

(x—2.)+(r—r.)=0
¢é bitangente,

Comparando a equagdo déste circulo com a equagio
geral do circulo bitangente, teremos

1 % Lot 2hd
24y —2ax—28y g v
CJ!
e Lh(A+- B =(2—2, )+ (r—ry.)’

ou
xlzg’_}-"l:ﬁ

2 Cly, S F c'
1% — e
A+h Th T h(A k)

—k(ﬁ'+’1]=

:__j'_-},. :+

o que demonstra o teorema.

Verifica-se fdcilmente que o teorema é também ver-
dadeiro na hipétese h=0. Jia o mesmo se ndo pode
dizer quando seja

A'4-h=0o,

visto o circulo director ter um raio infinito. Neste caso,
os focos ficam situados sobre o eixo dos x.
A equagdo do circulo bitangente a cubica tem a
forma
(#—a)’+tyi==e’t2y,

visto que 8=o.
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A quantidade y satisfaz a equacdo

(y—C—aA' Y+ (F+2A") (2a—A4A)=0

ou
y 2 [A(2a— A+ A (CHaA))]y
+(C+42A")’4(22—A+A") F==o.

Em virtude da defini¢do, o ponto (=, ¢) é foco se o
raio do circulo anterior fér nulo:

a’t2y=—0=a’—2[A' (22 —A}-A")—(CHA'2)]
t2[A'(2a—A'"4A)—(C+A'a))?

—[(2a—A+A)F4(CHA'a)]T
ou

at—4 A'a®4-4(AA' +C)a*t-8(F4A C)at4 C?
+4 (A—A") F=o,

e esta férmula identifica os quatro focos da cabica.

O teorema de Hart também ndo ¢é verdadeiro quando
as cubicas sdo unicursais, porque hd circulos simples-
mente tangentes que passam pelo ponto duplo.

Estudemos éste caso a-parte

7. Transformando por inversdo a cénica

Ax*+2Bxy+Cy*+Dy-+Ex=o,

obtem-se a cibica unicursal

(" +y") Ex'+Dy')f-m* (A 5”42 Bx'y'+ Cy' o
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Ora, esta cibica tem o seu ponto duplo na origem
das coordenadas, onde admite as duas tangentes

Ax*t+2Bx'y'4Cy*=0.

Logo, se B>*— A.C>o0, as tangentes sdo reais dis-
tintas e o ponto duplo é um nodo; se B*—A.C=o,
as tangentes sdo reais coincidentes e o ponto duplo é
um ponto de reversdo; se B*—A.C<o, as tangentes
sdo imagindrias e o ponto ¢ isolado.

Assim, a hiperbole corresponde uma cibica circular
com um ponto duplo nodal; a pardbola, uma cibica com
um ponto de reversdo; e 4 elipse, uma ctibica com um
ponto isolado.

E sabido que os focos de uma curva qualquer tém
por inversos os focos da curva transformada; logo:

Uma clibica com um nodo tem quatro focos ordi-
ndrios; uma cubica com um ponto de reversdo tem
apenas um foco; e uma cibica com um ponto isolado
tem quatro focos ordindrios,

§7°

Construgdo de ciubicas circulares

Resumidas assim as propriedades mais notdveis das
cibicas circulares, estudemos agora um processo de
construgio destas curvas.

08, Zeorema. Tomemos sébre um plano quatro pontos
A, B, A, e B,. Pelo ponto B conduiamos uma recta d de
direc¢do arbitrdria que encontra em C arecla A A,. Em
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seguida, marquemos sGbre esta recta um ponto C, tal que a
raigo C A:C A, seja igual a uma constante dada c, e
descrevamos uma circunferéncia que passe por A,, B, e C..
Esta circunferéncia corta a recta d em dois pontos que
descrevein uma cubica circular, quando a direc¢do da recta
varia.

Tomemos A para origem dos coordenadas e A A,
para eixo dos x e fixemos para eixo dos y uma direc¢ido
perpendicular a A A,. Designando por (a, &), (a,, b,)
e (h,, o) as coordenadas dos pontos B, B, e A, a recta
d, que passa por B, é representada pela equagdo

(14) y—b=m(x-~a)
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e intersepta o eixo dos x num ponto C de abcissa

b

_']:I=a---—-

Por outro lado, o circulo
(15) x*ty'—2a,x—28, y=h*—2he,

tem por centro (z, &), passa por A, e passard também
por B, se for

(16) a’4-b?—2a,a,—28,b,=h*—2ha,

Combinando (15) e (16) na hipétese de ser &,2 o,
vem

(17) &, (x*+y’)—24a, b, x—(a’+b’—2a 2
+2ha,—h*)y=>b (h*—2ha,).

Ora, como &ste circulo corta o eixo dos x no ponto
C, de abcissa

tem-se

e eliminando m e «, entre (15), (16) e (17), vird

(19) [(ch-t+a)(y—b)—b(x—a)](b, x+(h—a,)y—hb,]=
=[c(y—20)(b.(*¥*+y")—(a’+ b =N )y — b, "],
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ou

(20) chb, (v )y=0b (c—1)x*
—+[(chta)b,—b(h—a,) xy]
+lc(a>+-b>+bb—ha)+a(h—a)ly?
+bbh(1—C)xt-[bc(ha,—a>—b2)—ahb,y.

O teorema fica assim demonstrado, porque a curva
representada por (19) passa pelos pontos A, A,, Be B,
e, como se vé em (20), ¢ uma cibica circular de assin-
tota paralela 4 recta A A,.

Quando &,==0, os lugares geométricos sido as
rectas

y=0,b(h—o,)x—[a,c(a,—h)+a(h—a,)]y
—a,bc(h—a)=o0.

§9. Passando a questdo inversa, consideremos a
cibica circular representada pela equacdo

(21) y(*'+y)=Hx+Kxy+Ly*t+Mx+4Ny.

Multiplicando os dois membros da equagdo (21) por
¢ b,, conclii-se que as cibicas (20) e (21) sdo idénticas,
quando se verificam as condigGes

b(c—1)=Hc,
hb(1—c)=Mc,
(22)

c(la’+b2+bb—ha,)+ta(kh—a,)=Lch,
(ch+4-a)b,—b(h—a,)=Kcb,
be(ha,—a’)—b})—ahb=Ncb,
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Uma das quantidades a, 5, a,, &,, c e & é arbitréria,
visto térmos 5 relagGes entre 6 quantidades; podemos
portanto tomar o ponto (a, &) arbitrdriamente sObre a
cuabica.

As duas primeiras equagGes (22) determinam 4 e c:

M

h=——,

b
ey

b—H

as duas daltimas mostram-nos que o ponto (a,, &,) é a
intersecgdo do circulo

(23) be(x*+y*)+(ah+Ne)y—behx=o0
e da recta

(24) (ch4+a—Kc)y-+bx=bh,

que se interceptam também no ponto (4, o).

Podemos pois, em virtude do teorema antecedente,
construir a cubica (21) de uma infinidade de maneiras.

Temos também, portanto, o seguinte:

Teorema. Tomemos sbbre uma cibica circular qual-
quer quatro ponto A,, A, B ¢ B, tais que A e A, se
enconirem sébre uma paralela & assintota real e B, coin-
cida com o segundo ponto de interseccdo da recta (24)
com o circulo (23). Um circulo qualquer que passe por
A, e B, corta a cubica em dois pontos situados sébre uma
recta lirada por B e corta a recta A A, em dois pontos
Ce C, tais que C A: C, A ¢ constante.

o
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50, Suponhamos que A, coincida com A e que B,
descrevendo a recta x==Fky, se aproxime de A.

Pondo sucessivamente h==o0, a,=k b, ¢ by==o0,
vem a cubica circular -

(25) ¢ (@ r)r=b(c—1)x’+(a+bK) xyi-(cb—aK)y?,

com o ponto duplo A na origem das coordenadas.  Os
circulos considerados que passam em A, e B, sdo, no
limite, tangentes no ponto duplo a recta x==>Fk y; logo:

Teorema. Tomemos sobre um plano duas rectas A A,
A B, e um ponto B. Por éste ponlo conduiamos uma
recta varidvel d e designemos por C o ponto-ondeela
encontra A A,. Sobre esta ultima recta, tomemos um ponto
C, tal que a raz@o C A: C A seja igual a uma constante c,
e descrevamos uma circunferéncia que seja langente a recla
A B, no ponto duplo e que passe por C,. Esta circunfe-
réncia corta a recla varidvel d em dois ponlos siluados
sobre uma cubica circular unicursal, com o ponto duplo
em A,, e de assintola paralela a A A,.

Esta ciibica tem a equagdo (25) e k € o inverso
da tangente trigonométrica do angulo das duas rectas
AB,ed

Reciprocamente, a cibica

(x*4y*)y=Hx*+Kxy+4Ly’
¢ idéntica a (25), quando
(27) b(c—1}=cH,

at+bK=cK.
cb—aK=cL.
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Uma das quatro constantes a, &, ¢ e K é arbitrdria,
de modo que a, & e ¢ podem exprimir-se em fungio de
K, por exemplo; logo: -

Teorema. Construamos duas rectas d, e d, que se
crugem mno ponto duplo A de uma cubica circular uni-
cursal, sendo d, paralela a assintota real. Tracemos em
seguida wm circulo de raio varidvel, tangente em A a
recta d,. Este circulo passa pelos dois pontos de inter-
secedo da ciibica com a recla que contem o ponto fixo B,
e os pontos em que ¢le intercepta a recia d, sdo lais que
C A:C, A é constante.

No caso especial de as rectas d, e d, serem perpen-
diculares, ¢ K=o e a equagdo da cubica toma a forma

C(I’_}.Jnl)-},-:b(c_l) x"}‘d-r_}’—}—cby{
§ 8.
Representacao grifica das cibicas
51. Resolvendo em ordem a y a equagfo
x(x*+y)=Ax"4-A'y'+2Cx+2C'y+F,

Vem

_C':i:\/C"—(x—A‘)(xs_A x*—2Cx—F)
s x—A'
ou ainda

O Y (ra) () (0 ) (2 — a0
B s W ErA '
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designando por a,, a.,, a; e a, as raizes da equagdo
(z—A") (2’ —Azx*—2Cz—F)—C'*=o.

Deve notar-se que as cordas da cidbica paralelas a assin-
tota real z = A’ sdo divididas ao meio pela hiperbole

(28) X

que desempenha por isso um papel de grande importancia
na representagdo grafica de que nos vamos ocupar.

Suponhamos em primeiro lugar que as raizes a,, a,,
a; e a, sdo reais e distintas:

a,<a,<a;<a,

e, para fixar idéas, admitamos que a assintota passe entre
a, ea,.

Marquemos os pontos de abcissas a,,.a,, a; e a, e
tracemos a hiperbole (28).

No intervalo (a,, 4,) a curva apresenta um ramo

. infinito, com a assintota z=A', o qual é de fécil tra-
cado, logo que esteja indicada a hiperbole.

Tem trés pontos reais de inflexdo.

Examinemos com mais minucia a forma da curva no
intervalo (a;, a,).

Como aqui ndo h4 assintotas, a curva deve ser
fechada, visto que as ordenadas dos seus pontos se
obtem juntando e tirando as ordenadas da hiperbole a
quantidade

?(w}=\/j(‘”—”*”x_':fh)(m—as)(n:—a_.},

g A
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que é uma fungdo continua no intervalo (a, a,), em cujos

extremos se anula.

Serd suficiente estudar apenas o comportamento do
numerador do radicando da raiz, visto o denominador
variar sempre no mesmo sentido no intervalo consi-

derado.

Fig. 1

O produto (x —a,) (x—a,) (x—a;) (x —a,) é uma
fun¢do continua que admite um mdximo dentro do inter-
valo (as a,), pois tem valores iguais nos extremos do
intervalo. Além disso, a curva ndo admite pontos de
inflexdo, alids a tangente num désses pontos cortaria




ainda o ramo infinito, o que é absurdo, pois que uma
recta ndo pode encontrar uma cibica em mais de trés
pontos. A concavidade estd pois voltada sempre no
mesmo - sentido. =~ Acresce ainda que as tangentes a
curva nos pontos

(a5, ¥ (as)] e[a,y (a,)]

tém coeficientes angulares iguais a «. A concavidade
estd portanto voltada no sentido dos y negativos nos
pontos que tém ordenada superior a dos pontos cor-
respondentes da hipérbole. Pelas propriedades j& indi-
cadas, concli-se pois que a curva é de forma oval.

Acabamos de estudar o caso em que as raizes da
equagdo

x'—(A+A)x’+(AA—2AC)x"}(2A'C—F)=x
+A'F —C'=o,

sdo desiguais e em que, portanto, é positivo o discrimi-
nante:
I
D=— (4 M?—N?),
27
com

M—(AA'—2AC)*+3(A+A)(2A'C—F)
+12 (A'F—C")

N=27(A-4A")*(A'F—C"*)427(2A'C—F)*
4 2(AA'—2AC)*—72(AA'—2AC)(A'E—C")
+-9(A+A")(AA'—2AC)(2 A'C—F).
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52. Passemos agora a hipdtese
4 M —N*<o.

Duas rafzes sdo imagindrias conjugadas, a, e a,, por
exemplo. A curva ¢ real quando x varia no intervalo
(as a,), visto o produto (x —a,) (x — a,) ser positivo
para qualquer valor de x. Ela ¢ formada por um ramo
infinito com a assintota x=—A', como se vé na fig. 1.

53. Resta discutir o caso em que 0 discriminante €

nulo:
4 P\-'lj——— N'.

A equagdo pode admitir uma raiz quddrupla, uma
tripla e uma simples, duas duplas ou uma dupla e duas

simples.
Vejamos a ultima hipétese.
Seja pois
C'+ \/_(—\‘—ﬂ.)’ (x —ay)(x—a,)
e x—A

O campo de variagdo real da fungdo é o intervalo
(as, a,); fora déste campo s6 hé o ponto duplo isolado
(a,,y (a,)]. Acurvaé constituida por um ramo infinito,
semelhante ao da fig. 1, e por éste Gltimo ponto. Ha
pois trés pontos reais de inflexdo.

Na mesma hipétese, podemos dar ainda & equagdo
da curva a forma

iV a—a)a—a)ts—a)
5 b x— N
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A varidvel x pode tomar todos os valores desde a,a a,
sem que a ordenada deixe de ser real. Supondo tracada
a assinlota entre a, e a,, prova-se como anteriormente
que existe uma ordenada méxima no intervalo (a,, a,).
A curva admite o ponto duplo [a.,, ¥ (a,)]. Sefora,=A’,

\

1
]
\
il
y
i
|
|
|
i
1
L]

Fig 2

o ponto duplo coincide com o infinito da assintota
real.

No primeiro caso, a curva tem a forma indicada na
fig. 2, que varia conforme a posi¢do da assintota. Apre-

senta apenas um ponto real de inflexdo no ramo dos y
positivos,
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54, Finalmente, no caso de ser

("+\/-—(x-—-a.}‘{_x—a )
A e T

toda a curva se encontra na faixa compreendida entre

duas paralelas ao eixo dos y tiradas pelos pontos de
abcissas a, e a,. Hd um ponto de reversdo em [a,, ¥ (a,)]
onde a hiperbole é tangente a curva.
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Com efeito, o coeficiente angular da tangente a hiper-
bole e & cibica no ponto [a,, y (a,)] é

e e
':at_A'):

A cabica, como nos casos anteriores, ¢ tangente a
recta x==a, no ponto [a,, y (a,)], porque o coeficiente
angular da tangente nésse ponto € «. Possi um ponto
de inflexdo real, que deve ficar'no ramo dos y positivos
e para cima do ponto [a,, ¥ (a,)], e comeca a aproxi-
mar-se da assintota, mudando portanto o sentido da con-
cavidade ().

A posi¢do da hiperbole e a invariabilidade do sen-
tido da concavidade no ramo situado abaixo do ponto
[a, y (a,)] leva-nos & figura da pdgina anterior.

Postas assim em evidéncia as propriedades de maior
relévo das chbicas circulares, facil nos serd agora des-
crever as correspondentes propriedades de quaisquer
outras cubicas.

E o que faremos.

(') Carnoy, Cours de Géométrie Analytique.




CAPITULO 111
Ciubicas ndo circulares

§ 1.

Simplificagio da equagio da cibica. Perspectiva.

55. As caracteristicas fundamentais destas cihbicas
decorrem muito fdcilmente das propriedades das trans-
formagGes e do importante teorema que segue.

Teorema. As cibicas circulares podem represeniar de
uma infinidade de maneiras a perspectiva das outras
cubicas.

Dada em coordenadas trilineares a equacdo de uma
ctibica ndo circular,

A x13+B'x1=J.l-ll_C ‘tlyl.s'_!_D rls-‘i—E ‘xl {l_{_F xt..vl {I:
Gy’1.+Hx1'+Ky, 12+Li’ =0

@ equagdo da primeira polar em relagdo ao ponto
M (x,==0, {,=0) é

Bx2+42Cx,y,+3Dy*+Fx,1,+2Gy 1, +Ki' =0
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Fixemos um tridngulo de referéncia, tomando para
lado 7, uma das tangentes da cabica, para lado x, uma
recta qualquer que passe por M e por dois outros pontos
A, e A, da mesma curva, e para lado y, a tangente a
cénica anterior (primeira polar) no ponto onde ela ¢é
interceptada pela recta A, A,.

Com esta posigdo especial do tridngulo de referéncia,
a equacio da cuibica simplifica-se,

De facto, quando se faz 7,==o0 na cibica e y,=o0 na
cénica, vém dois valores iguais a zero para x,, devendo,
portanto, nas equagdes

Ax,3+Bx,’y,—}—Cx,y,"—E—Dyﬁ:a,
Bx'4Fx,y,+Kz1’=o0

sef C=D=F=K=0. A equa¢fo da cibica reduz-se
pois a

{1(GIIE+L{1,)+AIIF+ B-tsa.}’:"i_ExL?{-‘[_Hx.{::——-O.

As coordenadas dos pontos A, A, e M, intersecgGes
da cabica com o lado x,=o, sdo dadas pela equagdo

2 (Gy+Lis)=o0
ou

Li=0eGy + Lz =o0.

Para o ponto M é




Os pontos A, e A, sdo reais ou imagindrios
conforme L e G s@o de sinais contrdrios ou do mesmo
sinal.

Supondo que é LZ0 e G20, e fazendo

x::y—"a.}": ;’ -i-
x x, G

obteremos a equacdo da cubica circular
(27) 1y (*+x*)+H.y’ +E.y+B, %+ A, =0,
que ¢ a perspectiva da clbica dada ().

58. [Eis algumas consegiiéncias importantes desta
andlise.

A assinlota real da cibica (27) € a recta y=o; cor-’
responde 4 tangente a cubica dada no ponto M, por
ser 7, =0

‘Se a recta 7, ==0 corta a ciibica em trés pontos coin-
cidentes em, M (ponto de inflexdo), a chbica circular
correspondente admite um eixo.

F (') Gomes Teixeira, Courbes Speciales remarquables.
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Efectivamente, como a'recta ,==o0 encontra a cibica
no ponto de inflexdo M, devem resultar trés valores iguais
a zero para X, na resolugdo do sistema

L=0,

1 (Gy,’—}—Lq,’)—]—Axf—}—Bx,’y,-{—Ex, {|+Ax| {|==0

ou
Ax*’+4Bx’y,—o,

0 que implica B==0, e, portanto, B, =0,
A curva encontra-se toda para um mesmo lado do
eixo dos x.

9/. Registemos ainda as seguintes consequiéncias:

a) Segundo as equagdes de transformagdo, quando
L e G sdo de sinais contrdrios aos pontos reais da
cabica dada correspondem pontos imagindrios na cibica
circular.

b) Quando M é um ponto de inflexdo, o lado y do
tridngulo de referéncia é a polar linear de M.

¢) Os pontos no infinito das assintotas imagindrias
da cabica circular t8m por correspondentes os pontos
A, e A,; o ponto no infinito da assintota real tem por
correspondente o ponto M.

Na verdade, as assintotas imagindrias da cibica

circular,
+ i (-_V + i)s

|

X
2
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tém por correspondentes as rectas
; L H
= i i / iz ,_J ¢l
% (\, R x.)

Ora, dos valores x=w e y == tira-se

; L
X, =0,y =%1%, G

que sdo as coordenadas dos pontos A, e A,; 0 ponto M
tem por correspondente o ponto

X==0, y==0.

Vejamos agora algumas propriedades das cubicas cir-
culares.

b Al

Geracdo das cibicas ndo circulares

58. Do teorema do n.* 3g e das propriedades das
transformagées homograficas, decorrem as seguintes con-
clusdes.

Cibicas circulares Clbicas ndo circulares

Teorema. Estas cubicas | Teorema. Eslas cubicas
admitem, em geral, qualro | admitem, em geral, qualro
séries de circulos bitangen- | séries de conicas bitangenles

tes. K, K, K; e K, que pas-
| sam por dois pontos fixos
| A4, e A,
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A equagdo do circulo bitangente a cubica circular

x'ty'=2ax+t2py42,

corresponde no plano da cibica ndo circular a cénica

L 4
yl:+6;"=2ﬂx|f:+2ﬁ‘/6'xl 3{1-—|-—2?'-'C|:,

que passa pelos pontos A, e A,, visto que para x, =0 ¢

Da consequéncia #) do nimero anterior resulta que
uma das cénicas se transforma na polar linear de M
quando éste ponto é de inflexdo.

A doutrina do n.® 39 dé origem ao seguinte:

Teorema. As assintotas
de uma mesma familia de
circulos bitangentes interce-
ptam-se nos pontos de uma
pardbola.

Teorema. As tangentes
as coénicas K,; nos pontos
Jixos A, e A, interceptam-se
stbre o lugar dos centros
daguelas conicas.

Com efeito, os centros dos circulos bitangentes séo

“-as intersecgbes das assintotas

+i(x—a),
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que tém por correspondentes as tangentes em A, e A,
por ser, para x,==0,

Do exposto no n.’ 41, conclii-se que:

Teorema. As cordas que | Teorema. As cordas que

unem os ponlos de contacto | unem os ponltos de contacto
de cada série de circulos | de cada série de conicas
bitangentes crujam-se mno | bitangentes cruzam-se no
centro do circulo director. | mesmo ponto: ao todo qua-
tro pontos B, B,, B, e B..

As cordas que unem os pontos de contacto dos cir-
culos bitangentes e que se interceptam nos centros dos
circulos directores correspondem as cordas que passam
pelos pontos de contacto das cénicas bitangentes e que
se encontram em quatro pontos.

Aléem disso, os centros dos circulos directores sio
os pontos de contacto da cibica com as tangentes para-
lelas a assintota real, e esta assintota tem por correspon-
dente a tangente a cibica no ponto M; logo, os quatro
pontos mencionados sdo os pontos de contacto das tan-

7




gentes tiradas por M, isto ¢, interseccbes da primeira
polar de M com a cibica.,

Teorema. Os meios das
cordas de contacto dos cir-
culos bitangentes descrevem
ciibicas unicursaris.

Teorema Os meios das
cordas de contacto das céni-
cas bitangentes descrevem
citbicas unicursais que pas-
sam pelos pontos A, e A,.

Com efeito, a chbica unicursal circular
(Pr+gy)(x*+r)=Px’4Qxy+Ry*

corresponde a cubica unicursal

=
pyi+q \/-(—.- i

=P ~\-|Jflj—+ : Q

L
T.z_!“e‘-?f)——-

4

3
iy L
_G' X ¥, {|+_Rﬁx: - Ji

que passa pelos pontos A, e A, por ser, para x,—o,
e, -

Teorema. Uma cubica| Teorema. Uwma cibica
circular unicursal admite ‘ unicursal admite duas séries

duas séries de circulos bitan- |

gentes e uma scérie simples-
menie tangente que passa

de conicas bitangentes e uma
| serie simplesmente tangente

| que passa pelo ponto duplo
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pelo ponto duplo; ou uma | e pelos ponlos A, e A,; ou

série bilangente e uma sim- | uma série bilangente e uma

plesmente tangente que passa | simplesmente tangente que

pelo ponto de reversao. | passa pelo ponto de reversao
e pelos pontos A, e A,

E também:

Teorema. Os circulos di- Teorema. As conicas (cor-
reclores passam pelos pontos | respondentes aos circulos di-
de contacto das tangentes a | rectores) H,, H,, H; e H,
ciibica tiradas pelos seus cen- | passam pelos pontos de con-
Iros. tacto das langentes a cubica
tiradas pelos ponlos B,, B,,
Bse B,

§ 3.
Pontos de inflexdo

59. Como nas cibicas circulares, os pontos de inflexdo
de uma cubica qualquer encontram-se distribuidos sdbre
doze rectas: quatro reais e oito imagindrias.

Raciocinando como no n.® 43, observa-se que uma
cibica admite quando muito trés pontos reais de inflexdo.

Quando L e G sdo do mesmo sinal, sdo imediatas as
conclusées anteriores, em vista das férmulas

e também da consequéncia & do n.* 34.
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4."
Focos e assintotas

B0. O resultado do n.° 46 d4 o seguinte:

Teorema. Os focos ordi-
ndrios de uma cubica cir-
cular sdo os pontos de inter-
sec¢do das quatro pardbolas
deferentes com os quatro cir-
culos directores: 16 focos ao
todo.

6. Teorema. As assin-
lotas imagindrias x

: H LI
+i ( y-f——éi) da cibica cir-
cular cortam-se no ponlo

o]

¢

Teorema. Os pontos cor-
respondentes aos 16 focos
ordindrios sdo as inlerse-
ccbes das gqualro cbnicas
correspondentes as pardbo-
las deferentes com as quatro
conicas H, (i=1, 2, 3, 4).

Teorema, A tangente a
primeira polar de M no
ponlo onde esta curva corla
a recta A A, conlem o
ponto de inlersec¢do das tan-
genles a cubica nos pontos
A g

As assintotas imagindrias 1&m por correspondentes
as tangentes nos pontos A, e A,, e ao eixo das ordenadas
corresponde o lado y,==o0, que é tangente a primeira
polar de M no ponto onde esta curva corta a recta A, A,
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5.

Construcdo de ciibicas

82. 7eorema. Dados so-
bre um plano guatro ponlos

A, B, A, e A, tiremos pelo
ponto B uma recta d e seja
C o ponlo onde ela encontra
a recta A A,. Marquemos

em seguida um ponto C, |
sobre esta recla, de modo |

que a raid@o C A: C A, seja
igual a constante c. Trace-
mos enmfim wma circunfe-

réncia que passe por A,, B, |
e C,. Esta circunferéncia |

corta a recta d em dois
pontos que descrevem uma
cibica, quando a direcgdo
da recla varia.

Teorema. Dados sobre
um plano quatro pontos A',
B', A', e B, tiremos pelo
ponto B' uma recta d' e seja
C' o ponto onde ela corta
a recta A'A',. Marquemos
em seguida sébre esta recla
um ponto C',, de modo que a
razdo CA:C A, sejaigual a
constante c. Tracemos emfim
uma conica gque passe por
A', B', C' e por dois outros
pontos fixos. Esta cénica
corta a recta d' em dois
pontos que descrevem uma
ciibica, quando a direccdo
da recla varia.

Efectivamente, ao circulo A,, B, e C corresponde uma
cdnica que passa por dois pontos fixos e por A',, B, e C',
e a4 constante ¢ corresponde o mesmo valor.

Do mesmo modo poderiamos enunciar os teoremas
correspondentes aos do § 7.° do Capitulo 1L




§7°
Representagao gréfica das ctbicas

B3. Depois de estabelecidos os teoremas anteriores,
era possivel, como fez Newton, e mais tarde Pliicker e
Euler, classificar as ctibicas em grupos e espécies, refe-
rindo-se esta classificacdo d posi¢cdo dos seus pontos de
interseccdo com a recta no infinito.

A exposicdo, porém, déste assunto levar-nos hia muito
longe e a natureza déste trabalho néo se harmoniza com
tal desenvolvimento.

Limitar-nos hemos apenas a indicar muito resumida-
mente os resultados a que chegaram alguns matematicos,

Foi Newton quem primeiro classificou as cabicas
em 72 espécies. Sterling, em 1717, juntou mais quatro
espécies as 72 de Newton; Stone encontrou 78. Euler
classifica-as em seis géneros e 80 variedades. Mais
tarde Pliicker classifica-as em 279 espécies.

Newton demonstra que todas as cabicas podem ser
obtidas pela perspectiva de 5 pardbolas divergentes (1).

(') Gomes Teixeira, Courbes Speciales remarguables.
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