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PREEAC(IO

As transformagdes projectivas foram as transformagdes
bi-racionais do plano primeiro econhecidas. Poneelel no seu
eélebre «Traité des propriétés projectives» (1818) assinala
jd uwma transformagio bi-univoea ndo projectiva. Em
1830, Pliicker comunica as suas investigagies sobre a
tnversdo em relagio ao tridngulo e, dois anos depois,
Magnus descobre a {ransformagio gquadrditlica de gque
Seydewitz dd wmna interessante eonstrugdo sintética. Mi-
bius (18563) dd a conhecer o método dos raios vectores
reciprocos, ndo tardando Helmholtz, Kirehhoff e Marwel
a pirem em evidéncia a sua imporidneia em fisica
matemdtica.

Publicado o trabalho de Magnus, julgou-se ter chegado
@ fransformagdo bi-racional mais geral. Esta ideia, que
dominou largos anos na Geometria, explica a indiferen¢a
com que a «Académie des Sciencess acolhen por duas
vezes uma memoria de Jonquiéres sibre wmna categoria de
transformagdes, ds quais se dd actualmente o sgu nome.

Mas o verdadeiro fundador destas transformacies deve

considerar-se Luigi Cremona, que estabeleceu a sua teoria




com absoluta generalidade num dos mais notdveis tra-
balhos da Geometria superior — «Sulle transformazioni
geometriche delle figure pianes (1865),

Desde entio, éste estudo interessou vivamente os gedme-

tras.

As principais propriedades das transformagdes de ea-
racter involutivo, de que se ocupa éste trabalho, devem-se
a Bertini, Caporali ¢ Dohlemann, mas encontram-se exr-
postas em fragmentos, refocadas ds vezes por nolas poste-
riores. Néste trabalho proeuramos, tomando para ponto
de partida esses elementos, organisar wmn corpo consistente
de doutrina. FEsta inlengdo revela-se no eapitulo 11, ao
darmos eomo supérflua a ideia de transformagdo, o que
nos presta wuma simplificagdo grande na linguagem e nos
raciocinios e uma completa autonomia para éste estudo,
cujo trago de unido com o das transformagdes & fdcil de
assinalar a cada momento. Evitamos assim uma exiensa
exposigdo de propriedades, de que ndo tirariamos proveito
algum ; apenas no § 1.° e 3.° indicamos as que reputamos
absolutamente indispensdveis.

Merece-nos particular atengdo o estudo das eurvas e
sistemas lineares invariantes, eujas propriedades nos tra-
balkos que conhecemos sdo apresentadas incidentalmente,

quando é certo que qudsi toda a teoria destas involugdes
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se pode basear no seu eonhecimento. Englobando-as num
capitulo especial, conseguimos ndo 80 chegar a algumas
propriedades inéditas, como também expor com maior
singeleza a teoria dos tipos.

Apresentamos no eapitulo IV wma das mais notdveis e
titeis eoncepgdes das involugdes planas — como imagens de
komografias involutivas do espago. '

0 método de Berlini para a investigagdo dos tipos estd
sujeito a restrigdes, que o proprio aulor denuncia. No
dltimo capitulo, sequindo um método diferente, que nos
foi sugerido pelos trabalhos de Clebsch, Lindemann e
8. Kantor a propdsito de problemas afins, eremos ler pre-

enchido essas lacunas.

Para ndo dar demasiada extensiio a éste trabalho, con-
sideramos o leitor familiarisado com a Geometria Pro-
jectiva superior e com a leoria das curvas e superficies
algébricas. Julgamos, todavia, conveniente expdr no § 2.°,
embora rdpidamente e sem demonstragies, algumas pro-
priedades dos sistémas de eurvas algébricas planas, por
nos paracerem menos vulgarizadas na nossa lingua.

Resta-nos adverlir que empregamos sistemdticamente o
método sintético, por ser, a nosso ver, 0 mais cémodo e

elegante um trabalho desta natureza.
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CAPITULO I

Nogoes preliminares

§ L" — Defini¢des

1. — Dizemos que um espago linear se fransforma
noutro do mesmo nimero de dimensdes, quando ecada
elemento P do primeiro se substitue por um ou mais ele-
mentos P’ do outro. Por brévidade designamos esta ope-
ragiio por uma &6 letra: T, 8, R,...

A transformagfio, pela qual aos elementos P' do se-
gundo espago se fazem corresponder os elementos P do
primeiro, ehama-se inversa. Convem designar por T—1
a transformagfio inversa de T.

A transformagdio, pela qual a cada elemento corres-
ponde o préprio elemento, chama-se identidade o con-
venciona-se representi-la por 1 na notacio que vimos
estabelecendo,

Quando aos elementos P correspondem os elementos
P’ por uma transformagio T, e aos elementos P’ os ele-
mentos P dum nove espago por uma transformaciio S,
i transformagiio R, pela qual correspondem directamente
aos elementos P os elementos P’, chamamos produto
dessas transformacies e exprimimo-la pela igualdade sim-
bélica

R=TS,
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O produto de R por uma nova transformaciio Q pode
escrever-se sob a forma (T8)Q ou, mais simplesmente,
TSQ. Assim se pode estender esta operagio a qualquer
nimero de transformacgdes: TSQV...

Resulta da defini¢iio que o produto de transformagdes
é uma operagiio associativa; mas em geral niio é comuta-
tiva, dizendo-se permuldveis duas transformagGes, que
gozam desta dltima propriedade.

E evidente que o produto duma transformacio pela
sua inversa é a identidade; esta relagdo exprime-se sim-
bélicamente por TT—!=T-!T=1.

O produto duma transformagfio por si mesma diz-se o
quadrado dessa transformagio e representa-se por T?;
andlogamente se define o cubo, ete.

Uma transformagiio diferente da identidade, cujo qua-
drado é a identidade, diz-se involutiva: T*==1, Em geral
uma transformacio, diferente da identidade, que obedece
A condigiio T'=1, diz-se periddica de indice n.

Dizemos que vérias transformacoes formam um grupo,
quando entre elas existem a identidade, a inversa e as
poténcias de cada uma e o produto de quaisquer delas.

Uma transformacio diz-se bi-racional ou eremoniana
(em homenagem a Cremona, seu fundador) quando a cada
elemento dum dos espagos corresponde um e um s ele-
mento do outro, com excepgiio dum niimero finito de ele-
mentos ou dos elementos dum nidmero finito de espagos de
menos dimensbes contidos nagueles, aos quais correspon-
dem infinitos elementos e niio um s6. Esses elementos
dizem-ge fundamentais.

E evidente que a inversa duma transformacio bi-
racional é também bi-racional; que a identidade é um
caso de transformacio bi-racional; e que o produto de
duas ou mais transformag¢des biracionais e as poléncias




duma delas sfio ainda transformagtes da mesma natureza.
Logo as transformagdes bi-racionais ou eremonianas entre
espacos de determinado ntimero de dimensGes formam
um grupo, que se designa habitualmente por grupo cre-
moniano Nesse espaco.

O fim déste trabalho é precisamente o estudo das
transformagdes de caracter involutive do grupo cremo-
niano no plano. Esta teoria, tal como a estabelecemos,
é extensivel a qualquer forma fundamental de segunda
espécie e em geral a qualquer espago linear de duas
dimensOes; se insistimos no plano pontual, é por mera
comodidade na exposigio,

§ 2. Sistemas lineares de curvas algébricas pianas

2. — Como fazemos no decurso déste trabalho um
emprégo constante das propriedades dos sistemas lineares
de curvas algébricas planas, julgamos eonveniente recor-
dar aquelas a que recorremos.

Dadas » 41 curvas algébricas planas da mesma ordem
n pelas suas equagdes fij=0, fa=0,... fy =0, linear-
mente independentes, i totalidade das curvas represen-
tadas por qualquer das equagses

khAatkhi+.. . FEpulfr=0,

onde ki, ki... keyq sio r+1 parimetros arbitrdrios,
chama-se sistema linear de r dimensdes, ou »* (k vezes
infinito), querendo assim significar que por r pontos ge-
néricos do plano passa uma curva do sistema, ou, em
geral, que » condigdes determinam uma eurva do sistema.
Isto mostra que um sistema linear =" é comparivel a um
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espago abstracto de » dimensdes, cujos pontos sfio as suas
curvas.
Um sistema duma dimensfio chama-se um feize; de

duas, uma rede. Estes sistemas, quanto & fixagfo das
suas curvas, siio compariveis is formas fundamentais de
primeira e de segunda espécie, respectivamente.

Quando designamos por C uma curva genérica (sem
propriedades especiais) dum sistema, éste é representado
habitualmente por |C|. :

Chama-se ordem do sistema & ordem de qualquer das
suas curvas.

E evidente que i +1 curvas linearmente independentes

dum sistema linear o' (i <r) determinam um sistema
linear o'; éste sistema diz-se subordinado ou eontido no
proposto. Por r—i pontos do plano passam as curvas
dum sistema ' subordinado, a niio ser que ésses pontos
ocupem posigbes especiais.

Podem todas as curvas dum sistema ter pontos comunss;
chamam-se ponfos bases e pddmn ser miiltiplos de dife-
rentes ordens.

Um ponto base diz-se ordindrio, quando duas ou mais
eurvas gendéricas do sistema tem nele todas as tangentes
distintas e varidveis.

Conforme a eurva genérica do sistema |C"| & irredu-
tivel ou redutivel assim o sistema toma um déstes nomes.
No segundo caso s6 se apresentam duas modalidades:

@) o sistema compde-se duma parte fixa de ordem p,
irredutivel ou redutivel, podendo mesmo uma curva dever
ger contada virias vezes, e dum sistema de curvas irre-
dutiveis de ordem »—p; cada curva do sistema |C*|
obtem-se entiio juntando a uma curva C'—* déste sistema
irredutivel a curva fixa C";

b) o sistema provém dum feixe de curvas de ordem

S L — Y




-z—, sendo cada curva de | C*| formada por um grupo de &

curvas désse feixe.

Um sistema linear diz-se simples ou eomposto, conforme
as curvas obrigadas a passar por um ponto genérico teem
86 Oste ponto comum fora dos pontos bases, ou teem
outros p—1 dlém désse. Uma rede irredutivel e simples
diz-se homaloide.

Uma curva genérica dum sistema linear nfio pode ter
pontos miiltiplos fora dos pontos bases ou das curvas
miiltiplas (caso @) hd pouco indicado. No caso duma
rede, chama-se jacobiana ao logar dos pontos do plano,
cujas rectas polares relativas &s curvas do sistema sio
concorrentes; ¢ também o logar dos pontos eujas ednicas
polares em relagiio &s curvas da rede se decompdem em
duas rectas e o logar dos pontos que podem ser duplos
para curvas (especiais) da rede. Esta curva é de ordem
3n—3 e passa com s— 1 ramos por cada ponto base da
rede de ordem s.

Chama-se graw dum sistema linear ao numero N de
interseccdes de duas curvas genéricas do sistema, fora
dos pontos bases. Num sistema simples é N> —1; num
sistema eomposto é N >p(r—1)

Como podemos fixar a nossa atengiio sbbre todos ou
uma parte dos pontos bases dum sistema, introduzimos a
nocio de grupo base; queremos com esta locugiio signi-
fiear o grupo formado por alguns ou todos os pontos
bases do sistema. Um sistema linear diz-se completo ou
incompleto velativamente a determinado grupo base, con-
forme é ou nio formado por todas as curvas da sua
ordem que passam pelos pontos désse grupo com as res-
pectivas multiplicidades. E claro que um sistema incom-
pleto é contido no sistema completo relativo ao mesmo
grupo base; deficiéncia dum sistema incompleto & a dife-
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renga 3, sempre positiva, da sua dimensfio para a do sis-
tema completo da mesma ordem que o contém,

O mesmo grupo de pontos bases pode ser escolhido
ecomo grupo base de sistemas de curvas de vdrias ordens;
hd é elaro um limite .inferior para essas ordens, mas se
existir um sistema de ordem n com ésse grupo base exis-
tirio também sistemas de ordem superior com o mesmo
grupo base,

Consideremos agora sistemas completos e sejam s,
81... 8... 8 as ordens de multiplicidade dos v pontos
bases do grupo.

O niimero k, de condigies a que deve satisfazer uma
curva de ordem » para conter os pontos daquele grupo
pode aumentar com #,; mas a partir de certo nimero /, o
valor k, é invariivel com o aumento de n; &ste valor k
de k, para n>! chama-se a postulagdo do grupo base e

8 (s 1)
o pints ‘2——- - dos niimeros de condigies que

1
as singularidades dos pontos bases impSem isoladamente

é igual & soma

is eurvas de ordem suficientemente elevada que passam

W
por éles. Estdo neste caso as curvas de ordem n>Xs,

1
mas hi muitos grupos bases para os quais / é§ menor do

que éste niimero.

Se for, n > I, o sistema linear completo, que contém
aquele grupo base, dir-se hi regular e a sua dimensio
serd dada pela expressio

(1) r:ﬁ-(n.fz.ﬂ_ésa (-‘h‘_‘i‘_l!
2 2

chamada fdrmula de postulagio (Cayley-Nither); se for
n <1, o sistema dir-se hid superabundanie o a dimensio




————

serd dada pela expressiio

n(n -+ 3)
=

. "—‘}——" _.‘Fl-"

@) 3
conhecida por fdrmula caraeteristica (Hilbert). Ainda neste
caso convem conhecer o valor » dado por (1), que toma
o nome de dimensio virfual do sistema; ao valor » dedu-
zido de (2) dd-se o nome de dimensfio efectiva; i diferenca
sempre positiva

g=pr—p

entre a dimensio efectiva e a virtual chama-se a super-
abunddncia do sistema. Em resumo, a dimensio dum
sistema linear completo é dado em todos os easos pela
formula

[ v |
) e ﬂfi;_ﬂ D b,

1

onde s serd nulo, quando o sistema for regular.

Para ter a dimensfio dum sistema incompleto contido
num dos anteriores, ter-se hd de subtrair ao valor dado
por (3) a deficiéncia.

Resta-nos apresentar algumas expressdes relativas a
sistemas lineares completos e irredutiveis, de que faremos
uso frequente. Mantemos a notagio até agora empregada,
sem esquecer que o grupo base se refere a todos os pontos
bases do sistema.

O género do sistema é o género da sua eurva genérica;
por definigdio, serd dado pela expressio

- poit Deh, SE=DE=2),
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Combinando (3) e (4), vem

(5)

O grau do sistema, hi pouco definido, é dado clara-
mente pela relagiio

(6) N=n*—Zst=rtp—0aoc—120,
1

Atendendo a esta expressiio, as (5) podem escrever-se
sob a forma seguinte:

Zg=3n+2p—N-—-2
1

Por simples inspecgiio de (6) obteem-se algumas pro-
priedades notiveis dos sistemas lineares completos. Assim,
a superabundincia é sempre menor do que o género, ex-
cepto nos feixes, para os quais & igual, e nos sistemas de
eurvas unicursais (p = 0), que siio sempre regulares.

Os sistemas completos de curvas eliptieas (p = 1) siio
ragulares, excepto os feixes (r—=p=o0=1).

Relativamente ao grau dos sistemas lineares comple-
tos hid também algumas propriedades de que nos servi-
remos :

Os sistemas lineares completos de curvas unicursais




teem o grau igual ao nimero de dimensSes diminuido
duma unidade (N =r—1).

Os sistemas lineares de curvas elipticas, excepto os
feixes, teem o graun igual ao nimero de dimensdes (N =r).

§ 3. — Transformagdes cremonianas no plano

3. — A transformaciio bi-racional ou ¢cremoniana mais
simples é a homografia (ou colinea¢fio) plana, conhecida
dos elementos de Geometria Projectiva. Segundo esta
transformaciio, a cada ponto dum plano = corresponde
um 86 ponto doutro plano =, a uma recta, uma recta e

-em geral a eada forma fundamental de primeira espécie
num dos planos corresponde no outro uma forma da mesma
espécie, projectiva dela, Para estabelecer uma homogra-
fia entre dois planos = e =, é suficiente fixar a corres-
pondéncia entre quatro elementos de = e quatro elementos
de #'. Assim, tomemos em = quatro rectas arbitririas
g1, 91, g: @, trés das guais nfio sejam concorrentes, e
fagamos corresponder-lhes respectivamente quatro rectas
g, 9% g's, g de =/, obedecendo fis mesmas condigdes.

E claro que & recta de = que une os pontos (g1g2) e
(g3 g:) corresponde a recta de =" que une os pontos (g'y ¢'s)
o (7'sg's) e anilogamente para as rectas de uniio de (g: g3)
e (gign), de (gag1) e (g:9:). Déste modo, por cada um
dos seis pontos (g, ¢:) passam trés rectas de = a que cor-
respondem trés rectas de = que passam por (g’ ¢}), 0 que

é suficiente para fixar uma projectividade entre os feixes
com centros nesses pontos, pela qual, dado um raio dum
feixe (g g:), fica bem determinado o raio correspondente
do feixe (¢ ¢') e vice-versa.

Se r & uma recta de =, que niio faz parte de nenhum
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dos feixes (g;g4) e designamos por »' a sua eorrespondente
de 7/, devem, segundo a definigiio, ter logar entre outras
as relagoes

(G gr) g (gag'sg'sr)
g gagsr) Aga(gigaghr),

que determinam de maneira absolutamente univoea os
pontos (g'17) e (g'27'), que, unidos, dio a recta » de =’
correspondente a ».

Se a recta r descreve um feixe com centro num ponto
P de =, a recta » descreve também um feixe; com efeito,
quando » descreve o feixe de centro P, os pontos (gu7) e
(g27), por exemplo, deserevem duas pontuais perspectivas

gilgar.. ) Rge(ar...),

com o ponto unido (g g:); entretanto a recta correspon-
dente ' deveri ter interceptado as rectas g'y e g's segundo
pontuais projectivas

gr(gar .. )AG2(ghr...)

que sfio também perspeectivas, visto terem o ponto unido
(71 9'7). Logo o raio » descreve em = um feixe com
eentro num ponto P a

Daqui resulta que, unindo P com trés dos pontos
(gig1), 08 raios correspondentes de = siio concorrentes
num ponto P'; e éstes trés pares de raios correspondentes
estabelecem uma correspondéneia projectiva entre os raios
dos feixes com os centros em P e P,

Assim reconhecemos que da correspondéncia estabe-

lecida entre as quatro rectas arbitrdrias de = e as quatro




rectas arbitrdrias de =, resulta nio 86 uma correspon-
déncia entre as rectas dos dois planos mas também uma
correspondénecia entre os pontos dos mesmos planos, pela
qual a eada ponto dum dos planos corresponde um e um
sd sdbre o outro, de modo que, ao deserever um ponto
dum dos planos uma recta, o seu correspondente no
outro plano desereve também uma recta. Assim che-
gamos, por um Jrocesso muito simples, a estabelecer a
homografia entre dois planos. Por uma simples substi-
tuicio dos nomes dos elementos estabelece-se a mesma
correspondéncia entre quaisquer formas fundamentais de
segunda espécie.

4. — Consideremos em = uma rede de eurvas unicur-
sais C" de ordem m (homaloide); para maior generalidade
suponhamos que a rede tem x pontos bases simples' Fy,
#2 pontos bases duplos F3, ete., % pontos bases de ordem
k, Fy, ete. Fazendo r=2, N=1, p=a=10, as relagdes
(5) ou (7) tomam a forma

\E o k?=m*—1
(8) i
12 o o=3m—3.

Como a rede é comparivel a uma forma fundamental
de segunda espécie, & admissivel uma correspondéncia
homogrifica entre as rectas do plano =’ e as curvas da
rede do plano =. Pelo que dissemos no nimero anterior,
para a estabelecer & suficiente fazer corresponder a quatro
rectas ¢, ¢u 7., 7, de 7, trés das quais nio sejam concor-
rentes, quatro curvas C;, Cs, C3, C; da rede, trés das quais
nio fagam parte dum mesmo feixe, A’ recta que une
(7,9.) com (g,g,) corresponde a curva da rede comum aos
feixes determinados pelas curvas C;, Cz e Cs, C; que re-
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presentamos abreviadamente por (C;Ci) e (C: Ci). O
mesmo tem logar para os outros pares de rectas e curvas
correspondentes; déste modo por cada um dos pontos
(9’1 g'1) passam trés rectas a que correspondem trés curvas
do feixe (C,C;); éstes trés pares de elementos correspon-
dentes dos dois feixes (9. ¢’s) e (CiC,) determinam entre
éles uma projectividade, pela qual a cada raio do pri-
meiro corresponde uma curva do segundo e inversa-
mente.

Procedendo do mesmo modo, ainda se mostra que a
qualquer recta ' de =, que nio faga parte de nenhum
dos feixes (¢'igs), também corresponde uma curva, que
nio faz parte de nenhum dos feixes (C, C)).

Quando a recta »' descreve um feixe com centro num
ponto P, a curva correspondente descreve um feixe, cujas
curvas teem um ponto eomum além dos pontos bases da
rede. Unido P’ com trés dos pontos (¢'ig';), as curvas
correspondentes dos feixes (C; C;) fazem parte dum mesmo
feixe com um ponto base P dlém dos pontos bases da rede
e, inversamente, por um ponto P de = passam as curvas
dum feixe, a que correspondem as rectas dum feixe com
centro num ponto P'.

Assim se reconhece que da correspondéncia homogri-
fica entre as rectas de =’ e as curvas duma rede homaloide
de =, resulta uma correspondéncia entre os dois planos,
pela qual a cada ponto dum deles corresponde um, e sé
um, ponto do outro.

Quando um ponto P' de =’ descrever uma recta #/, o
seu correspondente desereverd é claro, a eurva da rede
de = correspondente a r'; vamos mostrar que, inversa-
mente, quando um ponto P de = descreve uma reeta ¢,
0o seu correspondente também descreve uma curva de
ordem #m,
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Com efeito a recta { encontra em m pontos cada curva
C" eorrespondente a uma recta » de =’'; ora a ésses pontos
devem corresponder outros tantos da curva de =', corres-
pondente a ¢, sObre cada reeta » logo esta curva é tam-
bém de ordem m. E fdcil demonstrar que estas curvas
de =’ correspondentes #s rectas de = formam também
uma rede homaloide: duas rectas de = encontram-se num
ponto P'; a estas rectas correspondem em =' duas curvas
de ordem m que se encontram em m?® pontos; mas ao
ponto P deve corresponder apenas um ponto P/, o qual
niio pode deixar de ser um dos pontos de intercepciio das
eurvas referidas; logo dos m?® pontos de intersecgiio sé
um poderd variar, quando variarem as rectas de =. Por
outro lado hid uma eorrespondéncia bi-univoca entre os
pontos duma recta de = e os da eurva correspondente, o
que permite exprimir as coordenadas eorrentes dum ponto
desta curva como fungdes racionais dum 86 parimetro;
logo estas curvas siio unicursais. Finalmente por dois
pontos arbitririos de = passa uma 86 recta {; logo pelos
dois pontos correspondentes deve passar uma sd curva,
correspondente a essa recta. Em resumo, as curvas de
ordem m de =' correspondentes #s rectas de = formam
nma rede andiloga & das curvas de = correspondentes is
rectas de ='; se designarmos por «'; o niimero de pontos
bases simples F'y, por «'s o niimero de pontos bases duplos
s, ete. e =’y 0 niimero de pontos bases miiltiplos de ordem
k e que designamos por F';, teem logar as relacdes seguin-
tes, andlogas a (8)
(it =m?—1

(81 {

' {

2otk =3m—3.

Assim se estabelece por via sintética uma transfor-
magio bi-racional de ordem m entre dois planos,
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5. — Acabamos de reconhecer que os sistemas de curvas
de ordem m de eada plano, correspondentes iis rectas do
outro, siio andlogos; por isso nos limitamos neste nimero
a analisar um deles, atribuindo depois ao outro as mesmas
propriedades que obtivermos para o primeiro. Supomos
que os pontos bases sfio ordindrios.

Cada curva da rede de = é determinada por dois
pontos arbitririos do plano; se tstes coineidem num 8o,
nio poderd passar por éste com dois ramos uma curva
irredutivel da rede, porquanto uma curva genérica déste
sistema, sendo unicursal, j4 contém o niimero miximo de
singularidades que uma curva de ordem m pode conter
sem degenerar. O logar désses pontos é (n.° 2) a jaeo-
biana da rede, que tem a ordem 3 m — 3 e um ponto mil-
tiplo de ordem % —1 num ponto base de ordem & Uma
curva C" da rede que contiver um désses pontos serd por-
tanto composta de curvas de ordem inferior e deverd
corresponder a wna recta especial do outro plano.

Seja entiio / uma recta de =, que passa por um ponto
base F; da rede déste plano; esta recta encontra a curva
de ordem m, C,, correspondente a uma recta 7' de =/, em
m—k pontos além de Fi. Quando a recta [ descreve o
feixe de centro Fj, variam sé éstes m —k pontos de in-
terseeciio com C,; logo a curva correspondente a I terd
uma parte de ordem m—%. A parte restante, que deve
ser de ordem k, niio depende da direcgio de [ e é encon-
trada em k pontos por #', que variam com esta recta a0 mes-
mo tempo que as tangentes aos k ramos de C, por Fi. (Y

(') 8e o ponto Fi ndo fisse ordindrio, algumas das tangentes
ficariam fixas e a eurva @ seria redutivel; por éste motivo intro-
duzimos hd pouco a restrigiio de os pontos bases serem todos
ordinirios.

Zir Al

il T
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Designamos essa curva por ¢';; a todos os seus pontos cor-
responde o ponto Fy, andando todavia associada a cada
um, uma direc¢iio bem determinada por F,. Isto mostra
que 9’y é unicursal.

A curva correspondente a ! é portanto uma curva
especial, como as mencionadas hd pouco: contém um
ponto duplo que resulta duma intersec¢fio das duas par-
tes que a compbem; ora quando ! descreve o feixe de
centro Fy, a curva @', fica invaridivel e apenas varia a
curva de ordem m —k; logo o ponto duplo da eurva
considerada descreve ®';,, que fard portanto parte da
jacobiana da rede do plano ='. O que se diz para as
rectas que passam por Fy, diz-se para as que passam por
qualquer outro ponto base da rede de =; a totalidade das
curvas, tais como ®;, que assim se obteem, forma portanto
uma eurva composta de ordem

Zagk=3m—38

que é precisamente a ordem da jacobiana.

Raciocinio andlogo podiamos fazer para os pontos bases
do outro plano. Vemos portanto que a eada ponto base
de ordem k dum dos planos anda agregada uma curva de
ordem % no outro, tal que a cada ponto desta corresponde
ésse ponto base associado a uma direcgio.

Os pontos Fy, Fs,... Fi,... de = e os pontos F,
F’g,._. + Fiy. .. de ' chamam-se pontos fundamentais; as

rectas @'y, as conicas ¢, .. as curvas @),... de =’ e as
rectas ®y, as conicas ®3,. . as curvas ¢;,. . de = dizem-se
fundamentais.

Ordem dum ponto fundamental é a ordem da curva
fundamental respectiva. Os pontos e as curvas funda-
mentais eonstituem o sistema fundamental,

F




As curvas fundamentais dum plano s6 podem inter-
ceptar-se em pontos fundamentais do mesmo plano. Com
efeito, se A é um ponto de intersecgio de duas curvas
fundamentais, devem corresponder-lhe dois pontos fun-
damentais do outro plano; logo A é um ponto fundamental,
visto ter mais dum ponto correspondente.

8. — Vejamos como se transforma uma curva C* de
ordem # existente no plano =; supomo-la irredutivel por-
que, se o niio for, aplicamos a cada uma das suas partes
a doutrina que vamos expdr. Admitamos, para maior
generalidade, que a curva tem pontes miltiplos sbbre
alguns ou todos os pontos fundamentais désse plano e
que é y; a ordem de multiplicidade no ponto F,. Como
a curva C" encontra uma curva C! correspondente a qual-
quer recta » de =" em n ?”’_E*:T" k pontos nfio fundamen-

tais (onde X se refere a todos os pontos fundamentais por
onde passa ("), o logar dos pontos de =’ correspondentes
aos seus pontos é uma curva C¥ de ordem

n'=nm—§ykk,

que se chama a eorrespondente ou transformada de C*.
Por outra parte, designando por =y o niimero de vezes
que a curva fundamental @, passa pelo ponto fundamen-
tal F;, a mesma curva C" corta uma curva fundamental
ll'k em
T’.,=-nfc—}f'rmu

pontos nfio fundamentais, onde ¥ se refere a todos os
pontos fundamentais por onde passam simultineamente
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C" e O;; logo a curva transformada C" passa pelo ponto
fundamental F'; relativo a @, com igual niimero de ramos,
cujas tangentes sfio determinadas por aqueles pontos.
Em resumo uma curva C* de =, passando y' vezes por
um ponto fundamental Fy, transforma-se numa curva C*
{n':nm—flpk), que passa 'y = nk—?{.‘.y;m, vezes por

eada ponto fundamental F'y.

7. —Se a curva C" tem um ponto miiltiplo de ordem s
num ponto P nfio situado no sistema fundamental, o ponto
correspondente P’ de = serd um ponto miltiplo da mesma
ordem para a curva correspondente C¥. Com efeito, uma
recta r que niio passa por P transforma-se numa curva

7 que nfio passa por P'; quando a recta tende a passar
por P genéricamente (isto &, sem ser tangente a nenhum
dos ramos de C") e portanto a ter = pontos de intersec-
¢io com C" reunidos em P, a eurva C” tende também a
passar por P' @ a ter =« interseeches com C" reunidas
neste ponto; logo C" passa por P' eom « ramos.

Em particular, um ponto miltiplo ordindrio (com tan-
gentes distintas) transforma-se um ponto miiltiplo ordi-
nifirio,

Repetindo o mesmo raciocinio, reconhece-se que a um
ramo nio linear com origem em P corresponde um ramo
da mesma ordem com origem em P’ sObre a curva trans-
formada; e também se duas curvas C; e C: teem absor-
vidas 7 intersecqgdes num ponto P, as curvas transformadas
C'y e C'3 terfio absorvidas outras tantas interseegdes no
ponto P,

Podemos resumir estas propriedades, dizendo que
curvas correspondentes se comportam anflogamente em
pontos correspondentes nfio situados no sistema funda-
mental,
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8. — Entre os pontos duma curva C" de = e os da
transformada Cv em = hd, pois uma correspondéncia
bi-univoea; estas eurvas teem portanto o mesmo género,
em virtude do importante

TEOREMA DE RIEMANN: Duas curvas irredutiveis, cujos
pontos estdo entre si numa correspondéncia bi-univoea,
teem o0 niesino Ggénero.

Hé4 numerocsas demonstragbes déste teorema ('); indi-
camos a de SCHUBERT por nos parecer a mais coerente
com a indole déste trabalho.

Por defini¢fio, o género p duma curva C" com v pontos
bases de ordem sy, 83,...5 é dado pela expressiio

@=Ll
R 9 _E 9 H

a classe da mesma curva é dada por umas das conhecidas
formulas de PLUCKER

m=n{n—1)— -‘s_.(s.g;l};
1

destas expresses vem

Qu=m—2n+2.

Posto isto, seja C uma curva irredutivel de ordem =,
género p e classe n;; C' uma curva de ordem 7', género
p' e classe n';, cujos pontos estio em correspondéncia

(1) Ver por exemplo A. CLEBSCH: Legons sur la Géométrie
(tradugiio francesa) tomo 111, pag. 27 e seg.
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bi-univoca com os de C; suponhamos que levamos os seus
planos a coinecidir, o que nfo tira generalidade § demons-
tragio. Tomemos dois pontos arbitrdrios P e Q do plano
e fagamos corresponder a cada raio r do feixe de centro
P todo o raio do mesmo feixe, tal que é&ste e r encontrem
C em dois pontos, cujos correspondentes sdbre C' sejam
alinhados com Q. Ora o raio » encontra C em n pontos,
cujos correspondentes, unidos com Q, dio outras tantas
rectas, que encontram ainda a curva C' em mais n (n' —1)
pontos, a que correspondem sdbre C outros tantos pontos
que dio por unifio com P todos os raios correspondentes
a r; logo a correspondéncia, que, segundo aquela lei, se
estabelece entre os raios do feixe P é simétrica n (n' — 1)
a n(n' —1). Pelo principio fundamental de CuAsLEs (1),
hd nesta correspondéncia 2n (n'—1) elementos duplos,
que s6 podem ser os n'; raios dirigidos de P para os
pontos de C correspondentes aos pontos de contacto das
tangentes, que podemos conduzir por Q a C; e os raios
do feixe P que encontram C em n pontos, dois dos quais
teem os correspondentes sibre C' alinhados com Q. De-
signando o nimero déstes iltimos por f, temos portanto

2a(n' —1)=n'1 4+ 0.

Se considerarmos agora a correspondéncia que se
obtém no mesmo feixe, trocando as duas curvas no racio-
cinio anterior, ter-se ha

2n'(n—1)=mn;+ 0.

(') Veja Harrox: The principles of projective geometry,
pdg. 320,
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Destas igualdades deduz-se
ni—2m=n"y—2n;

comparando esta igualdade com a relaciio hd poueo achada
entre o género e a elasse duma ecurva, vem finalmente

9. — Consideremos agora no plano = um sistema linear
C"| de ordem n, » dimensbes, género p e grau N.

Cada curva déste sistema transforma-se numa curva
do outro plano, cuja ordem é dada pelo n.° 6 e que tem
o mesmo género. Como por r pontos genéricos de =
passa uma s6 curva C de |C"|, também pelos » pontos
correspondentes de = passa uma s6 curva, transformada
de C, por isso que hd uma correspondéncia bi-univoea
entre os pontos de cada curva de |C"| e os da sua trans-
formada; logo as curvas désse sistema linear transfor-
mam-se nas curvas dum sistema linear |C" | de =’ com o
mesmo ndmero de dimensdes, que se diz correspondente
ou transformado do primeiro. Finalmente, como duas
curvas genéricas de |C"| se encontram em N pontos va-
ridveis, outro tanto se dard com duas curvas genéricas
de |C" |; logo os dois sistemas teem 0 mesmo grau.

Em resumo:

TeEOREMA: Numa lransformagio Cremoniana, um sis-
tema linear |C"| transforma-se num sistema linear |C" |
do mesmo nimero de dimensoes, género e grau.

Se o sistema é completo, a formula (6) mostra que o
sistema transformado tem também a mesma superabun-
diincia,




10. — Em qualquer transformagiio cremoniana, 08
sistemas fundamentais dos dois planos devem obedecer
s equagdes de condicio

T kl=m2—1
k

Zyk=3m—3
k

em «, e
Exgrkdiﬂm!—l
k'
Y kt=8m—3
\ k!

em =,

As solucies devem ser compativeis com a natureza
geométrica do problema, isto é devem ser inteiras e
positivas; nfio podem conter um ponto fundamental de
ordem superior a m — 1, aliis a rede fundamental das
curvas correspondentes is rectas do outro plano seria
redutivel; a soma das ordens de dois pontos fundamentais
nio pode ser superior a m, e a de cinco pontos niio pode
ser superior a 2m; etc.

O problema com toda a generalidade estd ainda sem
uma solugfio completa apesar das tentativas de RUFFINI;
niio se tem-conseguido mais do gque achar solug¢hes espe-
ciais. CREMONA caleulou as solugbes até m = 10, mas nas
aplicagies muito restritas que fazemos destas transfor-
mag¢des, basta-nos conhecer os casos que vamos indiecar,

Depois da homografia plana (m = 1), a transformagio
cremoniana mais simples é a transformagfio quadritica
(m=12), ji eonhecida no segundo gquartel do séeulo pas-
sado; as equacgdes de condi¢giio mostram que neste caso
o sistema fundamental é constituido por trés pontos, cujas
rectas de unifio formam as linhas fundamentais; assim se
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designarmos por A, B e C os pontos fundamentais do
plano = e por A, B' e C' o0s de =/,

ao ponto A corresponde a recta B'C'

» s. B » R Ty ]
» i ® » a3 AR

» s Al » s » "B0O

» » B » T

» « O » » » AB.

Outra solugio importante, mas esta para qualquer
valor de m, é a seguinte:

s Oy =1
e oy =2m—2
em 7=’ -l'xjm T

le's =2m —9.

A transformacfio com éstes sistemas fundamentais
diz-se de Jonguiéres.

11. — Uma das nog¢des mais iiteis no estudo que vamos
fazer resulta sem difieuldade da aplicagiio das transfor-
magoes cremonianas; consiste em que é sempre possivel
reduzir, mediante uma {(ransformaedo eremoniana, wma
curva algébrica plane a owtra com todos os pontos miil-
tiplos ordindrios (isto é, com todas as tangentes distintas).

Seja C* uma curva irredutivel ou redutivel dotada de
diversos pontos miiltiplos de ordem s, alguns dos quais
com tangentes coincidentes; seja A um déstes e p a res-
pectiva ordem de multiplicidade. Estabele¢amos uma
transformagfio quadritica entre o plano = desta curva e
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qualquer outro plano =', colocando um ponto fundamental
em A e os outros dois B e C de modo que as rectas fun-
damentais AB, AC e BC encontrem C" em pontos todos
distintos e que nenhuma delas faga parte de C*; tomem-se
arbitririamente os pontos fundamentais A’, B, C' de =
A curva C" transforma-se noutra de ordem n'=2n —p,
formada de igual niimero de partes se f0sse redutivel, tendo
em A' um ponto miiltiplo de ordem # e em B’ e C' pontos
miltiplos de ordem n — p todos éles com tangentes dis-
tintas, isto &, ordindirios; os pontos miiltiplos nfio situados
nos pontos fundamentais transformam-se em pontos da
mesma natureza. Sobre as rectas fundamentais A'B’ e
A'C' nio hd pontos de C" aldm de A, B' e ', mas sdbre
B'C' hd p pontos distintos ou coincidentes conforme as p
tangentes a C" em A sfo ou nfio distintas. Assim, se
designarmos por =i, T2 ... 08 niimeros de tangentes de C*
em A que existem em rectas distintas, sio &sses também
08 nimeros de pontos de C", que existemm em pontos dis-
dintos de B'C', e é evidente que serd 7,>>1 e Z 7y =p.

Por outra parte, se indicarmos com py, pa,. .. as ordens
de multiplicidade désses pontos de C¥ sdbre B'C' e dis-
tintos, conforme B'C’' for ou nfio tangente a C* num deles,
assim serd para éste ponto p <7,; logo é Zp <y,

Em resumo, a eurva C" transforma-se numa eurva C"
com as mesmas singularidades, 4 excepgfio de ponto A de
ordem p, que & substituido por trés poﬁtos miiltiplos or-
dindrios e por pontos miltiplos de ordem py, ps, ..., tais
que é g <p.

Procedendo eom a curva C" relativamente a um dos
pontos de ordem g, por exemplo p;, como se procedeu
com C" em relagio ao ponto A de ordem p, obter-se hi
uma curva C" de ordem n" = 2n'—p; possuindo pontos
miiltiplos como os de C", excepto o ponto pi que & substi-
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tuido por pontos ordindrios e por pontos de ordem pyy,
P12, + .+, tais que & Zpy g';-p.; procedendo em seguida da
mesma forma para os pontos de ordem ps, ... chegar-se hi
a uma curva com pontos miiltiplos como os de C*, i ex-
cepgiio do de ordem p que é substituido por pontos ordi-
nirios e certo nimero de pontos miiltiplos de ordem py
(k=1,2,...; I=1, 2,...), tais que & {:pk;gzptgp.

Em seguida procedemos para os pontos de ordem py
como se procedeu para os de ordem p;; e assim sucessi-
vamente.

Se as ordens de multiplicidade g, forem menores do
que p, as ordens gy menores que g ete., chegar-se hd
evidentemente a uma curva em que o ponto de ordem p
vem substituido 86 por pontos miiltiplos ordindrios.

Hé todavia a incerteza de chegar a éste resultado no
caso de ser p=p; =piy=... Ora é facil mostrar que esta
sucessio ndo poderd ter logar senfio para um nimero
limitado de transformacgdes, a partir do qual o ponto de
ordem g é substituido por um ou mais pontos de ordem
diferente e por conseguinte de ordem inferior.

Seja p o niimero

n—1)(n—2) _s(s—1)
2 B e

que did o género de C" quando tem todos os pontos miil-
tiplos ordindrios; se a curva é composta de p partes,
resulta imediatamente da substituigiio de n pela soma das
ordens das suas partes e s pela soma das multiplicidades
das suas partes nesse ponto a seguinte relagio

ptp—120,
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Introduzamos no caso que estamos tratando o valor
p dado pela mesma relagiio; pondo em evidéncia o ponto
de ordem g, temos para C”

pB=Dm—2) ple—1) yu(si—1)
2 2 i 2 ;

para Cv

p,={2ﬂ-—p—l){2n-—p—~2} n(n—1)

2 2
=R —p—1) _spl@—1)_gs@—1)
1 9 Y 2 ¥ 2
o im—1),

para C*"

m ] o Pt {Flf e, l)
= — L -]
2= e 5

-

-_p._Eff'__r'_‘k_”__xpru(pu— 1)
k 2 K 2

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

---------------------------------------------------

Se obtivermos p=gi=py=..., ao fim de » transfor-
magdes serd
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como a curva que se obtém ao fim destas » transforma-
¢0es é ainda composta de p. partes, temos

Pt p—12>0.
As duas tltimas relagdes dio

2(p+p—1)
Sy sy

isto &, aquele easo s6 pode ter logar para um ndmero
limitado de transformagdes, como se gueria mostrar.

Efectuando a mesma operag¢iio para os restantes pontos
miiltiplos de C" e notando que um produto de transfor-
magoes quadrdticas é uma transformag¢fo eremoniana,
reconhece-se a veracidade da proposigio enunciada no
prineipio déste niimero.

12. — Se aplicarmos o processo anterior a duas curvas
algébricas dum sistema linear de modo a transformai-las
noutras com todos os pontos miiltiplos ordindrios, a mes-
ma transformacfio substituird o sistema linear de que
elas fazem parte por outro do mesmo nimero de dimen-
ses, grau e género, com todos os pontos bases nos pontos
miiltiplos dessas curvas; as ouiras curvas do sistema
terdo também tangentes distintas e variiveis em todos
os pontos bases. Logo & sempre possivel substituir, me-
diante wma transformagdo cremoniana, um sistema linear
de curvas algébricas planas por outro eom todos os pontos
bases ordindrios.

Geométricamente, podemos figurar a singularidade dum
ponto miiltiplo (ou base) de ordem p nfio ordindrio, dizendo
que os pontos de ordem p; siio infinitamente proximos do
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ponto de ordem ¢ nas direcgdes em que se confundem
algumas tangentes neste ponto; que os pontos de ordem
oi 8o infinitamente préximos dos de ordem p;; ete. Este
notfivel eonceito de ponto base dum sistema, permite-nos
usar indistintamente as locugles — pontos bases ordind-
rios — pontos bases distintos.
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TEORIA DAS INVOLUCOES







CAPITULO 11

Teoria das involucoes

§ 4.° — Generalidades. Sistema fundamental

13. —BSe os dois planos = e =’ coincidem e a transfor-
magio cremoniana entre éles estabelecida é involutiva, a
cada ponto P, eonsiderado pertencente ao plano =, cor-
responde um ponto P’ de =, ao qual, considerado per-
tencente a =, corresponde um ponto de =' que coinecide
com P; ora, se retomarmos o cdleulo simbélieo intro-
duzido no n.” 1, podemos escrever

B=1=I1-1,
donde
I=I-1,

isto é, a cada ponto P do plano, quer se considere per-
tencente a =, quer a =, corresponde sempre o mesmo
ponto P. Podemos portanto por de parte, por supérflua,
a idea de dois planos sobrepostos e interpretar qualquer
involugiio do grupo eremoniano no plano eomo uma par-
ticular distribui¢iio dos pontos dum pluno por pares mi-
tuamente conjugados, de modo que:

1. eada ponto pertence a um e 36 um désses pares
(com excep¢iio dum niimero finito de pontos, chamados
fundamentais, que pertencem a infinitos pares);

b
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2,° quando um ponto descreve uma recta genérica do
plano, o seu conjugado desecreve uma curva de ordem m.

Dizemos que m é a ordem da involugio.

14. — Qualquer curva C" de ordem m, logar dos con-
jugados dos pontos duma recta genérica do plano, é uni-
cursal, visto haver uma correspondéncia bi-univoea entre
0s seus pontos e os dessa recta. Por dois pontos do plano
passa uma 86 curva C”, relativa i recta de unifio dos
conjugados désses pontos. Duas rectas do plano encon-
tram-se num ponto P, que deve ter por conjugado um
dos pontos de intersec¢iio das curvas de ordem m relativas
a essas rectas; oste serd o tinico ponto de intersecclio das
duas curvas que pode variar com P. Logo as curvas
unicursais de ordem m, logares dos conjugados dos pontos
situados sObre as rectas do plano, formam uma rede de
grau igual i unidade (homaloide). Designando por « o
niimero de pontos bases simples Fy, por «: o de pontos
bases duplos F:, ... por « o de pontos bases F; de ordem
k, e fazendo r=2, p=0, N=1 e portanto c=0, as ex-
pressdes (5) ou (7) tomam a forma

Zaykt=m*—1

2 (Zoapkb=38m—3.

15. — Vimos que uma curva desta rede é determi-
nada por dois pontos do plano; se estes dois pontos
coincidem num 86, niio poderd passar por éle com dois
ramos uma curva irredutivel da rede, por isso que uma
curva genérica ji contém o nimero miximo de singulari-
dades que uma curva da sua ordem pode conter sem de-

generar. Por conseguinte, se uma curva da rede contiver
um ponto duplo fora dos pontos bases, serd composta de
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curvas de ordem inferior e deverd corresponder a uma
recta especial; o logar désses pontos é a jacobiana da
rede (n.” 2).

Posto isto, seja » uma recta que passa por um dos
pontos bases da rede, por exemplo Fy; esta recta encontra
a curva C7 de ordem m, relativa a uma reecta genérica g
do plano, em m —k pontos ilém de F;. Estes pontos teem
por conjugados pontos comuns a g e i eurva relativa a r,
que sfo os finicos que variam, quando r desereve o feixe
de centro Fy; logo a curva relativa a r terd uma parte de
ordem m —k. A parte restante, que deve ser de ordem £,
é independente da direcgfio de » e é encontrada por g em
k pontos, que variam com esta recta ao mesmo tempo que
as tangentes aos & ramos de C; por Fi. ()

Em resumo, a qualquer recta que passa por F; corres-
ponde uma curva de ordem m — k varidvel com a direcgiio
dessa recta e cujos pontos sfio conjugados dos pontos
dessa recta, e uma curva ®; de ordem %, a mesma para
todas as rectas que passam pelo referido ponto.

Por outras palavras, o ponto F; tem por conjugados
todos os pontos duma eurva @, havendo todavia uma
correspondéncia bi-univoca entre os pontos dessa curva
e as direcgies por F;. Exprime-se também esta pro-
priedade, dizendo que cada ponto de ®, tem por conjugado
um ponto infinitamente préximo de F.

A recta r é portanto uma recta especial a que corres-
ponde uma curva redutivel, que conterd um ponto duplo
resultante duma intersecgiio das duas curvas que a com-
poem; como s6 varia a parte de ordem m — k, quando »
descreve o feixe de centro F,, ésse ponto duplo desereve

(') Veja-se a nota ao n.” b,
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®;; logo esta curva faz parte da jacobiana da rede que
temos considerado.

Estendendo a todos os pontos bases da rede o que
dissemos a propdsito de F;, reconhece-se que a totalidade
das curvas andlogas a ®; é uma curva composta de ordem
Yayk=38m—3, que coincide portanto com a jacobiana
da rede.

Os pontos bases da rede pertencem portanto a infinitos
pares de elementos conjugados da involugiio e dizem-se
fundamentais; as curvas fixas a éles associadas chamam-se
curvas fundamentais; ordem dum ponto fundamental é a
ordem da curva fundamental respectiva; os pontos e as
curvas fundamentais constituem o sistema fundamental da
involugio.

18. — O conhecimento do sistema fundamental con-
duz-nos a algumas proposi¢gGes importantes:

1. — O conjugado dum ponto P nio situado no sistema
fundamental ¢ wm ponto P' ndo situado também no sis-
tema fundamental.

Com efeito, se P’ estivesse sObre um ponto ou uma
curva fundamental, P deveria estar respectivamente sd-
bre uma curva ou um ponto fundamental, contra a
hipéitese.

II. — Dois pontos distintos P e Q ndo situados no sis-
tema fundamental teem por conjugados deis pontos P' e
Q' também distintos.

Efectivamente, se estes coincidissem num s06, éste seria
um ponto fundamental e PP e Q estariam sdbre a curva
fundamental respectiva.

III. — A involugio determina wmna correspondéncia pro-
jeetiva entre os raios dos feizes com centro em dois pontos
conjugados ndo situados no sistema fundamental, se fizer-

e
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mos corresponder a cada raio v dum deles a langente t
no outro a curva C! relativa dguele raio.

Em primeiro logar, quando r descreve o feixe de cen-
tro P (ou P’'), a curva C? desereve um feixe com um ponto
base simples em P’ (ou P), e por conseqiiéncia a tangente
t a essa curva neste ponto desereve também um feixe.
Por outra parte, a uma recta » nunca pode corresponder
senfio uma recta #, porque, se correspondessem duas,
C" teria um ponto duplo em P’ (ou P), e &ste estaria sdbre
uma curva fundamental, contra a hipdtese.

17. — As expressdes (9) podem enunciar-se agora sob
a forma seguinte:

TEOREMA: — A soma das ordens dos pontos fundamen-
tais duma {nvolugdo eremoniana de ordem m ¢ igual a
3m—3 ¢ a soma dos seus quadrados a m* —1,

Teem aqui logar as consideragles feitas no n.” 10,
notando que os dois gistemas fundamentais eoineidem num
80 no easo presente,

As solucles de (9) até m =8 siio dadas no seguinte
quadro:

m|1l25-3!4| 5 Iﬁ Al 8

o| |8|4|6[3|8] |u;wi1 03
43 '_T!?Thnls_'Tuw_n_s 392|3 n_ﬁ-
w| | | |t1lo]of1]ofofafo[alalo(s]2[7]0
bl T 4 = 1|00 olo/o|1/0/0lol2 08
T‘__ 11| [1]ofolo]oo|t|o]o]o
o L i e e T | [t]{olojojojo (_1'|'u
o i o B A R i ' 1l0foj0l0

#
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Estio incluidas neste quadro a homologia harmdnica
(m=1) e as involugies quadrdticas (m =2).

As involugdes relativas & solugiio (para todos os valo-
res de m)

Ay = 1

w=2m—2,

sfio conhecidas por involugdes de Jonquiéres.

Sio também interessantes as involugtes eom os pontos
fundamentais da mesma ordem; designando por p a ordem
de um deles, as equag¢des (9) tomam a forma

ay pr=m?—1
wp p=3m—3,
donde
_m+1

]"-_ 3 '

como p deve ser inteiro, m deve ser da forma 3i—1 e
portanto
p=t

a hltima das quais s6 dd valores inteiros para «,, quando
for i=1, 2, 8, 6.

Logo as involugles com pontos fundamentais equimil-
tiplos sfio: as involugdes quadriticas; as involugies de

5.* ordem com 6 pontos fundamentais duplos; as involu-
¢bes de 8." ordem ecom 7 pontos fundamentais triplos; as
involuges de 17.* ordem com 8 pontos fundamentais

séxtuplos,




39

18. — TEOREMA. A soma dos niimeros que exprimem
as ordens dos frés péntos fundamentais de ordem mais
elevada € maior do que m,

Sejam r< s<f as ordens disses pontos; podemos dar
s expresstes (9) a forma

ay+dadt, . Fri=m—1—g—¢
:x|-|-213—|—...+$'=3'ﬂ&—3--.‘i‘-—f.

Subtraindo membro a membro a primeira da segunda
multiplicada por », o primeiro membro da igualdade que
assim se obtém & positivo ou nulo, porque cada termo é
da forma k (r — k) «;, onde » > k; logo, obtemos

mi—1—g—2<r{3m—3—s—1i).
Ora, se fosse m >r -} s+ £, terfamos
r(3r—8+2s+28)>r*t+2(ratritsi)—1,

ou ainda
291 —-23¢t—38r+12>0,

gque é absurdo, porque temos r?<ste 3r>1, visto r ser
pelo menos igual A unidade. Logo o teorema é verda-
deiro.

A relagio
r+st+t>m,

que exprime o teorema que acabamos de demonstrar,
pode escrever-se sob a forma

r+st+it>m+1,
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da qual resulta a fortiori

m+1
e 8-
£2 8

Ora no nimero anterior mostramos que o sinal de
igualdade nesta expressiio s6 tem logar para quatro invo-
lugGes com pontos fundamentais equimiltiplos. Logo

TeOREMA: Todas as involugdes de ordem m teem pelo
m-1

menos um ponto fundanental de ordem maior do que

ezeepto as involugdes que teem todos os pontos fundd-
mentais equimiltiplos, em que a ordem déstes ¢ igual a
£8se niimero. <

§ 5.— Propriedades das curvas fundamentais

19. — A maior parte das propriedades que vamos es-
tudar neste pardigrafo teem apenas logar para as involu-
¢Oes com pontos fundamentais distintos; apesar da sua falta
de generalidade, éste estudo oferece bastante interesse.

As curvas fundamentais s6 se encontram em pontos
fundamentais.

Um ponto de intersecgiio de duas curvas fundamentais
deve ter por conjugados os pontos fundamentais relativos a
essas curvas, isto é, pertence a mais de um par de elementos
conjugados da involugiio; logo é um ponto fundamental.

Se empregarmos o simbolo &y para designar o nimero
de ramos com que a curva fundamental @, passa pelo
ponto fundamental F;, para duas curvas &; e ®, deve ve-
rificar-se a igualdade ’

(10) T oo ay = i,
i

s _ il el AR L=
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em que a soma indicada no primeiro membro se estende
a todos os pontos fundamentais por onde passam simul-
tineamente as duas curvas.

Uma eurva C™ relativa a uma reeta gendrica do plano
e wma curva fundamental encontram-se apenas em pontos
fundamentais.

Seja C™ a curva correspondente a uma recta r o O, a
curva fundamental; se as duas curvas se encontrassem
num ponto nio fundamental, em virtude déste ter por
conjugado o ponto fundamental F,, a recta r deveria pas-
gar por éste ponto, contra a hipitese. Logo a proposigio
enunciada é verdadeira e tem logar a relagio

(11) Zloy=mk,
i

onde X se refere a todos os pontos fundamentais por onde
passa a curva fundamental F;.

20. — Seja 2 o nimero de vezes que a curva funda-
mental ®, passa por F;; @s direcgbes das «;; tangentes a
¢, neste ponto correspondem outros tantos pontos sibre
@;; mag estes pontos devem coineidir todos com Fy, por-
que F; é conjugado de todos os pontos de @; logo

(12) ' ay=op,

isto &, o nimero de vezes que wma curva fundamental O
pﬂém pelo ponto fundamental ¥ € igual ao ndmero de
vezes que a curva fundamental O passa pelo ponto funda-
mental F,.

O mesmo raciocinio leva-nos & conclusiio de que as
curvas fundamentais {eem os seus pontos miiltiplos nos
pontos fundamentais,
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21. — Vimos que havia uma correspondéncia bi-univoea
entre os pontos duma curva fundamental e as direcgdes
dos raios do feixe com centro no ponto fundamental res-
pectivo; logo as curvas fundamentais sdo unicursais. Para
a curva &, por exemplo, terd logar a relagio

it et L el A e |

e I 2 2

Por outra parte, se a eurva C” correspondente a uma
recta do plano encontra a curva fundamental @, essa
recta passa por F;, e C" degenera, decompondo-se na pro-
pria curva ®; e noutra curva de ordem m — k; esta curva
residual passa ainda com /—eoy; ramos por tode o ponto
fundamental Fy; logo o nimero de intersecgies destas
eurvas fora dos pontos fundamentais é dado pela expres-
sio.

k(im—Fk)—Xoy (Il —ay) =Zay®—i?
i 1

e igual & unidade pelo que hd pouco dissemos; logo
(14) }:'.'.xuiz."‘c’—i— i

Comparando esta expressio con: (13), obtém-se
(15) -‘;‘m—:—iﬁk—l.

Logo: a soma das ordens de multiplicidades duma
curva fundamental de ordem k em todos os pontos funda-
mentais € iqual a 3k — 1 e a soma dos quadrados a k*- 1.

Atendendo ao n.” 20, podemos acreseentar que o nii-
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mero de ramos de curvas fundamentais que passam por
um ponto fundamental Fy & igual a 3k —1, efe.

Tendo nés reconhecido que a jacobiana da rede das
curvas de ordem m correspondentes is rectas do plano
coincide eom a totalidade das eurvas fundamentais da
involucdio, éste resultado estd de acordo com a teoria das
curvas algébricas planas.

Do facto da jacobiana ficar determinada pelos pontos
fundamentais da involugiio (pontos bases da rede), niio
podemos concluir que gualquer curva fundamental fique
completamente determinada pela maneira como se com-
porta nos pontos fundamentais; mas a relagio

w@(ent1)  k(E+3)
2 2 TR ok

que se deduz de (14) e (15), esclarece esta divida:
curva fundamental fica determinada pelos pontos funda-
mentais por onde passa.

22. — O quadrado do determinante formado pelos wy
€ igual @ m* (CLEBSCH).

Com efeito, pelas conhecidas propriedades dos deter-
minantes, por (9), (10) e (14) obtemos

@
Effs s s Ofo v s Olfks o of” |

A T S R e P R I R S R T R P e s s e s

R?”L . .\_IHGH. . ._1“1“. -
I
|

| -
|3 s o o EBR s = o L2 » » Ry TR AT Zaly ey ..
| ] i ==

R R A |s® 83 a8 massss0ss8e0 0880w w

1
| B % 3 LI )
Ofd oo o OLER e o o OCffn o | -L:“S{”...S..I“Iﬂ,. E.Gt'u.“‘
I

| I 1
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|2.1...25+1...2.k...
- =1+ Z oy k* = m?,
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23. — As equagdes (9) mostram que pode haver mais
dum ponto fundamental eom eerta ordem; dizemos que os
pontos fundamentais da mesma ordem formam um grupo.

Posto isto, consideremos dois grupos de ordem k e L
E natural que a curva fundamental relativa a um ponto
do primeiro grupo passe por pontos do segundo; orde-
nemos é&sses valores de #;y. Como nfio hd raziio para dis-
tinguir os pontos dum mesmo grupo, deve haver outra
curva do primeiro grupo correspondente a outra permu-
tagio dos valores de «y; daqui resulta que o niimero =
de curvas (ou pontos) fundamentais de ordem k é igual
ao niimero de permutagdes dos e« pontos fundamentais de
ordem I; logo =« >> oy, visto considerarmos o caso de ser
oy >1 e o;>1, Racioecinando do mesmo modo para as
curvas do segundo grupo, conclue-se que é % >, Che-
gamos assim a resultados contraditérios que deixam de
subsistir, quando eada curva dum grupo passar o mesmo
nimero de vezes por todos os pontos do outro ou nio
passar nenhuma vez. Se os dois grupos teem o mesmo
nimero de pontos, também niio hi contradic¢iio, se todas
as curvas fundamentais dum grupo passarem o mesmo
nimero de vezes por todos os pontos do outro, com ex-
cepeiio dum s6 ponto.

Da qltima observagiio resulta que cada curva funda
mental dum grupo deve passar o mesmo nimero de vezes




por todos os pontos fundamentais do mesmo grupo, ou
por nenhum, ou o mesmo nimero de vezes por todos, &
excepeiio dum. Pode completar-se esta propriedade mos-
trando que, no idltimo caso, passando uma curva com
ramos pelos primeiros pontos, passa com « =« + 1 ramos
pelo restante.

Com efeito, se considerarmos duas eurvas do mesmo
grupo de ordem %, a expressio (10) toma a forma

Yaly—al—a?42aa' =i,

I

donde, por (14),

ou

24. — Em todas as involugdes, erceplo na involugdo
quadrdtlica, hd pelo menos uma eurva fundamental que
passa pelo respectivo ponto fundamental.
Designando por =, s, { as ordens dos tréds pontos (e
curvas) fundamentais de ordens mais elevadas da involu-
¢io, temos .
> !‘%1"—1
53'7.,;- L I,-["—l

2 oyt au—1;

somando e pondo de parte o sinal de igualdade, que s6
diz respeito ao caso de cada uma das rectas de unido de
dois déstes pontos ser a linha fundamental relativa ao
outro (involugio quadritica), vém

(a) rt+eti>2(xnt o tay)—3.
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Por outro lado, & recta F, F, corresponde uma eurva
de ordem m—r—s que passa pelos mesmos pontos
P — Oty — s @ 8§ — Oy — % VEZES respectivamente; logo

m—f’—ﬁ'??'_a-rr_ars—i— 8 — Oy — gs
on
2 (T—i—ﬂ)i:?n'i' 0ty - oyt 2 0tpy

que tem logar mesmo no ecaso de F, F, ser fundamental
ou conter outro ponto fundamental. Proeedendo do

mesmo modo para as rectas F, F, e F, F, e somando,
obtemos

(0) 4(r+a+1)<8m-+2 (ot o+ oyt o+ e+ ).

Troquemos os sinais aos termos de (a) e somemo-la
membro a membro com (b); obtemos

S(r+st+8<3m+ 3+ 2 (ot st o)
e, atendendo A relagiio (n.” 18)

r4+st+t>m-t+1,
vem finalmente

Oy - as "I' oy > 0,
que demonstra a proposi¢iio enunciada.

25. — Uma involugdo eremoniana de ordem superior a
2 fica determinada pelo seu sistema fundamental (BERTINT).
As férmulas (9) ddo imediatamente a ordem da invo-
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lugiio. A recta de unifio dos pontos fundamentais F; e F;,
caso niio seja fundamental, corresponde uma curva de
ordem m —{—j que passa por um ponto fundamental Fy
com k— xj;—oy ramos. A identidade

3 (e —op—ay) (b —ay—op+1) (m—i—j)(m—i—j+43)
S e el e ---2 —_— - = e e ‘)-— - —
. 2

que se obtém, atendendo a (9), (10) e (11), mostra que
essa curva ¢ determinada pelos pontos fundamentais,
qualquer que seja a involugiio que possa ter aquele sis-
tema fundamental. A mesma curva encontra @ num
ponto eorrespondente & direcgdio de F; F; por F;. Consi-
derando agora as rectas nfio fundamentais dirigidas de
F; para trés pontos fundamentais, obteem-se trés pontos
sbbre ®;, que fixam uma projectividade entre as direcgdes
por F; e os pontos de ®;, qualquer que seja a involucio.

Se i> 2, dada uma recta genérica r, a curva corres-
pondente de ordem m fica bem determinada pelos pontos
fundamentais e pelas tangentes em F;, correspondentes aos
pontos onde r encontra ®;; a involugio é portanto tinica
e bem determinada.

Se nfio houver pontos fundamentais simples, o racio-
cinio & aceitavel porque as rectas de uniiio de F; com os
outros pontos nfio sio fundamentais. Se é i=1 e nio
passa por F; nenhuma reeta fundamental, procedendo do
mesmo modo com outro ponto F;, chega-se ao mesmo
resultado. Se 6 ©=1 e passa por F; uma recta funda-
mental dirigida para Fj, temos j=m —1 e a involugio
é de Jonquiéres; ora neste caso por cada ponto simples
passam pelo menos trés rectas niio fundamentais dirigidas
para outros pontos simples, porquanto, atendendo a (9),
sobre duas das rectas que passam por &le niio podem existir




mais de 2m —3 pontos fundamentais simples. A propo-
sigiio & portanto verdadeira ainda neste caso.

S6 para m =2 é impossivel a construgiio indicada.

§ 6.° —Elementos duplos e classe duma involugdo

9@. — Quando dois pontos conjugados coincidirem,
diremos que formam um ponto duplo da involugio.

O logar dos conjugados dos pontos duma recta genérica
do plano duma involugiio é uma curva de ordem m; a
mesma recta encontra esta curva em m pontos que, dado
o caracter involutivo da correspondéncia, 80 podem ser
conjugados dois a dois ou duplos. Inversamente, a curva
correspondente a uma recta dada passa pelos pares de
pontos conjugados e pelos pontos duplos que porventura
existam sObre essa recta.

Assim, se m 6 impar, hi um ndimero impar de pontos
duplos (pelo menos um) sobre cada reecta do plano. Em
al existird sobre cada recta do plano um ndmero de

ger
pontos duplos da mesma paridade que a ordem da invo-
lugiio; o logar déstes pontos é uma curva de ordem

d=m—2uw,

que designamos por curva dupla da involugio.

A constante w exprime o niimero de pares de pontos
conjugados que existem sobre uma recta genérica do
uma caracteristica importante para cada invo-

rorALI deu o nome de classe da invo-

plano; é
lugiio, a que CaA
lugfio.

Q7o evidentes as seguintes proposigdes:

a) Uma involugio eremoniana de ordem impar contém

gempre uma curva dupla de ordem impar;
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b) Be for m=2w, a involuglio niio contém curva
dupla.

¢) Nenhuma involuciio de ordem m pode conter uma
curva dupla de ordem superior a m.

d) Se for 8 =m e portanto o - 0, sobre uma recta
genérica niio existe nenhum par de pontos conjugados.

Sejam, porém, P e P' dois pontos conjugados; a sua
recta de unifo r encontra a curva dupla em m pontos; a
curva de ordem m correspondente a » deye passar por ésses
pontos e por P e P'; a recta r, tendo mais de m pontos
comuns com a curva correspondente, faz parte dela; e,
¢omo o mesmo tem logar para as rectas de unifio de todos
08 pares de pontos conjugados, devem todas elas passar
por um ponto fundamental O de ordem n —1. A involu-
¢io é de Jonquiéres e diz-se perspeetiva, porque todos os
pontos conjugados estdo alinhados com o ponto O, eentro
da involugdo. Veremos depois a importincia destas in-
volugoes.

27. —Pode acontecer que uma curva fundamental @,
passe oy vezes pelo respectivo ponto fundamental F;; cada
um dos ramos dessa curva que passam por F, tem sdbre dste
um ponto, cujo conjugado é o préprio ponto F; associado
4 uma direcgiio determinada, que pode ser distinta ou
colneidir com a tangente a ésse ramo. No primeiro caso,
dado o caracter involutivo da correspondéncia, passard
outro ramo de ¥, por F,, tendo a tangente naquela di-
recglio. No segundo, o ponto F; é um verdadeiro ponto
duplo e a eurva dupla deve passar por &le e ter a tangente
naquela direcgfio, isto é, oscula o referido ramo de @,
Se designarmos por 3; o nimero de ramos de ®; que pas-
sam por F, nas eondiges indicadas em segundo logar,
também 3, exprime o niimero de ramos da ourva dupla

4

T ——
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que passam pelo ponto fundamental Fy, e a diferenca
2y — O @ sempre par ou nula,

O raciocinio que acabamos de seguir leva-nos também
a concluir que a curva dupla duma involugdo ndo pode
sncontrar nenhuma curva fundamental sendo em pontos
fundamentais. Logo, para ®; tem logar a relagio

N+ EZ8oy=580k=(n—2u)k.
[
O género da curva dupla, caso niio possua pontos miil-
tiplos fora dos pontos fundamentais, é dado pela expressio

o= (n _.2"'__1_]‘,(_?5___2"’_: 2) _ ; Ehi%=1)
- k

28. — Além da curva dupla, a involugiio pode conter pon-
tos duplos isolados; nfio estamos ainda habilitados a cal-
cular o seu niimero, mas podemos estudar a sua natureza.

A uma recta que passa por um ponto duplo da involu-
¢iio corresponde uma curva que passa pelo mesmo ponto;
entre essas rectas e as tangentes nesse ponto s curvas
correspondentes hd portanto uma involugiio ordindria
(n.° 16). Logo duas das rectas que passam pelo referido
ponto sfio tangentes & curva correspondente, ou todas
gosam desta propriedade; & esta a diferenga essencial
entre um ponto da eurva dupla e um ponto duplo isolado.

Podemos também dizer que um ponto da curva dupla
tem por conjugados pontos infinitamente préximos em
duas direcgdes (distintas, coincidentes ou imagindarias),
uma das quais, tangente & eurva dupla, toma o nome de
reeta prineipal; um ponto duplo isolado é comparivel a
um ponto, eujo conjugado seria infinitamente préximo
numa direcgiio indeterminada.

i

T W . sz
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§ 7.°— Curvas e sistemas lineares conjugados

29. —Seja C" uma curva de ordem n do plano duma
involugiio de ordem m; para maior generalidade, supo-
nhamos que essa curva tem pontos miltiplos sdbre alguns
ou todos os pontos fundamentais; seja precisamente y 0
niimero de ramos com que C" passa por F,. A curva
C" encontra uma curva de ordem m correspondente u
uma recta genérica do plano em nm —?-ﬂ & pontos nio

fundamentais, que devem ter por conjugados outros tantos
pontos comuns a essa recta genérica e ao logar dos con-
jugados dos pontos de C". Logo éste logar é constituido
por uma curva C* de ordem

n=nm—Iyk
e
Como C" encontra uma curva fundamental &, em
Yi=nk—Zyay
1

pontos fora dos fundamentais, a curva C" passa com outros
tantos ramos por Fj, eujas tangentes neste ponto teem
direcgies correspondentes iqueles pontos de @,

Como o8 pontos de C* e C¥ sfio conjugados dois a dois,
a primeira é também o logar dos conjugados dos pontos
da segunda; assim se justifica que chamemos is eurvas,
que assim se comportam na involug¢io, econjugadas ou
correspondentes.

Entre as suas ordens hd, portanto, as relagdes

Eyik=nm—n

&

(16) o
¥k = n'm—n,
[ 3
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@ entre os nimeros de ramos com que as duas curvas
passam pelo mesmo ponto F;

5% Yi=nk—i

(17)

g :
f‘-;-‘;elu=i'?k—‘{u.

Se a curva C" nfio passar por nenhum ponto funda-
mental, a eurva conjugada é de ordem nmm e passa nk
vezes por um ponto fundamental de ordem k.

Se for Xy, k=mnm, isto é, se for »' =0, nenhum ponto
de C* tem por conjugado um ponto que ndo pertenc¢a ao
sistema fundamental, ela prdpria é portanto uma curva
fundamental de ordem =, e aguela expressio é a repro-
dugiio de (11).

80. — Entre os pontos de duas curvas conjugadas hd
uma correspondéncia bi-univoea; logo (n." 8) duas curvas
conjugadas teem o mesmo género.

Com um racioeinio idéntico ao que empregamos no
n.° 7, reconhece-se que curvas conjugadas se compor-
tam do mesmo modo em pontos conjugados ndo funda-
mentais.

Assim, se uma eurva C" tem num ponto P nio funda-
mental um ponto miiltiplo de ordem s, a sua conjugada
C" tem um ponto miltiplo da mesma ordem no ponto
conjugado P, Se duas curvas C, e C: teem absorvidas 2
intersecgdes num ponto P nfo fundamental, as curvas
conjugadas C'y e C's terfio absorvidas outras tantas inter-
secgOes no pondo P; ete.

31. — Quando uma curva contém um par de pontos
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conjugados da involugéio, a curva eonjugada passa evi-
dentemente por ésses pontos. Se uma curva passa por
um ponto duplo da involugiio, a curva conjugada passa
também por ésse ponto; se o ponto duplo é isolado, as
duas eurvas teem a mesma tangente nésse ponio; se o
ponto pertence i curva dupla, esta propriedade nio tem
logar senfio em dois easos, por exemplo, quando a curva
dada oscula a eurva dupla nesse ponto.

Inversamente, os pontos de intersecgiio de duas eurvas
conjugadas, fora dos pontos fundamentais, sfio conjugados
dois a dois ou duplos.

32. — Consideremos no plano duma involugio eremo-
niana um sistema linear (C| de curvas algébricas de r
dimensdes, ordem #n, género p e grau N. Cada curva
déste sistema tem por conjugada uma curva do mesmo
género e de ordem determinada por (16); assim como por »
pontos genéricos do plano passa uma 86 curva de |[C|,
também pelos r conjugados désses pontos deverd passar
uma 86 curva entre as conjugadas C' das curvas de |C|;
logo as curvas C' formam um sistema linear |C'| das
mesmas dimensdes, que dizemos conjugado do proposto.
E evidente que duas curvas genéricas de |C| e duas cur-
vas genérieas de | C'| se encontram em pontos conjugados;
logo os dois sistemas teem o0 mesmo grau.

Imaginando para maior generalidade que o sistema
linear |C| tem também pontos bases sdbre os pontos fun-
damentais da involugio e designando por y; a ordem de
multiplicidade no ponto F;, podemos resumir estas pro-
priedades no seguinte:

TEOREMA. — Um sistema linear de ordem n com wum
ponto base de ordem v, num ponto fundamental ¥, tem por
conjugado um sistema linear do mesmo nimero de dimen-
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soes, do mesmo género, do mesmo grau, de ordem
m' =nm—I vk,

k

que tem num ponto fundamental ¥y um ponto base de
ordem
Yei=nk—Zyioy
1
e os pontos bases restantes em pontos conjugados dos
pontos bases ndo fundamentais do proposio ¢ com igual

ordem de multiplicidade.




CAPITULO III

8 CURVAS E SISTEMAS LINEARES
INVARIANTES
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CAPITULO III

Curvas e sistemas lineares invariantes

§ 8.° — Definigbes e propriedades

33. — Uma ecurva, cujos pontos sfio dois a dois con-
jugados ou duplos na involug¢iio, tem por conjugada a
propria curva. E, portanto, um verdadeiro invariante
geométrico relativamente & involugfo, e por isto a de-
signamos por ecurva invarianie da involugiio.

Se excluirmos a homologia harmdnica, é evidente que
uma curva invariante passa sempre por pontos funda-
mentais, de modo a abaixar a ordem da curva conjugada
até i sua prdpria ordem; se C" é uma curva invariante
que passa com v ramos pelo ponto fundamental Fj, qual-
quer das expressdes (16) tomard neste caso a forma

(18) -:-‘-‘fj_ﬂ'z?t (m — 1),

onde o simbolo Z se refere a todos os pontos fundamentais
por onde passa C". A mesma curva enconira a ecurva
fundamental ¥, em v, pontos, conjugados das direcgbes
das tangentes Aqueles ramos de C, que passam por Fy;
ter-se ha, portanto, a relagio

(19:' ‘;‘k“:‘-r‘-'-*(rxu=?! k,




o8
onde X se refere a todos os pontos fundamentais por onde
passam simultineamente ®; e C*

E manifesto que uma curva invariante, que passa por
um ponto P nio fundamental, passa também pelo seu con-
jugado P'. Em geral se uma curva invariante tem um ponto
miltiplo de ordem » num ponto niio fundamental, terd no
seu conjugado um ponto miltiplo da mesma ordem. Pode-
mos exprimir abreviadamente esta propriedade, dizendo
que uma curva invariante se comporta exactamente da
mesma forma em elementos eonjugados da involugdo.

TEOREMA. — Duas curvas invariantes fora dos pontos
fundamentais s6 se encontram em pares de pontos conju-
gados ou em pontos duplos.

Se as duas curvas passam por determinado ponto niio
fundamental, ambas devem passar também pelo conjugado,
o que demonstra a primeira parte do teorema; quando o
conjugado coincide com o préprio ponto, temos justificada
a segunda parte.

84, — Dizemos que um sistema linear de curvas algé-
bricas é invariante relativamente a uma involugfio, quando
qualquer das suas curvas tem por conjugada uma curva
do mesmo sistema.

O sistema tem necessdriamente alguns pontos bases
gobre os pontos fundamentais da involugio. A face do
nimero anterior, é evidente o seguinte

TEOREMA.—Se um sistema linear de ordem n com um
ponto base de ordem vy, num ponto fundamental Fy, € in-
variante, devem verificar-se as seguintes condigdes:

) .:_'Tkﬁ.:zn(m—-ijl

b) f‘{.y;xu=nk k=1, 2...)




59

e) 0s pontos bases ndo fundamentais existirem em pon-
tos conjugados com igual ordem de multiplicidade, ou em
pontos duplos.

CoroLARIO. — Se o sistema linear ¢é completo, estas
eondigies, além de necessarias, sdo suficientes para éle ser
invariante.

Com efeito, qualquer das suas curvas tem por conju-
gada uma curva da mesma ordem, em virtude de a);
comportando-se como ela nos pontos bases do sistema
que coineidem com pontos fundamentais, atendendo a b);
eomportando-se do mesmo modo nos pontos bases res-
tantes, em virtude de ¢). Como o sistema & completo,
esta curva faz também parte déle.

Se o sistema nio tém pontos bases fora dos pontos
fundamentais da involug¢fio, a condigiic ¢) é supérflua.

35. — Consideremos um sistema linear invariante =";
por r — i pontos genéricos do plano passam as eurvas dum
gistema o' contido no proposto (n." 2); as curvas déste
sistema teem por conjugadas as curvas do sistema pro-
posto, que passam pelos conjugados daqueles » — ¢ pontos,
isto é, as curvas doutro sistema o' contido também no
proposto.

Se os r — i pontos sfio conjugados dois a dois ou duplos,
as curvas do sistema linear contido no sistema primitivo,
e que se obtem pelo mesmo processo, tem por conjugadas
curvas do prdéprio sistema, atendendo i condigiio ¢) do
teorema do ndmero anterior; por outras palavras, o sis-
tema que assim se obtem é também invariante. Logo

TEOREMA.— Um sistema linear de v dimensdes (r > 1)
tnvariante dd logar a um nimero ilimitado de sistemas
de dimensies inferiores, também invariantes, contidos no
primitivo.
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36. — Resumindo as propriedades exposias nos niime-
ros anteriores, podemos dizer que num sistema linear o’
irredutivel e invariante, (r=1), a cada curva corresponde
outra do mesmo sistema, sua conjugada na involugfio; s
eurvas dum feixe contido nesse sistema correspondem as
curvas dum feixe contido também no sistema; em geral,
dis curvas de qualquer sistema contido no sistema pro-
posto, correspondem as curvas dum_sistema de igual
nimero de dimensdes contido no mesmo sistema. Quer
dizer, se considerarmos o espac¢o abstracto de r dimenstes
E,, cujos pontos sio as curvas désse sistema, a correspon-
déneia que a involugiio determina entre as suas curvas pode
identificar-se a uma correspondéncia de caracter involutivo
entre os pontos de E,, pela qual a cada ponto corresponde
um ponto, aos pontos duma recta os pontos doutra recta, e,
em geral, aos pontos dum espago E; (i <#) contido em E,,
0s pontos doutro espago do mesmo nimero de dimenstes
contidn em E,. Esta correspondéncia, segundo os prinef-
pios da Geometria projectiva superior, é uma homografia
involutiva entre dois espagos de » dimensdes sobrepostos,

Podemos, portanto, por uma simples troca de palavras,
cnuneiar algumas propriedades importantes dos sistemas
lineares invariantes, conhecidas as propriedades da homo-
grafia involutiva de E..

87. — Recordam-se em poucas palavras as prineipais
propriedades da homografia involutiva entre dois espacos
lineares de » dimensdes sobrepostos.

1) Se r+ 2 pontos, tais que qualquer grupo de r+1
deles nfio pertenga a um mesmo espaco de » — 1 dimensdes,
sfio duplos ou unidos, (isto é, teem por eorrespondentes o

proprio ponto, todos os outros o siio, e a homografia con-
funde-se com a identidade.
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2) Numn homogralia involutiva (diferente da iden-
tidade) existem sempre dois espagos E; e E; sendo
i+j=r—1, chamados fundamentais, formados de ele-
mentos duplos; qualquer par de pontos correspondentes
determina uma recta unida (que se transforma em si
mesma) que encontra os espagos fundamentais em dois
pontos M, e N,; todos os pares de pontos correspondentes
sObre essa recta formam uma involugiio, nunea parabdliea,
eujos pontos duplos sio M, e N,; por oufras palavras,
todos os pares de pontos correspondentes dessa recta
separam harmdnicamente M, e N,.

Em particular no espaco ordindrio E;, a homografia
involutiva oferece duas modalidades: — a homologia har-
mdnieca, que contém um ponto duplo (centro de homologia)
e um plano eonstituido por pontos duplos (plano de ho-
mologia); — a homografia bi-arial harmdnica, que contém
duas rectas enviesadas constituidas por pontos duplos
(eixos da homografia). Na homologia harmdénica dois
pontos correspondentes estfio alinhados com o centro e
sfo separados harmdnicamente por éste ponto e pelo que
resulta da intercepg¢iio da recta que os une com o plano
de homologia. Na homografia bi axial harméniea dois
pontos correspondentes determinam uma recta que se
apoia nos dois eixos, e sfio separados harmdnicamente
pelos pontos de apoio,

No plano E: a dinica homografia involutiva que existe
é a homologia harmdniea muito conhecida dos elementos.
Tem um ponto duplo (ecentro de homologia) e uma recta
formada por pontos duplos (eixo de homologia); dois
pontos correspondentes siio alinhados com o centro e siio
reparados harmémicamente por éste ponto e pelo que
resulta da intercep¢iio da sua recta de uniiio com o0 eixo
de homologia,
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Na recta E;, a homografia involativa é uma involagio
ordindria, com dois pontos duplos que separam harmé-
nicamente qualquer par de elementos correspondentes.

38. — Trasladando para o caso concreto que estamos
tratando as propriedades que acabamos de recordar,
podemos enunciar sem dilagiio as seguintes proposigbes:

TrEOREMA 1. — Se um sistema linear de eurvas algébri-
cas planas, de v dimensdes, irredutivel e invariante rela-
tivamente a wma involugdo cremoniana, conliver r + 2
curvas invariantes, tais que qualgquer grupo der + 1 delas
nio faga parte dum sistema linear «=', todas as curvas
do sistema sdo invariantes.

TeorEMA 11. — Um sistema linear de v dimensdes, irre-
dutivel e invariante em relapio a uma involugdo eremo-
niana, cujas curvas ndo 8do todas invariantes, coniém
sempre dois sistemas =’ e @ (i+]j=r—1) constituidos
por eurvas invariantes; duas curvas conjugadas do sistema
determinam wm feize invariante eom duas curvas inva-
riantes, comuns a este feire e a eada um desses dois siste-
mas «' ¢ &l

Em particular:

TrorEMA I11. — Um sistema irés vezes infinito irre-
dutivel e invariante, ecujas eurvas ndo sdo todas inva-
riantes, contém wuma rede de curvas invariantes ¢ uma
eurva também invariante que ndo pertence a esta rede,
ou dois feizes de curvas invariantes, sem nenhuma curva
COMUn.

TeoREMA 1V. — Uma rede irredutivel e invariante, cujas
eurvas ndo sio todas invariantes, contém sempre um feixe
de eurvas invarianles e wuma eurva invarianie, que ndo
perience a éste feize.

TEOREMA V. — Um feize irredutivel e invariante contém
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duas curvas invariantes; se contiver trés, todas as outras
0 serdo.

Estes teoremas aplicam-se indiferentemente a sistemas
completos ou incompletos, com pontos bases ordindrios
ou nio,

A tnica condigiio que é indispensiivel é a irredutibili-
dade do sistema; todavia, se o sistema é redutivel e se
compSe duma curva fixa e doutra que desereve um sistema
linear irredutivel (n.° 2, @), podemos aplicar ao sistema
proposto a doutrina que acabamos de expor, se despre-
sarmos a parte fixa, que é necessariamente invariante; se
as curvas dum sistema invariante se decompdem nas curvas
dum feixe (n.” 2, b), as curvas correspondem-se como no
caso geral, e o priprio feixe é evidentemente invariante.

89. — O Teor. I do ndmero anterior chama a nossa
atengfio para os sistemas de curvas invariantes.

Neste caso, as eurvas que passam por um ponto gené-
rico do plano devem passar tamb@m pelo conjugado désse
ponto (n.” 33) e o sistema é composto (n.° 2). Quando o
sistema é completo, o caso que mais interessa na inves-
tiga¢iio das propriedades das involugles cremonianas,
tem logar o seguinte:

TEOREMA. — Um sistema linear completo, irredutivel de
género p, de grau N e superabunddncia o, ndo pode ser
formado sd de eurvas invariantes, se for N > 2 {(p—9).

Seja r o niimero de dimensdes do sistema; se todas as
eurvas déste siio invariantes, em virtude do que dissemos
acima, as curvas, que passam por r —1 pares de pontos
conjugados da involugiio, niio poderfo ter infinitos pontos
comuns ilém déstes; logo o grau, que se definiu como o
nimero de pontos de intersecgfio de duas curvas genéricas
do sistema, nfio poderd ser inferior a 2 (r— 1); pela ex-




donde

N<2(p—o9).

Logo o sistema niio pode ser formado de curvas inva-
riantes, se for
N>2(p—o0).

CoroLAr1o, — Um sistema linear irredutivel, completo
e regular ndo pode ser constiluido apenas por ewrvas in-
varianies, se o grau for maior que o dobro do género.

Basta notar que neste caso é o=10,

§ 9.° — Construgdo de curvas e sistemas lineares
invariantes

40. — Vamos mostrar neste pardgrafo que uma in-
volugiio contém um ndGmero ilimitado de curvas e sis-
temas lineares invariantes, e indicar processos de os
construir,

O exemplo mais singelo duma curva invariante é a s
curva composta por duas curvas conjugadas; assim, uma
recta e a curva sua conjugada eonstitue uma curva inva-
riante de ordem m -+ 1 (redutivel). Estas curvas deter-
minam um sistema (ndo linear) de curvas invariantes
contidas num sistema linear invariante, constituido pela
totalidade das ecurvas de ordem m+ 1 que teem por pontos
bases os pontos fundamentais da involugio e com a mesma
ordem de multiplicidade.




Com efeito, as relagdes

E‘_Jax-k’-—-{m +1) (m—1)

k+Zlay=(m+1)k (k=1,2,...),
i

que se obteem, atendendo a (9) e (10), indicam que as
condiges a) e b) do teorema do n.° 34 silo satisfeitas; por
outro lado a condigiio ¢) é supérflua,

Como a rede das curvas de ordem m, conjugadas das
rectas do plano, constitue um sistema linear, irredutivel,
- completo e regular relativamente ao grupo base consti-
tuido pelos pontos fundamentais da involugdo, o sistema
linear |C™*!| que acabamos de considerar é também irre-
dutivel, completo e regular; terd portanto as dimensdes

5 5 m+4,

[
o género

PPl .o S Y « .“‘:_1_)2&“ ) 2t s

2 i
e o grau

N=(m+1)2—Zak2=2m+2,
.

41. — Logo que a involugfio eontém um sistema linear
invariante, conterd um nimero ilimitado de sistemas
lineares invariantes, subordinados daquele; entre é&stes
alguns serdio constituidos por curvas invariantes,

Se uma rede & invariante, uma das suas curvas nio
invariantes com um ponto duplo, tem por conjugada uma
curva da mesma rede com um ponto duplo no conjugado
désse ponto; se a curva ¢ invariante e tem um ponto

b
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duplo, ela prdpria terd no conjugado outro ponto duplo.
Por conseqiiéncia, a jacobiana da rede, que é o logar
désses pontos, serd uma eurva invariante. E em geral,
as jacobianas das redes invariantes contidas num sistema
linear invariante de mais de duas dimensGes, constituem
um sistema linear de curvas invariantes,

42. — TrorEMA. O produto de dois feizes de ordens
m e m', conjugados numa involugdo cremoniana (logar
dos pontos de intersecgiio das curvas conjugadas) ¢ uma
curva invariante de ordem m-+m',

Sejam |C™| e |C™'| os dois feixes conjugados, e g uma
recta qualquer do plano; cada ponto A desta recta deter-
mina uma curva de | C*|, euja conjugada de |C*'| encontra

a mesma recta em m' pontos B; inversamente, um ponto
B da recta g determina uma curva de |C™ |, cuja conju-
gada em | C™| encontra a mésma recta em m pontos. Por
conseguinte, os dois feixes estabelecem sdbre a recta arbi-
triria ¢ uma correspondéncia m a m', que tem m - m' pon-
tos duplos, segundo o prineipio fundamental de CHASLES;
éstes pontos duplos sfio evidentemente os pontos do logar
considerado que existem sdbre essa recta. Este logar é
portanto uma curva K de ordem m-+m'. Para reconhe-
cer que esta curva é invariante, basta recordar que o0s
pontos de intersec¢iio de duas curvas conjugadas s6 podem
ser conjugados dois a dois ou duplos.

Vejamos algumas propriedades desta curva:

@) Como qualguer ponto duplo da involugiio deter-
mina uma curva dum dos feixes, da qual a conjugada
passa pelo mesmo ponto, a curva K contém todos os pontos
duplos. Assim, se a involugfio contiver uma curva dupla
de ordem 3=n—2w, a curva K decompor-se hd nesta
curva e numa outra de ordem m +m'—38.
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b) A curva K passa com s ramos por todo o ponto
base niio fundamental de ordem /% de qualquer dos feixes.
Com efeito, um ponto base dum dos feixes determina
uma curva do outro, cuja eurva conjugada passa com §
ramos pelo mesmo ponto.
Por éste processo podemos construir um nimero ili-
mitado de curvas invariantes,

43. — TEorREMA. O logar dos pares de ponlos conju-
gados (ou duplos) duma involugdo eremoniana erislentes
sobre as langentes a wma curva ' de elasse p. é uma curva
invarianie de ordem p(m—+1).

Tomemos no plano uma recta arbitrdria g; por um
ponto A dessa recta passam p tangentes a I', eada uma
das quais tem por conjugada uma eurva de ordem m;
estas curvas encontram a mesma recta g em p i pontos B;
inversamente por-um ponto B desta recta passam todas
as curvas de ordem m conjugadas das rectas que passam
pelo conjugado de B; destas, p sfio tangentes i curva I' o
encontram a recta g em outros tantos pontos A. Por
conseguinte, a involugiio juntamente com a curva I esta-
belece sdbre cada recta ¢ do plano uma correspondéneia,
pela qual a cada ponto A correspondem pm pontos B e
a cada ponto B, p pontos A; nesta correspondéncia, se-
gundo o prineipio fundamental de CHAsLES, hd u(m +1)
pontos duplos; ora a coincidéncia dum ponto A eom um
ponto B significa que a recta de unifio déste ponto de g
com o seu eonjugado é tangente i curva I'; cada um déstes
pontos pertence portanto ao logar considerado, que é, em
vista do que dissemos, uma curva J de ordem p(m 4+ 1),
evidentemente invariante.

Vejamos algumas propriedades desta curva.

a) A curva J passa pk vezes por cada -ponto funda-

.I..
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mental de ordem k. Com efeito, por um ponto funda-
mental F; podemos conduzir p tangentes a I', cada uma
das quais encontra a curva fundamental respectiva ou k
pontos; o ponto F; tem portanto pk pontos conjugados
nas condi¢bes em que definimos a curva J e é um ponto
miltiplo desta ordem de multiplicidade para essa curva.

Do raciocinio que acabamos de seguir, conclue-se tam-
bém a seguinte propriedade: :

b) A curva J passa pelos pontos de intersecgio de
cada curva fundamental com as tangentes conduzidasa T’
pelo ponto fundamental respectivo.

¢) A curva J contém todos os pontos duplos da invo-
lugiio como pontos miiltiplos de ordem .

Com efeito, um ponto duplo da involugiio, que devemos
considerar eomo dois pontos eonjugados coincidentes,
existe sobre p tangentes & curva I'. Daqui resulta tam-
bém a seguinte propriedade:

d) Se a involugiio contiver uma curva dupla de ordem
d=m—2w, a curva J decompde-se nesta curva contada
¢ vezes e numa curva de ordem p (2w 1).

¢) Qualquer tangente a I' encontra a curva de ordem
m conjugada em m pontos que, sendo conjugados dois a
dois ou duplos, pertencem & curva J; esta observagie
permite definir a curva J como o logar das intersecgles
das tangentes a uma curva de classe p. com as respectivas
eurvas conjugadas.

Utilizando esta doutrina, podemos construir um ni-
mero ilimitado de eurvas invariantes como a curva J.

44. — Vimos no n." 24 que, exceptuando a involugio
quadritica, todas as involugbes teem uma curva funda-
mental que passa pelo respectivo ponto fundamental.

Seja P; uma delas. O sistema linear completo, cons-
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tituido pela totalidade das eurvas de ordem {, que se
comportam como @, nos pontos fundamentais da involu-
¢dio, excepto em F;, no qual teem um ponto miiltiplo de
ordem o, — 1, tem a dimensfo x4 e o género x;— 1, como
é fdcil de deduzir das formulas do n.” 21. Este sistema
é invariante, porquanto as identidades

Zaphk—t=t(m—1)
k

l;I:fxuﬁik (#=1,2,...),

que se obteem, atendendo a (10) e (11), mostram gue as
condigbes a) e &) do teorema do n.” 34 sido satisfeitas,
sendo a ¢) supérflua.

45. — Na teoria das curvas algébricas planas, chama-se
curva adjunia duma curva C" a toda a curva de qualquer
ordem que possue um ponto miltiplo de ordem s —1 em
cada ponto miiltiplo de ordem s de C,

Tem para nés particular interésse o sistema linear
completo e regular constituido pela totalidade das curvas
adjuntas de ordem n —3 duma curva irredutivel C* de
ordem n >3 e género p>>1, Se supozermos que esta curva
tem v pontos miltiplos de ordem sy, 82, ... 8, ... &, 0
niimero de dimensdes, o género e o grau daquele sistema,
chamado primeiro adjunto de C", siio

n—3)n v(s;—1)s
r|:£__2)___3%=p_1

i ‘”j" 5. ) B _—_1}‘591;—_9_1
- l =]
Ni = (n—3)'—% (s —1)%
1
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Sistema primeiro adjunto dum sistema de ordem n>3 o
género p>1 é o sistema adjunto da sua eurva genérica.

Ao primeiro adjunto do primeiro adjunto duma curva
ou dum sistema chama-se segundo adjunto dessa curva
ou sistema; e assim sucessivamente,

Em virtude da primeira das expresstes acima indi-
cadas, reconhecemos que o ndmero de dimenstes dum
sistema adjunto de qualquer espdeie é igual ao género do
anterior, diminuido duma unidade.

Entre o género p de C" e oz género p, e p: dos dois
primeiros adjuntos, hi a relagfio

2pr—p=—pr=v—9
que se obtém pelo simples confronto dos seus valores.

Em geral, entre os géneros e entre as dimensbes de
trés sistemas adjuntos consecutivos ha as relaces

2pi—pi 1—Pjri=v+9
2rip —rj—rija=v+ 9.

Do mesmo modo, entre quatro sistemas adjuntos con-
secutivos hd as relagdes

Pi—Pjts=3 (Pj1—pji2)

Pipt—15e5=38 (rjja—rps) + 4.

A importineia déstes sistemas neste estudo provém de
que o sistema primeiro adjunto duma curva C" invariante
é também invariante. Com efeito, das relagdes (18) e
(19), a que obedece essa curva pelo facto de ser inva-
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riante, deduzem-se as relagdes
E(pi—1) k= (n—3)(m—1)
i
(=1 +E2(—Da=n—-3)%k (k=1, 2,...),
i

que exprimem as condigdes @) e b) do n.” 34 para ésse
gistema ser invariante; por outro lado a condigfio ¢) é
gatisfeita, porque, sendo C* invariante, os seus pontos
miiltiplos nfio fundamentais, e portanto os restantes pontos
bases do primeiro adjunto, serfio conjugados dois a dois
e de igual ordem.

E claro que o sistema adjunto dum sistema invariante
é também invariante e portanto o segundo adjunto, o
terceiro, ete.

Os sistemas de ordem »n + 3, n+ 6, ete., que teem em
cada poyto base de ordem s dum sistema linear inva-
riante de ordem n, um ponto base de ordem s-+1, s+ 2,
ete., sfio também invariantes, como facilmente se reconhece,
procedendo andlogamente.

46. — Podiamos multiplicar indefinidamente os pro-
cessos de obter curvas e sistemas lineares invariantes,
mas 0s que expuzemos sfio suficientes para as aplicagbes
que fazemos neste trabalho.

§ 10.° — Aplicagao do estudo das curvas
e sistemas lineares invariantes
a investigagdo dalgumas propriedades das involugdes

47. — O estudo que acabamos de fazer sobre curvas e
sistemas lineares invariantes, habilita-nos a procurar mais
algumas propriedades das involugbes; o éxito déste pro-
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cesso depende sobretudo da escolha duma curva ou dum
sistema linear conveniente.

Por exemplo o estudo das curvas J, logar dos pontos
conjugados e duplos existentes sObre as tangentes a uma
curva (n.” 43), permite-nos caleular o nimero de pontos
de uma curva C de ordem z e classe p, cujo conjugado
existe sObre a tangente i curva nesse ponto. Este ni-
mero é dado evidentemente pelo niimero n p (20 +1) de
intersecgdes da curva dada com a curva J de ordem
i (2 w-+1) respectiva.

48. — Se no caso estudado no n.® 43 a curva I for de
primeira classe, ou no estudado no n.” 42 um dos feixes
for um feixe de raios, a curva invariante, que assim
obtem, serd de ordem m -1 e poderd definir-se como o
logar dos pares de pontos conjugados da involugiio ali-
nhados com um ponto P do plano, ou como o logar dos
pontos de intersec¢lio das curvas correspondentes de dois
feixes conjugados, um o feixe de raios eom centro em P,
outro, o feixe das curvas de ordem m conjugadas, as quais
passam pelo conjugado de P. JoNQuIERES designou esta
ecurva por eurva isdloga relativa ao ponto P, centro de
isologia. Representamo-la por Ip.

As suas propriedades deduzem-se tiio simplesmente das
curvas J e K, estudadas no § anterior, que nos limitamos
a enuncid-las,

A curva Ip passa pelo seu centro e pelo ponto conju-
gado.

Uma curva Ip passa simplesmente por todos os pontos
duplos da involugio.

Assim, se a involugiio contiver uma curva dupla de
ordem §=m —2w, as curvas Iy decompdem-se nesta curva
e noutra curva invariante de ordem 2w 41,
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Uma curva Ip contém cada ponto fundamental de or-
dem % como ponto miiltiplo da mesma ordem de multi-
plicidade e passa pelos pontos de intersec¢iio de ecada
curva fundamental @, com a reeta de uniio do centro
com o respectivo ponto fundamental.

Posto isto, analisemos detalhadamente como as curvas
I; se comportam nos pontos fundamentais.

Seja Fr um deles; supomos, para maior generalidade,
que a curva fundamental respeectiva passa xy vezes por
ésse ponto, e que a involugiio contém uma curva dupla
de ordem §=m —2w que passa com 3 ramos pelo mesmo
ponto fundamental. A curva Ip, relativa a vm ponto
genérico P, contém neste caso a curva dupla, e a parte
restante, de ordem 2w-1, passa com t—3d ramos por
Fi; com efeito, das wy — 3 passagens de & por Fy, pro-
veem outros tantos ramos de Ip por ésse ponto, cujas
tangentes sfio independentes da posi¢io do centro P; e
das k— oy intersecgiio do raio P F, com @ fora de Fy,
proveem outros tantos ramos de Ip, que passam pelo
referido ponto, cujas tangentes dependem, porém, da
posigio do ponto P. O nimero total de ramos de Ip,
que passam por F;, é portanto k—3§;, como queriamos
demonstrar.

Asgim se verifica que a curva composta da curva
dupla e da parte restante de Ip passa k vezes por Fi.

Como é sempre o<k —1, podemos enunciar mais
esta propriedade: uma eurva Ip passa por todos os pontos
fundamentais, uma vez pelo menos.

0O género duma eurva Ip, relativa a um ponto générico
P, é dado pela expressiio

p|=m(2m—l}—.—i?(k—&)(fr——ﬁﬁ-—l}
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ou, atendendo a relagles conhecidas,

i (m 1) 1

D= — 2—----——2mm—'t—2m3+m——-1—?_13*{3;.—~1}
IR L b e Y AR T

2 2

Se a curva dupla niio contiver singularidades fora dos
pontos fundamentais, serd

pr=pp+t+m—w—1.

#9. — TEOREMA, As ecurvas Ip relativas a todos os
pontos do plano formam wma rede de curvas invariantes
relativamente d involugdo.

Com efeito, por dois pontos arbitrdrios do plano passa
apenas uma dessas curvas, cujo centro é determinado pela
interseccio das rectas que unem os pontos dados com os
respectivos conjugados.

Os pontos bases desta rede siio os pontos fundamentais
e os pontos duplos da involugfio; do que dissemos no
niimero anterior, resulta que as curvas Ip teem pontos
bases simples nestes iltimos; mas num ponto fundamen-
tal F; teem um ponto base de ordem %k — 3, com wy — 8
tangentes fixas e as restantes varidveis com o centro P
(uma, pelo menos).

Fste ponto base s6 serd ordinfirio (com todas as tan-
gentes varidveis), quando a curva fundamental relativa
a F, nfio passar por éste ponto.

Se dois pontos siio tomados de modo que &les e os seus
conjugados estejam sObre uma recta, hd infinitas curvas
Iy, que passam por éles (e ndo uma); estas curvas silo
relativas aos pontos daquela recta e formam um feixe
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pares de pontos conjugados, que existem sobre essa
recta.

As curvas Ip, relativas aos pontos duma recta que
passa por um ponto fundamental F;, teem as mesmas tan-
gentes nos varios ramos que passam por &ste ponto.

A jacobiana da rede das curvas I;, relativas a todos
os pontos do plano, é de ordem 6 w; mas a curva dupla
da involugdo faz parte da jacobiana, porque todas as
curvas Ip, que passam por um ponto da curva dupla,
teem a mesma tangente, que & a recta principal nesse
ponto, visto ser também tangente & curva dupla; logo a
jacobiana decompde-se na curva dupla e numa curva in-
variante de ordem 8 w —m.

50. — Do conhecimento destas curvas resultam algumas
propriedades das involugdes. Assim ¢é facil de mostrar
que a classe a ordem duma involugiio ndo siio indepen-
dentes. Com efeito, a curva Ip relativa a um ponto fun-
damental F; tem a ordem

20+1—k>0;

ora, se F; é o ponto fundamental de ordem mais elevada,
pelo segundo teorema do n.” 18, vem

(20) m<6wt 2

onde o sinal inferior se refere apenas &s gquatro involu-
¢ies com pontos fundamentais equimiltiplos, indieadas
no mesmo nimero.

Esta expressio dd, portanto, um limite superior para
a ordem duma involugiio de que se conhega a classe,
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Bl. — Ouiras propriedades da curva dupla. A curva
dupla é uma curva invariante; logo devem ter logar as
relagies (18) e (19) relativas ds curvas invariantes, que
tomam a forma

E8k=(m—1)=(m—1)(m—2w)
k

B+ L8 an=kd="k(m—2uw).
i

Basta recordar a defini¢gfio de curva dupla da involu-
¢do (n." 26) para notar mediatamente que a tangente a
esta curva num ponto de interseeg¢iio com qualquer curva
Ip, passa pelo ponto P. Logo a classe da curva dupla é
dada pelo niimero de pontos de intersec¢iio, distintos dos
pontos fundamentais, dessa curva com qualquer curva Ip:

D=3(2u+1)—3 (k—35)
k

>

=2w—m+2)(m—2w) } L5
k

=5@—8)+I5,

atendendo & primeira expressiio déste nimero.
Atendendo aos valores de D, pp e py, tem-se a seguinte
relaciio descoberta por CAPORALI:

D'i"fpu +p| = 7M.

52. — Pontos duplos isolados. Sejam A e B dois pon-
tos niio conjugados, I, e Iy as eurvas isdlogas respectivas;
estas curvas encontram-se em (2 w-1)* pontos, dos quais
conhecemos alguns a priori: 0os w pares de pontos conju-
gados que existem sObre a reeta A B, pelos quais passam
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manifestamente as duas curvas; os pontos fundamentais
da involug¢do, que se devem coutar por

%[ﬁ:—-ﬁ;)f- - E (ot — 8)
k

intersecgdes; pelas expressdes (9) e pelas do nimero an-
terior, podemos dar a esta a forma

(m—1) (o —m+1) + 28 B+ 1)+ Zun
k

ou
(m—1)(m—25+4+1)+Z5, (5, +1)+ Z ap.
k k

Qualquer dos restantes pontos de interseegiio, que de-
signamos por M, deve ter o seu conjugado M' simulti-
neamente sobre AM e BM; e, como niio pode estar sébre
A B, porque ji contamos todos os pontos de interseegiio
das duas curvas soObre esta recta, deve M’ coincidir com
M; os restantes pontos de intersec¢iio sio pontos duplos
isolados da involugiio; ora estas curvas passam por todos
o8 pontos duplos (n.® 48); por conseguinte a expressiio

4ot bov—dmotm® —2m+2—X5, (5,— 1) —X a;
& 3
dé o nlimero exacto de pontos duplos isolados da involugfo.

53. — Sfo importantes os casos particulares seguintes:

Se a curva dupla niio contiver pontos miiltiplos fora
dos pontos fundamentais, o niimero de pontos duplos iso-
lados é

m+2pp— E g,

k

onde pp é o género dessa curva.
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Se a involugfio niio contém ecurva dupla, o que 86 pode
acontecer gquando for m =2, a involug¢iio eontém quatro
pontos duplos isolados. A involugiio é entiio aquela de
que STEINER deu um processo sintético de construgio
muito simples e elegante. Considera duas eénicas no
plano e faz corresponder a cada ponto P a intersecgio I
das suas polares em relagio a essas cOnicas; os vértices
do trifingulo polar comum #is duas cénicas sdo os pontos
fundamentais e os lados opostos as linhas fundamentais
respectivas; os pontos de intersee¢iio das duas clnicas
sio os quatro pontos duplos isolados, que a férmula in-
dica; o sistema fundamental &, portanto, econstituido pelo
triingulo diagonal do quadringulo formado pelos pontos
duplos isolados. As curvas Ip siio cidbicas duma rede
que tem por pontos bases os trés pontos fundamentais e
os quatro pontos duplos isolados ().

54. — TEOREMA. Uma itnvolugdo, que tem invariante
wma rede de rectas, é uma homologia harmdniea.

Com efeito, a rede de rectas é constituida por todas
as rectas do plano e a dniea involugiio em que rectas tem
por conjugadas rectas é a homologia harmoénica.

TEOREMA. — Uma. involugdo, que tem invarianle um
feizve de rectas, € uma involugdo de Jonquiéres.

Uma recta genériea » do plano encontra um raio do
feixe invariante num s ponto P; a curva conjugada C7

(!) Se as ednicas sfio circulos nio coneéntricos, dois dos
pontos duplos isolados sio os pontos circulares do plano e um
dos pontos fundamentais é o ponto no infinito da recta — sempre
real —que une os pontos de intersecgiio a distineia finita dos
dois circulos; as eurvas Ip 8o portanto eidbicas eirculares com a
gua assintota paralela a essa recta,
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deve, portanto, encontrar o raio do mesmo feixe eonju-
gado daquele num sé ponto varidvel, o ponto P’ conju-
gado de P.

Logo as curvas C™ conjugadas das rectas do plano
devem ter no centro do feixe invariante um ponto mil-
tiplo, fundamental parainvo a lu¢iio, de ordem m —1; a
involugdio &, pois, de Jonquiéres e o seu centro eoincide
precisamente com o centro do feixe.

§ 1. — Metodos de construgdo de involugdes

55. — Em qualquer involugfio existe sempre uma rede
de curvas invariantes, cuja jacobiana é também inva-
riante; por dois pontos nfio conjugados passa uma sé
curva da rede; mas, sendo os pontos conjugados, passam
por éles as =! curvas dum feixe. Por outras palavras:
por um ponto P do plano passam as curvas dum feixe
contido na rede, as quais passam ainda pelo ponto P’
conjugado daquele.

Esta propriedade fornece um proeesso de construir o
conjugado dum ponto dado, conhecida uma rede de curvas
invariantes; basta fazer passar pelo ponto dado duas
curvas da rede, porque a ulterior interseecio destas curvas
fora dos pontos bases, é o ponto conjugado.

Consideremos agora dois feixes de curvas invariantes,
distintos, podendo no entanto ter alguns pontos bases
comuns; por eada ponto P do plano passa uma curva de

cada feixe, as quais passam também pelo seu conjugado
P’. Assim temos outro processo de construir o ponto
conjugado dum ponto dado.

Estes dois processos foram aproveitados por CAPORALL
para a construgiio das involugdes de 1." classe, servindo-se
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da rede das curvas Ip, que sfio cibicas; o problema sim-
plificava-se, porque o nimero de involugdes & limitado
pela relagio m <6 w+2 (n.° 50).

Outros geémetras (BERTINI, MARTINETTI, etc.) esten-
deram &ste processo até as involugDes de 5.* classe, mas
as dificuldades que surgem tornam-se quisi insuperdveis.
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CAPITULO IV

AS INVOLUCOES COMO IMAGENS
DE HOMOGRAFIAS






CAPITULO 1V

As involug¢oes como imagens
de homografias

§ 12.° — As involugdes cremonianas no plano
e as homografias involutivas do espago

568. — No capitulo anterior mostrimos eomo a corres-
pondéncia entre as curvas dum sistema linear ' de cur-
vas planas, irredutivel e invariante relativamente a uma
involug@io do grupo eremoniano no plano, pode compa-
rar-se a uma homografia de caracter involutivo entre os
pontos dum espago de » dimenstes E,. Atendendo a
dualidade no espago E,, podemos fazer ecorresponder pro-
jectivamente s curvas dum sistema linear =" (r>2),
niio os pontos, mas os hiperplanos E,_; désse espago. E
suliciente, para éste fim, fazer corresponder a r-4 2 cur-
vas do sistema, tais que qualquer grupo de r-+1 delas
nio faga parte dum sistema o"-!, a »-+2 hiperplanos
désse espago, tais que qualquer grupo de » 41 deles nio
faga parte duma estréla de espécie »

1, isto é, niio tenha
um ponto comum.

Servindo-nos desta nova representagiio dum sistema
linear " invariante, poderiamos obter por dualidade os
teoremas que enuncidmos no n.” 38. E todavia noutro
sentido que orientamos esta observaciio.
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57. — Como nunea teremos ensejo de aplicar esta
teoria com toda a generalidade, expd-la hemos no caso
mais simples de um sistema de trés dimenses, indicando
depois resumidamente os resultados gerais.

Consideremos entiio um sistema linear | C" |, trés vezes
infinito, de gran N, irredutivel, ecompleto ou incompleto
@ podendo ter pontos bases nfio ordindrios, invariante
relativamente a uma involugio cremoniana, e estabele-
¢gamos uma correspondéncia projectiva entre as suas curvas
e os planos do espago, para o gque & suficiente fazer corres-
ponder a cinco curvas do sistema, tais que gquarquer
grupo de quatro delas niio faga parte duma rede, cineo
planos, tais que qualquer grupo de quatro déles nio faca
parte duma estréla, isto é, nfio tenha um ponto ecomum.

Nesta doutrina é essencial a distingio entre sistemas
lineares invariantes, sem que todas as suas curvas o sejam,
e sistemas lineares de curvas invariantes.

Admitindo por enquanto, que nem todas as curvas
do sistema invariante siio invariantes, por um ponto P
do plano = da involugiio passam as curvas duma rede
contida no sistema proposto; os planos correspondentes
a estas curvas formam uma estréla, isto é, teem um ponto
comum P,

Quando o ponto P deserever o plano =, o ponto P,
descreverd uma superficie S do espago.

Entre os pontos desta superficie e os do plano = h,
portanto, uma correspondéncia bi-univoca, de modo que
podemos tomar indistintamente S como imagem de =, ou
= como imagem de S. A superficie chama-se racional,
homaloide ou unicursal, em virtude desta propriedade.

Como um ponto P sdbre uma curva do sistema pro-
posto determina uma rede, que contém essa curva, o
ponto P, de S imagem de P existe no plano homdlogo




dessa curva. Logo as curvas do referido sistema sfio
imagens de secgdes planas da superficie 8.

Duas curvas genéricas do sistema encontram-se em N
pontos varidiveis (fora dos pontos bases), sendo N o seu
grau; logo a recta comum aos planos homdlogos dessas
curvas intercepta a superficie em N pontos; esta terid
portanto a ordem N.

Por um ponto base de ordem s do sistema passam g
ramos da imagem de cada sec¢iio pluna da superficie.
Logo a ésse ponto corresponde sobre S uma curva de
ordem s, Se o ponto base é ordindirio, a curva corres-
pondente & irredutivel, e existe uma ecorrespondéncia
bi-univoea entre as direcg¢des por @sse ponto e os pontos
dessa curva.

Por outra parte, a involuciio determina entre as curvas
do sistema uma ecorrespondéncia que tem por imagem
uma homografia involutiva (homologia harménica ou ho-
mografia bi-axial harmdéniea) entre os planos, e portanto
entre os pontos do espaco. Ora, as curvas do sistema
que passam por um ponto P de =, e cujos planos corres-
pondentes formam uma esiréla com o centro num ponto
P, de S, teem por conjugadas as curvas do mesmo sis-
tema, que passam pelo conjugado P' daquele ponto, e
cujos planos correspondentes formam uma estréla com o
centro noutro ponto P', de S, correspondente a P, na ho-
mografia do espaco, a que nos referimos, hi poueo. Logo
08 pontos de S sfio conjugados dois a dois nessa homo-
grafia, de modo que um par desses pontos, P, e P, tem
por imagem um e um s par de pontos P e P’ conjugados
na involucio eremoniana de w. A prdpria superficie S
transforma-se em si mesma.

Resumimos estas propriedades no seguinte:

TEOREMA. — Se eslabelecemmos wma eorrespondéncia pro-
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jectiva entre as curvas dum sistema linear trés vezes infi-
nito, — irredutivel e do grau N, invariante em relagio a
uma involugdo, sem que todas as suas curvas o sejam —, e
os planos do espago, oblemos wma homografia involutiva
que deira invaridvel uma superficie racional 8 de ordem N,
cujos pontos teem por imagens os pontos do plano da in-
volugio, e cujas seegies planas teem por tmagens as eurvas
do sistema.

A propria involucfio pode considerar-se imagem duma
homografia involutiva entre os pontos dessa superficie.
Daqui resulta que, dos diferentes processos de represen-
taciio bi-univoea sébre um plano duma superficie racional,
entre cujos pontos esteja estabelecida uma homografia
involutiva, proveem diferentes involugbes cremonianas
nesse plano,

58, — Suponhamos agora um sistema linear trés vezes
infinito, irredutivel, constituido por curvas invariantes,
Como a eurva genérica é formada por pares de pontos
conjugados, as curvas, que passam por um ponto genérico
do plano, passam também pelo seu conjugado, e o sistema
¢ eomposto com a involu¢iio — empregando a terminolo-
gia adoptada no estudo dos sistemas lineares—e o seu
grau é evidentemente um nimero par N =2,

Posto isto, estabelecamos uma ecorrespondéncia entre
as suas curvas e os planos do espaco. Em virtude do que
acabamos de expor, por cada par de pontos conjugados
P e P' da involuc¢iio passam as eurvas duma rede contida
nesse sistema, 4s quais correspondem os planos duma
estréla, com o ecentro num ponto P,

Assim fazemos corresponder a eada par de pontos con-
Jugados na involugiio wm ponfo no espaco. O logar déstes
pontos é uma superficie S. Empregando o processo an-
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terior reconhece-se que as curvas do sistema sfio as ima-
gens das secches planas da superficie, e que esta tem a
'

A
ordem —.
2

Atendendo a estas propriedades, diremos que S repre-
gsenta a involuciio mediante o sistema dado. Entre os
pontos do plano = da involuciio e os da superficie ha,
portanto, uma correspondéncia (1, 2), pela qual a cada
ponto de = corresponde um e um 86 ponto de S e a cada
ponto de S um par de pontos de =, conjugados na invo-
lugiio. Podemos, todavia evitar a distinciio entre iste
modo de representar a involuciio e o que expuzemos
anteriormente, isto ¢é, ter ainda uma correspondénecia
bi-univoea, imaginando a superficia S contada duas vezes.
E claro que, neste caso, a homografia do espaco seria a
prépria identidade.

Em resumo:

TEOREMA. — Se estabelecermos wma correspondéneia
projectiva entre as eurvas dum sistema linear lrés vezes
infinito, — irredutivel e do grau N, constituido por curvas
invariantes relativamente a wma involugio —, e 0s planos

do espago, obtemos uma superficic S de ordem —-, eujos
pontos teem por imagem 08 pares de pontos conjugados
da involugio, e cujas seccdes planas teem por imagem as
curvas do sistema.

Toda a curva ou sistema linear de curvas sbbre S tem
por imagem respectivamente uma eurva ou um sistema
linear de curvas invariantes.

O confronto desta notdvel propriedade das involugGes
com a propria definigiio, apresentada no n.” 13 déste
trabalho, sugere a ideia de empregar uma linguagem con-
vencional, adequada aos nossos hibitos, consistindo em
chamar ponfo a cado par de elementos conjugados da
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involugiio, e formar com éles uma superficie abstracta
representativa da involuciio.

59. — Se o sistema & redutivel e se compde duma
parte variavel irredutivel que desereve um sistema «?
(n.” 2, a), em qualquer dos casos anteriores a involuciio
pode representar-se por uma superficie mediante ésse
sistema irredutivel, e basta ajuntar depois a cada secgiio
plana de superficie uma eurva sdbre a mesma superficie,
imagem da curva fixa do sistema primitivo, para ter a
imagem duma curva déste sistema.

No caso do sistema se decompdor nas curvas dum feixe
(n.” 2, b), é manifesto que a doutrina anterior nfio pode
aplicar-se.

60. — Era fdcil generalisar a um sistema de qualquer
nimero de dimenstes a doutrina exposta nos niimeros
anteriores. Seguindo par a par a marcha dos n.* 57 e
58, chegariamos aos seguintes teoremas, que contéem os
anteriores como coroldrios.

TeoREMA 1. — Se estabelecermos uma correspondéncia
projectiva enfre as curvas dum sistema linear =" (r > 2),
— drredutivel e de grau N, invariante relativamente a
uma involupdo, sem que todas as suas curvas o sejam —,
e 08 hiperplanos dum espago linear E,, obtemos uma ho-
mografia involutiva neste espago, que deiza invaridvel
uma superficie S de ordem N, eujos pontos teem por ima-
gens os pontos do plano da involugdo, e cujas seepies
hiperplanas teem por imagens as eurvas do sistema.

TeorREMA II. — Se estabelecermos wma correspondéneia
projectiva entre as curvas dum sistema linear = (r>2)
— irredutivel e de grau N, constiluido por eurvas inua-
riantes relativamente a uma involugdo —, e os hiperplanos




dum espago linear E,, oblemos wma superficie S de or-
\J
dem 5" eujos pontos teem por imagem os pares de pontos

conjugados da involugdo, e eujas secgdes planas teem por
imagens as curvas do sisteina. ¢

8l. — Como o eapitulo 1II nos habilitou a construir
sistemas lineares invariantes nas condigdes daqueles a
que temos recorrido neste capitulo, reconhecemos que
esta teoria se aplica a todas as involugdes do grupo cre-
moniano no plano. Por outras palavras, é sempre licito
considerar qualquer involugiio como imagem duma homo-
grafia involutiva entre os pontos duma superficie conve-
niente, ou como imagem duma superficie. No prdximo
capitulo indicaremos as superficies mais simples, aptas a
representar todas as involugdes.

82. Racionalidade das involucdes planas. — Se todas
as curras duma rede siio invariantes e estabelecermos
uma correspondéncia projectiva entre as suas curvas e as
rectas dum plano E. procedendo como anteriormente,
podemos representar cada par de pontos conjugados da
involugiio como imagem dum ponto désse plano,

Como qualquer involugio do grupo cremoniano no
plano contém sempre redes de eurvas invariantes (§ 9.%),
esta propriedade estende-se a todas elas e traduz a sua
racionalidade.
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CAPITULO V

Os tipos de involugoes

§ 13.” — Involugdes equivalentes

B83. — Se estabelecermos uma correspondéncia bi-uni-
voea entre os pontos do plano duma involugio do grupo
cremoniano e os pontos doutro plano, é ficil reconhecer
que entre os pontos do novo plano fiea estabelecida uma
involugio da mesma natureza, na qual sfio conjugados o8
pontos correspondentes a dois pontos conjugados na pri-
meira.

Com efeito, retomando o ealeulo simbdlico introduzido
no n.° 1, e designando por I a transformacio pela qual
se passa dum ponto do plano = da primeira involugio
para o seu conjugado, temos, por definigiio,

&

se designarmos por T a transformacgfio bi-racional que
faz eorresponder aos pontos de = os do novo plano =/, a
transformagiio que faz passar dum ponto de =" para o sen
correspondente ¢ evidentemente

I=T-IT,
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donde
MP=(T'IT)(TH*IT)=T'DRT=T1T=1;

como I' niio pode ser a identidade, por isso que a dois
pontos distintos de = correspondem dois pontos distintos
de =, I representaria uma involugio,

As principais relagies que ligam as duas involugdes 1
e I' sfio as seguintes:

a) dois pontos conjugados teem por correspondentes
dois pontos eonjugados;

&) os elementos duplos transformam-se em elementos
duplos;

¢) duas curvas conjugadas transformam-se em duas
curvas conjugadas do mesmo género;

d) dois sistemas lineares conjugados transformam-se
em dois sistemas lineares conjugados do mesmo nimero
de dimensdes, género e graun;

¢) uma curva invariante transforma-se numa curva
invariante do mesmo género;

f) um sistema linear invariante transforma se num
sistema linear invariante com o mesmo nimero de dimen-
shes, género e grau.

Esta notivel propriedade das involug¢bes fornece-nos
um processo de deduzir duma involugdo dada tantas in-
volughes quantas quizermos. Diremos equivalenies todas
as involucoes que se podem deduzir por éste processo
umas das outras.

84. — TEOREMA. Sdo equivalentes as involupdes que
gio imagens da mesma homografia involutiva enlre os
pontos duma superficie racional, mediante diferentes pro-
cessos de representagdo.




Sejam = e =’ os planos de duas involugdes imagens da
mesma homografia involativa entre os pontos duma super-
ficie S. Entre os pontos de = ¢ os de S e entre os pontos
de =’ e os de S hé correspondéncias bi-univocas; daqui
resulta que entre os pontos de = e 0s de =’ hd uma corres-
pondéncia da mesma natureza. Logo as involugdes de =
e = siio equivalentes,

E patural reunir. numa mesma classe todas as involu-
¢hes equivalentes e tomar entre elas a mais simples, isto
é, a de menor ordem, ecomo fipo irredutivel.

O assunto déste capitulo consta da investigaciio désses
tipos. Para éste estudo, é indispensivel o conhecimento
dalgumas propriedades das eurvas algébricas planas, que
indicamos no pardgrafo seguinte.

§ 14.” — Algumas propriedades dos sistemas lineares
de curvas algébricas planas

65. — Consideremos um sistema linear completo e irre-
dutivel, de r dimensdes, género p, grau N e superabun-
dineia 5, tendo v pontos bases de ordem s, s2, ... 8.

Podemos supor, sem inconveniente para as aplicacles
que fazemos desta doutrina, que os pontos bases sfio or-
dindrios.

Sejam s, 2 e ;3 as ordens de multiplicidade dos trés

pontos bases do sistema de ordem mais elevada. Se sub-
metermos o plano do sistema a uma transformacio qua-
dritica, tendo os seus pontos fundamentais naqueles pontos
bases do sistema, obtem-se, como transformado déste, um
novo sistema com as mesmas dimensdes, 0 mesmo género
e 0 mesmo grau e a ordem 2n —(s;+s:+s:). E claro
que a ordem do novo sistema s6 seri inferior & do pro-

a7
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yosto, quando a soma das ordens dos trés pontos indica-
1

dos for maior do que n. Procuremos as condigbes em
gue isto acontece.

Das relagdes (7), a que o sistema obedece, deduz-se,
passando todos os termos para o primeiro membro e sub-
traindo da primeira a segunda multiplicada por s,

W

V(s —sm)e—n+3ns42(p—1)s3+(1—s) N=0.

Se s, 4 2 + & nilo é maior do que » e é precisamente
81 + 82+ 83 + ¢ =mn, sendo = um nimero inteiro e positivo
ou zero, podemos dar i relaciio anterior a seguinte forma
W
b {.\', —'N} & — ;T_' 2¢ {.’H =T 831 -Q_.} N 3 ER | 2 842 — :34"‘| F ]

I
+2(p—1 s+ (1 —m)N=0.

Mas a expressiio encerrada entre colchetes nio pode
ser negativa senfio quando for s, +s: - s> n. Logo o
sistema pode reduzir-se a outro de ordem inferior, me
diante uma transformaciio quadrdtica, quando for

¥

(1) 2isi—s)s 1282 —28 1 2(p—1)5- (1—s8) N0,

on, a fortiori,

(&) 2(p—1)sat+(1l—s)N<D.

86. TeoremA I. — Um feive de curvas unicursats pode

reduzir-se a wm feive de reetas, por wma transformagdo

eremoniand.
Neste caso 6 r=1, p=0, N=10, Introduzindo éstes

valores em (b), esta desigualdade é satisfeita.
Logo o feixe pode reduzir-se a outro de ordem inferior




e do mesmo género; aplicando sucessivas transformagdes
quadriticas chegar-se hd a um feixe de curvas de ordem 1,
isto é, a um feixe de rectas. Como o produto de trans-
formagdes quadriticas é ainda uma transformagiio eremo-
niana, o teorema é verdadeiro.

TeorREMA II. — Uma rede de curvas unicursais pode
reduzir-se as rectas do plano, por uma transformagdio cre-
miand,

Os valores r=2, p=0, s=1 introduzidos em (5),
verificam-na, de modo que, procedendo como no caso
anterior, chegar-se hd a uma rede de curvas de- ordem
um, isto é, ao sistema formado pelas rectas do plano.

TeoREMA III. — Um feize de curvas elipticas pode re-
duzir-se, mediante uma transformagio eremoniana, a um
feize de curvas de ordem 38 ecom nove pontos bases de
ordem s.

Introduzindo os valores r=1, p=1 ¢ N=0 em (a)
reconhece-se que o sistema é redutivel, excepto quando
for s:* —s182=0 e 5;—83=0, (i=4, ... v), isto 6, quando
todos os pontos forem equimiltiplos.

Neste caso, as relages (7) tomam a forma

v =mn? vi=3n

donde, além duma solugdo sem significado geométrico,
se deduz n =33 e v=19, como se queria mostrar.

TeOREMA IV. — Uma rede de curvas eliptieas pode
reduzir-se mediante wma transformagdo eremontana, a uma
rede de eiibicas com sele pontos bases simples.

Introduzindo em (a) os valores r=2, p=1, N=2,
reconhece-se que o sistema poderd reduzir se a outro de
ordem inferior, excepto quando for s;=1 e portanto
também simples os pontos bases restantes.
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Neste caso, as relages (7) tomam a forma
y=nl—2 v=3n—2

que, 4lém duma solugiio incompativel com a natureza do
problema, tem a solugio =3 e v=7, como se queria
mostrar.

§ 15.° — Investigacdo dos tipos

687. — Vamos proceder i investigagiio das involugdes,
das quais podem ser deduzidas todas as outras, ainda
mesmo no caso de haver pontos fundamentais infinita-
mente proximos.

Indicimos no eapitulo III védrios métodos de obter
sistemas lineares irredutiveis e invariantes em relagiio a
qualguer involugio.

Podemos, sem perda de generalidade supor que os
sistemas de que falamos teem os pontos bases distintos.

Com efeito, no caso contriirio bastaria transformar
convenientemente o seu plano noutro para obter um sis-
tema nessas-condigdes (n.” 12); simultineamente a invo-
lugdo seria substituida por outra equivalente, o que nada
importa para o fim em vista — a investigagiio dos tipos.

Do mesmo modo, podemos, sem inconveniente, subs-
tituir gualquer sistema invariante por outro mais simples,
mediante uma transformacdo cremoniana.

Consideremos entiio qualquer sistema linear irredutivel
e invariante relativamente a uma involugio.

Se ésse sistema for de ordem superior a trés ou de
género superior a um, procedemos i formagiio dos sistemas
adjuntos sucessivos de ordem n—3, n—86, ..., 0s quais
sio também invariantes; esta série serd interrompida,
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logo que cheguemos a um sistema de ordem n <3, ou
de género p < 1, ou redutivel.

Neste tltimo caso, se o sistema se decompde nas curvas
dum feixe necessdiriamente invariante, &ste, sendo um
sistema completo e regular deve ser formado de curvas
unicursais, em virtude de (6), e estamos reduzidos a um
caso ji indicado; se o sistema se decompde numa curva
fixa e noutra varidvel formando um sistema irredutivel
necessiriamente invariante, procederemos com é&le como
no easo ordindrio, pondo de parte a curva fixa.

Logo gqualguer involugido contém sempre como invariante
um sistema irredutivel de ordem n< 3, ou género p< 1.

68. — Analisemos detalhadamente a natureza déstes
sistemas.

p=0. Be a involugio contém um feixe de curvas uni-
cursais invariante, a mesma transformacio que reduz éste
a um feixe de rectas (n.” 66, I) muda a involuciio noutra
equivalente, que terd como invariante ésse feixe de rectas.

Se a involugiio contiver uma rede de curvas unicursais,
poderd substituir-se, pelo mesmo processo por uma invo-
lugiio equivalente, tendo eomo invariante o sistema for-
mado pelas rectas do plano (n.° 66, II).

Se o sistema invariante tiver mais de duas dimensdes,
conterdé também uma rede, o que nos reduz ao caso
anterior.

p==1, Utilisando o mesmo método, podemos substituir
uma involugiio com um feixe de eurvas elipticas por uma
equivalente tendo invariante um feixe de curvas de ordem
38 com 9 pontos bases de ordem s (n.” 66, IIT); a mesma
involugiio conteri como invariante um feixe de cibicas
com o0s mesmos pontos bases.

Se a involugio contém uma rede de curvas elipticas
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invariante, é equivalente a uma involugiio tendo inva-
riante uma rede de eibicas com sete pontos bases simples
(n.” 66, IV).

Se o sistema tem mais de duas dimenstes, éste conterd
uma rede invariante, e ficaremos reduzidos ao ecaso an-
terior.

n=1, A involugio terd invariante um feixe de rectas
ou o sistema formado pelas rectas do plano.

n=2. Como as c6nicas siio curvas de género zero,
dste caso jd estd tratado.

n=3, Quer as cibicas do sistema sejam unicursais,
quer sejam de género um, {ste caso niio oferece também
novidade.

Em resumo:

TEOREMA. — Qualquer involugdo do grupo eremoniano
admite ou ¢ equivalente a wma involugio que admite como
invariante:

a) o sistema formado pelas rectas do plano; ou

b) win feize de rectas; ou

¢) um sistema de ciibicas com pontos bases simples e
distintos.

89. — Em virtude dos teoremas dos n.”® 53, as invo-
lugbes que obedecem #as condicdes a) e b) do nimero
anterior sfio respectivamente a homologia harménica e as
involucdes de Jongquiéres.

Por outra parte, a relagio

D‘: k=3(m—1)

1
que deve verificar-se pelo facto dum sistema de cibicas
ger invariante (n.” 34), é a reprodugiio da segunda das
expressbes (9). Logo todos os pontos fundamentais da




101

involuciio, no caso ¢), estio sdbre pontos bases désse
sistema.

Como um feixe de ecibicas tem apenas oito pontos
bases independentes, ficamos reduzidos a tratar de invo-
lugdes que nfio teem mais de oito pontos. Ora as for-
mulas (9) mostram que as involugbes com trés pontos
fundamentais sfio quadrdticas, compariveis a involugbes
de Jonguiéres.

Com quatro pontos niio hd involugdo alguma.

Com ecinco pontos hd uma involugiio cibica de Jon-
quidres (=i =4, xa= 1).

Consideremos o caso de seis pontos.

As cibicas que passam simplesmente por éles formam,
como se viu, um sistema o? invariante, de grau trés e
género um. Pomos naturalmente de parte o caso dos
seis pontos formarem um hexdigono de Pascal ou trés
estarem em linha recta, porque o sistema seria redutivel.

Pelo n.© 39, as curvas désse sistema nfio podem ser
todas invariantes, de modo que, se estabelecermos uma
correspondéncia projectiva entre as curvas déste sistema
e os planos do espa¢o, a involugiio pode considerar-se
imagem duma homografia involutiva entre os pontos duma
superficie racional de 3.* ordem S;, cujas seeq¢des planas
teem por imagens as eiibicas do sistema. Esta superficie
contém vinte e sete rectas correspondentes aos seis pontos
bases do sistema, #is quinze rectas que unem ésses pontos
dois a dois e s seis e6nicas determinadas por eada grupo
de cinco deles.

Se a homogrofia 6 uma homologia harmdnica, como
os pontos da superficie devem ser conjugados dois a dois
e alinhados com o centro de homologia P, deverd cada
recta que passa por éste ponto encontrar a superficie
apenas em dois pontos méveis; logo P, pertence & super-
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fiecie. Por outro lado, os planos, que passam por P,
interceptam a superficie segundo eibicas de género 1,
que sio manifestamente invariantes na homologia har-
moénica do seu plano, eom o centro em P, e o eixo na
intersecciio do mesmo com o plano da homologia harmé-
niea do espago. Essas ciibicas devem ter por pontos
unidos os trés pontos de intersecc¢iio com esse eixo, e sio
a0 mesmo tempo os pontos de contacto das tangentes s
mesmas curvas conduzidas por P,. Ora, da teoria das
eiibicas, sabe-se que éste ponto serd de inflexiio (). Logo
o ponto P, serd de inflexdo para todas as eciibicas planas
da superficie que passam por @sse ponto, resultantes da
secgdo da superficie pelos planos da estrela com ésse
centro. LEste ponto deverd estar sdbre uma das vinte e
sete rectas da superficie, a qual se transformard portanto
em si mesma,

Se a homografia é a bi-axial harménica, qualquer recta
que se apoia nos dois eixos deve encontrar a superficie
em dois pontos que deve separar harmdnicamente os seus
pontos de apoio. Para que isto possa ter logar é indis-
pensdvel que um dos eixos da homografia coinecida com
uma das vinte e sete rectas da superficie.

Reconhece-se, portanto, que em ambos os casos, uma
das rectas da superficie se transforma em si mesma,
Daqui resulta -que, se representarmos a superficie sébra
um plano de modo que um dos seis pontos bases seja a
imagem dessa reeta, ésse ponto serd duplo e nio funda-
mental para a nova involugiio, equivalente & proposta
(n.” 64). Esta, contendo menos de seis pontos, nio for-
nece tipo algum.

('} V.SarmoN: A treatise on the higher plane curves, n.” 170,
3.* edigdo.
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TEOREMA. — Qualquer involugdo do grupo cremonianoc
é equivalente a uma das seguintes:

a) homologia harmdnica;

b) involugdes de Jonquidres;

¢) involugdes com sete ow oito pontos fundamentais
distintos tendo eomo invariante um sistema irredutivel de
ciibicas com ésses ponios bases.

70. — Involugdes de Jonquiéres. A involugiio tem como
invariante um feixe de reectas, podendo todas as rectas
serem invariantes ou nio.

No primeiro caso, é evidente que todos os pares de
pontos conjugados hiio de estar alinhados com o ponto
F._i, o a involugdio é perspectiva; ao ponto F,,_; chama-se
centro da involugiio e designamo-lo por O.

Uma involugiio perspectiva é de classe zero, Com
efeito, uma recta arbitrdria do plano tem por conjugada
uma curva de ordem m que a encontra em m pontos, eada
um dos quais, devendo ter o conjugado sObre a recta, e,
a0 mesmo tempo, alinhado com O, s6 pode ser duplo. O
logar déstes 6 uma curva dupla de ordem m. Esta pro-
priedade é inversa da demonstrada no n.” 26, d.

Cada raio do feixe O encontra a curva dupla em dois
pontos, que separam harménicamente qualquer par de
pontos conjugados existentes nesse raio. Se um raio do
feixe & tangente a4 curva dupla num ponto fora de 0O, a
involuciio sdbre ésse raio é parabdlica e todos os seus
pontos teem por conjugado o referido ponto de contacto;
logo &ste ponto é um dos pontos fundamentais simples e
a tangente a recta fundamental respectiva.

Se a curva dupla niio eontém singularidades fora de O,
isto &, se tem o género m —2, por uma bem conhecida
formula de PLUCKER, a elasse é igual a 4m—@6, e pelo
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ponto O, além das tangentes aos # —2 ramos que por é&le
passam, podemos conduzir outras 2 m —2 tangentes, cujos
pontos de contacto siio todos os pontos fundamentais sim-
ples; as tangentes siio as respectivas rectas fundamentais.

Por outro lado qualquer raio » do feixe 0, encontra a
curva dupla em dois pontos P e Q e a primeira polar dessa

lati tea O to M, tal £9.,90
ra relativamente a O num o M, tal qu FE_ =
curva relativamente a num ponto M, tal que PM | QM
=0, donde (PQOM) =—1, por onde se reconhece que M

é conjugado de O na involugiio. Obrigando r a deserever
o feixe O, reconhece-se que a curva fundamental de ordem
m—1 relativa a O & a primeira polar indicada.

71. —- Suponhamos agora que a curva dupla tem sin-
gularidades fora de O. E evidente que ésses pontos sé
podem ser duplos. Se a eurva for de género p<m—2,
ainda podemos conduzir por O 2p+2 tangentes & curva
dupla, cujos pontos de contacto sio pontos fundamentais
simples. Cada um dos m —p —2 pontos duplos deve con-
tar-se por dois pontos fundamentais simples infinitamente
proximos. Se submetermos o plano = da involugiio a uma
transformagiio quadritica com os pontos fundamentais em
O, num dos pontos duplos da curva dupla e em qualquer
dos 2p +2 pontos simples, é facil de calcular a ordem da
involugiio equivalente de =. Com efeito, a uma recta
de 7' corresponde uma cénica de = circunserita aos trés
pontos fundamentais; esta cdnica tem por conjugada na
involugdo déste plano uma curva de ordem m passando
com m—2 ramos por O, e simplesmente pelos pontos
duplos da eurva dupla e pontos fundamentais simples.
Esta curva transforma-se em =’ numa curva de ordem
m—1 com um ponto miiltiplo de ordem m—2, corres-
pondente a recta donde partimos; como a ecurva dupla se
transforma numa curva dupla em =’ de ordem m —1 com
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um ponto de ordem m —2 e m—p—3 pontos duplos, a
iavolugiio de =' é da natureza da de = com a ordem di-
minuida duma unidade.

Operando repetidas vezes, chegar-se hi a uma involu-
¢fio em que a curva dupla niio tem pontos duplos; logo
éste caso é redutivel ao primeiro.

No entanto, se é p =0, a involugiio quadriitica, a que
se chega, pode reduzir-se @ homologia harmdnica, me-
diante uma transformacgfio quadrdtica com os pontos fun-
damentais nos dois pontos fundamentais da involugiio
situados na cénica dupla e noutro ponto qualquer da
mesma curva.

Se a curva dupla for redutivel, como cada raio do
feixe O deve encontri-la em dois pontos, niio pode uma
das partes ser um raio désse feixe; a curva s6 pode de-
compor-se em duas partes de ordens 3, e 83 (51 + 52 = 11i)
passando por O respectivamente com 3, —1 e 53 —1 ramos.

Estas curvas encontram-se ainda em 3, +&:—1 pontos
fora de O, que podemos identificar com os pontos duplos
do caso anterior,

Procedendo andlogamente, chegamos a éstes resulta-
dos: se §; =23z chega-se & homologia harmodnica ; se 3; =52
chega-se a uma involugdio perspectiva com uma curva
dupla de ordem 3; —8: com um ponto miltiplo de ordem
81 —38:—1 em O, easo que vamos estudar.

Se a curva dupla tem em O um ponto miltiplo de
ordem m — 1, sobre cada raio do feixe com centro em O,
hé uma involug¢iio em que um dos pontos duplos é ésse
mesmo ponto.

Dos pontos simples m — 1 siio infinitamente proximos
de O e sdbre a curva dupla; os restantes nio podem estar
sobre esta curva, porque das suas intersecgbes com uma
curva conjugada duma recta arbitriria do plano deve
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haver m varidveis; ora com os m — 1 meneionados temos
m?—[(m—1)24 (m— 1)]=m. Mas, como devem ser infi-
nitamente proximos de O, as curvas correspondentes fis
rectas do plano teem nesse ponto contactos de ordem
s8i+1, ;24-1, ... tais que ;1 4+ s+...=m—1. Subme-
tendo o plano a uma transformagio quadritica tal que
um ponto fundamental seja O, outro o ponto infinitamente
préximo sbbre a tangente a um daqueles ramos das curvas
correspondentes as rectas do plano, e o terceiro em qual-
quer ponto da curva dupla, a involugiio equivalente que
se obtém & de ordem inferior e da mesma natureza. Re-
petindo a construgdo chega-se 3 homologia harménica.

72. — Se a involugfio nfio é perspectiva, o feixe inva-
riante tem apenas dois raios invariantes, podendo dar-se
0s casos de serem ambos constituidos por pontos duplos,
um apenas, ou nenhum.

@) Se os dois raios invariantes sfio constituidos por
pontos duplos, transformando quadrdticamente o plano
noutro, pondo um ponto fundamental em O, outro num
ponto fundamental simples e outro em qualquer ponto
duma daquelas rectas, obtem-se uma involucio equivalente
nas condi¢tes de b).

b) Seum dos raios invariantes é econstituido por pontos
duplos, transformemos o plano, pondo um ponto funda-
mentado em O, outro num ponto fundamental simples e
outro num ponto da recta dupla; obtemos uma involucio
nas condicGes de e).

¢) Resta analisar o caso de as duas rectas invariantes
niio serem duplas, Os pontos conjugados sObre estas rectas
formam involuches que conterfio quatro pontos duplos
isolados da involugfio eremoniana considerada. Trans-
formando o plano de modo que o triingulo fundamental
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tenha num vértice em O e os outros em dois pontos fun-
damentais simples, tais que a reecta fundamental relativa
a qualquer nfio passe pelo outro, a involugio muda numa

- equivalente de ordem inferior; assim se chegard & invo-

lugiio quadritica a que nos referimos no n.* 53, da qual
se passa para a homologia harmdénica, pondo dois pontos
fundamentais em dois dos pontos fundamentais da invo-
lugfio e o terceiro num ponto duplo,

Como as transformacles quadriticas indicadas sio
exequiveis em todos os casos, vemos que as involugGes de
Jonguiéres podem deduzir-se da homologia harmdnieca,
excepto quando teem uma curva dupla nfio unicursal,
porque se reduzem ao caso indieado no n.° 70.

78. Tipo com sete pontos fundamentais. Pomos de
parte os casos de trés pontos estarem em linha recta ou
de seis formarem um hexdigono de Paseal, porque seria
redutivel a réde de cibicas ecom ésses pontos bases. Desi-
gnando por k), k:,... %7 as suas ordens, temos

7
Ek=3m—3;
=1

por outro lado para as eiibicas determinadas pelos mesmos
pontos eom um ponto duplo num déles, serd

k.*hé{k;éﬁm (i=1, 2, ... 7).

Destas relagdes deduz-se m <8 e k<3, sendo i=1,
2,.. 7, isto é a involugfio nfo pode ter ordem superior a
oito, nem pontos fundamentais de ordem superior a trés.

Se um dos pontos for simples, por exemplo & =1, e
a recta fundamental respectiva passar por éle, a involugiio
é doutro tipo, em virtude do n.° 44. Se a recta é a que une
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os pontos fundamentais de ordem k: e k3, transformando
o plano noutro por uma transformacgiio quadritica, com
os pontos fundamentais nestes e noutro de ordem /i
obtem-se nma involu¢fio equivalente, cuja ordem

m' =m — 4k + apn -+ 2a12 1+ 2ous

se deduz seguindo um raeciocinio bem conheeido. Como &
ki>an e by > o+ o3, vem m' <m—Jy, e a involugiio é
redutivel.

Se a involugdo tem um ponto fundamental duplo (k;=2)
e a chOnica correspondente passa por éle, atendendo
ao n.” 44, a involug¢io tem um feixe invariante de curvas
unieursais, caso ji estudado.

Se ela passa pelos pontos de ordem k|, %,...%ks temos

Say=2% (i=1,2,...5),

=1
de modo que transformando o plano e pondo os pontos
fundamentais nos trés primeiros déstes pontos, a ordem
da involugio equivalente que se obtém &

m' = ayy + w55 4 2ous;

mas aptas<lh e wstas<hks; logo m'<k+k. Se
ks + ks fOsse igual a m, a recta que unia ésses pontos era
fundamental e estariamos no caso anterior; logo é sempre
m' < m.

Resta considerar o caso m =8, £ =3. As curvas fun-
damentais serfio eciibicas, que devem ser determinadas
pelos pontos fundamentais; logo devem passar por todos
e ter um ponto duplo num déles.

Se éste ponto nfo [0sse o correspondente, a involugio
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conteria um feixe invariante de curvas unicursais (n.® 44)
e seria redutivel.

Resta tomar eomo tipo a involugiio de 8.* ordem com
sete pontos fundamentais triplos, tendo cada eurva fun-
damental um ponto duplo no respectivo ponto fundamental.

A jacobiana da réde de cibicas é uma curva de 6.* or-
dem com pontos duplos nos sete pontos fundamentais e
é a earva dupla da involugio.

Esta involugiio foi descoberta por GEISER, a propdsito
dum probléma diferente (!). Designd-la hemos pelo seu
nome.

74. Tipo com oito poitos fundamentais. Esta involu-
¢iio conteril como invariante o sistema de eurvas de 6. or-
dem com ésses pontos bases duplos. Istes pontos, além
de distintos, nfio podem estar trés em linha recta, seis
nfio podem formar um hexdgono de Pascal, nem passar por
éles uma cidbica com um ponto duplo num déles, alidis o
sistéma seria redutivel, o que nos levaria aos casos ante-
riores.

Designando por ki, ki,...ks as ordens désses pontos
temos

B

,‘£.2k;=3m—3;

1=l
para as curvas de 6." ordem tendo a mais um ponto tri-
plo num déles ter-se ha

=
E+Z2kh<3m (=1,2, ...8).
i

(') GeISER, Uber zwei geomelrische Probleme, J. DE CRELLE
T. 67 —p. 78 a 89,
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Destas relagdes vem m <17 e k<6 sendo =1, 2... 8.

Se a involu¢io contém um ponto fundamental simples
ou duplo, é redutivel, em virtnde do que dissemos no
nimero anterior.

Se tém um ponto triplo (ks = 3), e a eiibica correspon-
dente passa por éle, a involugiio nilo oferece interesse em
virtude do n.” 44.

Suponhamos, entfio, que passa pelos outros sete pontos,
com um ponto duplo no de ordem k temos

ki +:é:kl=3 m e oy -{—g‘.z.;= 3k (i=1, 2,3)

A coniea determinada pelos pontos de ordem ky, ki,
ks, ks, k7, niio 6 fundamental, alidis estariamos no caso
anterior; se designarmos por e a ordem da curva conju-
gada e por g o niimero de ramos com que esta passa pelo
ponto de ordem k;, temos

Eh=2m—e (I=1, 4,5, 6, 7)
Zay=2k—5 (l=1,4,5,6,7;1=1, 2, 89)

Destas relages vem

3
kithkthkhh=m+te o Zay=k—s (i=1, 2, 3)

=3 .

Transformando o plano noutro, com os pontos fun-
damentais nos pontos de ordem ki, k:, k3 vem uma invo-
lugio de ordem m'=m — (3 e—e1—ea—e3)<<m, que é
inferior.

Se a involugfio contivesse um ponto fundamental de
4.* ordem, a curva correspondente nio podia ter um
ponto triplo porque nfio ficaria determinada pelos oito
pontos (n.” 21); logo deve ter tres pontos duplos e cinco
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simples; quer tenha no ponto correspondente um ponto
simples ou duplo, estamos reduzidos a casos estudados,
em virtude do n.” 44. O mesmo, se houvesse um ponto
quintuplo.

Resta o caso de serem séxtuplos todos o8 pontos fun-
damentais e portanto m=17. As curvas fundamentais
gio curvas de 6. ordemr com um ponto triplo e sete
duplos; o ponto triplo deve estar sébre o ponto corres-
pondente, alids teriamos um caso ji estudado.

Esta involugdio econstitue um novo tipo, descoberto
por BERTINI. Designd-la hemos pelo seu nome.

75. A diseussiio déste § resume-se no seguinte:

TEOREMA. — Qualquer involugdo do grupo eremoniano
no plano pode deduzir-se, por meio dumae transformapdo
do mesmo grupo, duma das seguintes involugdes lipos:

I) homologia harmdnica.

IT) involugdo perspectiva de Jonguicres de ordem m com
uma curva dupla de género m — 2.

IIT) involugdo de oitava ordem eom sete pontos funda-
mentais triplos (GEISER).

IV) involugdo de décima sétima ordem com oito pontos
fundamentais séxtuplos (BERTINI).

76. — Ao teorema anterior pode dar-se outra forma
baseada no que expuzemos no n.” 57.

O segundo tipo tem eomo invariante um sistéma o ?
|{C"| de ordem e grau m, com um ponto base de ordem
m —2 no centro da involugio, eom pontos bases simples
sobre os 2m — 2 pontos fundamentais simples e mais m — 2
pontos bases simplés em quaisquer pontos duplos da in-
volugio. Estabelecendo uma correspondéncia projectiva
entre as suas curvas e os planos do espago, a involugio
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pode considerar-se imagem duma homografia involutiva
entre os pontos duma superficie 3". A curva C"—! que
tem no centro da involugfio um ponto miltiplo de ordem
m —3 e passa simplesmente pelos 3m —4 pontos bases
simples de |C™| fica bem determinada. Qualquer curva
déste sistema c? encontra-a em m — 2 pontos varidveis,
tais que um determina todos os outros. Com efeito, se dois

déles fOssem arbitrarios, um terceiro (destinado a fixar

uma curva de [C"|) determinaria uma reeta conduzida
pelo centro da involugfio, que juntamente com C"—! eons-
tituiria a curva do sistema obrigada a passar por éles.
Por outras palavras, todas as curvas de |C"| que passam
por um ponto de C*— !, passam ainda por outros m — 3,
e formam uma rede; os planos homélogos do espaco for-
mam, portanto, uma estréla com o centro um ponto ‘de
8™ o qual, tendo por imagem m — 2 pontos do plano da
involugfio, é um ponto miltiplo desta ordem.

O seu logar é uma recta miltipla de ordem m —2,
existente na superficie. Esta nio pode conter outra linha
miiltipla, porque as suas sec¢bes planas, tendo por ima-
gens as curvas de género m —2 de |C"|, devem possuir
0 mesmo género,

A involugiio de GEISER tem como invariante um sis-
téma = de eurvas de 6.* ordem, com pontos bases duplos
nos seus sete pontos fundamentais; mas as curvas deéste
sistéma, que passam simplesmente por trés pontos duplos
da involugfio, Dy, D: e Dy, formam um sistéma w=? de
género trés e grau ecinco, também invariante. Estabele-
cendo a conheecida correspondéncia entre as suas curvas
¢ os planos do espago, obtem-se uma superficie de 5.* ordem
com cincoenta e seis ednicas, correspondentes aos sete pon-
tos fundamentais, #s vinte e uma rectas de unifio ddstes,
iis vinte uma edénicas determinadas por cinco déles, e is
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gete cibicas que passam pelos mesmos pontos com um
ponto duplo num déles. Com efeito, qualquer destas linhas
é encontrada em dois pontos varidveis pelas curvas do
sistéma w3 | C8), .

A rede das cibicas que passam por 8sses sete pontos
é representada por um sistéma <? de curvas de 4.* ordem
e género um sibre a superficie.

Qualquer das trés cibicas que passam pelos sete pontos
fundamentais e por dois dos pontos D, sfio encontradas
pelas C® em dois pontos, um dos quais, apenas, é arbitri-
rio, como se mostraria ficilmente, seguindo um racioeinio
idéntico ao de hd pouco. Essas curvas seriio portanto
representadas por trés rectas duplas sbbre a superficie.

Como aquelas elibicas se encontram em trés pontos
féra dos pontos bases do sistéma | C%|, tais que as curvas
déste, que passam por um déles, passam necessdriamente
pelos outros, os planos homélogos formam uma estréla,
cujo centro deve estar simultineamente sObre as rectas
duplas. Logo estas sfio concorrentes.

A superficie nfio pode conter outras linhas miltiplas,
porque as suas sec¢bes planas deverfio ser de 5.* ordem
e género trés,

Na involugiio de BERTINI, as curvas de 9.* ordem, com
pontos triplos nos oito pontos fundamentais, constituem
vm sistema linear ==f invoriante. As curvas déste sistéma,
que passam com dois ramos por um ponto duplo D da
involugiio, formam nm sistéma linear »* de género 3 e
griu 5. Procedendo como nos casos anteriores, obtém-se
uma superficie de 5.* ordem,

A eiibica que passa pelos pontos fundamentais e por D
corresponde uma recta dupla sobre a superficie.

Logo:

TEOREMA. — Qualguer involugdo do grupo eremoniano

5 ot g s Some- £ ’ i gt ] i B
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no plano pode econsiderar-se imagem duma homografia
involutiva entre os pontos dum plano, ou duma superficie
de ordem m com wma recta miiltipla de ordem m —2, ou
duma superficie de 5.* ordem com tres reetas duplas con-
correntes ouw duma superficie de 5." ordem com uma recta
dupla.
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