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A Pigmentacio dos Portugueses

CONSIDERACOES PRELIMINARES

Dentre os chamados caracteres descritivos revestem impor-
tincia especial, quanto & andlise etnolégica das ragas brancas,
os que se referem i pigmentacllo, isto 6, a cor da pele, do cabelo
e dos olhos. '

De facto, embora duma maneira geral o aspecto cromitico
das diferentes partes do corpo varie considerivelmente em
todas as ragas humanas, & particularmente entre os repre-
sentantes das ragas europeias que essas variacdes atingem
valor diagnéstico especial, como se reconhece pela conside-
ragio sistemdtica que se lhes di em todos os modernos esque-
mas propostos para a sua classificagio.

I

MATERIAL

Os individuos que forneceram os dados para éste trabalho
sfio 0s mesmos que serviram para os estudos que efectuamos
relativamente ao fndice cefdlico, estatura e indice facial supe-
rior. (1)

(') Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra. Vol. u,
phg. 100 e seg.; Vol. w1, pig. 243 e seg.
9
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Por insuficiéneia de registo tiveram de ser eliminados 57 indi-
viduos ; ficamos assim apenas com 11601 observagdes. (*)

11
TECNICA SOMASTOSCOPICA

Na recolha dos dados adoptou-se a pritica corrente em estu-
dos déste género, utilizando as escalas eromdticas de vox Lus-
cuaN, de E. Fiscoer e de K. SALLER.

a) Cér da pele. — Sdo bem conhecidas as enormes dificul-
dades que hd na determinagiio rigorosa déste importante
cardcter étnico.

Essas dificuldades resultam, em parte, da extraordindria
variabilidade do cardeter. A coOr da pele pode apresentar,
e na realidade apresenta, uma gradacio cromitica tio
extensa que se torna muito diffcil determinar com rigor o
tom exacto que se deve atribuir i cOr da pelo de qualquer
individuo.

Em primeiro lugar, a cor da pele nio se apresenta uni-
forme em todo o corpo, de modo que é sempre indispen-
sdvel indicar com precisiio qual a regiio a que nos repor-
tamos, quando atribuimos a qualquer individuo uma certa
cor de pele.

Por outro lado, a cor da pele varia também fortemente

(') Os individuos eliminados distribuem-se pelos diferentes distritos da seguinte
forma:
Aveiro
Braganga.
Coimbra .
Guarda
Lisboa. .
Portalegre
Porto .
Bantarem
Setubal .
Viaua do Castelo .
Vizeu.
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pela ac¢io dos factores do ambiente — calor, luz, humi-
dade, ete.,—e esti ainda na dependéncia das condigics
gerais metabdlicas ().
Todas estas causas contribuem para complicar o estudo
do cardcter e tornam muito dificil a obtengiio de dados
com valor comparativo aprecidvel.
Neste estudo, limitamo-nos, para a classificagio dos tons
cromdticos da pele, ao emprégo da escala de vox Luscnan,
embora se conhegam outros métodos mais rigorosos (%).
As deficiéneias desta escala siio bem conhecidas mas jul-
gamo-la preferivel, num estudo preliminar, & escala de
Broea, porque os seus termos se apresentam mais unifor-
mes e niio variam com a exposi¢iio 4 luz.
Também & sabido que a escala de vonx Luscuan, embora
obvie a @ste inconveniente, apresenta outros defeitos, tais
como a complicagio resultante da reflexio da luz na
superficie irregular dos vidros usados, e, em certos casos,
mostra-se insuficiente, pois hd muitos tons de pele que
nio se podem fazer corresponder com rigor apreciivel a
qualquer dos seus termos. K o que sucede com a cor
branca pdlida, relativamente fregiiente entre nés, que
sbmente por aproximacio se pode representar pelos ter-
mos 7-9 da citada escala.
As nossas observacdes referem-se sempre A fuce interna .
do antebrago, pouco mais ou menos a meio da distinecia F
entre as articulagdes do pulso e do cotovelo. 1

Consideramos trés classes para a cor da pele:

1) rosada, que corresponde ao terceiro termo da escala;

2) branca pdlida, que se aproxima sensivelmente dos ter-
mos 7-9 da eseala;

3) trigueira, que compreende os tons escuros e coincide
sensivelmente, na maior parte dos casos, com os ter-
mos 10-15 da escala.

1) vox Luscaax — Lehrbueh der Anthropologie, 1.* edigio, pig. 184.

{*) Buackwoop, Beatrice — Raeial diferences in Skin-colour as recorded by
the eolour-tap. The Journal of the Royal Anthropological Institule of Greal Bri- :
tain and Irland, Vol. ux, 1930, pig. 137.
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Uma divisiio mais minuciosa seria ilaséria, em vista da defi-
cibneia do método empregado e da extrema variabilidade do
cardcter.

Por conseguinte os resultados dos nossos estudos devem ser
considerados como primeira aproximacdo no sentido de investi-
gar se, dum modo geral, existe qualquer diferen¢a na distribui-
cio geogrifica da cor da pele dos portugueses, e, na hipGtese
afirmativa, em que sentido se manifesta.

L) Cér do cabelo.— A pigmentacio do cabelo foi apreciada
em referéncia & escala cromdtica de E. Fiscuen (1).

Agrupamos as nossas observagdes em quatro classes:

1) cabelhos ruivos, em correspondéncia com os termos 1-3
da escala;

2) cabelos loires, que incluem todos os tons corraspon-
dentes aos termos 9-26;

3) cabelos castanhos, que correspondem aos termos 6-8
da escala ;

4) cabelos escuros, (castanho-escuro e preto), equivalentes
aos termos 4-D e 27.

Como porém os cabelos ruivos se apresentam numa per-
centagem insignificante — apenas 20 casos (0.17%)) muito irre-
gularmente distribuidos — na elaboraglio estatistica dos dados,
resolvemos incloi-los na eclasse dos loiros, reduzindo assim as
categorias de cabelos a trés: loiros, eastankos e escuros.

A escala de Fiscaer é muito prdtica e comoda e permite uma
apreciacio suficientemente exacta da cor do cabelo. Conhe-
cem-se todavia outros métodos mais rigorosos que nio sdo porém
de emprégo eomodo em estudos desta natoreza (3).

¢) Cor dos olhos. — A cor dos olhos foi determinada em
referéneia i escala de K. SaLrer (*); para o tratamento

(1) Cf. vos Luscuax, op. cit., pig. 187.

() Cf. por exemplo, J. Gray — A new instrument for determining the eolour
the Hair, Eyes and Skin.— Man.—Vol. vui, 1908, n.* 27,

@) K.Sawsr — Leitfaden der Anthropologie, 1930, pig. 55.
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ostatistico das observagdes formamos, porém, apenas trés

classes:

1) olhos elaros, onde incluimos todos os tons do azul
correspondentes aos termos S; a Sy da escala;

2) olhos médios. Foram assim classificados todos os
olhos de pigmentaciio mixta, correspondentes aos ter-
mos de My a My da escala; isto &, os olhos esver-
deados, ou azulados, onde & possivel reconhecer tam-
bém a existéncia de pigmento castanho em maior ou
menor quantidade.

3) olhos escuros, que correspondem aos termos Py-Pg,
nos quais o estroma da iris se apresenta uniformemente
impregnado por pigmento castanho, mais on menos
escuro, a que se pode sobrepor outro pigmento mais
claro, acastanhado, com varidvel distribuicio. Com-
preendem os chamados olhos pretos e castanhos de
diferentes tons e aspectos,

11T
PROBLEMAS ESTUDADOS

Na andlise fenotipica duma populagiio qualquer temos a con-
siderar variados problemas para cuja resolu¢iio é indispensdvel
ulilizar métodos especiais.

As ragas hamanas distingaem-se nmas das outras pela asso-
ciagllo de determinados ecomplexos, ou grupos, de caracteres
hereditirios, de variabilidade determinada, que se estabeleceram
e fixaram, dentro da espécie, em ambientes geogrificos especiais,
pela accio dos processos selectivos naturais.

E, assim, a cada grupo de influéneias selectivas deve corres-
ponder um determinado complexo hereditirio, uma determinada
raga; e o nimero das ragas humanas reconheciveis deve ser
dependonte da natureza, multiplicidade e modos de acclio dos
distintos ambientes selectivos ().

Por outro lado, o namero das racas humanas reconheciveis

(') Waurer Scuetor — Allgemeine Rassenkunde, pig. 328.

——

i N
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deverd ser tanto maior quanto menos numeroso for o eomplexo
hereditirio admitido para as caracterizar; nllo obstante, &ste
nimero tem um limite superior, pois siio muito pouco 0s carac-
teres hereditirios que, por si mesmos, se podem considerar
objecto de selecgilo suficientemente forte.

O processo hereditirio do complexo caracteristico de qual- I
quer raga pode revestir duas modalidades: a) ou o complexo
se herda como todo orginico, em virtude dos caracteres res-
pectivos se encontrarem fixamente acopulados entre si; &) ou
Gsses caracteres sio independentes, e a sua associaciio no mesmo
_ individuo resulta do jogo das eombinagdes fortuitas dos genes no
momento da fecundacio. Geralmente, estas duas possibilidades
realizam-se simultineamente.

Por oatro lado, os fenémenos de disjun¢do e domindncia que
acompanham o processo da mesticagem, conjugados com a influén-
cia notdvel de certos produtos do metabolismo (secreges inter-
nas), podem exercer influéneia sobre a direegdo do processo
selectivo.

E, como estes processos selectivos ndo atingem, por igual,
todos os individuos doma determinada popalagio, e por isso nio
obrigam necessiriamente a desaparecer aquéles que niio possuem
o complexo hereditirio, ou sé6 em parte o possuem, compreen-
de-se bem como, em gualquer populagio, se devem sempre
encontrar individuos de raga dvvidosa.

Além disso, entre os caracteres que formam o complexo
hereditirio caracteristico de qualquer raga, podem existir graos
de correlagdo variiveis; muitos dos caracteres podem ser poli-
génicos, ou mesmo polimeros. Por estes motivos se verifica qae
a maior parte dos caracteres étnicos siio caracteres quantitativos,
cuja expressio fenotipica niio manifesta qualquer alternativa,
mas antes se traduz por séries de variagdo, com médias e dis-
persdes mais ou menos tipicas (1).

Por tudo quanto se sabe sdbre o processo hereditirio, pode '
afirmar-se que as ragas ndo constituem unidades genéticas; abaixo ‘
da espécie, a finica entidade reconhecivel e identificivel é o bid-
tipo, isto &, o conjunto de todos os individuos, homo- ou hetero- i
zigbticos, que possuem o mesmo gendtipo.

(1) K. Bawer — Leilfaden der Anthrapologie, phg. 134.
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De modo que as sub-categorias sistemdticas da espécie sio
apenas conjuntos de bi6tipos mais on menos numerosos que, —
por consideragdes um tanto arbitrdrias, determinadas por certos
pontos de vista — se associam para constituir as unidades étnicas
— as ragas.

E, assim, aos representantes duma raca ndo se pode, geral-
mente, atribuir unidade e pureza genéticds no ambito do com-
plexo formado por todos os seus caracteres distintivos.

Os representantes de qualquer raga sio antes bidtipos parciais,
e a homogencidade das ragas e as dreas da sua distribui¢io geo-
grifica siio conseqilentemente parciais e relativas.

O problema da anilise étnica duma populagiio, é6 sempre um
problema delicado e dificil, nio obstante os maravilhosos pro-
gressos realizados nos Gltimos anos no campo da genética. I as
dificuldades redobram quando nos reportamos a populagdes
hamanas para as quais nos estd naturalmente vedado o eampo
fecando da experimentacio. A andlise da constituigiio genética
das populagdes homanas ndio se pode portanto abordar senio
por métodos indirectos, tais como o estatistico e o genea-
légico.

A organizaglio dos arquivos indispensdveis para a elaboracio
dos estudos genealdgicos é porém dispendiosa e demorada, como
facilmente se compreende, e por isso os antropologos teem sido
forgados a proceder i destringa étnica por meio da andlise meto-
dica de estatisticas de massas mais ou menos considerdiveis das
populagdes humanas.

Estas estatisticas, como & obvio, fornecem-nos os dados
caracteristicos da composigdo fenotipica das populagdes, mas 6
possivel a partir désse conhecimento formular juizos, mais oa
menos seguros, dcérea da correspondente constituigdo genotipica.

Néste estado propomo-nos fazer a andlise fenotipiea dos por-
tugueses no que se refere & pigmentaciio — cor da pele, do cabelo
@ dos olhos — numa primeira aproximaciio, preocupando-me ape-
nas com o estudo da distribuigio local das diferentes classes de
cada um dos trés caracteres considerados.

Deixaremos para trabalhos sub-seqiientes o estudo das inter-
correlagdes correspondentes, e a mtsrpretagdo étnica dos resul-
tados a que chegarmos.
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Limitamos, assim, néste momento a nossa atengio aos pro-
blemas seguintes :

A) Posigdo dos portugueses, quanto ao complexo dos carac-
teres estudados, no quadro geral das populagfes europeias.
— Iiste problema envolve a anilise da distribuicio dos
individuos estundados, e a comparaciio dessa distribuigio
com as que siio caracteristicas das outras populagdes
europeias, particularmente das que ocupam dreas geogri-
ficas confinantes.

B) Grau de heterogeneidade geografica da populagdo portu-
guesa. — Seja qual for a constituigiio da populagio esta-
dada, no que respeita s freqiiéneias com que nela se
encontram representadas as vidrias classes dos caracteres
considerados, pode suceder que essa populagiio se ache,
on nilo, uniformemente distribuida pela drea geogrifica
que povda.

Para a resolugiio déste problema torna-se evidentemente
indispensével dividir o pais em regides mais pequenas, isto
6, dividir a populagio geral estudada, em grupos regio-
nais, e apreciar a maneira como, em cada um désses gru-
pos, se manifestam os caracteres considerados.

Por falta duma divisdo aceitivel em regides natarais,
adoptamos o distrito administrativo como unidade de drea
geogrifica e associamos, por sua vez, os distritos em pro-
vincias, segundo a orientaciio seguida noutros estaudos jd
realizados neste Instituto (!).

O reconhecimento da uniformidade, ou falta de uniformidade,
de distribui¢io de qualqaer cardeter na drea geogrifica ocupada
por uma populagio obriga ao estudo das diferengas encontradas
nas diferentes sub-divisdes geogrificas, e tal estudo inclue trés
questdes :

1) Diferengas locais relativas. Primeiramente torna-se
necessdrio apreciar, para as diferentes classes de cada

(1) Cfr. Revista da Universidade de Coimbra, Vol. iv, pig. 588. Dr, J. G.
pE Barros & Cunma, O indice facial superior nos poriugueses.
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cardicter, separadamente consideradas, qual a significa-
¢do estatistica das diferengas encontradas.

Para que a populagiio estudada se possa conside-

rar uniformemente distriboida por toda a drea geo-
grifica que ocupa, é evidentemente indispensivel que
ossas diferencas sejam estatlsticamente insignificativas,
isto &, que se possam atribuir a flutuagdes devidas ao
acaso.
2) Grao de segregagdo das classes. No caso da popula-
cio nllo ser homogénea, isto é, de serem significativas
as diferencas locais respeitantes is classes de quaisquer
caracteres, tem ainda interesse o conhecimento do grao
relativo da sua segregaciio.

Isto &, considerando colectivamente para cada uma
das classes as freqiiéncias encontradas mos diferentes
grupos locais, jem que medida relativa se afasta cada
uma delas do que seria de esperar na hipotese da dis-
tribui¢iio uniforme?.

Poderemos assim obter valiosos elementos de informa-

¢ilo sobre o sentido e intensidade com que os diferentes
factores da evolugiio estdo contribuindo para a diferen-
ciaciio populacional.
3) Semelhanga dos grupos locais com a populagdo geral.
O problema da distribui¢ciio uniforme, ou niio uniforme,
de qualquer cardcter dama populaciio, na drea geogra-
fica que habita, ndio se pode considerar resolvido pela
simples apreciagiio das diferencgas locais respeitantes a
cada uma das classes, separadamente consideradas, em
que se repartem os seus caracteres. Pode, de facto,
um grupo local, quando se considera uma determinada
classe dum dos seus caracteres, diferir significativa-
mente da populaglio geral, mas quando se consideram
simultaneamente todas as classes désse cardcter, pode
ainda o grupo loeal ser considerado amostra fortuita
da populaciio geral.

Esta circunstancia obriga-nos por isso a determinar,
para cada cardcter — cor da pele, do cabelo e dos
olhos —e para todas as classes de cada um déles,
colectivamente consideradas, o grao de divergincia dos
grapos locais a respeito da populaciio geral.
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Problema A)

Posicdo dos portugueses no quadro geral
das populagbes europeias

| — Métodos estatisticos. — Os caracteres estudados — cor
da pele, do cabelo e dos olhos — fazem parte, como &
sabido, do complexo morfolégico que correntemente se
utiliza para a classificagiio etnologica das populagdes
europeias,

Niio nos interessa, neste momento, a discussio do pro-
blema referente ao nimero e diagnose das racas humanas
europeias distintas. As eonsideragdes anteriormente fei-
tas mostram bem como a questdio é espinhosa, e como o
imbito geogrifico e populacional de qualquer raca se
pode, até certo ponto, alargar ou restringir consoante a
maneira como constituirmos o complexo morfologico que
serve para a definir.

As populagdes da Euaropa sido muito mesticadas e fal-
tam-nos ainda muitos dados para podermos apreciar com
seguranga os elementos distintos, e os bidtipos funda-
mentais, que constituem o sea substracto.

Por estas razdes preferimos nma classificacio em poucos
termos, menos aparatosa, certamente, mas muito mais
segura e flexivel.

As dificuldades quanto & técnica somatolégiea relativa
A pigmentaciio, a que j4 nos referimos, cfr. pig. 121, e a
diversidade dos esquemas de classificacio empregados
pelos virios antropélogos que se tem ocapado déstes estu-
dos, limitam consideravelmente as possibilidades de com-
paragdes rigorosas com outros resultados conhecidos.

Por conseguinte, o emprégo de métodos estatisticos
muito delicados nlo estd naturalmente indicado, pois nos
conduziria necessiriamente a conclusdes erroneas.

Por estes motivos teremos que nos contentar com resul-
tados mais oa menos aproximados e comparacdes mais ou
menos grosseiras.

Para @éste efeito sio portanto suficientes a andlise das
percentagens das distribuigbes, nas populacdes gerais res-
pectivas, das diferentes classes de cada cardcter e, quando
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possivel, a expressio das diferen¢as encontradas em fun-
¢llo dos sens desvios padides.

Il — Caracteristicas pigmentares dos portugueses. A popula-
¢do considerada em globo. — 1) Cér da pele. — No con-
junto da populacio estudada, a eor da pele distribui-se
pelas trés classes consideradas pela forma indicada na
Tabela 1:

TABELA I

]:;‘;.1’;‘:‘ Trigueira | Totais |

5231 | : \
|
|

45.09

As peles rosadas, caractoristicas das populagdes nordicas,
acham-se representadas numa percentagem relativamente pequena
(9.47%,), ao passo que as peles pilidas e as trigueiras se encon-
tram em maioria considerdivel, e em proporc¢des qudsi igaais,
45.09 e 45.44 %), respectivamente.

2) Cor do cabelo. — A populagiio observada, reparte-se
pelas quatro classes, conforme se vé na Tabela II:

TABELA 1II
Cabelos ‘ Ruivos Loiros ‘Castmh Negros \ Totais I
I !
N.* de obs. 20 240 7927 3414 | 11601
%o A7 2.07 (8.33 20.43 1 100.00 I
______ B S A T ST NS e SR TS T PV

A grande maioria apresenta portanto cabelos escuros (casta-
nhos ou negros).

Se reunirmos num s6 grupo os cabelos ruivos e os loiros, e
num outro grupo os castanhos e os negros, vé se que a popula-
¢lo se reparte muito desigualmente; ao passo que os cabelos
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claros se acham representados por 2.24°),, os cabelos escaros
atingem 97.769/y dos individuos observados.

3) Cor dos olhos. — No conjunto dos individuos observados,

as trés classes consideradas para a cor dos olhos repar-
tem-se como mostra a Tabela III:

TABELA 1II

Olhos Claros

Médios l Escuros Totais

N.® de obs. 827 17565 0019 11601
/o 7.13 15.13 77.74 100

Como se vé, na populagiio portuguesa existe predominio abso-
luto dos olhos escuros sobre as duas outras classes; hd eérea
de 3.5 vezes muais individuos com olhos escuros do que com
olhos médios e claros.

Il —0s portugueses representantes tipicos da raga mediter-
rinica. — Quando se consideram as populacbes europeias,
dum ponto de vista escolhido de harmonia com as consi-
deracdes expostas, reconhece-se ficilmente que o com-
plexo morfolégico constitaido pela pigmentagdo — cor da
pele, do cabelo e dos olhos — indice cefalico horisontal,
indice facial superior e estatura, permite reconhecer a
existéncia de trés grupos populacionais suficientemente
bem delimitados geogrificamente, onde predominam ouatrus
tantos tipos étnicos distintos:

1) o grupo ndrdico, de pigmentaclio clara, estatura ele-
vada, dolicoeéfalo e leptoprosopo
2) o grupo alpino, moreno, de pequena estatura, braqui-
céfalo @ cameprésopo ;
3) o grupo mediterrdnico, moreno, mas dolicocéfalo e
leptoprésopo e de baixa estatura.
Os estudos feitos quanto & estatura, indice cefilico
e indice facial, mostram bem que é com as populagbes




A Pigmentagdo dos Portugueses 181

mediterrinicas que nos interessa especialmente compa-
rar os portugueses (1).

O presente estudo confirma os resultados anteriores:
Os portugueses, considerados em conjunto, sdo, predo-
minantemente, morenos, dilococéfalos, leptoprisopos e de
baira estatura, isto ¢, na sua grande maioria, possuem
o complexo morfologico que se admite como tipico da
raga mediterrdnica.

Problema B)

Grau de heterogeneidade geogréfica
duma populagéo.

| — Diferencas locais relativas. — Das consideracdes expostas
sobre o conceito de raca, resnlta evidente que a anilise
etnologica duma populagio qualquer ndo se pode con-
venientemente fazer pelas simples consideragdes dos
valores médios e variabilidades dos diferentes cara-
cteres escolhidos numa amostra fortoita, ainda que sufi-
cientemente numerosa, dessa populagiv, nem pelas per-
centagens dos casos incluidos nas diferentes classes que
podemos formar com os valores observados de cada
earicter.

Os processos selectivos que entram em jogo na forma-
¢lio das ragas atingem intensidades diferentes por virtude
de circunstiincias particulares, umas resultantes das pro-
prias accdes do ambiente geogrifico — factores biologicos,
geolégicos e climatéricos — e outras que refletem a acgflo
das forcas étnicas sociais.

A anidlise global duma populagio que ocupa uma drea
geogrifica extensa, com caracteristicas varidveis de regido
para regifio, onde se intercruzaram e mesticaram elemen-
tos étnicos diversos cujo ambiente social & distinto, nilo
nos pode dar elementos seguros sdbre a existéneia, on
niio existéneia, de variedades locais, mais ou menos dis-

(') Cf Revista da Faculdade de Ciéneias da Universidade de Coimbra,
Vol. 1 e m.
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tintas, nem esclarecer sobre o sentido e a intensidade com
que o8 prucessos seleclivos actuam,

Numa palavra, o simples estudo das médias, variabili-
dades e percentagens do diferentes caracteres ndo nos
permite apreciar devidamente o grau relativo de homo-
geneidade, ou heterogeneidade, étnica de tal populacio.

a) Métodos estatisticos, — Para a resoluciio do problema
torna-se indispensdvel dividir a populacio em grupos
loeais, determinar a composicio déstes grupos, a res-
peito dos caracteres considerados, e estabelecer o valor
estatistico das diferencas encontradas, relativamente ao
que seria de esperar, na hipitese da distribuicdio uniforme.

S6 assim se poderd averiguar se existe, on ndo existe,
segregacio geogrifica, isto &, se alguns dos grupos
locais apresentam composicdes diferentes da correspon-
dente i populacio geral.

Para a constituicdo dos grupos locais adoptamos
como se disse a divisio em distritos administrativos;
simplesmente, quanto is provincias, reunimos os distri-
tos do Porto, Braga e Viana-do-Castelo, reconstitnindo
assim a antiga provincia do Entre-Douro e-Minho, o
com os distritos de Aveiro e Coimbra formamos outra
divisiio, a que chamamos Beira litoral, semelhantemente
ao quo fizemos em estudos anteriores. As razdes que
nos determinaram a segair @ste método ji foram por
n6s suficientemente esclarecidas (1).

Quando se trata de caracteres que variam quantita-
tivamente, isto &, cojos valores & possivel ordenar
numa escala crescente ou decrescente, a ecomparagiio
entre os grupos locais @ a populagio geral realiza-se
ficilmente pela consideragiio das diferencas entre os
valores médios desses caracteres, expressos nos respec-
tivos desvios padrdes.

Mas quando se trata de caracteres qualitativos, que apenas
podemos agrupar em classes, on categorias, insusceptiveis de se

(') Rervista da Universidade de Coimbra, vol. v, pag. 588,
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ordenarem em série crescente ou descrescente, entio as médias
perdem a significaclio, e tudo quanto se pode fazer consiste em
comparar individual on colectivamente as freqiiéncias das classes,
sem nos importarmos com o facto de as niio podermos ordenar
segundo uma escala gradoada.

Os métodos convenientes para esta comparagio ji foram por
nos expostos noutros trabalhos (') e consistem em dividir, para
cada grupo local — distrito ou provincia— as diferencas (y" — y')
entre as freqiiéncias tedricas (y') e as observadas(y"), respei-
tantes is classes de cada cardcter, pelo desvio padrio,

\/npq (N—=a)/(N—1)

correspondente i distribuiciio das enas fregiiéncias em m amos-
tras fortuitas de grandeza n extraidas da populacio geral, que
supomos igual a N ().

Se m» (nimero de individuos de cada grupo local), embora
grande, for uma pequena fraccio de N (nmero de individuos da
pupulagio geral) e se p (probabilidade de um individuo qualquer,
tomado ao acaso, pertencer i classe considerada) niio for muito
pequeno, a distribuiciio das freqiiéneias (para m amostras fortui-
tas, de grandeza n, da populaglio geral) aproxima-se suficiente-
mente da curva normal para podermos, com o auxilio duma
tiboa de valores do integral das probabilidades, ealcular as pro-
babilidades de, noutras amostras fortuitas da mesma populacio,
encontrarmos diferencas igusis ou maiores que as actualmente
observadas. Como se sabe, no caso das distribuigdes normais,
99.7%, das observagdes ficam compreendiias no intervalo limi-
tado pelas ordenadas levantadas nos pontos correspondentes
a+ 3e, e, por conseguinte, quando as diferengas observadas,
relativamente ao que seria de esperar no caso da distribuiciio
normal, forem superiores a 3.D vezes o respectivo desvio padrilo,
podemos, com muita probabilidade, considerd-las estatisticamente
significativas.

() Dr. Evsteio Tamaowisi. — A edr do eabelo e dos olhos nos estudantes das
escolas primdrias portuguesas. — Revista da Universidade de Coimbra. —Vol. 1v,
pig. HB9.

() K. Pearsos — On the curves whieh are most suitable for deseribing the
frequency of random samples of a population. — Biometrika. — Vol. v, pag. 172,
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Tocner (') chamou diferenga local relativa dum gropo local
qualquer (n) duma populacio geral ao valor da expressio

¥"s— ¥'s[\/npg (N—n)/(N 1),

onde y",— y'; representa a diferenca entre a freqiiéneia obser-
vada y's e a freqiiéncia tebrica y'y, relativa a qualquer das clas-
ges (s) do cardeter, no grupo local considerado ;

\/npq (N—n)/(N —1)é o desvio padrio (s) da distribuigiio

dessas diferencgas, na hipétese de serem fortnitas;

N, o namero de individaos que constituem a populagio geral;

n, o nimero de individuos do grupo local ;

p, a probabilidade dum individuo qualquer, extraido ao acaso
da populagio geral, pertencer i classe 3 — por conseguinte,
p=y"yN, onde (y";) é a freqiléncin observada da classe s na
populagio geral ;

q, a probabilidade do mesmo individuo nilo pertencer i citada
classe, isto 6, g=(1 —p).

TocHER propds para o estado de distribuigio geogrifica das
diferencas locais relativas, um esquema de classificaglio e uma
nomenclatara, conforme consta da Tabela IV.

Nesta ordem de ideias podemos igualmente estabelecer uma
nomenclatura adequada para exprimir as relagdes encontradas
entre os grapos locais e a populagio geral, quando se conmde-
ram simultineamente os seus diferentes caracteres.

Assim: um grupo local diz-se macromérico, quando para
todos, ou para a maior parte dos seus caracteres, as diferen-
cas locais relativas silo significativamente positivas; mesomérico,
quandy essas diferengas sdo estatisticamente insignificativas; e,
finalmente, micromérico quando tais diferengas forem negativa-
mente significativas.

Um grupo local, cujos caracteres sejam em parte macrome-
tropicos e em parte micrometrépicos, diz-se mictomérico, quer

(1) 1. F. Tocier — The anthropometrie characleristics of the inmales of Asy-
luns in Seotland, Biomelrika, Vol. v, pig. 317,
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haja, ou niio haja, caracteres em que ésse grupo se apresente
mesometripico (1).

b) Valores encontrados para as diferencas locais relativas.
— Diferengas individuais das classes.

1) Cér da pele. — A reparticio geogrifica da cor da pele
e 08 valores das respectivas diferencas locais encontram-se

TABELA IV

| A freqiidncia local (y, ), Amplitude das clas-
Sumpacads oo A onr- Nomenclatara Classes| Ses em funglio de
respondente i populagio M o

|i geral (y,), é: Vnpg(N-n)/(N-1)
Ii Muito menor Micrometripica —4 | << —35

| Provivelmente menor | Micrometrdp. (provivel))] —3 | de —2.5 a—385
| Menor, niio significativa | Mesometripica —2 | de —15a—25
;Ijgeirnmeube menor Mesometropica —1| de —05a—15
| [nsignificante Mesometropica 0| de —0.5a405
;:Ligeiramentn maior Mesometrdpica 1| de +0.5 a-425
!Ihiar. ndio significativa | Mesometrdpica 2| de 415a425
Provivelmente maior Macrometrop. (provivel) 3| de 425 a435
Eﬁjﬂ maior Macrometripica 4| >435

resumidos nas Tabelas V e VI e grificamente represen-
tados nos Mapas I a VI.

A significaciio estatistica das diferengas locais relativas
foi determinada em referéncia & classificagio proposta por
Tocher (cf. Tabela 1V).

a) DPele rosada. —Tabelas V e VI. Mapas I e 1V.
Esta eor da pele apresenta-se, no conjunto da popala-

—_—

(1) o F. Tocher. — Biometrika, vol. vi, pig. 350, propde uma terminologia
ligeiramente diferente. Chama ésoméricos aos grupos cujas diferencas locais rela-
tivas, para todos, ou para a maior parte dos caracteres, siio estatisticamente insigni-
ficativas. Preferimos, por uma razio de uniformidade, a designaciio de mesoméricos,
que ¢ também mais conforme com a realidade e significagldio literal do termo.

10
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¢iio estudada, numa percentagem relativamente pequena
(9.47%,), mas a sua freqiiéneia varia entre limites
muito largos; ¢ minima (1.53%p) em Traz-os-Montes
e maxima no Alentejo (28.33°)), donde resanlta uma
amplitnde de oscilagiio ignal a 26,80/,

Quando se consideram os distritos, vé-se que o minimo
de freqiiéneia corresponde ao Porto (1.44%)) e 0 mdximo a
Evora (34.33%). A amplitude da oscilagio aparece-nos
pois ligeiramente maior (32.89 %), o que é natural.

Considerando as diferencas locais relativas, o Mapa I
mostra claramente que as provincias macrometrdpicas,
isto &, com excesso significativo de peles rosadas, sio
o Algarve, o Alentejo e a Beira Baixa. Na Extrema-
dura nota-se também excesso de peles rosadas, que
todavia ndiv é nitidamente significativo.

Pelo eontririo, a Beira Litoral, o Entre-Douro-e-Minho
e Traz os-Montes siio claramente micrometrdpicas, isto
6, manifestam falta significativa de peles rosadas. Na
Beira Alta também as peles rosadas se encontram em
falta, que todavia nio se pode considerar significativa
(d.lr. = — 2.07).

O mapa 1V, relativo aos distritos, confirma sensivel-
mente estes resultados.

Vi-se, além disso, que o cardcter macrometripico da
Beira Baixa se deve atribuir ao distrito de Castelo
Branco, pois o da Guarda 6 neutral (d.l.r. =—0.14)
e manifesta tendéncia para falta de peles rosadas.

Por outro lado, o cardcter micrometropico-da Beira
Litoral é principalmente devido so distrito de Coimbra,
pois no de Aveiro, embora haja falta de peles rosa-
das, tal falta se ndo pode considerar significativa
(d.l.r. =—1.28).

O excesso de peles claras que notamos na Extrema-
dura & principalmente atribuivel ao distrito de Setdbal
— que assim tende a aproximar-se das condi¢des domi-
nantes no Alentejo —, puis no distrito de Santarém a
diferenca loeal & muito pequena (+ 1,34) e no distrito
de Leiria — que é neutral — ha falta de peles rosadas.
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b) Pele branca-pdlida, — Tabelas V e VI. MapasIIe V.

A pele branca-pilida apresenta-se na populagiio geral
com uma percentagem relativamente elevada (4D 097/y)
e a amplitude de varia¢do provincial & de 38.50%,. O
minimo corresponde ao Alentejo (22.05°) e o midximo
a Traz-os-Montes (60.55 ).

Quando se consideram os valores distritais vé-se que
a oscilagio é um pouco maior (47.62%4). O minimo
corresponde ao distrito de Beja (16.899%) e 0 miximo
ao de Vila Real (64.51%}). A pele branca-pdlida apre-
senta-se assim mais varidivel na sua distribui¢io do que
a pele rosada,

O Mapa II mostra que o Entre-Douro-e-Minho,
Traz-os-Montes e a Beira Alta sdo macrometrépicas, isto
6, manifestam excesso significativo de peles pilidas.
Pelo contririo, o Algarve e o Alentejo sio distinta-
mente micrometropicos.,

A Beira Litoral e a Extremadura sio mesometropi-
cas; mas ao passo que na primeira destas provincias
ha falta de peles pidlidas, na Extremadura hd excesso.

A Beira Baixa 6 neutral, com excesso insignificante
desta classe de eor de pele (d.l ».— +.06).

O Mapa V, relativo aos distritos, permite precisar
melhor o cardeter desta distribuigio.

Duoma maneira geral sio confirmados os resultados
correspondentes ao mapa provincial mas, niio obstante,
verificam-se algumas alteragdes importantes.

Assim, vé-se que o cardcter neatral da Beira Baixa
é aparente, e resulta duma compensacdo entre os dis-
tritos da Guarda, que ¢ nitidamente macrometrépico,
e, por ésse facto, concorda com Traz-os-Montes e a
Beira Alta —e o distrito de Castelo Branco, distinta-
mente micrometrdpico — que continua para o norte as
condicdes dominantes em todo o Alentejo.

Por outro lado vé-se que a falta de peles pdlidas,
revelada na Beira Litoral, é exclusivamente devida ao
distrito de Coimbra, pois o distrito de Aveiro & signifi-
cativamente macrometropico (d.l r.=+2.64) e con-
corda com os distritos limitrofes.

Finalmente, quanto d& Extremadura, verifica-se que o
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distrito de Setiibal se destaca claramente dos restantes
distritos da provineia, e, pelo sen cardcter micrometro-
pico (d.l.r.—=—3.66), concorda com o Alentejo.

Nos restantes distritos extremenhos, o excesso de
peles pilidas é pequeno e niio se pode considerar signi-
fieativo.

¢) Pele trigueira, — Tabelas V e VI. Mapas Il e VL

As peles trigueiras apresentam-se na populagio geral
na percentagem de 45.44%), ligeiramente maior que a
correspondente & pele branca-pdlida.

A oscilagio dos valores percentuais relativos is pro-
vincias 6 de 15.91°); o minimo corresponde i Deira
Alta (36.26%)) e 0 mdximo & Beira Litoral (52.16%).

A consideracio dos valores referentes aos distritos
mostra porém que a variagio déste cardcter tem ampli-
tade maior (26.38%;); o minimo corresponde ao dis-
trito de Vila Real (34.01%) e o mdximo ao de Beja
(60.39 %/g).

Em tudo 0 caso a variabilidade & menor do que a
correspondente & pele branca-pdlida.

Vé-se claramente que as provincias macromotropicas, sio o
Alentejo e o Algarve, que contrastam fortemente com a Beira
Baixa, Beira Alta e Traz-os-Montes, onde hd falta significativa
de peles trigueiras.

Na Extremadura, as peles trigueiras também se encontram
em excesso, embora niio significativo; e a Beira Litoral é cara-
cteristicamente macrometropica e contrasta fortemente com as
regides visinhas. O Entre-Douro-e-Minho apresenta-se neutral.

O Mapa VI precisa melhor esta distribuigio. Verifica-se,
com efeito, que o cardcter macrometropico do Alentejo é exclu-
sivamente devido ao distrito de Beja, pois no de Evora hd uma
ligeira falta de peles trigueiras, e o de Portalegre é neutral.
O distrito de Setibal afasta-se da restante provincia pelo excesso
relativamente grande (d.l.r. =+ 2.26) de peles trigueiras.

O cardcter macrometropico da Beira Litoral é devida ao dis-
trito de Coimbra, pois no de Aveiro hd falta, embora nilo signi-
ficativa, de peles trigueiras (d4.l.r = — 1.89).

No Entre-Douro-e-Minho dd-se nma certa compensagdo entre
os distritos de Viana do Castelo, onde se nota ligeiro excesso
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de peles trigueiras, e os restantes distritos que tendem aproxi-
mar-se das condi¢des dominantes em Traz-os-Montes.

Em resumo, quanto a cbér da pele, a populagdo portuguesa
tende a diferenciar-se:

a) A norte da linha diviséria dos distritos de Coimbra e Cas-
telo Branco, por excesso significativo de pele branca-pélida
o falta de peles rosadas e trigueiras. Apenas no distrito de Viana
do Castelo se nota certo excesso de peles trigueiras que toda-
via ndo é significativo.

b) As peles rosadas encontram-se em excesso significativo nos
distritos de Castelo Branco e Setubal, em todo o Alentejo e no
Algarve, conjugadas com falta de peles brancas pdlidas; mas
a0 passo que em Faro, Beja e Setbal hd também excesso signi-
ficativo de peles trigueiras, nos restantes distritos hd falta desta
classe de peles.

e) O distrito de Coimbra manifesta uma posiclio singanlar:
excesso significativo de peles trigueiras e falta igualmente signi-
ficativa de peles rosadas e palidas.

d) Na Extremadura as condi¢des sido indicisas, embora as
peles claras e as pidlidas se encontrem em excesso e faltem as
trigueiras.

2) Cor do cabelo. — Tabelas VII e VIII; Mapas VII-XII.

No estudo da distribuigio das diferencas locais inclui-

mos os cobelos ruivos na mesma classe que os loiros, De

facto os cabelos roives apresentam-se numa proporcio

tio fraca (0.17%)), e tio irregularmente distribaidos, que

a sua considera¢iio como classes distinta se nio justifica
(cf. Tabela II, a pdg. 129).

a) Cabelo loiro. —Tabelas VII e VIII; Mapas VII e X.
O cabelo loiro encontra-se representado na nossa
populagio numa propor¢io muito pequena (2.24°).
Todavia a sua distribaigio ndo & uniforme. A ampli:
tude da variagiio provineial é de 2.45°/y; o minimo cor-
respondo a Traz-os-Montes (1.02/;) e 0 miximo & Beira
Baixa (3.47%); considerando porém a variagdo distri-
tal das percentagens vé-se que a variabilidade déste
cardeter & maior (4.65%). Com efeito o minimo
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corresponde ao distrito de Braganca (0.64%;) e o
méiximo ao de Castelo Branco (5.29).

O exame da Tabela VII e do Mapa VII mostra claramente
que as provincias macrometrépicas, isto é, com excesso signifi-
cativo de cabelo loiro, sio a Beira Baixa (d.l.r=42.58) e a
Extremadura (4 2.65); pelo contrdrio, Traz-os-Montes (— 3.52)
e a Beira Litoral (— 2.99) sfio micrometropicas.

O Algarve, o Alentejo e o Entre-Douro-e-Minho manifestam
também certo excesso de cabelo loiro, que é mais notdvel na
altima destas provincias (4 2.20).

A Beira Alta 6 mesometrdpica, mas manifesta falta, embora niio
sgignificativa, de cabelos loiros (—.65); estabelece assim uma certa
continuidade geogrifica com a Beira Litoral e Traz-os-Montes.

A andlise da Tabela VIII e do Mapa X, referentes aos dis-
tritos, vai precisar melhor estes fuctos.

Assim, o eardcter macrometrépico da Beira Baixa é exclusi-
vamente devido ao distrito de Castelo Branco (4 4,57), pois o
da Guoarda (— 1.15) manifesta, pelo contririo, falta, embora
nido significativa, de cabelos loiros; e o excesso significativo
déstes cabelos, na provincia da Extremadura, é principalmente
devido ao distrito de Santarém (4 2 77), pois no de Leiria
(4 1.11) tal excesso ndo & significativo, e os distritos de Lisboa
(— .13) e Setithal (0 00) sfio neuatrais.

Em Traz-os-Montes, é especialmente ao distrito de Braganga
(—2.79) que devemos atribuir o sen earicter micrometrdpico,
embora no distrito de Vila Real (— 1.03) também se encontre
falta considerdvel desta classe de cabelos.

No sul do Pais as diferencas sido insignificativas, quer num
sentido quer no oatro. Nota-se todavia uma certa concorddncia
entre os distritos de Faro (4 0.64) e Beja (4 1.36), onde se
verifica ligeiro excesso de cabelos loiros; e o distrito de Por-
talegre (-4 0.83) fornece indicacdes que siio harménicas com as
referentes aos distritos de Santarém e Castelo Braneco.

Ao noroeste, no Entre-Douro-e-Minho, as relacdes siio mais
complexas; ao passo que o distrito de Braga (— .83) tende a
concordar com o de Vila Real — falta de cubelos loiros — no
distrito do Porto (4 2.99) hd excesso significativo déstes cabelus
e em Viana do Castelo (+ .86) também, embora em menor escala.
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b) Cabelo castanko. — Tabelas VII e VIII; Mapas VIII
e XI.

Na populagiio geral esta classe de cabelos é repre-
sentada pela percentagem de 08.33°5 A amplitude
de variagiio provincial é de 25.21%; o minimo corres-
ponde ao Entre-Douro-e-Minho (57.63 %) e o mdximo
ao Algarve (82.84%).

A amplitude de variagio distrital (32.19%) é um
pouco maior; o minimo estd em Viana do Castelo
(50.65%) e o maximo corresponde ao distrito de Faro.

As provineias do litoral, ao norte do Tejo, acusam falta
sensivel de cabelos castanhos, que ¢ estatisticamente significativa
para a Beira Litoral (— 6.02) e Entre-Douro-e-Minho (—10.75).
As restantes provineias slio claramente macrometripicas.

O confronto com os valores distritais das diferencas locais
relativas confirma sensivelmente estes resultados. Apenas o dis-
trito de Setdbal (+ 1.87) se destaca da restante Extremadura
para se por em concordincia com o Alentejo, e o distrito de
Aveiro ( + 0 15) se manifesta neutral, com excesso insignificativo
de cabelos castanhos.

¢) Cabelo preto. — Tabelas VII e VIII; Mapas IX e XII.
O cabelo preto estd representado na populagio geral
pela percentagem de 20.43%/; menos de metade do
valor correspondente ao cabelo castanho. Contudo a
amplitude de variagio provincial (24.80")) atinge sen-
givelmente o valor registado para o cabelo castanho.
O minimo corresponde av Algarve (14.54" ) e 0 midximo
a0 Entre-Douaro-e-Minho (39.43 /).

(O mesmo se reconhece comparando os valores corres-
pondentes i variaciio distrital; a amplitude dessa varia-
¢do atinge o valor de 31.98%)y, com o minimo em Faro
(14.54"/) e o mdximo em Viana do Castelo (46.52"/).

Os factos respeitantes & distribuigiio das diferencas relativas
a esta classe de cabelos sio, por assim dizer, a contrapartida do
que se verifica com o cabelo castanho. Com ligeiras excepcdes
se pode afirmar que onde faltam os cabelos castanhos estio em
excesso 0s prelos, e reciprocamente.
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Assim, nas provineias litorais, ao norte do Tejo, hd excesso
de cabelos pretos, que é significativo para a Beira Litoral (4 7.12)
e Entre-Douro-e Minho (- 10.26). As restantes provincias sio
micrometropicas.

Os distritos de Setiibal (—1.91) e de Aveiro (4 0.19) distin-
gunem-se respectivamente das provincias du Extremadara e Beira
Litoral. Setibal manifesta concordineia com o Alentejo, e Aveiro
aparece neutral, com excesso insignificante de cabelos pretos.

Em Traz-os-Montes, Braganca (— .43) & neatral, mas os
cabelos pretos faltam.

Em resumo quanto & edr do cabelo: 0s cabelos loiros encon-
tram-se em excesso em toda a regido situada ao sul da linha que
constitue o limite setenirional dos distritos de Leiria e Castelo
Branco, particularmente neste ultimo distrito e no de Santarém,
e nos distritos do Porto e Viana do-Castelo.

Os cabelos castanhos predominam caracteristicamente, na parte
meridional do pais, ao sul do Tejo, e nas regides montanhosas das
Beiras (Alta e Baixa) e Traz-os-Montes, ao longo da fronteira
espanhola.

Os cabelos pretos caracterizam por sua vez tdda a regido
litoral ao norte do Tejo, com particular intensidade no Entre-
-Douro-e-Minho e nos distritos de Coimbra e Santarém.

3) Cor dos olhos. — Tabelas IX e X; Mapas XIIT-XVIII.

a) Cor dos olhos.—Tabelas 1X e X; Mapas XIII e XVI.
Esta eclasse de olhos, na populagdo geral, é repre-
sentada pela percentagem 7.13%. Além disso a distri-
buicio do eardcter & muito varidvel.
A amplitade da variagdo provincial da sua freqiiéncia
é de 10.61°4: o minimo corresponde ao Alentejo
(1.86°) e 0 miximo ao Entre-Douro-e-Minho (12.47%;).
Esta variabilidade manifesta-se am pouco maior
(12 169%) gquando se consideram os valores referentes
aos distrifos; o minimo corresponde a Portalegre
(1.10%), e o méximo a Viana do Castelo (13.26°).

Quanto is diferencas locais relativas : as provincias da Beira
Litoral (+2.40), Beira Alta (4-0.95), Traz-os Montes (+2.44) e
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Entre-Douro-e-Minho (4 9.70), manifestam excesso, mas apenas
a Gltima é nitidamente macrometrépica, embora na Beira Litoral
@ Traz-os-Montes o excesso de olhos azuis também seja grande.

Nas restantes provincias hd falta sensivel de olhos azuis,
sendo nitidamente micrometropicos o Algarve (— 4.62), o Alen-
tejo (— 8,69) e a Extremadura (— 4.16).

A andlise dos valores distritais das diferencas mostra porém
que, embors os olhos azuis se encontrem em excesso nas pro-
vincias do norte, apenas os distritos do Porto (+ 6.97), Braga
(+ 3.32) e Viana do Castelo (4 5.22) sdio macrometripicos.
O excesso de olhos azuis & também significativo no distrito de
Coimbira (4 2.50).

Faro e os distritos alentejanos sfio micromotrépicos; e dos
restantes distritos, embora todos manifestem falta desta elasse
de olhos, apenas no de Leiria (— 2.83) essa falta é significativa,

b) Olhos médios. — Tabelas IX e X; Mapas XIV e XVII.
Na populagio geral, esta classe de olhos estd repre-
sentada na percentagem de 15.13, sensivelmente o
dobro do valor numérico correspondente aos olhos
azuis, mas, a oscilagllo dos valores percentuais é sensi-
velmente menor. A provincia com percentagem minima
é o Alentejo (11.99%,) e o mdximo correspondente &
Beira Litoral (16.889/y).

A comparaciio com os valores correspondentes aos
distritos niio altera sensivelmente estes resultados: o
minimo encontra-se no distrito de Iivora (10.98), e
o médximo no de Santarém (19.26%)). A posiciio par-
ticolar da Beira Litoral é devida ao distrito de Coimbra, |
onde a percentagem dos olhos médios atinge o valor
de 17.50,

A amplitade da variaciio distrital dos valores per-
centuais relativos aos vlhos médios apresenta-se pois
um pouaco maior que a provincial, o que nio & de
estranhar,

O exame dos valores das diferencas loeais relativas mos-
tra-nos porém que muitas destas variacdes niio tem significagiio
estatistica.

Com efeito apenas a Beira Litoral se apresenta macrometro-
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piea (4 3.16), e o Alentejo (— 3.72) se caracteriza significati-
vamente em sentido oposto, quer dizer, ¢ micrometrépico.

Para as demais provincias, as diferengas siio muito pequenas,
pio tem significagio estatistice. Devemos porém observar que
o Entre-Douro-e-Minho se distingue nitidamente da regifio con-
finante, pois a sua diferenca local, embora se nio possa consi-
derar significativa, ¢ de sinal contrdrio; por outras palavras,
no Entre-Douro-e-Minho, as tendéncias sio para falta de olhos
médios.

Quanto aos distritos verifica-se que o cardcter macramotro-
pico da Beira Litoral é devido a Coimbra (-} 3.81), pois o distrito
de Aveiro (—0.90) se aproxima das condi¢des dominantes no
Entre-Douro-e-Minho onde o distrito do Porto (— 1.69) é talvez
significativamente micrometropico.

O excesso de olhos médios, que determina o cardcter meso-
metropico da Extremadura, & exclusivamente devido ao distrito
de Santarém (4-2.53), pois o distrito de Leiria é neutral (— 0.13)
e os de Lishoa (— 0.76) e Setabal (— 0 73) tendem para as
condicdes dominantes no Alentyjo.

O cardeter micrometrépico do Alentejo & devido especial-
mente aos distritus de Beja (— 2.50) e Evora (— 2.65). No dis-
trito de Portalegre (— 1.02) ainda ha falta, ndo significativa, de
olhos médios, pelo que se aproxima do de Castelo Branco (—0.60).

¢) Olhos escuros. — Tabelas TX e X; Mapas XV e XVTII.

Mais de trés quartas partes (77.47")) dos individuos
observados tém olhos escuros.

O Entre-Douro-e-Minho é a provineia onde esta elasse
de olhos atinge a percentagem minima (73.47%); o
méximo de freqiiéneia regista-se no Alentejo (86.15 /o).
A oscilagiv das fregiiéncias ¢é pois bastante pequena
(12“8 0/a).

Para os distritos, o minimo de fregiiéncia regista-se
em Viana do Castelo (70.87 %/;) e o mdximo em Evora
(87.2394); resultados que confirmam os relativos &
distribuigiio provineial, com ligeiro aumento da ampli-
tude da variagio (16.36 %), como & natural.

O exame dos valores das diferengas locais relativas mostra
que os olhos escuros caracterizam as provincias da Extremadura
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(+ 1.70), Alentejo (4 8.58) e Algarve (4 4.03). A Beira Lito-
ral (—4.21), o Entre Douro-e-Minho (—4.79) e Traz-vs-Montes
(—2.21), apresentam se com falta manifesta desta classe de olhos.

A Beira Alta e a Beira Baixa sfio neutrais, aproximando-se
por isso das condigdes caracteristicas da populacio geral.

O cardcter micrometropico da Beira litoral é exclusivamente
devido ao distrito de Coimbra (— 482) pois no de Aveiro
(+0.71) ha um ligeiro excesso ndio significativo de olhos escuros.

No Entre-Douro-e-Minho é o distrito de Viana aquéle onde
mais se nota a falta de olhos escuros (— 3.62); Braga (— 1.491)
aproxima-se das condi¢des dominantes em Traz-os-Montes.

Na Beira Baixa, o distrito de Castelo Branco (+ 1.84) tende
a aproximar-se do de Portalegre (+ 4.34), e a Guarda (- 1.23)
manifesta-se em sentido contrdrio, aproximando-se das condigdes
dominantes em Traz-os- Montes.

Na Extremadura, o distrito de Santarém (— 0 70) destaca-se
dos restantes, pois néle so revela certa falta de olhos escuros
que, todavia, se niio pode considerar significativa.

Em resnmo, quanto & cér dos olhos:

A populagdo ao norte dos distritos de Leiria e Castelo Branco
caracteriza-se pelo excesso relativo de olhos azuis, que é sobretudo
significativa em Coimbra, Porto e Viana do Castelo.

Os olhos médios caracterizam ainda a populacdo desta zona
setentrional na regido fronteirica, @ o sen excesso vai-se acen-
tnando desde Braganga até Coimbra, onde atinge o mdximo.
Santarém ocnpa uma posigio nm tanto excepecional cnjas rela-
¢bes com Coimbra se podem todavia ficilmente compreender.

Os olhos pretos caracterizam a zona meridional do Pals desde
0s limites setentrionais dos distritos de Leiria e Castelo Branco,
e encontram se om excesso particolarmente significativo no
Alentejo e no Algarve.

Il — Grau de segregagdo das classes. Constantes interlocais.
— A andlise dos valores das diferencas locais relativas
permite apreciar a homogeneidade ou heterogeneidade
da populaciv dama dada drea geogrifica, relativamente
aos seus caracteres distintivos, ou is clusses em que se
ropartem ésses caracteres.

No caso de se encontrarem diferencas significativas,
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serd ainda interessante averignar o grau de segregacdio
das classes, ou dos caracteres respectivos, porque tal
conhecimento pode dar-nos indiecagdes do valor para a
resolugio dalgumas questdes importantes relativas ao
sentido e & intensidade com que as forcas selectivas,
quer iodiogénicas, quer paracinéticas, estio contribuindo
para a diferenciaclio fenotipica da populaciio.

O problema & fieil de resolver, e a forma da saa
soluciio é a mesmu quer se trate dom conjunto qualquer
de caracteres quantitativos, quer consideremos as dife-
rentes classes em que se repartem os .individuos obser-

vados relativamente a qualquer cardeter qualitativo.

a) Meétodo estatistico. — Quando nma populacio qualquer
se divide num certo nimero de grupos locais e determi-
namos os valores das diferencas locais relativas, mani-
festadas por ésses grupos nos diferentes caracteres
estudados, ou nas categorias em que classificamos as
virias modalidades admitidas para qualquer cardcter,
obtemos para cada grupo loecal, a respeito de cada um
désses caracteres, ou categorias, um nimero que pode
ter, ou nfio ter, significaciio estatistica.

Mas se qualquer cardcter, ou categoria, se encontra
uniformemente distribuido por toda a drea geogréfica
que a popualagio geral ocupa, isto &, se os grupos
locais se podem, a tal respeito, considerar amostras
fortuitas de populacio geral, entio os valores encon-
trados para as freqiiéneins de cada um désses caracte-
res, ou categorias, no conjunto dos grupos loeais,
devem apresentar uma distribuigdo que corresponde &
curva nermal, cuja equagio é

onde ¢ representa o nimero dos grupos locais e x os
valores das diferencas encontradas.

Mas como as diferencas locais relativas nio sfio mais
do que as diferencas realmente observadas divididas
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pelo respectivo desvio padriio, é evidente que, no caso
da distribuigiio uniforme, o seu valor médio (%) devera
ser igual a O e o desvio padrio respectivo (s) deve
ser igual i unidade, dentro dos limites dos erros pro-
vaveis.

As igonaldades

oy 67449

g |

Va

o v 67449

Ve

onde g representa o nimero dos grupos locais, permi-
tem determinar duas grandezas k e s — 1, a que Tocher
deu o nome de constantes interlocais, que servem para
apreciar o grau de segregaclio das classes, isto &, o
sen afastamento relativo da hipétese da distribuicio
uniforme.

Tocher (*) propds o esquema seguinte (Tabela XI)
para a classificaclio dos valores das constantes inter-

loeais :
TABELA XI
A divergéncia A constante interlocal
da uniformidade é esti compreendida
! Bignificativa eatre 0 e 1.0
i Muito significativa » 10e20
| Altamente significativa » 20e3.0
Excessivamente grande >3.00

b) Constantes interlocais da populagdo portuguesa. — O
estudo feito das diferencas locais relativas provou,
quantv & pigmentacio — cor da pele, do cabelo e dos
olhos —, que a populagiio portuguesa se niio distribue

(1) Cf. Biomstrika, Vol. vu, pig. 177.
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uniformemente por tdoda a drea geogrifica envolvida,
isto ¢, que niio se pode considerar homogénia.

Verificou-se, em mauitos casos, que tais diferencas
eram signifiicativas e, por ésse facto, provavam haver
seqregagdo geogrifica.

Resta agora averiguar qual o grau dessa segregagio.
X o problema a que nos referimos a pag. 127.

Como entilo dissemos torna-se indispensivel o estado
da forma da distriboiciio das diferencgas locais relativas
para cada uma das classes, colectivamente considera-
das, e a sua comparagiio com a correspondente & hip6-
tese da distribuicio oniforme.

Os valores das constautes (k) e (s — 1), para os dis-

tritos, constam da Tabela XII.

TABELA XII
Constantes interlocais

Cor h a—1

Pele rosada -+ 1.000 4- 159 7.532 4 .112
Pele pilida 3090 +.150 | 5.6764.112
| Pele trigueira 005 + 159 338 4-.112
Cabelo loiro 172 4 .159 895 +-.112
| Cakelo castanho 291 A .150 3.286 +.112
| Cabelo preto | — .081+.150 |  3.065 4 .112
| Olhos azuis | 357 +.159 |  2.408 4 .112

Olhos médios | 214+ .1569 595 +.,112

Olhos escuros 406 + 159 1.841 4,112

Verifica-se que, em todos os casos, essas constantes
excedem virias vezes 0s seus erros proviveis, o que
prova a segregaciio efectiva das diferentes classes dos
caracteres estudados, como alids jd se tinha notado ao
considerarmos us diferencas individoais das classes.

Apenas os olhos médios e o cabelo loiro manifestam
uma ceria tendéncia para a distribuigio oniforme, mas
ainda nestes casos os desvios silo superiores a Dea 7
vezes os respectivos erros proviveis. (Grificos I e IT).
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Mas quando se comparam estes valores com os refe-
rentes is ontras classes reconhecem-se diferengas con-
siderdveis.

Particularmente, as cores da pele, o cabelo escuro @
o castanho, e os olhos aznis, provam indubitavelmente
que os processos selectivos tem efectuado nma indisca-
tivel difereneciagio da populagio portuguesa em senti-
dos diversos consoante as regides consideradas.

Sotsiticions -aé“%m cons Aocaia nelalivas.
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Grifico T

ll) Semelhanca entre as populagdes locais e a populacdo

geral. — Quando um cardcter se reparte em virias clas-
ges, como por exemplo a eor da pele, do cabelo e dos
olhos, pode suceder que os diferentes grupos locais —
provineias, distritos, ete. — apresentem diferencas signi-
ficativas numa ou em vdrias dessas classes, relativa-
mente ao que se observa na populaglo geral.

Mas, compreende-se ficilmente que um ou mais gru-
pos locais apresentem diferencas significativas na dis-
tribuigiio duma ou mais classes de qualquer cardeter e,
contudo, ainda se possam considerar amostras fortuitas
da populagiio geral, quando se considerarem coleetiva-
mente todas as classes em que o cardcter se repartiu.
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Para resolvermos éste problema preeisamos por isso
de comparar, pars cada grupo local, o conjunto das fre-
giiéneias observadas, das virias classes do cardeter em
consideracilo, com o conjunto das freqiiéneias das mes-
mas classes que siio caracteristicas da popuolagio geral.

Nam estudo anterior (!) tivemos ocasilo de expor os
métodos estatisticos utilizdveis para tal fim. Esses
métodos devem-se ao eminente estatistico de Londres

Ollos rmidaics -Dintnios.
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Grifico I

Professor Kann Pearson, e acham-se desenvelvida-
mente expostos em virias publicagdes (2).

Julgamos porém prestar um servigo aos estatisticus
portugueses aproveitando a oportunidade para tratarmos
do assunto mais desenvolvidamente do que entdo fizemos.

a) Método de contingéncia quadrada.—Uma primeira forma
de resolucdio consiste em determinar a probabilidade de

1) Revista da Universidade de Cotmbra. — Vol. v, pig. 613.

(2) K. Peansox — Methematical Coniribution to the theory of Ecolution XII1.
On the theory of contigeney and its relation to associalion and normal eorrelation.
— Dulau & G, Londres. Philosophical Magasine. — Vol. 1, pig. 157 e seg.
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ocorréncia casual, nas diferentes dreas geogrificas locais,
de diferengas, na freqiiéncia das classes, tio grandes ou
maiores do que as realmente observadas (!). O que equi-
vale a comparar as freqiiéncias observadas, em eada
regiio, com os seus valores mais proviveis, isto é, com
os valores tedricos que se encontrariam se a populacio
geral se distribuisse aniformemente por todo o pais.
Desta forma comparam-se, para cada localidade, as
freqiiéneias observadas das classes do caricter, conside-

- radas em conjunto, com as freqiiéneias proporcionais das

elasses correspondentes da populaciio geral.
O Prof. KarL PeanrsoN demonstrou que, se

"uu1“u}3 TN{I.'}H' e e ace Mt
Npe THbﬁ 'ﬂb‘f’. o o« v s Ry W0

e AR e e e e W e e e e e

constituem o sistema das freqiiéneins observadas dos

caracteres (ou classes) z, 8, v, ... w, nos grapos locais
a, b, ¢...z, em que se reparte uma populagio; e se

| ! ! i
Rlga s Mag s Bays + + « o By

i I r
Mde s Bop o Boaqus viiv, Maw

] I I I
“::rnsﬁr“z-rr' ....'ﬂ;w.

constituem nm sistema de fregiiéncias tedricas conhecidas
@ priori; a probabilidade P de, numa outra observagio,

"
Asyluns

J. F. Tocuer — The anthropomelric characleristics of the inmales of
tn Seotland — Biometrika, Vol. v, pig. 208,

Pigmentation survey of School-children in Scotland — Biomefrika, Vol. v1,

pag. 129,
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encontrarmos um sistema de freqiiéncias que se desvie
mais do primeiro que o sistema das freqiiéncias tedricas,
& fongio da grandeza

= {"GT"“CT] ]
“"’T

para todos os valores de ¢, de a até z, isto &, para todos
os grupos, e para todos os valores de y, de « até w, isto
é, para todas as classes (1).

O coeficiente x?, a que PrarsoN chama contingéncia
quadrada, niio é mais do que a soma—-para todas as
classes de cada grupo local e para todos os grupos —
dos cocientes que se obtém dividindo pelas freqiiéncias
teoricas os quadrados das diferengas entre essas freqiién-
cias e as observadas.

Como ficilmente se cumpraenda, visto se elevarem ao
quadrado as diferengas (1’1.;.1. —an' ey ) entre as fregiiéneias
observadas e as tedricas, o valor de 7? aumenta com a
grandeza dessas diferengas, quer sejam positivas, quer
sejam negativas, e serd igoal a zero se as duoas distri-
buigdes dos valores comparados forem exactamente iguais.

Mas é também evidente que, ainda mesmo quando con-
siderarmos duas amostras diferentes duma populagio
homogénea, o valor de y? raras vezes seri zero, pois
devemos ter em conta as diferencas resultantes dos erros
fortuitos.

Por isso, para com seguranga apreciarmos a significa-
¢iio estatistica de qualquer valor de y?*, & indispensivel

(") As freqiiéneias tedricas n' . das classes de qualquer caricter dum grupo
local calculam-se ficiimente na hipditese da distribuipdo uniforme.

Com efeito, se representarmos por N a grandeza da popuiagio geral (ndmero
dos individuos) por n. a freqiiéncia observada da classe y nessa populagiio; e se
n, representar o nimuro dos individuos que coostituem o grupo local e, a fre-
qiiéncia tedrica, (n',.", da classe 7 no referido grupo local serd, evidentemente
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conhecer a forma da distribuigdo a-fim-de determinarmos
a probabilidade da sua ocorréncia numa amostra fortoita
da populacio geral.

A distribuiglio fortuita dos valores de x* & dada pela

expressio (1)
1

— e x!’

df=mky® —lva T @y

onde df representa o elemento de freqiiéncia compreendido
entre as ordenadas levantadas nos pontos x e y +dy; k
6 uma constante e n' o niimero de graus de liberdade (*).

() Esta demonstragio foi pela primeira vez efectuada por Kari Prarsos —
Philosophical Magaxine, Vol. 1, pigs. 157-175, 1900.

{2) O conceito de grau de liberdade ndo ficil de apresentar em termos gerais,
mas & possivel dar déle, mesmo elementarmente, uma justificaglio cabal.
Primeiramente, os valores dos erros fortuitos que afectam as parcelas inte-
grantes da expressio de 2, em qualquer distribui¢io experimental, sio todos posi-
tivos, e, por conseguinte, quando maior fr o nimero dos grupoes em que se divide
a populagio geral tanto maior seri o valor de y* por virtude dessas variagbes for-
tuitas. Na expressdo analitica da distribuiclo dos valores de ;2 deve, portanto,
ter-se em conta éste facto, o que se realiza pela introdugfio do expoente n'.

Em segundo logar, quando se pretende ajustar uma distribuiglo tedrica aos
dados da observagfio, é pritica corrente ignalar algumas das constantes da equagio
tedrica aos valores experimentais correspondentes. Por conseguinte, quando pre-
tendermos averiguar se os dados experimentais se ajustam suficientemente bem a
uma determinada distribuigio tedrica, devemos evidentemente entrar em linha de
conta com a medida em que o8 fizemos ji corresponder. Exemplificando:
Suponhamos que a uma distribuigio experimental, constituida por n’ grupos, se
ajusta uma curva tedrica definida por uma equacéio com n' constantes todas calcula-
das a partir dos dados da observagio; ¢ evidente que as duas distribuigJes coincidem
exactamente, @ o valor de % ? serii zero, por niio haver a considerar erros fortuitos.
Cada constante da equagiio da curva tebrica que se determina a partir dos
dados de observacéio corresponde, sob o ponto de vista do valor de 2%, ao efeito de
reduzir duma unidade o nimero dos grupos da distribuigdo, e os graus de liberdade
podem, por conseguinte, considerar-se em nimero igual ao dos grupos independen-
tes que efectivamente contribuem para o valor de 2.

No nosso caso, calculamos sempre as freqiiéncias tedricas das diferentes clas-
ses dos vérios caracteres supondo que o niimero total dos individuos de cada grapo
local era o mesmo, tanto na distribaigdo tedrica (hipotese duma populagio geral
uniforme), como na realmente observada; determinamos assim uma constants da
distribuigio tefrica a partir dos dados da observagio, e reduzimos concomitante-
ments de uma unidade os graus de liberdade. Cf L. H. Tieeerr — The methods
of Statistics, pig. 62
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E a probabilidade de, noma distiibuigfio fortoita, encontrar-
mos nm valor de x? igual on maior que um determinado valor
xf, é dada pela expressio

Lo
AR
et ta 4 (1)

£

O valor numérico de »* fornece assim um critério da preci-
sdo com qu? as freqiiéneias observadas se ajustam as tedrica-
mente mais proviveis. Com efeito, se o valor de P for grande,
as probabilidades sdo favordveis & hipotese de se poder consi-
derar o grupo respectivo como amostra fortunita da populacio
geral ; se, pelo contririo, o valor de /> for pequeno, as proba-
bilidades sio em sentido oposto, isto &, o grapo local diverge
significativamente da populagfio geral.

Conhecidos portanto os valores das contigéncizs quadradas
correspondentes aos virios grupos locais, em que repartimos a
populaciio geral, podemos facilmente apreciar a medida em cadaum
désses grupos se afasta da hipotese da distribuicio uniforme, isto
6 podemos apreciar o grau de heterogeneidade dessa popalacio (1).

O valor de P, dadv pela equagio (1), pode desenvolver-se
em série (2), e toma entlo as expressdes

._'). £y -] __I__; 5] __I_ 2 7 3
Pz\/_i i as” ' oy ol ot g
: S T

__x_:i M Vi _I_ xl‘l—:* \)'
1.8.5° 1.8.5.. (=3

i

quando n & par; e

ke 4 i oy K
sy i"’(l+x—+ R e )

i iRk B:4ails—38)

quando n & fmpar; onde n é sempre igual ao nimero de graus
de liberdade acrescido duma unidade.

(") Biometrika, Vol. xu, pag. 224.
) CL K. Pearsox — Philosophical Magaxine, Vol. 1, pigs. 157-175,
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Para a determinaciio dos valores de P dispomos porém de
tdboas que facilitam econsiderivelmente o trabalho de edlealo.
Estas tiboas ddo os valores de P’ para todos os valores de n a
partir de 3 até 30 (1).

Quando porém um grupo loeal, a respeito de qualquer carie-
ter, se divide apenas em duas classes alternativas, é evidente
que ndo nos podemos servir destas tiboas. Mas, neste caso
(n=2; n'=1), o grau de ajustamente entre as freqiiéncias
tedricas e as observadas pode calcular-se ficilmente com o auxi-
lio das tdboas publicadas por G. Ubxy YuvLk (3).

Valores de log. P; sua distribuicdo na populagdo portuguesa.
— Calenlados os valores de x? determinamos os valores de
log. P, com o auxilio das Tdboas PearsoN, para a cor da pele,
do cabelo e dos olhos (Provincias e Distritos ).

Tomando o valor P=,05, ou log. P=2.70, como repre-
sentativo do limite da significancia (*), é evidente que todos os
valores de %* superiores a 3.76 slio indicativos de divergéncia
real entre a populacio geral e o grupo local respectivo Os
resultados estiio registados nas Tabelas XIIT e XIV.
Constroimos também uma escala dos valores de log. P, com
intervalos de 2 unidades, que nos permitia representar grifica-
mente estes resultados e apreciar riapidamente o grau de divergén-
cia relativa dos diferentes grupos locais — Mapas XIX. XXIV.

a) Cor da pele. — Tabelas XI1I e XIV; Mapas XIX e XX.
Todas as provincias divergem significativamente ; ape-
nas a Extremadura (log. P = 2.54) parece aproximar-se
da populacgio geral.

A divergéncia médxima corresponde ao Alentejo (log. =
= 169 .40); a divergéncia minima corresponde, como dis-
semos, & Extremaduora.

(!) CL Paux Evpertos — Tables for lesting de sgoodness of fils of theory fo
observation, Biometrika, Vol. 1, pig. 155; e Kanv Pransox — Tables for Statisti-
cians and Biomelricians, pig. 31 e 26. Cambridge Universily Press.

(%) On the Application of the +* method to association and conlingency
tables. Journal of the Royal Statistical Society, Vol. Lxxxv, Part. 1, pig. 95.
London.

(*) Fisuer — Statisiical methods for Research Woskers, pig. 83.
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As divergéncias do Algarve (log. I”=35.68), Alen-
tejo (log. P =169 .40), Extremadura (log. P=2.54) e
Beira Baixa (log. P =19.11) siio devidas ao excesso de
peles rosadas [Tabela V—d. L. ».: Algarve, - 11.28;
Alentejo, 4 27 .36 ; Extremadura, -+ 1.92; Beira Baixa,
+6.35]; enquanto que as da Beira Alta (log. P=10.59),
Traz-os-Montes (log. I’ =45.04) e Entre-Douro-e-Minho
(log. +=130.58) sio de atribuir ao excesso de peles
brancas-pdlidas [Tabela V—d. [, r.: Beira Alta,+6.92;
Traz os-Montes, + 13.24; Entre-Douro-e-Minho, 4- 7.52].
Mas no Algarve e no Alentejo hd também excesso signi-
ficativo de peles trigueiras [Tabela V—d. L r.: +2.63
e + 3.06, respectivamente] que nio se regista nas res-
tantes provinecias citadas.

A Beira Litoral (log. P= 27.14) diverge exclusiva-
mente por excesso de peles trigueiras.

Todos os distritos, com exeepeio Jos de Leiria (log. P=1.49)
e Lisboa (log. P’=1.43), divergem significativamente da popu-
lagio geral. A divergéncia mixima é manifestada pelo distrito
de Evora (log. P==84.34) e a minima pelo de Leiria.

Nos distritos ao sul dos da Guarda e Coimbra as divergéncias
8do devidas ao excesso de peles rosadas [Tubela VI —d. I. r.:
Castelo Branco, 4 8.70; Portulegre, 4 15.23; Setibal, 42.39);
Beja, + 10.51; Evora, + 19.44; Faro, +11.28], mas nas diver-
géncias dos distritos de Setibal (log P =4 .70), Beja (log. P =
=46.03) e Faro (log. P —35.68) também influe o excesso de
peles trigueiras [Tabela VI —d. I, r.: Setibal, 4 2.26; Baja,
+6.96; Faro, + 2.63] que faltam na restante regiio consi-
derada.

Ae norte dos distritos de Castelo Branco e Coimbra, todos
os distritos divergem significativamente [log. P: Aveiro, 2.60;
Vizeu, 10.39; Guarda, 5.23 . Braganga, 12.24; Vila Real, 37.30;
Porto, 18.91; Braga, 7.07; Viana do Castelo, 6.05;]. por
excesso de peles brancas-pdlidas [ Tabela VI—d. I r.: Aveiro
+2.64; Vizen, 4+ 6.92; Goarda, + 4.61; Braganca, + 4.93;
Vila Real, + 12.49; Porto, 4 5.80; Braga, 4 3.80], com excep-
¢ido do distrito de Viana do Castelo onde ha também excesso ligeiro
de peles trigueiras [d. l. r.: 2.2) e 4. 80, respectivamente].

O distrito de Coimbra manifesta uma posigiio singular : diverge
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significativamente (log. P= 33 .14) por excesso de peles trigueiras
(d.l. r.=+4 10.22), mas distingue-se dos de Aveiro e Vizen,
onde hid excesso de peles pdlidas (d. I. ». +2.64 e 4 6.92, res-
pectivamente ).

b) Coér do cabelo. — Tabelas XIII e XIV; Mapas XXI
e XXII

Todas as provineias divergem significativamente. A
divergéncia 6 mixima (log. I”=22,88) no Entre-Douro-
-e-Minho e no Algarve (log. ’—14.75), devendo o facto
atribuir-se, quanto i primeira destas provincias, ao excesso
de cabelos pretos (Tabela VII —d. L. r.= + 10.26) a0
passo que no Algarve sdo os cabelos castanhos que se encon-
tram em excesso (d. . r.—=- T.64).

A divergéncia das restantes provincias, com excepcio
da Extremadura e da Beira Litoral, é devida ao exrcesso
significativo de cabelos castanhos [Tabela VII —d. . r.:
Alentejo, 4 6.155 Beira Baixa, + 4.05; Beira Alta,
4+ 3.22; Traz-os-Montes, 4 4. 78].

A Extremadura diverge relativamente pouco (log. I =
=2.D4), e a sua divergéncia & devida ao excesso de cabe-
los loiros e pretos [ Tabela VII —d. L. r.: +2.60 e + 1.66,
respectivamente.

A divergéncia da Beira Litoral (log: P==27.14) é devida
ao excesso de cabelos pretos (d. . r.+T7.12).

Apenas os distritos de Aveiro (log: P =1177), Leiria
(log. P=1.64), Lisboa (log. ’—=1.80), Portalegre (log. P=1.48)
e Setlbal (log. ’=1.22), se podem razoivelmente considerar
nio divergentes da populaciio geral.

A divergéneia mdxima encontra-se no distrito de Viana do
Castelo (log. P =15.36) e a minima no de Lisboa.

Ao sul do Tejo as divergéncias sdo devidas ao excesso de
cabelo castanho [Tabela VIII —d. l. r.: Portalegre: - 1.16;
Setibal, 4 1.87; Beja, + 3.21; Evora, + 5.86; Faro, + 7.64].

Os distritos da Beira Baira, Beira Alta e Traz-os Montes
divergem também por ercesso de cabelo castanko [Tabela VIII —
d. l. r.: Castelo Branco, 4 2.81; Guarda, 2 81; Vizeu, + L
Vila Real, 4 4.90 ; Braganga, + 1.31]; mas ao passo que o dis-
trito de Castelo Branco se liga com os situados ao sul do Tejo,
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por excesso de cabelo loiro [d. I. r. 4-4.57], tais cabelos faltam
nos restantes distritos da regido (1).

Os distritos da Beira Litoral e do Entre-Douro-e-Minho diver-
gem por excesso de cabelo preto [Tabela VIII —d. . r.= Coim-
bra, + 12.35; Aveiro, 4+ 0.19; Porto, + 3 69; Braga, + 5.82;
Viana do Castelo, + 8.21], mas nesta dltima provincia, contri-
riamente ao que tem logar na Beira Litoral, hd também excesso
de cabelos loiros [ Tubela VII1 — Porto, 4 2.99; Viana do Cas-
telo, + 0.86] (%).

¢) Cor dos olhos — Tahelas XIII e XIV; Mapas XXIII
e XXIV.

Todas as provincias, com excepgilo da Beira Baixa e Beira
Alta, divergem significativamente. O midximo da divergén-
cia (Classe VI), corresponde ao Alentejo (log. P =19.51)
e ao Entre-Douro-e-Minho (log. P = 18.79).

As divergéncias da Eatremadura, Alentejo e Algarve
devem atribuir-se a ercesso significativo de olhos escuros.
Na Extremadura hi um certo excesso de olhos médios,
que niio & significativo (d. . r.=+ 1.01), atribuivel ao dis-
trito de Santarém (d. l. r.= + 2.53), pois o distrito de
Leiria é neutral (d. I. r.=—.13), e os de Lishoa
(d. l. r.=—.76) e Setibal (d. l. r.=—.73) concordam
com as condigdes domivantes no Alentejo (falta de olhos
médios ).

Nas provincias do norte — Beira Litoral, Entre-Douro-e-
-Minho e Traz-os-Montes — as divergéncias siio, pelo con-
trario, devidas a excesso de olhos azuis e médios. A falta
de olhos médios que se nota no Entre-Douro-e-Mioho
(Tabela 1X), talvez niio seja significativa (d. l. r.=—1.40);
deve atribuir-se aos distrites do Porto (d. . r.= — 1.69)
e Braga (d. l. r.==—.75), pois no de Viana do Castelo
hd um ligeiro exesso déstes olhos (d. l. r.=- .45).

A Beira Baixa nllo diverge significativamente (log. P =

(1) Os cabelos loiros faltam no distrito de Evora, mas o facto nio se pode con-
siderar significativo (d. . r. = — 0.69 ); no distrito de Setabal a diferen¢a relativa
aos cabelos loiros é nula e por isso insignificativa

{?) A falta de cabelos loiros manifestada no distrito de Braga ndo tem signifi-
caclo estatfstica (d. L r. = — 0.83).
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= 1.37), mas ao passo que o distrito de Castelo Branco
acompanha a regiio que lhe fica ao sul — excesso de
olhos escuros e falta de olhos azuis e médios —, o dis-
trito da Guarda aproxima-se das condicdes existentes nos
‘distritos de Coimbra, Vila Real e Braganga — excesso de
olhos médios e azuis e falta de olhos escaros (Tabela X).
A falta de olhos azuis registada no distrito da Guarda
nilo tem significacio (d. I. r.= — .20),

A Beira Alta também ndo se pode considerar diver-
gente (log. P =1.80), mas pelo excesso de olhos azuis liga
a Beira Litoral — Distrito de Coimbra (d. I. .= 4 2.50)
—com o Entre-Douro-e-Minho e Traz-os-Montes.

b) Método do coeficiente de divergéncia.— Os valores da con-
tingéneia quadrada permitem, como vimos, determinar o
gran de heterogeneidade duma populaglio comparando os
valores das freqiiéneias observadas das diferentes classes
de cada cardcter com as respectivas freqiiéneias tedricas,
na hipotese da distribuicio uniforme dessa populaciio.
Desta maneira, compara-se cada grupo local com a tota-
lidade da populagdio observada.

Mas podemos ainda determinar o grau de heterogenei-
dade duma populagdio, dividida em vidrios grupos locais,
por outro método que consiste em comparar cada grupo
local, ndio com a populaglio total observada, mas com o
resto que fien depois de eliminado o grupo loecal que se
considera,

Para &ste efeito imaginou PearsoN um coeficiente, a
que deo o nome de coeficiente de heterogeneidade ou diver-
géneia, que se baseia ignalmente na nogio de contingéncia,
e & maito 1itil e comodo para a resoluciio déste e doutros
problemas (). Vejamos como se obtem dsse coeficiente.
Sejam «, (3, 7, .... w uma série de carateres, ou classes
distintas do mesmo cardcter, duma populaciio constitnida
por N individuos, e a, b, ¢, ... 2, 0s grupos locais em
que se acha repartida

—

(') K. Peansox. — On a coefficient of class helerogenity or divergency Bio-
metrika. Vol. v, pig. 108.

12
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Constroa-se uma tdboa de forma tal que as colanas
correspondam aos caracteres, ou classes alternativas con-
sideradas, e as linhas aos grupos locais.

TAaboa de contingéncia

|

z .y L N PR SERT TR R B n,
,:Totais n, ng 1 n, e, GENsLi n, N |

Reserve-se a fltima coluna para as freqiiéncias totais
dos grupos e a Gltima linha para as freqiiéneias observa-
das dos diferentes caracteres, ou classes, da populagio
geral,

Inscrevam se, finalmente, nos eruzamentos das linhas
com as colunas, as freqiiéneias observadas dos caracteres
nos grupos locais respectivos.

Numa tdboa assim constituida, a que PearsoN deu o
nome de 7dboa de contingéneia, 0 nimero n.y, por exem-
plo, representa a freqiiéneia observada do cardcter y no
grupo e.

As freqfiéneias totais, correspondentes aos diversos gru-
pos a, b, ¢, ... z, silo respectivamente n,, ny, Ne +». Nz
as freqiiéneias dos diferentes caracteres «, 3, 7, ... w,
na populagio geral, sio semelhantemente representadas
pelos nimeros ma. n, Ny «u. Ny -

I evidente que, na hipétese da distribuigio uniforme da
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populaciio geral, a freqiiéneia tedrica do cardeter y no
grupo ¢ seri
M« Ny

N’

e, por conseguinte, a contribuigio do locus n., para a
contingéneia quadrada da tdboa, serd

! Ny Ay\2
(=5
T N

HC.HT

d-“r

Pearson chamou econtingéneia quadrada média duma
tiboa de contingéneia ao valor da expressio

Ng.ny\?
1 ("‘T_ N )

==_ —
¥ N M - Ny H (2

£ el st i
T N

para todos os valores de ¢ e de y, isto &, ao cociente da
divisio por N da soma das contingéncias quadradas de
todos os loci constituintes da tdboa, separadamente con-
siderados.

E deu o nome de coeficiente de heterogeneidade ou diver-
géncia da populaciio geral & expressiio

: —
c_—_\/ iy (3)
14 ¢?

I evidente que, se cada um dos grupos locais for uma
amostra fortaita da populacio geral, o coeficiente de hete-
rogeneidade terd valor nulo, dentro dos limites dos erros
proviveis, pois a contingéncia quadrada média (p?) da
tdboa serd igual a zero, por serem igualmente nulas as
contribuicdes relativas a cada um désses grupos. E,

quanto maior for o valor de (' tanto menos se poderio
considerar os grupos locais como amostras fortuitas da
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populaciio geral, isto &, tanto mais heterogénea se pode
considerar a sua distribuicio geogrifica.

O computo do valor de €', e do seu érro provivel, é um tanto
laborioso e aparentemente complicado. Por estes motivos pare-
ceu-nos interessante exemplificar 0 modus operandi para o caso da
distribuigio provincial da cor da pele.

Caleulo de €. Cor da pele — Provineias — Suponhamos que
a populagiio se divide em (n = 8) grupos locais e que o cardcter,
em cada um désses grupos, se reparte em (p—3) classes.

Comega-se por construir uma tdboa de contingéncia com n -+ 3
linhas e p + 4 colunas. (Tabela XV).

A primeira coluna da esquerda reserva-se para a inscricio
dos grupos locais, e as m segunintes servem para registo dos
valores correspondentes as freqiiéncias de cada uma das clas-
ses do eardcter.

Como para cada gruopo local, em referéncia a cada classe do
cardcter, se tem de registar oito valores, devem intervalar-se as
linhas entrando em consideragio com éste facto.

A cada grupo local, @ a cada classe do cardcter, corresponde
assim uma casa — um locus da tdboa, e o primeiro nimero que
se inscreve em cada locus & a freqiléneia observada da respectiva
classe no grupo loeal em questdo.

No nosso exemplo, os primeiros constituintes de cada locus
sflo as freqiiéneias registadas nas primeiras trés colunas i
esquerda da Tabela V, pig. 136.

A soma, para cada linha, déstes primeiros constituintes vem
a ser o nimero total dos individuos observados no respectivo
grupo local, e inscreve-se no logar correspondente da coluna
designada por Totais n .

As somas, por colunas, dos primeiros constitninies sio as
freqiiéncias das classes na populagdo geral, e sio inscritas nos
logares correspondentes da linha designada por Totais n. .

As somas dos Totais ny e n, devem ser iguais entre si e a0
nimero N dos individoos observados. No nosso easo N=11,601,
nimero que se inscreve no locus correspondente ao eruzamento
da coluna dos Totais n, com a linha dos Totais ny. Neste locus,
imediatamente por debaixo de , inscreve-se o seu reciproco 1/.V;
no nosso caso igual a .861995/10¢%,




TABELA XV

Cémputo do coeficiente de contingéncia — Cor da pele

| PSR ARy - =7 . & I
| Provincias Rosada Pilida | Trigueira | Totais n N -! ke, N2 .j & N? _.l" n, |
|
| -— |
131 150 290 . 571 |
| . 540434| 2574606 250.4878 | "e/ N = 019220 !
| m.szaﬁf;i — 107.4606 | 4 305122 | N ¥,y |
= y B cap nang b o o .
ks ' 10{:.5&15| 148586 35878 | N'e,. N =1580300 | 24073.7654 — N g,
(Algarve i LN = =8
i 14.1948 49622 11752 [Noo.v = 01362| 437300 = N4}
! 2.4240 5826 11176 | Nngy/ng.n ‘
' - a 9
| 2656328  261346| 40007 | N %oy Mey /Mo, ‘ 265.7771 *
' 34.4082 | 2.8910 | 13134 | N ¢, 6.8 /0 .0, | 38.6126 **
| | |
| 442 344 | 774 ‘ 1560 '
! 147.0493 | 703.4196 | 708.9311 | 134471 |
| | 42943507 | — 859.4196 |+ 65.0680 7764274 | !
_ | 5868117| 1836.4340| 50.7233 | 602838.8863 |
Alentejo I 69.7424 24.3803| 57741 | 060028 | 386.4352
2 0036 4800 10918 | Wiy _
1756 6795 §0.8016|  6.5206 | 1853.0017
! 2087808  11.9220|  6.3042 | 227.0070
133 567 510 1210 !
: 1145220 |  B4EG011| 549.8749 104301 .
| 4184771 4213989 [— 39.6740 [
; 2.0811 8303| 28016 6.7120 45.0509
Extremadora 6033 2100 0500 000579 0372
1.1613 1.0392 9275
3.4620 8m22| 26820 7.0162
| 7008 2102 0464 . 0662
| 138 ws | m2 | 804 .
; 81.6144| 4031135 406.2700 | 077062
| |- 3.3856 + 8865 | — 54.2700
ek 336825 0019|  7.2497 40 0341 1675.6005
| Beira Baixa 3 6764 1.2852 3044 003528 1.8743
| 1.6309 1.0022 8664 ,
i 54.0328 0019 6.2811 | ' 61.2158
| 5 9958 1.2880 2637 | ; 7.5475 ;
‘ 66 495 319 | 880 |J
| §32604|  306£008| 300128 | 075856 |
‘ — 17.2804| 4-98.1992 | —80.9128 | ' ,
pe 3.5800 243021 163708 | 44.2610 1959.1168
Bty Altn 3.9754 13807| 3201 | 003815 2.2263
: 7924 12475 2977 | < DN i
28439 303160 | 13,0500 46.2198
l 3.1501 17337| 2625 5.1463
! 128 | 1340 1607 ; 3081
: 201.6074| 13892537 | 14001430 | 265581
'» —163.6074 | — 43.2537 |+-206.8570 1237002 | 15301.7395
ooz 91,7025 13467 305610 4.9665
| Boirs Litoral 111114 5.8843 9199 010663
4389 0689 11477 .
40.2877 13048 350749 76,6674
4 8768 3.7635|  1.0558 9.6061
24 930 595 1569
1485011 |  707.4778| 713.0222 135247
— 1245011 | + 2425222 | —118.0222
. 104.3799 83.1362| 19.5355 207.0516 | 428703651
[ Feaoe:Muilon 185085 65016 15398 01784 | 273234
, 1616 1.3428 8345
16.8678| 1116353 | 163024 144.8055
3.0055 87303  1.2850 13.0208
|
; 36 975 825 1836 -
173.7710|  827.8708| 834.3573 158262
—137.7719 | -+ 147.1202 |— 03573
| : 109.2300 26,1478 1049 135.4827 | 18355.5620
i fosop Mistie b L 98 1901 42544 | 10076 011679 |  9.9076
2072 11777 0888
| 22 6325 30.7043 1037 | ' 53.5305
| 2.5216 5.0104 0963 | 85283
| |
I | l - [ NQ N2 g 1 ' e
e 1008 | 5231 5272 11601 = N 1/N§ (N2 2,/nc)
RV 9 '; 1/N = .861995/101 = 041082
| | I
i - 0] a . T 4 - R 3
‘ Nel 10420512 | 3642760 862736 | | o §(N%gl/n ) [Vei=1402.6008
| Nt 1085870.2866 | 132697.0042 | 7443.1341 gi=  .1287 0 = 337676
N* o/, 088.9529 253674| 14118 = 087562
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Isto feito, procede-se ao cileulo da seguinte forma:

Coloca-se o nimero 1/N no caleulador e multiplicam-se suces-
sivamente por éle os niimeros inseritos na colana dos Zotais n,,
0 que dd os resultados n./N, que se registam imediatamente por
debaixo dos Totais n, correspondentes.

Estes nimeros (n./N) siio postos sucessivamente no caleu-
lador e cada um deles multiplicado pela série dos 7Totais n+, 0
que dd os resultados n,.ny/N, que se registam como sequndos
constituintes de cada locus. Os nimeros (n,.ny/N) ndo sdo
mais do que as fregiiéncias tedricas das classes nos diferentes
grupos locais, isto 6, as freqiiéneias que se observariam em cada
classe se a populagiio geral se achasse uniformemente distribuida
por todo o pais. A diferenca, com o respectivo sinal, entre o
primeiro e o segundo constituintes de cada locus, regista-se como
terceiro comstituinte e representa a contribuicio (N. {v.) désse
locus para a contingéncia da tdboa.

O quadrado déste niimero — extraido das Tiboas de Barlow,
por exemplo — dividido pelo segundo constituinte, & registado
como quarto constituinte de cada locus, e mais nio é do que N
vezes a contribuigio désse locus para a contingéncia quadrada
média da Tédboa, isto &, (NoJ,) (ef. pig. 165).

A soma, por linhas, dos quartos constituintes dé N’ , e por

colunas, Nq:_';, que siio registadas na coluna e na linha que se
seguem &s dos Totais n, ® ny, respectivamente.
Somando separadamente estas coluna e linha, obtem-se

8,(N.9.)=5,(N.9;)=1492.6008,

ou N g%, valor registado no loeus correspondente ao seu cruza-
mento.

Entrando com @éste valor na expressio (3) do coeficiente de
contingéneia (cf. pag. 169), obtem-se

C=\/2?/(1+¢?) = 338.

Erro provavel de C. — A significagiio estatistica do coeficiente
de divergéncia, como a de qualguer outro coeficiente estatfstico,
estd na dependéneia do respectivo érro provivel.
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Pearson demonstron que o érro provivel de coeficiente de

divergéneia é
3 3

3, =61449 (1 — O¥i.0,=.6T449<a, /(1459  (4)

onde 74 & o desvio padrio da distribuigio fortuita dos valoras_da
contingéncia (). No caso de ndo haver contingéncia, 5—1 ;\/ N,

e o érro provivel de C 6 igual a + 67449/ VrN ?

Portanto, quando o coeficiente da divergéncia exceder mais
do que trés vezes éste valor, podemos considerar contingentes
as grandezas em discussio.

Para o nosso exemplo, na hipitese de nio haver contingéneia,
o #rro provivel de (' seria ignal 4 .000058. De facto €' é maior
que DBOO vezes éste valor, e, por isso, tal hipétese nio & de

admitir.
A determinacio do valor do érro provével de C, no caso de

haver contingéncia, envolve como se vé o conhecimento do
valor de o, que é dado pela expressio

g ) 1 n
7’ =3=S (°§~ - ) +-—S 795 — )
7 e \ OV mg.ny 2 Wer\'® T mpemy
8 ()2 (3
§ 8,6 A e > 5

para todos os valores de ¢ e 7.

O computo procede da seguinte maneira:

Elevem-se ao quadrado os valores Nqai e Nq)i, inscritos nas
peniltimas coluna e linha da Tabela XV ; obtém se assim os
valores N? :p: o N‘q;; que se inscrevem nos logares respectivos
da Gltima coluna e da dltima linha da referida Tabela.

Dividam-se sucessivamente os valores N? q;: pelos Totais n,
correspondentes & linha respectiva e inscrevam-se os cocientes

(1) Jomx Buaxesaxns and Kare Prarsox — On the probable error of mean-square
contingency. Biomeirika, Vol, v, pig. 104.
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N2 q: /n, imediatamente por debaixo dos valores N'? g, corres-

pondentes. Proceda-se anilogamente com os valores V'q:" divi-

dindo-os pelos Totais ny correspondentes &s colunas, e inscre-

vam-se 08 cocientes por debaixo dos respactwon valores N *mT
A soma déstes cocientes, em relagio &s linhas, da

SN}/ n,=476.5074.

Dividindo éste niimero por N, ou maltiplicando-o pelo reci-
proco de N, temos

Lisenoniag PR
~ SN ge/n, =N §9,/n,= 041082,

que se insereve na Tabela XV no dltimo locus correspondente &
linha dos Totais ny.
Por conseguinte

S p}/n,= 1/ N(.041082). (a)

A soma dos cocientes N’?f{fn-r, correspondentes as colu-
nas, dd

Ntgl n, =1015.7321.

¥

Dividindo éste niimero por N, obtem-se semelhantemente
—_— S ‘\’??" n, = 087556,

que se inscreve na Tabela XV no dltimo locus da coluna dos
Totais n,.
Por conseguinte

§ 7 [ m, = 1/N (.087556). (b)

Dividam-se em seguida por N, os nimeros Nq:: ou, melhor,
multipliguem-se pelo reciproco de N'; os cocientes qaf silo os




174 Revista da Faculdade de Cifncias da Universidade de Coimbra

valores inscritos na coluna (Nq;i & 'f-:) imediatamente por
debaixo dos valores de Ngp:.
Ponham-se, sucessivamente, estes valores q:" no caleulador

multipliquem-se pela linha dos valores .\q: . Os resultados
constitnem os quintos constituintes inseritos nos loei correspon-
dentes du Tabela XV.

Divida-se cada um dos primeiros coustituintes (n.y) de cada
locus pelo segundo (n..ny/N), us cocientes sio os sextos cons-
tituintes de cada locus, isto &, os valores de N n,y/(n,.ny).

O sétimo constituinte de eada locas é o resultado da multipli-
caciio do sextu pelo quarto, ou N? ‘PcT Mgy [(ne.my); @ 0 oitavo,
isto 6, N* *.p.: qac ey/(ng.ny), obtém-se multiplicando o sexto
pelo quinto,

As somas, para cada linha, dos sétimos e oitavos constituin-
tes de cada locus, inscrevem-se como terceiros e quartos consti-
tuintes dos loci correspondentes da coluna (Ng! & N¥g%/n,).

A soma dos terceiros constituintes da referida coluna
(N'g! & N'gl/n,), para todas as linhas, dé

2 / =L
b”N q:r__.r ey Mgy =2538.2340,
Dividindo por N, temos
1 -\vﬂ 2 [ \'v 2 #
a6 feiin G i e e Ss'r?c'f'"”" af [t |

— 218795 ;

e, portanto

5 ) 1
Sﬂ?“.n”;ncnﬁ:‘v . . (e)

Procedendo nnhlogamente com 08 quartos constitointes da
coluna (4\'2?‘ & N* ?u 'n¢), temos

Sﬂ.\"z?i.?z.ﬂ = [n,.n —3105 248;
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on
1 g .9 L] ¥ ? 2 f
_)\_'Sc*.' N-?;-?% .nc?[nc.n_‘=‘\ S‘_‘q:: B WL L B
= 026767
e, por conseguinte
L [ - 026767 d
Sc-rq’c‘?*r‘“c'ﬂ'“c‘"*r=?(' 26767). (d)

Substituindo os valores (a, b, ¢ e d), na expressio (D)

garibl 3 i
Plot= i [.213?95 + 013385 — —- (.041082 + .087556)J

-

— . (:1857);

on
No*.op=.1857. .

Pondo, em vez de N 3? o sen valor temos

a, = (.1357)/1492,6008
= 00009092 ;
e, portanto
7, =.009535.

Substituindo os valores de 3? e z_, na expressiio (4) temos

?'I
3
2, = 67449 ><0, /1 + )7 = 00536,

que mostra ser o coeficiente de contingénecia 63 vezes maior
que o seu érro provivel (!). Na Tabela XVI estdo registados
os valores de ' e seus erros proviveis, para as provincias e dis-
tritos.

Coeficientes de divergéncia local. — A tdboa de contingéncia

(1) O &rro provivel de ¢* é dado pela expressio Eee=07440X<2%. 0

Ctr. Biomeirika, vol. v, pig. 196, nota. 4
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permite, como vimos, calenlar um coeficiente cujo valor dd idéia
da heterogeneidade geogrdfica duma populagiio repartida por certo
nimero de grapos loeais.

Por intermédio déste coeficiente podemos ficilmente compa-
rar entre si, a respeito dos mesmos caracteres, quaisquer popu-
lacdes diferentes quando se achem, aproximadamente, repartidas
no mesmo nimero de grupos locais.

O coeficiente C' pode por isso chamar-se coeficiente de hetero-
geneidade inter-racial.

Mas niio basta saber que uma determinada populagio & geo-
graficamente heterogénia, muito interessante serd dispormos
também de eritérios, simples e cémodos, que permitam apreciar
com seguranga o grau de divergéncia que os seus diferentes gru-
pos locais manifestam ; isto é, seria muito conveniente dispormos
dam coeficiente de divergéncia, ou heterogeneidade inter-local.

TABELA XVI

Valores de C e respectivos erros provdveis

‘ Pele ! Cabelo

Provincias | .338 + .006 | .161 + .006 | .139 4 .005
356+ .005 | .170 4 .006 | .146 + .006

Distritos

Este problema ji foi abordado pela consideraciio dos valores
de »?, qne nos permitem graduar a divergéncia dos grupos locais
por meio dos valores de log. P.

PearsoN (!) apresenton ainda outro método de solugio do
problema.

Suponhamos, por exemplo, que se queria calenlar o coefi-
cientede divergéncia dum grupo local b, qualquer, relativamente
4 populagio geral.

(1) DBiomeirika, vol. v, pig. 198. — On a coefficient of eluss helerogenity
or divergency.
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Construa-se uma tdboa condensada de contingéncia, onde is
freqiiéncias observadas das diferentes classes do cardcter em
estudo se opdem as correspondentes ao resto da populagio.

Tdboa de contingencia

-3 B | P e foos s a e J w Totais ||
| b fya “55 nf"{‘ ...... L n, I
! v
iRestu My —Myy [ Rp—Myg | Ra—Rpp | o oo gy [N,
| | 4 ~PREL
.Totals n, ng S o € ko S n., N |

Representando por X; a contingéneia quadrada média desta
tdboa, mostra-se ficilmente que o seu valor & dado pela expressio

(u na.u;,')’
: 1 w ba N
R T, | i

N

para todas as classes do caricter, de « a w.

Por outro lado, a expressio da contingéncia quadrada média
da populagio geral (2) mostra que a parte com que o graupo
local & contribue para o seu valor é
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Representando por €', o coeficiente de divergéncia local cor-
respondente ao grupo b, temos anilogamente

. G 2
Ly s
sz\/._.__z s : (M
142, HAE): 2
. s N T % :

Como as contingéncias quadradas médias 9., ¢, ...., Tres-
peitantes aos grapos locais a, b ..... , 88 determinam ao calca-
larmos a contingénecia quadrada média ¢? da tdboa de contin-
géncia completa — que & igual & sua soma —, entrando com os
valores correspondentes na expressiio anterior (7), determinam-se
ficilmente os coeficientes de divergéncia dos diversos grupos
locais, cojos valores C,, Cy ...... medem a divergéncia rela-
tiva dos grapos loeais.

Se tivermos priviamente determinado o coeficiente de hete-
rogeneidade C, da populaciio geral, é ficil de verificar nio ser
necessirio qualquer trabalho aritmético saplementar para obter-
mos os valores ((;) dos coeficientes de divergéneia local.

Com efeito, os valores de g, que entram na expressio (7),
mais nio sdo do que os segundos constituintes da coluna
(N?': & ?3) da Tabela XV que servia para o edleulo do coefi-
ciente de heterogeneidade da populacio geral.

A significacio estatistica dos coeficientes de divergéneia nio
se pode apreciar independentemente da econsideragio dos seus
eIrTos proviveis.

Se um determinado grupo local b for uma amostra fortunita da
populaciio geral, é evidente que ;: serd nulo, e, por conseguinte
C; deve ser igualmente nulo.

Mas, por virtude da propria flatuagio das séries, podemos
numa distribuigio fortaita encontrar valores de €, que nio
sejam nulos, sem que todavia a sua significaglio estatistica se
possa claramente definir pela simples consideracfio do sen valor
absolato. /

A distribuigio fortuita dos valores de qualquer coeficiente
estatistico tem, no caso da variagiio normal, como se sabe, uma
amplitude sensivelmente igual a + 3 vezes o seu desvio padrio,
e, por conseguinte, as probabilidades de divergéncia real nio se
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poderiio considerar grandes a menos que a diferenga entre (7,
e zero nio seja igual a virias vezes v seu érro provivel.

A expressio do érro provivel dos coeficientes C'; é dada pela
expressiio

B, = 6149 (1—C})s .0, , ®)

que envolve o conhecimento dos valores de oy, , isto &, do des-
vio padrio das distribaicdes dos valores da comtingéncia qua-
drada média désses grupos.

Para a sua determinagio, deduziu Pearsox (!) a seguinte for-
mala :

1 N's, 1
73&“?[(’64' W: (1—”)) (1+-5—{1+w5)?:)
sl o

2 4
B 1+v§ 2 N w,
e e + (1 + v) . ‘ 9
4( A, A N, ¥

Nesta expressio, vy=mu,,/(N— n3), @ :p: é a contribuigfio do
grapo b para o coelficiente de contingéneia quadrada média da
populagiio geral, que foi doterminada quando se calculou @sse
coeficiente ; N‘z-rz foi determinado quando se calculon o érro pro-
vivel de C'— & ignal & soma, para cada grupo local, dos séti-
mos termos de cada locus da tdbua de contingéneia, isto &,

3 W a2 2 .
N2 ToZS: Nogypon,,[n, .n.

A dunica grandeza que se torna indispensdvel caleular & w:.
que é dada pela expressiio

I\ AR (0
ub—- x Na A N2 % Na : (10)

O sen cOmputo pode fazer-se da seguinte maneira :
Constroa-se a Tabela XVII, onde, como primeiros consti-
tuintes de cada locus, se inscrevem os valores dos quadrados de

(1) Cf. Biometrika, Vol. v, pig 202.
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Ng,,, isto &, dos quadrados dos quartos constituintes de cada
locus da Tabela XV que serviu para o cilculo do coeficiente de

contingéncia.

Na tiltima linha desta tabela inserevam-se os totais mx cor-

TEBELA XVII

Computo dos erros providveis de Cp

e e ——
e 1
Provinciss |  Rosada Pilida Trigueia | N'w) |
12008.7626 |  2012.2040 12.8723 1
Algarve 10.9370 3547 0024 11.3241 |
s-$4348 3 333 33724.8084 35.6684 |
Alentejo 313.6152 6.4471 0068 | 320.0601 |
| e M0 S0 t s e
, 8.8870 7044 8.3614 I
'Extremadura 0081 | .0001 0016 | 0008
1134.5108 00.0000 52,5582 |
| Beira Baixa 1.0333 i 0100 | 1.0433
| 12.8809 | 590.5021 |  268.0031 |
IBeira Alta 0117 1129 0508 1754
i 8425 8631 1.8136 | 0339747 |
IB-anra Litoral | 7.6739 | 0003 1772 | 7.8514
CEE e S > =% =T
| 10895.1635 | 69116278 |  381.6358 | |
ITmz-ua~3[onien 0.0228 1.3213 0724 11.3165 |
| 11931. 1'139  683.6502 0110
I Entre Douro e Minho 10.8463 | 1307 0000 10.9970 |
| QIUM&S 109 19110&0 107 1806813/10°?
Totais n, | 1098 5231 5272

respondentes a cada uma das classes do cardcter considerado, e,
imediatamente por cima déles, os seus reciprocos.

Coloquem-se estes reciprocos, sucessivamente, no calculador
e maultipliqguem-se pelos primeiros nimeros registados em cada
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locus da coluna respectiva. Os resultados inscrevam-se como
segundos constituintes de cada locus.

A soma, para eada linha, déstes segundos constituintes dd o
valor N* ::::, de cada grapo local, e increve-se na iltima coluna
i direita.

Entrando com vs valores conhecidos de v,, q:: e u'-: na for-
mula (9), e efectuando as operacgdes indicadas, calenlam-se ficil-
mente os valores de cy,, e pela expressio (8), os erros provi-
veis dos coeficientes (', para os diversos grupos locais.

Na Tabela XVIII estlio registados todos os elementos neces-
sdrios para o cdlcalo e os valores obtidos para os erros provi-
veis dos coeficientes (', relativos & distribuigio da cor da pele
nas provineias,

Andlise dos valores de coeficientes de divergéncia local dos
portugueses.
a) Cor da pele.— Os coeficientes de contingéneia para a eor
da pele tem os seguintes valores (Tabela XVI).

C'=.338 + .005 (provincias);
C'=.356 + .005 (distritos).

Em ambas as distribuicdes o coeficiente da contingén-
cia & muito superior a 3 vezes o respectivo érro provivel ;
a populaglio deve por isso considerar-se heterogénin, como
alids ji se tinha reconheecido pelo emprégo do método
de x2. (cf. pag. 156).

Nas Tabelas XIII e XIV estiio registados os valores do
coeficiente de divergéneia, ('y, e respectivos erros proviveis,
para as provincias e distritos.

No Grifico IIl estio representadas, para os distritos, as
relacdes encontradas entre os valores de ', e log. I”; v se cla-
ramente que todos vs valores de €, > .0235 silo indicativos de
divergéncias reais. )

istes resultados confirmam as conclusdes a que se tinha che-
gado pelo emprégo da contingéncia quadrada.
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Pode pois afirmar-se que a populacfio portuguesa, quanto i
cor da pele, tende a diferenciar-se da seguinte forma (Mapa XXV):

1) a norte dos distritos de Setibal, Evora, Portalegre e

Castelo-Branco, — com excepc¢iio do distrito de Coimbra
— por excesso de peles brancas-palidas ;

ﬁé/‘.d-am

=0 S oS

EIE T~

.
% LTI Y1)

b o oy m g S el

5 AR TR SRR C T e SR T - e
(74
Grifico 111

2) a sul dos distritos da Guarda, Coimbra e Leiria, por
excesso de peles rosadas;

3) na regido litoral, ao norte, no distrito de Viana-do Cas-
telo, @ a sul de Coimbra, com excepcio do distrito de
Lisboa, ao longo de tdda a zona costeira, por ercesso de
peles triqueiras.

15
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4) Quanto & eor da pele, a regido litoral, ao sul de Coim-
bra, apresenta-se mais complicada que o restv do pais.
As peles trigueiras, em excesso, associam-se com excesso
de peles-pdlidas, no distrito de Leiria; com excesso de
peles rosadas nos distritos de Setibal, Beja e Faro. Mas
nos distritos de Santarém e Lishoa encontra-se nm excesso
simaltineo de peles rosadas e pdlidas combinado com falta
de peles trigueiras.

b) Cér do cabelo. — Os coeficientes de contingéncia
tem os seguintes valores (Tabela XVI):

€' =.161 £ .006 (provineias),

C'=.179 + .006 (distritos)

que mostram niio se poder considerar uniforme a distri-
buicdo geografica diste cardeter.

Nas Tabelas XIII ¢ XIV estlio registados os valores
de C}, e respeclivos erros proviveis, para as provinecias
e distritos. :

No Grifico IV estiio representados, para os distritos, as
relacdes encontradas entre os valores de C'y e log. P. Vé se
igualmente que todos os valores de ), > .023 siio indica-
tivos das divergéneias reais.

Confirmam se os resultados obtidos pelo emprigo do
método de 2.

As condi¢des reveladas podem resumir-se da seguinte
forma: (Mapa XXVI).

1) Na regido costeira, ao norte do distrito de Setubal,
encontra-se ercesso de cabelo preto, — Lisboa, Coimbra,
Braga — que pode também andar associado com excesso
de cabelos loiros — Santarém, Leiria, Porto e Viana-do-
-Castelo,— ou com excesso de cabelos castanhos — Aveiro.

2) Em toda a regido fronteiriga hd excesso de cabelo cas-
tanho, mas ao passo que na zona montanhosa do nor-
deste — Guarda, Vizeu, Vila Real e Braganca — apenas
éste tipo de cabelos estd em excesso, nos restantes distri-
tos ao sul da Guarda ha também excesso de cabelos loiros.
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3) O excesso de cabelos loiros estende-se ainda aos dis-
tritos de Santarém e Leiria ( associado com excesso de
cabelos pretos) e ao de Setibal, que concorda com o
restante Alentejo (associagio com ecabelo eastanho).

Do o kol _Biion.

T Y

v
B Bt I ST T ST '\?hl Rl 7 E Y

v BN PP Sy S TR O Sie SR
£ 74
Grifico IV

¢) Cor dos olhos. — Os valores obtidos para o coeficiente
de contingdneia foram (Tabela XVI):

0'==.139 4+ .005 (provincias),

(' = .146 + 006 (distritos),

que provam haver também falta de uniformidade na dis-
tribuiciio geogrifica déste caridcter.
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Nas Tabelas XIII e XIV estio registados os valores
Cy e log. P que mostram serem todos os valores de
C > .023) indicativos de divergéncias reais — Grifico V.

A sitnagiio pode resnmir-se da seguinte maneira
(Mapa XXVII): :

1) De Coimbra para o norte tende a manifestar-se exrcesso
de olhos azuis, quer isoladamente, quer associados com

G dow s - B,

=t

b U I Y

-%. o
i B

¥
J
F
?. .
i
. 0 23 i o oF e A a7
€
Grifico V

excesso de olhos médios — Coimbra, Vila Real, Bra-
ganca e Viana do Castelo. Em Aveiro os olhos azuis
associam se com excesso dos olhos escuros; na Guarda
niio hd excesso de olhos azuis.

2) As divergéncias a sul da Guarda e Coimbra sio devi-
das exclusivamente ao excesso de ollos escuros, com
excepgio do distrito de Santarém que diverge por
excesso de olhos médios.
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CONCLUSOES GERAIS

Considerando o conjunto dos individuos observados como
amostra fortuita da populagiio portuguesa, verifica-se que esta
se pode caracterizar, quanto A pigmentacdio, pelos seguintes
valores tipicos:

Cor da pele — trigueira (45.44°)y) ou branca-pdlida (45.000/);
Cor do cabelo — castankos (68.33 %/y) ou pretos (20.43 %) ;
Cor dos olhos — escuros (77.740)).

Em estados anteriores, realizados sdObre os mesmos indivi-
duos, tinham-se obtido os seguintes valores médios para alguns
dos caracteres mais importantes :

Estatara. . . . . .. 1".635 4+ 0.32™/m™ ;
indice cefalico . . . . 76.39 +0.,02;
indice facial superior . 51.26 <+ 0.02.

De modo que podemos definir a populaciio estudada da
seguinte forma: dolicdcefala, meséna, de estatura média; pele tri-.
gueira ou branca-pdlida; cabelo eastanho ou preto ; olhos escuros.
Os portugueses podem portanto, no sen conjunto, considerar se
representantes tipicos da raga mediterranica.

A populagio estudada nio se pode todavia reputar homogé-
nia, como se provou neste estudo, e nos outros anteriores (1),
pela consideraciio das diferengas locais relativas dos virios
caracteres.

O estudo da heterogeneidade da populaciio portaguesa —
quanto ao indice cefilico, estatura e indice facial superior — niio
foi tio minuciosamente efectuado como o relativo i pigmentacio,
pois para aquéles caracteres apenas determinamos as diferengas

(') Cf. — Contribuipdes para o estudo da Antrepologia Porluguesa — x —
Parte 11 — O indice facial superior, pig. 322, Quadro 1v,
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locais relativas respeitantes & distribuigio provineial, e nio se
caleularam os coeficientes de divergéncia local.

Todavia parece-nos conveniente realizar uma andlise do con-
junto dos factos averiguados, pois tal andlise nos pode dar indi-
caghes interessantes icérea do sentido em que se opera a dife-
renciagio regional da nossa populagio e sugerir estudos dirigidos
i investigacdo das causas intervenientes (Tabela XIX ).

Pondo de parte quaisquer influéneias paracinéticas, — enja
actuagio absolutamente desconhecemos — podemos, pela conside-
raglio das tendéncias fenotipicas manifestadas nas diversas provin-
cias em relacio com as associacdes morfoldgicas que caracteri-
zam os trés tipos étnicos fundamentais das populagdes europeias
— noérdico, ulpino e mediterrinico —, eshogar a seguinte sintese.

O substractum essencial da populagio portuguesa &é consti-
tuido pelo elemento mediterrdnico, como manifestamente nos indi-
cam, em tddas as provincias, as percentagens elevadas dos tragos
morenos — pele, cabelo e olhos, — e os valores médios da esta-
tura, fndice cefilico e indice facial superior.

A consideraciio das diferencas significativas na distribuigiio
do indice cefalico, mostra que nas trés provincias meridionais —
Extremadurs, Alentejo e Algarve—e no Entre-Douro-e-Minho,
se faz sentir a influéneia diferenciante dum elemento braquicé-
fulo — o elemento alpino, — influéneia que parece ser mais acen-
tuada no sul do pais, como mostra a sua associagio harmoénica
com diferencas significativas nos valores do indice facial supe-
rior.

Com efeito, no Entre-Douro-e-Minho o indice facial superior
tende para valores menos leptenas, contririamente ao que sucede
na Extremadura, Alentejo e Algarve.

As diferencas nos tracos pigmentares indicam também oma
influéneia indisentivel e bastante generalizada, geogrificamente,
do elemento ndidico.

Com efeito, na Beira Baixa, Extremadura, Alentejo e Algarve
nota-se excesso significativo de peles rosadas e eabelos loiros,
a que no Algarve se associa ainda tendéncia para maiores esta-
turas,

No Eatre-Douro-e-Minho hd excesso significativo de olhos
azois e de estaturas mais altas a que, na primeira destas
provincias, ainda se associa excesso significativo de cabelo
loiro.
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Até que ponto, e com que intensidade, as sugestdes indica-
das correspondem & realidade, sbmente estudos ulteriores o pode-
rio determinar, pois as nossas conclusdes baseiam-se apenas em
dados individuais, separadamente considerados, e nio se conhe-
cem ainda as correlagdes exactas dos diferentes caracteres que
tem sido objecto dos nossos estudos.

Dgr. EvusEpio TAMAGNINI
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Determinacdes quantitativas de vitamina A
pelo método espectrofotométrico

|

Estado de alguns dleos de figados de bacalhau de emprésas
de pesca portoguesas

Introducdo

As determinagdes quantitativas das vitaminas fundamentam-se em
trés métodos: bioldgicos, fisicos e quimicos. Os métodos bioldgicos
tém tido primordial importincia no seu estudo, mas os numerosos
conhecimentos sébre a constituigfio quimica, sinteses, propriedades qui-
micas e fisicas déstes compostos tém permitido o estabelecimento de
métodos quimicos e fisicos para as suas determinagdes quantitativas.

Nas determinagdes de vitamina A, a-par dos ensaios bioldgicos,
usam-se: (i) a medida da absorciio ultraviolete em 328 mp.; (ii) a
e¢or azul do ensaio do tricloreto de antimdénio (Carr e Price).

Faetos quimicos e bioldgicos conduzem & suposigio de que a vita-
mina A 6 um produto de hidratagfio de meia molécula de caroteno,
com a férmula Ce Hy O:

HsC .. . CH,
c
H:C~ ~.C— CH:CH.C(CH;):CH.CH:CH.C(CHy): CH.CH; OH,

o)

i1
HsC_ _C—CHj;

CH,

apresentada por Karrer, Morf e Schipp L

Morton e Heilbron? atribnem a vitamina A a banda de absor-
cfio em 328 mp, exibida por 6leos e concentrados que contém esta
vitamina.
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O relatério da Conferéncia Internacional da « Permanent Comis-
sion on Biological Standardization of the League of Nations Health
Organization », reunida em Londres em 1934, afirma que a medida
do coeficiente de absor¢lio em 328 mu constitdi um método seguro
para a determinagiio da quantidade de vitamina A em éleos e concen-
trados?,

Principio do método espectrofotométrico

A-pesar-das numerosas tentativas feitas no sentido de obter a
vitamina A pura, somente foram conseguidas preparagBes muito
activas. Os concentrados de Karrer, Morf e Schipp*, Heilbron,
Heslop, Morton, Webster, Rea @ Drammond 3, e Carr e Jewell ¢ siio
0s mais Ticos até agora obtidos ; as andlises orgfinicas déstes con-
centrados confirmam a férmula de Karrer, e podem considerarse
como preparagdes quési puras de vitamina A. O valor do coeficiente
de absorcfio do concentrado de Carr e Jewell em 328m p, referido
a 1 centimetro de espessura e i concentraciio de 1/, da soluclio
aleodlica, &6 E}"°=1600; éste valor permite-nos calcular a poténcia
em vitamina A dos éleos e concentrados.

Os espectrogramas, para a determinagfio do coeficiente de absor-
¢lio em 328 m 1, de concentrados ou 6leos muito ricos em vitamina A,
podem obter-se directamente com as solugdes em alcool puro daque-
las substincias; a banda de absorcio deve ser persistente e bem
definida para que os valores de E}* sejam de confianga. Prinei-
palmente nos dleos pobres, outras substincias eroméforas, que acom-
panham a vitamina A, modificam a persisténcia e a intensidade da
banda 328 m x; a persisténcia da banda diminui, algumas vezes
aparece apenas uma inflexfio, e o coeficiente de absorglio em 328 mp
apresenta valores demasiadamente elevados; nestes casos, os Gleos
devem ser préviamente submetidos i saponificaciio, e, eliminada
assim grande parte das substincias perturbadoras, a concentragiio
vitaminica deduz-se do espectrograma da fracio insaponificdvel.

Neste trabalho, exprimimos a concentragio de vitamina A em
valores E i:‘;’m em gramas do concentrado de Carr e Jewell por 100
gramas de Gleo, e em unidades internacionais. A unidade inter-
nacional de vitamina A & 0,67 (0,0006 mgm.) de caroteno-{ (pro-
-vitamina). Os valores E | 328 my multiplicados por 1600 dio
ntimeros que representam unidades internacionais de vitamina A
por grama de 6leos ou concentrados. O factor 1600 é a média duma
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série de ensaios comparativos e independentes sibre as fracgles
insaponificdveis de dleos de figados de bacalhau e concentrados .
Usando éste factor, a unidade internacional de vitamina A corres-
ponde a 0,39 y do concentrado de Carr e Jewell *.

Técnica

Espectrofotometro — Obtivemos os espectros de absor¢iio com
um espectrégrafo de quartzo, Hilger, E 316, associado com um
fotémetro Spekker; usimos, como fonte luminosa, uma fafsca entre
electrodos de ago de tungsténio.

FEspectrogramas dos dleos — Obtivemos os espectrogramas dos
diferentes Gleos em solugles alcodlicas com concentraches e espes-
suras tais que o0s coeficientes de absorglio em 328 mp foram cal-
culados para densidades (log 1,1) compreendidas entre 0,9 e 1,2.
Os coeficientes de absorgiio calcularam-se em 328 mp e nfio no
méximo da banda que em alguns éleos vem ligeiramente deslocado
para menores comprimentos de onda.

Saponificagio — Os 6leos em que E“m 328 mp & menor do
que 7 devem ser saponificados. Fizemos as saponificagdes
segundo o método da «Society of Public Analystss® DPesam-se
02— 1,0 gm. de 6leo (o péso aproximado deduz-se em cada caso
do espectrograma preliminar da soluglio do éleo) num balio de
fundo redondo de 100 a 150 ¢. ¢. Juntam-se 10 ¢. e. de alecool
absoluto e 0,5 c. ¢. de KOH 10N (soluglio a 56y em égua desti-
lada); aquece-se a mistura num banho de fgua durante 5 minutos,
agitando o baliio de tempo a tempo.

Extracgio — A solugiio quente & langada num funil de decan-
taciio, @ lava-se o balfio com 20 e c. de figna que se passam para
o funil; a seguir, o baldo & lavado com 25 c. c. de éter recente-
mente destilado, que se passam igualmente para o funil. Imprime-se
4 mistora um ligeiro movimento de rotagfio até tornd-la aparente-
mente homogénea e em seguida deixa-se em repouso até i separagiio
nitida em doas camadas. Remove-se, cuidadosamente, a camada

* O factor G0 é assunto de critica e investigaciio ( Bacharach, Drammond
_ e Morton, Nature, 1936, 137, 118; Hume, ibid., 1936, 137, 277; Ward e Haines,
ibid., 1936, 137, 402 e 1036, 138, 128); éste nimero é provisorlo e sujeito a revisdo,
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inferior para outro funil de decantagfio e reextrai-se, com mais
25 ¢ ¢ de &ter, recentemente destilado, por agitacio enérgica.
Separa se a camada inferior que contém os sabdes e a camada
superior transfere se para o primeiro funil; lava se o segundo funil
com alguns c. c. de éter, que se juntam ao primeiro funil. :

Lavagem — Lavam-se os extractos etéreos por agitacio muito
moderada com figua destilada, KOH N/2 e figua, seguidas de duas
agitactes fortes com figua (10 a 20 ¢ e em cada tratamento).
Remove-se o extracto lavado para um baliio e lava-se o funil com
éter e depois com 1 a 2 c. e. de alcool.

Preparagio da solugdo da fracgio insaponificdvel — Destila-se
a maior parte do éter; a remogiio completa faz-se por arrastamento
numa corrente de azote ou gés carbdnico, aquecendo o baldo ligei-
ramente num banho de figua. O residuo dissolve-se em alcool, cuja
transparéncia no ultraviolete foi préviamente verificada, e a solughio
leva-se a um volame apropriado, num baldo graduado. O espectro-
grama da fracglio insaponificivel obtem-se como no caso dos dleos.

Oleos

Fizemos determinagdes de vitamina A, sbbre oz seguintes dleos:

(1) Oleo da Noruega (comercial)

(2) Oleo de Aveiro, comereial, ndo purificado

(3) Oleo de Aveiro, comercial, filtrado

(1) Oleo de Aveiro, (Ilhavo), lugre X, nfio purificado, bancos da
Terra Nova

(5) Oleo de Aveiro, (Ilhavo), lugre X, filtrado, bancos da Terra Nova

(6) Oleo de Aveirn, (Ilhavo), lugre Y, ndio purificado, bancos da
Groenlindia.

A extrac¢fio dos dleos na Terra Nova & feita i temperatura loecal,
deitando os figados em barris; o péso dos figados lancados uns
sbbre os outros faz com que o éleo se v4 acumulando i superficie.
Quando a temperatura & bastante baixa, activa-se a desagregaciio
dos figados com dgua quente, mas nestas condi¢des os 6leos obti-
dos niio sfio tio claros.

Usa-se, também, a exfraccfio dos figados frescos, em caldeiras
de duplo fundo, aquecidas com vapor de figua®.
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Resultados experimentais

Fluoreseéneia — Os Gleos apresentam fluorescéncia verde, de
intensidade varidvel, sendo as mais fortes as dos Gleos (4), (5) e (1).

Cdr — As cbres dos 6leos foram medidas com um fotémetro de
Pulfrich *; os resultados, resumidos na figura 1, indieam os coefi-
cientes de extingilo, z, correspondentes aos vérios comprimentos de
onda, nfio havendo indicaglio de absorgfio selectiva na regido visivel do
espectro. Pela inspecqgio dos grificos conclui-se que a ordem decres-
cente de transparéncia dos dleos, no visivel, é: (i) nos éleos nio
purificados (4), (2) e (6) ; (ii) nos dleos purificados (1), (5) e (3).

Espectros de absorgiio — Os espectros de absorciio foram obti-
dos nos dleos e fracydes insaponificiveis. Dos primeiros resulta-
dos, apresentamos dois casos limites referentes aos Gleos (1) e (4);
no 6leo (1) aparece apenas nma inflexfio entre 305 e 330 mu
IE:;“:L 328 m p=045) e no dleo (4) uma banda de pequena persis-
téncia com o mébximo em 315mpy (B 328mp—1,28). Bste
estndo preliminar dos éleos conduzin-nos i necessidade do estudo
das fracqdes insaponificiveis. Os resultados estio indicados na
figura 2; em ordenadas estlio marcados os valores E} * @ em abscis-
sas 08 comprimentos de onda expressos em mp. Os valores de
E}’ 328mp, percentagens de vitamina A (referidas ao concen-
trado de Carr e Jewell), e unidades internacionais, para os diferen-
tes dleos, estlo resumidos no quadro seguinte.

—— — —_—

Oleos ' E:' 328 myu | Oy de vitamina A | U.1/gm
| cm | I
f |
(6) 0,887 | 0,024 619
odio purificades . (2) 0,426 ‘ 0,0 1000
(4) 1,166 | 0,072 | 1850
| |
(1) 0,297 | 0,018 | 476
purificados  (¥) 0,30 0,021 ; b60
(5) 1,040 | 0,065 ' 1678

* As melidas com o fotémetro de Pulfrich foram execcutadas pelo Dr. K.
Echdn, & quem apresentamos os nossos agradecimentos,
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Discuss3o

0 exame das curvas de absorciio das fraccdes insaponificiveis

dos 6leos mostra-nos bandas de absorglio bem definidas e persis-
Ybo See
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Curvas de extingiio, no visivel, dos Oleos de figados de bacalhau.
- oleo (6);

—_—— — bleo (4); — v — -+ — dleo (5);

tentes nos dleos (4) e (5); médiamente definida e persistente no
6leo (2); e mal definidas e pouco persistentes nos dleos, (1), (3) e
(6). Nestes dltimos dleos, 0 méximo de absorgiio encontra-se um
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pouco afastado da regifio 320-330 m p , caracteristica da vitamina A.
Os valores de vitamina A determinados nestes dltimos 6leos, prin-
cipalmente nos éleos (6) e (3, devem ser demasiadamente eleva-

T 1T
o A
l /

0,6 ﬂ

TGRS IR

Fia. 2
Curvas de extinciio das fraccdes insaponificiveis dos dleos de figados de bacalhan.

m——————m dleo (4); e———————« dleo (5); » v oleo (2;;
1 [ () B dleo (3); -———— - dleo (1)

dos, pois, 4 absor¢lio da vitamina A, hd pitidamente sobreposta a
absorglio doutras substincias. A comparaglio dos resultados espe-
ctrogréficos, obtidos com os Gleos (1) e (4), nos dleos e fracgdes
insaponificiveis, torna evidente a necessidade da saponificacdio;
os resultados obtidos dircctamente nos éleos sfio mais elevados,
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vindo os valores de E:r: 325 mp acrescidos, respectivamente, de

0,153 e 0,124, i

0Os 6leos de figados de bacalhan portugueses provém de peixe
pescado nos bancos da Terra Nova e Groenlindia. A riqueza vita-
minica dos 6leos de bacalbau da Terra Nova & superior & dos dleos
de bacalhau da Escdcia, [slindia e Noruega!). Era pois de esperar
que a quantidade de vitamina A nos éleos estudados fosse elevada.
As concentracdes de vitamina A nos dleos de figados de bacalhau
(0. F. B.) variam aproximadamente entre 0.01', e 005", 1;
segundo Edisbury !?, 43 amostras de O. F. B. (Gadus callarias)
deram um valor médio de 0,04%. As concentragdes de vitamina A
dos dleos (G), (2), (1) e (3) encontram-se dentro déstes liinites, apre-
sentando os dleos (4) e (5) valores superiores. O dleo (2) apresenta
o valor médio citado por Edisbury; os 6leos (6) e (3) apresentam
valores inferiores, aproximando-se da concentragiio vitaminica do
Oleo da Noruega.

Comparando as transparéncias dos 6leos no visivel com as inten-
sidades de absorgiio em 320-330 my, verifica-se que a concentragio
de vitamina A nos éleos nfio purificados é tanto maior quanto maior
for a sua transparéncia. A cdr dos dleos ndio é devida a caro-
tenoides insaponificiveis pois esta passa totalmente para a fraccdo
saponificada. Segundo Mac Pherson, do Laboratorio Biolbgico da
Terra Nova'%, a poténcia em vitamina A dos O. F. B. depende, além
doutros factores, da idade do peixe; o peixe novo (4 a 5 anos) dé 6leos
de cdr pélida, com pequena quantidade de vitamina A; o peixe velho
(12 a 13 anos) da 6leos fortemente pigmentados, com elevada concen-
traciio vitaminica. Os nossos resultados estio em aparente contradi-
¢fio com os de Mac Pherson ; evidentemente, o nosso caso & diferente,
pois, os oleos por nis estadados provém de peixes de idades dife-
rentes e a cir dos Gleos fortemente pigmentados deve ser devida aos
métodos de extracglio e conservagfio, com simultineo empobrecimento
de vitamina A.

Os 6leos (3) e (5) foram purificados a partir, respectivamente,
dos 6leos (2) e (4). A diferenca das quantidades de vitamina A nos
6leos (3) e (2) 6 grande, havendo uma perda de cérea de 507/,
na purificagiio; a perda de vitamina A na purifica¢io do Oleo (4) &
menor, cérea de 107/,. Vé-se por estes resultados que a purificaciio
dos oleos pode ter como conseqiiéncia grandes perdas de vitamina A.
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Conclusdes

1) Fizemos determinacdes espectrofotométricas, quantitativas, de
vitamina A em alguns 6leos de figados de bacalhan, de emprésas de
pesca de Aveiro.

2) Dois 6leos pouco corados tém concentragdes de vitamina A
superiores aos valores médios dos dOleos de figados de bacalhau.

3) Os Oleos fortemente corados tém fraca riqueza vitaminica,
facto possivelmente devido aos métodos de extracclio e conservagio
dos dleos.

4) A purificaclio dos 6leos tal como esta foi feita, traz como
resultado perda de vitamina, que em um caso atingin cérca de 500/,

Apresentamos o8 nossos agradecimentos ao Prof. Dr. Egas Pinto
Basto pelas facilidades concedidas na execucfio déste trabalho. Aos
senhores dr. Jofio Oliveira Mano e Ant6nio Joaquim da Silva Lopes
ficam expressos os nossos agradecimentos por valiosas informacdes e
pela oferta de algumas amostras de 6leos.
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Cdlculo Simbalico

(coNTINUAGAO)

CAPITULO 1V

FORMAS SIMBOLICAS

As solucdes desta equagio, (n.” 250) serdio:

j 2
yr=1apl ﬁ_‘u +1,—- i f-'l
@ d ; 02
ya="b,t—"  § [_1'—'"' i _4_)‘
254. Se na equagio (1) do n.° 232 fizermos a= —2n o
q?=—1, obtemos a equacflo do nimero anterior. Substi-

tnindo nos integrais particulares achados para a mencionada
equagiio (1), @ e g pelos sens valores e = por t, obtemos os
resultados seguintes (n."* 233 e 234):

yi=a,l f_u-i- l,—-: ) e ga=b,t—in] {_1—11.————-

idénticos aos achados em o nimero anterior.
CAPITULO V
TRANSFORMA(A0 DE LAPLACE

jr | pode tamhém ser estudado

por um processo muito engenhoso devido a Laplace.

255. O operador P |z,
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Seja dada a equacio

a que se pode dar a forma

f g ' d Fd )
; ¢ : ; + x? - =
Pl\o)v+2Q (5 )y+2'R - )y +.-. =0

ordenando-a segandu as poténcias de x. Fagamos nesta equagio

y=ﬁIZs“dz

onde Z & a nova varidvel dependente, funcio da varidvel ima-
gindria z e L um contorno de integragio independente de .

Ora, i wn y
P ja?).f;. Zersdr= | Ze* P (2)dz

i
pelo n.® 115. Do mesmo modo se transformam € (% U
(@) '

IL E_Eé'y:”'
Mas, integrando por partes, vem:
‘.JQ (2) | 12;

z |
[«" R(2)] g

’u("‘JeI" flf-::l?r"/(j(z)_’e:; d

Id

)‘ (z]e'-’*/dz:s“

----------------------------

Substituindo estas expressdes no 1.” membro da proposta, vem:
o p d \ / d \ 1
B et " 4 A 7 gxr —
[[r(&)rea(L)r..Jroma
= {en azu ()4 xZR (2) — —d— [ZR (2)] 4 % 1

—'.,‘;e“;ZP{z}—-- [/Ql‘z]]—[---- -[ZR (2)].. ,:a'z
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Se se determinar Z pela equacio diferencial
d d
ZP (2) — —[/Q (2)] + [JR 2]+ .. =0,

e L pela condigiio de ser
o e R d Sk '
ehi/f(.!{z_}-g x Zli (z]——d- [ZR (21] +I =0,
f z 1 1t

a equaglio proposta fica satisfeita.
Se o integral ao longo de L de Ze** for finito e diferente
de zero, dar-nos hd um integral da proposta.

: 256. Equagdo de Eaplace.u— No caso da proposta ser de
2 grau em x, isto &, da forma

g
{ [_a*'.;,} -er —]_,t=-::-

toma o nome de equacio de Laplace e a sua integragio pelo
método que acabimos de indicar, fuz se por meio da integragio
de outra equagio diferencial de 1.* ordem.

Com efeito, a equaciio que determina Z &, neste caso,
ZP(z 4 [Z2Q(2)] =
(5)— - [2Q (] =0

que 6, de facto, de 1.* ordem.
Desta equagiio tira-se imediatamente

4
e 0 [
ZQ@ Qe
loa [ZQ (2)] — T rm
BHLJJEZ}]_M.@C".' )‘ E—{Edz

onde z, niio & zero de ((z) e C' ¢ uma constante arbitrdria, que
podemos supor igual & unidade, visto z, fiear arbitririo. Tere-
mos, pois,

3 Pix
> 1 (=1

Q@ °

Jtou,ﬂ
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257. A equaciio que condiciona o contérno &, neste caso,

(622 ZQ(z)]L=0o.
Pondo
e Pz

V:- e:B ZQ (z} t— e""‘z_j__!‘:“ _9-'*? d:‘

o cont6rno terd de ser escolhido de modo que a variagiio de V
a0 longo dele seja nula e que o integral de Z e*# seja finito e
diferente de zero.

258. Se representarmos por a, b ...l as rafzes de Q (z), o
integral iniefinido de S—E:—} teri uma parte racional, 12 (z), eujo
denominador tem as mesmas raizes de @ (z) com o gran de
multiplicidade diminaido duma unidade; e uma parte logaritmiea,
da forma z log (z— a) + [ log (z—b) -+ ... + 1 log (2— 1),
sendo =z, 3, ...}, constantes determinadas. Conseqiientemente,

VF=eg*tliimdalogiz—a+...+hlogiz—0 _

=+l (2 —a)* (z—0)B ... (2—0) .

Descrevendo um lacete em volta da raiz a, a partir duma
origem qualquer, onde V toma o valor inigial ¥,, volta-se ao
ponto de partida com o wvalor Vy =V, e?2%i, ga o lacete for
deserito no sentido directo; e com o valor V;=V, e—27%( ga
0 lacete for descrito em sentido contririo. Representando por
Ay, By, ... Ly, o8 lacetes descritos no sentido directo em volta
das raizes a, b...l, respectivamente; e por A_y, B_y... 08
mesmos lacetes descritos em sentido inverso, a funcio V vol-
tard ao valor inicial todas as vezes que z desereva um contdrno
decomponivel em pares de lacetes deseritos em sentidos con-
trdrios. Assim, por exemplo, um contorno decomponivel nos
lacetes Ay, By, A_y, B_,, deixa V inalterado.

259. Também so podem obter contornos a partir das raizes
de V. Um contorno aberto que termine em duas destas rafzes,
di para V uma variagio nula e pode dar para Z um valor
finito e diferente de zero.
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260 Um contorno infinito, partindo dum zero de ¥, pode
também resolver o problema, logo que seja convenientemente
escolhido (V. Goursat, Cours d’Aurbyn, u, 1911, pdg. 443),
isto &, que seja tal que V" tenda para zero quando Z se afasta
sobre éle indefinidamente.

264. Equagdo de Bessel. — Apliquemos esta doutrina & inte-
gracio da equacio de Bessel:

zy' +@nt+ 1)y +ay=o,

sendo a parte real de », positiva ou nula.
Passando para a forma do n.” 256, vem:

On - i 4 L! J —
2n+1) vty I—I[{\d.r,.}"{_l y=0i
Conseqiientemente,

PE)=@u+1)z e Q(z)=2+1

O valor de Z é dado por

z a4z
':—!—g Za 31 e
PLIERS |
o
=C{I E'Z!;' bl

onde €' & uma constante arbitriria. Ora, para éste valor de Z,

vem
1

y=[,ess Zdz=C [, = (1 + ) Ydz

1 . 1
V=0’ar.¢+(n + &:)logil+s;= etz [l i z*:lﬂ+?.

Tomando para contorno de integragio uma linha aberta que
termine nos pontos +i, a variaciio de V" serd nula e o valor de
 finito. Tomando para contorno de integragio o segmento de
recta que une os pontos i, vem

i 2,
y:Cf g (1 -1= Z’}I‘ idz,
S |
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262. Fazendo z=1it, vem
c ek i 2,,__.".. 5
=- il —1t T ddt
Y f_l ( )

! s
= C"f_lfcas at i sen xt) (1 - 1’)" % 4dt s

ou ainda,
1

1 <
y= ﬂ'f_lf 1—t2" 2 cosat.dt

por ser impar a outra parcela da funcdo a integrar.

263. Em vez dum contbrno aberto, pode fazer-se a integra-
¢iio ao longo dum contdorno fechado formado por dois lacetes
apenas, um descrito um volta do ponto - i, no sentido directo;
outro descrito em volta do ponto — ¢, no sentido inverso. O
integral obtido sé difere do j4 achado por um factor constante.

264. A série

T T

I(y,z)= ‘;‘7 SEERHOSHNERI 0
m—nj'm Py 1) ()’-1— m—l)

representa um integral particular da equagio de Dessel se nela
xl

fizermos y=n - 1 e substitairmos &« por — —4-:—, como se via

em o n.? 253. Dos integrais desta equagio, s6 éste é uma funcilo
inteira, como resulta da forma do integral geral da proposta.
Portanto, o valor de y achado em o nimero anterior e o dado
pela série

1 [ a\tm
'S‘ SER Y [ (o i e R e i b e T - il
,,_0( : |m . (n + 1} {11 +2)...(n+4 m) ( 2) ;

s0 podem diferir por um factor constante. Logo:

¥ l'il-—l : B_.; X a2
f (1 -1Y Zeosat.dt=0C 2 (- 1].m._____( )
3

ey |EEL{"+1)“'("+’"] \2,

onde €' & uma constante que se determina atendendo a que,
para x = o, a série toma o valor 1.
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265. Para n=o, vem:

1 cos xt fe\'™
————dt=C —~I““-—— — 1 3
J 1\/ L8t "‘E'=°( } (im)* \ 2/ )

By

Representando por / (r) a série da equaclio anterior, vem

n I (x) j SR e, dt.
\f

266. Obter-se-ia 0 outro integral particular da equacio pro-
posta, tomando um contorno de integra¢io comecado em um
qualquer dos zeros de V e tal que, afastando-se Z sdbre éle
indefinidamente, a parte real de Z x tende para — oe.

267. I evidente que os resultados‘dos n.®* 20D, 2566 e 207,
subsistem para o caso de I’ (z) e () (z) serem séries inteiras
(n.* 115).

Divis#io dos operadores da forma A [ x, %)

268. Um operador da forma
Ap (x,d)=a,d® + ayd* "'+ ... S ag_1d+a

onde os aa siio fun¢des de = quaisquer e onde d representa o

operador , goza de propriedades semelhantes is dos poli-

dax
nomios para os efeitos da divisdio e dv cdleulo do mdximo divisor
eomum, Assim, se B, (x, d) for um operador -da mesma forma
de A,, (=, d), é§ manifesto que A, (x, d) e B, (=, d) dio, por
maultiplicaglo, um operador da mesma forma, mas de gran m +n
em d, qualquer que seja a ordem porque se mulliplicam, sendo

Ay (2, d). B, (2, d)y=a,b,d™+5
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269. Posto isto, dados os operadores Ay (x, d) e B, (x, d),
para mn, é possivel determinar outro operador da mesma forma
e de graum — 0, Qu_p (%, d), tal que

Ap(x,d) = Quon(x, d) By (x, d)=Ra_; (x,d) (1)

sendo R, _ (x, d) da mesma forma e de grau n— 1 quando muito.
Com efeito, pondo

Qi —n (J’:d]=Q|: dm=s | Qldm—n_-t + s T Qmeam
gendo os g¢ funcdo de x a determinar, vem:
Qu—n (@ d) By (2, d)=gobod™ +adm—1 + ... 41

sendo «, ...}, foncdes de x, lineares em g, g4 - .- Gum—n, © do
coeficientes conhecidos, formados pelos b6 e suas derivadas.
Como podemos determinar ¢, ¢i1 ... ¢m pela condigio de
tornarem iguais ¢, by, , 3 .. 7 aos coeficientes dos térmos
homélogos de A,, (x, d), fica demonstrado que a diferencga

Ap (@, d) — Qu—n (=, d). B, (x, d)
se reduz a um polinémio em d de grau quando muito igual n—1.

270. A relaclo demonstrada em o nimero anterior, 6 a
equaciio da divisdo de A, (x, d) por By, (x, d), sendo @y _, (2, d)
o cociente @ /2,y (&, d), o resto.

271. Méximo divisor comum. — Aplicando aos operadores
A, (x, d) e B, (x, d), o algoritmo das divisdes sucessivas,
obtem-se o miximo divisor comum deles, isto & o operador
da mesma forma e de maior grau, capaz de os dividir a ambos
exactamente.

272. Aplicagio. — Da relaciio (1) deduz-se imediatamente
que as solugdes comuns is equagdes diferenciais lineares

Ap (@, d)y=0 e By(zd) y=0o, 2
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sio também solugbes da equagdo linear
Ra_y (x,d) y=o. (3)
273. Conseqiientemente, as solugdes comuns a duas equa-
cies diferenciais lineares dadas, sio solucdes do seu miximo

divisor comum.

274. Se as solocdes da segunda das equacies (2) forem todas
solugdes da primeira, também serdo solucdes de (3), como & evi-

dente. Ora (3), sendo de ordem inferior a », nido poderd ter n
golugdes distintas, sem ser idénticamente nula ecomo & sabido.
Logo: se as solugdes de B, (x, d) y = o satisfizerem todas a
Ay (z, d) y=o0, serd

14'1'M (-f, d,] ESE r‘é"! -n (x! d,:l . Bﬂ (‘TIT d)'
A equaglio A, (z, d) y = o poderd, portanto, escrever-se
debaixo da forma
Qm—n (x,d) By, (x,d) y=0

@ pode desdobrar-se em duas

Qm—n (T: d} Z=o0
By (x,d) y=2.

Determinando Z pela primeira, caleula-se em seguida y pela
segunda, obtendo-se uma solugllo eom m constantes arbitririas,
isto &, o integral geral.

275. IEsta doutrina permite-nos tumbém substituir uma equa-
¢iio nfio homogénia, por outra homogénia, mas de ordem supe-
rior, pelo menos de uma unidade. Seja a equagio niio homogénia

By (x, d) y=2.

Forme-se uma equagio

Cm—n ('I'- “’) Z=o0
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que tenha por solugiio o segundo membro da equaglic nio
homogénia dada. As solugbes da proposta satisfazem todas a
equagiio homogénia.

‘Q i —n (=, d}* B!l [:‘rl d) Yy=o

276. Conhecendo = integrais particulares da equagiio
Ay (x, d) y= o, podemos formar uma equagio de ordem =,
B, (x, d) y=o0 que os tenha por solugdes. A integracio da
proposta fica reduzida & integragiio de Qy—n (2, d) Z =08 a0
cileulo dum integral particular da equaglio By (x, d) y=12 de
que se conhece o integral geral do primeiro membro, isto &, a
quadraturas.

277. Deve noatr-se que as propriedades dos n.”® 268, 269,
970, 271, 272 e 273, se manteem seja qual for o significado
que se dé a d, logo que seja operador aditivo e permutivel eom
o8 nlmeros.

278. Se o operador representado por d for tal que a equa-
¢io R,_y (#, d) y=o tenha de ser idénticamente nula logo
que admita » solucdes distintas, a doutrina dos n.”* 274 e 275,
também se aplicard aos operadores da forma A (z, d).

CAPITULO VI

SISTEMAS DE EQUACOES SIMBOLICAS

279. Seja ¢ um operzdor uniforme, aditivo e permutdvel
com o0s nimeros. Todos os polinomios inteiros em ¢ serio tam-
bém uniformes, aditivos, permutdveis com os nimeros e permu-
tiveis entre si (n.* 41 e 49). Este facto permite-nos resolver
pelas regras de Crammer um sistema de equagdes cujos coefi-
cientes sejam polinémios em ¢. Seja, para fixar idéias, um sis.
tema de trés equaches a trés ineognitas :

o1 (p) us + g2 (p) 2 + 23 () us=9 (2)
|

Pu (p) wa + Jaip) ua+ 43 () us=y (@) (1)
04 (p) ug + O3 (¢) 2 + O3 () us =10 ()
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Seja A o determinante simbélico formado com os coeficientes
das inecGgnitas :

A=|o1(p) 92(,) 93(p)

bi(e) d2(e) ¢3(p)
be(p) O2(p) O3fp)

e sejam Ay . Ay, 8 A,  0s determinantes que se obtém déste, pela
substituicio dos coeficientes de uy, us ¢ us, respectivamente, pelos
termos conhecidos, depois de transpostos para o 2.° membro,
segundo a conhecida regra de Crammer. E claro que do sis-
tema (1), se obtém o sistema

d.a‘]:Aul
ﬁ.ﬂg:ﬁui 2}
A'".*:A'u:;

efectnando operagdes andlogas is empregadas na deducio da
mencionada regra.

280. Na verdade, representando pelas letras maiusenlas
correspondentes, os complementos algébricos dos elementos
de A representados por letras mindsculas, deduz-se de (1):

(P10 + g1 Wi+ 04O uy + (p2 Py + YaWi + 020 ) us +

+ (P31 +4a Wi+ 030 )us=4,,;
(p1 P2+ s Wa+ 61O0)uy + (paPa+ Ja¥Wa 1 03O9) us 3)

+ (g3 P2+ $aWa 4 03Og)ug=A4,,;
(P1Ps+ 41 Ws 1 01O3) uy - (p2P3 + Y W5+ 03O3) ua +

+ (psPs + ¢s¥s 4 030;5) ug=A4,,
que & o sistema (2).

281. Se o determinante A foi identicamente nulo, sem que
o sejam A, , Ay, Ay, o sistema (2) serd absurdo; e, como se
deduz legitimamente do (1), também o sistema (1) serd absardo,
ou incompativel.
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282, Se A for identicamente nulo e 0 mesmo suceder a Auy,
Ayy @ Ay, ponhamos

3
=2 ¢i(p) ui— 9 ()

i=1

3
fr=2 i lp) ui— Y ()
i=1
3
fi=2X 0;(p) us— 0 (),

i=1
e teremos:

Ju 02(p) 93() |=P1p). i +Yalp) .f24+Ou(p). fi=o0.
Jr Y2(e) ds(p)
S 02(p) Baip)

Logo : se os menores de 1.° classe de A (¢) nio forem todos
identicamente nulos e o for A (g), as equacdes prupostas satis-
fazem a uma equacidio simbélica linear e homogénea.

283. BSe todos éstes menores fossem nulos, sucederia como
nus casos semelhantes dos sistemas de equagdes lineares, como
se vé pelo caso que fica exposto.

284. Se A0, multipliquemos as equacdes de (3) por 2.
72 @ 93 respectivamente e somemos membro a membro.
Vird :
A.(p1ug+ gaust+pauz)=2A4,9;

Ac(rug+ aus+ Jaug)=A4.4¢ (4)
A.(Bquy+Ogus +O3us)=A4A.0
andlogamente.

285. I claro que as solugdes de (3), satisfazem a (4), como
as de (1) satisfazem a (2), e as de (2) satisfazem a (3). Logo:
us solugdes de (1) satisfazem a (4), como é alids evidente. Mas
as solugdes de (4) é que podem nio satisfazer todas a (1). Com
efeito, a solugiio mais geral de (4) pode representar-se simbéli-
camente por

P1uy+Qavtsf-paug=A4-14p9
Yrug+gavis | Jaus=4-"'4¢ (D)
By uy—-0gvis - Byug=A-1A64,
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Ora, podendo o operador A—! ser multiforme, nio serd em
geral permutivel com A, e a expressio A—' Agp serd mais geral
do que A A-' g=9, o mesmo se dizendo das outras que lhe sdo
semelhantes. -

286. Vé-se, pois, claramente que as operacbes que nos per-
mitiram deduzir o sistema (2) do sistema (1), podem introduzir
no sistema (2), solugdes estranhas a (1).

287. Mas como o sistema (2) é em geral mais simples de
resolver do que (1), por ter as inebgnitas separadas, resolve-
remos em 1.° lugar o sistema (2) e em seguida substituire-
mos as solugdes achadas no sistema (1), afim de arredar as
solucdes estranhas que ¢ alids o processo habitnal em seme-
lhantes cusus.

288. Calculo duma solug@o particular. — Como

Ayy=| 9@ , 92(5) » 93 (p)
Y(x) , d2(p) , Ya0p)
6 (xz), B2(p) , O3%)

=&y (p)o (z) + Y1) d (@) +O1(p) 6 ()

ge soubermos calenlar um valor para A—' (p) 9 (z), A~ (p) § (=)
e A=! (g) 6 (z), teremos obtido um valor para uy, u2 e ug,
embora ésse valor nio seja o mais geral. Com efeito, os
valores

ur=0y () A~ (p) 9 (@) + Y1 () A" (p) 4 (2) +-Ou(R) A~ (5} O (2)
wg="=0s () A~ (p) 9 (@) + Y2 (p) A" (p) 4 (@) + O21p) A~" (¢) 0 ()
ug==03 () A~ (o) o (@) - W3 (p) A" (p) Y () + O3g) A~" () b ()

satisfazem a0 sistema (1) proposto, como imediatamente se veri-
fica fazendo as substituigdes.

289. Se alguma das equacdes (1) for tal que todos os ope-
radores do primeiro membro admitam um divisor comam, con-
vém comegar por desembaragur a dita equugio désse divisor.

p—
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Assim, seja £ (¢) o mdximo divisor comum dos operadores da
primeira das equacdes (1), por exemplo, e seja

Multiplicando ambos os membros dessa equaciio por —! (g),
yvem:

ny (). #g - ng (p) . ug + 03 (p) us=E—" (p) 9 ().

290. Com esta equaciio e com as deas altimas de (1), for-
ma-se um novo sistema, mais simples do que (1).

291. Multiplicando ambos os membros desta equagiio por
Z (g), obtem-se a primeira das equagdes (1), donde se partiu.
Logo: tddas as solucdes do sistema em que esta equacio entra,
satisfazem a (1), mas a reciproca pode nio ser verdadeira.

292, I manifesto que, determinada uma solugiio particalar
para o sistema (1), o podemos suobstituir por ountro sem segun-
dos membros. Com efeito, se representarmos por vy va v3
uma solugido particular de (1), e puzermos

Uy=T] f-'l; Wg— Vs f';;; UH3=—"13 f.ra.
substituindo estes valores em (1), o sistema reduz-se a
¢1(p) U+ 92(p) Uz 93 (p) Us=o

belp) U+ da(e) Us+dalp) U= (6)

0y 'itj Uy 164 (g) Us 4 ﬁg“F:l Us=o0
293, Por sua vez, o sistema (2) redoz-se a

-“i-l——u; _\l'.'z =0} Allz—0o [TJ

294. As fangdes Uy, Uz e Us, embora sejam determinadas
l}ala maesma equ:u;'a'lo e tenham portanto, a mesma ful*u'l:!, podem
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diferir umas das ountras por particularidades necessdrias para
que o sistema (6) fique satisfeito.

295. Claro que se o sistema (6) for satisfeito pelas solucdes
vy Vs, U3 @ wy, ws, ws, também serd satisfeito pela solugdo

Avy -+ Bwy, Ave-- Bws, Avy-+ By,

onde 4 e B sio constantes arbitrdrias.

Sistemas de equagfes diferenclais de coeficientes constantes

. d :
296. No caso particular de ser ¢ = g 0 sistema (2) tornu-se

de equacdes diferenciais de coeficientes constantes e pode-se-lhe
aplicar o que foi dito para p qualquer. Seja, para fixar ideias,
um sistema de tris equacdes:

d Fd fd
o (gg) wr o () o () w=e @
d'’ , (d d
& () urt ()t () w=t@

" d d d
0y {.dr_ ) g + 0g (Ej us 03 {_di.__; ug =0 ().

onde 0s 39, 08 ¥¥ e os 00 séio polinémios inteiros. Aplicando-lhe
a doutrina do n.° 279, obtemos um novo sistema com as varid-
veis separadas:

d
A () *1=s

' d
A (o) uy=4u, (9)
e

' d . A
onde A ( g8 | & o determinante do sistema proposto.

A ordem destas equacBes & a ordem do sistema proposto.
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297. Por vezes, o sistema (8) pode sabstituir-se por ountro
de ordem menos elevada, aplicando-lhe a doutrina do n.® 282,
Procurem-se, para tanto, as raizes da equaclio caracteristica

A I::f:l =0

e seja a uma delas. Se os cooficientes de uy, uz e uy em alguma
das equacdes (8) se anularem todos em a, éles admitem um factor

[ d \» e
comum da forma | ﬂ,x-—a) e comecaremos pela saa elimina-

cdo em (8).

298. Se forem nulos todos os menores de 2.* ordem de A (a),
teremos, entre outras, as relaces

2u(0), . oalO)" 0 gufa)
vil@) Y20  da(a) ;

multiplicando a 1.* das equacdes (8) por « e subtraindo da 1.7
obtem-se uma nova equagio cujos coeficientes se anulam todos
em da.

Esta equaciio tem coeficientes que admitem nm factor comum
que se eliminard. Substituindo a 1.* on a 2.* das equagdes (8)
por esta dltima, obtemos um novo sistema cujo determinante,
no ponto a, nio tem os elementos das duas 1.** linhas, propor-
cionais, E se porventura os tivesse, aplicarianmos o processo
tantas vezes quantas fdssem precisas para chegar a um deter-
minante em que tal ndo sucedesse.

Como o grau da equacdio caracteristica vai diminuindo sem-
pre, acabarfamos por chegar a um resultado satisfatério ou por
eliminar a raiz a do determinante do sistema.

299. Dam modo geral, supondo que é qualquer a ordem de
A (a), se todos os menores de ordem i contidos em A (a) fossem
nulos, podiamos substituir o sistema proposto por outro equi-
valente em que tal nio sucedesse. Por exemplo, multiplicando a
2.* linha de A (a) por «; a 3.* por [3, ete., a de ordem ¢ por 2
e somando estes prodatos com a 1.* linha, obtemos um detor-
minante igual ao 1.°. Igualando a zero os elementos da 1.* linha
déste determinante, obtemos um sistema de tantas equacdes
quantas as nnidades da ordem de A (a).
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Como os menores de ordem ¢ de A (a) siio todos nulos, por
hipotese, estas equagdes em «, f3,...J sdo todas compativeis
e haveri sempre valores de «, ... 7 que as satisfazem. Mul-
tiplicando pelos mesmos nimeros «, [3...2%, as equagdes cor-
respondentes de (8) e somando com a 1.%, obtemos uma nova
equaciio cujos coeficientes se anulam todos em a e estio no
caso de poderem ser simplificados.

Usando convenientemente déste processo, podemos obter am
novo sistema em que os menores de ordem i de um determinante
niio sfio todos nulos em a; ou entiio eliminamos a raiz a da equa-
cllo carscteristica do sistema.

300. Conseqilentemente, podemos sempre substilinir o sis-
tema proposto por outro em que haja um menor de 1.* classe
do A (a) que seja diferente de zero.

301. Resolvido que seja éste Gltimo sistema, resolvido fica
o proposto. Com efeito, cada factor da forma {j—z_ a) que

se suprima numa das equacbes propostas ou noutras que delas
derivem linearmente, abaixa de uma unidade o grau da equagiio
earactoristica do sistema a resolver, mas introduz ao mesmo
tempo uma constante arbitriria no 2.° membro da equagiio
resultante. Conseqilentemente o nimero de constantes arbi-
tririas da solucio geral do sistema simplificado, é 0 mesmo
que o das constantes arbitririas do sistema como foi proposto.
A solucglo geral do sistema simplificado é, pois, a solugio geral
do sistema proposto.

302. Suporemos sempre qué os sistemas dados estdo jd
simplificados.

303. Como se disse e mostron (n.° 285), as solugdes do sis-
tema (8) satisfazem t0das a (9), mas a reciproca pode nio ser
verdadeira.

304, Calculo duma solugdo particular.—O conhecimento duma
solugiio particular de (8), permite-nos transformar ésto sistema
noutro sem segundos membros.

Hd um caso bastante vulgar em que a investigagio désse
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integral particular se faz muito ficilmente por meio do edleunlo
simbolico. Esse easo apresenta-se quando os segandos membros
do sistema proposto sio de forma 3, e** P (z), onde P (z) 6
um polinémio inteiro em x e 0 somatirio se estende a um niimero
finito de parcelas. Seja o sistema proposto

el Bt ) mitdp B s o v

[ d ) d ) d
b () mt e () utds () =3y @ @)

2 r 2 /q :
0n () w02 () w2t 0s i) =277 0(2)
AT TP d

E féeil de calcular neste caso, um valor de A-1( - ) 2 e ().

Com efeito, pelo n.° 121, temos
A (S ) D et g @) =3 e A1 (24 -2 ) 4.@)
. dx T a—d ; dx_ b

Se « nflo for raiz da equaciio ecaracteristica, desenvolvendo

A-t {_a-i-:—x} pela série de Taylor segundo as poténcias cres-

centes de f:—w] obtemos uma série que aplicada ao polinbémio

9 (x), dd um desenvolvimento finito.

305. Se « for raiz da equagiio caracteristica, ainda se pode

Gakn s d )
desenvolver segundo as poténcias inteiras e crescentes de (Tx‘;\:— _],

mas com um nimero finito de termos de expoente negativo.
Aplicando ésse desenvolvimento a 9 (z) ainda obtemos um resul-
tado finito.

306. Calculando do mesmo modo A-! | —dd;-.'l 2Pt Y(z) e

Al (cf_zj > €% 0 (x), ficilmente so obtem um integral parti-

cular aplicando a doutrina do n.® 288.
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307. Exemplo. — Caleular uma svlugdo particular do sistema

dx
— Try—e=k
dy
= +pz—re=1kq
dr.

g TE—ry=kr

d T e T
Pondo, para simplificar, s Vet g?+r% o0

determinante do sistema é

P r —aq|
|
AG)=|—-r B pl=pt+el;
|
. Rl A

Aplicando a Gste sistema a regra de Cramer, vem :

|

a b i |
.lb F P |
i e '-—!H__F i_
et A )
¢ plat|—p plot+|r —qle
w5 il RS | S A

A
p2tpat(pg—re)b+ (pr +qp ¢
A (g)

E, pelo n.” 283
w=(24pH) A" at(pg—rp) A~ )b+ (pr+epd-' (e
Mas,
1 1} 1

= {5Y = Sy a—1 S
A '[r]"‘ ‘:;|_|_,,,2;.‘ T g i r'+ ¥
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Logo:
'll.
A1 (g) kp = :‘; t
o A= (o) kg =22,

(0]

kr

A -1 EJPJ .r’.‘l' — 7

3]

t

E, do mesmo modo,

5 4 21y A1 3 N
(P24 ) A" () kp=1Fkp el

2
o = — Tad =z . 48
(Pe—rp)A~" () kg=kp —5 t =k —3
.2
(pr+ qg) A=V ) kr=1kp %-2- t4+ k _"?'_:_

i

Logo :
== -’fpt.

Do mesmo modo se acha
= f:qt a 3= fci"f.

Os valores achados para z, y e z constituem uma solucio
particular do sistema proposto, como ficilmente se verifica.

Siatemas homogénios

308. Todas as vezes que se pode determinar um integral
particular dum sistema completo, a sua resolucio fica reduzida
4 do sistema que se obtem suprimindu os segundos membros
hs equagdes do sistema dado. Como o nimero de constantes
arbitririas 6 o mesmo para os dois sistemas, como é sabido da
Anilise, caleulado que seja o integral geral do sistema homo-
génio, basta acrescentar-lhe o integral particular j4 conhecido,
para obter o integral geral do sistema completo. Para resolver
o sistema homogénio procede-se do modo que passamos a
expor.

— o
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309. Sistema homogénio. — Suponhamos entio que sabemos
calenlar nm sistema de integrais particulares de (9), o que nos
permitird reduzir o sistema proposto i forma

o = i
ti (ge) Mbmige) Tt 1 (G0 ) meso

d ’ a’ ; i d
da {'d.;_] uy+ Y2 l\ dﬁ:" us + Y3 {j'&z_J Ug=0 (10)

04 {;;_] vyt b2 L&i | us 4 03 [;i ) us=o,

@ k
em que A | _dz_] nflo tem raizes comuns pelo menos com um dos

seus menores de 1.* classe.

310. A separaclio das varidveis ddste sistema, leva a esta
outro

{ d’

\ | ugy=o0

(d
A (4g) wa=0o (11)
SNae] e

314. As expressdes mais gerais de uy, vz e u3 que satisfazem
a (11) sfio dadas pela equagiio diferencial
" d

Al d.?:) =0 (12)

e tom a mesma forma para uj, us e ug. Mas as 8olugdes de (11),
com toda a sua generalidade, podem nio satisfazer a (10) e de
facto niio satisfazem. Se for m o grau da equaglio caracterfstica

A(X)=o,
em wuy, us e us, dados por (11), haverd ao todo 3 n constantes,

que terio de ser limitadas pela condicio destas fungdes satisfa-
zerem a (10). Estas 3 n constantes podem exprimir-se em fungio
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de m constantes arbitririas, como & sabido da Andlise, e vamos
ver agora qual a forma dessas expressies.

312. Caso duma raiz simples. — Seja @ uma raiz simples da
equaciio caracterfstica, isto 6, seja

Afa)=0 e A'f(a) #o.

Ji sabemos que em A (a) hi um menor de 1. classe que é
diferente de zero. Suponhamos, para fixar ideias, que (!) &

q’; fa] :I.I': 0.

A esta raiz corresponderd em (12) um valor de u da forma
u=Ae**; @ para o sistema (11), as solacgdes

ug=Age™; ug=Ase%; uz= Aje”, (13)
Substitaindo estes valores em (10), vird (pelo n.” 115):

Aygi(a)+ A2z (a)+ Az g3 (a)=0
Al'-,[‘l (a) 4+ As \P:(ﬂ)-l—;is '..I—-s (II)=O (14)
Ay by (a) + As b3 (a) + A3 64 (a)= 0.

Iiste sistema é compativel por ser nulo o sen determinante ;
e como

[42(@) 4@ |

m e — -
LR s st ?

0,

segue-se que
R AR
®i(a) Pa(a)  Ps3(a)

L]
sendo « uma constante arbitrdria. Logo: o sistema (10) ficard
satisfeito pelas solucdes (13), se Ay, As e Aj, forem dados

(15)

(1) Representamos os complementos algébricos dos elementos de A (a) pela
letra grega maitiscula correspondente, como é costume.
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por (15). Logo: as solugdes de (10) correspondentes a raiz
simples a da equagdo caracteristica, sdo

wy=a®(a)e"; us=adz(a)e™™; ug=a®;(a)e™, (16)
gsendo « uma constante arbitraria.

313. Raiz dupla. — Se a for raiz dupla da equagio caracte-
ristica, serd u=e® (A x + A') soluchio de (12) e

u|=c"x(d‘m+f!:); u, ==e™ (z‘ig-‘-v+¢1-;)i (17)
u =" (4, 2+ 4,)

seriio solugdes de (11). Substituindo estes valores na 1.* de (10),
obtemos :

r -r 7oy I
L {H} g“’(gl1 r-}-il‘).{-?g{ E{;}-! o™ (ﬂ33+ri,)+

' d
+95 (5) € (4 =+ 4)) =03
ou ainda (pelo n.” 121)

o (et o) (A 2+ 4) o, (a+ 1) (g + )+
+ 9, (a + ﬂ,;j:l (dgz + A))=o0.
Mas,
?1[:""I"}Jr"i;_}(‘qiw‘l“’l'l‘):l_-_%{“}""?;{“)}i+"':] (4,2 + ‘fl)
=49, (@z+[4,9,(@+49, (@]

Substitoindo é8ste valor e os andlogos na equaglio anterior,
obtemos :

9,(@)4,+9,(a) 4,4 5,@ 4, | = +

] 2) @4, + 9 (@ 4, + 9 (0 4, | +

+| 21 @ 4} 42, @ A, + 5, (@) 4 | —o.

b -
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Para que esta equacio seja identicamente satisfeita, & neces-
sirio e saficiente que seja

71 (a) A1 -+ 92 (a) A2 493 (a) d3=0

|2} @ 4, + 9} @ 4, + ¢} (@) 4, | +

+[70@ 449, (@) 4+ 9, (@) 4; | =o.

Tratando de modo igual a 2.* e a 3.* das equacdes (10),
obtemos equacbes andlogas a estas, e que completam dois sis-
temas distintos: um & idéntico ao sistema (14); o ontrc é o que

segue:
9, (@) A, +3,(@ 4,+9,(a) 4,4+
+9,(a) A, +9,(a) 4,49, (a) A;=0

by (@) A, 4+, (a) 4, + 5 () 44+ (18)
+ ¢, (@) A, + ¢, (@) A+, (@) Ag=0

6, (a) A, + 6, (a) A, + 0, (a) 4,+
+6,(a) A, 46,(a) A, + 0, (a) ;=0

Sed, A,0 4, A;, ;‘1; e A; forem determinados de modo
que fiquem satisfeitos os sistemas (14) e (18), os valores de
uy, ug, u3 dados por (17), satisfardo o sistema proposto.

314. O sistema (14) dd para Ay, As e Aj, os valores (15).
Substitoindo estes valores na 1.* equagdo (18), ¢ notando que

?JI (a) AI + ?; (a) A2 - ?; (a) Ay=
=a[p, (2) @, (a)+ 3, (a) P, (a) + 9} (a) P, (a)]
::I_'t?'
sendo

| 2, (@) 9,(a) 9,(a)
Agr=| dy(a) Ya(a) ¥3(a)
91 (a) B3 (a) B3 (a) |
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vem:
¢, (a) A, +9,(a) 4, + %(u)ﬂa—j--a::i?fzo

Se representarmos por Ay’ e Ay/, os determinantes que se
obteem de A’ substitnindo respectivamente g, qa; e q};. por

Yy Uy Uy @ por 6, 0,, 6., do sistema (18) deduz-se o sistema

9, (a) A"I -9, (a) A; -+ ¢4 (@) .-1; +ald, =0
by (@) A+, (@) Ay + Yy (a) Ay + 2By =0 (19)
0, (a) A, +0,(a) Ay + 0, (a) 4, +aldy =o.

315. E ficil de ver que a caracteristica da matriz do sis-
tema (19) é 2. Com efeito, todos os determinantes de 3.* ordem
nela contidos sio nulos (sendo ®;=~ o por hipotese).

Basta ver que

Ag' , 92, 93 | =(p2 05— Jsbs) Ag’ + (g3 02— g2 0s) Ay’ +
A'-:-r ’ ‘P: ’ LI‘S -+ (‘?!'ﬂl‘.'l_ q?a\!':] AB'=
Ay, 62, 03 |=® (a).A" (a)—O,(a).A(a)=0,

por a ser raiz dupla, por hipétese, da equaciio A (a)=o.

316. Conseqiientemente, das equacgles (19) s6 duas sido dis-
tintas, o que reduz a duas as constantes arbitrdirias. As cons-
tantes A, 4, e A, podem exprimir-se em funclio de « e de
outra constante arbitriria ' pelas segunintes férmaulas:

Aj=ad (a)+« @, (a)
Ay=2ad,(a)+ ' @, (a) (20)
Ay=a®, (a) +a b, (a)

sendo lI"'l (a), 'iD’ (a) @ lD:I’ (a) as derivadas em ordem a a de
@y (a), P2 (a) e P; (a), respectivamente.

4
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Com efeito, &6 manifesto que estes valores (20) de 4|, A; e A;
satisfazem a (19) se fizermos x==0. Basta, portanto, verificar
as solugbes para «'=o0 e z=+o0. Neste caso, substituindo em

(19) e saprimindo o factor comum « vem:

2 P+ e, 0o+, 9. 95|=
by Y2 s
151 62 63

! i { J ] " "
=9, 0, +9, 9+ 9,8+, ® +9, P +9, 0=

d
=== (1 91+ 92 P2+ 93 ¥3) =4/ (a) =0

o que mostra que a 1.* das equacbes (19) & satisfeita. Fazendo
ignal substitoiclio na 2.* de (19) vem:

‘[‘lm;'i'q‘zmz'é'q‘::q’; i |‘1"| ‘I"-; "P; e
I?* P2 93
|0y 05 03

d
= (Y1 @1+ f2 P2+ 3 P5)=o.

E do mesmo modo se vé que se verifica também a 3.* equagiio,

como & evidente.
Estiio, pois, justificadas as férmalas (20)
A raiz dupla a gera para o sistema proposto a solugio

u, =e"" [0, (a) (21 a') + ailii (a)]
u,=e"" (@, (a) (2 + a') 4 a P, (a)]

u,=e""[®, (a) (az +a')+ a®, (a)]

317. Generalizemos as férmulas (20) para um sistema de
qualquer niimero de equacdes e para uma raiz a de qualquer
gran de maltiplicidade. Para tanto note-se que os cdleulos que
nos levaram ias formulas (20) se aplicam a um sistema de qual-
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quer nimero de equacdes. Supondo que as equacdes sio u, as
equacdes (20) serdo também n e teremos, dum modo geral,

Aj=a®';(a) | a' ¥; (a). (20

Note-se também que o 2.° membru de (21) tem a forma da
derivada do produto «®; (a) onde « se supuzesse funcio de a.
Conseqiientemente, podemos escrever simbolicamente:

Ay=D [a®; (a)] (22)

entendendo-se que [’z significa uma constante diferente de =.
I debaixo desta forma que vamos generalizar eqaacdes (20),

318. Lema, — Se convencionarmos representar simhbdlica-
mente as constantes A A', A"... AW, .. por

DA, DA, D A, ... Did...

tomando a plica como se fosse um sinal de derivaciio, um poli-
némio qualquer de grau k pode representar-se simbdlicamente
por

{J.,‘ o D)k JL 23)

Com estas notagbes, vamos demonstrar que
f | d | k | k a9
9la ---(E](.r—,-.{}) A= (2 D)* [ (a). 4] (23)

representando D°g, Do, Dsg. .. os valores ¢ (a), ' (a), 3" (a).. .
Com efeito, pelo n.* 121,

: d L IR
7la "?w—)zﬂd’ “ g (a); (24)
por outro lado,

(+ D} A=3] (}) ah D+ 4

e (::) ah fik—h




'
-
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[
b

Logo:

L= ; ; d
?{ﬂfE][z--—D)‘.-l—E(:)?Ea-_—-—ﬂ,—ia:" Dk=h 4
d

"E(h)?:“': d?].t,a Alk—8)
—2,( ) d%=h g [u }- — F

d d

= (}) Ak—h ¢dz " da g (q) 2h

d d
=¥ (,‘I') Ak~ gda " gk g (q)
pelo n.® 121,

=3 (}) a0 (e+ 1) v @
Z[E(:‘) Atk=hi {.r—]
=2 (o445 pi*a

9 (a)

% (a)

representando por [y um novo operador que s actun sobre .1
e de tal modo que

I‘,nl—!t .I_A[k-’ll
i L= .

Nesta iltima expressio eniram dois operadores: [y que sd
d
actoa sobre 4 e LU 86 actua sobre g (a).
L

Podemos, pois, escrever:

9 [-a—g- d.r_, (z+ D)t A= E(_fl} 1.1 1~ } .DL ] [4.9(a)]
i oy
— (.r,— ;{E 1 I)l} I_.I.?{ﬂ;ld-
Mas,
" d
l_da . L"l.] [4 9 (a)] = |_.1 o (a)] 4+ Dy[4 g (a)]

= A 9' (a) + A' ¢ (a).
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Logo: representando por D a derivada simbélica do produto
A ,9 (a) podemos escrever

S L Doemd)
da
: b
@, conseqiientemente : £ ‘
|
Fl d \ : ; I e : 1 "
? (._ﬂ I+ ) (@ + D)k A= (z + D)k [A o (a)], (20)
c. d. d.
NOTA: E evidente que (25) é verdadeira, quer 4, A', 4"...
sejam constantes, quer A seja funclio de a e A, A"... as sgas
derivadas sucessivas.
319, A (25) pode, pois, dar-se a forma
: d\./ d \*& 4 d \k
w AT e e s e RS ! 20
¢lat+5p) (@tg0) v @=(2+4-) B@y@] (26
Esta identidade pode generalizar-se dando origem ao seguinte
320. Teorema.— Se F (x) for uma fun¢do de x da forma
F [:XJ=EB|¢X",
verifica-se a sequinte identidade :
PR e o d e W X
plat o) Fls+ )¢y @=F (x+——)p@¢@)] @) E
Com efeito :
d d l
(ot ) Flot dg) v @=2 (ot ) Sau(s+-0) 4@

X

d\[ gy
=2 m-:»(a +—=) 2+ d;) ¥ (a)
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ay

/ \ Kk
=3B (24 ) (2 (@) ¢ (@]

= !_E By (24 &) *] (2 () § ()

%

=Pzt ) @ (@)
c. d. d.

321. E claro que daquela identidade ainda se tira esta:
d > d - d ;
(ot ge) Flet o) v @=t (ot ) F(=4 30) v 00 29
322. Corolario: — Se ¢ (a) for constante, de (28) resulta que

I (.r + -&’E) ¢ (a)=1¢ (a 74 ?‘i) F@) (20)

323. Entremos agora na generalizacio das formulas (22)
para o caso duma raiz a de multiplicidade /. Uma raiz nestas
condi¢des dd para a equaciio (12) uma solugfio da forma

u=—4g%= Pl"—' (‘T]l

onde Pp_y () é um polinémio em & de gran & — 1 e de coefi-
cientes arbitrarios. Ora, a éste polinémio pode dar-se a forma
simbolica (23) Pi_y (z)=(x -+ D)*=' A e podemos, portanto,
escrever

U= (2 4 D)k-1 4, (30)

As solugdes do sistema. (11) seriio da forma
ui=e% (x4 D)k—1 4, (=1, 2...n)
Para que estas solucdes satisfacam ao sistema proposto, hasta
que as constantes A;, Aol satisfagam aos sistemas que se

obtem substituindo nele as fungdes desconhecidas por estes
valores.
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Supondo que as equacdes propostas sdo n, para maior gene-
ralidade, podemos dar-lhes a forma

S0 () v

i=|

$¢i (;i) Ui=1~0 (31)

................

Substituindo u; pela sua expressiiv, vem:

.‘é?:‘ (di)e"r R A¢=3u§?i(a+3‘%) (z+ D)~ di=o

Logo: da 1.* de (31), deduz-se
é g (ﬂ 4 d—) (e 4+ D)i_" A=
=1 ; dx . J
Mas, por 319,
Soi(at L)@+ Dp-t dim@ + D)=t Do @) A
i—1

i=1

Logo: -
@4+ D)F-" X pi(a) Ai=0
i=1
qualquer que seja x. Mas, para que tal suceda, é necessirio
que seja

2 Pi (a) Aj=0
ﬂz Pi (a}d;:o 132}
D=1 N g (a) di=0
Continua.

Dovtorn Pacueco pe AMORIM.
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