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Cdleulo Simbolico

CAPITULO I

OPERACCES E OPERADORES

1. Operaciio matemdtica &6 o acto do espirito por meio do
qual ge faz corresponder, a certos seres matemaiticos, outros
seres matemdticos. Os seres de que se parte, sio os dados.
Aqueles a que se chega, os resultados.

2. Dizem-se bem definidas ou uniformes, as operacdes de
resultado fnico.

NOTA: Quando se nio declarar expressamente o contrario,
suporemos as operagdes uniformes.

3. Chama-se operador, o sinal representativo duma operaglo.

4. Quando a operagio tem apenas um dado, como sucede
muitas vezes, indica-se o sen resultado escrevendo o operador
antes do dado. Assim, se for p o operador e A o dado da ope-
racio ou operando, representaremos o resultado a que se chega,
pondo ¢ A4 ou ¢. A, expressio que se 18: ¢ que multiplica 4, onp 4.

5. Segundo esta convengdio, ;4 vem a ser o resultado a
que se chega, executando sobre 4 a operacio indicada pela letra .
Assim, por exemplo, 3 é um operador que significa a passagem
do simples para o triplo, e 3 4 significa o triplo de 4.

Do mesmo modo, % 6 um operador que significa qualquer

das partes que se obteem dividindo em trés partes iguais uma
16




200 Nlevista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

% A representa uma qualquer das

partes que se obteem dividindo A em trés partes iguais; ete.

quantidade dada. Portanto,

6. NOTA: Suporemos sempre no que vai seguir-se que
tanto os dados, como os resultados das operacgdes, sio nimeros,
quantidades, ou fungdes. Consagilentemente, tanto os dados das
opera¢des que vamos considerar, como os seus resultados, sdo
adiciondveis.

7. Chamaremos, em geral, quantidades aos seres desta espé-
cie, isto ¢, aos nlimeros, fungdes e quantidades quaisquer.

8. Operadores aditivos. — Se o operador g for tal que, quais-
quer que sejam as quantidades 4 e B, se tenha sempre

¢ (A4 B)=pA+¢B,

éste operador diz-se aditivo e a operacio que éle representa
diz-se também aditiva.

8. A medida é uma operagio aditiva como é sabido.
10. No que vai seguir-se, 86 trataremos de operacies aditivas.

11. Zero. — Chama-se zero o operador a que corresponde
sempre um resoltado nulo. O sinal por que se representa éste
operador é o algarismo do mesmo nome.

12. Identidade. — A operacgiio que faz corresponder qualquer
quantidade a si mesma, diz-se identidade e o seu sinal é o alga-
rismo 1

13. Igualdade. — Dois operadores dizem-se iguais quando,
aplicados a quantidades iguais e quaisquer, levam a resultados
também iguais.

14. Logo, se ¢ e ;' forem operadores tais que

]

p="¢"
pAd=¢'4,

serd também :
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qualquer que seja A. E, reciprocamente, se for pd =p'4,
qualquer que seja a quantidade A, serd, por def.,

p=ep"
Adigio simbdlica

15. Adigdo de operadores.— Se ; e = forem operadores, ¢ + 7
é também um operador que se define pela relagiio

(p+e)A=pA+c A

Como o segundo membro & conhecido logo que se conhecem
p e 5, o 1.° membro também ficard conhecido.

16. A definicio para mais parcelas dd-se do modo costn-
mado.

17. E claro que ¢ 4+ O =p, visto que (1)
(p+ 0) A:FA-l- 0. Ad=—pid

Logo: a adigdo de operadores tem ainda zero por mdbdulo.

- 48. A adigdo de operadores é uma operagdo comutativa. Com
efeito, como pur hipdtese . A e . A sfo quantidades (n."* 6 e 7),
teremos :

(p+o).A=p.A+c. A=c. A+p.A=(c+p). 4
qualquer que A seja. Logo (13):-
pto=a+p

c. d. d.
19. E claro que a adi¢do ¢ também associativa:

[p+o+7] A=[(p+0)+7] 4
=FA_+-:‘A+TA
=pA+t(cA474)
—pA+ (o474
=[g+(c+7)] 4.
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Logo:

(¢ +o)+r=p+(s+ )
e. d. d.

20. Teorema. — A soma de opéradores aditivos ¢é um opera-
dor aditivo.

Sejam ¢ e s os operadores dados. Por hipétese, quaisquer que
seja A e B, teremos:

p(A+B)=pA+p B
c(d+B=cdtlch

Por outo lado,

(¢+2) (A+B)—¢ (A+B)+2 (A+ B
=(pAd+peB)+icd| oD
=@pAd+cd)+(B+cDB)
=E+s) A+ (+9) B,

c. d. d.

21. Teorema. — Se a operadores iguais adicionarmos opera-
dores iguais, os operadores resultantes sdo ainda iguais.
Com efeito: sejam p, o, 7, © v 08 operadores dados, e seja

Digo que
P rT=0+w

Com efeito, qualquer que seja A, teremos:
pd=cd e 1A=vA
Logo:
pd+rd=cA+v4

lp+7) A=Tv+v) 4.

Conseqiientemente:

ptr=0+4w
e. d. d.
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Multiplicagiio simbélica

22. Produto de operadores. — Se ¢ e ¢ forem operadores,
com po ou p.o representaremos ainda um operador que se
define pela seguinte relacgio:

(z0) A=3p (c 4).

O 2.° membro desta relagiio tem sentido conhecido: significa
que ao dado A se aplica a operaciio o; e que ao resultado obtido
se aplica a operacio p. O produto de operacdes resulta da apli-
cacfio sucessiva delas.

Os operadores (factores do produto) escrevem-se pela ordem
inversa da que se execotam. Assim, no caso de trés factores:

(pat) A=9p [ (v 4)].

! A 1.* operagio que se executa sobre 4, é representado por
7 que 6 o Gltimo factor escrito, etc.

23. O produto de operadores é ainda um operador e o pro-
duto de operugdes é ainda uma operacio.

24. Os nimeros reais slio operadores, como & manifesto,
. representativos das operacdes que consistem na passagem do
simples para o miltiplo, na divisdo em partes iguais e na passa-
gem ao limite; ou no produto destas operacdes.

25. Os pameros complexos sfio também operadores, mas
nesses entram ountros operadores, além dos niimeros reais.

26. Mébdulo. — O mddulo da multiplicagdo de operadores é 1.
Com efeito,
1.4=A.
Logo :
(L.p)A=1.(p4)—p4;

Yaf e e. d. d
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27. Propriedade associativa. — O produto de operadores ¢ sem-
pre associativo', Com efeito, pondo

B=1A, C=0¢B o D=C,

vem :
C=c(td)=(c7)4

D=3(a B)=(po)B.

Logo:
D=(pe)T A.
Por outro lado,

D=¢(aB)=p[a(rd)]=¢[(e7) 4]
=p(o7)d.
Logo:
(pa)r=p(o7),
e. d. d.
NOTA: A propriedade comutativa &6 que nem sempre se veri-
fica, como depois veremos.

28. Dois operadores dizem-se permutdveis quando forem
comutativos.

29. Propriedade distributiva. — A multiplicacdo de operadores
aditives é distributiva a respeito da adigdo.

Com efeito :
p(et+7) A=p[ocd +7A4]

(por 8 e 10)

=¢ (a‘;i)+9 (T.ﬂi)
(por 22)

=(pa)d+(pr)4
(por 15)

=(po-tp7)d
qualquer que A seja. Logo:
plet+r)=¢atpm

c. d. d.

i E' preciso niio esquecer que sb consideramos operadores bens definidos
e aplicados a um s dado.
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30. Do mesmo modo:

(¢+7)p=0p+7p

como & fdcil de ver.
84. Teorema. O produto de operadores aditivos é também um

operador aditivo. Com efeito, sejam ¢ e s dois operadores aditi-
vos. Teremos:

p(Ad+ B)=pAd+4pB.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 7, vem:
op(A+B)=clpA4¢B)=0cpAd+0opB,
por & ser também aditivo e uniforme. Logo: s¢ também 6 aditivo,
e. d. d.

32, Teorema. Multiplicando operadores igumls'pw operadores
iguais, obtemos operadores iquais, se 8stes operadores forem todos
bem definidos.

Com efeito, se
teremos, quaisquer que sejam A e [3:

pAd=ag4 e wB=yB.

Ponhamos: A=rB. Teremos:

(p7) B=p(*B)=pA=cA=0c (*B)=qc(vB)=(ov)B.

Logo:

-t

T=0agYV,

e. d. d.
FPotenciagio

33. ULefinigdo. — A poténcia de expoente inteiro e positivo
define-se como produto de factores iguais e representa-se como
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na aritmética e gosa das mesmas propriedades, como é evi-
dente. Assim:

34. Para multiplicar poténcias com a mesma base, somam-se
08 expoentes.

35, Para elevar uma poténcia a outra poténcia, multiplicam-se
08 expoentes.

36. Para jd, s0 estas duas propriedades se podem demons-
trar. Das outras falaremos depois.

NOTA: Para que tenha sentido a potenciagiio, seja qual for
o seu expoente, ¢ necessirio que a base seja um operador sus-
ceptivel de ser aplicado uma infinidade de vezes sucessivas a
uma quantidade dada. Todos os operadores se sapordio gozarem
desta propriedade.

37. Teorema.— s poténcias dum operador aditivo, também sdo
operadores aditivos, como resulta imedintamente do n.° 31.

Geragido de operadores por adigio e multiplicagio

38. A adiciio e a multiplicacio permitem criar operadores
novos a partir doutros ja conhecidos. Como os nimeros sio
operadores, nos podemos combind-los com outros operadores
para formar operadores novos.

Assim, se ¢ for um operador (sinal de derivagdo, por exem-
plo) podemos formar com ele, tomado para varidvel, um poli-
némio P (p) que serd um novo operador, perfeitamente conhe-
cido, logo que seja conhecido o polindmio.

o0
39. Uma série de poténcias de g, Ay ¢", também repre
A=0

sentard, por vezes, um operador, no cazo de a série resultante
da sua aplicagiio a certo dado, ser convergente. E o que sucede
aliis com as séries ordindrias que ora sdo convergentes, ora
divergentes.
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40. Se a funciio f (x) for susceptivel de ser desenvolvida
segundo as poténeias inteiras e positivas de x e for

f{;r}=§:d,,m",

n=0

7 2]
representaremos por f (¢) o operado 24, ¢" e poremos :

=0
o0

Fo)=20 4. p"

=0

Assim, por exemplo, poremos:

T aa o TR
o
i i
log (1-{—9):9—--9—4.—3 — s (2)
3 5
sen p=p—f—!+-|??—-... = @)
El Pz_
ee=14p+5+... 4)

ete.

NOTA: Um polimio formado com operadores bem definidos,
& um operador bem definido e 0 mesmo sucede com as séries de
operadores.

Pode, pois, acontecer que a série seja o desenvolvimento
duma fungdo f (¢) com sentido préprio, como sucede com o desen-
volvimento (1) e depois veremos que, se ¢ for o signal de deri-

vaclo, a série 6 um operador bem definido, mas que l—i—F o

" pdo 4. A série representard entio um dos valores do operador

funecional.

41. Teorema. — Um polindmio em g, sendo p um operador bem
definido e aditivo, é tumbém um operador bem definido e alitivo,
por forga dus n.** 20, 31, 37, e 40 (nota).

e

—
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42. Entre as funcds de operadores é notivel pela sua sim-
plicidade e propriedades, a série

o d h? d\? I d\"
[ I — o P —
e =14+h +___|_1_ (d;c>+'"+ - (d;e)'+"'

que di o desenvolvimento de Taylor

k)‘l

[»

A p h2
O EF@=f @RS @F T @ TN
43. Este operador, aplicado a uma funciio f (x), terd sem-
tido, quando a série de Taylor o tiver também.
d
44. O operador o dr, aplieado a um polinémio inteiro, tem
sempre sentido,

d
| i
Teorema. — O operador & 9% § aditivo.
Com efeito:

a

e"ﬁ[uﬂ+¢un=egjm+¢@+m
d
— T p (x)+ e @& ¥ (=),
c. d. d.

Operagies permutévels |

Jé vimos (n.° 28) o que se entende por operadores permu-
taveis. Vamos estudar agori algumas das suas propriedades.

45. Teorema. — Se um operador for permutdvel com outros
dois, também ¢ permutdvel com a sua soma.
Com efeito, se ¢ for aditivo, como supomos sempre, teremos :

ple+7)=potpr,

pela propriedade destributiva j4 demonstrada (n.° 29). Mas por
hipétese,

Logo:
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46. Teorema. — Se um operador é permutdvel eom outros dois,
também ¢ permutdvel com o seu produto. Com efeito, em virtude
da propriedade associativa e das hipGteses, temos:

plav)=(po)r=(op)r=0c(p7)=0(vp)=(o7) p.

Logo:
pler)=(c7)p.
ec. d. d.

47. Teorema.— O operador 1 ¢ permutdvel com todos 0s outros,
= como & evidente.

48. S50 consideraremos operadores permuatdveis com 08 niime-
ros reais @ com os nimeros complexos.

49. Teorema. — (s polindmios em ; sdo operadores permutd-
veis entre si. ' ‘

Com efeito, ¢ é permutivel consigo mesmo e com as suas
poténcias inteiras e positivas; e estas, permutdveis nmas com
as outras. Logo: em virtude dos teoremas 45 e 46, os polind-
mios, sendo somas de operadores permutdveis serfo perma-
tdiveis também,

50. Teorema. — Todo o operador da forma P (¢) se pode decom-
& por em factores bindmios.
Com efeito, se for

PX)=PoX—a) ' (X—an)?...(X—a)™,

efectuando as operacdes indicadas no segando membro, ohtem-se,
depois de feitas as reducdes convenientes, o polindmio (X ) com
a forma que tem no 1.° membro. Ora, substituindo X pelo
operador ¢, podemos execatar, com 0 mesmo rigor, as mesmas
operacdes, pois que, em virtude das propriedades da adigio e
maltiplicagio dos operadores uniformes, aditivos e permutdveis
com os niimeros, o resultado ndo vem alterado. Logo: os ope-
radores representados por P (p), ordenado ou ndo sequndo as
poténcias de ¢, mas posto debaixo da forma L A ¢k; e por P (p),
decomposto em factores bindmios, sdo iguais (n.” 13 ).
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54. Dum modo geral, se os operadores ¢ (g) e ¢ (¢) forem
tais que se possa obter um deles do outro, efectnando adigdes
algébricas e multiplicagcdes, em nimero finito, eles serdo iguais,
porque levardo sempre a resultados iguais, pelo que fica dito.

52. Se 3 (p) e ¢ (g) forem dados por desenvolvimentos em
gérie que, aplicados a certa quantidade .1, dio origem a poliné-
mios em p, por os restantes termos se anularem; e se, neste
caso, se poder passar daoma das séries para a ountra por adigles

" @ multiplicacdes que afectem os termos niio nolos das séries nm
nimero finito de vezes, teremos ainda:

2(p) F(x)=4 () f (=)
purque ficamos reduzidos ao caso anterior.

53. Sejam, por exemplo, os operadores

1 1
v (3

1 -
¥ip b i e phbviea{l k-

1 P _93 1 o2 o3 2
4'(?:':14"2'(!’— "2—1 -‘.;;-»-) ¥ 'g—;E(p— ) +--3—...) +
+ ze-l_:ugnﬂ}

d
Se e e f (z) for um polinémio inteiro, teremos:

3 1 i
(1 4 %) _f{z)EeT"’g("* &) ().

Na verdade, éstes desenvolvimentos anulam-se a partir das

d
poténeias dagx— de grau superior ao de f (x) e poder-se-i passar

da parte uiil duma qualquer das séries em 4o Para a outra, me-

diante um nimero finito de adi¢des e multiplicacbes legitimas.

NOTA. Esta forma de transformagio de operadores presta
relevantissimos servicos.
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Operagdes inversas

54. Definigdo. — Se ¢ e & forem operadores tais que po=1,
a operaciio s diz-se inversa da operacio p.

55. Pode dizer-se que toda a operaciio destroi os efeitos da
sua inversa.

56. A operacio inversa de ¢ costuma representar-se pelo
signal g—1'.

57. Teremos entdo, por difinigio,
pp =1

58. A operagio inversa duma operagiio bem definida, pode
nio ser bem definida. K o que sucede com a derivagiio, por
exemplo.

NOTA: As operacbes directas sapd-las hemos sempre bem
definidas. As operacles inversas é que poderiio ser multiformes.

§9. De A=p—'DB, deduz-se sempre, p A=pp—!B=B,
quer g—' seja uniforme quer ndo, como resulta da defini-
clo pp—'=1.

60. Teorema.— Todo o operador é permutdvel com o seu inverso
se ambos forem bem definidos. Com efeito, seja A=p—'B e, con-
sequentemente (n.” 57), B=p .. Sendo¢~'bem definido, podemos
multiplicar pelo operador ¢—! e teremos: g—1(pd)=—'B=A.

Logo:

pp—!=1=pp~",
e. d. d.

61. Ddste teorema conclui-se que se ¢ e p—' forem uniformes,
serio inversos am do outro: (p—')~!=y¢.

62. Daqui resulta que de

A=p—'B se deduz B=pA;
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e de
B=pA 8o deduz A=p—!B.

63. Teorema. — O inverso dum operador aditive, se for bem
definido, ¢ também aditivo.

Seja ¢ o operador e g—! o sen inverso, ambos uniformes por
hipotese. Teremos :

plp~"' A+~ By=pp' A+pp~' B=A+B.
Consequentemente, pelo n.° 62, serd
p~V A+4+¢~' B=p~! (A4+ B). Logo...

64. Teorema. — Se p e o forem dois operadores, teremos sem-
pre: (pe)~'=0oc—"1.¢—! sejam ou ndo, uniformes —! e p—".
Com efeito :
(¢a).(pe)~'=1, por def.
Mas (n.” 27),
(eo) (e=' g7 ")=paa~! p~!
ST
=g.) . p?
] =p. F—-t

=1

Logo: ipg)~'=o¢—'.p~). Conseqiientemente: O inverso -
. dum produto é igual ao produto dos inversos dos factores, escri-
tos por ordem inversa.

65. Teorema. — Todo o operador permutavel com outro, é per-
mutdvel com o seu inverso, se todos forem uniformes. Com efeito,
se for gz =g, teremos:

fe-V=(c""'e)(poe~")=0""(op)o~!
=g~ (po)ae—t=(g""p) (ca~Y)=0a""p
Logo:
Fa‘":g""'f-

c. d. d.

66. Teorema. — Se dois operadores forem permutdveis, 03 seus
inversos também o serdo, se forem uniformes.
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Com efeito, se for ;o — ¢, teremos (po)—!=(sp)~! o
(n.° 64).
g1 p—t=p—! g~

c. d. d.

Quebrados

67. Ao produto da forma p=—', em que 5, o 8 z—!, slo ope-
radores uniformes, aditivos e permutdveis, chamaremos quebrado
e poremos

I
Qa |+n

- como & de uso.

68. O quebrado assim definido é um operador uniforme, adi-
tivo e permutdvel com os seus termos.

69. Teorema.— E verdadeira a relagdo: o —’:'— =g¢. Com efeito:

' 3

o =5 o—t)=s (@ =(co—") p=p,
e d. d.
70. Escolio 1.°. —Pondo = ‘; vird: g=vc7, como é evi-
dente.
y 71. Escolio 2.°. — K também evidente que —:— =1.
72. Teorema. — [ verdadeira a relagdo pt —f = FT;!T.
Com efeito :
rte . e ] o Eia ok
FT v de) sl mpret ot mmp L,
e. d. d
73. Teorema. — E verdadeira a relagdo F—%—z ‘L:. Com
efeito :
g o
F;Z{F o) 1=p (c71)=¢ —
c.d. d
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74. Igualdade de quebrados. — Dois quebrados sdo iquais
quando forem iguais os produtos cruzados dos seus termos.

Com efeito: se for

pv=r0oT,
vira
gv.(av)—t=g1(av)~!;
e
prov—le—t=grv—lo='=0"'omv';
e
6 T
ce—l=1v=1 oo —=—,
‘ a v

c. d. d.

75. Corolario. — Déste teorema se conclii que num quebrado
Py _F

se podem suprimir os factores comuns aos seus termos : P

76. Adiglo. — A adigdo de quebrados faz-se como na aritmética:

RS
g v e
Com efeito :
prTot =(vdoT) (av}"='u-—'—'—'rv"'='"F—+l
¥ Y v ; o Y

c. d. d.

77. Multiplicagdo. — Com igual facilidade se prova que a
regra da maltiplicacio 6 a mesma da aritmética.

78. .Inverso dum quebrado.— O operador inverso de gi é —::-.

Com efeito :
Pl
= :

S

-

79, Divisio. — A divisdio define-se e execata-se como Dna
aritmética, como & ficil de ver também.

80. Poténcia de expoente negativo. — Agora ficilmente se
define a poténcia de expoente negativo :

=

-
I
“T
a2
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84, Com a mesma facilidlade se demonstram também as
regras para maltiplicar e dividir poténcias de expoente inteiro,
positivo ou negativo.

Os operadores e 08 nimeros

82. Pelo que fica exposto, se vé que os operadores que sejam
bem definidos (bem como os seus inversos) e que sejam aditivos
e permutdveis, estdio snjeitos a relacdes de igualdade e &s mes-
mas operacdes dos nimeros, gosando estes das mesmas. proprie-
dades daqueles. As igualdades de operadores nestas condicdes,
podem adicionar-se algbbricamente, podem multiplicar-se & divi-
dir-se, membro a membro, ecomo as igualdades dos nimeros, che-
gando-se sempre a resultados verdadeiros. O Cédleulo Simbélico,
ge usar sl operadores desta natareza, tem forca demonstrativa
como a Algebra valgar.

83. No caso de aparecerem, em dada questio, operadores
que niio gosem de todas estas propriedades, ainda o Cilcalo
Simbolico pode ser usado como instramento de investigacio de
resultados coja legitimidade ou ilegitimidade se demonstrard
depois por outros métodos.

84. Aos operadores uniformes, aditivos e permntiveis entre
si @ com os nimeros reais e complexos, e ainda sendo uniformes
o0s seus inversos, chamaremos, para abreviar a lingnagem, ope-
radores numéricos.

85. Podemos, pois, dizer que o Cdlenlo Simbélico tem forca
demonstrativa quando usa s6 de operadores numéricos.

Inversio dos operadores

~ 86, O coneeito de operacio inversa, di origem ao problema
da inversdo dos operadores, de grande generalidude e impor-
tancia pritica. Ksse problema consiste no seguinte. Dado o
operador ¢ e uma quantidade (n.° 7) 4, determinar a quantidade X
tal que ;
pX=A4A

17
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87. Conhecido que seja o operador p—', calcola se X efec-
tuando sobre A as operacgbes indicadas pelo simbolo p—', isto &,

X=p—14
88. A ewistincia e a forma das solugdes da equaciio

é, em geral, um problema que se estuda na Andlise Matemditica
e que nada tem com o Céleulo Simbélico. Este apenas intervem
no calcalo das solugdes.

89, Teorema. — Dada a equagio
pr... v X=A4,
a sua solugio geral tem a forma (n.® 64)
Xemp—l,..0=tp"1 4

Se conhecermos os operadores ¢—', ¢~!, —v—!, saberemos
calcular X,

Logo: Para inverter um produto, basta saber inverter os seus
factores.

90. Todas as vezes que snja' possivel decompor um operador
em factores muis simples do que éle, o problema da inversio
simplifiea-se.

91. E o que sucede com os operadores que teem a forma
dum polinémio, como vimos em o n.* 47.

92. [ste teorema & independente do facto dos operadores
inversos que nele entram, serem ou nio bem definidos e por-
tanto pode aplicar-se sempre, sem receio de chegar a conclusdes
erradas,

Mas raras vezes sucede que éle baste para resolver um pro-
blema dado. Em geral é preciso recorrer ao uso daqueles teo-
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remas que s6 se aplicam legitimamente no caso dos opera-
dores e dos seus inversos serem bem definidos, aditivos e per-
matdveis.

Ora, sendo os proprios operadores de que se vai usar, des-
conhecidos, pelo menos em parte, & evidente que niio podemos
saber & priori se eles gosam ou ndio, das propriedades referidas.
Poderemos, porém, aplicar-lhe o cileulo, eomo se éles gosassem
dessas propriedades, com a condigcio de dar por duvidosos os
resultados a que chegarmos. A verdade ou falsidade, dos resul-
tados obtidos é jd outro problema, por vezes mais simples do
que o primeiro. No caso, por exemplo, de se tratar de obter
as solucdes duma equacio dada, bastard verificar se o resultado
satisfaz & equagiio e tem a generalidade requerida.

Equagiio sem 2.° membro

93. Uma equacio da forma p X—0, em que ¢ é um opera-
dor qualquer e X' uma fan¢iio desconhecida, diz-se sem sequndo
membro. Estas equacdes sio muito freqiientes e a sua solacio
simplifica-se muito por vezes.

94. Assim, se o operador ¢ se puder decompor num produto
da forma

F==FL+p2.+:Pk
sendo ¢y, ps...pk tais que
pr.0=p2.0=...=p;.0=0
as solocdes das equagdes
pr Xg=0

pe—1 Pk Xp—1 =10

P2 3.+ Fk X!zﬂ

satisfazem 4 equagio proposta, como é evidente.
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95. Se estes factores ¢y, ps...p; forem permutdveis entre si,
o sistema anterior simplifica-se; oa melhor, as solucdes do sis-
tema

F[ X{zg
Fz X::;G
pk Xe=

satisfazem também a equagdo proposta.

96. Se o operador p for aditivo, ¢ Xy, Xs... X, forem
solacdes da equaciio
p X=0,
a fangio

X=X1+X3... 1+ X,
também & solugdo da proposta.

97. Se, além disso, ¢ for permutdvel com os nimeros, a

funcio
X=A4; Xi+4s Xo+—+ 4, X,,

onde Ay, As, ... A,, sio constantes arbitririas, também serd
solagdo da proposta.

98. BSe for dada a equagilo
FAJ.: Ur
onde U é uma fungiio conhecida, e se forem .X; e X3 tais que
pX1=0
o
F—X:: U,
gerd também

(X1t X)) =1,

caso p seja aditivo.
99. E se p for permutdvel com os niimeros, serd também
F{J]. ‘Yl + ng]': U,

sendo A constante arbitrdria.
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100. Por esta forma se obtém integrais da equacdo com-
pleta, por meio dos integrais da equacio sem 2.° membro.

101. Depois veremos a utilidade que se pode tirar déstes
teoremas, no caso dos operadores diferenciais.

102. Como conseqiiéneia imediata do que fiea exposto, se
tira o seguinte:

103. Teorema.— Se ¢ for um operador aditivo, permutdvel
com 0s niumeros e susceptivel de ser aplicodo uma infinidade de
vezes, e P (p) um polindmio em g, a equagio

P(p) X=4 (1)
admite as raizes das equagoes (ver n.° 47)

(g—ay)t Xyti=0
(p—a2)2 Xsta=0

(6 — a1)’k Xpfe=0

quaisquer que sgjam iy, i ... iy, inteiros e positivos e sujeitos as
limitagoes

by <oy

s as

104. Além disso, a funcio

X=A4; Xif1+ 45 Xs's... + dp Xk,

quaisquer que sejam as constantes Ay, As ... Ay, satisfaz & equa-
¢do (1).

105. Dada a equagio
P(p) X=1, (2)
onde U é uma fungdo dada, se X' for soluciio dela, isto 6, se for

P{F] X'=U,
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também a funcio
X=X+ 4 X)*"14 Ads Xa*2 4 ... + A; X}*k
o serd, como & ficil de verificar.

106. Se representarmos pur-

>

—aj)t
a decomposi¢io da funcdio racional :XJ em elementos simples, i
isto &, se
1 A;
P(X) e (X — aj)t.
@ pusermos
A;
T A Al ) |
: tpery)
a funclo y serd conhecida quando soubermos caleular os ter- 1
mos T;:—A-‘l‘T}‘ U. Supondo que se sabe calcular um valor X;
tal que
(p—aj)t Xi=U )
para todos os valores de i e para todas as raizes a;, conhece- P
remos um valor de y, e éste valor satisfaz a equacéo (2). Com
efeito,
P(p)ZIA4; X;=ZZIP(s) 4: X;
=22¢15P(F)X;
1
=3XZA4;.P(p)———=U
S =y
e IX it Po(p—ay)™1.. .[F-—a.-}i’:'. c(p—ap)®k ol
(p—ai)'
:POEZAi(p-—ai}“‘l...{p——a,)”i"f...(p—a})“ﬁ- U
—Po[ZZ Ai(p—ay)i...(p—a)%i—t...0—a)%]U
=
isto que P(A) 33 rortrcr e
visto que P (4) o ATy g
p———— — ——




—
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107 Conseqiientemente, sabendo caleular um valor para a
inebgnita de cada uma das equacdes (3), podemos obter imedia-
tamente um valor para a ineognita da equagio proposta.

108. NOTA: Para aplicar toda a doutrina dos n.** 98, 99,
100, 101 e 102, basta que p seja aditivo, permutivel com os
nimeros e susceptivel de ser aplicado & mesma funcdo uma
infinidade de vezes, e além disso que p.o=o.

109. Daqui resulta o seguinte teorema: A equagdo simbélica
ple) A=U

onde ¢ ¢ um operador nas condigbes expressas em o nimero ante-
rior, pode resolver-se simbolicamente em ordem a X e na expressdo
obtida, substituir I_’-lw(pj pelo seu desenvolvimento em elementos sim-

ples. Sabendo interpretar a expressdo simbélica obtida, o resul-
tado correspondente ¢ solugdo da equagdo proposta.
Esta solucio, porém, pode nio ser a mais geral.

( Continua ).

Douror Pacneco pE Amonim.




Contribuicdo para o estndo das Influéneias lunares
- na Declinagio Magnética

Alguns meses apés a publicagio, na Revista da Faculdade
de Ciéncias da Universidade de Coimbra (vol. i1, n.® 3 de 1932),
do nosso estado acérea das — Influéncias lunares sobre o Magne-
tismo terrestre —, e quando ji estava no prelo a nossa — Con-
tribuigio para o estudo das influéncias lunares sobre fendmenos
geofisicos —, publicada no vol. ;v —N.® 1 de 1934 da mesma
Revista, recebemos de Mr. J. Egedal uma carta contendo suges-
tdes quanto A orientagio que melhor conviria dar a 8stes traba-
lhos, orientaciio que ndo podia deixar de merecer o nosso apoio,
nfio 86 por motivo da categoria cientifica de quem a propunha,
mas ainda, e subretudo, porque a achdmos fundamentada nom
critério muito ponderivel.

Quando procedemos Aqueles estndos, aproveitimos os ele-
mentos catalogados nas publicacdes do Magnetismo terrestre do
Iostituto Geofisico, sem quaisquer alteracdes. Desta forma,
servimo-nos dos mapas referidos 4 hora e ao dia solar, contando
o més lanar pela idude da lus, ou, seja, de novilinio a novilinio.

Mais rigoroso seria transformar &sses mapas noutros, refe-
ridos, ndo 4 hora e ao dia solar, mas, sim, 4 hora e ao dia lunar,
ou, mais rigorosamente ainda, proceder a uma nova tabulagdo
das carvas dos magnetografos, referindo-a is horas e dias luna-
res, visto nio coincidirom com as horas e dias solares.

Ambhos éstes processos demandam muito tempo para a orga-
nizacio de novos mapas; entretanto, seguindo a orientagdo pro-
posta por Mr. J. Egedal, resolvemos executar esse trabalho,
ndo execluindo, como no primeiro, os dias perturbados e, bem
assim, referindo os nossos resumos e conclusdes a mapas que
reorganizimos, aproveitando, para simplicidade, os dados das
publicagdes do Imstitato Geofisico, e deslocando, pbr aproxima-
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¢dlo, para horas lunares os valores registados em horas solares.
Para ésse fim, tomando para dia lunar o tempo decorrido entre
donas passagens sucessivas da lua pelo meridiano inferior, conta-
mos, para cada més lunar, os dias lanares a partir daquele em
que a lua faz, i hora do meio dia, — ou, seja, no novilinio —, a
sua passagem pelo meridiano superior; e assim, para cada més,
iniciar-se-4 o primeiro dia doze horas antes da passagem da lua
(na fase da loa nova) por éste meridiano.

Assim procedendo, encontrimos gradualmente a confirmaciio
das nossas mais importantes conclusdes anteriores, como veremos
pela andlise dos mapas que elaborimos e dos gréficos que lhes
correspondem. .

E muito morosa a transformagio dos mapas das poblicagdes
anuais do Instituto Geofisico néstes outros que obtivemos em
harmonia com a forma acima exposta. Por tal motivo apenas
nos foi permitido concluir ésse trabalho para a Declinagiio, ndo
nos tendo sido possivel proceder concomitantemente a idéntico
estudo relativamente A Componente horizontal, por nos falhar o
tempo para tanto. Teremos que o reservar para muis tarde.
A anilise dos elementos respeitantes & Declinagiio, pela clareza
com que nos falam, merecem, — parece-nos —, ser divulgados.

No resumo do mnosso estado, — Influéncias lunares sobre o
Magnetismo Terrestre — ( Revista da Faculdade de Ciéncias,
vol. 11-n.° 3, 1932, pdg. 192), chegdmos, entre outras concla-
sdes, 4 seguinte: :

1.*) — « As variagdes dinrnas luonares desviam-se da variacio
média no sentido positivo, na vizinhanga do novilinio e do ple-
nilinio, @ no sentido negativo, na vizinhanca dos quartos. »

Se confrontarmos entre si os valores fornecidos pelo mapa
n.” 1, no qual se expdem os desvios médios da variacdo dinrna
em relagio & média anual, nfo 86 para cada um dos anos (1921-25),
como também para o agrapamento désses cinco anos, confirma-se
com tOda a nitidez aquela conelusdo, pois que, eomo no referido
mapa se observa, — e mais nitidamente ainda no grifico I que o
reproduz —, predominum os desvios positivos na vizinhanea da
lua nova e da loa cheia, enquanto os desvios negativos se acen-
tuam na vizinhanga dos quartos.

Aproximando, pois, os dados déste novo estudo com os que
foram publicados em 1932, vemos que se mantém em plena con-
cordincia quanto ao sentido dos desvios da variacido da Declina-




264  Revisia da Faculdade de Cifncias da Universidade de Coimbra

¢lio Magnética. Ha, entretanto, uma pequena discordincia quanto
a posiclo do desvio mdximo que, encontrando-se, como vimos
no nosso primeiro trabalho, na vizinhanca da laa cheia (1), o
vamos agora achar na passagem da loa nova.

Desenvolvemos, porém, a eurva em periodos de 7 dias, cor-
respondentes aos periodos de influéncia de cada uma das fases,
segundo a orientagio de D. G. Dalgado, por ndés segunida no
trabalho, — Contribuigdo para o estudo das influéncius lunares
80bre fendmenos geofizicos —, publicado, em 1934, na Revista da
Faculdade de Ciéncias (vol. 1v, n.° 1), isto é, dividindo cada luna-
¢lio em quatro perfodos, comecando o primeiro trés dias antes da
lua nova e acabando trés dias depois, o segundo trés dias antes
e trés dias depois do 1.° quarto (crescente), e equivalentemente
para a luoa cheia (3. periodo) e para o quarto minguante
(4.° periodo). Fazendo isso, na carva dos desvios da variagiio
j& nio se nota a discordincia acima pontada pois que, como se
verifica no mapa n.° 1 e no gréfico IT, é no perfodo de influén-
cia da loa cheia (3.° periodo) que se regista o desvio médximo
da variaclo.

Uma ountra discordincia se manifesta, ao compararmos a nossa
segunda conclusio de 1932 com a carva agora obtida, com as
médias dos desvios de cada grupo de sete dias, correspondentes
a cada uma das fases. Com efeito, vimos em 1932 que a varia-
¢lio minima se observava na passagem do quarto crescente, — e
isso mesmo se verifica hoje no grifico I —, ao passo que o gri-
fico II, assente na divisdo em ciclos de 7 dias, regista dsse
minimo no periodo de influéneia do quarto minguante ( 4.° perfodo).

Poderemos atribuir estas discordincias ao facto de nilo ter-
mos néste, como no primeiro trabalho, excluido os dias pertar-
bados? Para tal conecluirmos parece-nos indispensdvel verificar
se, nesta diminuta série de anos, se encontrard alguma relagio
entre as fases da lua, o nimero das perturbac¢des e a sana inten-
sidade, exame que a falta de tempo nfio permitiu, ficando assim
impossivel tirar conclusdes a tal respeito.

A par da confirmagio a que acima aladimos, quanto & mar-
cha da variagfio diurna lunar da Declinagio Magnética no decor-

(1) Veja a 2.* conclusio da pig. 192 da Revisia da Faculdade de Ciéneias,
vol. 1 — n.* 3, 1932.
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rer das fases do nosso satélite, outros elementos, nio menos
interessantes, conseguimos colher relativamente 4 evolugio dos
sens valores hordrios.

De facto, analizando o mapa n.® 2 e, melhor ainda, os grifi-
cos da estampa III, verifica-se com t0da a nitidez o seguinte:

1.°) — O mdximo valor da Declinacio regista-se no novilinio,
3 horas apds a passagem da lua pelo meridiano inferior; e, no
pleniliinio, 2 horas ap6s a sua passagem pelo meridiano supe-
rior ;

2.°) — Nos quartos, antecedem-se ésses méiximos de 3 horas
4 passagem pelo meridiano inferior, no crescente; pelo meri-

pe. diano superior, no minguante ;

3.°) —Os valores minimos registam-se, no novilinio e no
plenilénio, 5 horas antes das passagens, respectivamente, pelos
meridianos inferior e superior;

4.) — No minguante, desenha-se o valor minimo 2 horas
depois da passagem da lua pelo meridiano inferior e, no cres-
cente, da uma is doas horas apés a sua passagem pelo meridiano
superior.

Em resumo, os valores médximos, no novilinio e no plenili-
nio, sofrem um atrazo de 2 a 3 horas em relagiio 4 sna passagem
pelo meridiano, enquanto que, nos quartos, em vez dum atrazo,
hd um avango correspondente também a 3 horas ; inversamente,
registam-se 0s valores minimos, no plenilinio e no novilanio,
com nma antecedéncia de D horas e, nos quartos, com um atrazo
, de uma a duas horas sdbre a passagem da lua pelo meridiano

respectivo (superior oun inferior).

Resaulta, em dltima andlise, do que fica exposto, o reconheci-
mento de que as curvas dos valores hordrios da Declinagio
Magnética se desenvolvem em sentido inverso, tanto no periodo
de influéneia da luoa nova em relagio ao da lua cheia, como entre
o do quarto crescente em relagio ao do quarto minguante.

- B

Anrtur Dias PraTas.
Observador Chefe no Instituto Geofisico




e e R L 0 Sy O e R e T [ T S e o Ll SO e S Sl — e



e Y

DECLINACAO

VARIAGAO DIURNA

Dias | 1922 | 1923 1923 | 1924 1925

102

+ 0,09

] ]

‘ 1 + 0,44 + 0,39 + 0,53

2 1,21 0,22 0,82 1,01 0,45

3 0,71 0,14 117 127 | 4026

4 +0,58 0,46 0,71 133 | —0,18

5 — 035 1,04 052 023 | 4024

6 +020 | 4023 088 | 41,14 0,44

7 002 | —034 038 | —041 | 4025

- 2,12 052 | +0.22 046 | — 062

g <4 0,08 068 | — 0,50 0,64 1,14

10 —1,10 1,04 0,68 0.85 1,12

11 —027 | =02 1,23 1,28 1,07

12 41096 | +1,01 | —1,00 0,95 0,69

13 0,09 025 | + 0,05 0,96 0,59

14 0,62 0,27 — (.14 0,40 — 0,10

15 + 0,12 047 | —028 | —026 | 4071

f. 18 — 028 1,05 | +082 | 4037 0,50

17 —023 | 4097 1,12 1,00 0,65

18 4112 | —078 1.21 1,11 0,61

19 +041 | 4021 | 4008 0,72 0,73

20 038 | +015 | —o32 0,21 0,14

21 0,16 | —085 0,35 | + 0,41 0,19

22 0,59 0,69 070 | — 1,06 | 40,40

23 0,67 1,01 0,18 056 | — 025

24 0,14 0.25 0,65 | —075 0,42

25 0,60 1,04 127 | +0,2 0,06
26 —152 | 4097 0,25 0,63 0,66 | —043
27 +023 | 4034 019 | +033 | —030 | +008
28 —020 | 4062 | —033 | —023 | +008 || —026
1 periodo| 4024 | +025 | +045 | 4053 | 40,18 || +033
2* —005 | —038 | —0,15 | —049 | —043 || —0,29
13* » +04t | 4071 | +038 | +012 | +028 | 4038
R —060 | -05 | —069 | —021 | —003 || —042

1







VALORES HORARIOS DA DECLINACAO

— — —_ e ——— — — —_— ——
- S T | I 3
Anos I 1 I 2h | 3l| | 4h 5& ﬁ" Th [ Sh an Iﬂh Itu P u 1* | On ;.]h 46 5l ﬁh - ! Bi 9. 10! 11. .P- Ho Hﬂil
. ; | | super. | ’ ||nfer. (@)
g 1921 57| 62| 63| 61 - 54 4,6. 39| 33| 28| 26| 25| 23| 28| 24| 23] 22 18| 15| 15| 16| 20| 28| 3B| 52
.*:' 1922 46| 52| 53| 48| 41| 86| 28| 21| 18| L?7| 17| L,7| ,°| 4,7 18] LG6| L4 12| 10| 10| 18| 24| 33| 48
= 1923 66| 72| 72| 74] 60| bH4| 49| 45| 42| 41| 39| 38| 30| 40| 38| 37| 35| 32| 20| 28| 83| 39| 49| 861
P 1924 50| 56| 58| 51] 45{ 39| 31| 28| 25| 2 211 1,9 37| 16] 18] 14] L3 Lk| 09| 10| 13| 21| 33| 46
l 1925 65| 7,1 74| 7,1] 66} 59| 52| 46| 43| 40| 37| 37| 38| 37| 6| FH| 32| 28] 25] 26| 29| 38| 50| 62 :';—
E
E Médias: 57| 63| 64| 61| 53| 47| 40| 35| 81| 29 28| 2,7| 27| 27| 26| 25} 22| 20| 18} 1LB| 22| 30| 40| 53
desvios da
= média ‘a) |42,1|4+2,7 | 42,8 42,6 |4+1,7 |4+1,1 |+0.4 |-0,1 (—0,5|—0,7|-08|-09|-00|-09|-10|—-1,1|—14(—-16|-18-18|—14|—06 |+04 |41,7
| : |
| |
g 1921 48| 41| 35| 31| 26| 24| 20| 20| 2,1| 20| 19| 20| 21| 19| 23] 20| 36| 47| 66| 61 62| 60| 58] 5O
§ | 1922 34| 27| 24| 22| 19| 17| 16| 17| L7| 18| 18| .,7| 16| 16| 20| 26| 82| 40| 48| 53| 53| 51| 48| 86
{ 1923 51| 48| 45| 40| 88| 37| 36| 36| 36| 36| 88| 38| 36| 37| 37| 42| 48| 54| 63| 70| 71| 68| 62| b6
; 1924 37| 32| 27| 24 22| 19| 18| 16| 17| 15| 14| 13| 12| 13| 16| 20| 26| 34| 40| 46| 50| b0| 46] 89
| 1925 58| 52| 47| 43| 40| 37| 30| 34| 33| 33| 82| 31| 29| 29 32| 37| 45| 55| 65 71| 73| 71| 65| 6 :;.
=]
E Médias : 46| 40| 36| 32! 29| 27| 25| 25| 25| 24| 24| 24| 23| 23| 26; 31| 3,7| 48| 54| 60| 62| 60| 65| 48
£ | desvios da
o
5 média (a) (40,9 +0,3-i—0,] —-05|—08—1,0|-12|-12|—12|—-13|-13|—13|—14|—14|—1,1|=06| 00409417 |4+23|425(+23 4+18[+1,1
|
= 1621 25| 23| 22| 23| 22| 18 '. 14| 16| 20| 29| 38| 50| 58| 64| 62| b67| 6,0 42| 36| 31| 26| 23| 25| 25
é 1922 15 16| 17| 1,5 13} 11| L2| 14| 20| 29| 99| 50| 57| 59| 54| 47| 40| 31| 24| 19| 18] 1,5] L,2] 13
= 1923 37| 36| 85| 34| 32| 30| 28| 30| 34| 41| 51| 61| 68| 71| 70| 64! 57| 51| 46| 41| 39| 37| 37| 3.6
- 1924 18| 1,8 1,7y 13| L1| G9| OB 09| 12| 20| 31| 41] 48| 52| 51| 46| 40} 33| 20| 25) 22| 20| 18] 19
l 1925 a7| 37 35| 33| 31} 28] 25| 24| 27| 33| 44| 61| 71| 75| 74| 69| 59| 52| 45| 40| 38| 56| 36| 36 E-
2
s Médias: 27| 26| 25| 24) 22| 1,9 18| 19| 23| 50| 41| 53| 60| 64| 62| 57 49| 42| 36| 31| 28| 24| 26| 26
& | desvios da
% | média (@) |—08|-0,9 |—1,0|—1,1 |—13 |—1,6 |—1,7 |—1,6 |[—1,2 |—0,5 [+0,6 |4+1,8 |+2,5 |+2,9 |+2,7 | 42,2 (41,4 | 40,7 |+0,1 | —0,4 |—0,7 |—0,9 | —0,9|—09
g 1921 16| 13| 14| 19| 2,7 36| 45| 53| 57| 57| 52| 406 -1.0_ 35| 31| 28| 26| 28| 23| 23| 22| 21| 19| 186
E} 1922 13| 1,2| 15| 20| 28| 38| 44| 48| 50| 48| 43| 37| 30| 25| 18| L7} 15| 18| 12| 13| 13| 14| 1,3] 12
B 1923 29| 29| 33| 37! 42| 50| 58| 63| 65| 63| 58| 53| 47| 43| 40| 38| 34| 35| 33| 33| 32| 32| 31| 29
."i! 1924 09| 10| 12| 18| 24| 34| 42| 49| 50| 49| 44| 40| 35| 29| 25| 21| 19| 16| 15| 15| 14| 23| L1| 09 1
":r 1925 27| 25| 27| 80| 87| 47| 67| 66| 69| 70| 64| 54| 46| 41| 37| 32| 29| 29| 29| 80| 29| 29| 30| 29 ﬁ
[=]
E Médias: 19] 18| 20| 25| 32| 41| 49| 66| 58| 57| 52| 46| 40| 35| 30| 27| 26| 23| 22| 23] 22| 22| 2,1] 19 H
@ | desvios da
[
. média (a) (—1,4|-1,5|—1,3|—08|-0,1 408 [+1,6 |+2,3 |4+2,5 |+24 |+1,9|41,3 |4+0,7 |4+02 |—0,3 |—0,6 |—0,8 |—1,0 |—1,1 |—1,0 |—1,1 |—=1,1 |—1,2|—14
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Bstudo da accdo dum gene pleiotropo
na «Ephestia kihniella» Zeller

(coNTvUAQEo)

b) Transplantagdes de ovérios de animais 4 a.

Paralelamente ao que fizemos para as implantagbes de testi-
culos, efectndmos implantacdes de nm ovirio contendo o gene A
em estado heterozigotico 4 a. Os resultados obtidos, quer para
a pigmentagio dos olhos (Quadro 1v), quer para a pigmentagio
dos testiculos dos individuos masculinos operados, ndo permitem
distinguir a accio do gene A em estado heterozigbtico da sua
acclio em estado homozigético.

QUADRO IV

Pigmentaglio dos olhos dos animais aa, operados com implantagio de um oviério 4a
e dos animais testemunhos.

Pigmentagio dos olhos
Grupos de transplantagGes Crasse 1 | CLASSE2 | CLASSE 8 n

! castanhos | prelos

vermelhos |
Animais Aa (Testemunhos) — — 100 147
'g- ‘ Ovirio Aa em larvas aa (degenvol-
) vido) ...l =~ 85,8 14,2 7
2 | Ovirio Aa em larvas aa (resor- . \
g R RIS L 87,5 12,5 = g ||

o i
| Animais aa (Testemunhos) 10 | - — 116 i
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¢) Transplantagdes de dois ovdrios A A.

Vimos que os efeitos das implantacdes dos ovdrios nfio eram
quantitativamente equivalentes aos das implantacbes das gona-
das mascalinas. Com o fim de investigar qual a causa de tal
diferenga, efectudmos uma série de implantagdes simaltineas
de ovdrios 4 4 em larvas aa.

QUADRO V

Pigmentag@o dos olhos dos animais a a, operados com implantagiio de dois oviirios 4 A,
@ dos animais testemunhos.

Pigm_anlaqan dos olhos

Grupos de transplantagdes

|
Il -
CLassel | CLasse 2 | Giassga| M
vermelhos tannhul pretos
I‘ Apnimais 4 A (Testemunhos) - — 100 182
| Dais ovirios 4 4 em larvas aa. (0Os
| =
.-%_ dois ovirios impl. desenvalvidos) — —
I ‘é Dois ovirios A A em larvas aa. {Um
= 86 ovirio impl. desenvolvido) . . griic 100
g Dois ovirios 4 4 em larvas aa. (Os
dois ovirios impl. resorvidos) . . a0 10
I! Animais aa ( Testemunhos) 100 | —
|

Déste modo foram operadas 170 larvas no dltimo periodo
larvar, das quais 27 atingiram o estado de imago.

A dissecgdo dos animais obtidos revelen que, em alguns déles,
os dois ovirios implantados se tinham desenvolvido, noutros
apenas am, noutros ainda, nenhum dos ovirios se desenvolvera,
Qudsi sempre os ovirios implantados cresciam conjuntamente
com os testiculos e ovirios do animal hospedeiro. Nas Fig. 9
e 10, estio representados dois ecasos de ovdrios implantados
coalescentes com os testiculos do hospedeiro. O desenvolyi-
mento dos ovirios implantados é contudo bem diferente nos
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dois casvs. No caso representado na Fig. 11, os dois ovirios
implantados eresceram conjuntamente com os ovirios do hos-
pedeirv, distinguindo-se bem déstes pelo seu menor desenvolvi-
mento. .

A Fig. 12 mostra-nos dois ovirios implantados, bem desen-
volvidos e livres na cavidade abdominal do hospedeiro.

Os ovirios implantados eram, em regra, de dimensdes meno-
res que os do hospedeiro que por saa vez se encontravam algo
atrofiados. Uma diferenga das dimensdes dos implantados, com
os sexos dos hospedeiros, observada por MEISENHEIMER e por
Kore#, niio foi por ndés encontrada.

Fig. 9 — Dois ovirios 4 A implantados, em coalescéncia pelas ciimaras terminais
com o testiculo aa do hospedeiro. Ow#; e Ov,, ovirios implantados; Th, tes-
ticulo do hospedeiro. >< 20).

No Quadro v vio reunidos os resultados obtidos pela implan-
tagio de dois ovdrios. Os animais nos quais os dois ovdrios
implantados se desenvolveram, apresentavam, sem excepeciio, 0s
seus olhos com cores que os faziam incluir na classe 3 de pig-
mentaglio @ que iam até 6 pp e T pp, isto & preto normal do
fenotipo de A A.

Reunimos nom segundo grupo, aqueles animais nos quais nm
£6 dos ovdrios implantados se desenvolveu e cujos olhos possniam
pigmentagdes que estio dentro dos limites da classe 2 e portanto

~castanhos, tais como os obtidos nas implanta¢des de um s6 ovirio,

No terceiro grupo inclufmos os animais, nos quais implantado
algum se desenvolven. Apresentavam, com excepedo de um so,
olhos pertencendo & classe 3, olhos vermelhos, nio modifica-
dos. O caso de excepeilo, olhos castanhos, classe 2, é expli-
civel, como jd anteriormente vimos, pela acgio dos ovérios
implantados antes da sua reabsorgio.
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Verificimos assim que a acgio de dois ovirios implantados é
quantitativamente equivalente i resultante da implantagio de um
tosticulo. Ficdmos agora com elementos suficientes para a dis-
cussio da diferenca de accio de um ovdrio e de um testiculo,
que faremous adiante.

Fig. 10 — Dois oviérios A A implantados, em relagio com o testfculo aa do hospe-
deiro. Todos os ovariolos bem desenvolvidos. Ow; e Ow;, ovariolos implan-
tados; Th, testiculo do hospedeiro. >< 14

A accio sobre os testiculos dos animais & hospedeiros verifl-
cava-se também. Os testiculos pigmentavam-se e na sua maior
parte pertenciam s classes de pigmentagio 3 a 5; mas o pequeno
niimero de casos nio nos permite estabelecer a comparacio dos efei-
tos, sobre os testiculos, das implantagdes de um e de dois ovirios,
que alids resulta claramente pela comparagio dos ofeitos da modi-
ficagio da pigmentagio dos olhos, de mais ficil e segura ava-
liacéo.
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d) Descendéncia dos animais aa, com olhos escuros, obtidos
por implantagGes de gonadas.

Caspani efectuon eruzamentos de dois individuos, om ¢ e
outro &, genotipicamente a a e fenotipicamente de olhos pretos,
pela implantagio de testiculos A A, com animais a @ normais. As
gonadas dos primeires, ndo tendo sido afectadas pela operagio
produzirio normalmente évulos a e espermatozoides a. Com

Fro. 11 — Dois ovérios implantados em relagio eom o0s ovirios de animal hospe-
I deiro. Owviyq e Oviy ovarios implantados; Oeky e Ovhy, ovirios
do hospedeiro. >< 14.

efeito, de ambos os cruzamentos, Caspanl obteve unicamente bor-
boletas com olhos vermelhos.

Tentdmos tambem cruzar alguns dos animais de olhos casta-
nhos, obtidos por implantacdes de ovdrios. Os cruzamentos
tornavam-se dificeis em virtude das operagdes afectarem algu-
mas vezes as gonadas e diminuirem, em geral, a vitalidade dos
. animais. Conseguimos num tnico caso obter 83 borholetas, do
cruzamento de uma fémea genotipicamente aa, operada com
implantacio de um ovério e cajos olhos possuiam a coloragio
7 pl (castanho escuro), com nm macho aa normal. Todas as
borboletas da descendéncia obtida, apresentavam os olhos ver-
melhos e eram portanto genotipicamente aa.




e
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Assim se prova que a modificacio da cor dos olhos ndo foi
trangmitida 4 descenddncia e também que os individuos de olhos
escuros obtidos tém a constituigio genotipica aa e portanto a

Fio. 12 — Dois ovirios implantados Owy e Or,, desigualmente desenvolvidos e livres
na cavidade abdominal do hospedeiro. >< 14.

modificacio & devida, sem diavida, & implantacio das gonadas,
quer masculinas, quer femininas.
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CAPITULO V

Castragdo de larvas. Implantagdo de testiculos
em larvas castradas.

Demonstrdmos nas experiéncias dos capitulos anteriores a exis-
téncia de uma acgiio entre as gonadas implantadas e o organismo
hospedeiro, de constituiciio genética diferente. Issa acg¢do era
revelada pela modificagiio de certos caracteres recessivos, no
sentido do fenotipo dominante. Pode preguntar-se se essa accgiio &
propria iinicamente das gonadas, ou se qualquer tecido contendo
o gene dominante A & capaz de accdo idéntica e portanto se se
trata, com efeito, de uma acgio do gene A.

E geralmente admitido que nos insectos existe uma grande
antonomia celular e que o desenvolvimento de caracteres somé-
ticos especialmente dos caracteres sexuais secunddrios & inde-
pendente de qualquer acgio hormonal das gonadas. Assim o
provaram as transplantagbes e castracdes efectuadas po Oupk-
mans, MeisensEmMer, Koret, HeEGNER e REGEN, as experiéncias
de cruzamentos na Lymantria, de GuLDSCHMIDT e as castracgles
embrionais na Drosophila, de GEiGY.

Por meio de castracbes de larvas da Ephestia pretendemos
pois, verificar se o aparecimento dos caracteres somdticos deter-
minados pelo gene A era on niio dependente das gonadas.

Para concluir se outros tecidos, que ndo os das gonadas, con-
tendo o gene A, seriam capazes de acgdes anilogas s das gona-
das, bastaria proceder a implantacdes de tecidos ou orgios nio
sujeitos 4 metamorfose. Para ésse efeito pareceram-nos con-
venientes os discos imaginais e os ginglios nervosos. O método
era no entanto delicado e dificil, jd pela implantagdo em si, jd
pela dificuldade de verificagio da presenga dos tecidos implan-
tados, requerendo qudsi sempre o exame histolégico. Abando-
ndmos éste método e preferimos o seguinte: Verificado que fosse
. (por castragdio) que o aparecimento dos caracteres determina-
dos pelo geno A era independente das gonadas, efectuavamus
implantagdes de testiculos aa em larvas 4 A ou a A préviamente
castradas. Assim suj+itava tecidos com o gene recessivo & aecio
dos tecidos dum organismo, ecom excepcio das gonmadas, con-
tendo o gene dominante A.
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Os trabalhos de castraclio de insectos de OupEmans (1898),
MeisennEmEer (1907, 1909) e Koped (1908, 1910, 1911) sobre
lepidopteros e Recen (1909, 1910) sobre o Gryllus campestris,
foram efectuados com o fim de demonstrar que o aparecimento
e desenvolvimento dos caracteres sexuais secunddrios eram inde-
pendentes das gonadas. Com efeito todos estes antores obser-
varam que das larvas castradas se desenvolviam insectos adultos
que diferiam dos normais, apenas na falta de gonadas. A implan-
tacio de gonadas em animais de sexo diferente ndo influfa também
no desenvolvimento normal dos caracteres sexuais secundarios.

Sio dois os métodos geralmente seguidos para a eastragio
de larvas de insectos: extracciio das gonadas por meid de uma
fina pinga introduzida por uma incisio dorsal no segmento cor-
respondente ou destruigiio das gonadas in loco por cauterizagio.

Seguimos o primeiro déstes métodos e procedemos & eastra-
cdo de larvas mascaolinas no fim do 5.° e principio do 6.° estado
larvar. A castragio de larvas femininas, mostrou-se extrema-
mente dificil, pois as pequenas dimensdes dos ovirios e a colo-
raglio que os niio distingue dos tecidos adiposos circunjacentes
dificoltam a soa localizacdo e extracgiio. Mas, estabelecida que
seja a semelhanga de acgbes dos organismos masculinos e femi-
ninos sdbre os implantados de constituicio genética diferente,
sfio-nos suficientemente comprovativas as castragdes de larvas
masenlinas.

A castragio de larvas 4 niio oferece dificuldades de maior.
Uma incisdo transversal na parte média dorsal do quinto seg-
mento do sbdémen, permitia a introdugio duma pinga de pontas
extremamente finas com a ajuda da qual se retiravam os dois
testicalos, ficeis de reconhecer pela sua pigmentagiio. O corte
do coragiio ocasionava a perda de grande quantidade de hemo-
linfa e conseqiientemente nma elevada mortalidade dos animais
castrados. Das 115 larvas A 4 castradas, obtivemos apenas
6 insectos adultos e que niio apresentavam quaisquer alteragdes
em relagio aos insectos normais. Os olhos apresentavam se
pretos, normalmente pigmentados. A presenca ou auséncia das
gonadas ndo influi, pois, na pigmentagiio dos olhos.

Procedemos depois & implantacio de testicalus aa em lar-
vas A A castradas. Pela mesma incisdo efectnada para a extrae-
¢lio dos testiculos se introduzia um testiculo a @. Assim obtivemos
apenas 8 insectos, provenientes das 190 larvas operadas. Os
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animais obtidos foram cuidadosamente dissecados e depois de
verificada a sua completa castracdo, extrafam-se os testiculos
implantados e media-se a sua pigmentagio. Na Fig. 13, vio
representados dois dos testiculos implantados que obtivemos.

A média das pigmentagdes dos testiculos dos oito animais
eclodidos, nesta série de operagdes, estd compreendida entre 4 e D.
A média nilo é, pois, distinta da obtida por implantagio em larvas
néo castradas.

Fic. 13 — Testiculos aa implantados em larvas A A castradas. Ca e V. def,,
cilice e vaso deferente regenerados. >< 40.

Concluimos, pois, que @ aecdo do organismo A A sdbre o tes-
ticulo aa é independente da presenga das gonadas e que o0s efeitos
observados com as implantagdes das gonadas, se podem observar
com qualquer tecido contendo o gene dominante A.

CAPITULO VI

Discussdo

Os resultados obtidos nas nossas experiéncias estfio emn desa-
cordo com o que geralmente se admitia do comportamento dos
insectos em transplantagdes. Com efeito, CaspAr1 e agora nos,
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verificdmos, pela primeira vez, a modificagio de um hospedeiro
pela influéneia de um implantado.

Das experiéncias de transplantacdes jd citadas e em especial
das de Kor® e de MEISENHEIMER e dos cruzamentos na Lyman-
tria, de GoLbscamipT, se tinha coneluido a independéncia dos
caracteres sexuais, de qualquer influéneia hormonal das gonadas
e era afirmada a autonomia celular dos insectos, nos quais os
caracteres fenotipicos das diferentes eélulas do organismo seriam
devidas tnicamente ao genémio que contém, ao coutririo do que
acontece nos vertebrados nos quais certos caracteres estio na
dependéncia de aecdes hormounais.

A existéncia de accdes entre tecidos gendticamente diferentes
dom mesmo organismo, foi primeiramente observada por Stua-
TEVANT no estudo de ginandros e mosaicos da Drosophila.
DoBzaansky, estudou mais tarde detalhadamente tais accdes,
também na Drosophila @ WmTiNG observa ainda comportamento
andlogo de tecidos de mosaicos na véspa parasita Habrobracon.

Nos ginandros estudados por Donzmansky, continham as
partes mascalinas os genes «yellow» e «whites e as partes femi-
ninas eram de tipo selvagem. Dopzmansky observou que nos
ginandros eram incolores os testiculos e os vasos deferentes
durante os primeiros dias de imago e que com a idade tomavam
entio a coloragiio amarela que aparecia primeiro nos individuos
de olhos vermelhos do que nos de olhos bruncos. Observou mais,
que quando um vaso deferente se encontrava em eontacto com
um ovdrio tomava a coloragiiv mais cedo do que nos individuos
nos quais o vaso deferente se encontrava afastado do ovirio.
Do mesmo modo se ecomportava um testicnlo em contacto com
um oviducto. Sdo estes resultados os que mais se aproximam
dos obtidos nds transplantacdes de gonadas na Ephestia.

De facto, nos ginandros de DoszuaNsSEY, as accdes entre teci-
dos gendticamente diferentes, em contacto, originando o apareci-
mento da coloraciio nos testiculos e nos vasos deferentes, sio
compardveis is acgdes de pigmentagio dos testiculos implanta-
dos aa, em contacto com as gonadas do hospedeiro A 4 ou Aa,
on de pigmentagiio dos testiculos do animal hospedeiro aa, por
implantaciio de gonadas 4 A ou Aa.

E o facto do mais ripido aparecimento da coloragio dos
testiculos e vasos deferentes nos ginandros com olhos vermelhos,
faz supor uma accilo a distiineia, dos olhos contendo o alelo domi-
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nante, sObre a coloracio dos testfculos. Tal facto serd compa- -
rivel ao observado nas nossas experiéncias, da acglio a distincia
das gonadas implantadas 4 4 e 4a sobre a pigmentaciio dos olhos.

Dopznansky, baseado nas suas observacbes, supde que o alelo
normal de «w» @ «y» exerce a sua acglio sobre os tecidos que
contém estes genes, por meio de substineias que sfo lancadas
no liquido circulante.

Pelas transplantactes efectuadas na Ephestia se demonstrou
experimentalmente que a hipotese de Dopzmansky era de molde
a explicar os factos observados. As ac¢des que estabelecemos
sio, pois, acgbes do gene A, exercidas por meio de uma subs-
tincia, a substancia A, levada pelo liquido circulante aos orgios
onde em determinados momentos do desenvolvimento essas accbes
se evidenciam. A discussio detalhada das experiéncias de trans-
plantacdes, permitir-nos-4 analisar mais de perto o modo de accio
da substiincia A.

Os resultados das transplantactes de testiculos, efectuadas
entre individuos nos trés Gltimos estados larvares e as trunsplan-
tagbes de testiculos adultos 4 A em animais a @, levam-nos a
concluir que a substincia 4 se produz em todos os estados do
desenvolvimento. Atingido que seja determinado estado de desen-
volvimento dos orgios sObre os quais actua o gene A, exer-
cer-se-i sObre éles a acgdio da substinecia 4, cujo efeito final
serd a realizacllo de certos caracteres. Assim o gene A, realizava
em diferentes momentos do desenvolvimento, diversos caracte-
res: a cor das larvas, no periodo embriondrio, a coloracio dos
testiculos, nos dois {ltimos perfodos larvares e a pigmentagiio dos
olhos, no periodo de pupa.

Vimos que nas transplantacdes de um s6 ovidrio 4 4 on da
ag pigmentacdes mais escaras que obtivemos, dos olhos dos ani-
mais aa hospedeiros, foram 7 pl (castanho escaro), das tabelas
de OsTwALD, ainda mesmo nos casos em que o ovéario implantado
se desenvolvia completamente. Apesar das suas maiores dimen-
gdes, um ovirio exereia nma acciio inferior 4 de um testiculo.
As transplantagdes simultineas de dois ovdrios levavam, porém,
a animais com olhos pretos, tais como os obtidos nas transplan-
tagbes de testiculos e os dos fenotipos de 4 4 e A a. Estas expe-
riencias permitem-nos tirar uma conclusio importante: a acciio
quantitativa da substineia A. A accdo final é, pois, proporcional
a quantidade de substincia 4 formada.
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A diferenca de intensidade das accdes das gonadas masculinas
e femininus, deve expliear-se do segninte modo: Sendo a substin-
cia A um produto do gene A localizado nos cromosomas, a quanti-
dade de substineia A formada depende da quantidade de sabs-
tincia nuelear dos tecidos implantados. Uma gonada masealina
contém grande nimero de células sexuais, de pequenas dimen-
sdes, @ pobres em citoplasma. As gonadas femininas contém
menor ntimero de células sexuais e estas de maiores dimensdes
devido i grande quantidade de vitélo que possuem. Assim, con-
ter4 am testiculo apesar das suas menores dimensdes, maior
quantidade de substincia nuclear; produzindo maior quantidade
de substineia A a sua acglio serd mais intensa que a de um
ovirio.

A dltima série de experiéncias que efectudmos, castragles e
implantacdes de testiculos em larvas castradas, demonstrou-nos
que as accbes observadas nio eram devidas a qualquer accio
hormonal das gonadas, mas sim a quaisquer tecidos contendo
o gene A, e que se tratava, portanto, de uma acciio ddste gene.

Estabelecemos assim experimentalmente a acglo do gene
pleiotropo 4, por meio de uma substincia, a substincia 4, que
actoa em quantidades minimas e possui nma acglio quantitativa.

A sua acciio evidenciava-se em diferentes momentos do desen-
volvimento e em diferentes orgdos, quer no priprio orgido onde
era produzida (pigmentaciio dos testiculos A A em animais aa),
quer por difusdio de célula a célula (gonadas 4 A ou A a implan-
tadas, em contacto com testiculos aa) on ainda, era levada a todo
o organismo pelo liquido circulante (pigmentagio dos olhos e
dos testiculos de animais aa, niio em contacto com as gonadas
implantadas 4 4 ou da).

Nada sabemos sobre a constitaigio quimica da substineia A4
e da natareza das suas accbes bioquimicas. Conhecemos apenas
algunmas das suas propriedades e os seus efeitos. Pelo seu modo
de acgio aproxima-se do grupo de activadores orginicos das
hormonas. Tomando esta designag¢io num sentido lato, chama-
remos A substincia 4, produto do gene A, uma hormona do
desenvolvimento. O desconhecimento da sua constituicio qui-
mica e da natareza das suas acgdes bioquimicas nio invalida a
nossa afirmagio. Toda a investigagio dos activadores orgfnicos,
hormonas e vitaminas, se efectaon a prineipio sem que se conhe-
cesse a sua composi¢io quimica, como ainda hoje se conhece
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maito pouco s0bre a constitui¢lio quimica das enzimas. No entanto
o seu estudo e classificagio baseou-se s0bre os efeitos das suas
accdes bioquimicas, de natareza intima mal conhecida.

A Biologia competird, pois, a investigacio dos efeitos das
acgdes bioquimicas das substincias andlogas &s hormonas, por
meio das quais os genes efectuam as suas acgdes. A Quimica,
especialmente & Bioguimica, competird, em estreita colahoracio
com a Biologia, a investigagiio da composi¢io quimica e natureza
fntima das accdes bioquimicas dessas substincias, cujos efeitos
apenas nos sio conhecidos.




——

Sumdrio e conclusoes

I — Efectudmos transplantacdes de gonadas entre duas racas
da Ephestia kithniella, com o fim do estudo do meca-
nismo da acgfio de um gene pleiotropo.

II — O gene pleiotropo em questdo evidencia-se em diferentes
fases do desenvolvimento, determinando a cor dos olhos,
a pigmentagio dos testicalos, a cOr das larvas e modi-
fieando ecaracteres fisiolGgicos, tais como: vitslidade e
velocidade do desenvolvimento. Os animais 4 A pos-
suem olhos pretos e testiculos intensamente pigmenta-
dos, aa, olhos vermelhos e testicalos niio on fracamente
pigmentados ; as larvas 4 4 possuem nma cdr averme-
lbada, eor de carne, e aa, uma cor branca amarelada.
Os animais a a tém menor vitalidade e menor velocidade
de desenvolvimento. O gene A é dominante sobre a.

III — As transplantacdes de testiculos entre larvas homozigé-
ticas aa e A A, em todos os estados larvares e inde-
pendentemente da idade do testiculo implantado em rela-
¢do A da larva operada, levaram aos seguintes resultados:

1) As transplantagdes de testiculus AA em ani-
mais aa, condaziam a insectos perfeitos com olhos pre-
tos. Os testiculos implantados pigmentivam se segando
o seu genotipo, nido atingindo contudo a pigmentagiio
normal. Os testicalos do animal hospedeiro pigmenta-
vam-se também sem atingir a pigmentaglo de um testi-
culo 4 A.

2) As transplantacdes de testiculos aa em ani-
mais 4 A, conduziam a testiculos a a pigmentados, ainda
que nio tio intensamente como os de A A. Os resultados
obtidos slo independentes do sexo da larva hospedeira.
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; 3) As transplantagdes de testiculos aa, em larvas aa,
2 conduziram sempre a testiculos niio pigmentados e a ani-
&% mais com olhos vermelhos.

> 4) As transplantacdes de testfculos 4.4 em ani-
mais A A, deram eomo resultados, nma diminuicio, ainda
que ligeira, da pigmentagio dos testiculos implantados e
uma pigmentacio normal dos olhos e dos testiculos do
- animal operado.

. IV — As transplantacdes de testicnlos A4 A de insectos per-
3 feitos, em larvas aa, deram lugar, em dois dous trés
- animais eclodidos (de 140 larvas operadas), ao apare-
cimento de olhos castanhos.

] V — As transplantacdes de testiculos 4a deram resaltados
idénticos aos dos testiculos 4 A.
1) Os testiculos Aa, implantados em animais aa,
. conduziam a insectos com olhos pretos e testiculos
L pigmentados. ‘
2) Os testiculos @ @ pigmentavam-se pela implanta-
¢llo em larvas 4 a.

VI — Por transplantagbes de um ovirio 4 4, em larvas aa,
obtivemos também oma modifiecagio da cor dos olhos
dos animais operados. As edres obtidas iam até casta-

- nho escuro e em caso algum se chegou & edr preta nor-

mal dos animais 4 A,

VII— As transplantactes de ovdrios Aa deram resultados
idénticos aos obtidos com ovirios 4 A,

E VIII — As transplantacbes simultfineas de dois ovdrios 4 4, em
' larvas a a, levaram ao aparecimento de animais com olhos
pretos, nos casos em que o8 dois ovdrios implantados se
desenvolviam. Se apenas um dos oviérios se desenvolvia,
o0s animais apresentavam entio os olhos castanhos,

IX — A descendéncia do cruzamento de um animal aa, de
olhos eastanhos pela implantaciio de um ovario 4 4, com
um animal aa, normal, possuia os olhos vermelhos.

19
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X — Os animais 4 A, castrados nos altimos perfodos larvares,
ndo apresentavam qualquer modificacio. Os olhos de
tais animais eram pretos.

XTI — A transplantagiio de testiculos aa, em larvas A 4, cas-
tradas, deu lugar A pigmentagio dos testiculos transplan-
tados.

XII — Da discussiio dos resultados podemos concluir que o
gene A efectaa as suas accdes por meio duma substincia,
a svbstancia A, langada no liquido circulante. A subs-
tinecia A actoa em quantidades minimas e os seus efeitos
sio proporcionais &s quantidades de substincia produzi-
das. Pelo sen modo de accéo, a substincia A deve apro-
ximar-se das substincias do grupo das hormonas.




Résumé et conclusions

I - Nous avons effectué des transplantations de gonades

entre deux races de Ephestia kiikniella, dans le but de
I’étnde da mécanisme de l'action d’un gdne pléiotrope.

II — Le gtne pléiotrope en question se fait remarquer par

IIT —

différentes phuses du développement, en déterminant la
couleur des yeux, la pigmentation des testicules, la cou-
lear des larves et en modifiant des caractires physiolo-
giques, tels que: vitalité et rapidité du développement.
Des animaux A4 A possddent des yeux noirs et des tes-
ticules intensément pigmentés, aa des yeux rouges et
des testicules nmon ou faiblements pigmentés; des lar-
ves A A ont une couleur rougedtre, couleur chair, ot aa
une couleur blanche jaunitre. Des animaux aa ont une
vitalité moindre, et une moindre rapidité de développe-
ment. Le gine A est dominant sur a.

Les transplantations de testicules entre larves homozy-
gotiques aa et A A, dans tous les états larvaires opérés
et indépendemment de l’dge du testicule implanté en
relation 4 celui de la larve opérée ont conduit aux résul-
tats suivants:

1) Les transplantations de testicules 4 A4 en des
animaux aa, conduisaient 4 des insectes parfaits aux
yeux noirs. Les testicules implantés se pigmentaient
selon lenr génotype sans tontefois obtenir la pigmentation
pormale. Les testicules de 1’animal opéré se pigmentaient
anssi sans atteindre la pigmentation d'un testicale 4 A.

2) Les transplantations de testicules aa en des ani-
maox A A ont abouti & des testicules aa pigmentés
quoique moins intensément que ceux de 4 4. Les résul-
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tats obtenus sont indépendants du sexe de la larve
opérée.

3) Les transplantations des testicules a a, en des lar-
ves aa, ont toujours donné des testicules non pigmentés
et des animaux anx yeux roages.

4) Les transplantations des testicules 4 4, en des
animaux @a, ont donné comme résultat une diminuation
— légbre il est vrai — de la pigmentation des testicules
implantés et de la pigmentation normale des yeux et des
testicules de 1'animal opéré.

IV — Les transplantations de testicules 4 4 d’insectes par-
faits, en des larves a a, ont donné lien, en deux des trois
animanx nés (de 140 larves opérées), a l'apparition
d'yeux marron.

V — Les transplantations de testicules Aa ont donnéd des
résultats identiques 4 ceux des testicules 4 4.

1) Les testicules 4 a implantés en des animaux a a,
ont conduoit 4 des insectes aux yeus noirs et aux testi-
cules pigmentés.

2) Les testicules aa se sont pigmentés aprds l'im-
plantation en des larves 4 a.

VI — A la suite de la transplantation d’un ovaire 4 4 en des
larves aa, nous avons obtenu aussi une modification de
la coulenr des yeux des animanx opérés. Les counleurs
obtenues se sont modifiées jusqu’a marron et dans ancan
eas on ne réussit & avoir la conleur noire normale des
animanx A A.

VII — Les transplantations des ovaires 4 a ont donné des résul-
tats identiques & ceux obtenus avec des ovaires 4 A.

VIII — Les transplantations simultanées de deux ovaires 4 A en
des larves aa, ont fait apparaitre, dans les cas ol les
deux ovaires implantés se sont développés, des animanx
aux yeux noirs. Dans les cas ol il ne se développait
qu’on seal des ovaires, les animaux possédaient alors
des yeux marrons.
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IX — La descendance du croisement d’un animal a a, aux yeux
marron par l'implantation d’un ovaire A4 A, avee un ani-
mal aa, normal, avait des yeux rouges.

X — Les animaux A4 A, chitrés dans les dernieres périodes de
larve, ne présentaient ancane modification. Les yeux de
ces insectes étaient noirs.

XTI — La transplantation de testicules aa en des larves 4 4,
chitrées, a conduit & la pigmentation des testicules implan-
tés.

XII— De la discassion des résultats nous pouvons conclare que
le giéne A, réalise ses actions au moyen d’une substance,
la substance A, lancé dans le liquide circalant. La subs-
tance A4 agit en des quantités minimes et ses effets sont
proportionaux aux quantités de substance produites.
Par le mode de son action, la substance 4, doit s’appro-
cher des snbstances du groupe des hormones.

Avsento Xavier pa Cunpa

Assistente de Zoologia na Facaldade de Cidncias da Universidade do Coimbra
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EXPLICACAO DA ESTAMPA
Fig. 1 — Ephestia kiihniella Zeller. < 2
Fig. 2 — Larvas das racas aa e 4 A, no altimo periodo larvar. >< 2
Fig. 3 — Imago da raga A 4; olhos pretos. >< 18
o Fig. 4 — Imago da raga a a; olhos vermelhos.
Fig. 5 — Imago da raca a @, com olhos castanhos obtidos por implantagio de um
ovirio.
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Contribuicdo para o estudo da teoria das fundes

CAPITULO VI

LIMITES DE CONJUNTOS

(CONTINUACAD)

1

SEGUNDA EXTENSAO DO
TEOREMA DE BoLzZANO-WEIERSTRASS

65. Limite dum conjunto (A) de conjuntos quaisquer. — Con-
sideremos um conjunto (A) de conjuntos quaisquer A. Conjunto
limite de (A), on simplesmente limite de (R), & por definicio,
qualquer conjunto que seja limite duma sucessio convergente,
propriamente infinita, constituida por elementos de (A). A éste
respeito eis a seguinte extensiio do tevrema do v. 1v, p. 140, [. 3:

(Qualquer conjunto de conjuntos, propriamente infinito e qudsi-
-limitado, admite um conjunto limite.

Com efeito, seja (A) um conjunto propriamente infinito e
quési-limitado counstituido por conjuntos quaisquer A. Conside-
remos o caso em que a soma dos conjuntos A & ilimitada (1), e
comecemos por fixar uma sucessio

(lj ‘lalit---:li.---

. de elementos de (A) determinados de tal maneira que dois quais-

quer deles ndo sejam juxtapostos um ao outro. Notemos que

(1) Ji considerimos no ». 1v, p. 140, L. 8, 0 caso em que a soma dos conjun-
tos A é limitada.
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existe uma tal sucessio porque (A) é um conjunto propriamente
infinito, Para a justificagio do enunciado basta agora demons
trar que esta sucessio admite uma subsucessio convergente.

Para tanto imaginemos uma sucessio de esferbides coneén-
tricos

fsh ol i

cujos raios erescam para infinito. Seja ¢ o centro de eada um
déstes esferdides. Suponhamos que o raio de F; & maior do que
0 limite superior das distincias redozidas ¢ A; (i=1, 2,...),
limite superior éste que & finito porque o conjanto (A) & qudsi-
-limitado ; determinado déste modo o raio de Fi, podemos afir-
mar que existem os produtos de cada um dos esferbides F; por
cada térmo da socessio (1).

Consideremos agora uma infinidade nomerada de sucessdes
de conjuntos

(24) Aio, Ags, oo, Ay, e
(22) Asg, Assg, ..., Aas, ... 3
(20) Bos o Bwyd iy s

gendo a primeira uma subsacessfio de (1) e cada uma das outras
uma subsucessfo da imediatamente anterior, determinadas de tal
forma que sejam convergentes as seguintes sucessdes de produtos

(34) Fio<hoa, FixXhga, ..o By, ..
(32) F2><Asy, Fa<Ass, ..., Fa2<Agy, ...
(3) Fio<Aie, Fid<hig, .o, Fiochy, ...

Para determinar tais sucessdes raciocinemos do modo seguinte:
A sucessiio
Fi<hi, FiXbha, o.., Fix<k;., ...

6 constituida por conjuntos de soma limitada, e admite, por isso,
uma sabsucessiio convergente [v. 1v, p. 140, I. 10]. Seja (3y)
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esta subsucessio ; corresponde-lhe a (2;). Procedendo da mesma
maneira para a socessio (2y) e esferdide F: como procedemos
para a sucessdo (1) e esferdide F, obtemos as sucessdes (33)
e (22), e, se continuarmos assim indefinidamente, obteremos as
duas infinidades de sucessdes (3;) e (2;) (i=1, 2,...).

Dito isto, consideremos a sucessido

4) Aig, Asa, oooy Mgy, ...

formada pelo primeiro térmo da sucessio (24), pelo segundo
térmo da (22), ete. A sucessdo (4) é uma sabsocessiio da (2y);
suprimindo-lhe o primeiro térmo obtemos ama subsucessio
da (2¢); soprimindo-lhe os dois primeiros termos obtemos uma
subsucessiio da (23); em geral, suprimindo os i —1 primeiros
termos da sucessio (4) obtemos uma subsucessio da (2;).
Logo a sucessio dos produtos de F; por cada térmo de (4)
serd, depois de lhe suprimirmos os {—1 primeiros termos,
uma sobsucessio da (3;). Essa sucessio de produtos &, pois,
convergente, ® o mesmo sucede & (4) em virtade da proposi-
cio da p. 157, I. 12. Como vemos, a referida sucessiio (4)
satisfaz &s condi¢des desejadas: & uma subsucessiio convergente
da suocessiio (1).

Para que exista um conjunto limite dum conjunto (A) de con-
iuntos quaisquer é necessdario e suficiente que (A) admita win sub-
conjunto propriamente infinito e qudsi-limitado.

A condigio é necessdria, porque um limite do conjunto (A) é
limite doma sucessio de elementos de (A), convergente e pro-
priamente infinita, e porque uma sucessio de econjuntos que seja
convergente & necessirinmente qudsi-limitada [p. 145, . 25].

A condicio & suficiente, ecomo se concloi do teorema
anterior.

Qualquer conjunto de conjuntos, limitado e propriamente infi-
nito, admite um conjunto limite.

Com efeito, qualquer conjunto limitade (A) também é qudsi-
-limitado [p. 142, 1. 13].

66. Derivado duma sucessdic de conjuntos guaisquer.— Cha-
memos limite duma sucessdo de conjuntos quaisquer a todo o
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limite duma sabsncessiio convergente dessa sucessiio (). Cha-
memos derivado duma sucessio de conjuntos quaisquer ao con-
junto dos respectivos limites.

Toda a sucessdo de conjuntos que seja quasi-limitada admite
necessariamente um derivado.

Esta afirmagdo torna-se evidente quando a sucessfio proposta
admite uma subsacessio de termos juxtapostos entre si; no caso
contrdrio resalta do teorema da p. 281, porque a proposta §é,
entiio, propriamente infinita [v. 1v, p. 14, nota].

Para que exista o derivado duma dada sucessdo de eonjuntos
quaisquer ¢ necessdrio e suficiente que admita uma subsucessdo
qudsi-limitada.

A condigiio & necessdria porque tdda a sucessiio convergente
de conjuntos é qudsi-limitada, e é suficiente em virtude da pro-
posigio anterior.

Para que exista o derivado duma sucessdo de conjuntos quaisquer
é necessdrio e suficiente que exista o limite integral da mesma sucessdo.

Com efeito, para que uma sncessdo de conjuntos admita uma
subsncessfio qudsi-limitada & necessdrio e suficiente que exista
o limite integral da mesma sucessiio [p. 143, L. 19].

Para que exista o derivadoe duma dada sucessdo de conjuntos
quaisquer ¢é necessdrio e suficiente que esta sucessdo ndo divirja
para infinito.

Com efeito, para que exista o limite integral duma sucessio
de conjuntos & necessdrio e suficiente que esta ndio divirja para
infinito [p. 148, 1. 34].

67. Relacdes entre o derivado e os limites integral e comum
duma sucessdo de conjuntos. Outros modos de definir estes limites.
— O limite integral duma sucessdo de conjuntos é a soma dos limi-
tes da mesma sucessdo.

(') Notemos que um limite duma dada sucessio de conjuntos pode ndo ser
limite do conjunto dos respectivos termos. Em caso de convergéncia, um limite
da sucessfio sd seri limite do conjunto dos termos quando 8ste conjunto for pro-
priamente infinito
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Consideremos uma sucessio de conjuntos quaisquer

(5) llrl’: ‘--g‘j,-oa,
© sejam

(6) gy TR L
e

(7] l‘!“rll‘j LA ] ‘ui, “ew

respectivamente uma subsucessiio de (5) e uma subsucessio con-
vergente de (6), escolhidas arbitrariamente. B eclaro que esta
@ltima pode considerar-se tambhém escolhida arbitrariamente entre
as subsucessdes convergentes de (D).

Sio evidentes as relacbes

limAy |<[limAy) e limAy|<limRAy,

das quais se deduz

S tim Ay | S lim A

sendo o primeiro somatério estendido a todas as subsucessdes (6)
de (1) e o segundo a t0das as que sdio convergentes ().
Mas sabemos que &

lim A | X lim A, [v. v, p. 115, L. 27],
relagio esta que, de combinaciio com a anterior, dd
lmA; | 2 lim Ay
como desejdvamos demonstrar,
O limite comum duma sucessdo de conjuntos, quando exriste, é o
produto dos limites totalmente fechados da mesma sucessdo.

Consideremos, com efeito, uma sucessio (D) de conjuntos quais-
quer; seja (6) uma das suas subsucessdes o (7) uma subsucessio

(') Para estabelecermos a coincidéncia dessas duas somas podemos aplicar a
seguinte proposico evidente : dadas duas somas de conjunios, se cada parcela de
qualquer destas somas & wm subcomjunio duma parcela da outra, as duas somas
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convergente desta dltima, escolhidas arbitrdriamente. Sabemos
que o limite limA; que supomos existir, é o prodato dos diver-
sos limites Zim Ay [v. 1v, p. 115, . 31]. Mas, atendendo is rela-
¢bes evidentes

limA, > [limAy] e [limAy) | limAy,

e & circunstincia de a sucessdo (7) ser arbitririamente escolhida
enfre as subsucessdes convergentes de (D), resulta que o prodato
dos diversos limites lim A, 6 o produto dos limites [lim A, rela-
tivos a tddas as subsucessdes convergentes de (5) (!). Logo o
limite comum da sucessdo (D) é o produto dos limites totalmente
fechados da mesma sucessio.

Para que uma dada sucessdo qudsi-limitada de conjntos (5)
admita um limite comum ¢é necessdrio e suficiente que exista o pro-
duto dos limites totalmente fechados da mesma sucessdo.

A condigiv é evidentemente necessdria. Para demonstrar que
é suficiente notemos primeiro que, por se tratar duma sucessio (D)
qudsi-limitada, qualqoer das snas subsucessdes admite necesshria-
mente um limite integral [p. 143, 1. 19]; depois a demonstracio
precedente mosira que, existindo o produto dos limites totalmente
fechados da sucessio proposta, como estamos a supor, também
existe o produto de todos aquéles limites integrais. Logo existe
lim A;, em virtude da proposigio do v. 1v, p. 120, L 20 (2).

Para que uma dada sucessdo qudsi-limitada de conjuntos (D)
admita um limite comum ¢ necessdrio e suficiente que exrista o pro-
duto de quaisquer limites totalmente fechados da mesma sucessdo
tomados em nimero finito, supondo limitado um déstes produtos.

Na verdade, o enunciado precedente toma esta forma de har-
monia com a proposicio do v. 1v, p. 134, 1. 22,

(1) Efectivamente, & ficil reconhecer que : dados dois produtos de eonjuntos,
se eada factor de qualquer déstes produlos eoniém um faelor do outro, oz dois pro-
dulos coineidem neecessiriamente; se wum désses produtos é desprovido de elementos
o0 mesmo sucede ao oulro.

(2) Notemos que pode existir o produto dos limites totalmente fechados duma
dada sucessiio de conjuntos que nfio seja quési-limitada; no entanto tal sncessio nfo
admite limite comum, como sabemos [p. 143, L 17].
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€ limite integral duma sucessido de conjuntos é o menor limite
totalmente fechado que podemos obter com sucessdes convergentes
cujos termos contenham os da mesma vrdem da sucessdo dada.

Com efeito, seja A o limite integral duma dada sucessio de
conjuntos (D). Se atendermos & definicio de convergéncia duma
sucessiio de cunjuntos, ficilmente veremos que a sucessio

‘+.1li+l=1"'li+“l L

converge para o limite A. Mas & evidente que o limite totalmente
fochado de qualquer ontra sucessiio convergente cujos termos con-
tenham os da mesma ordem da sucessio (D) também contém neces-
shriamente o limite integral A. Logo A é o menor limite totalmente
fechado que podemos obter com sucessdes convergentes cujos ter-
mos contenham os da mesma ordem da sucessio (D).

%
O limite comum duma sucessdo de conjuntos é o maior limite que

podemos obter com sucessdes convergentes de subconjuntos dos termos
correspondentes da sucessdo dada. :

‘Consideremos uma sucessiio (D) de conjuntos quaisquer e supo-
nhamos que existe o limite comam l O enunciado & evidente-
mente verdadeiro quando o conjunto A & limitado, como resulta
da proposicio da p. 158, I. 22. Resta considerar o caso de A
ser ilimitado.

A partir duma sucessiio de esferdides concéntricos cojos raios
crescam para infinito,

P B e i By s
formemos a sucessido de conjuntos
Fi, :—F, ..., Fi—Fpu, ...
Estes conjuntos dividem A numa infinidade de conjuntos limitados
A><F, AX(Fe—=F1), ..., Ax<(Rh—=Fi1), ... ().

(') Todos os conjuntos A< (Fi — Fh-1) serfio providos de elementos se
determinarmos convenientemente os raios dos esferbides Fp.

20
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Por forga da citada proposi¢io da p. 158, cada conjunto par-
cial A><(F, —Fi-1) & limite dama sucessiio convergente

':8) lh,l’lh.ﬂs---- lli,i,---

de suobeonjuntos dos termos correspondentes da sucessdo pro-
posta. Para cada valor de %2 hd uma ordem k a partir da qual
os conjuntos A;; sdo exteriores ao esferdide Fyo [p. 147, 1. 24].
Sujeitemos a sucessiio (8) & condiclio de os primeiros & termos
serem desprovidos de elementos, como & permitido.

Assim determinadas todas as sucessdes andlogas a (8) pode-
mos afirmar que a soma

Silbua+RAiz+ .o+ ...
é exterior a Fy_s, @ que a sucessllo
SI.s:,-...SQ,...

diverge para infinito. Por conseguinte a soma de todas as suces-
sbes (8), que representamos por

Ko, Neys oo i Ry iy
converge para a soma dos limites das parcelas [p. 152, 1. 27]:
Al A <(Fi—Fia)-

Os primeiros termos desta sucessio soma poderdo ser des-
providos de elementos, mas, se os preenchermos com subcon-
juntos quaisquer dos termos da mesma ordem da proposta,
obteremos uma sucessiio de conjuntos que satisfaz is condicdes
do enunciado ; na verdade, ¢ evidente que todo o limite de qual-
quer outra sucessio convergente de subconjontos dos termos
correspondentes da sucessio dada pertence necessiriamente ao
limite A.

Qualquer subconjunto do limite comum duma dada sucessdo de
conjuntos ¢ limite duma sucessdo convergente de subconjuntos dos
termos correspondentes da primeira.
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Efectivamente, como j4 demonstrimos esta proposi¢io para
o easo particalar de considerarmos um subeonjunto limitado do
limite comum da sucessio dada [p. 158, {. 22], e, como a demons-
tracio anterior é evidentemente vilida quando em vez do limite
comum A se considera qualquer dos seus subeonjuntos ilimitados,
segue-se que a presente proposigio é verdadeira duma maneira
geral.

Em partienlar temos a proposigiio seguinte, jd encontrada na
p. 167, 1. 2.

Qualquer subconjunto do limite totalmente fechado duma dada
sucessdo convergente de conjuntos quaisquer ¢ limite duma suces-
sdo convergente de subconjuntos dos termos correspondentes da
primeira.

II

CRITERIOS DE CONVERGENCIA
DUMA SUCESSAO DE CONJUNTOS

68. Alguns casos de convergéncia. — Consideremos uma suces-
siio de conjuntos quaisquer

(9;' l{, .l:,..., l,‘,...

pertencentes a um dado espacéide, limitado ou nio. Além das
condicbes de convergéncia que se encontram expostas nos n.** 59
e 60, p. 149 e 150, demonstremos mais as seguintes :

Se o0s diversos limites duma sucessdo qudasi-limitada de conjun-
tos quaisquer forem juxtapostos emtre si, a sucessdo serd conver-
gente.

Com efeito, consideremos nma sucessfo qudsi-limitada de con-
juntos (9), e suponhamos que tddas as suas subsucessdes conver-

"gentes admitem o mesmo limite totalmente fechado A. Como o

limite integral A dessa sucessio & a soma dos respectivos limi-
tes totalmente fechados [p. 284, . 29]. & o limite comum A, que
entiio existe [p. 286, 1. 23], o produto désses limites [p. 285 1. 22],
temos Al A | A e a sucessiio proposta converge para A.
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Se for lim AAy=0 (¢<i'). a sucessdo (9) serd convergente.
i ?orque, dada esta condigio, existem os limites A ¢ A e temos
AlLA [v.av, p. 119, I 10].

Se for lim l:l,-a={} (i>>1') e se existir o limite A, a sucessdo
(9) serd convergente.

Nes_tas‘ condigdes, com efeito, também existe o limite A e
temos A | A [v. 1v, p. 120, 1. 13].

| Se for lim AjA; =0, a sucessdo (9) serd convergente.

Com efeito, se for lim A;A; =0, também serd lim I.Tl,-r=l)
com i<i',

A sucessdo (V) convergird para o limite A todas as vezes que
for lim A; A =0, =5
Dada a hipotese lim A;A =0, temos

| imAA=0 e limAA;=0,
' donde resulta i

A<I<A [v.1v,p.122,1.6] o AIAIA.

Por exemplo, se A; representar a soma de todos os esferdi-
des de centros nos diversos elementos dum dado conjunto A e de

raios iguais a — teremos
1

logo a sucessio de térmo geral A; convergira para o conjunto A .

Se a cada elemento do limite A da sucessdo (9) corresponder
uma ordem a partir da qual ésse elemento pertenga a qualquer dos
lugares dos termos da mesma sucessdo, esta serd convergente.

Porque, dada a hipotese do enunciado, eada elemento de A
pertence ao limite comnm da sucessio dos lugares dos termos
da proposta, e 6, por isso, um elemento de A [v. 1v, p-122, 1. 14].
Logo temos A | A .
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Como caso particular podemos dizer que:

Se o limite A da sucessdo (9) for um subconjunto de qualquer
dos lugares dos termos a partir de certa ordem a sucessdo serd

convergente. O produto déstes lugares serd o limite totalmente
fechado da sucessio.

Se cada térmo A; duma sucessdo de conjuntos, quasi-limitada,
contiver 0s termos sequintes a partir de certa ordem i + h, a suces-
sdo serd convergente. O produto dos lugares dos termos serd o
limite totalmente fechado da sucessdo,

Nestas condicdes, com efeito, o limite A, que entdo existe,
pertence a qualquer dos lugares dos termos da sucessio, porque
um elemento de A &, neste caso, limite duma sucessiio de ele-
mentos dum térmo qualquer. A sucessiio proposta converge,
pois, para o produto dos lugares dos respectivos termos.

simples reconhecer que esta sucessio divergird para infi-
nito se ndo for qudsi-limitada mas satisfizer as restantes condi-
¢des do ennnciado: efectivamente, dado um elemento b, existird
um térmo A; a uma distaneia reduzida de b superior a um nimero
positivo préviamente dado, e o mesmo sucederd aos restantes
termos da sucessdio a partir de certa ordem ¢+ .

Se dissermos que a sncessio (9) & monb6tona decrescente
quando for '

M>RISAEI> ...,

teremos o seguinte caso particular da proposigio anterior:

Qualquer sucessdo de conjuntos, quasi-limitada e mondtona
decrescente, converge para o produto dos lugares dos termos, pro-
duto 2ste que existe necessariamente. Qualquer sucessdo de conjun-
tos ndo qudsi-limitada e mondtona decrescente diverge para infinito. -

Por exemplo, se um certo conjunto limitado A de pontos dum
espaco ordindrio de n dimensdes admite derivados de qualquer

ordem finita, a sucessio déstes derivados converge para o pro-

duto de todos éles (1).

(1) Bste produto chama-se derivado de ordem  do conjunto A (Bams, Legong
sur les fonetions disconiinues, p. 19, 1. 3),
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Observagdo. — O limite integral A da sucessdo de eonjuntos (9)
é o limite totalmente fechado da sucessdo mondtona decrescente

(10) (AitAst...), (Asths4...)yeony (RitReprtece)s-ens

Com efeito, o limite A da sucessio (9) pertence evidentemente
ao limite integral da sucessio (10). Por outro lado éste dltimo
limite integral também pertence a A como se reconhece sem difi-
culdade.

To6da a sucessio convergente pode transformar-se, déste modo,
numa sucessio mondtona decrescente com os mesmos limites que
a primeira.

Se cada térmo da sucessdo (9) for um subconjunto de qualquer
dos termos seguintes a partir de certa ordem i+ h, esta serd con-
vergente. A soma dos termos serd um dos limites da sucessdo.

Neste caso, com efeito, temos

A+As+ ... I+ R+ -

Bes Xy B, =st)s

i

@ a observaciio anterior mostra que &
KA+ A+ .05

por outro lado é evidentemente verdadeira a relagio

l'!}ll-l_-h-i— e
da qual se deduz

A>A+ A +t-..].
Logo temos 1

AIAL(A+ M+ ...0,

e a sucessio (9) converge para a soma dos seus termos.
Mais particalarmente, se chamarmos sucessio de conjuntos*
mondtona crescente a qualquer sucessio (9) tal que seja

hi<hI<bI< ..,
teremos a proposi¢io seguinte:

Qualquer sucessdo de conjuntos que seja mondlona crescente
converge para a soma dos seus termos.
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69. Outros casos de convergéncia. Comparagdo dos limites de

certas sucessfes convergentes de conjuntos. — Comecemos por
considerar k sucessdes de conjuntos

[11] ‘h,ll‘ B2y =0+, lﬁ,i! "
=01, 2, : o R P
e seja

(12) BB, B LA

uma sucessio formada de termos dessas sucessdes; cada um dos
conjuntos A, que figure como térmo da (12) poderd repetir-se,
mas apenas um nimero finito de vezes, como térmo desta sucessio.

Se atendermos s proposigdes do v. 1v, p. 123 a-propoésito das
referidas sucessdes, ficilmente demonstraremos que:

Se as sucessdes (11) convergem para o mesmo limite A, a suces-
sdo (12) também converge para A.

Com efeito, temos B |<<A |<B, donde vem B A |A (1).

Paralelamente a éste enunciado e com uma demonstracio
muito simples temos o seguinte :

Se as sucessdes (11) divergem para infinito, 0 mesmo acontece
& sucessdo (12).
Como casos particulares temos que:

Se uma sucessdo de conjuntos converge para um limite A, tam-
bém converge para éste limite toda a sucessdo formada de termos
da primeira e dispostos por qualquer ordem.

Se uma sucessdo de conjuntos diverge para infinito, o mesmo
acontece a toda a sucessdo formada de termos da primeira e dis-
postos por qualquer ordem.

Nestes enunciados entende-se que certos termos da sucessio
proposta poderdo ndo figurar como termos da sucessiio assim
constitufda, mas cada um dos que figurem sbmente poderi repe-

. tir-se um namero finito de vezes.

(1) Chegaremos aoc mesmo resultado, em virtude da proposiciio da p, 280, I, 23,
se notarmos que, dadas as condi¢des supracitadas, a sucessfio (12) é quisi-limitada
e 08 seus limites juxtapdem-se a A.
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Citemos mais uma operdacio por meio da qual ainda se trans-
forma nma sucessdio convergente de conjuntos numa outra que
também converge para os mesmos limites que a primeira.

A partir doma socessiio de conjuntos quaisquer

(13) Rty o o s R
formemos uma outra
{14} si_-s!,---,s;, - e

cujos termos sejam somas de termos da primeira nas seguintes
condicdes : certos termos de (13) podem ndo figurar como par-
celas em soma alguma §; (i=1, 2, ...), e cada um dos oatros
termos pode figurar como pareela de duas ou mais destas somas,
mas necessiriamente em nimero finito.

Se a sucessdo (13) for convergente, a sucessdo (14) também
convergird para os mesmos limites que a primeira.

Para a demonstracio consideremos um elemento a do limite !
totalmente fechado A da sucessio convergente (13). Este ele-
mento é limite duma sucessdo convergente de elementos

ay, A2, -0y iy -

extraidos dos termos correspondentes da (13). Tomando uma
parcela A, da soma $;, uma parcela A, da soma 83, e assim
sucessivamente, a correspondente sucessdo

B R, g fh),

que & formada por elementos dos termos correspondentes da
sucessdio de conjuntos (14), converge ainda para o limite a [v. 1v,
p.19,1. 7 e 14]. Logo a é um elemento do limite comum §, o
que demonstra a relagio A [<<8. Por outro lado também & féeil
estabelecer a relagio 8 <A | A, que, juntamente com a anterior,
dé 818 | A, como desejivamos demonstrar.

; (!) Os indices r, 8,... nflo se encontram necessiriamente por ordem cres-
cente; alguns deles podem repetir-se, mas apenas um nimero finito de vezes.
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Como aplicagio déste Gltimo resultado podemos verificar
mais uma vez que uma dada sucessio convergente (13) admite
os mesmos limites que a correspondente sucessiio mondtona
decrescente

(ARt .on), (Rt hstonn)y vovey (b Rigat oad)y oees

Se a primeira e terceira das sucessdes de conjunios

ll) l!] Ry ‘:‘r *ew
!l,sz- "'rn‘r"'
B{l&!"'!“‘!"'

convergirem para o mesmo limite totalmente fechado A, e se, a
partir de certa ordem, for A;|<<B;|<G;, a seqgunda sucessio tam-
bém convergird para o limite A.

Com efeito, nestas condigbes temos evidentemente

AAI<BI<BI<EIA,
relagdes estas que dio BIBIA.

Consideremos agora duas sucessdes de conjantos

(15) e il il s
T LogeNERy e

Se existir im A; e se for lim A;B; =0, existird limB; e teremos
Lim A; | lim B; . i
Com efeito, se for Al A e limA; B;=0 teremos B|B|A em
virtude da proposicio do v. 1v, p. 122, . 11, ou seja lim A; || lim B;.
Como conseqiléncias simples temos que:

 Dadas duas sucessdes convergentes (15), a condigdo lim A;B;—0
é suficiente para que seja lim A; | lim B; .

Convergem ou divergem ao mesmo tempo duas sucessoes de con-
Jjuntos (15) tais que sejam lim A; B, = 0; as duas sucessdes admitem
entdo o mesmo derivado.
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Se os termos correspondentes de duas sucessdes de conjuntos se
Juxtapdem entre si, estas convergem ou divergem ao mesmo tempo;
o derivado duma das sucessdes é o derivado da outra.

Uima sucessdo de conjuntos e a sucessdo dos respectivos lugares
sdo convergentes ou divergentes ao mesmo tempo ; o derivado duma
das sucessdes ¢ o derivado da outra.

Dadas duas sucessdes convergentes (10), se for lim ABi=0
teremos

[lim ;] | < [lim B] .

Com efeito, se for lim A; B;=0 teremos K | < B [p.121,1. 16].
Desta proposicio decorrem imediatamente as seguintes :

Supondo convergente a primeira das sucessdes (15), se for

lim l:ﬂ =0 teremos
(lim AJ |<[B];

se for lim BA;— O teremos
B] |<[lim A .

Dadas duas sucessdes convergentes (15), se os termos da pri-
meira forem subconjuntos dos terinos correspondentes da segunda,
teremos

[lim Al 1<<[lim B] .
Mais geralmente :

Dadas duas sucessdes convergentes (15), se existir uma subsu-
cessdlo da primeira cujos termos sejam subconjuntos dos termos
correspondentes duma subsucessdo da sequnda, teremos

(tim A |<[lim By .

Porque, se as sucessdes (1D) silo convergentes, o mesmo
acontece is duas subsucessdes mencionadas, que representamos
por

hilss vwigillg; v
8

n‘l"i na-'u vorog Bu’: ey
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e as relaces
[lim-A | [lim Ay |<<[lim By | [lim B
dio
[lim AJ 1<[lim By .

Suponhamos que é convergente a primeira das sucessbes (15).
Se os termos A, duma das suas subsucessies verificarem a condi¢do

hi<B [u=r,s, ...),

teremos
[lim A; |<[Bl;
se for
LIk fu=ry8/ ...),
teremos

(lim AJ | >[B].

Suponhamos que s sucessbes (15) sdo convergentes. Se, qual-
quer que seja 0 nimero inteiro k >0, pudermos determinar em cada
sucessdo um térmo que seja um subconjunto dum térmo da outra,
ambos os termos de ordem superior a I, teremos lim A; | lim B;.

Cum efeito, nas condi¢des do presente enunciado é evidente
que uma qualquer das sucessdes propostas admite vma subsu-
cessiio cujos termos sido subconjuntos dos termos corresponden-
tes duma snbsucesslio da outra; logo sio verdadeiras as relagdes

[lim Ayl | < [lim By]
2 .

(lim A;) 1 > [lim By,
das quais resulta

lim A | (lim B] ou lim A; | lim B; .

Sejam dadas duas sucessdes de conjuntos (15), uma das quais
- supomos quasi-limitada. Se cada térmo de qualquer delas contém
08 termos da outra a partir de certa ordem, as duas sucessoes con-
ver gem para 0s mesmos limites.

Demonstremos primeiro qoe, admitidas as condigdes do enun-
ciado, as duas sucessdes propostas slo qudsi-limitadas. Com
efeito, suponhamos que a primeira das sucessdes (15), por exem-
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plo, é qudsi-limitada. A um dado elemento a corresponde entdo
am némero >0 que faz :

I.__l_;*-‘:g (i=1,2,...).

Mas, em virtude das condigdes do enunciado, cada térmo By da
segunda sucessio contém um térmo A; da primeira; logo temos

abhilahi<p (h=1,2,..),

@ a_segunda sucessdo também é qudsi-limitada.

Mostremos agora que duas subsucessdes convergentes quais-
quer, uma de cada sncessdo, admitem necessiriamente os mesmos
limites. Ora, como duas destas subsucessdes satisfazem ainda is
hipétesws do presente enunciado, segne-se que os limites duma
sdio os limites da outra [prop. pree. ], motivo porque as sucessdes
propostas convergem para os mesmos limites [p. 289 I. 23],

Também se reconhece a convergéneia das sucessdes dadas
notando que, por forga das condigdes do enunciado, cada térmo
de qualquer das duas sucessdes contém os termos da mesma a
partir de certa ordem [p. 201 L 6].

70. Lugar dum conjunto (A) de conjuntos quaisquer. Conjun-
tos () fechados. — O conjunto dos subeonjuntos dum dado espa-
¢bide ilimitado P nflo é um oatro espacédide; basta notar que a
distancia entre dois conjuntos, um dos quais supomos limitado
@ o outro ilimitado, é necessiriumente infinita. O conjunto dos
subconjuntos ilimitados de P também ndo 6 um espacéide; efec-
tivamente, jd vimos que é possivel determinar dois subconjuntos
ilimitados de P a uma distancia infinita um do outro [p. 102, nota ).
Um conjunto fechado A(!) de subconjuntos ilimitados de P mas
de distincias finitas dois quaisquer deles, pode nio constituir om
espagbide, como se depreende da observagio que fizemos na p. 8.

Todavia algumas definicdes e propriedades gerais relativas
a0s espactides subsistem, como 6 de esperar, para o conjunto
de todos os subconjantos de P. Por exemplo, a definicio de
conjuntus juxtapostos, em geral, enuncia-se tal qual como se

(*) A definiclo de conjunto fechado (A) vem poucas linhas depois.
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@sses conjuntos fdssem elementos dum espagdide. As definicdes
também ji dadas de conjunto limitado e de ditimetro dam con-
Jjunto, de elemento limite dum conjunto e de derivado duma suces-
sdo, admitem os mesmos enunciados quer nestas definicdes se
considere um conjunto (A) de conjuntos gnaisquer e uma sncessiio
formada por tais conjuntos, quer um conjunto A de elementos
dum espagbide e uma sucessio déstes mesmos elementos.

Andlogamente estabelecemos as seguintes definicdes: o lugar
[(A)] dum conjunto (A) de conjuntos quaisquer A é o conjunto dos
limites de t0das as sucessdes convergentes que podemos cons-
truir com os elementos A de (A); um conjunto (A) de conjantos
quaisquer & fechado quando tdda a sucessio convergente formada
com elementos de (A) tende necessiriamente para um elemento
déste mesmo conjunto; um conjunto (A) de conjnntos quaisquer
é totalmente fechado quando temos (A) | [(A)], isto &, quando (A)
contém os limites de todas as sucessies convergentes que sejam
formadas com os sens priprios elementos.

Notemos que as presentes defini¢des relativas a conjuntos (A)
de conjuntos quaisquer siio, em geral, distintas das que j& conhe-
clamos a-propésito dos conjuntos (A) de conjuntos limitados A
quando estes conjuntos A eram considerados elementos dum espa-
g¢bide de conjuntos, Como sabemos, as primeiras definigdes que
apresentdmos nasceram da definigio de limite duma sucessiio de
conjontos de soma limitada ; estas filtimas da definigio de limite
duma sucessio de conjuntos quaisquer. Por exemplo, a sucessio
de conjuntos de nimeros cojo térmo geral A; é constituido pelos
nimeros 1 e i niio admite derivado econforme a primeira defini-
¢do que demos, e admite o nimero 1 por derivado conforme a
segunda. Um dado conjunto de conjuntos limitados, que seja
fechado conforme a primeira definigio, pode niio o ser quando
nos referimos 4 segunda; é o que sucede com o conjunto dos
termos da sucessiio precedente. O logar dum conjunto de con-
juntos limitados, conforme a primeira definiciio, 6 um subconjunto
do lugar dv mesmo conjunto quando adoptamos a segunda.

Continuemos a considerar a defini¢io geral de limite duma
sucessiio de conjuntos e demonstremos algumas proposigdes sobre
os conjuntos (A) de conjuntos quaisquer.

Seja () um conjunto de conjuntos quaisquer A. Para que um
dado conjunto A' pertenga ao lugar [(R)] ¢ necessdrio e suficiente
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que, para qualquer esferdide F ouw simplesmente para os duma
determinada sucessdo de esferdides concéntricos cujos raios cres-
¢am para infinito, cada conjunto W 1T + (F><N') (onde T designa
a estrema dé F) pertenca ao lugar do conjunto dos conjunios
HIT + (F><A) correspondentes do mesmo esferdide e dos diversos
conjuntos A de (A) .

A condigiv & necessdria porque, se A' ¢ limite duma sucessio

llllz-n ey li: Ll ]
de elementos de (A), a sucessio
“1. “2."‘: Hir"'s

de térmo geral H;IT 4 (F><A;), converge para o conjunto
H I T4 (F>XA') seja qual for o esferbide considerado F [p. 141,
l. 30]; como vemos, o conjunto W pertence ao lugar do con-
juuto dos conjuntos H relativos ao mesmo esferdide.

Para demonstrar que a condi¢io é soficiente suponhameos
que a nm certo conjunto A’ corresponde uma sucessiio de esfe-
roides

Fi, By oony Fyy e

que satisfacam As condigdes do enanciado. Relativamente ao
esferoide F; de estrema T; podemos determinar, por hipitese, um
elemento A; de (A) tal que, pundo

Wil T+ (Fi><A')
H I T4 (Fi <X K),
seja

LT |
Wl <
Parai=1, 2, ... obtemos as sucessdes de conjantos

lll IE‘-*'rlil"'
B B il i
H]_, Hg, «wwy H-.‘, .
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Mas temos limM;IA' [p. 138, I. 21], donde resulta lim H; I A’
visto-que 6 lim Wy H;=0 [p. 295, L. 19]. Logo também temos
lim A; | A' [p. 138, 1. 117, e assim demonstramos que o conjunto
dado A" pertence ao lugar [(A)], como tinhamos previsto.

Para que um conjunto N' pertenga ao lugar [(A)| dum dado
conjunto (A) de conjuntos quaisquer A, é suficiente que, para qual-
quer esferdide F duma determinada sucessdo de esferdides concén-
tricos cujos raios cresgam para infinito, cada conjunto @' | F>< N
pertenga ao lugar do conjunto dos conjuntos B | F><A correspon-
dentes do mesmo esferdide e dos diversos conjuntos A de ().

Efectivamente, se, para cada um dos esferbides considera-
dos F, o conjunto 6' | F><A' é limite duma sucessio convergente

'!: .5: "':n:ll R

de conjuntos 6! F><A correspondentes do mesmo esferdide,
também o conjunto H' | T+ 6 & limite da sucessiio convergente

Wil o il nfass

na qual é H; I T+ 6; [p. 149, I. 2]. O conjunto A’ pertence, por
conseguinte ao lugar do conjunto dos conjuntos H|T+4 6, e A
pertence ao logar [(A)] em virtade da proposicio precedente.

O lugar dum conjunto (A) de conjuntos quaisquer é totalmente
fechado. }
Com efeito, seja A’ um limite duma sucessiio convergente

Kig s, oo Ny s

de elementos do lugar [(A)] dum dado conjunto (A) de conjantos
quaisquer A. Consideremos um esferbide F de estrema T. Ponha-

mos
HITH(F<A), BT+ Fx<A),
Wl T+ (Fo<Ay)
(i=1,2, ...),

e provemos que o conjunto N’ pertence ao lugar do conjunto de
todos os conjuntos H relativos aos diversos conjuntos A de (A).
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Ora, da peniltima proposicio que demonstrimos resulta que,
dado um valor de ¢, & possivel determinar um conjunto H; entre

: = 1
os conjuntos H de forma que seja H; H; <~ —. Para os valores
] q 1) ;

i=1, 2, ... a sucessfio que se obtém
He Wy o ligsa

satisfaz 4 condicio lim H; W; =0, e, visto-que & lim H;I W
[p. 141, 1. 31] também temos Zim H;I H' [p. 295, I. 19]. Conse-
qfientemente o conjunto H' pertence ao lugar do conjunto dos
conjuntos H, e, como F é um esferdide qualquer, segue-se que
A" & um elemento de [(A)] por forga da peniltima proposicio.
O conjunto [(A)] é, pois, totalmente fechado.

O conjunto (A) de todos os subconjuntos R dum dado conjunto B
admite por lugar o conjunto dos subconjuntos do lugar [B].

Seja (A) o conjunto dos subconjuntos A dum dado conjunto B.
E manifesto que um limite qualquer dama sucessiio convergente
de conjuntos A & um subconjunto do lugar [B]. Por outras pala-
vras: qualquer elemento do lugar [(A)] é um subeonjunto do
lugar [Bl. Reciprocamente, demonstremos que um dado subeon-
junto A' de [B] é am elemento de [(A)]. Para isso facamos cor-
responder a cada elemento de A’ um elemento de B a nma distincia

 odt 1 :
do primeiro menor de que < designemus por A; o conjunto
constituido por tais elementos de B. Temos evidentemente

ﬁ_—i— , @ a sucessio de subconjuntos de B

‘llllt "‘:‘l'! A,

que resulta de darmos a i os valores 1, 2, ... verifica a con-
digiio lim R, A == 0. Por conseguinte vem lim A; | A [p. 290, L. 11),
donde se segue que o conjunto A’ é um elemento de [(A)].

A presente demonstracio é idéntica & da proposiciio que se
encontra na p. 120, 1. 36.

E fechado o conjunto (A) de todos os subconjuntos dum dado con-
junto fechado B.
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Pode servir de demonstraciio a que se encontra na p. 121, [. 18;
simplesmente devemos supor agori que os subconjuntos de A que
ali consideramos slio quaisquer, & ndo sbmente limitados.

K totalmente fechado o conjunto (A) de todos os subconjuntos
dum dado conjunto totalmente fechado B.

Esta proposi¢io pode justificar-se como procedemos na da
p. 121, i. 30, admitindo neste caso, que se trata de subconjuntos
quaisquer de A e de [Al, e ndo necessiriamente de subconjuntos
limitados.

(Continua ).

‘Luis Bepa Neto.
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Soles de ferro birefringentes por agitacdo

1 bem conhecida a dupla refraccio que se observa no sole
de V3O; entre nicois cruzados e quando se imprime ao liguido
movimento de rotagio. No sole de hidréxido de ferro nio se
tem observado fendémeno andlogo. Por outros meios, por exem-
plo, pela acgio dum campo mignético oa eléctrico, &6 possivel
provocar a birefringéncia do Gltimo sole. Até hoje sdbmente
Zocher observou a formacdo espontinea de particulas anisotro-
picas e tactoides nom sole de hidréxido de ferro muito velho e
de proveniéncia desconhecida.

Falharam porém t0das as experiéncias deste antor feitas com
o fim de preparar um sole de ferro andlogo ao de pentéxido de
vanddio. Os tactoides do sole de Zocher teem um aspecto com-
pletamente diferente do dos de pentéxido de vanddio. Emquanto
éstes teem formas e contornos bem definidos, aqueles sbmente
teem na espessura dimensdes coloidais. A sua superficie & ilimi-
tada e pode estender-se por toda a secclio do vaso. Ddse o
interessante fenémeno da sedimentacio das camadas tactoidais,
sendo as distincias entre elas da ordem de grandeza do compri-
mento de onda da luz.

Da interferéneia da luz reflectida resulta a cor verde obser-
vada por Zocher no seu sole. A radiografia do sedimento mostrou
tratar-se de FeO (OH), que se encontra na natureza (Goethite)
e apresenta o mesmo fenomeno.

Heller conseguiu obter camadas coloidais pela hidrélise lenta
de solugdes diluidas de FeCls; a cor da interferéncia depende da
concentragdo. Jacobsohn ohservoan fendémeno andlogo com W03
pela bidrélise de solugdes diluidas de tungstato de sédio.

Durante as nossas investigugdes recebemos da Alemanha um
sole de hidroxido de ferro com aparéncia desusada e muito vis-
coso. O exame microscopico deste sole mostron a presenga, em
grande namero, de tactoides ; observado entre nicois erauzados
mostrou forte birefringéncia positiva de corrente.

Os tactoides observados teem forma idéntica & dos V3Oj,
sendo o movimento browniano dentro deles muito menos intenso.
A cor dos tactoides & muito mais clara do que a do atactosole.
Parece que ss particulas formam discos, e nio varetas, e 0s tac-

 g—
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toides sdo mais resistentes & compressio do que os do pentixido
de vanddio.

O sole de pentoxido de vanddio, depois da destruigiio dos
tactoides, mosira-se isotropico no microscopico de polarizagio,
e, passado slgam tempo, recomeca a formagilo dos tactoides. No
sole de Fe(OH); a destroi¢iio completa dos tactoides & qudsi
impossivel ; ficam sempre na preparagio microsedpica partes bire-
fringentes onde ha particulas orientadas paralelamente.

A-pesar-de os tactoides do sole de ferro serem fortemente.
birefringentes, ndo mostram dieroismo na parte visivel do espec-
tro. Isto quere dizer que deve tratar-se dum composto mauito
menos cérado do que a Goethite.

A andlise quimica nfio pode dar indicagdes sobre a consti-
toigdo das particulas. Num proximo trabalho consegniremos
obter esclarecimentos sdbre esta composigio, altamente interes-
sante debaixo de vdrios pontos de vista, com o emprégo de
raios X. Daqui por diante falaremos simplesmente do sole de
ferro per ndo conhecermos o composto déste elemento de que
8e trata.

Descobertos os tactoides de ferro, procuramos preparar uma
solagiio que os contenha.

O sole que recebemos da Alemanha é um produto industrial
preparado em grande escala. O processo de preparagio geral-
mente usado & o de Graham. Parece-nus que a mesma prepa-
racio se pode fazer, também com caracter industrial, peptisando
o hidréxido de ferro recentemente preparado com cloreto férrico.
Quer seguindo o método de Graham, convenientemente modifi-
cado, quer seguindo o referido processo de preparagiio, conse-
guimos obter soles birefringentes por agitagiio, tendo o segundo
déstes apresentado tactoides.

Processo de peptisacdo

Dada a analogia do tactoide de ferro com o tactoide de vana-
dio, precipitamos pela aménia, a quente, o hidréxido de ferro
numa suvluclio de cloreto férrico a 30°f. Ao precipitado, depois
de bem lavado por decantagio e centrifugado, juntamos uma
solugdo concentrada de eloreto férrico.

No fim de dois dias todo o hidroxido de ferro estava peptisado,
e dez dias depois apresentava forte birefringéncia e comégo de
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formacfio de tactoides. Passado mai= tempo o sole apresenton
tactoides bem definidos.

Se compararmos éste processo de preparagio com o do pen-
toxido de vanddio, vemos o seguinte: no caso do sole de vani-
dio, precipita-se 0 VaOp, do metavanadato de aménio, por dcido
cloridrico, lava-se o precipitado, que & peptisado pelo metavana-
dato-ifio, resaltante da dissolaciio na dgaa do Vi 0Os.

No caso do sole de ferro, como o hidroxido de ferro é muito
insoluvel, ndio existe ferro-ilo com a econcentragiio necessdiria para
se dar a peptisagio; & necessdrio, por éste motivo, cloreto férrioe.

No caso do sole de vanddio, é absorvido o ido VOj, ficando
as particalas negativamente carregadas; no caso do sole de ferro,
é adsorvido o iio Fet++, e as particolas apresentam carga
positiva.

Modificagdo do método de Graham

Com o fim de acelerarmos o aparecimento de birefringéncia
e de tactoides, introduzimos as seguintes modificagdes no método
de Graham.

Partimos de solucdes saturadas de cloreto férrico e de car-
bonato de amoénio: a primeira foi obtida fundindo a 70°C o
FeCly, 6H; 0. j

Chegdmos assim & formaclo imediata dum sole de ferro, for-
temente birefringente, mas sem tactoides.

Depois de maitos ensaios assentdmos no seguinte método de
preparagio. A 10 ee. da solucdio de eloreto férrico, obtida como
dissemos, depois de arrefecida, junta-se, agitando fortements,
1 ce. da solugiio saturada de carbonato de amoénio. Passados
25 a 30 minutos, forma-se um gele tixotrépico fortemente birefrin-
gente. Nesta altura junta-se, muito lentamente ao prineipio, mais
rapidamente no fim da reaccdo, que deve levar 3-4 horas, 40 ce.
de carbonato de amdnio. A adigio de mais de 40 ce. provoca
a coagulaciio do sole.

O sole assim preparado deixa-se em repouso 2-3 dias. Durante
éste tempo o sole, que se apresentava turvo e com cOr amarela,
torna-se mais escaro, limpido e fortemente birefringente. Nesta
altura purificamos por electrodiilise e concentramos por ultra-
filtragio. Depois de purificado, o sole tem exactamente 0 mesmo
aspecto daquele onde encontramos os tactoides. K de esperar
que 8stes com o tempo, se formem.
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O estudo da constiteicio dos soles considerados apresenta
dificuldades devidas principalmente a impossibilidade de deter-
minar a constituigio quimica das suas particalas. De harmonia
com 08 ensaios que fizemos, propomos, provisbriamente a segninte
explicaciio.

As particulas que constituem o sole de Graham ndo sio
anisotropicas; porém, sendo éste sole submetido a aegio dum
campo eléctrico on magnético, apresentam-se anisotrépieas, ficando
o sole birefringente e diecrvico. Na caso do sole de Zocher, acima
citado, as particulas apresentavam anisotropia espontinea, por
serem constituidas por Goethite, FeO (OH), que, como sabemos,
& birefringente e dicroica. O sole por nés preparado, bem como
o sole vindo da Alemanha, a pesar-de serem birefringentes, nio
apresentam dicroismo na parte visivel do espectro. Sendo assim,
& possivel que a composicio quimica das micelas déstes soles
sejam diferentes da composi¢io quimica das micelas do sole de
Graham e Zocher.

Verificimos que uma solugiio concentrada de cloreto férrico,
aquecida, apresenta uma fraca birefringéncia de corrente. Esta
deve atribuir-se & formagio, por hidrélise, de cloretos bisicos
de ferro; a formaciio déstes cloretos pode ser interpretada con-
siderando a hidrolise progressiva do cloreto férrico:

FeCl; = FeCls(OH) % FeCl(OH)s % Fe(OH),

Juntando lentamente carbonato de aménio 4 solucdo do clo-
reto férrico, favorecemos a formacio dos cloretos bdsicos e do
hidréxido férrico, funcionando as particulas jd4 existentes como
germens de cristalizacio. O sole resultante é anisotrépico. Se
a adiclo da solu¢do do carbonato de amdnio for rdpida, a velo-
cidade de precipitagio & maior do que a velocidade de ordena-
¢io (Haber), ao contririo do que acontece no easo anterior; o
sule resultante nllo é auisotrépico.

O sole obtido pela adigio rdpida do carbonato de amduio
apresenta a cOr vermelho-escura, e o sole obtido pela adiglio
lenta apresenta a cOr amarela, possivelmente devido aos sais
bdsicos formados. Com o tempo, vu por didlise, o sole amarelo
escurece, lentamente no primeiro caso e mais ripidamente no
segundo. [ste fenomeno pode ser explicado supondo que se d4
uma reacgiio topoguimica em que o cloreto ido micelar é substi-
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tuido pelo hidroxiliio, mantendo as micelas a sua forma, e anmen-
tando a coneentragio do hidrixido férrico.

No sole formado pela peptizagio do Fe(OH)s; com FeCly
supomos que anisotropia é devida & formagio de cloretos bésicos,
segundo o esquema anterior, deslocando-se o equilibrio para a
esquerda, devido ao py ser mais baixo do que no caso de empre-
garmos carbonato de aménio.

ZUSAMMENFASSUNG :

Nachdem wir an einem fabrikmaessig hergestelltem Kisenhydro-
xydsol das Vorhandensein von Taktoiden und starker Stroemun-
gsdoppelbrechung festgestellt haben, unternahmen wir Versuche
zur Bestimmung der Entstehungsbedingungen dieses Sols. Anf
zwei verschiedenen Wegen gelangten wir zu einem Ergebnis:
Durch Peptisation von frisch gefaelltem und gut ausgewaschenem
Eisenhydroxyd mit Eisenchlorid und durch geeignete Abaende-
rungen des Giraham-Prozesses

Die Bildungsweise dieses Sols wird erklaert dorch Keimwir-
kung eines basischen Eisenchlorides, entstanden dureh Erhitzen
der Eisenchloridloesang, und durch nachfolgende topochemische
Umwandlang des basischen Eisenchlorides in Eisenhydroxyd bis
zii einem gewissen Gleichgewichtszustand.

Kurt CorER

Coimbra, Laboratério Quimico da Universidade.
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