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Sur une propriété des arcs de développoides

La développoide (o) d'une conrbe plane (S) peat-ttre consi-
dérée comme sa diacaustique par rapport aux rayons incidents
complanaires avec (S) et normaux a une de ses développantes (E),
habituellement nommée caustique secondaire d'incidence.

En effet, I'angle d’incidence, dans ce eas, étant constant et
égal A ;, I'angle de réfraction sera aussi constant tout le long

de (S) et ne dépendra que de la valeur, supérieure & I'unité, attri-
buée 4 l'indice de réfraction.

Or, un théoréme bien connn, du & Quetelet, nous apprend que
la diacaustique de la courbe (S) est la développée (a) de 'enve-
loppe (E;) des circonférences centrées sur (S) et dont les rayons
sont aux distances de leurs centres &4 la caustique secondaire
d’incidence (E) dans le rapport constant du sinus de l'angle de
réfraction an sinus de l'angle d’incidence, ici égal & I'unité.
Vor.iv —x°1 1
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Si I'on tient compte de ce théoréme on tire de la figare:
s=AM.sinr+MP—BM'.sinr—MP

et par suite, puisque P et I sont les projections, sur les denx
rayons réfractés MP et M P, des points Q et Q':

g=Ssinr+scosr

De cette relation trés simple on peut déduire que: «la déve-
loppoide d’une courbe plane algébrique n’est rectifiable algébri-
quement que si la courbe donnée l'est elle mémes.

Et plus particulidtrement que: «les paraboles demi-cubiques
obliques — que le savant Prof. Gomes Teixeira a montré ttre les
dévellopoides des paraboles de second ordre — sont rectifiables
algébriquements.

La relation gune nous venons d’établir, en faisant appel 4 la
théorie des caustiques, peut étre démontrée directement (1).

En effet, soient (84) et (g¢) la développée et une développoide
(celle-ci correspondant & 'angle =) de (), et désignonts respecti-
vement par p, pi, pz2, ps et « les valeurs des segment M Q, QR,
PQ et QR et de 'angle de contingence de l'arc S.

On tire alors successivement de la figure

dS=pda, ds=pda

do=(ps+ps)da=(psinr+|pcosr)da
d'ol
do=dS.sinrt ds.cosr

En intégrant et en choisissant les origines des arcs o, S et s
sur les trois courbes de fagon qu’elles se correspondent on
retrouve enfin la relation cherchée.

Porto, Mars, 1920,
Roprico S. pE BEIRES.

(1) Cette démonstration nous a été proposée par Mr. le Prof. d'Ocagne a
gui nous avons communiqué la propriété en question en 1920




Contribuicdo para o estado da teoria das fungdes

CAPITULO 1
NOGAO DE ESPACOIDE

PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS

1. Defini¢ho de espagéide. — Seja P um conjunto constituido
por uma infinidade de elementos de natureza qualquer. Repre-
sentemos os diversos elementos déste conjunto pelas letras a, b,
€,... @ empreguemos o sinal | colocado entre doas letras quando
quisermos indicar que uma destas respresenta o0 mesmo elemento
que a ontra. O referido sinal pode ler-se: o mesmo que.

Associemos a cada par de elementos a e b um ntmero real
niio negativo, a que chamamos distdncia entre a e b (ou entre b
e a) e que designamos por ab (ou por ba).

Diremos quo a & juxtaposto a b (ou b juxtaposto a a) quando
for ab =0, o que indicaremos por alb (ou b [ a). Por convenciio
nm elemento juxtapde-se a si proprio, isto &, dea | b resultaal b;
porém de allb pode nfio resultar necessiriamente a | b.

Consideremos agora um subconjunto A de P, ou seja um con-
junto formado por elementos de P (1). Damos o nome de dié-
metro de A ao limite superior das distincias entre os elementos
déste conjunto tomados dois a dois de qualquer modo. O dia-
metro dum elemento considera-se igual a zero.

{1) A defini¢do de subconjunto ndo exelui o caso de A ser o préprio P
on de se reduzir excepeionalmente a um sé elemento déste conjunto,
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Chamemos econjunto limitado a todo o conjunto A com o did-
metro finito.

Chamemos ainda conjunto propriamente infinito a todo o con-
junto A que admita um subconjunto infinito de elementos nilo
juxtapostos, dois quaisquer déles.

Estabelecidas estas primeiras nogdes, suponhamos que tal
definicio de distincia entre os elementos de P é determinada de
forma que sejam verdadeiras as seguintes propriedades:

1) Verifica-se a relagdo
a) ac<ab+be
para quaisquer elementos a, b e c.

2) A cada sucessdo infinita de elementos

Ayy Agy covy By onvy

na qual seja lima;ay =0 (1), corresponde um elemento a que sa-
tisfaz & condigdo lim a;a= 0.

3) Podemos dividir qualquer subconjunto de P, que seja limi-
tado, num nitmero finito de conjuntos (2) de diametros menores do
que um nimero positive qualquer préviamente dado (3).

(1) Subentende-se, nesta notagdo, que ¢ e ' tendem para infinito.
Logo, dizer que é limaiar =0, é dizer que tende para zero qualquer
sucessdio de distfincias aias quando as sucessdes correspondentes doe indi-
ces i e i tendem para infinito. Noutros térmos: o simbolo lim aray =0
exprime que & todo o mimero > 0 corresponde um nimero inteiro k= 0 de
modo que seja aiay < & para quaisquer valores de i e i’ superiores a k.

(2) Considera-g¢ um conjunto dividido em novos conjuntos quando a
soma déstes reproduz aquéle.

(8) Importa observar que & possivel dar outras formas s presentes
condi¢des. Podemos, por exemplo, substituir-a condigdo 2) pelo enunciado
de Borzaxo-WEeigssTrASS, como veremos numa observagio no ne° 6. Mais
adiante [n.® 23] também veremos que a eondigdo 3) é equivalente a um
enunciado de Borer-Leseseue e ainda a um enunciado de Riesz-Sizrpinsg.

Notemos também que as hipdteses 2) e 3) convertem-se em teoremas
quando o conjunto P ndo é pripriamente infinito. Estes teoremas demons-
tram-se ficilmente tendo em vista a proposigiio da p. 6, L. 21, e atendendo
a que um conjunto ndo propriamente infinito é todo aquéle que pode dividir-se
num namero finito de conjuntos de diimetros nulos.
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Apresentadas as condigdes a que sujeitamos a definicio de
distincia, chamemos conjunto espagado, ou, mais simplesmente,
espagdide, a todo o sistema constituido por um conjunto infinito P
e por uma defini¢io de distincia (nas referidas condigdes) entre
os elementos déste conjunto.

Assim, dizemos que o conjunto dos nimeros dum ecerto in-
tervalo fechado, o conjunto de todos os nimeros reais e, mais
geralmente, o conjunto dos pontos do espaco ordindrio de n
dimensdes sfio espacéides. Na verdade, conhecemos a definigiio
de distincia pp' entre dois pontos p e p' désse espago e tal
definicio goza das propriedades seguintes: 1) é sempre verda-
deira a relagiio pp" zpp' 4+ p'p"; 2) dada a sucessiio de pontos
P, P2y« oy Piy +«+, & condigio limp; py = 0 assegura a existéncia
dum ponto p (limite da sucessfio) de modo que se tenha lim p; p=0;
4 sabemos, emfim, dividir qualquer conjunto de pontos, que seja

limitado, num namero finito de partes de diAmetros tdo pequenos
quanto gquisermos. O conjanto de todos os nameros reais e
) imagindrios, bem como qualgquer conjunto infinito e fechado, cons-
titaido por ntimeros ou por pontos dum espago ordindrip de =
dimensdes, sfo outros espagdides (1).
Convencionemos representar sempre um espacoide pelaletra P,
afectada ou nfio de um ou mais indices. Um conjunto do tipo P 6,
: pois, qualquer conjunto infinito (de elementos de natureza nilo
especificada) associado a uma definicio de distincia entre os
sous elementos nas condigBes citadas anteriormente.

2. Primeiras conseqfiéncias. — Da relaglio (1) concluimos
que dois elementos juxtapostos a um terceiro sdo juxtapostos entre
si, isto &, de allb e blc resnlta alle. Se diversos elementos
sfo juxtapostos a um mesmo elemento a, dois quaisquer déles
sfo, pois, juxtapostos um ao outro. Dizemos, entio, que os
elementos considerados juxtapdem-se entre si.

Como vemos, a juxtaposicdo de elementos satisfaz is condi-
¢hes

ala
alb .-. bila

allbh; g - owle

(1) Encontraremos depois novos exemplos de espagdides.

e
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correspondentes is propriedades reflexiva, simétrica e transitiva
da igualdade entre nimeros.

A mesma relagiio (1) pode generalizar-se, anilogamente ao
que sucede no caso dos elementos serem nimeros. Com efeito,
considerando m elementos quaisquer a, b, ¢, ..., u, v dum
determinado espagbide P, temos

avzab+bvzab+betcev

e, por indugfo, vem

2) avzab+bc+...+uv.

Se efectuarmos permutagdes circulares na sucessio dos ele-
mentos considerados, facilmente se eoncluird, da presente rela-

clo, que:

Dada uma sucessdo de m elementos de P, considerando as
distancias entre cada dois elementos consecutivos e entre o primeiro
e o tltimo, uma qualquer destas m distancias ndo excede a soma
das restantes.

Por conseguinte: '

A d:j’ereng!a de duas das m distancias (em valor absoluto) ndov
é maior do que a soma das outras.
Daqui resulta que:

Se for alla' e blb, também seré ab=a'l.
Com efeito, basta escrever

|ab—a'h’ | Zaa’ +bb

e notar que é aa =0 e bb' =0.

A distincia entre dois elementos nfio se altera, pois, quando
estes se substitaem por outros que sejam juxtapostos aos pri-
meiros.

Como segunda aplicagiio mostremos que:

E limitado qualquer conjunto soma dum nimero finito de
conjuntos limitados de elementos de P.
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Suponhamos, em primeiro lugar, que A & a soma de dois
conjuntos limitados B e C, ¢ comecemos por fixar dois elemen-
tos b’ e ¢’ de B e C respectivamente. P’odemos escrever

hez bW +h e +ec

para elementos quaisquer b e ¢ dos conjuntos B e C, donde
resulta, designando por A' e A" os difimetros déstes conjuntos,

beczA' +A"+Db'C.

Logo o conjunto A é limitado, porque a distincia entre dois qu;ﬁs‘
quer dos seus elementos ndo excede o nimero A'+ A" -+b"¢.
Notemos que &

(3) AZAN+A"+B T,

onde A representa o didmetro do conjunto A; esta relaciio de-
duz-se da anterior, visto b e ¢ representarem elementos quaisquer
de B e C respectivamente.

Por ser limitada a soma de dois conjuntos limitados também
é limitada a soma de trés, de quatro, ete.

O seguinte enunciado permite-nos dar outra forma & definigio
de conjunto limitado: .

Um conjunto A é limitado ao mesmo tempo que o conjunto das
distancias ab entre cada elemento a de A e um determinado ele-
mento b.

Com efeito, vimos hd pouco qune a soma de dois conjuntos
limitados é igualmente limitada ; logo, se A é limitado, 0 mesmo
acontece ao conjunto das distincias ab. O reciproco resulta da
relaclio

aa'<ab+ab
onde a e @' sfo elementos quaisquer de A.
3. Observagio. — Consideremos um conjunto infinito @ sub?
metido a uma definicio de distincia entre os seus elementos.

Admitamos que esta defini¢iio de distincia obedece ds condigbes
fundamentais 1) e 3), excepto & condiglio 2) que supomos ndo
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ser verdadeira em todos os casos; como vemos, o conjunto Q

nflo se encontra espagado com tal definicio de distincia.
A presente observaglio, que pretendemos justificar, consiste
no seguinte: - b

O conjunto Q pode considerar-se um subconjunto dum espa-
¢dide P, sendo a definicdo de distincia entre os elementos de P
que pertencem a O a mesma que adoptdmos no conjunto Q.

Seja

a“ agl saey Biy o

uma sucessllo de elementos de Q tal que se tenha lima; a; =0 e
que, no entanto, nfio satisfaga & condi¢fio 2). - Consideremos todas
as sucessdes de elementos de @ que se encontrem neste caso e
fagamos a convengiio segninte: dar uma sucessio nestas condi-
gbes é dar (ou definir) um novo elemento. Adicionemos ao con-
junto Q todos estes novos elementos e designemos por Q' o
conjunto assim constituido. Para maior simplicidade na expo-
sicio, também diremos que um elemento a de Q ¢ dado pela
sucessfio 4, a, ..., a4, ... . A qualquer elemento de Q' cor-
responde, pois, uma determinada sucessio de elementos de Q
que, por convenglo, define ésse elemento.

Eis a nova defini¢io de distincia: em geral, a distincia entre
dois elementos a' @ b’ de Q' definidos pelas sucessdes

T e RT VR
A R

6 o nimero a'b’=Ulma/h;; éste limite existe, de facto, porque
da relaciio

| aibi—a:bs | < aiar+bob; [p. 6, L. 18]
resulta
lim | a;bi—azby | =0.

Temos assim definida a distincia entre dois elementos
novos, assim como entre um elemento nove e um elemento de Q :
a disténcia entre o elemento a' e um elemento b de Q &, afinal,

S — N —

B e ——
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abh=limab. Depois, esta definigiio generaliza evidentemente
a definicio de distincia, que supomos conhecida, entre dois ele-
mentos de 0. Temos definidas, em particular, as distincias

aa (i=1,2,...)

entré o elemento @' e os tdrmos da sucessfio que o define.
Dadas estas nocdes, demonstremos que & lima;a’ = 0.
A um ntmero dado 3>>0"corresponde um inteiro k>0 de

S et & FE
modo que seja a;8y << para todos os valores de i e i’ sape-

riores a k. Depois de escolhermos para i um valor qualquer
superior a k, sujeitemos ¢ 4 mesma condigio mas com um valor
saficientemente grande para que se tenha

ST ey
aa<aar+-,.

o que é possivel visto a distincia a;a’ ser o limite de a;as

quando ¢ tende para infinito.. Temos, entdo,
— . 5 , B
t S —_——
aa <: 5 t5=9%

sendo esta desigualdade verdadeira para qualquer valor de i
superior a &, o que nos da lima,;a’ = 0.

Em resumo, a introdu¢iio dos novos elementos no conjunto
considerado @ implica a convergéncia (como diremos no pard-
grafo seguinte) de tddas as sncessdes

ke o
de elementos de Q que satisfagam & condigiio lim &; 8y =0, Além
disso o novo conjunto Q' constitui nm espagdide; é o que passamos
a demonstrar:

1) Dados os elementos a', b' e ¢' de Q' verifica-se a relagdo

a'c<ab+he.
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Com efeito, se estes elementos siio dados respectivamente
pelas sucessdes

a‘])a},l ...,ﬂ.‘, . e
hj: h:r "'!hlr"'

c;,cal CEb &) cl! e
como temos

a;c;<abh+bici,
resulta
lim 8;€; < lim a;b; + lim b; ¢; ,
isto 6,

ac<cabh+bc.
2) A qualquer sucesslo de elementos de U,
aI“ ﬂ.“:, L ] ar“ e
na econdigdo de ser lima @y =0, corresponde um elemento @' para
o qual é lima’;a'=0.
Esta propriedade foi h4 pouco verificada no caso particular

dos elementos da sucessfio pertencerem todos a Q. Na hipGtese :
contriria facamos corresponder a cada elemento a’; um elemento a;

de Q que satisfaga & desigualdade ﬁ‘.(-i— (1). A sucessio
S e e
é tal que lima;a’;=0. Temos ainda
aa ,Zaa, +aa;ta-a: [p 6L 13],

donde vem lima,a;=0. Esta Gltima sucessio define, portanto,
um elemento a', e da relacfio

aazaatan

concluimos que é lima';a'=0, como desejivamos provar.

{1) Se a'i for um elemento de @, 0 elemento a; poderd ser o proprio &'y,
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3) E possivel dividir qualquer subconjunto de Q', que s¢ja
limitado, num mimero finito de partes de didmetros inferiores a
quaiquer nitmero positivo préviamente dado.

Seja A’ um subeonjunto de @, limitado, e consideremos um
ntimero ¢>>0. A cada elemento a' de A’ corresponde sempre

um elemento @ de Q para o qual é aa’< % Designemos por A

o conjunto dos elementos a correspondentes dos diversos elemen-
tos @’ de A'. A um subconjunto de A corresponde um subeon-
junto de A’ e a uma divisio de A em partes corresponde igunal-
mente uma divisio de A’ em partes.

O conjunto A é limitado porque, se a e b sio dois dos seus
elementos e @' @ b correspondentes deles em A', temos

abzaa +ab b,

donde vem

2
ab<ge+ a'l

Se dividirmos agora o conjunto A num nimero finito de partes
g

3
uma divisio de A’ em partes de didmetros menores do que ¢

porque, para dois elementos @' e b’ duma destas partes, temos,
designando por a e b os correspondentes désses elementos no
conjunto A,

de diametros menores do que —-, obteremos por correspondente

abzaa+tabtbb <e.

Em conclusdio, podemos dizer que: o conjunto proposto Q é
um subconjunto dum espagdide P | Q' no qual se conserva a mesma
definiglo de distancia entre os elementos de Q. Esse espacoide
poder4 chamar-se prolongamento do conjunto Q (1).

(1) Existe um perfeito paralelismo entre a exposi¢iio que seguimos nesta
nota e a que podemos seguir nos principios da teoria dos nimeros irracionais
quando, no estudo déstes nimeros, adoptamos o método de Bruxo pe Caszvo.
(Veja-se Pacueco ps Axomie, Aritmética Racional, p. 337 e segs.).
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11

CONCEITO DE LIMITE DUMA SUCESSAO
DE ELEMENTOS DUM ESPAQﬂIDE

4. Defini¢io de limite. — A defini¢clio de limite duma suces-
silo infinita

(1:' B, Bgy vy iy 0ee

de elementos dum espagdide P baseia-se na definigio de distan-
cia: dizemos que a sucesslio (1) converge ou tende para o ele-
mento @ quando se verifica a condiglio lima,; a =0, isto 6, quando
a cada nimero 3 >0 corresponde de tal forma um inteiro posi-
tivo k& que se tenha a;a <3 para qualquer i >%, O elemento a
chama-se um limite da sucessiio e esta diz-se, neste caso, con-
vergente.

E evidente que uma sucessfo (1) na qual todos os térmos
sflo juxtapostos a um determinado elemento a converge necessi-
riamente para o mesmo elemento a. Em particular, a sucessiio

a,ﬂ, ---ga, ew

converge para o elemento a.
Uma sucessfio que nfio é convergente chama-se divergente.

A condigdo lima; ay =0 é necessdria para a convergéncia da
sucessdo (1).

Com efeito, se a sucessio (1) converge para o limite a, temos
lima;a=0, e do

aa,zaataa

resulta lima; a; = 0.
A mesma condiglo assegura, por outro lado, a convergéncia
da sucessfio (1): ¢ a hipotese 2), p. 4.

E necessariamente limitado o conjunto dos térmos duma su-
cessdo convergente.
Na verdade, se a sncesslio (1) converge para o limite a,
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temos lima, a="0; logo é limitado o conjunto das distincias a; a
e o mesmo acontece ao conjunto das distincias a;a- [p. 7, L. 19].

Os limites duma sucessdo convergente sdo juxtapostos entre si.
Porque, se a e b sio dois limites da sucessiio convergente (1),
as condicdes lima;a=0 e lima;b=0 dao

abzlim(aa+ah)=0,

donde vem a |l b.

Se uma sucessdo converge para um limite a, também converge
para qualquer elemento juxtaposto a a.

Com efeito, sendo lima,a=0 e alb, como é entlo a;a=a;b
(visto-que a distdncia entre dois elementos nilo se altera quando
estes se substituem por elementos juxtapostos aos primeiros),
temos

lima,b=Ilima,a=0,

e a sucessiio dada também converge para o limite b.

Convencionemos designar qualquer limite da sucessiio con-
vergente (1) por meio do simbolo lima; Atendendo agora aos
dois altimos enunciados, vemos que basta escrever lima;la, ou
all lima;, para exprimir que o elemento a ¢ um limite da sucessiio
convergente (1).

5. Elemento limite dum conjunto. Extensio do teorema
de BoLzano-WEIERSTRASS, — Chamemos subsucessdo duma dada
sucessiio (1) de elementos de P a qualquer outra

(2) B e s Ry s

que seja formada por térmos da primeira, sem repeticdes e pela
ordem em que nela se encontram. Os indicesr, 8, .o., u, ...
silo, pois, nfimeros inteiros positivos e erescentes.

Dizemos que uma sucessiio de elementos de P é propriamente
infinita quando o conjunto dos térmos & prdpriamente infinito,
isto 6, quando admite uma subsucessio na qual dois térmos
quaisquer ndo sejam juxtapostos.

Para que uma sucessfo de elementos seja propriamente infinita




14 Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

é suficiente que ndo admita uma subsucessdo de térmos juxtapostos
entre si.

Consideremos, com efeito, uma sucessiio que ndio admita uma
infinidade de térmos juxtapostos entre si. Suprimamos todos
0s tormos juxtapostos ao primeiro (excepto &ste térmo), supri-
mamos em seguida A sucessio restante os térmos juxtapostos ao
segundo (excepto &ste), ete. Podemos continuar assim indefini-
damente, visto suprimirmos, de cada vez, apenas um namero
finito de térmos ou nenhum. Os térmos néio suprimidos constituem
evidentemente uma subsucessfio em que dois térmos quaisquer
nfio se juxtapdem um ao outro.

Por conseguinte qualquer sucessdo que ndo seja propriamente
infinita admite uma subsucessdo de térmos juxtapostos entre i (1).

(1) A proposigio que acabdmos de demonstrar & susceptivel de tomar
um aspecto mais geral, como vamos ver.
Consideremos uma sucessdo infinita de elementos abstractos

i ke e | Seie A

Admitamos que certa propriedade pode verificar-se ou nilo entre dois désses
elementos dados arbitririamente, e demonstremos a proposigio seguinte:

A sueessdo proposta admite uma subsucessdo tal que: ou dois quaisquer
dos seus térmos satisfazem & referida propriedade, ou dois quatsquer deles nilo
satisfazem,

Convencionemos dizer que diversos térmos da sucessdo considerada
silo relacionados ou irrelacionados uns com o8 outros, conforme dois
quaisquer désses térmos satisfazem ou nfio &4 propriedade de que nos ocu-
pamos.

Suponhamos agora que a sucessilo proposta nio admite uma subsucessio
de térmos relacionados uns com os outros. Neste easo admite necessiria-
mente uma subsucessdo ar, &, ar, ... tal que o seu primeiro térmo a- seja
irrelacionado ecom cada um dos seguintes, porque, se assim ndo fisse, se
suprim{ssemos i sucessdo proposta os térmos irrelacionados com o primeiro
(exeepto &ste), se suprimissemos em seguida i sucessdo obtida os térmos
irrelacionados com o segundo desta sucessio (excepto éste) e se continniisse-
mos assiin sucessivamente, os térmos restantes (que seriam em nimero infinito
porque suprimiriamos, de cada vez, apenas um nimero finito déles on ne-
nhum) constituiriam uma subsucessio de térmos relacionados uns com os
outros.

Pelo mesmo motive a sucessio a., @, ... admite uma subsucessiio
ar, Ay, &', ... tal que o seu primeiro térmo a, seja irrelacionado com
cada um dos seguintes, pois aquela sucesslo ainda se encontra nas condigdes




*n AR

o o

Contribuigliio para o estudo da feoria das fungies 15

Para que uma sucessdo convergente seja propriamente infinita
é mecessdrio e suficiente que admita uma subsucessdo de térmos
ndo juxrtapostos a um limite a da mesma sucessdo.

A condi¢io & manifestamente necessdiria porque, se a su-
cessilo proposta admite uma subsucessio em que dois térmos
quaisquer ndo sejam juxtapostos um ao outro, entre estes dltimos
térmos apenas poderd encontrar-se um que seja juxtaposto ao
elemento a.

Reciprocamente, suponhamos que uma dada sucessilo con-
vergente (1) admite uma subsucessiio de térmos nio juxtapostos
a um dos seus limites a. Suprimindo todos os térmos juxtapostos
a @, caso existam, obtemos uma sucessio que ji nio admite uma
infinidade de térmos juxtapostos entre si, em virtude da condi-
¢lo lima;a=0. Esta nova sucesslio é, pois, propriamente infi-
nita [prop. prec.], @ o mesmo aconteee i proposta.

Dizemos que um elemento @& & limite dum conjunto A quando

da proposta. A sucessdo &, &, ... admite, por sua vez, uma subsucessfio
ar'!y 8¢, Av, ... em idénticas condigdes, e assim indefinidamente.

Os primeiros térmos ar, ar , &, ... das subsucessies mencionadas sfio
evidentemente irrelacionados uns com os outros e constituem uma subsu-
cessdo da sucessio proposta. Por conseguinte, se esta nilo admite uma
subsucessdo de térmos relacionados uns com os outros, como estamos a supor,
é porque admite uma subsucessio de térmos irrelacionados, e assim demons-
tramos a proposigio que tinhamos em vista.

Como aplieagdo temos que:

Qualquer sucessdo de nlimeros reais a,, @, ..., @i, ... admite necessiria-
mente uma subsucessio mondtona,

Efectivamente, dois térmos quaisquer ai e ax (h <k) ou satisfazem i
propriedade de ser ay < ax on ndo satisfazem.

Em particular, tdda a sucessio convergente de nimeros reais admite
uma subsucessfo mondtona, a qual ainda tende para o mesmo limite que a
primeira, como & sabido.

Eis uma simples demonstragio do teorema de Borzawo-WriErsTrass
baseada nestas consideragdes:

Qualguer conjunlo A de niimeros reais, que seja limitado e infinito, admite
um ponto limite.

Com efeito, podemos extrair do conjunto A uma sucessfio infinita de
nilimeros reais todos diferentes, ¢ & mesma sucessiio ou admite uma subsu-
cessdo de nimeros crescentes ou entdo de nliimeros decrescentes, subsucessdo
esta que tende necessdriamente para um limite.
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¢ nulo o limite inferior das distincias entre o elomento a e os
elementos de A niio juxtapostos a a. Em virtude da dltima
proposigio que demonstrdmos, podemos dar a esta defini¢iio a
forma seguinte, geralmente mais eémoda nas aplicagBes:

Elemento limite dum conjunto A ¢ todo o elemento de P que
seja limite duma sucessdo convergente propriamente infinita de
elementos de A.

Por forga déste enunciado e da condigfio 2), p. 4, a existéncia
dum elemento limite dum conjunto A reduz-se i existéneia duma
sucessdio propriamente infinita de elementos de A tal que seja
lima;a:=10. A-propésito desta questio demonstremos o teo-
rema seguinte:

Um conjunto A, limitado e propriamente infinito, admite um
elemento limite.

Observemos, primeiro, que ¢ pessivel extrair dum conjunto
limitado e propriamente infinito um subeconjunto nas mesmas con-
digdes, mas de didmetro menor do que um némero positivo
dado 3. Com efeito, se dividirmos o conjunto considerado num
nimero finito de conjuntos parciais de didmetros menores do
que 3, um déles, pelo menos, serd propriamente infinito.

Posto isto, consideremos um conjunto A, limitado e propria-
mente infinito. Seja A, um subeonjunto de A, propriamente infinito
e de diametro menor do que 1. Seja A, um subconjunto de A,,

- - 1 :
propriamente infinito e de didmetro menor do que -. Conti-

nuemos assim indefinidamente, designando por A;, em geral, um
subconjunto de A;_,, propriamente infinito e de didmetro menor

do que % Obtemos assim uma sucessdo infinita de conjuntos

AI!A!:*" !Al‘l"'

cada num dos quais contém o conjunto imediatamente seguinte
e de diimetros que tendem para zero.

Consideremos agora um elemento a, de A, depois um ele-
mento a, de A, mas nio juxtaposto a @,, e assim sucessivamente.
O elemento considerado a;, em geral, pertence ao conjunto A: e
niio se juxtapde a nenhum dos elementos anteriormente escolhidos
(o que podemos conseguir, visto A; ser propriamente infinito).

Lkl
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Construimos, déste modo, nma sucessiio propriamente infinita de
elementos de A,

al,a!, -.<,I,‘,...,

e que & convergente, porque da relagiio a; ai’<1“l" onde " é o

menor dos inteiros 7 & ¢, rosalta lima;a, = 0.

Um conjunto ilimitado pode nfio admitic elemento limite
algum. Apenas podemos afirmar, em geral, que é possivel extrair
dum conjunto ilimitado uma sucesslio de elementos cujas dis-
tincias a um elemento dado tendam para infinito, como fa¢ilmente
reconhecemos.

A @ste respeito completemos a proposi¢io anterior dizendo:

Para que um conjunto admita um elemento limite ¢ necessdrio

e suficiente que contenha um subconjunto limitado propriamente
infinito.

A condiglo & necesséiria visto ser limitado o conjunto dos
térmos duma sucessiio convergente, e & suficiente em virtude do
teorema anterior.

6. Derivado duma sucessio de elementos. — Chamemos,
dum modo geral, limite duma sucessdo (1) de elementos de P a
qualguer elemento que seja limite duma subsucessilo convergente
da mesma suecessiio (1).,

Chamemos derivado duma sucessdo ao conjunto dos respec-
tivos limites.

Chamemos ainda sucessdo limitada a qualquer sucessfio cujos
térmos constituam um-conjunto limitado.

Uma sucessdo limitada admite necessariamente um derivado.
Tal afirmacgfio é evidente se a sucesslo dada contém uma
infinidade de térmos que sejam juxtapostos entre si; nflo sendo
assim, é uma aplicaglio do teorema de Borzaxo-WEIERSTRASS

(1) Notemos que um limite duma sucessiio pode nfio ser limite do
conjunto dos respectivos térmos. Em caso de convergéncia, um limite da
sucessiio 8o serd limite do conjunto dos térmos se éste conjunto fér propria-
mente infinito.

" Yo iww—xo1 2
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porque a sucessiio é, neste easo, propriamente infinita [p. 13,
i. 32).

Uma sucessdo ilimitada poderd nfio admitir derivado mas,
visto toda a sucessiio convergente ser limitada, podemos afirmar,
em conseqiiéncia da proposigiio precedente, que:

Para a existéncia do derivado duma sucessio é necessdrio e
suficiente que esta admita uma subsucessdo limitada.

Para que wma sucessdo limitada (1) convirja para um limite a
¢ necessdrio e suficiente que os elementos do derivado sejam jux-
tapostos a a.

Com efeito, se a sucessfio (1) converge para o limite a, todos
os elementos do derivado silo juxtapostos a a, como & fieil
reconhecer [p. 13, I. 3].

Reelprocamente, saponhamos que os elementos do derivado
duma sucessfio limitada (1) s3o juxtapostos a um elemento a.
Se nio fosse lima a=0, existiria um nimero positivo ¢ @ uma
subsucessio (2) da sucessfio (1) que verificassem as desigual-
dades

LB (w=r, s, 0),

Por conseguinte nenhuma subsucessfo de (2) convergiria para
o limite @, e qualquer dos elementos do derivado da sucessiio (2)
nio seria juxtaposto a a [p. 13, L. 8].

Observagdio. — A hipdtese 2), p. 4, converter-se-ia em teorema
se tivéssemos admitido para hipitese o enunciado de BOLZANO-
-WEIERSTRASS.

Com efeito, supondo que na sucessio (1) é limaa =0,
verifica-se a desigualdade a;ay <1 para quaisquer valores de i
e ¢ superiores a certo namero inteiro £>0. A sucesslo

Ardt, Agt2y »»

6, por conseguinte, limitada e 0 mesmo acontece & sucessfio (1)
[p. 6, 1. 29]. Por @ste motivo, e admitindo agora o enunciado
de BoLzANo-WEIERSTRASS, podemos afirmar que existe uma
subsucessio convergente (2) da sucessfo (1) [p. 17, 1. 26]. Seja
a um limite desta sucessfio convergente. Por ser

aagaa,}aa
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o porque o segundo membro desta relagiio tende para zero
quando i e u crescem para infinito(1), temos lima;a=0. A
sucessdo (1) converge, pois, para o limite a (2).

7. Algumas proposi¢ies sobre limites. — Da definicio de
limite duma sucessiio de elementos de P também se coneclui,
como para o caso dos limites de nimeros, que:

Se uma dada sucessdo converge para um limite, qualquer outra
sucessdo formada de todos ou parte dos térmos da primeira e
dispostos por qualquer ordem, converge ainda para o mesmo limite.

Mais geralmente:

Converge para wm limite a gqualquer sucessdo formada de
térmos de sucessies dadas, em nimero finito, que convergem para
o mesmo limite a.

Devemos acrescentar, uestes enuncindos, que um térmo qual-
quer de qualquer das sucessdes dadas e que figure na sucessfio
assim construida, pode repetir-se como térmo desta, mas apenas
um niimero finito de vezes. _

Para a demonstraciio déste caso mais geral consideremos m
sacessdes de elementos

Aty Anzy vovy Bpiy oos (h=1, 2, ..., m)

que convirjam para o mesmo limite a. A estas m sucessdes
correspondem outras tantas de nimeros

Bpt B, BasB, ooy Baily o (h=1, 2, ..., m),

cada uma das quais tende para zero. Logo o enunciado é ver-
dadeiro, visto assim ser para o caso de sucessdes de nimeros.

Outra maneira de proceder na demonstraciio consiste em
notar que, dadag as condigdes do enunciado, siio juxtapostos a a

(1) Entende-se que i e u crescem para infinito através dos valores
=1, 2o =T, 8, .
(2) Una vez demonstrado o teorema de Borzaxo-Weierstrass sibre
conjuntos de mimeros quaisquer on de pontos dum espago de n dimensies
odemos seguir precisamente o eaminho acima indieado para justificar o
oem conhecido teorema de Cavony sdbre limites de sucessdes de niimeros ou
de pontos.
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todos os elementos do derivado da sucessfio construida daquele
modo [p. 18, I. 8], como & ficil reconhecer.

Consideremos agora duas sucessBes quaisquer

Ay, Byy ooy Wiy ans

(3)
bllhﬂ!“' ._.h|1.|
Se existem os limites lima;| a e limb; | b, temos lima;b,—ab.
Porque, da relacio

lab—abl =zatbb

e das condicdes lima,a="0 e limb;b =0, resulta que &
lim|ab;—abl| =0,
ou lima;by=abh.

Temos, em particular, supondo ainda que a e b sfio limites
das sucessdes convergentes (3), lima;b;=ab; mais particular-
mente, para um elemento qualquer ¢, vem lima;c=ac. Este
resultado pode enunciar-se dizendo que:

A distancia entre dois elementos é uma fungdo continua dos
mesmos elementos.

Podemos afirmar, por conseguinte, que, se dois quaisquer
dos limites a, b, ..., v de m determinadas sucessdes conver-
gentes nlio slo juxtapostos entre si, o mesmo acontece aos
térmos correspondentes destas sucessdes, a partir de certa ordem.

Se for lima; | limb, , serd Eima_,-Em'U.‘
Com efeito, supondo que as sucessdes (3) convergem para
o8 limites a e b, a igualdade j& deduzida lima;b.—=ab di

lima; b: =0 no caso de ser al b.
Nesta condi¢iio podemos escrever, em particular, lim ah,=0.

Se for lima;la e Fimm;—*{]. existird limb; e teremos limb; [l a.
Na verdade, por ser lima;a=0, lima;b;=0 e

bazba +aa,
temos limb;a = 0.
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Déstes altimos enunciados deduzem-se, por evidéncia, os se-
guintes:

Se as sucessdes (3) forem convergentes, serd necessdrio e
suficiente para que seja lima; | lim b, que se verifique a condicdo

lima b, =0.

Convergem ou divergem ao mesmo tempo duas sucessdes de
elementos (8) tais que seja lima;b, =0; o derivado duma das su-
cessdes ¢, entdo, o derivado da outra.

Um caso particular desta proposi¢iio é a seguinte:

Se o8 térmos correspondentes de duas sucessdes sdo juxtapostos
entre si, estas convergem ou divergem ao mesmo tempo e o derivado
duma das sucessdes ¢ o derivado da outra.

Logo, combinando &ste enunciado com o da p. 13, I. 8, po-
demos dizer que:

A condigdo lima; | a continuard verdadeira se substituirmos
todos os elementos a e a;, ou apenas parte deles, por outros
Juxtapostos aos primeiros,

I1I

LUGAR DUM CONJUNTO.—CONJUNTOS FECHADOS

8. Definigdes. — Chamemos lugar dum subconjunto A de P
ao conjonto dos limites de todas as sucessdes convergentes
formadas com elementos de A. O lugar do conjunto A serd
representado pelo simbolo [Al. Da defini¢io resulta imediata-
mente que o luogar de A é constituido pelos elementos déste
conjunto, pelos elementos que lhes sfo juxtapostos e pelos
elementos limites do mesmo conjunto, visto considerarmos na
defini¢lio de [A] todas as sucessdes convergentes de elementos
de A, quer sejam ou niio propriamente infinitas.

Dizemos que um conjunto A & fechado quando qualquer
elemento do lugar [A] se juxtapde a um elemento désse conjunto.
Por outras palavras, um conjunto A é fechado quando qualquer
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sacesslio convergente formada com elementos de A tende para
nm elemento déste mesmo conjunto.

Para nos certificarmos de que nm dado conjunto A é fechado,
basta verificar que as sucessdes prdpriamente infinitas, conver-
gentes e formadas com elementos de A, caso existam, tendem
para elementos déste conjunto. De facto, cada uma das outras
sucessdes convergentes formadas com elementos de A tende
para am déstes elementos, pois o8 térmos duma tal sucessio
juxtapdem-se, a partir de certa ordem, a um elemento de A
[p. 15, I. 1]. Logo podemos ainda dizer, por defini¢iio, que os
conjuntos fechados sfio os que nflo admitem elementos limites
(os finitos por exemplo) e aquéles em que os elementos limites
ge juxtapdem a elementos do mesmo conjunto.

Dizemos que um conjonto A & totalmente fechado quando
coineide com o respeetivo lagar: A | [A]l. Um conjunto totalmente
fechado &, pois, todo aquéle a que pertencem os limites das
sucessdes convergentes construidas com os seus préprios ele-
mentos.

Para que um conjunto fechado seja totalmente fechado é
necessédrio e suficiente que contenha todos os elementos que siio
juxtapostos aos seus proprios elementos, como é evidente em
virtude destas definictes.

O lugar dum conjunto A é um conjunto totalmente fechado.
Com efeito, demonstremos que um limite a' duma sucessiio
convergente
SR S

de elementos de [A] pertence a @&ste conjunto. A cada ele-
mento @'; facamos corresponder um elemento a; de A tal que

seja a;a’; < il , 0 que & possivel visto @’; ser limite duma sucessio

de elementos de A. Resulta que é lima;ai=0 e a sucessio
al! az: SR : P

converge para o elemento a’ [p. 20, I. 28]. Logo o elemento a'
pertence ao lugar [A] que &, portanto, um conjunto totalmente
fachado.

Também podemos dizer que o lugar dum conjunto A é o
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menor conjunto totalmente fechado(1) a que pertence A. Na
verdade, vimos que [A] é um conjunto totalmente fechado a que
pertence A; depois, qualquer outro conjunto que se encontre
nestas condigdes também coniém, por definicio de conjunto total-
mente fechado, os limites de t0das as sncessdes convergentes
construidas com elementos de A, isto 6, contém [A].

O lugar dum conjunto limitado também é limitado.

Consideremos, com efeito, um determinado elemento b e seja
a' um elemento qualquer do lugar [A] dum dado conjunto limi-
tado A. Para um elemento a de A tal que se tenha a"a<{1, vem

abzaatab<l+ab.

Ora, esta rela¢io mostra que, sendo limitado o conjunto das
distancias ab [p. 7, {. 19], o mesmo acontece ao conjunto das

distancias a’h .

Da definigio de lugar dum conjunto resulta por evidéncia
que, dados dois conjuntos A e B, se for A |>B(2) serd ignal-
mente [A] |> [B].

Também j4 sabemos que, da relagio [Al|[Bl, resultam as
seguintes: [A] [>B ¢ A|<[Bl; reciprocamente, se estas duas
relacdes se verificarem, teremos Al | (B, visto ser entdo [A]|> [B]
e [A]l I<[Bl.

(1) Por definigiio, o menor conjunto, se existe, duma dada colecgiio de
conjuntos & o que estd contido em cada um dos outros da mesma coleegfio;
o 'maior conjunto, se existe, é o conjunto da coleegdo a que pertencem todos
os restantes. Noutros térmos: o menor conjunto duma colecgio de conjuntos
¢ o produto de todos éles, se 8ste produto existe e se faz parte da colecglio;
o maior conjunto é a soma de todos, se esta soma é um conjunto da coleegio.

(2) Por meio de AlB indicamos que os conjuntos A e B sio coincidentes,
isto é, sdo constituidos pelos mesmos elementos. Generalizamos, déste
modo, uma notagdo ji estabelecida a prineipio.

Para indicar que os elementos de A sio elementos de B, mas que estes
dois conjuntos nio coincidem, escrevemos A<B (ou B> A) e dizemos: A ¢
menor que B (on B & maior que A).

Quando A & um subeonjunto de B eserevemos A [<B (ou B |>A) e di-
zemos: A é o mesmo ou menor que B (ou B ¢ 0 mesmo ou maior que A). Tem
igual significado qualquer das seguintes frases: B contém A, A pertence a B,
A estd situado em B, ete.
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Observagfo. — E manifesto que todo o subconjunto infinito e
fechado A dum espacbide P é um outro espagbide no qual a
definicio de distincia entre os elementos é a mesma que em P.

Logo podemus afirmar que o lugar dum conjunto infinito
constitui um espagéide, pois j4 sabemos que o lugar dum con-
junto é necessiriamente fechado.

9. Lugar duma soma e lugar dum produto de conjuntos.
— E evidente que a soma dum nimero finito de conjuntos fechados
é ainda um conjunto fechado e que o lugar da soma dum nimero
finito de parcelas (conjuntos) é a soma dos lugares das parcelas:
se A, B, ..., V sflo subconjuntos quaisquer de P, temos

[A+B+...4+VII[Al4[B] + ...+ (V.

A operacdio por meio da qual formamos o lugar dum con-
junto é, pois, distributiva em relagiio 4 soma dum némero finito
de parcelas.

No caso duma infinidade de parcelas apenas se pode afirmar,
em geral, que o lugar da soma contém a soma dos lugares das
parcelas. Mas, se numa infinidade de conjuntos houver um A
maior do que todos os oatros, o lugar da soma serd evidente-
mente o logar de A, quere dizer, ainda serd a soma dos lugares
das parcelas.

Também se reconhece ficilmente que o lugar da soma serd
a soma dos lugares das parcelas se esta ultima soma for um con-

Jjunto fechado.

Uma soma de conjuntos e a soma dos respectivos lugares sdo
conjuntos que admitem o mesmo lugar.

Com efeito, sejam 8 e 8' respectivamente a soma de diversos
conjuntos dados e a soma dos lugares déstes conjuntos. Da
relacio 8 |<<§' vem 8§ [<[8']. Por outro lado ji dissemos que
6 [8]1>8'. Logo temos (8] | [8'].

Como coroldrio podemos afirmar que o {ugar duma soma de
conjuntos ndo se altera quando substituimos alguns déstes com-
juntos por outros que admitam os mesmos lugares que os pri-
meiros.

O lugar da parte comum a diversos conjuntos, oun produto




Contributgio para o estudo da teoria das fungies 25

dastes, quando existe, nem sempre ¢ a parte comum aos lugares
dos mesmos conjuntos. 1 o que sucede: com dois intervalos
abertos sem pontos interiores comuns mas com um extremo
comum ; com o conjunto dos nimeros racionais dum intervalo e
o conjunto dos nimeros irracionais do mesmo intervalo; com a
infinidade numerada de conjuntos de nimeros que se obtém

juntando o nimero 1 a cada intervalo (0, %) (=1, 2....)

excluindo em todos o niimero zero.

Todavia, quando numa colecgio de conjuntos houver um A
menor do que todos os outros, o lugar do produto serd o lugar
de A, isto &, o produto dos lugares dos factores.

Imediatamente verificamos, como regra geral, que o lugar
do produto estd contido no produto dos lugares dos factores. 1
Na verdade, um limite duma sucessio de elementos da parte
comum a diversos conjuntos é elemento comum aos lugares dos
mesmos conjuntos.

Pode, em particular, afirmar-se que: o produto, caso exista,
de diversos conjuntos totalmente fechados, em nimero, finito ou
infinito, ¢ ainda um conjunto totalmente fechado. Com efeito, 0
lagar do produto de diversos conjuntos totalmente fechados
esti contido no proprio produto que &, por isso, totalmente
fechado.

Acérea da existéncia do produto duma infinidade de conjuntos
desta natareza, registemos a seguinte proposi¢lio:

Para que exista o produto duma infinidade de conjuntos
totalmente fechados, um dos quais, pelo menos, supomos limitado,
é mecessdrio e suficiente que exista o produto de quaisquer dos
mesmos conjuntos tomados em nimero finito.

Esta proposigiio, que adiante demonstraremos [n.” 43 e 83],
é a correspondente extensio dum teorema de Riesz-SIERPINSKI
' para os conjuntos que estamos considerando (1).

R

10. Esferide situado num espagéide P. — Chamemos esfe-
réide F de centro num elemento ¢ e de raio igual ao nimero
p>0, ao conjunto dos elementos f de P que satisfagam & con-
digo fe=p.

(1) Veja-se Furcuer, Les Espaces Abstraits, p. 232,
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O didmetro dum esferdide ndo excede o dobro do raio, como
é evidente. '

Os elementos exteriores a F sfio os de P—F, caso existam, e
o seu conjunto chama-se o exterior de F.

Os elementos de F que nilo sfio limites de elementos exteriores
chamam-se interiores e o seu conjunto é o interior do esferdide F.

Os elementos de F, quando existem, que sfio limites de
elementos exteriores chamam-se elementos extremos de F, e ao
seu conjunto damos o nome de estrema do esferdide F. Como
vemos, a estrema de F é o produto dos conjuntos F e [P—F].

Diremos que um conjunto & interior, exterior ou extremo em
relagio a um dado esferbide, conforme pertencer ao interior, ao
exterior ou & estrema do mesmo esferdide.

Um esferdide é um conjunto totalmente fechado.
Com efeito, se o elemento a & limite duma sucessio con-
vergente de elementos

fi? fz Wi Bl f'.-.
do esferdide F, as relactes

fezp (i=1,2, ...)
dio
Ii.'mﬁ=n_c{p (p. 20, 1. 17].

Logo o elemento a pertence a F que ¢, portanto, um conjunto
totalmente fechado.

Por tal motivo um elemento exterior a F 86 & limite de
elementos que a partir de certa ordem slio exteriores a0 mesmo
esferdide.

A estrema dum esferdide é wm conjunto totalmente fechado.

Na verdade, a estrema T dum esferdide F ¢ o prodato dos
conjuntos F e [P —F|, e sabemos que um produto de conjuntos
totalmente fechados ¢ um conjunto que ainda satisfaz a esta
condigdio.

Logo um elemento interior a F 86 é limite de elementos que
a partir de certa ordem sfio interiores a éste esferdide.
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Os elementos t da estrema T do esferdide F satisfazem & con-
dicdo ' te=p.

Com efeito, um elemento t de T & limite duma sucessio
convergente

8,8, .-, &i,

de elementos exteriores a F. Mas, como &

R (e [y
temos
Hmfé::‘f-éﬁp,

donde vem ¢ =gp porque t é um elemento de F.
Daqui resulta que sdo necessariamente interiores a F os ele-
mentos f tais que seja Fe<p.

Conhecida a definigio de esferdide situado num certo espa-
¢bide P, podemos dar as formas seguintes a algumas deﬁmt;ﬁes
j& estabelecidas anteriormente:

Um conjunto é limitado quando todos 0s seus elementos per-
tencem a um determinado esferdide.

Uma sucessdo de elementos converge para wm limite @ quando
a cada esferdide de centro & corresponde uma ordem a partir da
qual todos os térmos da sucessdo pertencem ao mesmo esferdide.

Um elemento a é limite duma sucessdo de elementos quando
qualquer esferdide de centro @ contém uma infinidade de térmos
da sucessdo.

Um elemento a pertence ao lugar de A quando existe o produto
do comjunto A por qualquer esferdide de centro a.

Um elemento a é limite dum comjunto A quando existe e é
propriamente infinito o produto déste conjunto por qualquer esfe-
réide de centro a.

Um elemento é interior a um esferdide F quando é centro dum
esferdide contido no primeiro.
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Um elemento é extremo dum esferdide F quando qualquer
esferdide de centro neste elemento contém elementos de F e de P—<F.

Um elemento é exterior a um esferdide F quando é centro dum
esferdide contido em P—F .

As demonstracdes por meio das quais provamos que estas
definigdes sio equivalentes s que enuncidmos mais atrds, nilo
apresentam dificuldade alguma.

CAPITULO 11

ESPAQOIDES COMPOSTOS

COMPOSIGAO DE ESPAGOIDES

11. Definigbes. — Consideremos um sistema de n espagobides
quaisquer dispostos numa sucessfio

(1) PPy ..oy Pu

e enunciemos algumas defini¢des relativas a éste sistema.
Elemento composto é toda a sucessfio de n elementos perten-
centes respectivamente aos espagbides (1). Representemos por a*
o elemento composto
(i B 5 i)
isto 6, facamos
gl (U SRR P

Ao nimero inteiro n damos o nome de ordem do elemento com-
posto a*. Os elementos componentes a,, a,, ..., 4, chamam-se
coordenadas do elemento composto; a, é a primeira coordenada
de a", a, a segunda coordenada, etc.

As coordenadas do elemento a" também se chamam projecgies
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simples ou projeccdes de primeira ordem do mesmo elemento; a,
& a primeira projecglio simples, a, a segunda, ete.

Uma projeecdo dupla ou projecgdv de segunda ordem do ele-
mento a* & qualquer elemento composto, de segunda ordem, que
admita por coordenadas duas das coordenadas do elemento a*
dispostas pela ordem em que se encontram neste elemento.
Assim, a projecglio dupla de a" indicada pelos niimeros inteiros r
e s (0<r<<s<n+1) é o elemento de segunda ordem (a,, a)
onde a primeira e segunda coordenadas sfio respectivamente as
coordenadas de ordem r e de ordem s de a*.

Em geral, a projecgdo de ordem k (k<\n) do elemento a"
representada pelos k indices

FF W <HF QN <u e+ 1)
é o elemento composto de ordem k

(0. Bes o b ia)

que tem por coordenadas respectivamente a de ordem r, a de
ordem 3, ete. do elemento a®. Um elemento composto de ordem n

admite (:) projecgdes de ordem k.

Consideremos agora n subconjuntes
(2 AL A ..., A

dos espacoides (1) respectivamente. Chamemos conjunto com-
posto dos conjuntos (2) (conjuntos componentes), o qual repre-
sentaremos por '

(Ao Ays -2 Ad),

ao conjunto de todos os elementos compostos de ordem = e de
coordenadas pertencentes aos conjuntos (2) respectivamente. O
n@mero inteiro n é a ordem déste conjunto composto. .

Se os conjuntos (2) forem somas de vérios conjuntos, é
evidente que o respectivo composto serd a soma dos conjuntos
que se obtém compondo, de todas as maneiras possiveis, cada
parcela de A,, com cada parcela de A,, ete.
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Designemos por P*, em particular, o conjunto composto
dos espagéides (1}:

PPy Piy covy B

Um subconjunto de P* diz-se um conjunto de ordem n o serd
representado por A" (1). Este conjunto admite projeccdes corres-
pondentes s dos seus elementos: as projeccies simples ou de
primeira ordem de A" sdio os conjuntos das primeiras coorde-
nadas, das segundas coordenadas, ete. dos elementos de A*; dum
modo geral, a projecgdo de ordem k do conjunto A" expressa
pelos indices », 8, ..., u & o conjunto das projeccbes dos ele-
mentos de A" expressas pelos mesmos {ndices. Também dizemos
que esta & a projeccdo de A" sdbre o espagdide

PP, Py o i PY)

(considerando desde ji espacado qualquer conjunto composto de
espagdides [n.° sequinte]). Em particular, sabemos o que se
entende por projec¢do do elemento a* sdbre o espacdide P*,

Chamemos projecciio duma dada sucessfio de subconjuntos
de P* sobre o aladido espagbide P*, & sucessfio das projecgbes
déstes subconjuntos sobre o mesmo espacbide P*. Conforme
for k=1, 2, ..., assim diremos que essa projecgiio é simples,
dupla, ete.

Temos definido, em particular, o que seja uma determinada
projecglio duma sucessio de elementos de P".

Empregaremos algumas vezes a frase a«correspondentes pro-
Jjecgdes» quando nos quisermos referir a projecgdes (de elementos
ou de conjuntos, ou de sucessies de elementos on de conjuntos,
ou de uns e de outros) sObre un determinado espacoide P, isto
6, relativas a um determinado sistema de indices crescentes
r,8, ..., u, positivos mas inferiores a n 4 1.

12. Espaqamnﬁto de P*. — Vejamos agora como espagar o

(1 E claro que um conjunto de ordem n ndo & necessiriamente um
conjunto composto.
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conjunto P*, a que daremos, entlo, o nome de espagdide composto
de ordem n (1).

Generalizando a definiglo de distincia entre dois pontos
do espago euclidiano de coordenadas cartesianas rectangulares,
chamemos distfincia entre os elementos

2t | (B By, o v0n Ba) €. DRB Dy Re..c)i)

do conjunto P* ao nimero

1

L
L

abi=(ab, +a,b, +...+a,b) @

A distincia a"b* nfio é excedida pela distincia entre duas
correspondentes projecgdes de a® e b", quaisquer que estas sejam.
Também é evidente que, se for

L TP | TR

serd a"lb* e reciprocamente. Em particalar, se for a®|b",
gerd a*lb", quere dizer, um elemento de P* é juxtaposto a si
mesmo. Correspondentes projecgdes de elementos juxtapostos
entre si sfio igualmente juxtapostas uma i outra, como é evi-
dente.

Notemos que, se um dos conjuntos componentes admitir um
subconjunto limitado e propriamente infinito, 0 mesmo acontecera
ao respectivo conjunto composto. Assim, se o primeiro conjunto
componente P, admitir um subconjunto A, limitado e prbpria-
mento infinito, encontrar-se-4 nestas mesmas condigdes, por
exemplo, o subconjunto de P* constituido por todos os elementos

(ﬂli a’;n *aey aiﬂjl

sendo @, qualquer elemento de A,, e a';, ..., 2, determinados
elementos dos conjuntos P,, ..., P, respectivamente. Também
serve de exemplo o caso mais geral dum conjunto A" composto

(1) Preferimos dizer «espagdide (e conjunto) de ordem n», e nilo «den
dimensdes », porque esta dltima expressio tem sido tomada em sentidos intei-
ramente diferentes do nosso.

(2) Consideramos apenas o valor aritmético de cada raiz quadrada.
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de conjuntos limitados, sendo um déstes, pelo menos, propria-
mente infinito ; na verdade, o conjunto A* é propriamente infinito,
como & evidente, e é limitado em virtude da seguinte proposigio:

E condigdo mecessdria e suficiente para que um conjunto A*
seja limitado, que sejam limitadas as suas projeccdes simples.
Com efeito, supondo que

al(a,, 8, ....8) e bui(h, by, ..o b
siio dois elementos quaisquer dum conjunto A*, as relacdes
ol
A i e e o i sy e wnip s ] 2l
akm{(al_bl+nt—bt+"'+anbﬂr) zalﬁl '!'az_ﬁz ‘i'- .+II,.E.

(=T, 3 000 )
ou

ab,<za"b"za b, +ab,+...4ab,

mostram que, se for limitado o conjunto A*, também serdo limi-
tadas as projecgdes simples e reciprocamente. Notemos, ainda,
que é limitada qualquer projeccio dum conjunto limitado A"

As propriedades fundamentais a que deve satisfazer a defi-
nicdlo de distncia a"b*, decorrem, como vamos verificar, das
mesmas propriedades a que submetemos a distancia ab entre
elementos de cada conjunto P,, P,, ..., P.(1).

(1) Poderiamos adoptar, nesta teoria, para defini¢iio de distineia a» b~
uma das expressdes =
1

@B+ .. +anbn) , G B4t anba
bem como outras fun¢des nio negativas das distincias
a b, &by, ...

(fungles necesshriamente continuas e nulas com estas distineias). Mas
também nio haveria vantagem em nos afastarmos da generalizagio mais
natural da definigdo de distfineia geométrica entre dois pontos do espago
euclidiano de coordenadas cartesianas rectangulares.

Depois, a expressio que preferimos para distineia a" b® permite-nos
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1) Dados os elementos
a"t(a., a!! "'"a")! hnl(hlihl'l"'i hu) 8 l.'."l{c,, B;s-“’cn}r

verifica-se a relucdo

a ez b b,

Para demonstrar que assim &, basta atender s relacdes

A A4
o =06 +..+a.6.) 2 @b +66) .+ (@btbe)]
e

[@5;+ 65, +..+ (;u“ﬁ"_+m)’]”;“z GF i +mz)-§—+

+ (578 + ..+ 5760 ) = @B+ Brer (1),

demonstrar algumas proposigdes sébre eonjuntos de pontos dum hiperespago
e sbbre fungies déstes pontos quando, nos assuntos que adiante desenvolve-
remos, cada conjunto componente fir eonstituido por mimeros reais.

(1) Fagamos

aby =y, @by =2y, ..., @uba=2n, bye; =P, beCr=0s,..., bitn=fan

e demonstremos que &

1
!.

5 5 S
[tay 4 B2 4o+ (an + Ba)T] 2 = (0% 4. F-a%) T (B4 +...-Bn
A presente relagdo deduz-se da seguinte:

(ot B+ (on B 2 (0% - A a2) 4 (B 4 B)

A4
E]

1
+2(eh . ) T B T

Se desenvolvermos os guadrados gue figuram no primeire membro da
tltima relagio, imediatamente reconheceremos que ela &, por sua vez, uma
conseqiiéncia desta ontra:

i i
Gy hi+.. A abaz (e +.. -+"'")Tiﬂzl +.o 4T
Esta relagfio depende da seguinte

(@bt ot (a 4.4 at%) (B4 4 ..+ B%),
Yor.iv—no1 3
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As proposicdes que enuneifmos no n.° 2, mas agora relativas
a0 conjunto P*, deduzem-se da relagio fundamental que acabimos
de verificar.

2\ A qualquer sucessdo de elementos de P*,
SN BNy e,

onde seja lim a™; a" = 0, corresponde um elemento a* tal que temos
lima* a"= 0.
Clom efeito, fagamos

a% | (A, Baiy -v0, B, (i=1, vl

Da condigiio
1

lima®; a"y = lim (E,,_a:i; +...4 mﬁi.}T-:ﬂ
resultam as seguintes
limaa,e=0, . , lima, a,0=0.
, Existem, portanto, clementos

aI.I a!! cFaitbam al!
respectivamente de
Sy LT N
tais que seja
lima;;a,="0, ..., lima,;8,=0,

(%4 .o o) (B 4. o4 B) — (@ Bit- oo+ o fu)? S0,

e que & verdadeira como mostra a identidade de Lacrance:

(a4 a2+ ...+ a?a) (B2 4 B+ oo+ B?n) — (2 By + 22 Pa - .- an fu)? ==
= (g Ba— 2 B2+ (2 Bi— ma B2 4o -2y B — 2 fy)* +
4 (22 By — oy Ba)2 4. . (a2 fa— an Pa)* 4

+ (@n—1 Pn — an fu-1)%
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e, se fizermos

r a"l(a,,a,...-.au),
vird
’_

lim ama® = lim (ﬂ_z,s a!! - a:) s 0.

3) E possivel dividir qualquer conjunto limitado A" num ni-
mero finito de conjuntos de diametros inferiores a todo o nitmero
positivo previamente dado.

Para a demonstraciio déste enunciado ja vimos que siio limi-
tadas as projecgdes simples

A,1 A2|-n'~|A|u

dum dado conjunto limitado A®. Podemos, portanto, dividir
cada conjunto projeccio

Ay (h=1,2, ..., n)

num namero finito de eonjuntos

1
de dismetros menores do que n 3, sendo 3 é um némero
positivo préviamente dado.

A estas divisdes dos conjuntos A, corresponde a seguinte
divisdo do conjunto considerado A" num nimero finito de con-
juntos parciais: cada conjunto pareial é constituido por todos
os elementos do A" de coordenadas pertencentes respectivamente
a determinados dos conjuntos

A’_g, Ai,f’l “ae e

Os conjuntos pareiais obtidos déste modo tém os diAmetros
menores do que 3 porque, se

i, 8-, R 0 hrbeh, Byyviiihs)
sio dois elementos dum mesmo conjunto parcial, temos

4
2

b = (2,8, +a;b, + ... +a.b, i
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13. Espaciides compostos de origem P.— Os resultados
precedentemente obtidos permitem-nos espagar, por inducilo,
uma infinidade de conjuntos que se formam por meio da compo-
sigdlo de comjuntos aplicada sucessivamente a partir dum deter-
minado componente P.

Na verdade, se, nas consideracdes que fizemos ultimamente,
imaginarmos, em primeiro lugar, que é

PP TP,

teremos espagado o conjunto de tdodas as sucessdes de n ele-
mentos dum dado espagbide P. Obteremos assim os espagéides
P* mais simples (n=2, 3, ...), de origem no conjunto P, a que
podemos chamar espagdides compostos de primeira espécie em
relagdlo & origem P ou, mais simplesmente, espacéides P'.

Se supusermos agora que 0s componentes

Pll le 0--|Pu

sio conjuntos P' ou conjuntos P e P, obteremos novos conjuntos
P*, a que chamamos espacdides compostos de sequnda ordem em
relacdo & origem P, ou espagbides P".

Em geral, damos o nome de espagbides P, ou espagdides P"
de espécie i em relagdo @ origem P, aos conjuntos espagados
compostos de ordem n (n=2, 3, ...) que nlo sio das espécies
inferiores a i, mas que tém por componentes conjuntos destas
espécies (1). Claro estd que, entre os componentes dum espa-
coide composto de espécie i, deve figurar necessiriamente um,
pelo menos, que seja de espécie i—1; de outro modo @8sse
espagbide composto seria de espéeie inferior a .

Chamemos espagdides numéricos compostos aos conjuntos es-
pacados que se constroem da maneira indicada, mas tomando
para origem, em particular, o conjunto de todos os nimeros
reais e imagindrios. Tais espacoides siio classificados em espé-
cies, como acima dissemos. ;

E sabido que um espacéide P admite diversos outros espa-

(1) O espagéide P tomado para origem & considerado de espicie inferior
4 primeira.
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¢bides por subconjuntos: sfio os conjuntos infinitos e fechados
contidos em P. A qualquer espagédide contido num espagbide
numérico também damos esta mesma designaciio. Déste modo,
o conjunto dos néimeros reais, o conjunto dos nimeros dum
intervalo fechado, o conjunto dos pontos duma cireunferéncia, o
conjunto dos nimeros imaginirios de afixos dum dado eirculo,
o conjunto dos pontos do espaco ordindrio de n dimensdes o
o conjunto dos pontos duma recta ou duma esfera déste espago,
sflo mais exemplos de espacdides numéricos. Outro tanto po-
demos dizer dos conjuntos compostos déstes, de primeira espécie
ou de espécie superior & primeira.

Sob esta designaciio de espagéides numéricos ainda inclui-
remos outros conjuntos, que mais adiante serflo estudados, tais
como: o conjunto dos conjuntos limitados de pontos do espaco
ordindrio de n dimensdes, o conjunto dos conjuntos limitados
de conjuntos limitados de pontos do espago ordindrio de =
dimensdes, etc. Duma maneira geral, espagaremos o conjunto
dos conjuntos limitados de elementos dum espagbide dado,
qualquer que &ste seja.

14. Limite duma sucessio de elementos de P". — Demons-
tramos no n.® 12 que a definigiio adoptada para distincia entre
os elementos dum dado conjunto composto de espagoides satisfaz
aos requisitos indicados no n.” 1. KEspagado assim o conjunto
composto P*, podemos afirmar que tém lagar, a respeito déste
conjunto, tddas as definicdes e propriedades ji estabelecidas,
duma maneira geral, no primeiro capitulo.

Importa conhecer, a-propésito dos limites de elementos de P,
mais as seguintes proposi¢des:

Se a sucessdo
(3) A% AN e A e

de elementos de P* converge para o limite a*, as projecgdes simples
desta sucessdo [p. B0, . 22] convergem para as correspondentes
projecgdes de a", e reciprocamente.

Com efeito, fagcamos

(@, By, oovoBy) © 8% (Ri1s, Bgs <o 800 (F=1,2,...).
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Em virtude das relaghes

a, mca arTa,a +adt ... 8,
(h=1,2, ...,m) [p.82,1 12]

resulta que, se for lima™ a* =0, serd
limay;an=0 (h=1,2,...,n),

e reciprocamente.
Déste resultado coneluimos a seguinte proposigiio mais geral:

Para a convergéncia da sucessdo (3) é necessdrio e suficiente
que as suas projecgdes sejam convergentes; os limites das projecgdes
sdo as correspondentes projeccies dos limites da mesma sucessdo (3).

A segunda parte desta proposiclio pode exprimir-se dizendo
que as projeccdes dum elemento composto sdo fungdes continuas
désse elemento.

Qualquer elemento limite duma projecgdo dum conjunto limi-
tado A* ¢ a correspondente projeccdo dum elemento limite de A".

Efectivamente, qualquer elemento limite a* duma dada pro-
jecgllo A* de A" é limite duma sucessdo convergente, propria-
mente infinita, de elementos de A¥,

(4:' aﬂ-a‘rzr"-lakc’t"":
e & evidente que uma sucessiio de elementos de A",

augs a":r ey A%, ooy
de que aquela seja projecglio, também é propriamente infinita.
Esta sucessio 6 limitada, visto supormos A* limitado, e admite,
por isso, uma subsucessiio convergente, propriamente infinita,
) a",, 8%, ..., 2%, .. [p. 17,1 26].
A correspondente projecgilo desta dltima é a subsucessio

k &k k
arsalj--')au!
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da sucessdo (4). Ora, o enunciado precedente diz-nos que o
limite a* desta socessdio [p. 19, I. 7] é a correspondente pro-
jecglio dum limite da sucessdio (5), ou seja dum elemento limite
de A™.

15. Projecgdes dum esferdide situado em P*. — As projecgdes
dum esferdide situado num espagéide composto sdo novos esferdides
do mesmo raio e de centros mas correspondentes projecgies do
centro do esferdide dado.

Consideremos uma das projecgdes do conjunto P*, por
exemplo a projeccio

PiI(F|| Pz. oy P_k}-
Seja F* o esferdide de P* de centro no elemento
(G.; {}gs ok M cl)
e de raio p. Seja ainda F* o esferéide de P* de centro
(ﬂ.. czl B oauiy c’r)
¢ do mesmo raio p, e provemos que F* é a projeccio de F* sobre
o espacdide P*.
A projecgiio
| id ¥ 40 SERERRES 3
dum elemento

LR P SRR )

de F* 6 um elemento de F¥, porque da condigio

fothiet...+hezp

resulta

e +56+...+E6 e
Reciprocamente, um elemento

Bl )
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do F* satisfaz & condiclio

ﬁ_Elz‘f' -t R 0:-| Ci+1Ck |,+ veet ﬁ:;-l.‘-szz ¢
e é, por isso, projecgdo do clemento
(e, DSt ==, Co)
do esferdide F*. Logo F* é a projecciio de F*.

A projeccdo do interior de F* estd contida no interior de F*;
a projecgdo da estrema de F* contém a estrema de F*.

Com efeito, nm elemento f* interior a F* é centro dum esferoide
F'* contido em F*, e a projecglio de F'* ¢, como vimos, um esfe-
roide contido em F* e de centro na projecciio f* de f*. Logo f*
é interior a F*, e o mesmo se diz das projeccdes de todos os
elementos interiores a F*.

Daqui concluimos que um dado elemento da estrema de F*
80 é projecgiio de elementos da estrema de F* (todos juxtapostos
entre si, evidentemente), quere dizer, a projecgiio da estrema
de F* contém a estrema de F*.

11

A-PROPOSITO DO LUGAR DUM CONJUNTO A*

16. Lugares das projecgles dum conjunto A*. Lugar dum
conjunto composto. — Consideremos um espagbide composto de
ordem n, seja A* um dos seus subconjuntos e demonstremos as
seguintes proposicdes :

Correspondentes projeccies dos conjuntos A* e [A"] admitem os
mesmos lugares.

Com efeito, seja A* uma determinada projecciio do conjunto
A", e B* a projeccio(1) do respectivo lugar [A*]. Um elemento

(1) Subentende-se que as alndidas projeegies sdio correspondentes umas
das outras [p. 30, L. 24].
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qualquer b* de B* & a projeccio dum limite duma sucessdo
convergente de elementos de A" e, portanto, limite da projecglio
da mesma sucessio [p. 38, . 9]. Logo o elemento b* (que
é limite duma sucessfio de elementos de A*) pertence ao
lugar [A*].

Temos assim demonstrado que é [A*]|>>B*, visto b* repre-
sentar um elemento qualquer de B*. Por outro lado também
temos a relagio A*|<[B'l, por ser A*|<{Bf. Daqui resulta
[A*] | [B*] [p. 23, L 19].

As projecgies dum comjunto limitado e fechado A" sdo ainda
conjuntos fechados. ;

Consideremos uma determinada projec¢lio A* dum conjunto
limitado e fechado A®. Qualquer elemento limite a* de A* é
projecglio dum elemento limite a* de A", como j4 demonstramos
[p. 38, I. 14]. Mas, por definigiio de conjunto fechado, a* jux-
tapde-se a um elemento de A*, donde concluimos que a* juxta-
pde-se a um elemento de A* [p. 31, I. 15]. Logo o conjunto A*
é fechado [p. 22, L. 10].

Notemos que, se o conjunto limitado A" for totalmente fechado,
as respectivas projecgdes também serdo totalmente fechadas, como
ficilmente se reconhece [p. 22, 1. 19], pois j& sabemos que estas
projecgies sfio conjuntos fechados.

Os lugares das projecgdes dum conjunto limitado A" sdo as
correspondentes projecgies do lugar de A",

Na verdade, se A* e B* sio correspondentes projeccdes de A
e [A*], temos [A*] | [B*] como j4 demonstrimos; mas [A"] é um
conjunto limitado [p. 23, I. 7] e totalmente fechado, donde re-
sulta que B* também é totalmente fechado em virtude do que
acima dissemos. Logo temos [A*] | B:.

Correspondentes projecgdes dos conjuntos A* e [A"] sdo limi-
tadas ao mesmo tempo.

Este enunciado resulta imediatamente da relagiio ja justifi-
cada [A*] | [B*], porque o lugar dum conjunto limitado também
é limitado.

O reciproco do segundo enanciado niio é sempre verdadeiro,
quere dizer, um conjunto limitado que admita conjuntos fechados
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por projecgdes pode niio ser um conjunto fechado. Podemos
dizer, no entanto, que:

Qualquer conjunto A" composto de conjuntos fechados também
é um conjunto fechado.

Com efeito, seja A" um conjunto composto de conjuntos fe-
chados

(.1} A|)aze*-'|-ﬁn,

limitados ou nio. Um limite a* duma sacessiio convergente de
elementos de A" tem por coordenadas limites de sucessdes de
elementos dos conjuntos (1) respectivamente. Logo a® tem por
coordenadas elementos juxtapostos a elementos daqueles con-
juntos e &, por isso, elemento juxtaposto a um elemento de A"
O conjunto A* é, pois, fechado.

De maneira andloga se demonstra que: tedo o conjunto A*
composto de conjuntos totalmente fechados é ainda totalmente
Jfechado.

O lugar dum conjunto composto é o conjunto composto dos
lugares dos conjuntos componentes. :
Sejam

AL (Aps Ry s oo o RS 0B I(TAT IR - =5y [AL])-

£ evidente a relaclio A" |<B", donde vem [A"] |< B*, visto B*
ser um conjunto totalmente fechado, como acima dissemos. Além
disso também é verdadeira a relaciio [A*] |>B", porque um ele-
mento de B* admite por coordenadas limites de sucessbes de
elementos dos conjuntos (1) respectivamente e &, por tal motivo,
limite duma sucessio de elementos do comjunto composto A®.
As duas relacdes precedentes mostram que & [A®] | B*, como
pretendiamos demonstrar.

17. Lugar das distidncias entre as coordenadas de cada
elemento dum conjunto de segunda ordem. — Consideremos um
espacdide composto de segunda ordem

P2L(Py, Py).
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Suponhamos que é P, | P, ou, mais geralmente, que um dos espa-
¢oides componentes é um subconjunto do outro. Tomemos um
subconjunto qualquer A* de P* e demonstremos as seguintes pro-
posigdes :

O conjunto das distincias entre as coordenadas de cada ele-
mento de A* e o conjunto andlogo relativo a |A*| admitem o mesmo
lugar.

Representemos por D o conjunto das distincias entre as
coordenadas de cada elemento de A* e por D, o conjunto obtido
da mesma forma a partir de [A*]. Justifiquemos primeiro a re-
lagiio [D] 1> Dy, e para isso mostremos que a distincia a, a, entre
as coordenadas dum elemento (a,, a,) de [A*] pertence ao lugar
[D]. Este elemento ¢ limite duma sucessio convergente de
elementos

(a'-l ’ a!,!] , (B, B23), .., (ﬂl,ﬁ ’ az,.-_‘l y ..

pertencentes a A*. Mas, por ser lima,;ll a; e limay; |l &; [p. 37,
l. 29], temos aja:=Ilima,:as,; [p. 20, I. 12], isto &, a dis-
tincia aja; pertence ao lugar [D], e assim estabelecemos a
relagio (D] |>D,.

As duas relagdes (D] |>D, e D|<[D,], a altima das quais
resulta de D |<<D,, mostram que é (D] [D,].

E fechado o conjunto das distancias entre as coordenadas de
cada elemento dum conjunto fechado A*, supondo limitada uma
das suas projecgdes.

Seja D o conjunto das distincias entre as coordenadas de
cada elemento dum conjunto fechado A?, no qual supomos limi-
tada uma das projecgdes. Para considerar um limite d duma
sucessdio convergente de elementos de D, construa-se uma su-
cesslio de elementos do conjunto A?,

(2) (84,6, @21), (A2, A3), - -« (@1, A3, +0es

determinada de férma que exista lima;;@s,i=d. Suapondo
limitada a primeira projecgio de A*, por exemplo, também é

limitado o conjunto das primeiras coordenadas dos térmos de (2),
a
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assim como o conjunto das segundas coordenadas em virtude
da relaciio

83,8 < A, A2, + Ay Ay + Ay, Az

e da condigio de existir lim @, @3,. Logo a sucessdo (2) é limi-
tada [p. 32, 1. 4], e, por &ste motivo, admite uma subsacessiio
convergente [p. 17, 1. 26], que representamos por

(al_r ' ai,r) » [’a!,n ] ai,l}! LR (al,u ) ai,u) P U

Seja (a,, a,) um limite desta sucessiio escolhido entre os ele-
mentos do conjunto fechado A*. Temos

d=lima,; @, =lima,, as.—a;a: [p- 37, I. 29],

donde concluimos que o nimero d pertence a D. Este conjunto
é, por conseguinte, fechado.

O conjunto das distancias entre as coordenadas de cada ele-
mento de A* admite por lugar o conjunto andlogo relativo a [A?],
supondo limitada uma das projecgoes de A*.

Com efeito, usando as mesmas notagdes que anteriormente,
o primeiro enunciado déste n.° diz que é [D] | [D,] e o segundo
diz que D, é um conjunto fechado [p. 41, . 30](1). Logo temos
[D] | D, como desejivamos provar.

18. Lugar das distincias entre cada elemento dum con-
junto A e cada elemento dum conjunto B. — Sejam A e B dois
subconjuntos quaisquer dum mesmo espag¢dide P. Como conse-
qiiéncias dos dltimos enunciados temos mais os seguintes que
passamos a demonstrar:

O conjunto das distancias entre cada elemento de A e cada
elemento de B e o conjunto andlogo relativo a [A] e [B] admitem
o mesmo lugar.

(1) Tratando-se de conjuntos de nimercs ou de pontos do espaco de n
dimensdes, um conjunto fechado pode considerar-se totalmente fechado.
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O conjunto das distincias entre cada elemento de A e cada
elemento de B é o conjunto D j& definido e relativo ao conjunto
composto (A, B). O conjunto obtido da mesma maneira a partir
de [A] e de [B] & o conjunto Dy também j4& definido e relativo
a0 mesmo conjunto composto [p. 42, 1. 17]. Temos, entdo,
(D] | [D,], como demonstrdmos mais atrds [p. 43, L. b].

Se um dos conjuntos A ou B for limitado e se ambos forem
fechados, também serd fechado o conjunto das distancias entre cada
elemento de A e cada elemento de B.

Com efeito, neste caso o conjunto (A, B) é fechado [p. 42, 1. 3],
@ 0 mesmo acontece ao conjunto D das distincias ‘entre cada
elemento de A e cada elemento de B [p. 43, 1. 22].

O conjunfo das distancias entre cada elemento de A e cada ele-
mento de B admite por lugar o conjunto andlogo relativo a [A]
e |B], supondo limitado um dos conjuntos A ou B.

Efectivamente, se for limitado um dos conjuntos A ou B,
teremos (D] | D, [p. 44, [. 13].

19. Algumas aplicagdes. — Admitindo agora que é A|B,
das altimas proposi¢ies resnltam imediatamente os seguintes
casos particulares:

npi ey
q

O conjunto das distancias entre os elementos de A e o conjunto
andlogo relativo a (Al admitem o mesmo lugar.

e

E fechado o conjunto das distancias entre os elementos dum
i
conjunto limitado e fechado A .

O conjunto das distincias entre os elementos de A admite por
lugar o conjunto andlogo relativo a [A], supondo limitado o econ-
Junto A.

Esta proposi¢io mostra que:

O diametro dum conjunto limitado é o didmetro do respectivo
lugar e representa a distdncia entre dois elementos déste lugar
convenientemente determinados.

Na verdade, podemos dizer que o limite superior dom con-
junto de nimeros reais, limitado superiormente, é o maior niimero

e
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do lugar désse conjunto (1); logo, designando por D o conjunto
das distineias entre os elementos de A e por D, o conjunto das
distincins entre os elementos de [A]l, o didmetro de A é o limite
superior de D, ou o limite superior de {D] | D,, ou o diAmetro
de [A], ou a maior distinecia entre dois elementos déste lngar,
porque D, é om eonjunto fechado.

O diametro dum conjunto limitado e fechado ¢ a distancia
entre dois dos seus elementos convenientemente determinados.

Demonstremos finalmente, como aplica¢fio do pentltimo enun-
ciado, que:

O diametro da soma dum nimero finito de conjuntos limitados
é o didmetro da soma de dois deles convenienteniente determi-
nados.
Com efeito, consideremos a soma
A+B+...+V

dum namero finito de conjuntos limitados

A,B,.... V.

O diametro desta soma é a distincia ab entre dois elementos a
e b convenientemente determinados no lugar

[A+B+ ... +V].
Mas, devido & relacdio
[A+B+...+VII[A] 4 [BI 4 ...+ V],
vs elementos a e b pertencem 4 soma de dois dos lugares

[A], [B], .. , VI;

(1) Da mesma forma podemos definir o limite inferior dum eonjunto de
nimeros reais, limitade inferiormente, como sendo o menor nlimero do lugar
déésse conjunto.

coe e rae
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suponhamos que siio [A] e [B]. O didmetro da soma [A] {-[B] &
precisamente ab, visto nfio exceder o diimetro de

(Al+[Bl+ ..+I[V].

Logo o ditmetro da soma considerada ¢ o de [Al4[B] ou de
[A+Bl, que é o diimetro de A+B.

Se a soma duma infinidade de conjuntos for limitada e se a
soma dos respectives lugares for fechada, o didmetro daquela
soma serd o diametro da soma de dois désses conjuntos convenien-
temente determinados.

Para a demonstraglo podemos seguir o0 mesmo caminho que
ultimamente, niio esquecendo que o logar da soma duma infini-
dade de conjuntos seri a soma dos respectivos lugares se esta
altima soma for um conjunto fechado.

Observagio. — Consideremos um conjunto A* de ordem n,
um conjunto A® de segunda ordem e dois conjuntos A e B per-
tencentes a um mesmo espacbide. Consideremos ainda uma
segunda colecglio de conjuntos assim constitnida: uma projeeciio
qualquer de A*, o conjunto das distincias entre as coordenadas
de cada elemento de A% o das distfincias entre cada elemento
de A e cada elemento de B, o das distineias entre os elementos
de A e o das distincias reduzidas entre B e cada elemento A [n.° 20].
As trés primeiras proposi¢bes que enunciimos em cada n.° do
presente parigrafo, assim como as do n.® 24, resumem-se da
seguinte maneira (particularizando, como vamos ver, a 2.° ¢ a
3.° de cada n.° 17, 18 e 24):

Os conjuntos da segunda colecgilo e os que se obtém de igual
modo a partir dos lugares dos conjuntos da primeira admitem os
mesmos lugares respectivamente.

Se os conjuntos da primeira colecgdo forem limitados e fe-
chados, os da segunda serdo fechados.

Se os conjuntos da primeira colecgdo forem limitados, a ope-
ragdo por meio da qual formamos o lugar dum comjunto serd
permutdvel com cada wma das operagbes por meio das quais

s
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formamos os conjuntos da segunda colecgdo a partir dos da
primeira.

Emfim, mais tarde ver-se-4 [eap. viuii] que estes resultados
podem considerar-se aplicacdes de teoremas gerais sobre fungdes
continuas que entfio enunciaremos.

{ Continua).
Luis BEpa NETO.




Contribuicdo para o estudo
de influéncias lunares sobre fendmenos geofisicos

Animado dos bons desejos de contribuir, na medida das
nossas possibilidades, para o estudo das infludneias lunares,
pensimos, apés a publicagio do nosso trabalho, — Influéncias
lunares sobre o magnetismo terrestre —, na Revista da Faculdade
de Ciéncias (vol. 1 — n.° 3 de 1932), prosseguir na mesma ordem
de investigagdes, na inten¢lio de verificar se se encontra qualquer
relagiio entre o comportamento das variagdes lunares magnéticas
e o das variacdes lunares barométricas. :

Na pégina 190 da referida Revista escrevemos nés: « Este
movimento, sobremaneiramente evidente sobretudo nas curvas
relativas ao ano e is estagbes quentes, toma um comportamento
que nos oferece grande analogia com o das marés ocedinicas,
0 que nos autoriza a suspeitar da possibilidade de produgiio de
marés atmosféricas idénticas dquelas e por via das quais o movi-
mento das variagdes diurnas lunares do magnetismo terrestre
fosse uma resultante do maior ou menor espessamento da camada
diamagnética. Conveniente seria, pois, conjugar éste estudo com
0 das variagbes da pressdo atmosférica para se verificar se algum
paralelismo existird entre os dois fenémenos. . .».

Perante tal suspeita, nfio pudemos ficar inactivo, pelo que
resolvemos tomar nova posiglio de trabalho que nos permitisse
obter mais esclarecimentos sobre o assunto.

E j& do dominio da meteorologia o comportamento da evo-
lugfio didria da curva da pressfio atmosférica, com o sen minimo
e 0 sea mdximo barométrico térmico, respectivamente de manha
e 4 tarde, e o sen minimo e o sen méximo, de causa ainda
ignorada, respectivamente nas horas da madrugada e da noite.
Nas médias dos b anos (1921-1925) que aproveitimos para co-

mégo de trabalho, verificimos, em Coimbra, que os dois valores
Vor.zv —n"1 4
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minimos e méximos supra-mencionados, alternando, se registavam
nas horas seguintes: 4 s b da madrugada, 9 is 10 da manhd, 3 da
tarde e 9 &s 11 da noite. K isto o que nos revelam o Quadro I e os
correspondentes gréificos (Fig. 1), em que, a par da curva da
evolugio barométrica diurna, apresentamos também as ecurvas
da evolu¢lio diurna da. Declinaglio e da Componente horizontal
referentes ao mesmo grupo de D anos (1921-1925).

Verifica-se, pela aproximacfio dessas trés curvas, uma notivel
coincidéncia entre os mfnimos barométricos e os miximos magné-
ticos, e, vice-versa, entre os minimos magnéticos e 0s méiximos
barométricos. H4, emfim, uma inversdo da ondulaciio, sensivel-
mente nitida, sobretudo, quando confrontamos as curvas da
Declinagiio e da pressiio atmosférica, inversfio na qual se marcam,
para aquela, um minimo e um méximo prineipal, respectivamente,
As 9 horas da manhd e As 2 horas da tarde, e um minimo e um
méiximo secundérios, respectivamente, das O s 2 horas e das 3
as D horas. Na Componente horizontal nflo é 8ste movimento
tdo regular; encontramo-lo, entretanto, perfeitamente delineado.

Como resultante dos factos mencionados, parece devermos
concluir que haja qualquer relacfio de causa entre os dois fend-
menos, das variagdes didrias magnética e barométrica.

Corroborando em parte as nossas presuncdes, encontra-se
num pequeno opisculo de D. G. DaLGapo (1), de cuja existéncia
fomos informados por S. Ex.* o Director do Instituto Geofisico,
um estudo acérea do clima de Coimbra, em que o autor apro-
veita os dados que neste estabelecimento lhe foram fornecidos
pelo falecido observador Adriano de Jesus Lopes, e que dizem
respeito a uma j& respeitdvel série de anos (1866 a 1910).

Visa-se nesse trabalho, —D. G. DArgapo o afirma—, aes-
tudar as correspondéncias entre a pressdo e a chuva dum lado e
o8 quatro dias das quatro fases da lua, e os quatro periodos
correspondentes a cada um déles, do outro».

Para 8sse fim disp0s, o autor os seus dados por forma a
corresponderem a cada perfodo.sete dias: «o da lua novae
(1.° periodo) comega no quarto octante e acaba no primeiro, isto

(1) Consulte o8 « Apontamentos acérca da influéncia da lua no clima de
Coimbras, de D. G. Davreavo, publicados em 1914 na Imprensa da Univer-
gidade de Coimbra, separata da Revista da Universidade de Coimbra (vol. 111,
n.° 8, Setembro de 1914).
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¢, trés dias antes e trés dias depois da lua nova; o do quarto
crescente (2.° periodo) comeca mo primeiro octante e acaba mo
segundo; e do mesmo modo o da lua cheia, e o do quarto minguante
(3.2 e 4.° periodos)s.

Seguindo éste critério, organizou o autor a tabela que repro-
duzimos no Quadro II, na qual «os nimeros correspondentes as
fases representam a média anual, e os dos periodos, a média anual
da média didria de cada periodo» e em que «os nitmeros da chuva
representam o total das médias anuais dos quatro dias das quatro
fases, e o total anual da média didria dos quatro periodos».

Por essa estatistica, e pelos respectivos grificos com que

ilustra o seu trabalho, chega D. G. DaLGADO s seguintes con-
clusdes :

1. —Que as pressdes sio mais e as chuvas sflo menos no
quarto crescente e no quarto minguante do que na lua nova e
na lua cheia. Este é um ponto admitide como eerto por qudsi
todos os observadores.

2. —Que a pressio e a chuva sio mais no dia da lua nova
e no primeiro periodo, do que no dia da lua cheia o no terceiro
periodo.

8. — Que a pressfio e a chuva sllo menos no quarto crescente
e no segundo periodo, do que no quarto minguante e no quarto
periodo.

4. — Que as mdaimas da pressio correspondem ao quarto
minguante (95) e ao quarto periodo (88), e as minimas A lua

“cheia (68) e ao terceiro periodo (71), sendo a diferenca entre o

quarto minguante e a lua cheia de 27, e entre o quarto perfodo
e o terceiro de 17.

5. —Que as méximas da chuva correspondem & lua nova
(126.1) e ao primeiro periodo (129.8); e as minimas ao quarto
crescente (102.9) e ao segundo periodo (108.3); sendo a dife-
renca enfre a lua nova e o quarto crescente de 23.2, e entre o
primeiro perfodo e o segundo de 21.0.

6. — Que as mdximas da chuva seguem as mdximas da
pressilo; e as minimas da chuva precedem as minimas da pressio.

7. —Que hi uma notdvel graduagdo entre a mixima e mi-
nima da pressio nos quatro periodos, isto 6, 88, 76, 74 e 71.
Exceptuando a quarto crescente, nota-se também uma graduagiio -
igual nas quatro fases.
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8. — E que a mdxima irradiacdo lunar corresponde i minima
pressio.

Referindo-se éste estudo de D. G. DaLGADO a dados colhidos
em Coimbra, julgdmos conveniente aproximé-lo daquele que
encetamos, motivo por que, para serem comparéveis, resolvemos
seguir a mesma orientaglo, apenas com a diferenca de que, em
vez de aproveitarmos os valores médios da pressio, achdmos
preferivel, para o que temos em vista, recorrer, como fizemos
para os elementos magnéticos, as médias da variagiio diurna.

Assim, pois, dividindo o periodo da revolugiio lunar em 4 pe-
riodos de T dias, correspondendo, em cada um deles, a fase
respectiva ao quarto dia, ou seja, ao que equidista do primeiro
e do sétimo, organizdmos, além dos mapas das variagdes didrias
mensais, 08 quadros da variaglo média referente ao dia de cada
uma das fases e os da média da variaglio para cada uma dos
seus periodos.

Como no nosso anterior estudo acérea das variagdes dinrnas
lunares dos elementos magnéticos nos houvéssemos cingido ao
periodo de D anos (1921-1925), correspondentes ao minimo de
actividade solar (1923), o mesmo resolvemos ao iniciar @&ste
trabalho de confronto entre o comportamento daquelas e o da
variaglo diurna lunar da pressiio atmosférica, ficando desde
logo animado ao verificarmos, pelos mapas e grificos gerais
(Quadro III e Estampa II), uma inversio notivel no movimento
das curvas da variagio diurna lunar da presslio atmosférica em
relaclio ao das curvas da variagiio diurna lunar da Declinagiio
e da Componente horizontal, inversiio sensivelmente paralela &
que acima pusemos em evidéncia relativamente aos seus respec-
tivos valores horérios (v. Quadro I e Fig. 1).

Perante estes factos mais se arreigou no nosso espirito a
suspeita, que j& nutrfamos, quanto i existéncia de qualquer
relaciio entre os dois fenémenos, sendo-nos, como conseqiiéncia,
sugerida a seguinte plausivel explicagio: que a atmosfera possi-
velmente desempenhe, a respeito do magnetismo terrestre, um papel
de isolador. Este parecer nfio discorda sensivelmente, e na sua
esséncia, da opinido de ScHusTER, quando sugeriu(l) que «os
movimentos atmosféricos de convecgdo, indicados pelas oscilagdes

(1) «Philosophical Transactions of the Royal Society of London», Séries A,
vol. 218, Pp 1-118, pég. 3.
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barométricas diurnas, eram os responsdveis das oscilagdes magné-
ticas didrias».

Reforcando ainda a nossa suspeita, 18-se na pédg. 4 da mesma
comanicagiio de Sir F. W. Dyson (1) o seguinte, que julgamos
oportuno reproduzir: «As variagdes magnéticas diurnas lunares
sdo incontestivelmente devidas apenas & oscilagdo atmosférica
semi diurna. As grandezas relativas dos virios componentes
harménicos da variago magnética ilucidam-nos se tomarmos em
consideracfio a condutibilidade das camadas atmosféricas em
que se produzem. Parece que as correntes fluem principalmente
no hemisfério iluminado pelo Sol, sendo muito pequena a con-
datibilidade no hemisfério sombrios.

Evocando-se a conductibilidade atmosférica, parece-nos faeil-
mente explicivel a inversiio da correspond@ncia entre as oscilagbes
da pressiio e as do magnetismo terrestre, tornando-se assim
compreensivel que os valores da variagiio diurna da declinagio
e da Components horizontal hajam de subir, quando desgam os
da variagfio diurna da pressiio atmosférica, e, vice-versa, hajam
de diminuir aqueles, quando estes se elevem.

Aparte alguns atrasos de coincidéncias e, bem assim, outras
anomalias devidas, por certo, a causas estranhas iquela que
focamos, — o As quais nflo serfio indiferentes os movimentos do
globo terrestre —, ¢ interessante notar a correspondéncia que
existo entre os valores miximo e minimo da variaglo diurna
lunar da pressfio atmosférica, dum lado, e o minimo e 0 mAximo
das variacdes diurnas lunares da declinagiio e da Componente
horizontal, do outro. E assim que, exceptuando a anomalia que
nesta se observa, na passagem do quarto mingnante para a lua
nova, anomalia que, por demasiado acentuada, nfio pode deixar
de obedecer a qualquer outra causa estranha A infloéneia da
lua, se nota, no confrontarmos as eurvas de 1921-192D corres-
pondentes ao periodo de menor actividade solar, que, emquanto
os valores méximo e minimo da varia¢iio da pressiio atmosférica
se avizinham respectivamente do quarto erescente e da Ina cheia,
o inverso se produz na declinacio e na Componente horizontal,
mas, muito mais nitidamente naquela, isto &, avizinhar o miximo
da variaclio da lua cheia & o minimo do qnarto crescente.

(1) oPhilosophical Transactions of the Royal Society of Loundos, Séries A,
vol. 218, Pp 1-118, pidg. 3.
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Conclui, como acima dissemos, D. G. Darcapo (1.* con-
clusfio), que as pressdes sdo mais elevadas no quarto crescente
e no quarto minguante do que na lua nova e na lua cheia. Nio
notando nbs nas curvas da variagfio diurna lunar da presslo
atmosférica, para o grupo de anos de 1921-1925, um compor-
tamento paralelo dquele, pois que, como se verifica pela andlise
do Quadro IV e dos respectivos grificos da Fig. 2, se elevam
ésses valores na passagem do quarto minguante para a lua nova,
— @ isso observa-se tanto no grifico relativo aos dias das fases,
como no que se refere aos periodos lunares —, resolvemos pes-
quisar o que se observaria no perfodo de 11 anos (1915-1925)
correspondente a um periodo solar completo, sendo entlio re-
conhecivel que o paralelismo entre a evoluglio das médias das
pressdes enunciada por D. G. DALGADO e a das nossas curvas
da variagdo da presslio atmosférica comegava a acentnar-se; e
assim se nota que, no grupo de 11 anos (1915-1925), as variacdes
lunares diurnas da pressflo apresentam os seus maiores valores
no quarto crescente e no quarto mingnante, bem como nos periodos
lunares (2.° e 4.%) que correspondem & sua influcneia, e os seus
menores valores, no noviliinio e plenilinio, e respectivos periodos
(1.° 0 3.).

Confrontando os grificos das variacdes dinrnas lunares da
pressfio atmosférica, com os que representam as variacbes
diornas lunares da declinagiio magnética e da Componente hori-
zontal, observa-se que, em confirmagio do que notamos pela
andlise das curvas gerais da 1.* a 5.* da Fig. 2, as variacdes
dinrnas lunares da Declinagiio e da Componente horizontal sobem,
quando desce a variagiio diurna lunar da pressiio atmosférica, e,
inversamente, descem, quando sobe a variaglio da pressio.

Referindo-se os dados dos elementos magnéticos ao grupo
dos D anos de menor actividade solar, parece que seria mais
rigoroso o confronto com os dados da variacio atmosférica re-
ferentes a @8sse mesmo periodo (1921-1925), do que ao periodo
total dos 11 anos (1915-1925). Aproximando, porém, os dados
do periodo de menor actividade (1921-1925) dos do periodo de
maior actividade (1915-1919), notam-se algumas divergéncias
que deverflo atribuir-se & sobreposi¢io da influncia do Sel.
Assim poderd talvez explicar-se, no plenilGnio, a maior acen-
tuagio da descida da variaglio da pressdo no periodo de menor
actividlade do que no de maior actividade, pelo aeréscimo da
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influéncia solar oposta & infludncia lunar ; equivalentemente acen-
tuar-se-4 mais na passagem para o novilinio, como se verifica,
a descida da variagio no periodo de maior actividade, por virtade
do acréscimo da influéncia solar que, nesta fase, se conjuga &
infloéneia lunar. .

Perante essas divergéncias, resultantes, como parece, duma
causa diferente daquela que mais nos interessa estudar neste
momento, julgamos possivel amacii-la, fandindo num s6 os dois
grupos de anos, o de maior e o de menor actividade, e adicio-
nando-lhe os dados do ano de 1920 que se lhes interpde. Dis-
tribuida assim equitativamente a acc¢lio resultante da influéneia
do Sol pelo periodo completo de (11 anos) da actividade solar,
salientar-se-4 melhor, parece-nos, a influéneia isolada da Lua.
Eis porque achimos preferivel confrontar com as médias de
1921-1925 das variagdes magnéticas as médias de 1915-1925 da
variagiio barométrica.

Por esta forma nio se consegue, ¢ certo, eliminar os efeitos
da influéneia do Sol nas oscilagdes atmosféricas, devendo a isso
atribuir-se, segundo cremos, outras anomalias que ainda vém a
verificar-se; entretanto parece-nos mais proveitoso proceder
assim, motivo por que nos utilizamos désse confronto das curvas
da pressio de 1915-1925 com as das variagdes magnéticas de
1921-1925 com as das variacdes magnéticas de 1921-1925, para
tirarmos algumas deducdes que, como se v& pelos respectivos
mapas e grificos, poderemos assim formular:

1.* — As variagbes da pressiio sllo menores e as magnéticas
maiores no plenilinio e no novilinio do que nos quartos;

2,* — As variagdes da pressfio o das componentes magnéticas,
— abstraindo do salto brusco do dia 26, na Componente hori-
zontal, que reputamos andémalo —, sio menores na vizinhanga
da lua nova do que na da lua cheia;

3. — As variagbes magnéticas na vizinhanga do quarto cres-
cente e no 2.° periodo sfio menores do que na vizinhanga do
quarto minguante e no 4.° periodo; inversamente as variagdes
da pressio siio maiores naqueles do que nestes;

42— Aos dois miximos da variagdo da pressfio nos quartos,
ou na sua vizinhanca, e nos periodos 2.° e 4.% correspondem os
dois minimos da variaglo magnélica; inversamente, aos dois
méximos da variagio magnética que se registam no novilinio e
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no plenilinio, ou suas vizinhangas, e no 1.° ¢ 3.° periodos, corres-
pondem os dois minimos da variagho da pressio atmosfériea.

5.* — A méxima variagfo da pressio regista-se nas vizinhancas
do quarto crescente, embora o seu valor seja menor no préprio
dia deste quarto do que no minguante, e a variaelo minima
regista-se na lua nova; nos elementos magnéticos encontra-se o
méximo valor da variagfio nas visinhancas da lua cheia embora
na Declinagio &sse valor seja maior no dia do novilénio do que
no do plenilinio, & o valor minimo nas vizinhancas do quarto
crescente, se bem que, na Componente horizontal, seja menor
@sse valor no dia do quarto minguante do que no dia do cres-
cente ;

6.°— As médias peritdicas da variaciio atingem na pressilo
o valor méximo no 4.° periodo, antecedendo assim a média
méxima da declinagio magnética (1. perfodo) e sucedendo-se A
média méxima da Componente horizontal (3.° periodo); essas
mesmas médias atingem na pressfio o valor minimo no 3.0 pe-
riodo, sucedendo-se assim aos valores minimos da média perio-
dica das variagbes da Declinaciio magnética e da Componente
horizontal (2.° periodo).

ARTUR Dias PraTas.
Observador do Instituto Geofisino,

(1) Abstraimos da anomalia & que j& nos referimos, anotada na Compo-
nente horizontal,
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Curvas dos valores hordrios médios da pressfio atmosfériea; e da Componente horizontal
& Doclinagho magnética (1921.1925)
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Fig. 2
¥ (¢}, da voriagho dinrna lunar da pressiic atmosférica
Curvas: 1.% 2% o 5% dn variagho diurna lunar da pressiio atmosférica (1915-19), Cuarvas (a), (8) e (c), (a'){b) e
(1921.25) e (1916-256); (Quadro IV). da variagio dinrna lunar da Declinagfio e da Compo-
44, 05.% da variagho dinrna lonar da Deelinagfio ¢ da Componente hori- Curvas (D), (H), (D') e (H), §(Quadro V). .
gontal magnética (1921-27), nente h‘;n'mﬂm
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QUADRO II

Tabela de D. G. Dalgado

Dias das fases da lna e periodos

Pressiio atmos-
férioa, 760 -4

Chuava
om milimetros

1E TR T e R R e s LV LR
Quarto crescente . . . .. . .

B ATt e s R Chpites, Wit e § it el i
Quarto mingoants. . . . . & . she sea s e
T L LR T R D e

2 perfodo. . v . 2. s o e R

4
89

95
76
4
71

126.1
1029
117.2
108.8
129.3
108.3
118.8
119.9

e T
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QUA

Variacdo diurna lunar

tr Pe w4 a5 q g | 9| w | | m| 18]
] L
‘ i
015 |+ 02— 08— 08— o8l— 04— o3+ 10— 02+ 0,7+ 04+ 04| 00— 08— 01
1918 |~ O4l+ o01l+ 08— 02 00— 08— 0.1/— 0.5J+ 06— 014 0,1|— 0,5/— 1,2/— 0,4
917 |- 11 00/— 08— 01— 08— 04— o8l— 02— :,n!— 0,64+ 0,114+ 05+ 1.8+ 1.5
118 |— 00— 08— o4l 01l 00— 08l+ 01+ 04— 084 08+ 14— cal 00— 08
1919 |— 04— 07— 084+ 08— 04— 08— 0,8/+ 05— 0,1+ 20+ u,s,!_. 0,1|— 08— 06
9.0 = 02— 01— 04|— 07— 08— 04— 11— 0,84 0,14 02— D.I!— 0,14+ 024 01
1921 [ 05+ 09 004 104 0644 04— 0T+ OB+ 04+ 01— 02 00— 02— 08
92+ 01— 1,0— 014 05— Odl+ 05— 011+ 0,80+ 08 - 00— 1,11~ 084+ 02+ 01
1938 |+ o2 00— 02— eg/— 084 08+ L14 034 u.al— 09— o02l— 08/— 04— 08
1924 |+ 01l— 05— 01+ 01 00— 014 08+ 084+ 07|+ 05+~ 04|+ 05— 06+ 02
1085 + 0,21— [:.’1|... 084+ 084 08 00— 03 004 08— 058 004 074 07— 01
| |
|
1915-10 (a) |—0,08) 0,35 —0,88(-0,00 —0,30|—0 52 —n,m!—n,m —0.4:4!.4. 0,40] 4 0,56/ — 0,06! — 0,18 — 0,C6
1915-19 (b) |—0,80/ —l}.a'rl—o,mf—ﬂ,n —,28 —0,35|—0,18| — 0,07|+ 0,05 4 0,38| 4 u,as}o,ns!—o.m 0,10
192125 (<} [} 0,10 — 0,18 —0,18\ 4+ 0,62|- 0,06/ 0,24|- 0,121+ 0 48]+ llf-':zl—u,lb!—ﬂ,&'- —0,08) 0,00(—0,156
192125 2} | 0,001—0,05/4 0,08+ 0,54 40,24+ 0,16]+ 0,20 +0.0l4 0,84+ u,fur_n,cm — 0,06/ — 0,08 —0,11
| | i
| .
1915-25 () !—D,IG —ﬁ-mi—ﬁ-ﬁﬂ-'-ﬁ-lbl—&lﬁ —0,16— 0,04/ 4 n,tﬁ*o,ﬂﬁl‘-} 0.4+ o,ml_o,m —9, i—o,m
161525 (b) |— 0,16 —0,20(— 0,11 +0,01'—0,08/—0,12!— 0,08/ +-0,12'+ 0,18+ 0,17! 4 0,10+ 0,01 —0,07— 0,07
| | | |

(@) Periodo de 5 anos de maior actividade solar.

(¢} Variagdes adopadas pels formula de Hesey f=

(¢) Periodo de b anos de menor actividade solar.
(d) Ciclo de 11 anos iniciado dois anos antes do de maior actividade (1917) e findando 2 anos

a+2B4T
'_'-"—‘ = —
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DRO III

da pressdo atmosférica

-] 24 25 26 o0 ] Médias

O
b

— o8l+ oal+ o oot 08l+ 09— oal+ oal— 0a]— 01— oal+ osl— 0s oo FET
— 04— 0,1— 07— 03— 04+ 02+ 014 08— 014 05+ 0684+ 1.8+ 06l 00 83
+ 05|+ 08— 04 00— 0]+ 05— 01— 02+ 08+ 014 05+ 08 00— 08 8.3
+ 03 00— o+ 0,74 024 02+ Gdl— 01— 05— 0.2 — 08+ 054+ 084+ 08 29
— 05— 07— 054+ 09 004 154 1,04 0,7+ 1101— 0,1i— 0 — 06|— 04— 0,8 B3
4+ 08— 04 G.'- I 08 00— 06— 02+ 05+ 1,04 1,214 084 03 004 08" 29
— 02— 04l 00+ 0]+ 01— o9l o2l 00— 02 00+ 02— 03— 02— 04 L]
0.0 — 08— 0di+ 0114+ 1,214+ 05— 06— 02— 08 004 08— 0,114 02— 08 3,
— 01— 02 00— 08— 05(— 04+ 054 1,1, 08— 0,114 01 00|— 02— 04| 8,1
+ 01— 044 01f 00 00— 08— 08 00— 08— 1,04 0,1 00— 05— 02 B0
— 06— 08— 04— 044 08— 0,74+ 07— 02— 04— 05— 07— 01|+ 0,114+ 0,38 3,1

—o,lo|+n,n:u!-.o,m +0.24f 002140844 0,244+ 0,200+ 0,28+ 0,02 —0,08/4-0,38 o,m|-o.ﬂe 3,18
H } |

—U.GEI—O'W — 0,08+ U|‘N|+0r‘21 -+ 0,37+ 0|BEI+‘J.21 -+0,17 0,08 +0aﬂﬁ‘+0.l?||+0.m —0,18( _ 3,18

—0,15|—0,37!—0,14/—0,19'+-0,20 -0,35|+n,u + 0,18/ —0,02 _om+o,ml—c.ns 0,12 —0,28! 298

— 0,21, — 0,26 — 0,21 — 0,08 — 0,04, —0 mj—o,m +0,08) — 0,08 —0, 13 _o,u'r _c,m oa5—001 208

| |

!+n,cs+u,m+o 10,20 — np:+u,ua!+ J od'—0,11] - 8,06
|'+nc9-4o.|a+o1s+ow[+noe+om+nm| 0,00 —0,10, 3,08

ST

-~D,l'B|—~D,lﬂ —+0,12(+ 0,08'4-0,08

—0,10,—0,14/—0,02'+ 0,02

depois do de actividade menor (1923).
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QUADRO 1V

Variacdo diurna lunar
da Pressdo atmosférica referida aos dias que coincidem
com as fases e aos seus periodos respectivos

Dias das fuses lunares Periodos lunares

e fregid o g o e galighp KR ing
AEAEERERARER G

e & 3y barhig s

1915 34 3,0 2,9 8,6 a2 34 3,0 33
1916 29 | 29| 29| 86| 36| 33| 28| 85
1917 20| 24| 36| 29| 29| 26| 87| 33
1918 29 | 33| 32| 28 29 | 81| 29| 28
1919 290 | 38| 28| 40| 80| 85| 30| 39
1920 27| 26| 83| 84| 27| 26| 81| 33
1921 22 | 30| 25| 27 28| 28| 25| 26
1922 32| 40| 81| 29 80| 82| 29| s2
1923 33| 34| 80| 43| 30| 31| 28| 33
1924 31| 88| 81| 80 28 | 34| 80| 27
1925 33| 81| 25| 20 82| 31| 80| 29
1915-1919 | 2,82 | 308 | 308 | 338 || 807 | 3,17 | 3,12 | 336
1921-1925 | 8,17 | 346 | 2,83 | 3,16 || 298 | 3,15 | 283 | 295
1915-1925 | 2,90 221 2,98 3,28 3,00 3,11 2,98 3,16
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QUADRO V 2

Variagdo diurna lunar da Declinagido
e da Componente horizontal (média dos 5 anos 1921 a 1925)

Dias Dselinm;‘hn. Gom}mnenh l.mri.luntul,
variagho média = 7' 57 varigho média =20T,0
L. nova, 1 +0,65| — 1,2 I
; 3,?: 1.° periodo, 4 0,41 ;3 E:: 1.2 periodo, 40,9
4| 0,65 0,0
5/ 40,71} 427!
6|—0,15 —08
1| 051 35
Q. cresc, 8| 0,83, 2. periodo,— 0,45 L5 } 2° periodo,— 1,1
9] ‘027 — 36
10| 0,95 +03
11 1,29 —10
12| —059 Slled
13| 40,03 +30
14| — 0,23 0,7
L. cheia, 15| — 0,21 } 3.° periodo,- 0,17 4 } 3. periodo, 41,1
16| 0,43 0,7
17 0,87 1,8
18| 1,07 3,3
19| 048) 07
20| 40,29 —08
21— 0,08 14
Q. ming.,22| 0,35) 4.° periodo,— 0,13 3,0 4.° periodo, — 0,8
23| 0,17 1,1
24| 077 —03
95| 035 +056
26| 0,41 +55
27| —0,01; 1.»° periodo,} 041 | —03 1. periodo, 4 0,9
28| 40,256 | — 07 l




Aproveitamento da energia csmica

No comédgo do actnal ano lectivo, o Prof. Pereira Forjaz
féz publicar nos nossos jornais uma carta em que declarom
ter descoberto o aproveitamento da energia cosmica, que @ste
facto tinha sido pela primeira vez anunciado por éle 4 Aca-
demia das Ciéncias de Lisboa, em 20 de Julho de 1933, e que
os trabalhos de Tesla, nos Estados Unidos, eram posteriores
aos seus.

Lemos ainda nos jornais que, numa das sessdes da Acade-
mia das Ciéncias de Lishoa, o referido professor falon na acclio
das ondas electromagnéticas sobre a marcha das reaccdes qui-
micas, em mecdnica quimica ondulatéria, e na accllo das ondas
cartas e ultra-curtas sdbre determinadas reaccdes.

Foi grande o nosso inter#sse em conhecer os trabalhos do
Prof. Forjaz. Fizemos diligéncias para conseguir uma exposi-
¢llo desenvolvida désses trabalhos, que nos permitisse apreciar
@ criticar, nas nossas reilnides, a anunciada descoberta, mas
nio alcangimos mais do que resumidas comunicagdes.

Os trabalhos do Prof. Forjaz estavam para nés envolvidos
em mistério. Na carta que esereveu para os jornais fala em
energia cOsmica, e nbs supusemos que esta energia era a dos
raios cosmicos, porque entendemos que o referido professor se
nfo referiria & energia universal, sob as suas diferentes formas.

Na acta da sessio da A. das C. de Lisbhoa, que mencio-
nimos, faz-se referéncia vaga s radiagdes electromagnéticas, o
que ndio nos féz por de parte os raios césmicos que a carta do
Prof. Forjaz nos sngeriu. Mas, a consideraglio especial de

(1) Bste artigo foi préviamente apresentado e discutido numa reiinifio
dos professores da 2.* seegiio (Fisica e Quimica) da Faculdade de Ciéneias
de Coimbra,
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ondas curtas e ultra-cartas desorientou-nos. E mais nos encheu
de curiosidade o fazer-se men¢io da meecénica quimica ondula-
toria, completamente desconhecida para nos.

No primeiro nimero da revista Scientia, dos estudantaa da
Faculdade de Ciéncias de Lisboa, de Janeiro de 1934, o Prof.
Forjaz publica um artigo intitulado « Energia Radiante e Energia
Quimica» que, a-pesar-de muito resumido, veio satisfazer o nosso
desejo.

Ficdmos sabendo, se nfio nos enganamos, que a energia cés-
mica a que o Prof. Forjaz se referia na sua carta é a energia
das radiagdes hertzianas, e que as radiagdes electromagnéticas
em que o referido professor fulou na A. das C. de Lisboa siio
as radiagdes hertzianas. E a acgfio destas ondas sobre a marcha
das reaccdes quimicas o facto descoberto pelo Prof. Forjaz;
foi no estudo da influencia dessas ondas que fundou a sua me-
ciinica quimica ondulatéria.

A-pesar-de a exposigho das experiéncias feitas estar extre-
mamente resamida, a leitura do artigo do Prof. Pere;ra. Forjaz
sugere-nos as consideragies que se seguem.

O Prof. Forjaz prepara duas solug¢des aquosas iguais de uma
mistura dum alecool e dum dcido orgénico, e compara, determi-
nando indices de refrac¢io, a marcha da esterificaclio nas duas
solugbes, quando uma delas estd sujeita & acglio de determinadas
radiagdes hertzianas.

As determinacdes sfo feitas de 24 em 24 horas, 6 indicada
a temperatura, o comprimento de onda das radiagdes, e nilo
diz qual a concentragiio das solugdes. Nada diz s0bre as dispo-
sigdes experimentais.

Apresenta cinco quadros com os resultados obtidos. Com
estes resultados organizdmos cinco grificos correspondentes,
marcando nos eixos das ordenadas os valores dos indices de
refracglio, e nos eixos das abscissas o tempo expresso em dias.
Em cada grifico hA uma linha, designada pela letra S, que
representa o modo como varia o indice de refracgdo, com o
tempo, na solugllo que ndo estd sujeita & acgdo das ondas, e
outra linha, designada pela letra C, que se refere A soluclio
sujeita & acglio das ondas hertzianas.

Vo iv—n-4 b
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1,3341334

1,3338135
L i@ A i -
1 F K] 1 T 3 & J
Aleool etilico e dcido acético Aloool metilico e deido férmico
Temp. 24,56 Temp. H*
Compr. de onda 1,266 Compr. de onda 1256

Na interpretacio dos graficos, suponhamos primeiramente,
como o Prof. Forjaz supbe, que os érros de medida cometidos
nfio podem alterar sensivelmente os resultados obtidos.

Chegamos entfio s seguintes conclusdes :

1) As radiacdes hertzianas, dom modo geral, aceleram a
esterificaglo. Nalguns casos, o avango da esterificagfio
com ondas é muito pequeno relativamente i esterifi-
cagllo sem ondas.

O grifico I mostra que, no fim de 4 dias, o estado
dos dois sistemas comparados & quisi 0o mesmo; o
grifico III mostra que, no fim de 4 dias, a esterificaglio
sem ondas estd atrasada de poucas horas.

O gréfico V mostra que, no fim de 4 dias, a este-
rificaglio sem ondas esti atrasada de poucas horas, e,
no fim de 9 dias, estd atrasada de pouco mais de dois
dias; o grifico IV mostra que, no fim de 6 dias, a
esterificacio sem ondas estd atrasada de dois dias;
estes dois altimos atrasos slio pouco importantes por-
que na parte final dos dois intervalos de tempo cor-
respondentes a composigio dos sistemas varia lenta-
mente.
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No caso do grifico II, a acclio das ondas hertzianas

parece maior.
2) Nos casos grificos I, III, IV o V, passa-se dos estados
a para os estados b, e, no caso do grifico I, mesmo

Ir ‘W

1,3356192
! 1,3366544

de @ para e, mais rhpidamente sem ondas do que com
ondas. As radiagbes hertzianas exercem, portanto,
dentro dos intervalos de tempo correspondentes, uma
acclio retardadora.

3) Os grificos IIT e V referom-se a solugBes com a mesma
composicilo inicial. A forma das linhas C e S sfo
muito diferentes nos dois grificos. A temperatura é su-
perior no caso do primeiro grifico de 0,1°, o que ndo

1,3347529 ---\»--- |1,3358220
TV vs T4 Y GRS WA TUTE
Aleool ebilico e dcido férmico Aleool etilico e dcido propridmico
Temp. 16,7° Tamp. 15,2
Compr. de onda 1,265 Compr. de onda 1,256™
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deve influir sensivelmente nas velocidades de reacgilo.
Porém, a velocidade de esterificaclio, sem ondas e com
ondas, ¢ muito maior no caso do gréfico IIT; o indice
de refracgfio a que se chega, sem ondas, no fim de 4

Alcool etilico e dcido férmico
Temp. 16,6°
Compr. de onda 0,7H™

dias, no caso do gréfico III, s6 é atingido no fim de
9 dias, aproximadamente, no caso do gréfico V. Note-
mos, porém, que o comprimento de onda das radiagdes
incidentes &, no caso do grifico V, quési metade do
que corresponde ao grifico III.

4) Dym modo geral, as duas eurvas, C e S, ora se aproxi-
mam, ora se afastam. Desta circunstincia conelui o
Prof. Forjaz que a acglio das ondas hertzianas faz
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com que a marcha da esterificagio adquira cardcter
periodico, Os grificos que apresentamos mostram bem
que, se h& cardcter oscilante nas linhas C, o mesmo
cardcter se observa também, e até mais pronunciado,
nas linhas 8. O facto das linhas C e S umas vezes
se aproximarem e outras se afastarem, é da responsa-
bilidade das duoas linhas, e nfio sbmente das linhas C.

N#o pode, portanto, o Prof. Forjaz dizer que, sobre-
tado pela inspecciio do grifico V, na cinematografia
da esterificagdo aparece, pela primeira vez, o indice
duma quimica quantica, ou mecAnica quimica oscilatd-
ria ou ondulatdria, e prever jA aplicagies industriais
importantes desta mecénica.

*

Para interpretarmos devidamente o resnltado das experiéncias
do Prof, Forjaz, temos de entrar em consideraglio com os factos
até hoje averiguados, que se relacionem com aqueles de que
trata o referido professor.

Em primeiro logar notemos que nfiio é conhecida na foto-
quimica, que nos conste, nenhuma reaglio térmica sdbre a qual a
luz exerca uma accglio retardadora. Trautz e Thomas, em 1906
e 1907, pretenderam mostrar que em certas oxidagdes espon-
tineas na escuridfio, a luz exercia uma accglio retardadora. Em
1927, Allmand e Maddison mostraram (J. C. 8. pig. 650, 1927)
que as conclusdes de Trantz e Thomas nlo podiam ser aceites
sem se fazerem novas investigacbes. Tedricamente, é possivel
que, pela aeglio da lnz, se forme um inibidor de reagio térmica,
ou se destrua um catalista fotoqnimico. Praticamente, porém,
que saibamos, ainda ndo foi, com certeza, reconhecida a acgfio
retardadora da luz sibre as reacces térmicas.

A acelio retardadora das radiagdes hertzianas é, portanto,
altamente improvdvel. E & incompreensivel que as referidas
radiagies exergam sObre uma determinada reaccfio térmica, em
marcha, auma accio aceleradora em certos intervalos de tempo,
e retardadora noutros.

Mas, n6s permitimo-nos mesmo pdr em grande divida a
aceiio das ondas hertzianas sGbre a esterificagiio.

Tem-se discutido se existe ou nilo uma fregiiéncia limite para
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as reacgdes fotoquimicas, isto é, se existe nm comprimento de
onda acima do qual o rendimento quintico ripidamente cai para
zero. Embora a freqiidncia limite tenha de variar com as condi-
¢bes experimentais em que se passa uma determinada reaccilo,
a sua existénecia, tedricamente justificivel, é geralmente aceite,
on, pelo menos, considerada muito provivel.

Tém sido determinadas para virias reac¢les gquimicas as
freqiiéncias limites. Assim, Weigert e Nicolai, em 1926, no caso
da combinagiio do hidrogénio com o cloro, verificaram que o
comprimento de onda limite é préximo de 590 pp. Mais recen-
temente, Rao e Dhar (The J. of Physical Chemistry, 1932,
pig. 646) determinaram o comprimento de onda limite no caso
de algumas reaccdes que se diio na escariddo, baseados na
hip6tese de radiaglio estabelecida por Dhar. Encontraram os
seguintes resultados:

Comprimento

Reacqlio da onda limite
Acido citrico e &cido erémico ... 12.200 % 10-8 em.
Oxalato de potdssio e bromo ...  9.600 =< 10—8 em.
Inversio da sacarose .......... 10.600> 10-8 e¢m.

Quere dizer, as reacgdes consideradas s6 podem ser acele-
radas pelas radiagdes com menor comprimento de onda do que
os encontrados, desde que sejam absorvidas.

As radiagles que correspondem a @stes comprimentos de
onda limites pertencem ao infra-vermelho.

Niio esti determinada a freqiiéncia limite em esterificagdes.
Os resultados obtidos até hoje, quer experimentais quer tebricos,
mostram, porém, que devemos considerar como extraordi-
niriamente improvével que as radiagdes hertzianas, com com-
primento de onda de ordem de grandeza de um metro, exercam
qualquer influéncia na marcha duma esterificagiio.

Tendo em vista o que actoalmente sabemos s6bre a influ-
éncia da energia radiante na marcha das reacgdes quimicas,
vemos que a interpretagio que demos aos resultados obtidos
pelo Prof. Forjaz, na hipétese de os érros de medida nio pode-
ram alterar sensivelmeate ésses resultados, niio & admissivel.

Basta o facto de a acglio das radiagdes hertzianas, em certos
intervalos, aparseer como retardadora, para termos de admitir
érros de medida importantes. O facto de as linhas C e S repre-
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sentaram variagbes irregulares, e ora se aproximarem, ora se
afastarem, imediatamente nos sagere a existéncia de &rros for-
tuitos, ora actuando num sentido, ora em sentido contririo. E,
comparando os grificos III e V, que se referem a sistemas qui-
micamente idénticos, qudsi & mesma temperatura, era de esperar
que a maior acgfio aceleradora correspondesse ao menor compri-
mento de onda, contririamente ao que os grificos mostram.

Nido conhecemos as condigies experimentais dos trabalhos
do Prof. Forjaz, a maneira como preparou as solucles a com-
parar, de modo que no instante inicial as suas composigdes
fossem perfeitamente iguais, o rigor com que manteve a tempe-
ratura, que indica, nas referidas solugdes, ete., etc. Seja,
porém, como for, somos levados a atribuir a érros de medida
o facto de as linhas C e S nilo se confundirem. As linhas C
aparecem sempre abaixo das linhas S; ou, devido ao pequeno
namero de observacdes feitas, se deu a casualidade de é&rros
fortnitos terem actoado no mesmo sentido, ou h4 8rros siste-
méticos que importa descobrir.

Esta é que &, snpomos nos, a interpretagio razodvel dos tra-
balhos do Prof. Forjaz. E s6 consideramos como fantasia a revo-
luciondria afirmaglio de que, sob a acglio de radiagdes hertzianas,
cujo periodo é da ordem de grandeza de 10 - ? segundos, a velo-
cidade de esterificaclio adquire eardecter periddico, sendo &ste pe-
riodo considerado, supomos nés, da ordem de grandeza de dias.

Julgamos ter mostrado que as experiéncias que analisdémos
estio longe de permitir a imprevista concepglio da mecanica
quimica ondulatéria ou oseilatéria do Prof. Forjaz.

Faraday disse: « The world little knows how many of the
thoughts and theories which have passed throuth the mind of a
scientific investigator have been crushed in silence and secrecy by
his own severe cristicism and adverse examination; that in most
successful instances not a tenth of the suggestions, the hopes,
the wishes, the preliminary conclusions have been realisedn. A
imaginagiio é indispensédvel na Ciéneia, mas, como Karl Pearson
diz, deve ser disciplinada.

Permitimo-nos ainda discordar do emprégo de certas deno-
minagdes usadas pelo Prof. Forjaz. A Quimiea que imaginon

-
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chama Quimica quantica; hoje, a Quimica é tdda essencialmente
quéintica, visto que nas hipiteses que fazemos sObre a consti-
tuigio da matéria intervém a teoria dos quanta. Julgamos que
nlo foi o Prof. Forjaz quem, como afirma, viu « pela primeira
vez, o indice duma quimica quantica».

A existénecia da Quimica absoluta do Prof. Forjaz é também
sbmente uma fantasia. Nao h4 no Universo nenhum sistema
previlegiado com respeito & energia radiante, em relagio ao qual
se possa imaginar uma Quimica absoluta. Em qualquer sistema,
quer na estratosfera, quer nos espagos interestelares, existe
energia radiante, e nio vemos a razio por que deve ser consi-
derada absoluta a quimica dum determinado sistema, qualquer
que seja. Também ndo compreendemos a razlio por que o Prof.
Forjaz chama pura & Quimica do espaco interestelar, onde Mil-
likan supde que se formam 4tomos, e nflo é pura, por exemplo,
a quimica do Sol, ou das estrélas, onde Eddington e Jeans
supdem que se aniquilam dtomos.

Diz ainda o Prof. Forjaz que os quadros com o resumo das
suas experiéncias representam a cinematografia da esterificago.
O térmo cinematografia é hoje empregado numa acepgiio bem
definida, e no caso considerado significaria o registo dos movi-
mentos, de-certo fotogrifico, que realizam as particulas consti-
tonintes de sistema onde se produz a esterificagio. Ainda esta-
mos muito longe de conseguir tal fim. Os quadros referidos
pretendem representar apenas a maneira como varia o indice
de refracclio A medida que a esterificagfio prossegue.

Ecas F. Pinto Basto.
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