MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 119

Se for n:=—;- a segunda das equagdes precedentes da
Z Ajcos ;.
1

Das férmulas precedentes deduzem-se algumas das formulas
fundamentaes da Trigonometria.

[M. C. A. Laisant: Théorémes de Trigonométrie ( Bulletin de la
Sociétée Mathématique de France, t. xv)].

B




120 JORNAL DE SCIENCIAS

SOBRE A DERIVACAD DAS FUNCCOES COMPOSTAS

FOR

F. Gomes TEIXEIRA

Tem-se ultimamente proposto uma duvida contra a demonstra-
¢io que habitualmente se dava do theorema relativo & derivagio
das funcgdes compostas, o que levou a restringir o numero das
funcgdes a que o theorema se applica, impondo-lhe condigdes a
que téem de satisfazer. Vamos expor esta demonstraglo, a duvida
a que da logar, e as condigdes para que o theorema tenha logar.

Seja

y=[(u,v),
u=e1(2) v=02(2)

e procuremos a derivada de y relativamente a @. Chamando &
e [ os augmentos infinitamente pequenos de u e v correspon-
dentes ao augmento infinitamente pequeno h de z, temos, con-
siderando v como constante,

f(u+k,v)=,f(u,v)+kd—fg:—v)-+¢#,

onde x representa uma funcgdo de u, v e k, infinitamente pequena
com k; e considerando w como constante

f(u,o+1)=f(u,v)+1 +ayl,

df (u, v)
dv
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onde ; representa uma funcgdo de u, v e [, infinitamente pequena

com I,
if ()
du

Suppondo uma [uneccdo continua de v, temos

df (u,v+1) _ df (u,v) +
du P’ it

onde ag ¢ infinitamente pequeno com I.
Mudando na primeira das tres férmulas precedentes v em v+
e attendendo &s duas ultimas, vem

f(u+k,u+f}=[{u.u)+k%+fg£
+a'k+ agk + 4,
chamando o' o valor que toma a funcglio « quando se muda v em

v+l
Temos, pois, quando h tende para zero,

. flutko+1l)—f(u,v) dy dy
1=i X = — / —— F.
y =lim h du“+ 30 °

Para tirar esta conclusio suppde-se que a funcglio «', que tende
para zero com k quando é [=0, ainda tende para zero quando
ge I tendem simultaneamente para zero, o que pem sempre se

b,

Procuremos, pois, a condiglo para que o' tenda para zero
quando k e I tendem simultaneamente para zero.

Em virtude da formula de Lagrange temos

. df(u+ bk, v)
Sl B Tie g R TA
onde § representa uma quantidade positiva menor do que a uni-
dade, e portante

: i_k_d"_[(u+ﬁk,t*+fj

2 _du-‘____ ;
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logo, para que «' tenda para zero, basta que a derivada

d*f (u,v)

du?

seja finita na vizinhanga do ponto (u, v). e
Nora. Tudo o que vem de ser dicto para o caso das variaveis

reaes applica-se ao caso das variaveis imaginarias, como mostra-
remos n'outro logar.

Consideremos agora a funcgdo composta

y=f (1, v, w),

onde u, v e w representam funcgdes de .

Temos, chamando ly, I3 e I3 0s augmentos de u, v e w cor-
respondentes ao augmento h de z,

dy 1 o d¥f(u+0il,v,w)
[ = —_— — 2 o i o e e T
flu+1,v0,w)=y+1 = } 3 * .

I 1 . d*f(u,v+ 03l w)
( » ."1 4 == - ', '_!i B | _;_.._._.—-.._—"
fk“view] y+!dt'+2h! dv?

d
[l v 041) =y + :sd_j T

onde « tende para zero l[uandu I3 tende para zero, e ﬂndt_: By e
B representam quantidades positivas menores do que a unidade.

Mudando na primeira [6rmula v em v+1ls, e attendendo & se-
gunda e & formula

df(u,v-}-lg._w_) d_y+ d2f (u, v+ 6 lg, w)
du du @ dudv
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yem

P
f(u+f|.v+lg.wj=y+11-&%+lg?t-

_.'! df(u+0q 1y, v+ 15, w)
2 du®
PhTe ilif{u, v+ lg, w)
du dv
i d*f (u, v+ Ogl5, w)

T 2 Py do?

f'{:u v, ﬂ' n',"(u. v, W)

Suppondo - du 4 funcedes continuas de w,
temos
df (u,v,w+13) dy
du T du i

df (u, v, w0 +1I3) Xy dy
dv T dv 0%

onde 2y e ay sdo quantidades infinitamente pequenas com 3.
Mudando agora w em w + I3, vem

d di

f(?t+f[,t‘+fg,w+f”=y—f 11 —y—{-fi y +I Efy

d? f H+U|f1,t"+fi.tt‘+f3]

i
s 2 H du?
d* [ (u, t:-H'Hg.w +13)
O SRRt e ot et B AR
Flily du dv
1 d‘f(u.v+ﬂgfg.w+i'3]
+ }‘:ﬂﬂi iRy ~

+ alg+ g ly +ag ls.
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Quando h tende para zero temos pois

L. SO MR R
y—f&;u+-£v+ﬁw,

quando téem logar as seguintes condigdes:
1.° As funcgoes

dy dy
du' dv

slio funcgdes continuas de w no ponto (u, v, w).
2.° As derivadas

d*y  dly diy
dut’ dudv’ do?

séio finitas na vizinhanca do ponto (u, v, w).

I

Habitualmente acham-se as condigdes para que o theorema
das luncgdes compostas tenha logar recorrendo s6 4s derivadas
de primeira ordem, como vamos ver.

O theorema de Lagrange da

df(u+0yk,v+1)
du

flut+kvo+l)=f(u,o+1)+k

fu,0+]) =f(u,v)+1 ﬂ‘%ﬂ}_’l

onde O; e 63 representam quantidades positivas menores do que
a unidade.
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Temos pois

df (u, v+ 0g)

flutk,o+1)=f(uv) +1 5

+k df{!&‘i‘ﬂ]k,t"f‘ﬂ

du

Logo se

df (u, v)
dv

é funcglio continua de v no ponto (u,v); e se

3 f(u,v)

du

¢ funcdo continua de u e v no ponto (u, v), vem

dy , 3
f(u+k.v+f)={(u,u}+k—d%+ia—:+a|k+agi

onde ay e ag tendem para zero quando k e I tendem para zero.
D'esta formula deduz-se o theorema das funcgdes compostas,
No caso da funcclio

y=1(u,v,w)
femos
df (w64 1y, v, w)

flut+ly,v,w)=y+1 -5 ;

df(u) v + 'Hi !in “J]

flu,o+lg, w)=y+I T ’

_df[‘“- v, w0+ 03 Iﬂ)

[ (0,0 +1y) =y + 1y - e
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Mudando na primeira formula v em v+ [y e attendendo 4 se-
gunda, vem

d,"[u+ ﬂ'; Iy, v +fg,w)
du
df (u, v+ gals, w)
dv ;

f{l&+l'|.ﬂ+fg.w:]=y+l]

+ 13

Mudando n’esta [6rmula w em w + I3 e attendendo & anterior,
yem

df (u+ 0y ly, v+ 1lg, wtly)
+l, v+, wtl)= Vg

flutl, v+l wtls)=y+1 po
df(u,v+ ﬁgfg,w+ 33')
dv

df {u, v, w + 83 ls)
dw

+1ly

+1y

D'esta egualdade tira-se o theorema das funcgdes compostas

quando a derivada pe A funcgdo continua de w; a derivada 2
dw dv

; : d :
é funcciio continua de v e w; e a derivada E! é funcgdo conti-
u

nua de u, v e w.

Do mesmo modo se procede no caso das funcgdes compostas
de mais de tres funcgdes.

Nota. O processo precedente nfio tem logar no caso das va-
riavels umaginarias.

v

No seu excellente Resumé du Cours d’ Analyse infinitésimal de
I' Université de Gand, o sr. P. Mansion demonstra directamente qué
o theorema relativo 4 derivagiio das funcgdes compostas tem logar
no caso das lunecdes encontradas nos Elementos. Vamos transcre-
ver aqui a demonstragio dada por este illustre geometra.
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As quatro f6rmulas, que se acham directamente:

(uvw) =u'vew + v'uw + w'uv,

(u+v—w) =u'+v —w,

u\ . ow—uv
N
v vl

(u?) = vur—1u' + u v’ log u,

mostram que o theorema da derivagio das funcedes compostas
tem logar no caso em que a funcgdo

F (u, v, w)
representa uma das quatro funcgdes

u
u+v—w, uvw, —, u°,
v

1.° Mostremos agora que se o theorema é verdadeiro para a
func¢do s =F (u, v, w), tambem ¢ verdadeiro para a funcgio

y={[(s).

Com efleito, temos
ils
de ds dx

ds d ds dv+ds dw_
du ‘dv ‘dz  dw ' dzx’

& &

logo
dy dy ds du dy d.;dv_l_dy ds dw

dr ds dudz ds dv dx  ds dw dz’

dy dy du q.-dy de +dy dw
dr dudr dvdz dwdz

ue é o theorema que se queria demonstrar,
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2.° Sejam agora s e ( duas [uncgdes de u e v, funcgdes de z,
e supponhamos que a regra de derivagio das funcgdes compostas
tem logar para s e { consideradas como funcgdes de ue v, uev
sendo funcgdes de x; para y considerado como funcclio de s e ¢,
s e ¢ sendo funcgdes de z; para y considerado como funcgho de
set, selsendo funcgdes de u; para y considerado como funcglo
de s e t, s e t sendo funcgdes de v. Vamos mostrar que esta regra
ainda tem logar para y considerado como func¢io de u e v, u ev
sendo funcgdes de .

Com efleito, temos

ds ds du ds dv
dz dudz dv dx
dt dt du dt dv
E:E;EE dv dx

dy dy ds dy dt

dr ds dz = dt dz

dy dy ds | dy dt
du  ds du = dt du

dy dt du  dy dt dv
dt du 3z dt dv dz

d
dy=(dytls dy d!)iu1+(dyda+dydf):

de \ds du  dt du)dz " \ds dv ' dt dv] do’
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ou, attendendo as duas ultimas,

dy 4 dy du+dy dv

dz  du dx dv dz’

que ¢ o que se queria demonstrar.

Por applicagbes successivas do que vem de ser dicto extende-se
aregra da derivagdo das funcgdes compostas a todas as funcgdes
elementares.

0 modo de considerar o theorema das funcgdes compostas ex~
posto no n.* Il ndo é applicavel no caso das variaveis imagina-
rias. Pelo contrario, 0 modo exposto no n.° IV & applicavel n’este
caso, como se vé& lacilmente, assim como o exposto nos n.” L e II,
como vamos mostrar,

Notemos primeiro que sendo F (z), F'(z) e F" () lunccdes fi-
nitas de = em todos os pontos da curva K que une um ponto zy
a0 ponto Z, da férmula de M. Darboux

% (Z) — 9 (30) =Ase® ¢ (24),

onde s representa o comprimento da curva K, X um factor posi-
tivo ndio superior & unidade, e z; uma quantidade imaginaria re-
presentada por um ponto da curva K, tira- -se, ﬂppllcandu aé
funcgao de sz

2)—[F(5) + (Z—5) F' (3)

@ formula

F (Z) = F (z0) + (Z— 20) F (z) + hset (Z— z,) F" (zy).
9




130 JORNAL DE SCIENCIAS
Posto isto, appliquemos esta formula & funcglo f(u, v), o que
dé

if (u+k,
,«*{u+k.u+t)=,r(u+r.-,u}+‘—'r—‘.'%’-'i}r

. ¥ (utk, v

L'll": f_ ] .__‘_ o =

+ise® (v+1—uq) ) ’

vy representando um valor de v representado por um ponto da
linha descripto por v na passagem de v para v+1.
Mas da definicio de derivada resulta

; d
flutk, v}=[‘[u.v;+;£k+u,k,

df (u, v)

e da continuidade de i relativamente a u resulla
v

df(u+k,v) df(u,v)

[+ 4
dv dv -

onde ay e 23 sio quantidades infinitamente pequenas com k.
Logo

flutk o+l =f(u,v)+ 2

y @f (u+k,vy)

+ayk+xql+hset (v4-1—v) T T

e pGI“lﬂIIlO

[lutkotl)—[(uv)

f f( df k e df 1
h duh  dvh
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Temos, porém, qlmnrlu h tende para zero

s g !
llm%=u’, I|mI=1}’. lims=0,

e das desegualdades
o +Hl—vg| <|o—v¢|+]|I],
[or—vo]<|i],

das quaes a segunda tem logar para valores suficientemente pe-
quenos de I, tira-se
(e+i—vy)<2|1]
e portanto
v+i— L

— s

h

2
Logo se a derivada L ALDY

é finita na vizinhanga de (u,v),

dot
temos
( o+ 1) — ,0) i
hm M ._._"r(_u‘l. = d". -uf—t— t'iL 1;",
h du dv

que é o que se queria demonstrar.

Do mesmo modo se demonstra o theorema quando a derivada
df (u, v)
d

é uma funcglo continua de v no ponto (u,v) e a deri-

vada de segunda ordem
d*f (u, v)
du?

é finita na vizinhanca do ponto (u, v).
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R. R. de Sousa Pinto.— FEstudos instrumentaes no Observatorio
astronomico da Universidade de Coimbra. — Coimbra, 1887,

N'este livro excellente, e da maior utilidade para aquelles que
pretendem instruir-se nos meios de trabalhar com o circulo meri-
diano, expde o iliustre director do Observatorio astronomico da
Universidade de Coimbra os methodos empregados n’aquelle
Observatorio para o estudo do circulo meridiano de Repsold, com
que foi dotado em 1879. Occupa-se das rectificagdes do instru-
mento, da determinaclo dos erros instrumentaes e das correcdes
que devem ser feitas &s observacdes das passagens meridianas e das
distancias zenithaes.

R. R. de Sousa Pinto.— Supplements ao Caleulo das ephemerides
astronomicas. — Coimbra.

E bem conhecido o trabalho de alta importancia que o sr. Sousa
Pinto publicou em 1849, intitulado: Caleulo das Ephemerides Astro-
nomicas, no qual o auctor expde desenvolvidamente os processos
empregados para o calculo das Ephemerides astronomicas, que todos
os annos publica a Universidade de Coimbra. No Supplemento que
vem de ser publicado sd) expostos os processos que se empregam
no calculo de alguns artigos introduzidos nas Ephemerides depois
da publicagdo d’aquella obra.

A. Schiappa Monteiro. — Note sur le triangle isoscéle (Jornal da
Academia das Sciencias de Lisboa, 1887).

Relere-se a primeira parte d'este trabalho a0 mesmo assumpto
de que o auclor se occupou no seu arligo publicado na pagina 51.
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Em seguida apresenta solugdes novas de alguns problemas pro-
postos pelo auctor no tomo 1 d’este jornal e analysa as solucdes
conhecidas. Finalmente apresenta algumas propriedades interes-
santes das bissectrizes interiores dos triangulos escalenos, das
quaes faz applicacdo & demonstracio do theorema de Geometria
elementar seguinte:

Em todo o triangulo o angulo da maior bissectriz é menor do
que o angulo da maior, e reciprocamente.

M. David.— Développement des fonctions implicites (Journal de
I'Ecole Polytechnique de Paris, 1887).

N'esla importante memoria resolve o auctor a questdo seguinte:

Dada uma equacdo algebrica f(x, y) =0, determinar uma série
que represenle uma funcgiio de y por meio da variavel @, para
qualquer valor de .

Mostra primeiro como se resolve esta questdo por meio da
serie de Lagrange, e como se determina o contorno no interior
do qual esla serie & convergente e no exterior do qual é diver-
gente. Em seguida mostra romo se resolve a mesma questdo por
meio de series a dupla entrada, e que o contdrno de convergencia
d'estas series estd comprehendido no contdrno de convergencia da
serie de Lagrange.

Fmalmente faz applicagho dos principios precedentes 4 férmula
que nés publicamos em 1881 no Journal de Mathématiques e em
seguida no nosso Curso de Analyse (pag. 237), para dar uma de-
monstragio nova da nossa [ormula e deduzir d’ella que a serie
de Lagrange ¢ a unica serie a simples entrada que péde repre-
sentar uma [uncgdo da raiz da equagdo proposta.

M. David.— Sur les contours décrits autour des points singuliers
d'une équation algébrique (Mémoires de I Académie des Sciences
de Toulouse, 1886). ;

—-—I—E—mffqumiam des contours tracés autour de points donnés (Item,

7).
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H. Bentabol,— Cuadratura de dreas planas applicada al calculo
de perfiles transversales. — Madrid, 1887.

N'este opusculo o auctor expde o methodo graphico, devido
ao sr. Collignon, para o calculo das areas planas, methodo que
exige somente o emprego da regoa e do compasso. Em seguida
applica este methodo ao calculo de perfis transversaes.

H. G. Zeuthen.— Sur la détermination d'une courbe algébrique
par des points donnés (Mathematiche Annalen, t XxX1).

N'esta memoria importante occupa-se o sabio geometra dina-
marquez de formular e demonstrar de um modo completo os prin-
cipaes theoremas relativos & determinacio d’'uma curva algebrica
que passa por pontos dados.

Principia por procurar o numero de determinagdes, indepen-
dentes entre si, de uma curva de ordem n que deve passar por
nm pontos de interseccio de uma curva de ordem n com outra
de ordem m. Em seguida demonstra o theorema de Cayley rela-
tivo ao numero de determinacdes de uma curva que passa por
my mg pontos de interseccio de duas curvas de ordem my e de
ordem mg. Finalmente d'estes theoremas deduz o numero de de-
terminagdes de uma curva de ordem n que deve passar por um
grupo de pontos dados.

M. Lerch.— Sur une démonstration du théoréme de Cuuchy sur
les intégrales prises entre limites imaginaires Bulletin de la So-
ciété des Sciences de Bohéme, 1887).

O fim do auctor n'este bello trabalho & mostrar como se podem
estudar os elementos da theoria das funcgdes de variaveis imagl-
narias empregando integraes rectilineos, em logar de integraes
curvilineos, como se faz habitualmente, E assim que, pela con-
sideragio de integraes tomados ao longo de polygonos, demtlﬂﬁfrﬂ
o theorema de Taylor e o theorema de Cauchy relativo aos in-
tegraes tomados ao longo de um contdrno no interior do qual 3
funcgio integrada é synectica.
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M. Lerch. — Deux théorémes d’ Avithmétique (Item).
Sur une formule d’ Arithmétique (Comptes rendus de I'Aca-
démie des Sciences de Paris, 1887},

S. Pincherle. — Sur la nature arithmétique des coefficients des sé-
ries intégrales des équations différenticlles linéaires (Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, t. 103).

N'este bello artigo demonstra o auctor que os coefficientes da
serie ordenada segundo as potencias de x, que representa o des-
envolvimento de um integral de uma equacho differencial linear
de ordem m com coeficientes racionaes, sio numeros algebricos
que pertencem ao dominio de racionalidade definido pela equagdo
determinante D (g) =0: e que os coeflicientes das potencias de ¢
n’esles numeros sdo fracgdes que reduzidas & expressio mais sim-
ples nilo contéem em denominador sendo factores primos p, taes

i b
que lim — & um numero finito.
n=a N

A. Marre.— Théoréme du carré de I'hypothénuse (Bulletino di bi-
bliografia e di storia delle scienze matematiche e fisiche, t. XX).

N'este interessante arligo apresenta o auctor uma serie de de-
monstracdes do theorema do quadrado da hypothenusa attribuido
a Pythagoras. E assim que apresenta uma demonstracio tirada
do Fourti- Bicha sanscrilo [:vh: sr. Ch. Whish: duas demonstra-
gies tiradas do Bija-Ganita, a primeira fundada no desenvolvi-
mento de (a—b)? e a segunda na semelhanca do triangulo pro-
posto com os triangulos formados pela perpendicular abaixada do
vertice do angulo recto sobre a hypothenusa; uma demonstragio
fundada no desenvolvimento de (a+b)%; uma demonstragdo de-
vida a Saunderson; ete.

Pirzeti, — Contribuzione allo studio geometrico della superficie ter-
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restre ( (riornale della Societd di letture e conversazioni scientifiche
in Genova, 1887).

Piuma.— Intorno a due classi di integrali esprimibili con soli lo-
garitmi (Item).

Loria. — Sugli enti geometrici generati da forme fondamentali in
corrispondenza algebrica (Item).

Morera. — Sulla integrazioni dell” equazione a derivata parsiali del
primo ordine (ltem).

Perroni. — Sul punto doppio apparente della cubica gobba (Item).
G.T.
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MODIFICATION DE LA TROISIEME DEMONSTRATION DONNEE PAR GAUSS
DE LA LOI DE REPROCITE DE LEGENDRE

PAR

M. LErcH

{4 Prague)

Il y a déja une foule des démonstrations du célébre théoréme
arithmétique appelé la loi de reciprocité de Legendre, et parmi
elles |=1||-|f:uri'u reposent sur le méme principe que la troisitme
parmi les six démonstrations données par Gauss de ce théordme.
C'est aussi la démonstration suivante que je vais développer.

Dans cette note je fais usage du symbole E (x) qui représente
le plus grand nombre entier contenu dans la quantité x supposée
réelle et positive, de sorte que la différence x —E (x) sera ou
zéro ou une quantité positive inférieure a 'unité; ensuite, je re-
présente par R (x) le résultat IIII*IHI obtient en retranchant de la
quantité réelle x le nombre entier qui lui est le plus npprmllé
de sorte que la quantité R (x) est-ou positive ou négative, mais

3 1 :
toujours contenue entre les limites (- g g) de sorle qu'on

a

|
—ngM<"

Enfin, » étant une quantité différente de zéro, je représente
par le symbole sgn. » (lisez signum «) ou +1 ou — 1, selon que
% est positif ou négatif. Ces deux dernidres fonctions numériques
ont été introduites par M. Kronecker.
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f. Soil maintenant p un nombre premier supérieur & 2, g un
nombre entier positil non divisible par p, et posons

i d
~2u—p-2E ("0, (1=1.23....251)
(1) a, vg—p QPE(P i (v i,2,3, 2

Les nombres ay, ay, ... a,_y sont évidlemment tous entiers,
9

positifs ou négatifs, impairs, et en valeur absolue moindres que p.
Je vais en premier lieu en déterminer les signes. Comme le nom-
bre a, a le méme signe que le suivant

2p p p 2

il suffit de considérer ce dernier nombre. Or la différence
Mgy (ﬂ)
P P

¥ . ' O
étant le reste positil de la fraction s quantité % sera po-
P .

sitive ou négative selon que

4 H(H?> > 1 ou < 1.
p P 2 2

et comme on a dans le premier cas R ( 1‘}) <0, et R (‘-;E) >0
a, P )

dans le second, on voit que 5 sera positil ou négatif selon que
=p

vy 4 2%
R[{—] sera m’.'gsll:fuu positl.
P
En d’autres termes on a
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ou ce qui est la méme chose,
i vy
(9) sgn. a, =—sgn. R ? i

C'est cette formule qui exprime le signe de a, par celui de la
fonction arithmétique R ().

nombres a, sonl différents

Je dis maintenant que les pT

méme dans leurs valeurs ahsolues. Car en effet, si a; et a, au-
raient la méme valeur absolue, ou devrail avoir ou a,=a; ou
a,=—a,, cest-d-dire I'un des deux nombres a, = a, devrait
sannuler. Or les nombres , p étant supposés contenus dans la

; e ) — 1
série 1,2.3, ... ! Apy la valeur absolue du nombre v ©= p sera

moindre que p— 1; ensuile, on déduit de I'hypothise a, = a,=0
I'équation suivante

2v=p)g=(1=1)p+2pE (1})

dont on voit que (v == p) ¢ doit &tre divisible par p. Or ¢ étant
v =

premier avec p, il faut que ? soit un nombre entier, ce qui

)
est impossible, le numérateur l{lnn! inféricur & p—1. Donc tous
les nombres a, ont leurs modules difiérents entre eux.

Cela étant il est clair que les nombres a, ne different que par
l'ordre et le signe des nombres de la suite 1,2,5,7,...p—2,
de sorte que le produit a;agay ... ap_y a pour valeur absolue

-

le nombre 1.3 .5 ... p—2, et comme son sign: équivant au
produit des seconds membres de la formule (2), savoir

1 1 .
vy —(p—1) - v
N|—sgn.R{—) |=(—12 sen. [ B(_)-
[ i (p)] k! gl P
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on aura évidemment la formule

i aiagﬂa...ap_l
S
Ea] " l[P—!" %(P_U
f=(__ [j,'i 1.3.0.., ip — 2) sgn, "| R (1}?)‘

Or I'équation (1) montre qu'il subsiste la congruence
ay = 2vq, (modp),
de sorte que nous aurons
e qu}}w—n

a.ag...ap_;;. f.2.3...—'——.

p—1 3 y (modp),

et I'équation [3) nous donnera, par conséquent, la congruence

1
. p—1 3 (1
1.2.5... pos (29)2
i
- s
= (—1)2 1.3.5...(p—2)sgn. n li(f)
=]

prise par rapport au méme module p.
En multipliant les deux membres de cette congruence par le
nombre

1
2.5.6...(p—1)=2"" 123, E.;_',
il vient

Lolgetadmocd
("2'3"-P§-1) (hg? "
(3 #)

1
;':F—-”

= (1) (p—1)!sgn. R (“;‘l)
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Or le théoréme de Wilson exprimé par la formule
(p—1)!=—1, (modp)

conduit & la congruence

_I'! .1_ 1
(I 23, )= (- 1277 (modp),

; 4+ 1 + 3
puisque les nombres 1—2— p—ﬂ—, ... p—1 sont congrus aux
—1 -3
nombres — p2_ w33 g e i: on a ensuile, d'aprés le

théoréme de Fermat,

1

42 (p—1) i

2r—1=1, (modp).
D’aprés ces trois congruences la formule (3 «) se change en la
suivante
(1)
3

1
— 1 v
q*w—)- =sgn. I R (—'1), (mod p).
=1 P

el c’est cette congruence qui joue le role capitale dans la démon-
slration qui nous occupe.

Car en représentant avec Legendre par le symbol (i) ou 1

0u —1 selon que la congruence »* = ¢, (mod p) a ou n'a pas de
racines, on sait depuis Euler que I'on a

—1
g ® (1)
r
ce qu est en méme temps le théoréme le plus élémentair de la
théorie des rasidus quadratiques.
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I)'aprés cette formule la congruence (4) se change en I'équation

] o
(5) T)msgn. m R (—‘1)
D v—1 p

qui se trouve établie dans plusieurs articles fort intéressants de
M. Kronecker (%).

2. La formule (5) n'exprime que ce que le symbole (q)
P

équivaut ou a 1 ou & — 1, selon que le nombre des termes néga-
tifs de la série

|
@0 5(2) x5 x[ ]

est pair ou impair. Cette série peut étre remplagée par d'autres;
par exemple, le signe de la quantité tg== ou celui de sin2xx
étant le méme que celui de R (x) on peut considérer les séries

2vqw -
g 7 sin qr' (~.r=l.2....p I)
P p E

au lieu de la précédante.
Je me borne seulement & remarquer que la somme

$=1 l
(6) g=; 2 —I:I—sgn. R (ﬂ)]
—1] 2 P

est précisément égale au nombre des termes négatifs de la sé-

rie (). Car si sgn.R(%)— 1, le terme correspondant de la

s~

(%) Sitzungsberichte der kon. preussischen Akad. d. Wiss; mai et juin
4884, avril et novembre 1885,
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somme o disparait, tandis qu'il deviendra égal a I'unité en supposant
que R (ﬂ) soit négatil, c'est-a-dire que sgn. R (i;{) =—1;
p )

on aura done la formule

(6%) (%) = (—1)e.

Pour transformer la somme (6) je considére de nouveau les
nombres a, introduits au commencement. Les nombres a, étant

: vg© ; V]
affectés du signe — sgn. R —{) les produits a, sgn. R (—") se-
P 4
ront négatifs et coincideront & I'ordre prés avec les termes de la
série —1, —3, —35, ... —(p—2), dont la somme est

p—')’
_(2 j
1

;-‘.P—”

. vq vg p—1)\8
b4 [Ev —p—2pE (—) l .sen. R (—) =— (—— }
N 9—pP—=p p/ )% p ) )

il s'ensuit la formule

de sorte qu'il vient

%ap—n - ¥
; l:, —pE(-—)J.Sn.R(—)
=1 3 P a r

1

=P
e el v Al p—1\0
45 (D45

en la retranchant, membre & membre, de l'identité
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—— —— e —————

il vient
1 .
3 1) vg vq
z —pE | — 1—sgn.R(—
ve=1 [*‘Q‘ r (P)][ G R(P):I
1 1
— (p—1) s % (1)
H 1 vq 2 vg\ |, pi—1
= E - 1— -R S T ; il ——(q—
Mg 2[ i (p) r 2 E(P)+ g 1)

¥
Or les facteurs 1 —sgn. R it S étant ou zéro ou deux, on voit

que le premier membre est un nombre pair, et le nombre p Etant
impair on voit aisément que le second membre n'est pair que si

1
e

ot vg
‘it § [l —Sbll. R (?)]
1 3y
i{:’_h

: ; vg J]‘-"I
= E(-L = e
. ‘h’ (P)+ 3 (g—1, (mod2);

c'est donc une formule qui permet de remplacer la somme (6)
par un nombre de la méme parité, ce qui suffit pour notre but.

Prenant alors g =2 et se rappelant ce que, dans ce cas, tous
&)

; 2v A o b /2y
les fractions — étant moindres que l'unité, on aura E ( — | =0,

=\

de sorte que la formule (7) nous donne
B¥) 4
¢=——;, (mod?2),

et par suite I'équation (6 *) devient dans ce cas

P

8) (3)=Cn7.




MATHEMATICAS £ ASTRONOMICAS 145

Soit maintenant ¢ un nombre impair; dans ce cas le nombre
i1
P

= E—-{qw— 1) sera pair et la congruence (7) deviendra
—L—f;r-—l} !
(9) e, (_"1) (mod 2).
T | P

Cette formule n'exige que ce que le nombre ¢ soit impair et
non divisible par le nombre premier p.

i ! i { i
Mais si I'on cherche I'expression 7 , on doit supposer que
méme le nombre ¢ soit premier et différent de p-
Cela étant supposé rempli, la régle exprimée par la formule (6 «)
nous donne

P) el = J (FP)

(10 —|=(—1), d= T E(—), (mod?2).
) ()= 2 E(%). mody)
Je vais maintenant prouver la formule

5 1) )

) -, E('_‘l)+ﬂ : E("—‘")z%(p—’){'?—’)-

v=1 P = q

A cet effet je suppose ¢ <p et je considére la droite OP dont

I'tquation, dans le systéme carlésien, soit y=£ x; soit P le point

; : 1 3
de cette droite dont 'abscisse est .'r=§{p- 1) et dont I'or-

donnée sera donc

1 i
yng(q—1)+§[l —ﬂ
de sorle que

E(y)=é(q—’)-

10
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En représentant par P/, P” les projections du point P sur I'axe
des x et des y, j'observe que le triangle rectangle OP'P contient
r {(p—1) Vg ‘
précisément E, E (F> points dont les coordonnées sont des
nombres entie';s positils, ainsi que le triangle OP"P contient
§ =

3 E(i) des points de cette espéce. Comme le contour de
¢=1 7 .
ces triangles ne contient aucun de tels points, on voit que la somme

5 =) : +- ;
s E (i) + 3 E (ﬂ)
v=1 P p=1 q

équi\'uul au nombre des points, & coordonnées entidres et pnsi—
tives, placés dans le rectangle OP'PP”, et ce nombre étant évi-

25 | -1
R S  » o I'équation (11) est démontrée.

demment le produit

Alors il résulte des formules (6 #), (9), (10) et (11) la suivante

(B (-t

qui exprime le célébre théoréme de Legendre que nous voulions
établir,
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SUR CERTAINES MOYENNES ARITHMETIQUES DES FONCTIONS
D'UNE VARIABLE COMPLEXE

(Extrait d'une letire adressée & F. Gomes Teixeira)

FAR

A. GUTzZMER
(& Berlin)

...... Vous connaissez le théoréme de M. Rouché (») sur la
moyenne arithmétique d’une fonction

) =+8
[@)= 2 a2 ou f(z)= 3 a2,
L= W=

selon lequel la moyenne arithmétique de toutes les valeurs de
&£
%}. correspondantes 4 une valeur déterminée du module r de
la variable
z=r.eM=r(cosd+isinb),

est égale au coeflicient a,, ce qui s'écrit

Ce théordme, cité par plusieurs auteurs et d’une certaine im-

portance dans la théorie des fonctions, a été étendue par M. Tho-
mae [:au).

P A P PP

(%) Journal de ’Ecole Polytechnique, cahier 39.— Voyez aussi: Serret,
Algébre Supérieur.
(##) Elementare Theorie der analytischen Functionen, p. 130.
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Je vais vous communiquer dans ces lignes un théoréme analo-
gue qui se rapporte aux valeurs du carré du module de la fon-
ction f(x) le long d’'un cercle autour de l'origine, et qui sera
publié prochainement dans les «Mathematische Annalenn».

Supposons que la série de puissance

(1) : (@)= 2 aa
v=0

converge absolument dans la région définie par x| =R (en dé-
signant d'aprés M. Weierstrass par || le module de la quan-
tité x), el posons

z=r. .M (r<R);

I'équation (1) deviendra

f(ﬂ":‘ e f.[::l", B) = ; a,revhi

et par la multiplication par la quantilé conjuguée

w _—. §
T(rd)= 3 Gureest
=)

nous obliendrons
[T, 0) %= "2 ayaurt, =¥
r""—_“

R

e w0 i .
= 2 [0+ 3 a,aur'tret—1,
y=l) v, p—l

in posant @, ==, + f.i, cette équalion devient

- -]
3 %{a.a.u +ByBy) cos (v—p) i+
".F:"

+ (@ Bu — 2u3y) sin (v—p) Q% poHn

£ 0) = 2 |arf?r+2
ve=i)

o ac -] |'

; : { a ~

= 3 |a2r*+2 3 3 j(aptaaptiptadp) cosrl
—0 a—1 p=0 |

+ ("2 By — 2y Buta) sin kb r3HA,




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

149

En désignant

) z (i 2+ B By) 130 = A

an

3 (ot Bu — i Bpcpa) P H = By,
el
I'équation précédente peut s'éerire

@) |f(r.0)2= 3}1ﬂv|“ v+ 2 E,%"‘”“”"*HB*“"”'

Cette équation nous donne immédiatement

0+ =3 lapm+2 3 (- l)lgﬁucoslfi +B, siniﬂ%
v=1) =1

el par suite nous aurons
|
S U0 B+ (r0+5) 1}

|a,[2r®+2 3 |Ag, cos 230 + By, sin 21|
=() =1

De méme vous trouvez

) e )

=3|ay|2r¥+2 3 (— 1)
v a==1

{
}

Ag, cos 220 4 Bg, sin %).El!.

et, en additionnant ces deux équations, vous aurez

—lgiil,"{r,&}'!'!—frif'(r.ﬁ—F%)' +frnits A + f(”-”%_;)n

|
=3|a|tr¥+2 3 }An cos 52 + By, sin ml.
v =1
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En continuant de celte maniére, vous finirez par trouver |'é-
quation

(4)

{ > 2

:1; k‘
w5 |0+ )

Aall COs (2"};&) + lig:-;_ Sln [Enlﬁ} E .

-] on
=3 |;|rh+2 3
0 A=

=

Maintenant il est facile de se convaincre que la derniére somme
s'approche de la valeur zéro, si n augmente indéfiniment. En
effet, en profitant des définitions (2) et de la supposition faite
de la série (1), il s’ensuit

i L}Am cos (242) + By, sin (220)

< -; Efil'+!'1 Iﬂ By o O + Pny . +
i W oppaen - an |+ Buana - Bg |
+|"p—|—i~1-3pl+|“;~-Bp+ﬂ-1”

<1EIFEG|~?F+Q"1. !]“PL-I-!BP” -1'“.-!—|—E":\i+]sp+‘!"3.i|

oo -]
<Fin""“-“=|-|+|5!~|§ -131"’"4""-:flﬁp-kiﬂa.!"‘]?*pﬂ-q“:-

La premiére somme est évidemment une quantité finie, tandis
que la seeonde en représente une sorte de reste; par conséquent
elle devra s'évanouir pour n infini, et de méme le produit des
deux séries.

Nous pouvons donc conclure que

iy B—1j km \ 12 ®
im — 2 |Ff(r6+— ..._) | = ¥ |a,|2r?,
i B kel If( o Dn—1 | -:—0' l

Or, le premier membre de (5) représente la moyenne arithmé-
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tique des carrés des modules de (1) pour tous les points du cer-
cle |z|=r.
En indiquant celte moyenne par £/, nous avons

6 M| @)= 3 e = 3 [afr>
bt =0

W W

Cette équation nous fournit le
Tutorime: La moyenne arithmétique des carrés des modules de
toules les valeurs que la série

fla)= 3 ae
v=0{

puisse avoir le long du cercle | x | =r, situé dans la région de con-
vergence, est égale @ la somme des carrés des modules des termes
de la série.

Il est aisé de voir que ce théoréme est encore en force pour
des séries plus générales d’une seule ou de plusieurs variables, De
méme on peut énoncer ce théoréme pour un cercle Tlelcunque.
situéparfaitement dans la région de couvergence de la série,
pourvu qu'on prenne, au lieu de la série proposée, son dévelop-
pement autour du centre du cercle. Mais je n’y insisterai plus.

Dans ses recherches sur les séries trigonométriques (x) A.
Harnack a trouvé quelques formules intégrales, qui ne sont autre
chose que des théorémes sur la moyenne d'une fonction, et il est
facile de dériver d'une de ees formules une autre démonstration
de notre théoréme, laquelle je dois & une lettre, dont M. W. Dyck
m'a honoré; il s’ensuit que ce théordme est en force plus géné-
ralement qu'il semble d’aprés la démonstration donnée ci-dessus.
Cependant A. Harnack n’a pas tiré des conséquences de sa for-
mule pour les fonctions d'une variable complexe. Toutefois, cette
formule («#) m’a inspiré une nouvelle démonstration du théoréme
énoncé, que je me permets de vous communiquer.

e B AP AP P P

(%) Mathematische Annaten, ts. 17 e 19,
(##) L. e, t. 17, p. 127, éq. (m).
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En effet, en sortant de I'équation (3), nous aurons par intégration

2=
ﬁf ,)Pma— 3 J.-_z,| 2, da+2’l_ |, c0820 -+ B, sin0] .dy

!w n
=9, 2 la, [2rv 42 k ;ia’cnq).ﬂ db + B, Isml& u':
‘0 0
= aw | sinafy 2w — cos A0 2%
=2 3 |atrd+2 X JA,_(“" ) +B1(—th ) 4
v=0) a=1{ A 0 A 0!

Evidemment chaque terme de la dernitre somme, et par suile
la somme elle-méme, s'évanouit, de sorte que nous avons

- [ 1CORD= 3 jape.

Voila le théoréme en forme intégrale. Vous voyez, Monsieur,
qu'il ne faut que de supposer que lmté"rnle au premier membre
a un sens, ce qu: est conforme aux conditions de A. Harnack
pour les séries trigonométrigues.

Considérons encore quelques exemples. D'aprés la formule (6)
nous aurons pour la foaction e*:
ra

My e[t 3
" I ' 1150 (ﬂ!)g

ce qui devient, pour le cercle |z|=1,

|
My lex|? :
/vy J [ Wit I:ﬂ Ug
i e '
De méme nous aurons pour la série = — la relation
=i N=
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par conséquent la moyenne arithmétique du carré du module de
cette série, pour tous les points du cercle |z |=1, est égale a

§ 1 *
—int 90
4 2 mﬂ
La série 3 — posséde pour un cercle |z|=r la moyenne
2n '
n=0
: . w y2n A - i
arithmétique ﬁ:!? qui devient pour e,
" |1 i 16
et pour r=1
i §
2=
9n - 3
Pour la série
| w© pn
log =3 —,
— X a=] N
il suit
i |2 ria
M |log——| =3—, (our<i);
M . i —.r‘ n Y )3

la méme moyenne se trouve pour la fonction

s n

o 1 €I
log(l+a)= 2 (—1)—1.—,
a—1 n
car évidemment on a
: ) r!n <
M|log(1+2)f= 2 — (odr<i),
ami N

7 2 A
de sorte que les carrés des modules des deux fonctions log (1+2)

et |Ilg ont la méme moyenne arithmétique pour les mémes
T H i

cercles,
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Parmi les conséquences qu'on peut tirer du théordéme énoncé,
je ne mentionnerai que la suivante. En désignant par ¢, des quan-
tités positives, nous aurons certainement l'inégalité

Pateh>2qq (p=lv).

Formons cette inégalité pour toutes les valeurs de
wyv=1,2, ...,m, p=|=v; nous trouverons facilement par addition

(m—1) 3 *u>2 z KA p=l=v.
a1 o

Ajoutons aux deux membres de cette inégalité I'expression
g+ g%t ...+ g% il suit

" m 42
m. 3 QEF_::-( zlq,.) ;

p=l

. 2 qu
L] e
V(E)>5o

Vm

ou

Si nous posons maintenant

Jod
(04 55)

et m =2", nous aurons

E";—Il P_“ ):
\/_i '!r}—:l If(r 04 pw )T’ : Iu.:{l | ,"(\r.l}+2T1__l
) day S

2||

d’oir vient a I'aide de I'équation (5), pour n infini
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A gauche nous avons une quantité finie et déterminée, par

conséquent la quantité a droite devra é&tre finie, et comme la

| LR
somme EI f(l", i+ Eh—:1>l
qu'elle devienne infinie du méme ordre que 2°.

D’autre part le second membre représente la moyenne arithmé-
tique des valeurs que le module de f(x) parcourt pour le cercle
|| =r. Nous avons donc le

Tutonime: La moyenne arithmétique des valeurs que le module
de la fonetion f(x:l parcourt pour tous les points du cercle | x| =r,
est inférieure @ la racine carrée de la moyenne arithmétique du carrée
de ces modules.

Nous avons donc une limite supérieure de cette moyenne arith-
mélique; je n'ai pas encore réussi & en lrouver une expression
exacte par la méthode employée d'abord dans cette lettre.

Pour déterminer cette expression par |'autre méthode, on au-
rait & former

est certainement divergente, il faut

2
»

3 =
1 1 ‘/ ®: 5 ,
1 e e @y G o =% g
En'! | [ () 1dY 2“\! v,,.ioa au T e

Peut-étre je reviendrai une autre fois & cette expression.

Permettez-moi, Monsieur, de ajouter & ces lignes une nouvelle
démonstration du théoréme de M. Rouché, cité au commence-
ment de cette lettre. Considérons la fonction

[(@)

po =)‘.u,z'—*=ﬁa.r"—’*‘}n:us(v—k]ﬂ +isin{v—k)ﬂl;

en intégrant, on aura

1 x
J --j:—:]dl =Za,r ' :u:us(v — k) 0+ isin(v—k) 6] do
ﬂ ¥ n.'-u
1 - i s ik ox
=27:ak .;_ Etl.r”—kI(m" I:V k} H) __i<{EL\‘_ :’":] '&) l1 \':l:k,
v v—k 0 \'—k 0
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Chaque terme de la somme, et par suite la somme elle-méme,
devient zéro, de sorte que nous avons la formule

e
i .~
— !-—dﬂ—‘ﬂ;,
o )

0
ce qui démontre le théoréme de M. Rouché d’'une maniére nou-

velle.
Berlin, mai 1888.
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EXTRACTOS DAS PUBLICAGOES RECENTES

Sobre a convergencia das series

A serie de lermos posilivos 3 u, serd convergente se, a partir d'um
eerto valor do numero inteiro e positivo n, for

Uy
Og———Op}| >
un_'__]

ty sendo uma funcedo positiva de n e p. uma consfante positiva.
Tira-se este theorema da desegualdade

g i1 < ; (G Un — By -1 Unia)

que déa

R IR Untm < — [:ﬂn Uy — Oy im “n-i—mj' < = ly Uy
n h

L]

D'este theorema deduz-se:
L.” Pondo a,=1, o criterio de convergencia de Cauchy

9o P
2° Pondo a,=n, o criterio de Duhamel

[ a. 1J> 1+
n| —— :
Up-1 a
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3.° Pondo a,=nlogn, nlognloglogn, oblém=se os criterios
do sr. Bertrand.

[J. L. Jensen: Sur un théoréme général de convergence ( Comptes
rendus de I'Académie des Sciences de Paris, 1888)].

I

Sobre um theorema de Tchébychew

Se U e V representam duas funcgdes de x, cada uma das quaes
varfa n'um determinado sentido, quando 2 variade 0 a 1, a ex-
pressio

1 g 1
| UVdz— | Ude| Vdo
v o 0 o 0
& positiva ou negaliva, segundo que U e V variam ou ndo no
mesmo sentido.

Tem-se dado varias demonstragdes d’este theorema importante
devido a Tchébychew. A seguinte, devida ao sr. G. d’Arone, é
muito simples:

Considera-se a expressio

n (g 1+ ugvet ...+t vy) — (g Fug+ ...t uy) (v +og+ .t
-

onde ty, wg, ..., tg, Ty, Vg, +vy Uy Tepresentam quantidades arbi-
trarias. Disponham-se os seus termos do modo seguinte:

ty (v —vy) +uy (v —vg) + . . . + 1y (v — )
+ ug (vg— vy) + ug (vg —ve) + .. . +ug (va—v)
e R T s R R e STy PP G
+ tiy (g — v1) + tig (0 —v3) + . . . + 1y (L —va)s

0s termos da diagonal principal sio nullos, e os termos syme-
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tricos relativamente a esta diagonal podem ser agrupados de modo
a reduzir esta expressio 4 férma

{u|—u;) {v| - 'l’.‘i} + I:ul --u31| [:1.?1 - 't?;i:l 4+ ...+ (:H[—un} l:ﬂj —l},;)
(wg —ug) (va—vg) + . . . + (ug —uy) (vg—uy)
+--..o ------ IR R R EEEERE R EREEE Y]

+ (un—1 o "n} (vn—'l ¥ vﬂ}'
Temos pois

n n n n .
n Zuoi— I 3 vi= 3 l:ui—ufl{t‘i—‘-"j]-

Supponhamos agora que os u e os v representam os valores
tomados pelas func¢des U e V nos extremos superiores de n in-
tervallos eguaes em que se devida o intervallo de 0 a 1. Teremos

>

{n 1
lim —‘Su,'=-] Udx
0

n=wxc N 1 L

{n el |
lim —Fv;j=| Vdzx
n e,

r=x N 1

e portanto a egualdade precedente dara, depois de dividida por n?,

2 1 g B
| UVde— J Udz | Vdaz= lim — 3 (w—u;) (v;—v)).
J 0 0 0 n=0 0" 4 ;

D'esta egualdade deduz-se o theorema enunciado, visto que os
productos (u;— j) (v; —v;) sdio positivos ou negativos segundo que
Ue V variam ou nio no mesmo sentido quando z varia desde
0 até 1,

(Giovanni & Arone: Intorno ad un teorema di Tehébychew (Gior-
nale di Matematiche de Battaglini, t. xxvi)].
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11|

Uma propriedade da transversal do triangulo

Seja ABC um triangulo dado, M um ponto da superficie d'este
trianguln t_'ujns coordenadas mormaes slio x, y, 3; A uma lrans-
versal que passa pelo ponto M e corta o lado BC no ponto A,
o lado AB no ponto Cy e o lado AC no ponto By; e N um outro
ponto da transversal cujas coordenadas normaes sio ay, yy, 3.

-TI_-JI\IN y._ﬂ.N f| {‘I"ﬂ

_:r__m' y —_B_lﬂl_' W C[“
d’onde se tira, pondo AB=¢, BC=a, AC=,

AN B(N ;N
T L3/ AR S L (RN
gl S duratn LA Ty ety

c3.

Por outra parte temos, as coordenadas sendo tomadas em valor
absoluto,
axry + czy + by =28, ar+by+cz3=28,

e porlanto

AN By N N
I o I z =,
(A;.\l '> A (15 M 1) ’”+(Mcl 1)‘
Mas
AjN—AM=MN, B;N+BM=MN, NC;—MC;=MN,

logo
azx by ¢z

(s e
MA; MBy MG

=0'

que é a relagio que se pretendia achar.

[H. Plamenewsky: Une propriété nouvelle de la transversale du
triangle (Journal de Mathématiques spéciales, 1888)].

P
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SUR URE PROPRIETE DES NOMBRES

(Extrait d'une lettre adressée & F. Gomes Teixeira)

PFAR

M. Lercu

{4 Prague)

+ .. Le théoréme que j'ai en vue est le suivant: La somme
de tous les produits possibles de la forme ¢y qagg ... ny O les
g sont des nombres entiers positifs satisfaisant aux conditions

‘?l - 229 qa—f—'l é l '|" UED)

est égale au nombre 1.3.5 ... (2n+1).
Ce théoréme résulte en évaluant de deux maniéres différentes

la dérivée
dvt2 g
( durt2 )u:ﬁ'

]

=t —yT=Ti= 3 (— 1) (%) .

On a évidemment

iz &
(du‘“"‘T)..:u: 1.3.5... 2n+1);

ensuite, la fonction z satisfaisant & I'équation différentielle

e
S U RN

du 1—x
i1
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d2 o d

_'rml 3 ,gms,,—i].?.= 3 g arotu—,
" du il

ol

ﬂl].-:1=0, ',2,3. o

De 1a on tire, en différentiant de nouveau,

3
"g'u%= > ag(zotag—1) arotata?, (ag, a1, 23=0,1,2,..)

Ry By, &g
et ainsi de suite. De celle maniére on trouve aisément la formule

générale

drtig

T 2 wmta—1)(wtata—2)..

iy Ry oee Tnfd

Py (':0 . &Y oo ly— ﬂ.) a2t anti—n—1,

d'on

d+Hz f
(dun+i)_0= S xmte—1)(gtata—2)...

L AT F—" T

eee(@ptagtagt ... +ax—n),

les symboles ag, ay, 23, . .., @, représentant des nombres de la
série 0, 1, 2, ... assujettis & la condition

ggt+aytagt ... +ag=n+1.

Or en posant
o0 =qu %9+ 21— 1 =qu—1,

ataytag—2=qus, ..., gt o+ ... +x—n=q=h




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 163

de sorle que 1 + g2 = gaty, ON aura

A2z
(E“_‘Fﬂ)u=“= 2 Qo192+« « @y Qo= A

les g étant des nombres entliers posilifs assujettis & la condition
1+ ¢2= gat1. On a done

.- qa=1.3.5...2n+1),

c. qu. f. d.
Cerhovice, le 6 juin 1888.
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SUR LA REDUCTION DES INTEGRALES HYPERELLIPTIQUES (+)

(Extrait d'une lettre adressée a M. Lerch)

FAR

F. GomEs TEIXEIRA

Soit X un polyndme entier du dégré impair n et f(z, V X) une
fonction rationnelle de z et de V' X. Vous savez, Monsieur, qu'on
peut toujours metire cette fonction sous la forme

H
u +?1
VX

G et H représentant des fonctions rationnelles de x, et qu'on peut

xm
en termes de la forme —— el en termes de la

décomposer — -
VX VX

forme ——————. Donc, pour intégrer la [onction f{z, VX), on
(z—amVX
est conduit & considérer des intégrales de la forme

~amdx

J VX

et des intégrales de la forme

» dz
J@_mmﬂ

(%) Esta carta foi apresentada pelo sr. Lereh i Sociedade Real das Scien-
cias da Bohemia na sessio de 27 de abril de 1888, e publicada em seguida
no Boletim d'esta sociedade,
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Notre objet est ramener ces intégrales aux intégrales hyper-
elliptiques de premiére espéce, de seconde espéce et de troisiéme espéce.

Considérons d’abord l'intégrale

dx
f(.r —a)m VX ;

et soit
X=(z—a)(z—8)...(z—1).
Nous avons
" dx i
J (x—a)m VX {m —1) (x—a)m! VX
1 I X'dz

~ 2(m—1 }J (x—a)m—1X VX

Si a est différent de «, B, ...}, nous avons

X A B L
E{m—l}{z—a;"‘—‘x=zw—a +J:-—-=?; s x—
M; M; Mu—1

- eieF—
+:r.—a+{s|:—a}i+ (2 —a)™—1

ou A, B, ... L, My, etc. représentent des constantes; et par con-

séquml.
v dx i
J (£ —a)™ VX (m—1) ';r-—ajm—i l”'i
- dx * 1. - ik
- ;ili:—lll— o —— ..--L,‘——- -‘.-"3__{_
* I » d
— M, | “r._;__.ug’ . WO
J(@—a)VX J{x—aVX
’ dx
— Mot | A
(@—a)—1VX

e
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Au moyen de cette formule et des formules analogues qu'on
obtient en y pesant m=2, ..., m — 1, on raméne I'étude de 'in-

Y .
1égraleJ ﬁ a celle des intégrales
l‘—ﬂ i i
» dz s dx dx
J (x—a)VX .J (@—a)VX f (z—B)VX

» dz

J (@—2) VX
Si a est égal & une des racines de I'éqlmiinn X =o, par cxt‘mlnlc
a=ua, 0N a

X/ oy e
Sm—1)(@—a™ (@—P) ... (@—2) @—8 = z—A
4 B2ty L ()

z—a (z—a)t "’ (m—'t-:;_';'

ou B, C,...L, My, ... représentent des constantes. On obtient
la constante My, la seule qu'il nous faut connaitre, en déterminant
la vraie valeur de la fraction

X' (x—a)
2m—1)X
quand £ =a; on a alors
. X' (r—a) 1
=] L = -
M ;__r_r:_ﬂ{m—l}x 2(m—1)
Done
2m—3 o dx 1 X
2 (m— I}J (@—a™VX  (n—1){@—a)1VX
P, » d
_B,(___ = — — ..—-I,Iix_—
J (=14 VX J ([x—1 VX
s . 4 , lx
—s f_;_mi’ iy {IT“
J (@—a VX J (z—a)2VX
—vaifd—z_,-_-
J [g—a—1vX
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Au moyen de cetle formule et ll[‘b formules analogues qu’on
q

obtient en y posant m=2, 3, —1 on raméne encore |'étude
; A :
de l’mtégraIeJ —————— & celles des intégrales
(®—a)mVX
r  de da » e
J( l"?\ JJ: SW\ i) .Jka; 1#\

uand @ = «a.
Déterminons maintenant les intégrales

dz ’ dx » dx

J{x-—a}v‘x' J [x—;:;)'.'x' (x—2) VX

De l'identité

1 1 | X/
x—a+;¢—fi+l-.+$—1=i
on tire
a dx . dx
(1 — 4+...+ | ———
) L’[ VX ‘n;—;s I-'{‘( f.::— :]'r”\
A 2
vX

D'un autre coté, de la formule
»ahdx Zh 1 | » g1 X dx
’ VX (k+1)VX HiJ XVX

'

et de la formule

X g1 gk a1
=t +...+ -
X r—a x—3 r—2A
=nzk + ay o1 + ag b2+ ... +
R o x Wk

f— - + e
T z—a x—B =\
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on lire
d “ah—1 dp .
(21.+‘2—n]jﬁ— 1J -}-._—'r——. ——ﬂ_i‘J e
VX vX | \
&
+I . -
g LI S S
VX (x—a)VX (2—3)VX
TR E ) ...

(x—2) VX

et, en posant k=0, 1,2, ...n—9,

" d . d
J = +1 g
(z— a) VX r—) X
v 2
L)
VX VX
EQJ.‘——{II,——, e . " e dr
(z—a) VX (z—1) VX
.:cd.;r: ~dx x?
=—(n—4)
: J VX J VX v”\
n ilx . dx
] e  PRNECL, ol e | [ St
J{z—ﬂfx J{r_mvx
a2y h—3 dz 2271
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Au moyen de ces équations et de I'équation (1) on raméne
I'étude des intégrales

dz dzx f dz

.’ (.r-—-.:.jv;}l' .J(.r—;:)'l""i' J (x— 1)'t/\

i celle des intégrales

- xdx a2dx

’v’ Jvx ) VR

parce que le déterminant

i | 1

[ B b

g._'! ;_1’2 1?.
an—1 gn—1 y

est différent de zéro.
La formule (2) permettra aussi d'exprimer I'intégrale

- aPhda

;R

quand m > n— 2, au moyen des intégrales
dx ¢ adx r av—2dx
[ “'; A‘\ ' '._,-’ )l ' V‘.\
Done, en derniére analyse, les intégrales considerées

dx amdx

,' (x—u}mﬁ' ’ _;”X
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peuvent &re exprimées au moyen des intégrales

i ¢ xdx " —2dy

* dx
];?"x' .]_v’_i_" S d YK

et de I'intégrale
( dax
J (z—a)VX

e LTS
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e

PROBLEME D'ALGEBRE

{Extrait d'une lettre de M. d'Ocagoe & M. Gomes Teixeira)

... Vous savez que les nombres que j'ai étudiés dans I Ame-
rican Journal of Mathematics (vol. 1x, p. 353) sous le nom de
nombres K:', et dont je me suis efforcée de faire ressortir 'im-
portence au point-de-vue de I'analyse (qui mont permis, en par-
ticulier, de donner des expressions explicites trés simples for-
mules (54), (85), (86)] des nombres de Bernoulli) sont définis
par les formules

P P -p—1
hm _PKm—i > hm—i‘

formules qui se traduisent, ainsi que je I'ai fait voir, par un
tableau & double entrée analogue au triangle arithmétique de
Pascal.

Le nombre K est d'ailleurs donné explicitement par la for-

mule (") de mon Mémoire

m 1 m % | \m
K"—P e S R el el
m pT

A )l vt ok T8 Vo

p!

Voici, a titre de nouvelle application des nombres K;, un pro-
bléme d'algébre que je résous par 'emploi de ces nombres
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Etant donné un polyndme entier et rationnel en z
F@)=ay+ajz+asa+ ... + a2,
on se propose de le mettre sous la forme
F(z}=hg+h1x+hgx(m+I}+...+h,x(z+l){x+2)... (z+n—1).
Donner Uexpression explicite des coefficients h en fonction des co-
efficients a.
Un calcul facile montre que pour des différences de la varia-

ble @ égales & I'unité, la pieme différence de la fonction F (z) est
donnée par

APF(x)=1.2.3 ...p.hy+2.3.4 ... (p+1) hyyy (x+p)
+3.4.5...(p+2) hpra(z+p) (x+p+1)

d'ol

et
(1 b=

Or, la formule (15) de mon Mémoire de |’ American Journal,
transformée d'une formule de M. Cesard, donne

=n—p KP :
&F (@)= 3 I FoH) ()
i=0 ﬁﬁ_i

A; 1; représentant le nombre (p+id) (p+i—1) ... (p+1) des
arrangements de p + i objets pris i & 1.
Dailleurs
F"’"J(zj il DL 0t 2.8 :ri'i. + ljlﬂm+1.l-'
+3.4...(m+2)anpa2t+...;
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MF(@)=—1—[1.2...p.0+2.3 ... pF+ ) Opn1 =
+3.45...(p+ et +...]

hP+| g [ i
+——[.2...(pt agpr1+2.3 ... (p+2)ap e

; +3.4 ...[:p+3j{lp:|.:;.’ri+ : ..]

B s s b ia AT Bt S e RS N R e
Kﬁ
o (1.2 mn—1)ap—1+2.3...n. @y 2]
AP
n—1
P
+ : R ST, .
Aﬂ
Faisant, dans cette formule, z=—p, e divisant par p!, on a,

en vertu de (1),
hy=a, . C/ K

p_,_t(CL_!hp p—C' K’ )

p
§ w28 o x PFS PP
e (c:ﬂ%"hrp CP‘H hs*—H p+i Sw CP hp—l—i
ik p g b p P+3 2
(C;»HKﬁp CP—riKP+1P+[-'

+¢ K @+ (pt3) e (pHD)(pH2)( P4'3‘)
P*"L 12)(pH1)" T PH (p43)(p+2)(pH1)
2 difinide AR Myt g S O SR | T
PRP o7 PP "oa—p—i
+(—1)"" (C s T +

g [p—l—l;{p-i—i'.) )
i=1) CPK"ﬂ Ap+ j(p-}-l)
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EEE —

formule qui résout le probléme que nous nous étions proposé, et
oil, bien entendu, C:1 réprésente le nombre

mm—1)...(m—n+1)
I.B...% ’

des combinaisons de m objets pris n a n.
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NOTE DE CALCUL INTEGRAL

FAR

H. e PonT

Dans un précédent arlicle, nous avons indiqué une méthode
qui permet d'intégrer un systéme de n équations linéaires simul-
tandes aux differentielles totales et a coeflicients constants, et qui
donne en méme temps les conditions de compabilité de ce sys-
téme. Nous nous proposons dans cette note de développer la méme
analyse dans le cas d’un systéme de deux équations a m varia-
bles indépendantes et & coefficients quelconques.

Prenons, pour plus de simplicité, les deux équations

) dyy = (ay,1 y1 + arays) deey + (a1 y1 + az 2 ya) dze

dyg = (by1y1 + braya) dey + (b y1 + baaya) dos

les coefficients a et b étant des fonctions quelconques des varia-

bles indépendantes xy et @s.
Multiplions la seconde équation par une fonction indéterminée
A de z; et de xg, et ajoutons ce produit & la premire, il vient

. dx

d(y1+ryz) = [(am +\by 1)y + (GLQ + by 2+ EI) y&] day
) s
+ [l:ﬂu + A1) y1 + (ﬂ!,! +abae + EI;;) !f-leTs

ou

(B) dLog (yy+ya) = (a1, +2by,1) dey + (a2 +2b3,1) drg
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I ———

en posant

1 =b1,12% + (ag 1 — big) X —ays

(2)
e P T
g (1A (32,1 —bag) A —agg.

Pour que le systéme (A) soit compatible, il faut et il suffit
évidemment: 1° que le second membre de I'équation (B) soit une
différentielle exacte; 2 que les équations (2) définissent une méme
fonction 1, intégrale de I'équation aux différentielles totales

© = [b112* + (ay,1 — by ) ¥ — ay 5] dy
+ [bga® + (@g,1—bag) 1 — ayg) das.

La premiére condition s'exprime de la maniére suivante

d d
— (a1,1 +2by 1) = CT.I'-; (agy+ abay),

d&?g s
d
ou, en développant et remplagant et — par leurs valeurs
Iy d&r:g
' dasy dag,
———— —a + by a3
‘ &, e 12001+ by g as;

(3)

' dbay  dbyy ]
S —bya)baq— = ald =0'
.}+[d-r; darg (@1,1=01,9)ba,1 — (a2,1—ba2) by g |2

équation qui doit &tre vérifice identiquement. Donc

o L e L)W WE e
i e a13byy—byqass

{
dbyy  dby

~dze @21 —ba2) by, — (ag,0 — by g) by
dzy  dxg (a2t —bag) by,1 — (a1,4 — by g) ba,y

)

Ll
Pour obtenir la seconde condition, égalons les valeurs de ———
tf.l'jd-r!
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[ournies par les équations (2). Nous avons ainsi, en éliminant tou-

. A :
jours — et —, et en tenant compte de (I)

r]'..I.'| tf.l‘g
dil'gg dﬂ]_!
g et e Zhd iy
\dx. dzy i b2)daet (a1 —bag) a1
ib, dby s
# + (522 !"-'-—51|ﬂza+a1,1bg,1)1=0
dx dxs i

puis, en annulant les coefficients de cette équation

dazs dayg

=(aj1—big)ass—(az; —bas)ars

d.'l."] tL‘L‘g
[II:,‘ 1
dbas  dbyg
—————— =gy e by + by az 2.
| diy dxy

Les quatre relations (I) et (1I) sont les conditions de compati-
bilité du systéme différentiel proposé. Il est du reste facile de le
vérifier directement. En effet, les équations (A) sont équivalentes a
celles~ci

dy, dyy
¢ \aﬂ-um.l yitaays dn MY tazays
(-1} { l]' dy-
ifs 1
S, =,{'| b =" bl ::_-b.a .
fdﬂ Lyt breys I Y1 +bazys
2 d*
Egalant les valeurs de - bt LGP Vit . tirées de ces
L= |u'.r1 (t.I';[L!!g'
équations, nous avons
dasy dagq
—_—— 4} 9 — 2
(d:r, on 1822 —aabs )y
+ ‘days dﬂl.&_'_ Mg b ' 0
[-!f.z_:;__ drs (a,1—b39) a1 2 — (a1,1— I-EJEﬂJ Yya=

--‘.H.lg_! (H)[_ ; :
¥ d.r.*l + (a1,1—b1,2) ba g — (az1—ba 3) bmJy:

dbsa  dbys
+(d;1 - d.zl;+ﬂ"*bi“ — by ﬂi,i)y!=0
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ce qui doune, en exprimant que les coefficients de yy et de ys
sonl nuls, les relations (I) et (1I).

Ces conditions ¢tant supposées satislaites, nous allons déter-
miner les deux fonctions % qui forment nos deux combinaisons li-
néaires immédiatement intégrables. Posons

hy=b11 232+ (a4 —bya) A —are
(5)
hy =034 22+ (a2 —ba) h—ass;
I'équation (C) prend la forme

('ﬂ- d)= h| [f.l!‘| + fli d.rg.

La condition d'intégrabilité, qui se réduit ici a

doit &tre vérifice. Nous avons alors, en effectuant

i [(a1,3—b1,2)ba 1 — (a2,1—Dba,2) b1 ] A% —2(aq,2b3,1— b1t aya)h
() !
f + (a11—b1g) a2 — (ay,1—bag) a1 =0,

équation qui détermine les deux valeurs de 3 satisfaisant & la

queslion, * :
Soient % et g les deux racines de cette équation et

(@y,q + M by,1) doog + (agg + aibar) dag =dty

Sl |

(@1,1 +2eby1) doy + (ag,1+n2bs 1) darg = dig;
nous avons, en appelant ¢y et ¢y les constantes d'intégration,

y1+aye=cieh  ya+loya=rcact
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el par suite

o7 e e

(2)
1

=11 —A

Ya {CI eh— c;eﬁ],

systéme intégrant des équations (A).

Il est facile de voir que I'équation (3) ne peut jamais avoir de
racine double. En effet, introduisons dans les valeurs (2) de yy
et ya 'hypothese

Am=A+te A=2
il vient en faisant Lendre ¢ vers zéro

y1+iya=0.
Or la relation

(a1,2b3,1—b1,1a29)* + [(@r,1—by 9) a1 2 — (a3,1—Dag) ay 5]
+ [a1,4—by2) bay — (ag1—bag) by 4] =0,

qui exprime que I'équation (3) a une racine double % exprime
aussi, comme il est facile de s'en assurer par un calcul direct,
que celte valeur 3 est une solution commune des équations

(6) hy=0 hy=0,

el alors, & cause des formules (2) elle est indépendante a la fois
de z; et de a,.

Nous nous trouvons done dans le cas d'une seule fonction y dé-
finie par deux équations différentielles qui se reduisent nécessaire-
ment & une seule, ce que nous n'avons pas supposé.

. West clair aussi que I'équation (3) ne peut pas avoir de racine
indépendante & la fois de «; et de x9. Si I'une des racines ne
tontiene ni xy, ni zy, elle est racine commune des équations (6)
¢t racine double de I'équation (S), nous rentrons dans le cas pre=




180 JORNAL DE SCIENCIAS

cedent; si les deux racines ne contiennent ni zy ni zq, elles satis-
font aux équations (6) et donnent

2 —bs b
“m aig N a1 2 _'11‘
l]g1-g EIQJ—‘L'G 3 |':»‘1||

relations qui montrent que I'équation (S) est vérifice identique-
ment, ce qui est contraire & nolre hypothése.

On voit que le seul cas oir la méthode puisse tomber en dé-
faut est celui on 'équation (8) est vérifiée identiquement. Les
relations (I) et (II) deviennent alors & cause des équations (IlI)

daas 1y day 3

dd.'j T J:cg
(Iv)

dbys  dby s

-}LI‘I % dzxg :

Si nous metions le systéme (A) sous la forme

dyy = (ay1dxy + a1 dxg) y, + (a1,2dey + azadxs)ya
(9)
dyg = (by,g dxy + ba,y dg) yy + (by 2 diey + by 2 dag) ya

nous voyons que les coefficients de yy et de ys sont des diféren-
tielles exactes.

L'équation (S) étant vérifiée quelque soit 7, I'est aussi pour les
valeurs de X qui ne contiennent ni &y ni xg; les équations (6} ayanl
leurs racines indépendantes des variables s'écrivent

(10) atex—bat=0

a, b, ¢ étant des constantes; et les équations (A) sont

dyy = (1 (@1, 22) y1 + akys day + [fa (@1, 29) y1 + ays] 4o

(P)  {dya==|bkyy+ | f1 (1, 23) + ck{ya] dzy
( + [byr + {fa(x1,22) + ¢| ya] doa
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en appelant & la valeur commune des rapports (I1I), fy (@1, 29) et
falzy, ¥3) deux fonctions de zy et zy satislaisant & la relation

dfy (@, x9)  dfs(zy, 29)
dxy LT TN

v
L'équation (¢) devient alors

() dLog(yy+nye)=[1(x1,a9) daxy + fa(@y,20q) daxy + b (kdwy +dag).
Soint f(xy, x3) l'intégrale de I'expression

[1 (@, @3) dzy + f3 (01, 9) daxs,

A le discriminant de I'équation (10}, 'y et I’z deux constantes,
nous avons pour intégrales des équations (P)

I{I:-Iq)—%(kr&m
[
Va

’ op, /B2 —g (et
B

el Y Goctan) =8 (ko)
Lw [(a+arier e (a—agme "]
B

Y8 (ke t2) VB (g )
rye ® —ee 2 .

Va

Du reste I'équation (10) ne peut avoir ses racines égales sans
que le sysiéme (P) ne contienne qu'une seule fonction y, ce qui
est contraire & notre hypothése.

Si les fonctions fy (21, a3) et [3(xy,x3) se réduisent & des con-
stantes, nous retrouvons les systémes que nous avons considérés
dans notre note précédente. Les équations (P) se raménent a deux
équations a coefficients constants par la substitution

Y= {-‘f':-"n-f::' -1}
Yy = A/ (7 %) 29

§ désignant une constante.
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En résumé, 'intégration d'un systéme de deux équations si-
multanées aux différentielles totales et & m variables indépen-
dantes ne dépend que de la résolution d'une équation du second
degré et a l'intégration de 2m différentielles exactes de ces m
variables.

Dans un prochain article, nous considérons les systémes géné-
raux de n équations & m variables indépendantes et & coefficients
quelconques.
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BIBLIOGRAPHIA

Henrique de Figueiredo.— Curvas planas algebricas. — Coimbra,
1888.

A theoria geral das curvas planas algebricas tem sido moderna-
mente objecto de trabalhos notaveis, que além de estenderem o
campo da Geometria, léem concorrido para progresso de muitos
pontos importantes da Analyse. E d’esta theoria geral que se oc-
cupa o sr. Henrique de Figueiredo no seu opusculo, apresentado
i faculdade de mathematica da universidade de Coimbra como
Dissertagio para o concurso a uma cadeira da mesma faculdade.

Principia o auctor por expdr algumas nogdes geraes sobre os
dois systemas de coordenadas homogeneas conhecidas pelos nomes
de coordenadas pontos e de coordenadas linhas. Passando em se-
guida a0 assumpto especial do livro, considera successivamente o0s
theoremas relativos 4 passagem de curvas algebricas por pontos
dados, os pontos multiplos d’estas curvas, as suas hesseanas, as
suas polares; define as nogdes de genero e de classe e mostra a
importancia d'estas no¢des; apresenta as formulas de Pliicker a
que satisfazem os numeros caracteristicos de uma curva; e final-
mente estuda a theoria das curvas unicursaes, e indica a impor-
tancia que tem a consideracio d'estas curvas para o problema da
integragio das funcgdes algebricas.

E. Cesaro. — Forme poliedriche regolari e semiregolari in tutti gl
spasii( Memorias da Academia real das sciencias de Lisboa, 1888).

Na primeira parte d’esta interessante Memoria demonstra o
auctor os dois theoremas seguintes:

1.° Existem s6 dezoito especies de polyedros em que as faces
da mesma ordem concorrem em cada vertice no mesmo numero;

2.° Existem so dezoito especies de polyedros em que os ver-
tices da mesma ordem se acham em cada face no mesmo numero.




184 JORNAL DE SCIENCIAS

Deve-se observar que o auctor chama ordem de uma lace ou
de um vertice o numero de lados diminuido de duas unidades.

Na segunda parte mostra o auctor que todos os polyedros de
que se occupou na primeira parte podem derivar-se uns dos ou-
tros por meio de operagdes muito simples, cujo estudo o leva a
propdr, para os designar, uma nomenclatura simples e clara.

Na terceira parte mostra que as [6rmulas empregadas na pri-
meira parte podem levar a rédes de rectas que satisfazem as con-
digdes dos dois theoremas n'ella demonstrados, e estuda estas
rédes.

Finalmente na quarla parte estuda as férmas polyedricas no
espaco a n dimensdes,

F. Casorati, — Sopra le coupures del sig. Hermite, i Querschnitte
¢ le superficie di Riemann el i concelti d'integrazione si reale che
complessa.

N'esta Memoria importante estuda o sabio professor da Uni-
versidade de Pavia a [uncglio & (z) definida pelo integral

o) = [/ (5)d

para lhe procurar os diversos ramos correspondentes aos differen-
tes caminhos seguidos pela variavel ¢ na passagem de () para fy,
e para os representar por superficies de Riemann.

Principia o auctor por considerar o caso de ser f(t,s) uma
fune¢iio racional de ¢t e de z, case estudado pelo sr. Hermile no
caso de ser rectilineo o caminho seguido por ¢ na passagem de
{y para {y, e que levou este grande geometra & nocdo de coupure.
Mostra que cada ramo da funcgdo tem uma linha de discontinui-
dade (coupure), mas que a reunido de todos os ramos dia uma s
funcgdio continua.

Estuda em seguida o caso em que [(z,t) representa uma func-
¢lo irracional, isto ¢, uma raiz de uma equacio algebrica com
coeflicientes racionaes relativamente a z e a (.

Finalmente estuda alguns casos em que [ (s, () é uma luncglo
transcendente.
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F. Amorétti e C. Morales.— Teoria elemental de las determinan-
tes. — Buenos Ayres, 1888.

Esta obra, como outra sobre a theoria dos quaternides, de que
se deu noticia no volume anterior d’este jornal, mostra o desen-
volvimento que vai tomando o ensino das mathemalicas puras na
Universidade de Buenos Ayres, o que é devido principalmente &
iniciativa do professor na mesma Universidade, sr. dr. Valentin
Balbin. Contém ella o curso feito por esle illustre prolessor no
anno de 1884% e & redigida por dois dos seus discipulos, os srs.
engenheiros F. Amorétti e C. Morales.

No livro primeiro tractam os auctores da theoria geral dos de-
terminantes. Ahi sdo estudadas as propriedades fundamentaes dos
determinantes, as regras para os calcular, as operagdes a que se
sujeitam, ele.

No livro segundo, o mais intercssante da obra, consideram os

auctores os determinantes de [6rma especial, estudando successiva-
mente os determinantes reciprocos, os determinantes symetricos,
os determinantes multiplos, os circulantes, os alternantes, os con-
tinuantes e os determimantes funccionaes.
Finalmente no livro terceiro véem as applicagdes analyticas da
theoria dos determinantes & resolugho dos systemas de equacdes
do primeiro grio, 4 theoria da eliminaglio entre equacdes alge-
bricas de qualquer grio. etc., e algumas applicagdes a questoes
de Geometria elementar.

Ph. Gilbert.— Sur la convergence des intégrales a limites infinis
(Bulletin des Sciences Mathématiques, 2.° série, t. xi1).

N'este bello arligo apresenta o auctor exemplos de integraes
definidos da férma

=

l [ (@) de,

o i

que t8em valores finitos sem que [(x) tenda para zero quando @
tende para o infinito, ou mude indefinidamente de signal.
Apresenta como primeiro exemplo o integral

.

J m(sen‘ wz)? ) de,
L]
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onde ¢ (x) representa uma funcclo positiva, crescente com z a
partir de um valor determinado de z, e tal que

¢ (2)

]im —"_"—"::l'

s=e ¢ (2 1+ 1)

Considera em seguida o integral
[ 74 @) sent e
0
onde § () é uma funcclo positiva de z tal que

J" b (n+ ) de

niio péde exceder um valor fixo qualquer que seja n, Mostra que
este integral ¢ finito, e partinds d’elle chega a este resultado in-
teressante: E possivel determinar a funcgo [(z) de tal modo que,
conservando-se positiva e tornando-se infinita um numero de vezes
tdo grande quanto se queira no mais pequeno intervallo dado, 8
partir de um valor convenientemente escolhido de z, o integral

™

J f(2) dz seja todavia finito e determinado.
a

D. S. Archilla y Espejo e D. G. Vicuiia. — Discursos leidos anle
la real Academia de Ciencias,— Madrid, 1888.

Contém este opusculo os bellos discursos pronunciados pelos
srs. Archilla e Vicuiia perante a Academia das Sciencias de Ma-
drid na recepgiio solemne do primeiro d’estes distinctos mathe-
malicos.

Foi o sr. Archilla procurar a Analyse infinitesimal, de quelé
professor na Universidade de Madrid, o assumpto para o seu dis-
curso, tomando para thema d’elle o modo de conceber esta analyse.

Referindo-se primeiro aos methodos empregados para resolver
as questdes de Geometria infinitesimal antes da descoberta do
Calculo infinitesimal, expde e examina o methodo~empregado por
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Archimedes, o maior geometra da antiguiuiudm que, como o au-
ctor diz, creou a maior parte das nogdes (undamentaes que deram
origem e serviram de base a este calculo; e em seguida o me-
thodo dos indivisiveis de Cavalieri, no qual apparece a applicacdo
immediata da nocdo de infinitamente pequena a resolugdo das
questdes mathematicas.

Occupa-se depois da descoberta do Calculo infinitesimal por
Newton e Leibnitz e analysa os modos como estes grandes sabios
concebiam este caleulo. Segue-se a apreciacio dos conceitos que
do mesmo calculo faziam Euler, Lagrange, Carnot e Cauchy, de-
morando-se principalmente na referencia a este ultimo, cujo modo
de vér adopta.

Na resposta ao discurso anterior, o sr. Vicuiia, depois de apre-
ciar as altas qualidades do novo academico, occupa-se em indicar
as obras escriptas em Hespanha, em que se estuda a analyse in-
finitesimal, ou em que se faz uso d'esta analyse.

Em seguida aprecia o discurso do sr. Archilla e a obra impor-
tante intitulada: Estudios fundamentales del Calewlo diferencial,
onde este illustre professor expde desenvolvidomente o mesmo
assumpto cuja parte philosophica condensa no seu discurso.

G. Tarry.-— Essai sur la Géométrie des figures imaginaires (Asso-
ciation francaise pour I'avancement des sciences, 1887).

0 auctor considera o ponto imaginario como determinado por
dois pontos, um ponto origem A e um ponto extremo A' repre-
sentando um papel differente do primeiro. Representa o ponto
imaginario pelo signal AA". O ponto AA ¢é o ponto real. A po-
sigho que toma o ponto A’ depois de descrever uma circumferen-
¢ia em roda de A chama posigio exterior do ponto AA'.

Para definir a recta imaginaria o auctor corta por uma trans-
versal tres rectas que passam por um ponto fixo, o que da tres
pontos A, B, C. Construe em seguida um ponto PP’ determinado
pela relacio (2 ABC)= K, onde « representa a posi¢iio exterior
do ponto P P' e (zABC) uma quantidade complexa determinada

B AB

pela raziio :—[;‘ E=l'( e pelo angulo (CaB— CAB=Y]. Fazendo
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variar a (ransversal, o ponto PP’ descreve uma recta real quando
A=0 ou ) = “ =, e um logar geomelrico que o sr. Tarry chama
recta imaginaria, nos oulros casos.

Na interessante Memoria a que nos estamos referindo, o au-
clor apresenta uma serie de propriedades dos pontos e rectas
imaginarias para justificar a importancia da nova representagio
dos imaginarios.

M. Lerch.— Sur une formule d’ Avithmétique (Bulletin des Scien-
ces Mathématiques, 2° série, 1. xu).
Théorémes d’ Arithmétique (Item).

Referem-se & Arithmetica superior estes dois bellos artigos.
No primeiro o auctor demonstra a formula seguinte:

feel

@ [f(m—ca,k+a— 1) —y(m—gqa,a)]

k—1
+3 [$(m+rar—1)—y(m+2ra,a)]=0,

A=

onde ¢ (p, g) representa o numero de divisores de p superiores
a q, %(p,q) o numero de divisores de p eguaes ou inferiores a
g, © @, m e k numeros posilivos dos quaes o ultimo & superior
& unidade. D'esta férmula lira o auctor algumas consequencias
inleressantes.

No segundo artigo apresenta o auctor a formula notavel

a—1
2 (m+an,a)—1y (m+ an, a)] = ¢ (a,n)
a=(

onde ¢ (a, n) representa o numero de termos da serie 1,2, 3, ..., @
que $30 primos com n, € M UM NUMEro primo com n.

Pondo n’esta formula a=n ou n— 1 obtem o sr. Lerch duas
relacdes que ligam a funccdo ¢ (n) de Euler e Gauss com a func-

¢lo § (Pl q)-
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M. d'Ocagne. — Quelques propriétés de Uellipse; déviation, écart
normal (Nouvelles Annales de Mathématiques, 3¢ série, t. ViI).

N'este artigo estuda o auctor a correlagio geometrica que
existe entre o angulo que a tangente & ellipse em cada ponto faz
com a tangente correspondente ao circulo principal, e a anomalia
excentrica: e a correlagio geometrica que existe entre a inclina-
¢do da normal sobre o diametro correspondente e a mesma ano-
malia, o que o leva a uma serie de theoremas interessantes rela-
tivos & ellipse.

A. Lugli.— Sul numero dei numeri primi da 1 ad n (Griornale
di Matematiche, t. XXV1).

N'este arligo inleressante apresenta o auctor um methodo mais
simples do que os methodos de Legendre e Meissel para deter-
minar o numero de numeros primos comprehendidos entre 1 e
um inteiro qualquer n.

Ed. Weyr.— Note sur la théorie des quantités complexes formées
avee n unités principales (Bulletin des Sciences Mathématiques,
2° série, t. x1).

M. Lerch. — Uber Functionem wmit beschriinktem Ecxistenzbereich
(Abhandlungen der K. bohmischen Gesellschaft der Wischenscha-
ften, 1888).

——— Ueber die Nichtdifferentiirbarkeit gewisser Functionen (Jour-
nal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. 103).

M. & Ocagne. — Sur les cordes communes @ une conique el a un
cercle de rayon nul; Application a la théorie géométrique des
foyers dans les coniques (Proceedings of the Edinburgh Mathe-
matical Society, 1. V).

~——— Sur les invariants des formes binaires (Annales de la Société
Scientifique de Brucxelles, 1888).
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E. Cesiro.— Sur deuz classes remarquables de lignes planes (Nou-
velles Annales de Mathématiques, 3%™¢ série, t. vi).
- Sur les lois asymptotiques des nombres (Rendiconti della R.
Accademia dei Lencei, 1888).
Sur les systémes de nombres entiers (Iliem).

S. Pincherle. — Sur une généralisation des [onctions eulériennes
(Comptes rendus de I Académie des Sciences de Paris, 1888).

R. Guimardes. — Semelhanga e rectificacao dos arcos ellipticos.—
Porto, 1887).

Do excellente jornal Mathesis (t. vim, pag. 137) extrahimos
a seguinte noticia a respeito d'este opusculo:

«Este interessante trabalho tracta primeiro da associagdo, e
em seguida da rectificagio dos arcos ellipticos. Dois arcos sdo
associados, se a sua differenca é rectificavel. Dois pontos M e N
d'uma ellipse sio associados se as normaes & curva n’esles ponlos
estio egualmente affastadas do centro. Se A e B sdo os vertices

da ellipse, AM e BN siio dois arcos associados, e tem-se a egual-

dade

Kkt
ﬁM—BN——I|$g=j},
a

que é a traducgdo do theorema de Fagnano. O auctor da duas
outras demonstra¢des d'este celebre theorema; a ultima é uma
bella applicacio do methodo de que se serviu Talbot para deduzir
um grande numero de lormulas analogas as de Fagnano. No ter-
ceiro paragrapho encontram-se os theun:m-h de Graves e de Mac-
Cullagh, que dio arces de dlﬂLanw rectificavel sem que sEjﬂ
necessario que os arcos se terminem nos vertices da ellipse; cite-
mos tambem uma generalisacio da relagio

E(p)+E(y)—E (u) = ak®sen g sen  sen p,

E(p) +E($)—E(w)=0.
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«A segunda parte d'este trabalho comprehende tambem tres
paragraphos. No primeiro o auctor demonstra que existe, sobre
um quadrante elliptico, uma infinidade de arcos rectificaveis por
meio de rectas, e da a relagdo que deve existir entre as coorde-
nadas das extremidades d'estes arcos. D’este theorema conclue
ue existe uma infinidade de valores para os limites de um in-
tegral elliptico de segunda especie, que tornam este integral ex-
premivel algebricamente. O segundo paragrapho é consagrado s
indagagdes sobre os limiles superiores e inferiores do perimetro
E da ellipse. O auctor reproduz a demonstragio do theorema

n{a-i—b}-::E-‘:wv/ﬂn‘-FEb‘,

dada pelo sr. Mister, assim como a substancia dos arligos dos

srs. Barbarin e Mansion sobre os valores approximados de E.
«No ultimo paragrapho o auctor estabelece a impossibilidade

de rectificar, de um modo geral, um arco elliptico, e procura a

equagio da envolvente da ellipse.»
G. T.

ERRATAS

Pag. 116, linh. 5 —em logar de necessaria para a convergencia
deve ler-se sufficiente para a divergencia.

Pag. 116, linh. 7 —deve supprimir-se differente de.

Pag. 116, linh. 11 — deve escrever-se lim antes do primeiro
membro,

Pag. 117, linh. 11 —em logar de n (u:j_l —1) deve ler-se
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