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Se for a = ^- a segunda das equações p r eceden t e s dá 
Jt 

n 
2 A< cos Xi-
i 

Das fórmulas p receden te s deduzem-se a lgumas das fórmulas 
fundamentaes da Tr igonomet r ia . 

[M. C. A. Laisant: Théorèmes de Trigonométrie (Bullelin de la 
Soeiété Mathématique de Franee, t. x v ) ] . 
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SOBRE A DERIVAÇÃO DAS FUNCÇÕES COMPOSTAS 

POB 

F. GOMES T E I X E I R A 

I 

T e m - s e u l t imamente proposto uma duvida contra a demonstra-
ção que hab i tua lmente se dava do theorema relativo á derivação 
das funcções compostas , o que levou a res t r ing i r o numero das 
funcções a que o theorema se applica, impondo-lhe condições a 
que t êem de sat isfazer. Vamos expôr esta demonst ração, a duvida 
a que dá logar , e as condições para que o theorema tenha logar. 

Seja 

y = f{u,v), 

u = y i ( x ) , ® = <p2(a;) 

e p rocuremos a der ivada de y re la t ivamente a x. Chamando k 
e Z os augmentos inf ini tamente pequenos de u e v correspon-
dentes ao a u g m e n t o infinitamente pequeno h de x, temos, con-
s iderando i> como constante , 

f{u + k , v ) = f(u,v) + k d f ^ V K *k, 
au 

onde a r ep resen ta uma funcção de «, v e k, inf ini tamente pequena 
com k; e considerando u como constante 
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onde «i representa uma funcção de u, v e l, infini tamente pequena 
com l. 

. df(u,v) . . 
Suppondo — - uma funccçSo continua de v, temos 

du 

d f ( u , v + t) («, t>) 

du du 82' 

onde «2 ^ inf ini tamente pequeno com l. 
Mudando na pr imeira das t res fórmulas p receden tes v e m t ) + ! 

e attendendo ás duas ul t imas, vem 

f(u + k, v + l) = f(u, v) + k ^ f - + I ^ f -
du dv 

-(- a.'k + «2 k + ct\l, 

chamando a' o valor que toma a funcção a quando se muda t> em 
v + l. 

Temos, pois, quando h t ende para zero, 

, .• f[u + k,v + l) — f(u,v) dy . dy . 
y' = hm— -r1—- v J = -Z-u' + -?-v'. 

h du dv 

Para t i ra r esta conclusão suppõe-se que a funcção a ' , que t ende 
para zero com k quando é Z = O, ainda t ende para zero quando 
k e l tendem s imul taneamente para zero, o que nem sempre se 
dá. 

Procuremos, pois, a condição para que a' tenda para zero 
quando k e Z tendem s imul taneamente para zero. 

Era virtude da fórmula de L a g r a n g e temos 

d5T—' 

onde O represen ta uma quant idade positiva menor do que a uni -
dade, e por tanto 

, 1 d V ( t i + 6Jfe,t> + l) 
j * ; 
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logo, pa ra q u e « ' t enda pa ra zero , ba s t a q u e a der ivada 

<Pf(u,v) 

d u 2 

seja finita na vizinhança do ponto (u , D). 
N O T A . T u d o o que vem de ser d ic to para o caso das variaveis 

r eae s app l i ca - se ao caso das variaveis imag ina r i a s , como mostra-
r emos n ' ou t ro logar . 

II 

Cons ide remos agora a funcção compos ta 

y = f{u, v, to), 

onde M, v e w r e p r e s e n t a m funcçôes de x. 
T e m o s , c h a m a n d o e /3 os a u g m e n t o s de u, v e w cor-

r e s p o n d e n t e s ao a u g m e n t o Ii de x, 

n , , . , , dy 1 d 2 / > + O i f i . c , to) 
f{u + ll,v,w) = y + h— + — Pi ^ 

dy 
f(u,v,w + l3)=y + k— + y h, 

onde a t e n d e pa ra zero quando /3 t e n d e p a r a zero, e onde Oj e 
62 r e p r e s e n t a m q u a n t i d a d e s posit ivas m e n o r e s do que a u n i d a d e . 

M u d a n d o na p r i m e i r a fórmula v em v + /¾, e a t t endendo â se-
g u n d a e á fórmula 

df(u,» + /5, w) dy d^fiu.v + bl^w) 
— • + f 2 • 

du du " du dv 
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yem 

f(u + lí,v + h,w) = y + l í ^ - + l a-^-

+ — / 2 i 

+ Z1 / 

2 1 du4 

15 + 8Z 2 , t c ) 

du dv 

, 1 <Pf(u,v + Qik,w) 
+ TT '"2 • 

2 Z dt5* 

d f ( u , v , w) df(u,v,w) 
Suppondo -— e — luncçoes cont inuas de tc, 

du dv 
temos 

df (u, v, w+I3) _ % 

d u d u 

d/" (m, d, to + / 3 ) d«/ 

dt) di5 

+ «1 

+ «2. 

onde aj e a2 s3o q u a n t i d a d e s in f in i t amen te p e q u e n a s com /3. 
Mudando agora w em to + Z 3 , vem 

, 1 „ d * / > + M i . v + Z2 ,to + Z3) 
+ - s r ' 1 

+ h k 

2 1 du* 

d2 /-(u.15 + 6 Z2, «5 + Z 3 ) 

du dv 

4 J _ ; 2 d8 /~(u>15 + e2Z2,tC + Z3) 

+ « Z 3 + «! Z] + « 2 Z2. 
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Quando h t ende para zero temos pois 

, dy , , dV , , dy , 
y = — u' + - j - V1 + to', 

au av ato 

quando têem logar as seguin tes condições : 
I . 0 As funcçôes 

d y d y 
d u ' dv 

são funcçôes cont inuas de w no ponto (m, t, w). 
2 . 0 As derivadas 

d 2 y d 2 y d 2 y 
d u * ' dudv' d u 2 

são finitas na vizinhança do ponto (u, v, u>). 

I I I 

H a b i t u a l m e n t e acham-se as condições para que o theorema 
das funcçôes compostas t enha logar recor rendo só ás derivadas 
de primeira o rdem, como vamos ver. 

O theorema de Lag range dá 

, / , , , n w . r, , , d/Yw + Ôj/c, v + l) 
f(u + k,v + l) = f{utv + t) + k-Lv 1 ' 

f(u,v + l) ~=f{u,v) + l 

du 

d f ( u , v + hV) 

dv 

onde Oj e 63 represen tam quant idades positivas menores do que 
a unidade. 
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Temos pois 

f(u + k, v + l) = f ( u , v) + 1 ——j -
dv 

d f j u + bik.v + l) 

du 

Logo se 

d f ( u , v) 

dv 

é funcção continua de v no ponto ( u , v); e se 

ò V ( M 

Su 

é funcção continua de u e v no ponto (u, v), vem 

f(u + k,v + l) = f(u,v) + k ^ - + l ^ - + aik + a2l 
CLU Q V 

onde aj e aj t endem para zero quando k e l t endem para zero. 
D'esta fórmula deduz-se o theorema das funcções compos tas . 
No caso da funcção 

y = f{u, v, w) 

temos 

, , , , s , , d f ( u + &i li, v, w) 
f(u + l\,v,w) = y + l\ 

f(u, v + k,w) = y + k 

f(u,v,w+ls)=y + Ia 

du 

d f ( u , v + O2 h, to) 

dv 

d f ( u , v, w + Q3 /3) 

div 
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Mudando na primeira fórmula t ) em c l í j e a t t endendo á se-
gunda , vem 

df{u + Ôj l\, v + Z2, w) 
f [u + / j , v + Z2, w) = y + /1 

+ Z4-

du 

df(u, v + ô2Z2, w) 

dv 

Mudando n e s t a fórmula w em 10 + Z3 e a t t endendo á anterior, 

f (u + Z1 , v + /2 , w + /3) = y + 11 

+ Z2-

+ Z3-

vem 

d f ( u + d\ l\, v - H 2 l W + Z3) 

du 

d f ( u , v + b z k , w + Z3) 

dv 

df[u, v,w + O3Z3) 

titc 

LVesta egualdade t i ra -se o theorema das funcçôes compostas 
(ZM . . 

quando a derivada — é funcção continua de w; a derivada -—• 
di/ d t 

é funcção continua de v e te ; e a derivada — é funcção conti-
du 

nua de u, v e w. 
Do mesmo modo se procede no caso das funcçôes compostas 

de mais de tres funcçôes. 
NOTA. O processo precedente não tem logar 110 caso das va-

riaveis imaginarias. 

IV 

No seu excel lente Resume du Cours d'Analyse infinitesimal de 
l' Universite de Gand, o sr. P. Mansion demonst ra directamente que 
o theorema relativo á derivação das funcçôes compostas tem Iopar 
no caso das funcçôes encont radas nos Elementos . Vamos t r a n s c r e -

ver aqui a demonst ração dada por este illustre geometra . 
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As quatro fórmulas, que se acham d i r ec t amen te : 

(uvw)' = U1 VW + V1UW + Wf UVt 

(u 4- v — to)' = U14- v' — w', 

VUi-UV1 

( t ) ' 
(U8)' = VM"-1«' + Uv O1 Iog U, 

mostram que o theorema da derivação das funcçôes compostas 
tem logar no caso em que a funcçâo 

F (m, v, w) 

representa uma das qua t ro funcçôes 

u 
u-rv — w, uvw, —, uv. 

V 

l .° Most remos agora que se o theorema é verdadeiro para a 
funcção s = F (u, t), w), t a m b é m é verdadeiro para a funcção 

¥ = / » • 
Com efíeito, t emos 

dy dy ds 

dx ds dx 

e 

ds ds du ^ ds dv ^ ds dw 

dx du dx dv dx dw ' dx' 

logo 

dy dy ds du ^ dy ds dv ^ dy ds dw 

dx ds du dx ds dv dx ds dw dx' 

OU 

dy dy du ^ dy dv ^ dy dw 

dx du dx dv dx dw dx' 
l i e é o theorema que se queria demons t ra r . 
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2.° Sejam agora s e t doas funcções de u e v, funcções de x, 
e supponhamos que a r e g r a de derivação das funcções compostas 
t e m logar para s e t consideradas como funcções de u e v, w e d 
sendo funcções de x ; para y considerado como funcção d e s e í , 
s e t sendo funcções de x; para y considerado como funcção de 
s e t, $ e t sendo funcções de u; para y considerado como funcção 
de s e í, s e t sendo funcções de v. Vamos mos t ra r que esta regra 
ainda t e m logar para y considerado como funcção de u e u , u et 
sendo funcções de x. 

Com effei to, t emos 

ds ds du + ds dv 

dx du dx 
+ 

dv dx 

dt 

dx 

dt du 

du dx 
+ dt 

dv 

dv 

dx 

dy dy ds dy dt 

dx ds dx dt dx 

dy dy ds ^ dy dt 

du ds du dt du 

dy dy ds dy dt 

dv ds dv dt dv 

Combinando as t res pr imeiras fórmulas vem 

dy dy ds du ^ dy ds dv 

dx ds du dx ds dv dx 

dy dt ou ^ dy dt dv 

dt du dx dt dv dx 

ou 
dy /dy ds ^ d y dt\du ^ /dy ds ^ dy dt \ dv 

dx \ds du dt du) dx \ds dv dt dvJ dx 
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ou, a t t endendo ás duas u l t imas , 

dy dy du ^ dy dv 

dx du dx dv dx' 

que é o que se que r i a d e m o n s t r a r . 
Por appl icaçòes successivas do que vem de ser d ic to e x t e n d e - s e 

a regra da de r ivação das funcçôes compos t a s a todas as funcçôes 
elementares . 

V 

O modo de cons iderar o t h e o r e m a das funcçôes compos tas ex~ 
posto no n." III não é applicavel no caso das variaveis i m a g i n a -
rias. Pelo con t ra r io , o modo expos to no n. 0 IV é applicavel n ' e s t e 
caso, como se vê fac i lmente , assim como o expos to nos n. o s I e I I , 
como vamos m o s t r a r . 

Notemos p r i m e i r o q u e sendo F (z), F (z) e F ' ' (z) funcçôes fi-
nitas de z em todos os pontos da curva K que une um ponto zo 
ao ponto Z, da fórmula de M. D a r b o u x 

9 (Z) — 9 (zo) = ^se a i 9' (Z1), 

onde s r e p r e s e n t a o c o m p r i m e n t o da curva K, \ um fac to r pos i -
tivo não super io r á un idade , e Z1 uma quan t idade imaginar ia r e -
presentada por um ponto da curva K, t i r a - s e , app l icando-a á 
funcção de z 

F ( Z ) - [ F ( z ) + ( Z - z ) F ' ( z ) ] , 

a fórmula 

F (Z) = F ( Z 0 ) + (Z - z 0 ) F ' (z0) + U e * ( Z - Z 1 ) F" ( Z 1 ) . 
9 



1 3 0 

Posto isto, appl iquemos esta fórmula á funcção f(u,v), o que 
dá 

f(u + k,v + l ) = f \ u + k,v) + d í { U ^ k , V ) l 
dv 

, , . dH(u + k,vx) 
+ \se<»(v + l - v i . 

dv1 

represen tando um valor de v r epresen tado por um ponto da 
linha descripto por v na passagem de v para v + l. 

Mas da definição de derivada resulta 

f[u + k, v) = f ( u , v) - f — k + a , k, 
(1U 

df í tl l1) 
e da cont inuidade de — relat ivamente a u resulta 

dv 

d f ( u + k,v) df(u,v) ^ 

dv dv 2' 

onde ai e são quant idades inf ini tamente pequenas com k. 
Logo 

f (u + k, v + Ij = f (u, v) + f-k + ^ - l 
du dv 

+ «i k + a2Z + \ s é * ( v + Z - V1) + p O t 
dv1 

e por tan to 

f{u + k,v + Z) - / > , v) _ df k df l 

h du Ii dv h 

k , Z1 . v + l —vi d i f ( u + k,Vi) 
+ « l - r + « 2 j + Ue^. 7 . , 

h h Ii dv* 
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Tomos, porém, quando h t ende para zero 

k l 
I i m - = M', Iim — = x>', I ims = O, 

h h 

e das desegualdades 

| « i - t > | < | Z | , 

das quaes a segunda tem logar para valores su f i c i en t emen te p e -
quenos de l, t i r a - se 

( t > + J - t > i ) < 2 | l | 
e portanto 

v + l — r j 

< 2 t 

, . , d2/" (w, v) . 
Logo se a derivada — — — é imita na vizinhança de (w , r ) , 

temos 

Iim 

dv* 

f{u + k,v + l ) - f ( u , v ) _ d f u 

h du dv 

que é o que se quer ia demons t ra r . 
Do mesmo modo se demons t ra o t heo rema quando a derivada 

df(u v\ 
— ~ — é uma funcç3o cont inua de v no ponto (u, w) e a de r i -

du 
vada de segunda o rdem 

dV(M. v) 

d u 2 

é finita na vizinhança do ponto (u, «). 
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BiBLIOGRAPHIA 

R. R. de Sousa Pinto. — Estudos instrumentaes no Observatório 
astronomico da Universidade de Coimbra. — Coimbra, 1881. 

N'es te livro excel lente , e da maior ut i l idade para aquelles que 
pre tendem inst ruir -se rios meios de t r aba lha r com o circulo meri-
diano, expõe o iliustre director do Observatór io astronomico da 
Universidade de Coimbra os methodos empregados n'aquelle 
Observatór io para o es tudo do circulo mer id iano de Repsold, com 
que foi dotado em 1 8 7 9 . Occupa-se das rectificações do instru-
mento , da de te rminação dos erros ins t rumentaes e das correcções 
que devem ser feitas ás observações das passagens meridianas e das 
distancias zenithaes. 

R. R. de Sousa Pinto. — Supplemento ao Calculo das ephemerides 
astronómicas.— Coimbra. 

É bem conhecido o t rabalho de alta imporlancia que o sr. Sousa 
Pinto publicou em 18Í-9, in t i tu lado: Calculo das Ephemerides Astro-
nómicas, no qual o auctor expõe desenvolvidamente os processos 
empregados para o calculo das Ephemerides astronómicas, que todos 
os annos publica a Universidade de Coimbra . No Supplemento que 
vem de ser publicado são expostos os processos que se empregam 
no calculo de alguns art igos introduzidos nas Ephemerides depois 
da publicação d 'aquella obra . 

A. Schiappa Monteiro. — Note sur Ie Iriancjle isoscèle (Jornal da 
Academia das Sciencias de Lisboa, 1 8 8 7 ) . 

R e f e r e - s e a pr imeira pa r t e d 'es le t rabalho ao mesmo assumpto 
de que o auctor se occupou no seu ar t igo publicado na pagina 51. 
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Em seguida apresenta soluções novas de alguns problemas pro-
postos pelo auctor no tomo i d 'este jornal e analysa as soluções 
conhecidas. Finalmente apresenta algumas propriedades in teres-
santes das bissectrizes interiores dos triângulos escalenos, das 
quaes faz applicação á demonstração do theorema de Geometr ia 
elementar seguinte: 

Em todo o triangulo o angulo da maior bissectriz é menor do 
que o angulo da maior, e reciprocamente. 

M. David. — Développement des fonctions implicites (Journal de 
IEcole Polyterhnique de Paris, 1887) . 

N'esta importante memoria resolve o auctor a questão seguinte: 
Dada uma equação algébrica f ( x , y) = 0, determinar uma série 

que represente uma funcção de y por meio da variavel x, para 
qualquer \alor de x. 

Mostra primeiro como se resolve esta questão por meio da 
serie de Lagrange1 e como se determina o contorno no interior 
do qual esla serie é convergente e no exter ior do qual é diver-
gente. Em seguida mostra como se r e sohe a mesma questão por 
meio de series a dupla entrada, e que o contòrno de convergência 
d'estas series está comprehendido no contòrno de convergência da 
serie de Lagrange. 

Finalmente faz applicaçâo dos princípios precedentes á fórmula 
que nós publicámos em 1881 no Journal de Mathématiques e em 
seguida no nosso Curso de Analyse (pag. 2 3 7 ) , para dar uma d e -
monstração nova da nossa fórmula e deduzir d'ella que a serie 
de Lagrange é a única serie a simples ent rada que pôde repre -
sentar uma funcção da raiz da equação proposta. 

M. David. — Sur Ies contours décrits autour des points singuliers 
d'une équation algébrique [Mémoires de VAcadémie des Sciences 
de Toulouse, 1886), 

Équations des contours tracés autour de points donnés (Item, 
1887). 
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11. Bentabol.— Quadratura de áreas planas applicada ai calculo 
de perfiles transversales. — Madrid, 188 7. 

N ' e s t e opusculo o auc tor e x p ò e o mc thodo g raph ico , devido 
ao sr. Coll ignon, para o calculo das á reas p lanas , me thodo que 
ex ige sómente o e m p r e g o da regoa e do compasso . Em seguida 
applica e s t e m e t h o d o ao calculo de perf is t r ansversaes . 

H. G. Zeuthen. — Sur la détermination d'une courbe algébrique 
par des points donnés 'Mathemaliche Annalen, t x x x i j . 

N ' e s t a m e m o r i a i m p o r t a n t e occupa-se o sábio g e o m e t r a dina-
m a r q u e z de formular e d e m o n s t r a r de um modo comple to os prin-
c ipaes t h e o r e m a s re la t ivos á de t e rminação d ' u m a curva algébrica 
que passa por pontos dados . 

Pr inc ip ia por p rocu ra r o n u m e r o de d e t e r m i n a ç õ e s , indepen-
d e n t e s e n t r e si, de uma curva de o rdem n que d e \ e passar por 
nm pontos de in tersecção de uma curva de o r d e m n com outra 
de o r d e m m. Em segu ida d e m o n s t r a o t h e o r e m a de Cayley rela-
tivo ao n u m e r o de d e t e r m i n a ç õ e s de uma curva que passa por 
Toj ma pontos de in te r secção de duas curvas de o r d e m nij e de 
o r d e m F i n a l m e n t e d ' e s t e s t h e o r e m a s deduz o n u m e r o de de-
t e r m i n a ç õ e s de uma curva de o r d e m n que deve passar por um 
g r u p o de pontos dados . 

M. Lerch. — Sur une démonstration du théorème de Cuuchy sur 
Ies intégrales prises entre limites imaginaires (.Bulletin de la So-
ciété des Sciences de Bnlu'me, 1 8 8 7 ) . 

O fim do auc to r n ' e s t e bello t raba lho é m o s t r a r como se podem 
es tudar os e l emen tos da theor ia das funcções de variaxeis imagi-
nar ias e m p r e g a n d o i n t e g r a e s rec t i l ineos , em logar de integraes 
curvil íneos, como se faz hab i t ua lmen te . É assim que , pela con-
s ideração de in tegraes t o m a d o s ao longo de polygonos, demonstra 
o t h e o r e m a de Taylor e o t h e o r e m a de Cauchy re la t ivo aos in-
t e g r a e s tomailos ao longo de um con tô rno no in ter ior do qual a 
funcção in t eg rada é synect ica . 
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}1. Lerch.— Deux théorèmes d'Arithmétique (Jtem). 
Sur une formule d'Arithmétique (Comptes rendus de YAca-

démie des Sciences de Paris, 1 8 8 7 ) . 

S. Pincherle. — Sur Ia nature arithmétique des coefficients des sé-
ries intégrales des équations différentielles linéaires (Journal fur 
die reine und angewandte Malhemalik, t. 1 0 3 ) . 

N'este bello ar t igo demonst ra o aiietor que os coe f i c i en t e s da 
serie ordenada segundo as potencias de x, que representa o des -
envolvimento de um integral de uma equação diiferencial l inear 
de ordem m com coef ic ien tes racionaes, são números algébricos 
que per tencem ao dominio de racionalidade definido pela equação 
determinante 1) (o) = 0; e que os coe f i c i en te s das potencias de p 
n'estes números são fracções que reduzidas á expressão mais s im-
ples não contêem em denominador senão factores primos pn t aes 

que Iim — é u m numero f i n i t o , « n tl=X » 

A. Marre. — Théorème du carré de Yhypothénuse (Bulletino di bi-
bliografia e di sloria delle scienze matematiche e fisiche, t. x x ) . 

N 'es te in teressante ar t igo apresenta o auctor uma serie de d e -
monstrações do theo rema do quadrado da hypothenusa a t t r ibu ido 
a Pythagoras. É assim que apresenta uma demonst ração t i rada 
do Youcti-Bâcha sanscri to pelo sr. Ch. W h i s h ; duas demons t r a -
ções t iradas do Bija-Ganita, a pr imeira fundada no desenvolvi-
mento de [a — e a segunda na semelhança do tr iangulo p ro-
posto com os tr iângulos formados pela perpendicular aba ixada do 
vertice do angulo recto sobre a hypothenusa ; uma demons t ração 
fundada no desenvolvimento de (a + &)'-; uma demonst ração de -
vida a Saunderson ; e tc . 

Pirzeti. — Contribuzione alio studio geometrico delia superfície ter-
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restre (Giornale delia Società di IeUure e eonversazioni seientifiàie 
in Génova, 1 8 8 7 ) . 

Piuma. — Intorno a due elassi di inlegrali esprimibili con soli lo-
gar ilmi (Item). 

Loria. — Sugli enti geometriei generali da forme fondamentali in 
corrispondenza algébrica (Item). 

Morera. — Sulla integrazioni deli' equazione a derivata parziali dei 
primo ordine (Item). 

Perroni. — Sul punto doppio apparente delia cubica gobba (Item). 

G. T. 
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fflODIFICAT10N DE LA TROISIÈME DÉIÍIONSTRATION OONNÉE PAR GAUSS 
OE LA LOI DE REPROCHE DE LEGENDRE 

Il y a déjíi une fnule des démonstra t ions du célèbre théorème 
arithmétique appelé la Ioi .Ie reciprocité de L e g e n d r e , et pa rmi 
elles plusieures reposent sur Ie n ième príncipe que la t roisième 
parmi Ies six démonstrat ions données par Gauss de ce théorème. 
C'est aussi la démonstra t ion suivante que je vais développer . 

Dans cette note je fais usage du symbole E (¾) qui représen te 
Ie plus grand nombre en t ie r contenu dans Ia quant i té x supposée 
réelle et positive, de sor te que Ia différence x — E (x) sera ou 
zéro ou une quan t i t é positive inférieure à 1'unité; ensuite, je r e -
présente par U (y.) Ie résul ta t qu 'on obt ien t en re t ranchan t de la 
quantité réelle x Ie nombre en t ie r qui Ini est Ie plus approché, 
de sorte que Ia quant i té R (x) est ou positive 011 négative, mais 

toujours contenue en t r e Ies limites í — — . . . — ) , de sorte qu'on 

Enfin. x . é t an t une quant i t é différente de zéro, je r ep résen te 
par Ie symbole sgn. x (lisez signum x) ou -M ou — 1, selon que 
* est positif ou négatil'. Ces deux dern iè res fonctions numériques 
ont été introduites par M. Kronecker . 

F A B 

M . L E R C H 

( à P r a g u e ) 

a 
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1. Soit maintenant p un nombre premier supér ieur à 2, q un 
* nombre en t ie r positif non divisible par p, et posons 

( , « o P - 1 
(1) a , - 2 v ? - p - 2 / > E ^ , ^ v - 1 , 2 , 3 , . . . 

2 

Les nombres a \ , a 2 , . . . a y , _ i sont év idemment tous entiers, 
2 

positifs ou riégatifs, impairs , et en valeur absolue moindres que p. 
Je vais en p remier Iieu eu dé te rminer Ies signes. Comme Ie nom-
bre a, a Ie même signe que Ie suivant 

— = — — E — —, 
2 P p \P / 2 

il siifTit de considérer ce dern ie r nombre . Or Ia différence 

— — E ( — 
P \P 

V O . 0 , 1 

é t an t Ie res te positif de la fraction —, la quaut i té — sera po-

sitive ou négative selon que 

E [-L) > _ ou < - - ; 
p \ p J 2 2 

I v <7 \ / v q 
et comme on a dans Ie premier c as R ( — ) < O, et R ( — 

, . t «v W V P 
dans Ie second, on voit que -

/ v o \ . „ 2 P 
R ( -y sera négati l ou positif, 

> 0 

dans Ie second, on voit que — sera positif ou négatif selon que 

En d ' au t r e s t e r m e s on a 
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ou ce qui es t Ia même chose, 

'vqr 
(2) sgn. a, = — s g n . R 

4 P 

C'est cet te formule qui exp r ime Ie signe de a., par celui de la 
Ionction ar i thmét ique R (¾). 

p — i 
Je dis maintenant que Ies ——— nombres av sont différents 

même dans Ieurs valeurs absolues. Car en eífet , si a? et o, a u -
raient la m ê m e valeur absolue, ou devrai t avoir ou a, = aP ou 
a, = —a p , c ' e s t - à -d i re l 'un des deux nombres a, ± ap devrai t 
s'annuler. Or Ies nombres , p étant supposés contenus dans la 

p— i 
série 1, 2, 3, . . . — - — , Ia valeur absolue du nombre v rt p sera 

moindre que p— 1; ensui le , on déduit de Thypothèse a» ^ r a p = O 
1'équation suivante 

2 ( v ± p ) 9 = ( l r fc i ) p + 2 p E ( ^ , 

dont on voit que (v ±: p) q doit ê t r e divisible par p. Or q é t an t 
v ± p 

premier avec p, il faut que soit un nombre ent ier , ce qui 

est impossible, Ie n u m é r a t e u r é t an t inférieur à p — 1 . Donc tous 
Ies nombres av ont leurs modules différents en t r e eux . 

Cela é tan t il est clair que Ies nombres av ne diffèrent que par 
1'ordre et Ie signe des nombres de Ia suite 1, 2, 5, 7, . . . p — 2, 
de sorte que Ie produit O1 . . . ap—\ a pour valeur absolue 

2 
Ie nombre 1 . 3 . 5 . . . p — 2, et comme son signe équivant au 
produit des seconds m e m b r e s de Ia formule (2), savoir 

Il - s s - k ( y ) ] H - ^ 
l ( p - i ) sgn. 

( P - I ) 

n R 
v=t 
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on aura évideminent Ia formule 

/ aia2 03 .. . ap_\ 

(3) 
2 

1 , .. 
| = ( - 1 ) 2 ( P 1 1 . 3 . 5 . . . ( p — 2 ) s g n . 2 I I R ( — ) • 

v = i \ p 

Or 1'équation (1) mont re qu'il subsiste la congruence 

a, = (modp) , 

de sorte que nous aurons 

a , a 2 . . . av—\ = 1 . 2 . 3 . . . £ = 1 . ( 2 ( m o d p ) , 
2 Z 

et 1'équation (3) nous donnera , par conséquent , la congruence 

1 . 2 . 3 . . . ^ W 1 ' - ' 1 

— O2 1 . 3 . 5 . . . ( p — 2) sgn. n R p 
v = 1 \ P / 

prise par r appor t au m ê m e module p . 
En multipliant Ies deux m e m b r e s de ce t t e congruence par Ie 

nombre 

2 . 4 . 6 . . . ( p - l ) = 2 2 ( ? 1 ) . 1 . 2 . 3 . . . ^ — 
2à 

il vient 

( 3 * ) 

2 ( P - I ) ^ , . 2 . 3 . . . ^ 1 ^ . ( 4 ^ 

1 

[ = ( - i ) ¥ { í > _ l ) ( ? - ! ) ! sgn. n R 
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Or Ie théorème de Wilson expr imé pa r Ia formule 

(p — 1 ) ! = — 1, ( m o d p ) 

conduit à la congruence 

1 . 2 . 3 . . . ^ 1 ^ = - ( - 1 ) ^ , ( m o d p ) , 

. . p+\ p + 3 
puisque Ies nombres — - — , — — , . . . p — 1 sont congrus aux 

2 2 
p - i « — 3 , . 

nombres —, —, . . . — 1; on a ensui te , d après Ie 
a Z 

théorème de F e r m a t , 

4 « ( P - 1 ) = 2 P - « = I , ( m o d p ) . 

D a p r è s ces trois congruences la formule (3 *) se change en la 
suivante 

- ( p - l ) 2 ( P - 1 ) / v f l \ 
q 2 = s g n . n H l — ) , (modp) , 

»=1 \ P / 

et c est ce t te congruence qui joue Ie role capitale dans la d é m o n -
stration qui nous occupe. 

Car en représen tan t avec Legendre par Ie symbol ^ ou 1 

ou — 1 selon que Ia congruence x5 . q, (mod p) a ou n'a pas de 
racines, on sait depuis Euler que l'on a 

P - I 

q * = 
P 

ce qui est en même temps Ie théorème Ie plus é lémenta i r de Ia 
théorie des résidus quadra l iques . 
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IVaprès ce l te formule la congruence (4) se change eu 1'équation 

- x I l p-1 ' 
<•*> ( f H " - J i R ( y 

qui se t rouve é tabl ie dans plusieurs art icles fort inléressants de 
M. Kroneeke r (*). 

3. La formule (5) n 'expr ime que ce que Ie svmbole 1 
kP 

équivaut ou à 1 ou à — 1, selon que Ie nombre des te rmes néga-
tifs de la série 

[ i ( 6 . ) " ( J ) - - K p 

est pair ou impair . C e t t e série peu t ê t re remplaçée par d 'autres; 
par exemple , Ie signe de la quant i té t g i t * ou celui de s in2i tx 
é t an t Ie même que celui de Il (x) on peut considérer Ies séries 

v o i r . 2 v < / 7 : / . „ p — í 

t g - i - , s i n — i - , v = l , 2 , -
P P \ 2 

au Iieu de la p récédante . 
Je me borne seulement à r emarquer que la somme 

(6) . = ! V i [ l - 8 g „ . K ( ^ ) ] 

est précisément égale au nombre des t e rmes négatifs de la sé-

r ie (o). Car si sgn. R ^ — ^ = 1, Ie te rme correspondant de la 

(#) Si tzungsber ichte der kõn. p reuss i sehen Akad . d. W i s s ; mai et juin 
188 i , avril et n o v e m b r e 1885. 
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somme c disparalt , tandis qu'i! deviendra égai à 1'unité en supposant 

que R s o ^ t c 'es t -à-di re que sgn. R 

on aura donc la formule 

( 6 . ) 

— 1; 

Pour t ransformer la somme (6) je considère de nouveau Ies 
nombres a, introduits au commencement . Les nombres av é tant 

affectés du signe — sgn. R J Ies produits av sgn. R s e ~ 

ront négatifs et coincideront à l 'ordre prés avec Ies te rmes de la 
série — í, — 3 , — o , . . . — Ijp— 2) , dont la somme est 

2 

de sorte qu'il vient 

P-

¥ ( P - D 

2 
«=1 

2v<j — p — 2/> E 

s'ensnit Ia formule 

I t ^- 1 Y 
2 vg — p E 

v = i L 

= 2 Í , S g n -

(y)j 

P - I V 

sgn. R 

en Ia re t ranchant , membre à membre , de 1'identité 

j ( P - I ) 

10 q - p 
T(P- D 

2 
Y=I 

E ( — 
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il vient 

2 , i L 
l - s g n . R f ^ 

v = i v P 

P 2 - I 

Or Ies facteurs 1 — sgn. R ( — ) é t an t ou zéro ou deux, on voit 
\ P / 

que Ie p remier m e m b r e est un nombre pair , et Ie nombre p étant 
impair on voit a isément que Ie second m e m b r e n 'es t pair que si 

(7) 

I t P - D 1 

, I i 2 
1 _ s g n . R (11 

j ( P - I ) 

= I E 
V = I 

P / J 

+ ^ ( 9 - 1 . ( m ° d 2 ) ; 

c'est donc une formule qui permet de remplacer la somme (6) 
par un nombre de Ia même pari té , ce quisuí f i t pour notre but. 

P r e n a n t alors q = 2 et se rappelant ce que , dans ce cas, tous 
2v / 2 v \ 

Ies f ra r t ions — étant moindres que 1'unité, on aura El — 1 = 0, 
P \ p J 

de sor te que Ia formule (7) nous donne 

P i - 1 
( m o d 2 ) , 

et par suite 1'équation (6 *) devient dans ce cas 
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Soit main tenant q un nombre impa i r ; dans ce cas Ie n o m b r e 
P i - i 
—-—(q— 1) sera pair et la congruence (7) deviendra 

/ \ 
(9) C = 2 E ) , (mod 2) . 

Cette formule n 'exige que ce que Ie nombre q soit impair et 
non divisible par Ie nombre premier p. 

Mais si l'on cherche l 'expression 0 , 1 c^oit supposer que 

même Ie nombre q soit p remier et diíférent de p. 
Cela é tant supposé rempli , la régie expr imée par Ia formule (6 *) 

nous donne 

1 ( P - I ) 

(10) 

Je vais main tenant prouver la formule 

/ j i x l ( ? , - 1 ) / \ Up-V / \ i 

A cet effet je suppose q <p et je considère la droi te OP dont 

1'équation, dans Ie système car iés ien , soit y = — x; soit P Ie point 

i I p 
de cette droi te dont 1'abscisse est x = — ( p — i) et dont l 'o r -

Jti 

donnée sera donc 

de sorte que 
E ( ! / ) = 1 ( 3 - 1 ) . 

10 



1 4 6 JORNAL L)E SCIÊNCIAS 

En représen tan t par P ' , P7 Ies projections du point P sur 1'axe 
des x et des y, j 'observe que Ie tr iangle rec tangle O P ' P contient 

i (p - i ) , . 

précisément 2 E ( — J points dont Ies coordonnées sont des 

nombres ent iers posit ifs, ainsi que Ie tr iangle O P ' ' P contient 

2 E ( — I des 

points de ce t te espèce. Comme Ie contour de 

ces tr iangles ne contient aucun de tels points, on voit que la somme 
I ( P - I ) . , { ( P - 1 ) , 

2 E ^ V 2 E ^ 
V=I \ P / P=I 

équivaut au nombre des points , à coordonnées entières et posi-
tives, placés dans Ie rectangle OP 1 PP ' ' , et ce nombre é tant évi-

p — 1 q— 1 , 
demment Ie produit — - — . — - — 1 équation (11) est démontrée. 

JL £à 

Alors il résul te des formules (6 *), (9), (10) et (11) Ia suivante 

qui expr ime Ie célebre théorème de Legend re que nous voulions 
é tab l i r . 
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SUR CERTAINES IVIOYENNES ARITKMÉTIQUES DES FONCTIONS 
D'UNE VARIABLE COMPLEXE 

(Extrai t d 'une lettre adressée à F. Gomes Tei íe i ra) 

P A R 

A. GUTZMER 

( à B e r l i n ) 

Vous connaissez Ie t h é o r è m e de M. R o u c h é (*) sur Ia 
moyenne a r i t h m é t i q u e d ' u n e fonction 

O O + 8 

f ( x ) = 2 avícv ou f ( x ) = 2 <»v#\ 

selon Iequel Ia m o v e n n e a r i t h m é t i q u e de t ou t e s Ies va leurs de 
f [ x ) 
- — - , co r r e spondan te s à une va leur d é t e r m i n é e du modu le r de 

CC 

la variable 

x = r . e0 i = r (cos O + i sin ô) , 

est égale au coefficient an, ce qui s 'écr i t 

f ( x ) _ 
Z \ f r — — an. 

Ce t h é o r è m e , c i té p a r p lus ieurs a u t e u r s e t d ' u n e c e r t a i n e i m -
portance dans la théor i e des fonct ions, a é t é é t e n d u e pa r M. T h o -
mae (** ) . 

(*) Journal de l'Ecole Polytechnique1 eahier 39.—Voyez aussi: Serret, 
Algebre Supérieur. 

(*#) Elementare Tlieorie der analytisehen Funetionen, p. 130. 
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Je vais vous communique r dans ces lignes un théo rème analo-
g u e qui se r a p p o r t e aux valeurs du ca r r é du module de Ia Ion-
etion f ( x ) Ie Iong d 'un cercle au tour de ! 'or igine, e t qui sera 
publ ié p rocha inemen t dans Ies « M a t h e m a t i s c h e Auna l en» . 

Supposons q u e la série de puissance 

00 
(1) f ( x ) = 2 a,Xv 

V=O 

converge absolument dans l a région définie par SR (en dé-
signant d ' après M. W e i e r s t r a s s par | x | Ie module de Ia quan-
ti té x), et posons 

x = r . ebi, (r < R ) ; 

1'équation (1) deviendra 

f [ x ) = f ( r , G ) = 2 a , r V 6 i 
v=0 

et par la mult ipl icat ion pa r la quan t i t é con juguée 

7 ( r 6 ) = 2 O l l ^ e - I l 0 i 

P=O 
nous ob t i endrons 

I f ( M ) I 2 = 2 a . ã u r " + ^ . 
' , P = O 

= 2 | av I2 / '2 v + 2 a . h ^ + ^ e ' ^ ) ^ . 
V = O V , ( 1 = 0 

En posant a, = a, + 13,?', c e t t e équa t ion dev ien t 

| f ( r , 6) |2 = 2 | av [2?'2 v + 2 2 + p » ^ ) cos ( v - y . ) h + 
v=0 v ,(i=o ( 

+ («v (3,U - *H-?v) Sin (v - |i) e J rv+í* 

= 2 | «v I2 r 2 * + 2 2 2 ( « p + x ^ + ^ + a P ^ c o s ^ Ô 
V=O > . = 1 H-=O ( 

+ P f i - a* 3^+x) sin XO j 
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En désignant 

(2) 2 ( ^ + x * * + ^ + ^ * ) = Ax 
H=O 

2 («h+X fr-«HÍVhO r2f*+* = B x , 
(X-=O 

1'équalion p r é c é d e n t e p e u t s ' écr i re 

(3) l / " M ) | s = 2 | a v | 2 í ' 2 v + 2 i A x c o s x 6 + B x s i n X 0 . 
v = 0 X = I 

Cet te équa t ion nous donne i m m é d i a t e m e n t 

| f ( r , 0 + t : ) | 2 = 2 | a v ] 2 r ^ + 2 2 ( - 1 ) M A X cosX0 + Bx sinXÔ 
v = 0 X = I ( 

et par suite nous aurons 

2 I I f l r , 0 ) | « + I f M + . ) 

= 2 | O i I 2 T 2 v + 2 2 ÍA2xCOS2X9 + B 2 x s i n 2 X ' | . 
V=O X=I ' ' 

De m ê m e vous t rouvez 

1 

2 f M + - + f M + 
3 

= 2 | a v | 2 r 2 v + 2 2 ( - L ) X SA2X COS2X0 + B 2 x s i n 2 X 0 j, 
v X = I 1 ' 

et, en add i t ionnan t ces deux équa t i ons , vous aurez 

+ f (r, 0 + rc) + f r,0 + 

: 2 | d v | 2 t 2 v + 2 2 Í A j x c o s 4 X 0 + B , j x s i n 4 X 0 j . 
x = l 1 ' > 
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En continuant de cel te manière , vous finirez par trouver l'é-
quation 

(4) 
1 2» —1 

2* i 
f(r, 8 + 

k it 
2"—1 

= 1 | a , | 2 r 2 v + 2 2 ! A 2 n cos (2»X6) + B 2 n sin (2"x8) | . 
v = 0 ) . = 1 ' 1 

Maintenant ii est facile de se convaincre que la dernière somme 
s 'approche de la valeur zéro, si n augmente indéfiniment. En 
effet , en profitant des définitions (2) et de la supposition faite 
de Ia série ( 1 ) , il s 'ensuit 

2 j A2,,x cos (2"X9) + B2,, >. sin (2»X6) | 

< ! 2 j | a ( t + 2 „ x . . | + | p + 2 „ x . p i + 
^=I (1=0 1 

+ I V R n - M Py+2«x | j 

< 2 2 . j , K(/ | + | 3 ( Í | j . j | K ( 4 + 2 n I + I P i ^ x | j 
X—1 f-—0 

< 2 n » . || I +1 | . 2 I * + * * . j I a ( i + 2 „ x I + 13(*-j-2"x I j" 
(»=0 ! X=I ' 

La première somme est évidemment une quant i té finie, tandis 
que la seconde en représente une sorte de r e s t e ; par conséquent 
elle devra s 'évanouir pour n infini, et de même Ie produit des 
deux séries. 

Nous pouvons donc conclure que 

1 2"—1 

J ^ i K H + * - . 
kit 

= 2 | a , | 2 r 2 \ 
v=O 

Or, Ie premier m e m b r e de (o) représente la moyenne arithmé-
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tique des earrés des modules de (1) pour tous Ies points du c e r -
cle | x | = r . 

En indiquant ce t t e moyenne par ZMr, nous avons 

(6) ZMr | f ( x ) |2 = ZMr I 2 a, ^v I 2 = 2 | a v | » r * . 
V=O V=O 

Cette équation nous fournit Ie 
THÉORÈME: La moyenne arithmétique des earrés des modules de 

toules Ies valeurs que la série 

OO 

f ( í c ) = 2 a , x ' 
V=O 

passe avoir Ie Iong du eerele | x | = r, situe dans la région de eon-
vergenee, est égale à la somme des earrés des modules des termes 
de la série. 

Il est aisé de voir que ee t héo rème est encore en force pour 
des séries plus généra les d 'une seule ou de plusieurs variables. De 
mème on peut énoncer ce théorème pour un cercie quelconque, 
situé par fa i tement dans la région de convergence de la série, 
pourvu qu'on p renne , au Iieu de la sér ie proposée, son dévelop-
pement autour du cent re du cercie . Mais je n'y insisterai plus. 

Dans ses recherches sur Ies séries t r igonométr iques (*) A. 
IIarnack a t rouvé quelques formules intégrales , qui ne sont a u t r e 
chose que des théorèmes sur Ia moyenne d 'une fonction, et il est 
facile de dér iver d 'une de ces formules une au t re démons t ra t ion 
de notre théorème, laquelle je dois à une le t t re , dont M. W. Dyck 
m'a honoré; il s 'ensuit que ce t héo rème est en force plus géné -
ralement qu'il semble d ' après Ia démonst ra t ion donnée ci-dessus. 
Cependant A. I Ia rnack n'a pas t iré des conséquences de sa for-
mule pour Ies fonctions d 'une variable complexe . Toutefois , ce t t e 
formule (**) m'a inspiré une nouvelle démonst ra t ion du théo rème 
énoncé, que je me p e r m e t s de vous communiquer . 

(#) Mathematische Annaten, ts. 17 e 19. 
(##) L . c., t. 17, p. 127, éq. (m) . 
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En effet, en sortant de l 'équation (3), nous aurons par intégration 

2« 2 TT 

J j / ; e ) | « d 6 - f l | a , | 2 r 2 ' . d 9 + 2 j " 2 jAxcosXO + Bxsin>ej .dO 

0 "o V _ 0 0 

íit 2w 

== 2 x . 2 | av I2 r2" + 2 2 J A J cos X9 . d9 + B1 I sin X9 . d'J j 
v=0 x=i [ J J 

O 0 

= 2 , 1 j a , | a r s " + 2 5 U ^ W b x
m s ^ 

V=O x=1 ( \ ^ / 0 \ ~A 

Evidemment chaque te rme de la dernière somme, et par suite 
la somme el le-même, s 'évanouit, de sorte que nous avons 

2ir 

J ^ / L K M ) I ^ - J J * |
4 r 2 \ 

Voilà Ie théorème en forme intégrale. Vous voyez, 3Ionsieur, 
qu'il ne faut que de supposer que Fintégrale au premier membre 
a un sens, ce qui est conforme aux conditions de A. IIarnack 
pour Ies séries tr igonométriques. 

Considérons encore quelques exemples. D 'après la formule (6) 
nous aurons pour la fonction ex: 

x 
Mr I e * ! 4 = 2 

Ji=O (n!)2 

ce qui devient , pour Ie cercle = 1, 

00 1 
S\íl | e* Is= 2 

Ti=O («!) n« 

OO /y.n 
De même nous aurons pour la série 2 — la relalion 

n = i n 2 

SWr 2 — = 2 — ; 
I I n=l » 4 
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par conséquent la moyenne ari t l imétiquc du carré du module de 
cette série, pour tous Ies points du cercle | í c | = I, es t égale à 

OO \ 

n = 1 n* = 9 0 ' 

XN 

La série 2 — possède pour un cercle \x\ = r la moyenne 

oo j-2» l 
arithmétique 2 — q u i devient pour r = cj"> 

XN 

3 I 

» _ , 1 16 
= 2 2 Í Í - j s » 

et pour r = 1 

Pour la série 

il suit 

M r 

1 4 
2 

Iog 

I o g - = 2 

1 

00 xn 

n 

1 - a ? 
= 2—s-» (ou r < 1) ; 

Ia méme moyenne se t rouve pour Ia fonction 

XN 

Iog ( 1 + 0 5 ) = 2 ( _ 1 ) « - 1 . _ , 
n= l n 

car évidemment on a 

SWr | Iog (1 + a;) | 2 = 2 — (ou r < 1), 
Ti=I n 

de sorte que Ies carrés des modules des deux fonctions Iog (1 + x) 
1 

et Iog ont la même movenne a r i thmét ique pour Ies mèmes 
1 — x 

cercles. 
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Parmi Ies conséquences qu 'on peut t i re r du théo rème énoncé, 
je ne ment ionnera i que Ia suivante . En dés ignan t par q x des quan-
t i tés positives, nous aurons ce r t a inemen t l ' inégalité 

q \ + q\>% qu. q* ({>• =I= v). 

F o r m o n s cet te inégali té pour toutes Ies valeurs de 
(a, v = 1 , 2 , . . . , m, [a =I= v; nous t rouverons faci lement par addition 

m m 

(m—l) 2 </V > 2 2 ÍH^v, JA=I=V. 
IX=I H> V=I 

Ajou tons aux deux m e m b r e s de ce t t e inégal i té 1'expression 
9*1 + q\ + . . . + ç 2

m ; i l suit 

m / m 
r,2 m. 2 q \ > I 2 <7H 

ou 
m 
S 

H=I 
?H 

* * V > 
H=I / V m 

Si nous posons ma in t enan t 

et m = 2" , nous aurons 
2" - I 

V 2" 4 « 2 n - i / j ' 2 " 

d 'ou vient à Faide de 1'équation (5), pour n infini 

Z F ' - « + R À 

i / 2 | a * | 2 >'2v > Iim J _ V j / { r , Ô + 
" v=0 «=*> z H=O I \ 

2«—IN 

/ 
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A gaúche nous avons une quant i té finie et dé te rminée , par 
conséquent Ia quant i té à droi te devra ê t r e finie, et comine Ia 

sorame 2 \f f r, 9 + — T ) est cer ta inement divergente , il faut 
I . 2 / I 

quelle devienne infinie du même ordre que 2 n . 
D'autre part Ie second m e m b r e r ep résen te la moyenne a r i t h m é -

tique des valeurs que Ie module de f(cc) parcourt pour Ie cercie 
\x\=r. Nous avons donc Ie 

THÉORÈME: La moyenne arithmétique Jes valeurs que Ie module 
de la fonetion f (x) parcourt pour tous Ies points du cercie | x j = r, 
est inférieure à la racine carrée de la moyenne arithmétique du carrée 
de ces modules. 

Nous avons donc une limite supér ieure de ce t t e moyenne a r i t h -
métique; je n'ai pas encore réussi à en trouver une expression 
exacte par Ia mé thode employée d ' abord dans ce t t e l e t t re . 

Pour dé le rminer cet te express ion par ! 'autre mé thode , on au-
rait à former 

2ir 2 It 

I \f(x)\dH = — / V/ 2 ava^r"+f- .db 
2 k J 2 t V V ; í t = o ' 

o o 

Peut-ôire je reviendrai une au t re fois à ce t t e express ion. 
Permet tez-moi , Monsieur , de a jou te r à ces lignes une nouvelle 

démonstration du théorème de M. Rouché , cité au commence -
ment de cet te l e t t r e . Considérons Ia fonetion 

f t x \ 
= Ia, xw~k = 2 a, r"~k jeos (v - k) 9 + i sin (v - k) 6 j; 

X , v I ' 

en intégrant, on aura 

ílMd"J = la,r"-k I j cos (v — &) 9 + t sin (v — k) 0 { d9 
J x v J i 
o 0 

o , „ , í / s i n (v —A-) . / c o s ( v - f t ) 9 \ 2 * ) 
= 2 ^ + 2 0 , ^ - ' ' | ( — — T j - ) - M — - , - , v==A, 

V — k ] a V V — A- / f t 
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Chaque t e rme de la somme, et par suite la somme elle-mêrae, 
devient zéro, de sorte que nous avons la formule 

1 F f i X ) M a 
2 - J I l F ft' 

0 

ce qui démont re Ie théorème de M. Rouché d 'une manière nou-
velle. 

Berl in , mai 1 8 8 8 . 



157 

E X T R A C T O S DAS P U B L I C A Ç Õ E S R E C E N T E S 

I 

S o b r e a c o n v e r g ê n c i a d a s s e r i e s 

A serie de termos positivos ^uli será convergente se, a partir d'um 
certo valor do numero inteiro e positivo n, for 

UN 

an a „ + i > a 
% + t 

an sendo uma funcção positiva de n e \l uma constante positiva. 
Tira-se es te t h e o r e m a da de segua ldade 

1 
«N+I < — {A,, UN — a „ + 1 UNJR i) 

que dá 

Mn+1 + .. . + UnJrm < — (an Un — UnJrm UnJrm) < ~ an un. 
V-

D e s t e t h e o r e m a d e d u z - s e : 
l .° Pondo an = 1, o c r i l e r io de convergência de Cauchy 

u n , , 

> 1 + j a ; 
« ; i + 1 

2.° Pondo an = n, o c r i t é r io de D u h a m e l 

r un 

" L Mn+1 
10 
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3 . ° Pondo a„ = n Iog n, n I o g n Iog Iog n, o b t ê m - s e os critérios 
do s r . B e r t r a n d . 

[J. L. Jensen : Sur un théorème general de convergence (Comptes 
rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, 1 8 8 8 ) ] . 

I I 

S o b r e u m t b e o r e m a d e T c h . é b y c l i e w 

Se U e V r e p r e s e n t a m duas funcçôes de x, cada uma das quaes 
varia n u m d e t e r m i n a d o sen t ido , quando x varia de O a 1, a ex-
p res são 

r \ A >1 
U V i t e - U dx Vdx 

Jo Jo Jo 

é positiva ou nega t iva , s egundo que U e V var iam ou não no 
m e s m o sent ido . 

T e m - s e dado var ias demons t r ações d ' e s te t h e o r e m a importante 
devido a T c h é b y c h e w . A segu in t e , devida ao sr . G. d 'Arone, é 
m u i t o s imples : 

Cons ide ra - se a exp re s são 

IL ( U I V L + M 2 V 2 + ••• — (UJ + U A + . . . + UN) ( V J + I V 2 + — 
•v 

onde Mi, M2, . . . , un, U1, t 2 , . . . , vn r e p r e s e n t a m quant idades arbi-
t r a r i a s . D i s p o n h a m - s e os seus t e r m o s do modo s e g u i n t e : 

M1 (V1 — « I ) + UI (®I — D2) + . . . + U 1 («1 — Vn) 

+ Í<2 («A — U1) + U 2 (u2 — D2) + . . . + U 2 (V2 — VN) 
+ 

+ MN («„ — D1) + Un (vn — D2) + . . . + UN (VN — V n ) . 

Os t e r m o s da d iagonal principal são nullos, e os te rmos syme-
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tricôs r e l a t i vamen te a esta diagonal podem ser a g r u p a d o s de m o d o 
a reduzir es ta e x p r e s s ã o á fó rma 

( K 1 - M 2 ) ( V 1 - V 2 ) + ( M l - M 3 ) ( W l - V 3 ) + . . . + ( M l - M n ) ( I ) 1 - V n ) 

+ ( M 2 - M 3 ) ( V 2 - V 3 ) + . . . + ( M 2 - M i l ) ( V 2 - V n ) 
+ 

+ ( M n _ l — M n ) ( v n _ l — V n ) . 

Temos pois 

n n n n 
n 2 UiVi- 1 Ui 2 V i = 2 (m — Uj) ( V j - V j ) . 

i = l i = l i = l i, j 

Supponhamos agora que os u e os v r e p r e s e n t a m os valores 
tomados pelas funcções U e Y nos e x t r e m o s supe r io res d e n in -
tervallos e g u a e s em que se devida o interval lo de O a 1. T e r e m o s 

1 » f 1 

lim — 2 Mf = I U dx 
n=x Il í J o 

I n r1 

lim — 2 V 1 = I V dx 
i l = » M 1 J o 

e portanto a e g u a l d a d e p r e c e d e n t e d a r á , depois de dividida por n 2 , 

f 1 T 1 T 1 I n 

U V d í c — Udic Wdx= lim — 2 (uí — u,) Ivi-V,). 
Jo J o Jo n=» «*{,; 

D e s t a egua ldade deduz - se o t h e o r e m a enunciado, visto que os 
productos [Ui-j) (V1--Vy) são positivos ou negat ivos segundo q u e 
U e V var iam ou não no m e s m o sent ido quando x varia d e s d e 
O até 1. 

[Giovanni d'Arone: Tntorno ad un teorema di Tehébychew (Gior-
nale di Matematiche de Battaglini, t. x x v i ) ] . 
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I I I 

U m a p r o p r i e d a d e d a t r a n s v e r s a l d o t r i a n g u l o 

Seja A B C um t r i angu lo dado, 31 um ponto da superfície deste 
t r i angu lo cujas coordenadas n o r m a e s suo x, y, z; A uma trans-
versal que passa pelo pon to M e cor ta o lado BC no ponto A1, 
o lado AB no pon to C j e o lado AC no ponto B j ; e N um outro 
pon to da t ransversa l cujas coordenadas n o r m a e s são ,T1, Z\. 

X1 _ A 1 N yi B 1 N Z1 C 1 N 

~x = Ã 7 3 Í ' Y = B l M ' T = C 1 M 1 

d ' o n d e se t i r a , pondo AB = c, BC = a, AC = b, 

A 1 N , B 1 N , C 1 N 

= I T M a x ' c ^ = ^ e " 

P o r o u t r a p a r t e t emos , as coo rdenadas sendo t o m a d a s em valor 
absolu to , 

ax\ + CZ1 + 6t/| = 2 S , ax + by + cz = 2 S , 

e p o r t a n t o 

1 a x - [ - J - - 4 - 1 )bv+\—?—l)cz = 0 
' A 1 N A / B 1 N , , , / N C 1 

í m - V — ÍÍ 
Mas 

A 1 M / V B 1 M ' / J \ M C 
Jby + 

A 1 N - A 1 M = M N , B 1 N + B 1 M = M N , N C 1 - M C 1 = M N , 

logo 
ax , by + cz 

M A 1 MB 1 M C 1 

que é a re lação que se p re t end ia acha r . 

[// Plamenewsky: Une propriété nouvelle de la transversale du 
triangle (Journal de Mathémaliques spéciales, 1 8 8 8 ) ] . 
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SUR UNE P R O P R I É T É D E S NOMBRES 
(Extrait d'une Ietlre adressée à F. Gomes Teixeira) 

P A R 

M . L E R C H 

( à P r a g u e ) 

. . . L e t h é o r è m e que j ' a i e n vue est I e su ivan t : L a s o m m e 
de tous Ies produi t s possibles de Ia fo rme q\ q-i q% . . . qn, ou Ies 
q sont des n o m b r e s en t ie r s positifs sa t i s fa i san t a u x condi t ions 

est égale a u n o m b r e 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n + 1) . 
Ce t h é o r è m e résu l te en éva luan t de deux man iè r e s d i f fé ren tes 

Ia dérivée 

/ d"+2 x \ 

\ du»+* A = o ' 

OU 

X = I - s / = 2 ( - í 2 " M<-

On a év ide inmen t 
/ án+2 x \ 

ensuite, Ia fonetion x sa t i s fa i san t à l 'équat ion d i f fé ren t ie l l e 

dx 1 . = 1 + a ; + a ; s + 

du 1 — x 
ii 
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il en r é su l t e que Ton a 

d?x dx r 2 «o a*»-1] 
La0=O J du* . du 
L * o = u -J a o , « 1 

OÚ 

«o, «1 = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . . 

De là on t i r e , en d i f fé ren t i an t de nouveau , 

d 3 x 

2 7O x ^ o - h * ! — 1 , 

2 «0 ( a O + ctI — 1) ®*o+*i+«2 (a0 , Ct1, «2 = 0, 1 , 2 , . . . ) 
d u 3 

et ainsi de sui te . De c e t t e man iè re on t rouve a i sément la formule 
g é n é r a l e 

d " + 2 x 
d u „ + i = 2 « 0 ( « 0 + a i - l ) ( « U + « l + a 2 - 2 ) . . . 

TTOI »1, .««N+L 

. . . (ao + « i . . . oín — n ) ajao+*i+-+*»+i—«—1, 

d ' ou 

/(Zn+2 x \ 
( d ^ + i ) - 2 a 0 ( « 0 + « 1 - l ) ( » 0 + « i + « 2 - 2 ) . . . 

. . . («o + « i + a 2 + . . . + 3r„ — n ) , 

Ies symboles ao, a j , a 2 , . . . , an r e p r é s e n t a n t des nombres de la 
sér ie O, 1, 2, . . . assuje t t i s à la condi t ion 

a o + «l + a 2 + . . . + OLn = n + 1. 

Or en posant 

»0 = «0 + «1 — 1 = < 7 n - l , 

A0 + KJ + — 2 = . . . , «A 4 AJ + . . . + X11- n = CJO = U 
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de sorte que 1 + q* = on aura 

Ies q é tant des nombres ent iers positifs assujett is à Ia condition 
1 + O" a donc 

2 qi qt • • • qn = 1 • 3 . 5 . . . ( 2 n + 1 ) , 

c. qu. f. d . 

Cerhovice, Ie 6 juin 1 8 8 8 . 



I G i J O R N A L D E S C I E N C I A S 

SUR L A R É D U C T I O N D E S I N T É G R A L E S H Y P E R E L U P T I Q U E S ( * ) 

(Ext ra i t d 'une let tre adrossée á 31. Lerch) 

PAK 
F. GOMES TEIXEIRA 

Soit X un polynôme en t ie r du dégré impair n et f ( x , V7X) une 
fonetion rat ionnei le de x et de V7X. Vous savez, Monsieur, qu'on 
peut toujours m e t t r e ee t te fonetion sous la forme 

V 7 X 

G et H r ep ré sen tan t des fonctions rationnelles de x, et qu'on peut 
H xm 

décomposer —— en te rmes de Ia forme —— et en termes de la 
V7X V 7 X 

I 
forme -=- . Donc, pour in tégrer la fonetion f ( x , V7X), 

(x — a)m V X 

est conduit à considérer des intégrales de la forme 

on 

/ x
m dx 

" 7 T 

et des intégrales de la forme 

dx 

(x — a)m V7X f , 

(#) Es t a car ta foi a p r e s e n t a d a pelo sr. Lereh á Sociedade Real das Scien-
cias da Bolwmia na sessão de 27 de abri l de 1888, e pub l i cada em seguida 
no Boletim d 'es ta sociedade. 



MATlihMATICAS IC ASTRONÓMICAS 1 6 5 

Notre ob je t est r a m e n e r ces i n t ég ra l e s aux intégrales hyper-
elliptiques de première espèce, de seconde espèce et de troisième espèce. 

Considérons d ' a b o r d 1 ' intégrale 

dx 

J — J (x — a (x-a)m^X 
et soit 

X = (X-Oi) (» —13) . . • ( ¢ - X ) . 

Nous avons 

dx 1 

— J (x — a (x — a)m sJ X (m — 1) (x — a)m~1 / X 

1 ç X'dx 

2 ( m - l ) J ( a . _ 0 ) " - i x / x 

Si a es t d i f fé ren t de a, p, . . . 1, nous avons 

X ' A 1 B L 
• t . . . + • 

2 (m — 1) (x — a ) m — 1 X x — a x—,3 x — l 

, M 1 , M 2 M m _ i 

x — a (x — a)2 (x — a)™—1' 

ou A, B . . . . L , M ] , e t c . r e p r é s e n t e n t des c o n s t a n t e s ; e t pa r con-
séquent, 

r dx 1 

J ( x - a ) m V7X ( m — 1) [x — a ) " 1 - 1 V7X 

- A 
dx ^ ç dx j ç dx 

[x - a) V7X J (x - fO ' / X " ' J (x-1) V7X 

dx . . C dx 
Mi I 7= — M2 TT=-'" 

J (x — a) v X J (x — a)* v X 

dx 
M m - i I — • 

J (x-a)m~* VX 
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Au moyert de ce t t e formule et des formules analogues qu'on 
obt ient en y posant m — 2, ..., m — 1, on r amène 1'étude de l'in-

tégra le I — — — à celle des intégrales 
J (x — a)'" v X 

i" dx r dx r dx 

J x — a) Vx J 
dx 

(x-1) VxX 

Si a est égal à une des racines de 1'équation X = o, par exemple 
a = a , on a 

* = _ J _ + 

2(m — \){x-a)m(x— p) . . . ( x - l ) x—ri x - l 

, M I _ , , ^ M W "T ~r . a ~T~ • • • r* - rir» x—a [x — a)1 (x — a)m 

ou B, C, . . . L, M i , . . . r ep ré sen ten t des constantes . On obtient 
la constante M m , la seule qu'il nous faut connaitre , en déterminant 
la vraie valeur de Ia fraction 

X' (x — a) 

2 (m — 1 ) X 
quand T = a; on a alors 

a í _ r X ' ( a ; — a ) _ 1 

Donc 

2 m — 3 -• dx 1 

õJ 2 (m 1)J (X-a)«>VX ( I j l - I ) ( O J - O ) " - 1 / X 

— B f — . . - L I d X -
J (X-I)VfX J (x-l)V'X 

M f d x M í <ÍX 

J (x-a) V X V(T-O)2Zx 
C ilX 

— M m _ l -= r . 
J ( t f - a V - 1 v X 
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Au moven de ee t l e formule et des formules analogues qu'011 
obtient en y posant m = 2, 3, . . . m — t on r amène encore l 'é tude 

de 1'intégrale / — — = - à celles des in tégrales 
J ( x - a)mSX 

dx r dx c dx 

/

ax f ax 1 ( 

(x — a) V7X' J(x-p)Sx' J (x-l)SX 

quand a = a. 
Déterminons ma in tenan t Ies in tégra les 

r dx dx r dx 

J (x — a) /X J (x-?,)SX J ( x - l ) S X 

I)e 1'identité 

1 . 1 . 1 X ' 
• • • I 

x—a. x — P x —1 X 
on tire 

ti) r - ^ v + f — / -
J («_A) L/X J (x-^yx J(X-X)Sx 

2 

~ t / x ' 

D'un au t r e côté, de la formule 

/

a;ftdx íc''+1 1 /" -jJt+l X' dx 

7 F = ( A + I ) V / X + 2 F M Í J X V / X 

et de la formule 

a*-MX' xH-1 a * + 1 ^ f c + 1 

— — — = "I — + . . . + - — 
X X-Ct x — p x — l 

= nxk + CtxXk-1 + a ^x1'-- + . . . + ak 

ak+1 3*+i 

+ + ¥ + • • • + 7 x—a. x— p x—K 
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on t i re 

,a)J a rxkdx rxk~x dx 
{ 2 k + 2 - n ) J w a ' J 

dx 

(2) 

t/x -J t/x ••' ' a Vv/x 
IS 

c dx , . . . /- dx 
- —— + a*+ 1 = r + f i f c+1 / + 

V* J íx-«) V/X J Ix-1Z) ^X 
Ilxli+1 

+ . . . + 
J íx (x-X) t/x 

et , en posant k = O, 1, 2, .. . n — 2, 

r dx , r dx 
« / j = - + . . . + * / — 

y ( x - a ) / X J (x —X) v / x 

[ 'J t/x v/x 

d x d x 
a 2 / + X * / 

J ( x - a ) t / X J 

, ,s rxdx f dx 2x-

- ^ - V T X — J t í - T T 

_ í xn~-dx i 

dx 
X"-' I + . . . + / ^ r = I 

J (x — a) v X J ( O 5 - X ) K X 

' x " — 3 d x 
/ dx 2 x n _ 1 
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Au moyen de ces équations et de 1'équation (1) 011 ramène 
1'étude des intégrales 

I dx r dx I dx 

J (x — a) V7X ' J (x-ty^X " J (x — \) V7X ( a s - a ) 

à celle des intégrales 

dx 

J Vx' J 
xdx 

V7X J V7X 

parce que Ie dé te rminan t 

xn—*dx 

TxT 

1 1 

a ^ 

»2 

1 

X5 

a n — 1 p H - I 

est diííérent de zéro. 
La formule (2) p e r m e t t r a aussi d ' exp r imer 1'intégrale 

í xm dx 

J~TT 
quand m > n — 2, au moyen des intégrales 

/ dx r xdx r xn~-dx 

Wx' . JW " ' J V7X 

Donc, en dernière analyse, Ies intégrales considerées 

I (x-ajnSx' J V7X 
• xm dx 
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peuvent ê t re expr imées au moyen des intégrales 

r dx r xdx í xn~- dx 
J V X ' J / X ' ' " J Vx 

et de 1'intégrale 

r dx 

J (x — a) \/X ' 
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P R O B L È M E Q A L G È B R E 

(Extrait d'une lettre de M. d'Ocagne à M. Gomes Teixeira) 

. . . Vous savez que Ies n o m b r e s q u e j ' a i é tud iés dans \'Ame-
rican Journal of Malhematics (vol. i x , p. 3 5 3 ) sous Ie nom de 

nombres K p , e t don t j e me suis efForcée de faire r e s so r t i r l ' im-m J 

portance au p o i n t - d e - v u e de 1'analyse (qui m ' o n t pe rmis , en p a r -
ticulier, de donne r des express ions expl ic i tes t ròs s imples [ fo r -
mules (54-), ( 5 5 ) , (56) ] des n o m b r e s de Bernoul l i ) sont définis 
par Ies formules 

K 1 = I , K m = I , 

K P = / > K P . + K p — 1 , m r m—1 m—1 

formules qui se t radu isen t , ainsi que je l 'ai fai t voir , p a r un 
tableau à doub le e n t r é e ana logue au t r i ang le a r i t h m é t i q u e de 
Pascal. 

Le n o m b r e K p est d ' a i l l eurs donné exp l i c i t ement pa r l a fo r -

mule (5') de mon Méino i re 

K m p I 

+ ( - 1 ) p " 2 C p - 2 2 m + ( - I ^ 1 C j - 1 I m 

~ p] 1 ' 

Voici, à t i t r e de nouvelle appl ica t ion des n o m b r e s K p
1 un p r o -

blème d ' a l gèb re q u e j e résous par Temploi de ces n o m b r e s : 
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Etanl donné un polynóme entier et rationnel en x 

F (x) = ao + at x + a2as2 + . . . + anxn, 

on se proposé de Ie mettre sous la forme 

Y(x)=h0+h{x+hix(x+i) + ...+hnx(x+i)(x+2)...(x+n-l). 

Donner Vexpression explicite des coefficients h en fonction des co-
efficients a. 

Un calcul facile mont re que pour des différences de la varia-
ble x égales à 1'unité, Ia p i è i ne différence de la fonction F (as) est 
donnée par 

APF(«) = 1 . 2 . 3 .. .p.hv + 2.3A .. .(p+l)hp+i(x+p) 

+ 3 . 4 . 5 . . . {p + 2)hJ^i(x + p)(x + p+l) 

d 'oú 

e t 

AP¥{-p)=plhp, 

A P F { - P ) 
(1) Ap 

Or , la formule (15) de mon Mémoire de 1'American Journal, 
t r ans fo rmée d 'une formule de M. Cesaro, donne 

i=n-p K p
j . 

A P F (x) = N 1 — Ç t L . F ( P + < ) ( x ) 

A ^ i r eprésen lan t Ie nombre (p + i) (p + i— 1) . . . (p + I) des 

a r r angement s de p + i ob je ts pris i à i. 
IVailIeurs 

F W ( x ) = l .2 . . . m . a w + 2 . 3 . . . (m + \)am+\x 

+ 3 . 4 . . . ( ^ + 2 ) ( ½ + , x 2 + . . . ; 
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donc 
K p 

AP F (x) = —jp- [1 .2 .. . p.dp + 2.3 . . . (p+l)ap+ix 
A 

P + 3 . 4 . . . (p + 2)cty-i-2X i + . . . J 

K p 

+ - ^ - [ 1 . 2 . . . ( p + 1)Ojj-J-I + 2 . 3 . . . (p + 2)ap+<ix 
A 

P + 3 . 4 . . . (p + 3)ap_|_3x* + . . . ] 
+ 

K p 

+ - ^ = ! [ 1 . 2 . . . (n — 1) a„—i + 2 . 3 ...n.a„x] 
A n - l 

Kp
n + —— 1.2 . . . n.a„. 

Faisant , dans c e t t e fo rmule , x = —p, e divisant par p\, on a, 
en vertu de ( 1 ) , 

hV = aV Cp Kp 

— a (C p K p . p - C p K p . ) 
P+ i V p + i p r p p+V 

+ a ( C p K p p 2 - C p , K p . P - ^ p + C v K p X) 
P+2 y p+2 P1 í + 1 ?+> p + X1 P P + 2 / 

- « ( C i L , K p P 3 - C p K p , . P* P+3 P+3 P r P+2 P+l p + 1 ^ 

, f P k p ( p + 2 ) ( p + 3 ) p p ( p + l ) ( p + 2 ) ( p + 3 ) \ 
" r V i J + 2 ( p + - 2 ) ( p + l ) P P + 3 ( p + 3 ) ( p + 2 ) ( p + l ) / 
+ 

+ ( — 1 p a ^ C p K p p " - p - C p . K p — y — p " — p — ' + . . . v J f p f n—i p + i p + l ^ 

i / i \ n p p p TfP 
( p + l ) ( p + 2 ) . . . n \ 

J % »n...(p + 2)(p+í)/' 
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formule qui résout Ie problème que nous nous ét ions proposé, et 

ou, bien en tendu , C^ réprésente Ie nombre 

m(m— 1) . . . (m —n +1) 

1 . 2 . . . n 

des combinaisons de m objets pris n à n. 



MAT11EMAT1CAS E ASTRONOMiCAS 1 7 5 

N O T E D E CflLCUL INTÉGRflL 

p a b 

H . L E P O N T 

Dans un p r é c é d e n t a r l i c l e , nous avons indiqué une m é t h o d e 
qui p e r m e t d ' i n t é g r e r un svs tème de ?i équa t ions l inéa i res s i inu l -
tanées aux d i f fé ren t ie l l e s to ta les et à coefl icients cons tan t s , et qui 
donne en m è m e t e m p s Ies condi t ions de compabi l i t é de ce sys-
tème. Nous nous proposons dans c e t t e no te de déve lopper la m è m e 
analyse dans Ie cas d 'un svs t ème de d e u x équa t ions à m var ia -
bles indépendan tes et à coeff icients que lconques . 

Prenons, pour plus de s implici té , Ies d e u x équa t ions 

(A) 
( d y \ = ( « i , i 2/1 + « i , 2 dx\ + ( « 2 , 1 y\ + «2 ,2 í / 2 ) dx2 

' dyz = (61 ,11 /1 + 61,2 ! /2) dx 1 + (62,1 J/1 + 62 ,2 yi) dx2 

Ies coefíicients a et b é t a n t des Ionctions que l conques de s va r ia -
bles i ndépendan te s x\ et x%. 

Multiplions la seconde équa t ion par une fonction i n d é t e r m i n é e 
l de et de X2 , et a jou tons ce p rodui t à Ia p r e m i è r e , il vient 

(1) 

Id {yi+lyz) = +Xfci.i) j/i + ^«1,2 + ^1,2+—J j/2J dxj 

+ («2 ,1 + >>62,1) y\ + ^ a 2 , 2 + >.62,2 + J / 2 J d x 2 

ou 

(B) d L o g (j/t +Iyi) = ( a i j dx\ + (02,1 + ^62,1) dx% 



1 7 0 JOKNAL 1)E SClENCiAS 

en posant 
dX 

(2) 

_ = >8 + («1,1 - b i,8) X - a 1 ) 2 
dx 
d\ 

r2 
— = i2 t Xs + (aá )i — ò2)2) X — a2 > 2 . 

Pour que Ie système (A) soit compatible, il faut et il suffit 
év idemment : I0 que Ie seeond membre de 1'équation (B) soit une 
diíTêrentielle exac te ; 2o que Ies équations (2) définissent une même 
fonetion X, intégrale de l 'équation aux différentielles totales 

(C) 
(/X = [ò^X* + (Oji1 — 61>2) X — a ) i 2 ] dxi 

+ X2 + (a2>i — A2j2) x — as,s] dxi. 

La première condition s 'exprime de la mariière suivante 

- ^ • ( « 1 , 1 + « . , i ) ( « M + X M . 

. . dl dX 
ou, en développant e t remplaçant -— et -— par Ieurs valeurs 

dx\ dx 2 
da\)t 

«1,202,1 + 0(,1 O 2 2 

(3) 
+ 

dxi dx% 
db*\ db 

+ (ai ,1—6l ,2) 6í,l — (ai,i—í»2,2y ,1 _ dx 1 dx% 

équation qui doit ê t re vérifiée identiquement. Donc 

X = O, 

(!) 

/ d a 2 1 dai 1 

j dx 1 dx% 

j dbiA dbJi1 

( dx\ dx 2 

« 1 , 2 ^ 2 , 1 — ^ 1 , 1 « 2 , 2 

(«2,1 — — («1,1 — h , \ -

Pour obtenir l a seconde condition, égalons Ies valeurs de - — ^ 
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fournies par Ies équat ions (2). Nous avons ainsi, en é l iminant tou-
dX d l , /IN 

jours — et - r ~ , et en tenant compte de (I) 
d%t dx% 

. d a < z 9 da 1 , 8 . . , . . , > 

Ilte I t e T = - b l ^ a W + ( 0 2 , 1 - 6 2 , 2 ) « 1 , 2 

, /dbt 8 dòi 8 . , 1 
+ ( • a s — 

puis, en annulant Ies coedicients de ce t t e équat ion 

I d a i i i d a | 8 

! dx\ da: i 

Idbii db\$ 

\ dxi dx® 

( « 1 , 1 — 6 ! , 2 ) « 2 , 2 — ( « 2 , 1 — £ > 8 , 8 ) a i ( 8 

- 0 1 , 2 ^ 2 , 1 + ^1,102,8. 

Les quat re relations (I) et (II) sont Ies conditions de c o m p a t i -
bilité du système différentiel proposé. Il est du res te facile de Ie 
vérifier d i rec tement . En effet , Ies équat ions (A) sont équivalentes à 
celles-ci 

W 

dm , dy\ , 
= «1,1 J/l + «1,2^2 ^ = «2,12/1+«2,2 J/2 

d y z , , d í / 2 
^- = 01,12/1 + 01,8½ = 02,1 Í /1+68,8 2/2-

r 1 ^ í / l d i I J i Lgalant Ies valeurs de et de - — - — t i rées de ces 
dx 1 dx-i dx\ dx-i 

équations, nous a \ons 

+ 6 : , 1 « 2 , 2 — « 1 , 2 6 2 , 1 ^ 2 / 1 

(3) 

+ 

d a 8 , 1 d a i , i 

dx\ d X i 

d a i 2 da i 8 . "I 
I x I l T " f l l ' 4 ~ ( a l . l - f i i , 2 ) a ^ J/2 = 0 

—I 

S f ~ + ^ - ' - M - ( a M - M 6 . ,1 ] ; 

Z d b i f i d6i,a \ 

12 

2/1 
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ce qui donne, en exp r iman t que Ies coefíicients de et de j/j 
sont nuls, Ies relat ions (I) et (II). 

Ces conditions é tant supposées satisfuites, nous allons déter-
miner Ies deux fonctions X qui forment nos deux coinbinaisons Ii-
néaires imméd ia t emen t intégrables . Posons 

(5) 
í h = 61,1 X2 + (ai , i — 01,¾) X — a i , 2 

( ^ 2 = 6-2,1 ^ 2 + («2,1 — h f i ) >. — «2,2; 

1'équation (C) prend la forme 

(y) d\ = hx dx i -f Zi2 dx 2-

La condition d ' intégrabií i té , qui se rédui t ici à 

dhi dh\ 
h ^ - k i I i = 0 ' 

doit ê t r e vérifiée. Nous avons alors, en effectuant 

[(«1,1 - 61,2) 62.1 — («2,1 —62,2) 61,1 j*2 — 2 (ai,262,1—61,1 

+ (01,1-61,2) ai,2 — («1,1—62,2) «1,? = O, 
(S) 

équation qui dé te rmine Ies deux valeurs de X satisfaisant à la 
quesl ion. 

Soient X] et X2 Ies deux racines de cet te équat ion et 

(«1,1 + >-i 61,1) dxx + (a2,1 + Xi 63,1) dx% = dl\ 

(«1,1 +^261,1) dx\ + (a2,i + X262,i) ( te2 = (//2; 

nous avons, en appelant c\ et C2 Ies constantes d' intégration, 

J/l + Xl ^2 = C1CfI j/2 + X2J/2 = C2*<2 
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et par suite 

[ j/i = - — ( C i ) ^ e i I - C 2 X i e ' i ) 
\ X j - X 2 

(2) í 

J/2 = — («1 E'1 — C 2 CF-)» 
\ *1— *2 

système in tégrant des équa t ions (A) . 
11 est facile de voir que 1'équation (3) ne peu t j amais avoir de 

racine double. En e f fe t , introduisons dans Ies valeurs (2) de yi 
et ja 1'hypothèse 

X i = X + e X = X 

il vient en faisant t end re e vers zéro 

J / l + Xy2 = O. 
Or Ia relat ion 

((01,262,1-^1,1 a2>2)2 + [(01,1—61,2)01,2 — (02,1—62,2) 01,2] 
(H) 

( + [oi,i —61,2) 62,I — SiO2lI-62)2) 6(,i] = O, 

qui exprime que 1'équation (3) a une rac ine double X expr ime 
aussi, comme il est facile de s 'en assurer par un calcul direct , 
que cette valeur X est une solution commune des équat ions 

(G) ft, = 0 Zi2 = O, 

et alors, à cause des formules (2) elle est indépendante à Ia fois 
de Xi et de a 2 . 

Nous nous trouvons donc dans Ie cas d 'une seule fonction y d é -
finie par deux équations diíTérenlielles qui se reduisent nécessa i re-
ment à une seule, ce que nous n'avons pas supposé. 

Il est clair aussi que 1'équation ( 3 j ne peut pas avoir de racine 
indépendante à Ia fois de x\ et de x2. Si l 'une des racines ne 
contiene ni x\, ni Xj>, elle es t racine commune des équat ions (6) 
et racine double de 1'équation (S), nous ren t rons dans Ie cas p r e -
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c e d e n t ; si Ies d e u x racines ne cont iennent ni x\ ni elles satis-
font aux équat ions (6) e t donnen t 

m i \ f f l 1 'a — _ 
AZ,I 02,1 — 63,2 6 2 , 1 ' 

relat ions qui mon t r en t que 1'équation (S) est vérifiée identique-
men t , ce qui est con t ra i re à n o t i e hypo thèse . 

On voit que Ie seul cas oú la mé thode puisse t o m b e r en dé-
faut est celui oíi l ' équat ion (S) est vérifiée iden t iquement . Les 
relat ions (I) et (II) deviennent alors à cause des équations (III) 

(IV) 

da^ 1 da\_\ da^p da\$ 
dx\ dx-i dx\ dx-i 

db-ij (/AiiI db^v db\;« 

dx 1 dx 2 dx 1 dx 2 

Si nous m e t l o n s Ie sys tème (A) sous la fo rme 

DY\ = ( A I I D X J + A I ^ D X I ) Y - + ( A \ $ D X I + A ^ D X 2)1/2 

í/1/2 = (61,1 dx\ + Aoi 1 dx%) t/i + (b\$dxi + dx%) 1/2 
(9) 

nous voyons q u e Ies coefficients de y\ et de t/2 sont des différen-
lielles exac tes . 

L ' équa t ion (S) é t an t vérifiée que lque soit X, 1'est aussi pour Ies 
valeurs de X qui ne cont iennent ni x\ ni x%\ !es équat ions (6) ayant 
leurs rac ines i ndépendan te s des variables s 'écr ivent 

( 1 0 ) a - f C X - A X 2 = O 

a, A, c é t a n t des cons tan te s ; et Ies équat ions (A) sont 

^yi = {f\ («i.*í)yi + a%í1 dxi + \f*{*i'*i) yi +ayí\dx 

(P) '(/t/2 = Myi + j / i (XÍ,X») + C/Í j t /2] DXX 

I +[Ayi + |/»(«i.«*) + c| Vi] dx* 
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en appelant Ic Ia valeur c o m m u n e des r a p p n r t s (III) , f\ (X l i X 2 ) et 
/"2 (X l l X 2 ) deux fonct ions de x\ et X2 sa t i s fa isant à Ia re lat ion 

(V) d f i ( X h X i ) 
dXj dx^ 

L'équat ion ( í ) devient alors 

(a) d L o g ( y 1 + Xy2) =f\(x\,«2)dxj + f-i(x\,x2)dx2 + Xb(Icdxi + d x 2 ) . 

Soint f ( x \ , x 2 ) 1 ' intégrale d e l ' express ion 

/ 1 ( « L . « 2 ) dx 1 + /"2 ( X 1 , X 2 ) 

i Ie discriminant de 1'équation (10) , Ti e t r 2 J e u x cons t an te s , 
nous avons pour in tégra les des équat ions (P) 

!/l = -

f(x{, 5-(^1+^2) r- y/ã",, , x —t/A, 
e L — ~ 

v/Ã 
(v/a + c ) n e 2 +(v/A-c)r2e 2 J 

e 2 r " ( k x t + i i ) _^(fcr ,+ír .2)l 

— ^ — L n e J -

Du res te 1'équation (10) ne peu t avoir ses rac ines éga le s sans 
que Ie syslème (P) ne con l ienne qu 'une seule fonction y, ce qui 
est contraire à not re hypo thèse . 

Si Ies fonctions f\ (X l l X 2 ) et / 2 ( ^ 1 , ^ 2 ) s e réduisent à des con-
stantes, nous re t rouvons Ies sys tèmes que nous avons considérés 
dans notre note p récéden te . L e s équat ions (P) se r amènen t à d e u x 
équations à coefíicients cons tan t s par Ia subs t i tu t ion 

Ij l 

2/2 = (,9/^1.^) Z2 

Ô désignant une cons tan te . 
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En résumé, 1'intégration d'un système de deux équations si-
multanées aux différentiel les totales et à m variables indépen-
dantes ne dépend que de la résolution d 'une équation du second 
deg ré et à 1'intégration de 2m différentielles exac tes de ces m 
variables. 

Dans un prochain ar t icle , nous considérons Ies systèmes géné-
r aux de n équat ions à m variables indépendantes et à coefficients 
quelconques. 
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B I B L I O G R A P H I A 

Henrique de Figueiredo. — Curvas planas algébricas. — Coimbra, 
1888. 

A theoria geral das curvas planas algébricas tem sido moderna-
mente objecto de trabalhos notáveis, que além de estenderem o 
campo da Geometria, têem concorrido para progresso de muitos 
pontos importantes da Analyse. É d'esta theoria geral que se oc-
cupa o sr. Henrique de Figueiredo no seu opusculo, apresentado 
á faculdade de mathemat ica da universidade de Coimbra como 
Dissertação para o concurso a uma cadeira da mesma faculdade. 

Principia o auctor por expor algumas noções geraes sobre os 
dois systemas de coordenadas homogeneas conhecidas pelos nomes 
de coordenadas pontos e de coordenadas linhas. Passando em se-
guida ao assumpto especial do livro, considera successivamente os 
theoremas relativos á passagem de curvas algébricas por pontos 
dados, os pontos múltiplos d 'estas curvas, as suas liesseanas, as 
suas polares; define as noções de genero e de classe e mostra a 
importancia d 'estas noções; apresenta as formulas de Plucher a 
que satisfazem os numeros caracterist icos de uma curva; e final-
mente estuda a theoria das curvas unicursaes, e indica a impor-
tancia que tem a consideração d 'estas curvas para o problema da 
integração das funcções algébricas. 

E. Cesaro. — Forme poliedriche regolari e semiregolari in tutti qli 
spazii (Memorias da Academia real das sciencias de Lisboa, 1888) . 

Na primeira par te d 'esta interessante Memoria demonstra o 
auctor os dois theoremas seguin tes : 

I 0 Exis tem só dezoito especies de polyedros em que as faces 
da mesma ordem concorrem em cada vértice no mesmo numero ; 

2." Existem só dezoito especies de polyedros em que os ver-
tices da mesma ordem se acham em cada face no mesmo numero . 
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D e v e - s e observar q u e o auctor cliama ordem de uma face ou 
de um vertice o numero de lados diminuído de duas unidades. 

Na segunda p a r t e mos t ra o auctor que todos os polvedros de 
que se occupou na p r imei ra p a r t e podem der ivar - se uns dos ou-
t ros por meio de ope rações mui to s imples , cujo es tudo o leva a 
p ropôr , para os des ignar , uma nomencla tura simples e clara. 

Na t e rce i ra p a r t e mos t ra que as fórmulas e m p r e g a d a s na pri-
meira p a r t e podem levar a r êdes de r ec ta s que sat isfazem ás con-
dições dos dois t h e o r e m a s n'ella demons t rados , e es tuda estas 
r êdes . 

F i n a l m e n t e na qua r t a pa r l e es tuda as fórmas polyedricas no 
espaço a n d imensões . 

F. Casorati. — Sopra Ie coupures dei sig. Hermite, i Quersclinitte 
e Ie superfície di Ricmann el i concelli d'integrazione si reale che 
complessa. 

N ' e s t a Memor ia impor t an t e es tuda o sábio professor da Uni-
vers idade de Pavia a luncçào $ (z) definida pelo integral 

para lhe p rocura r os diversos r a m o s cor responden tes aos differen-
tes caminhos seguidos pela variavel í na passagem de lo para t\, 
e para os r e p r e s e n t a r por superf íc ies de R iemann . 

Pr incipia o auc to r por cons iderar o caso de ser f [t, z) uma 
funcção racional de t e de z, caso es tudado pelo sr . H e r m i t e no 
caso de ser rect i l íneo o caminho seguido por t na passagem de 
<0 para t\, e que levou es te g r ande g e o m e t r a á noção de coupure. 
Mostra que cada ramo da funcção t em uma linha de discontinui-
dade [coupure), mas que a reun ião de todos os r amos dá uina só 
funcção con t inua . 

E s t u d a em seguida o caso em que f ( z , t ) r e p r e s e n t a uma func-
ção i rracional , isto é, uma raiz de uma equação algébrica com 
coefi icientes rac ionaes r e l a t i vamen te a z e a /. 

F i n a l m e n t e es tuda alguns casos em que f [ z , i ) é uma f u n c ç ã o 

t r anscenden te . 
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F. Amorclli e C. Morales.— Teoria elemenlal de las determinan-
tes.— Buenos Ayres, 1888. 

Esta obra , como outra sobre a theoria cios quaterniões , de que 
se deu noticia no \o lume anter ior d ' e s t e jornal , mostra o d e s e n -
volvimento que vai tomando o ensino das mathemat icas puras na 
Universidade de Buenos Avres , o que é devido pr incipalmente á 
iniciativa do professor na mesma Universidade, sr. dr . Valentin 
Balbin. Contém ella o curso feito por este illustre professor no 
anno de 1 8 8 4 e é redigida por dois dos seus discípulos, os srs. 
engenheiros F. Amoré t t i e C. Morales . 

No livro primeiro t r ac tam os auctores da theoria geral dos d e -
terminantes Ahi são estudadas as propr iedades fundamentaes dos 
determinantes, as regras para os calcular, as operações a que se 
sujeitam, e tc . 

No livro segundo, o mais in teressante da obra , consideram os 
auctores os de te rminantes de fórma especial, es tudando successiva-
mente os de te rminan tes recíprocos, os de te rminantes symetricos, 
os determinantes múltiplos, os circulantes, os a l te rnantes , os con-
tinuantes e os de te rminan tes funccionaes. 

Finalmente no livro terceiro vêem as applicaçôes analyticas da 
theoria dos de te rminan tes á resolução dos systemas de equações 
do primeiro gráo , á theoria da eliminação ent re equações algé-
bricas de qualquer gráo. e tc . , e algumas applicaçôes a ques tões 
de Geometria e lementa r . 

Pli. Gilbert. — Sur la convergence des intégrales à limites infinis 
(Iiulletin des Sciences Mathématiques, 2 .° sér ie , t. x u ) . 

N'este bello ar t igo apresenta o auctor exemplos de in tegraes 
definidos da fórma 

que lêem valores finitos sem que f ( x ) tenda para zero quando x 
tende para o infinito, ou mude indef inidamente de signal. 

Apresenta como primeiro exemplo o integral 

f ( x ) dx, 

J - a o 

(sen5^)?^) dx, 
o 
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onde 9 (x) r e p r e s e n t a uma funcção posit iva, c r e scen t e com x a 
pa r t i r de um valor d e t e r m i n a d o de x, e tal que 

l i m - T X <p ( ¢ + 1) 

Considera em seguida o in tegrai 

c 
I i}< (x) ( sen 2 Tíx)¥W d x , 

J o 

onde (J/ (x) é uma funcção positiva de x tal que 

r 1 

/ ^ (n + ^r)8 dx 

não pôde e x c e d e r um valor fixo q u a l q u e r que seja n. Mostra que 
e s t e in tegra l é f inito, e pa r t indo d 'e l le chega a es te resultado in-
t e r e s s a n t e : É possível d e t e r m i n a r a funcção f ( x ) de tal modo que, 
conse rvando-se positiva e t o rnando- se infinita um n u m e r o de vezes 
t ão g r a n d e q u a n t o se que i ra no mais p e q u e n o intervallo dado, a 
par t i r de um valor conven ien t emen te escolhido de x, o integral 

I f ( x ) d x seja todavia finito e d e t e r m i n a d o . 
J a 

D. S. Archilla y Espejo e D. G. Vicuna. — Discursos leidos ante 
la real Academia de Ciências. — Madrid, 1888. 

Contém es te opusculo os bel ios discursos pronunciados pelos 
srs . ArchiI la e Yicuiia p e r a n t e a A c a d e m i a das Sciencias de Ma-
dr id na r ecepção so lemne do p r imei ro d ' e s t e s dist inctos mathe-
ma t i cos . 

Foi o s r . Archi l la p rocu ra r á Analyse infini tesimal , de que é 
professor na Univers idade de Madr id , o a s s u m p t o para o seu dis-
curso, t o m a n d o pa ra lhema d 'e l le o modo de concebe r esta analyse. 

R e f e r i n d o - s e p r i m e i r o aos m e t h o d o s e m p r e g a d o s para resolver 
as ques tões de G e o m e t r i a infinitesimal an tes da descober ta do 
Calculo inf ini tesimal , e x p ò e e examina o me thodo empregado por 
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Archimedes, o maior geomet ra (ia ant iguidade, que , como o au-
ctor diz, creou a maior par te das noções fundamentaes que de ram 
origem e serviram de base a este calculo; e em seguida o m e -
thodo dos indivisíveis de Cavalieri, no qual apparece a applicação 
immediata da noção de inf ini tamente pequena a resolução das 
questões ma themat i cas . 

Occupa-se depois da descoberta do Calculo infinitesimal por 
Newton e Leibni tz e analysa os modos como estes grandes sábios 
concebiam este calculo. Segue-se a apreciação dos conceitos que 
do mesmo calculo faziam Eu le r , Lagrange , Carnot e Cauchy, de -
morando-se pr incipalmente na referencia a es te ultimo, cujo modo 
de vér adopta . 

Na resposta ao discurso an ter ior , o sr. Vicuíia, depois de ap re -
ciar as al tas qual idades do novo académico, occupa-se em indicar 
as obras escr iptas em Hespanha , em que se es tuda a analyse in-
finitesimal, ou em que se Taz uso d 'esta analyse. 

Em seguida aprecia o discurso do sr. Archilla e a obra impor-
tante in t i tu lada: Estwliosfundamenlales dei Calculo diferencial, 
onde este illustre professor expõe desenvolvidamente o mesmo 
assumpto cuja par te philosophica condensa no seu discurso. 

G. Tarry. — Essai sur la Géométrie des figures imaginaires [Asso-
eialion française pour Yavancement des sciences, 1887). 

O auctor considera o ponto imaginario como de te rminado por 
dois pontos, um ponto origem A e um ponto e x t r e m o A' r e p r e -
sentando um papel diíf'erente do pr imei ro . Representa o ponto 
imaginario pelo signal A A ' . O ponto AA é o ponto real. A po-
sição que toma o ponto A' depois de descrever uma c i rcumferen-
cia em roda de A chama posição ex te r ior do ponto A A ' . 

Para definir a recta imaginaria o auctor corta por uma t r ans -
versal tres rectas que passam por um ponto fixo, o que dá t rcs 
pontos A, IJ, C. Cons t rue em seguida um ponto P P ' de te rminado 
pela relação ( a A B C ) = Kx , onde a representa a posição ex te r io r 
•lo ponto P P ' e (?.ABC) uma quan t idade complexa de te rminada 

a B AB 
pela razão — = K e pelo angulo (CaB — CAB = y). Fazendo 
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variar a t ransversal , o ponto P P ' descreve uma rec ta real quando 
X = 0 ou } = ifr ir, e um Iopar geometr ico que o sr . Tarry chama 
rec ta imaginaria , nos outros casos. 

Na interessante Memoria a que nos es tamos refer indo, o au-
ctor apresenta uma serie de propr iedades dos pontos e rectas 
imaginar ias para just if icar a importancia da nova representação 
dos imaginarios. 

M. Lerch. — Sur une formule d'Arithmétique (Bulletin des Scien-
ces Mathématiques, 2e série, t. XII). 

Théorèmes d'Arithmétique (Item). 

Referem-se á Ar i thmet ica superior estes dois bellos artigos. 
No primeiro o auctor demonst ra a fórmula s egu in t e : 

onde ^ (p, q) r ep re sen t a o numero de divisores de p superiores 
a q, yXp* l) 0 numero de divisores de p eguaes ou inferiores a 
q, e a, m e k números positivos dos quaes o ultimo é superior 
á unidade. I) 'esta fórmula tira o auc tor a lgumas consequências 
in teressantes . 

No segundo art igo apresenta o auctor a fórmula notável 

onde 9 [a, n) r e p r e s e n t a o numero de te rmos da serie 1, 2 , 3 , . . . , a 
que são primos com n, e m um numero pr imo com n. 

Pondo n 'esta fórmula a = n o u » - l ob tém o sr. Lerch duas 
relações que ligam a funcção <p (n) de Euler e Gauss com a func-
ção ty [p, q). 

2 [<J> («i — oa, k + cr— 1) — y (m — ca, a)] 
o = 0 

k—í 
+ S [4 (m + X a 1 X - I ) - x ( m + Xa, a ) ] = O, 

0—1 

2 (m + a n , a) — <|; (m + a n , a)] = <p (a, »i) 
a=0 
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}]. d'Ocagne. — Quelques propriétés de Tellipse; dévialion, écart 
normal (Nouvelles Annales de Mathémaliques, 3 è r a e série, t. v i l ) . 

N e s t e ar t igo es tada o auctor a corre lação geomet r ica que 
existe en t re o angulo que a t angen te á ellipse em cada ponto faz 
com a tangente correspondente ao circulo principal, e a anomalia 
excentrica; e a correlação geometr ica que existe en t r e a inclina-
ção da normal sobre o d iâmet ro cor respondente e a mesma ano-
malia, o que o leva a uma serie de theoremas interessantes r e l a -
tivos à ellipse. 

A. Lugli. — Sul numero dei numeri primi da 1 ad n (Giornale 
di Matemaliche, t. x x v i ) . 

N'este art igo in teressante apresen ta o auctor um methodo mais 
simples do que os methodos de L e g e n d r e e Meissel para d e t e r -
minar o numero de números primos comprehendidos e n t r e 1 e 
um inteiro qualquer n. 

Ed. Weyr. — Note sur Ia théorie des quantités complexes formées 
avec n unités principales (Bullelin des Sciences Mathémaliques, 
2 e série, t . x í ) . 

M. Lerch. — Uber Funclionem mil beschrãnktem Exislenzbereich 
(.Abhandlungen der K. bõlimischen Gescllschaft der Wischenscha-
ften, 1888). 

Ueber die Nichldilferenliirbarkeil gewisser Functionen (Jour-
nal fur die reine und angewandte Mathematil;, t. 103) . 

M. d'Ocagne. — Sur Ies cordes communes à une eonique el à un 
cercle de rayon nul; Application à Ia théorie géomélrique des 
foyers dans Ies coniques (Proceedings of the Edinburgh Mathe-
matical Society, t. v) . 

Sur Ies invariants des formes binaires (Annales de la Société 
Scienlifique de Bruxelles, 1888). 
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E. Cesaro. — Sur deux classes remarquables de lignes planes (Nou-
rei Ies Annales de Mathématiques, 3 è m e série, t. v i l ) . 

Sur Ies Iois asymptotiques des nombres (Rendiconti delia R. 
Accademia dei Lencei, 1 8 8 8 ) . 

Sur Ies systèmes de nombres entiers (Item). 

S. Pinclierle. — Sur une généralisation des fonctions eulériennes 
(Comptes rendus de YAeadémie des Sciences de Paris, 1888). 

R. Guimarães. — Semelhança e rectificação dos arcos ellipticos.— 
Porto, 1881). 

Do excel lenle jornal Mathesis ( t . v i i i , pag. 137 ) extrahimos 
a seguinte noticia a respeito d ' e s t e opuseulo: 

«Es te interessante t rabalho t rac ta pr imeiro da associação, e 
em seguida da rectificação dos arcos ellipticos. Dois arcos são 
associados, se a sua difierença é reclificavel. Dois pontos M e N 
d ' uma ellipse são associados se as normaes á curva n'esles pontos 
estão egua lmente aífastadas do centro. Se A e B são os vertices 
da ellipse, AAI e BN são dois arcos associados, e t em-se a egual-
dade 

Jc 2 
AM — BN = — Xi Xi = p, 

a 

que é a t raducção do theorema de Fagnano . O auctor dá duas 
out ras demonst rações d 'es te ce lebre t heo rema ; a ultima é uma 
bella applicação do methodo de que se serviu Talbot para deduzir 
um grande numero de fórmulas analogas ás de Fagnano . No ter-
ceiro pa ragrapho encont ram-se os theoremas de Graves e de Mac-
Cullagh, que dão arcos de difTerença rectificavel sem que seja 
necessário que os arcos se t e rminem nos vertices da ellipse; cite-
mos t ambém uma general isação da relação 

E ( 9 ) + E ((J/) — E (pt.) = a/í2 sen sp sen ^ sen p., 
se 

E (<p) + E M - E ( H ) = O . 
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«A segunda par te d ' es te t rabalho comprehende t a m b é m t res 
paragraphos. No primeiro o auctor demonst ra que existe, sobre 
uni quadran te clliptico, uma infinidade de arcos rectificáveis por 
meio de rec tas , e dâ a re lação que deve existir en t re as coorde-
nadas das ex t remidades d ' e s tes arcos. D ' e s t e t heo rema conclue 
que existe uma infinidade de valores para os l imites de um in-
tegral elliptico de segunda especie, que to rnam este integral e x -
premivel a lgebr icamente . O segundo paragrapho é consagrado âs 
indagações sobre os limites super iores e inferiores do per imet ro 
E da ellipse. O auctor reproduz a demons t ração do t h e o r e m a 

dada pelo sr. Mister , assim como a substancia dos art igos dos 
srs. Barbar in e Mansion sobre os valores approximados de E. 

«No ultimo paragrapho o auctor es tabelece a impossibilidade 
de rectificar, de um modo gera l , um arco elliptico, e procura a 
equação da envolvente da ell ipse.» 

Pag. 116 , linh. 5 — em logar de necessaria para a convergência 
deve ler -se suficiente para a divergencia. 

Pag. 116 , l inh. 7— deve supprimir-se differente de. 
Pag. 116 , linh. i l — deve escrever -se Iim an tes do pr imeiro 

membro. 

ir (a + 6) < E < ir / 2 a 2 + 2 6 s , 

G. T. 

E R R A T A S 

Pag. 1 1 7 , linh. 11 — em logar de n í 
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