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SUR UNE QUESTION P R O P O S É E 
DANS LE J O U R N A L DE MATHÉMATIQUES É L É M E N T A I R E S (*) 

PAB 

ALFREDO SCHIAPPA MONTEIRO 

lnscrire un triangle dans un cercle donné, étant aussi donnés 
Ies points milieux des ares sous-tendus par ses côlés. 

SOLOTION 

En supposant Ie problème résolu, soit a 6 c Ie triangle demandé, 
inscrit dans Ie cercle donné (C), et m,\, mg et »13 Ies points donnés, 
ou Ies milieux des ares ab, bc et c a . La corde 6»13 passant par 
Ie point milieu »13 de 1'arc ac sera la bissectrice de 1'angle abe; 
et puisque Ies rayons C m j , C m j et CWI3 du cercle (C) sont 
perpendiculaires aux côtés ab, bc et ca áa triangle demandé, 
il s'ensuit que cette bissectrice sera parallèle à celle de 1'angle 
complémentaire TOJ C mg, ou perpendiculaire à la corde mj mg. 
Pour Ies sommets a et c nous auront de même que Ies cordes mg a 
et Tojc seront perpendiculaires aux cordes TojWI3 et mg »»3. 

Donc, Ies sommets a, b et c du triangle demande a b e seront 
Ies points d'intersection du cercle (C) avec Ies perpendiculaires m j c , 
mg a et 013 b, abaissées des sommets m j , mg et mg du triangle 
donné mi mg HI3 sur Ies côtés opposés mg mg, mi 013 et m] mg. 

Si nous considérons Ies extrémités «i , ng et «3 des diamètres 
mi C «1, TOgCng et »13 C «3, ou Ies points milieux des ares sup-
plémentaires des ares am^b, bm$c et cm^a nous aurons Ie t r i -
angle auxiiiaire nj ng «3, qui donnera comme précédemment Ie 
triangle inscrit a b' c' dont Ies côtés seront sous-tendus par ces 
ares supplémentaires, et qui par suite répondera à la seconde 
solution du problème. 

(*) Jornal publicado em Paris pelos srs. Qoorget e Koehleri * 
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Remarque générale 

D'apròs ce que nous venons de dire nous avons d'abord ce 
théorème: 

Les trois hauteurs mg a, 1113 £ et mj y d'un Iriangle mj mj »13 
coupent la circonférence de cercle circonscrite (C) en points a, b et c, 
qui sont Ies extrémités des ares ab, bc et ca ayant pour points 
milieux Ies sommets mj, im et 1113 de ce triangle. 

Si nous considérons maintenant Ie triangle abe assujelti à 
avoir ses côtés ab , bc et ca constamment parallèles à eux-mêmes, 
ou perpendiculaires aux diamètres m\Ç,n\, m^Cn^ et m3Cn3, 
et deux de ses sommets sur Ia circonférence de cercle (C), Ie 
troisième sommet resté libre décrira une ellipse m ^ b v n ^ b 1 ou (E). 

En eíFet, soient a et c Ies sommets qui se trouvent continuel-
lement sur la circonférence, et b Ie sommet resté libre, étant 1x3 
Ie point milieu du côté a b, ou son intersection avec Ie diamètre 
»13 C «3. Ce triangle étant donc continuellement parallèle à Iui-
même Ies carrés des droites parallèles 113b seront entre eux comine 
Ies carrés des demi-cordes 1/.3 a. Or, (A3 a étant perpendiculaire 
à «13 C «3, on a 

2 
ay .3 = »13 p.3 x |A3 «3, 

donc Ie carré de la droite [A36 sera au rectangle »131/3 x (43 
dans un rapport constant, pour chacun des points de la courbe, 
et par suite cette dernière est une ellipse ayant » 1 3 ^ 3 pour l'un 
de ses diamètres, et Ies parallèles 7.3 b pour ordonnées obliques (#). 

L'ellipse décrite par Ie point b sera évidemment concentrique 
au cercle considéré (C), et aura pour demi-diamètre conjugué 
à » 1 3 ^ 3 la droite C f , menée du centre C parallèlement à jx.3b, 
et son extrémité f sera Ia position du sommet libre du triangle 
variable abe, quand Ie côté ac deviendra Ie diamètre dCe per-
pendiculaire au diamètre «13 C Les deux autres points d ' inter-
section b et b' de 1'ellipse (E) et du cercle (C), que nous avons 
déjà déterminés élémentairement, seront sur un autre diamètre 
b C b' de cette ellipse. 

(*) Voyez Applications d'Anahjse et de Géométrie, par J. V. Poncelet, 
t. II, p. 43 et suivantes. 
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Comme on suit, on peut encore démontrer que Ie Iieu géomé-
tr ique du sommet libre b est une ellipse en considérant Ie cercle 
(C) comine la courbe d 'entrée, commune à deux cylindres, et la 
corde ac comme Ie trace de l'un des plans parallèies, qui cou-
pent Ies deux cylindres suivant quatre génératrices, deux de 
celles-ci se projetant suivant Ies côtés ba et bc du triangle va-
riable ou générateur abe. Ainsi Ia courbe myvbn^b' sera Ia 
projection de la courbe plane de sortie, et par suite de même 
espèce que la courbe d 'entrée (C). 

Donc, pour déterminer 1'intersection d'une ellipse (E), donnée 
par deux diamètres conjugués m%Cn% et f C g , avec un cercle (C) 
décrit sur l'un WI3CH3 de ces diamètres conjugués comme dia-
mètre, nous tirons Ie diamètre d Ce de ce cercle perpendiculaire 
au diamàtre »13 C «3, par Ies extrémités duquel nous menons Ies 
cordes «136 et «36' ou »136 et m%b' parallèies à la bissectrice 
de 1'angle d f e , ou à celle de son angle supplémentaire, lesquelles 
couperont Ie cercle dans Ies points demandés b et b'. 

Les coles e f et d f du triangle d e f sont respectivemenl égaux 
à la somme et à la dijférence des demi-axes a et b de lellipse (E). 

En eftet , traçons Ie grand axe uCv = 2.a, et Ie petit axe 
U1CV1 = 2.b, ou Ies parallèies à la bissectrice de 1'angle d f e et 
à celle de son supplément, étant q, p et t', e" Ies deux couples 
d'intersections du premier et du second axe avec Ies côtés ef 
et df du triangle d f e , et tirons par C Ies droites Ce' et C d ' 
parallèies à ces côtés, lesquelles, coupant dans Ies points e' et d1 

la droite e' f dl, parallèle au troisième côté de de ce triangle, 
déterminent Ie triangle d Ce' inversement égal à celui-ci. 

Comme on sait Ies deux longueurs p f e t qf étant égales, 1'une 
au demi-grand axe Cv = a et 1'autre au demi-petit axe cv' = b; 
et Ies points milieux o et o' des segments qop et e"o'i1 é tant 
Ies centres des cercles Cqd p et Ce" e' i décrits sur ces segments, 
ou sur Ies segments Cod ' et Co'e' comme diamètres, Ies triangles 
Cpe et d!qf seront égaux, ainsi que Ies triangles Ci'd et efe"f, 
d'oú il résulte ep=qf=b ou eq=pf=a, et i'd=fe"=b ou i'f=de"=a, 
et par suite 

ef=a + b et d / " = a — b. 

D'après cela, étant donnée la somme et la dijférence des demi-
axes a et b, et un diamètre quelconque 103 C n3 d'une ellipse (E), 
nous détermineroiu immédiatement son conjugué fCg. 
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Voyons maintenant comme nous pouvons déterminer Vinter-
secíion d'Uii cercle (C) avec une ellipse concentrique (E), donnêe 
par deux demi-diamètres conjugués C113 et C f . 

Pour cela, menons par Ie point C la perpendiculaire d Ce 
sur C «3, en prenant d'un et autre côté de C Ies deux longueurs 
Cti et Ce égales à C «3 et traçons Ie triangle d fé; et en faisant 
centre dans Ie point milieu o du côté e f, avec Ie rayon o C, 
décrivons un cercle, qui, coupant ce côté en q et p donnera Ies 
directions Cq et Cp des axes, dont la grandeur sera 2.eq=2.a 
et 2. <7 / "= 2. ò. Puis traçons Ie triangle d\ f\ ej étant ses deux 
côtés d 1 f\ et e\ f\ égaux aux côtés df et e f du triangle d fe, 
Ie troisième côté d\ e\ étant égal au diamètre du cercle (C'). 
Cela posé, déterminons Ies points milieux C' et o\ des côtés d\e 1 
et e\ f\, et en faisant centre en avec Ie rayon O j C décrivons, 
comme précédemment, un cercle, qui coupera ej f\ aux points p\ 
et q\. Finalement en faisant coincider Ie point C avec Ie point C, 
ainsi que Ies droites rectangulaires C'p\ et C q\ avec Ies droiteí 
Cp et C q Ie troisième côté d\ e\ du triangle dj f\ e\ será Ie dia-
mètre du cercle (C') perpendiculaire au diamètre m'% C n'3 de ce 
cercle, dont Ies extrémités m'3 et n'3 représentent deux points 
de 1'intersection demandée. 

Les deux autres points d'intersection b\ et b'\ se détermine-
ront comme plus haut, en menant par m'3 et n'3 Ies droites m'3 b 
et n'3 6'3 parallèles au demi-axe C v. 

Plusieurs autres problèmes relatifs à 1'ellipse (E) sont facile-
ment résolus en s'appuyant sur Ies principes qu'on vient d'étudier. 
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SOBRE UM PROBLEMA DE GEOMETRIA 

POB 

L. F. MARRECAS FERREIRA 

Dadas duas rectas, que se cortam num plano, e um ponto, 
tirar por este transversaes, satisfazendo á condição, de que os 
rectângulos dos segmentos, definidos pelas rectas e o ponto, sejam 
equivalentes a um determinado rectângulo (*). 

CSrcumferencias auxiliares 

Os dados que a fig. 1.® representa são as rectas A A j e B B j 
e o ponto M; K o rectângulo dos segmentos; a o angulo AV B 
em que existe M. Tire-se MP perpendicularmente a YB e de-
termine-se sobre esta recta um ponto Q, tal que M P x M Q = K ; 
sobre M Q , como diâmetro, construa-se uma circumferencia, e 
se esta curva interceptar A A j em i e i', teremos nas rectas M« 
e M i' o seguinte: 

M i x M3 = M t 7 X M (/' = MP x MQ = K. 

Sendo A Aj tangente á circumferencia, apenas ha uma solução, 
e nenhuma no caso de se não cortarem. 

Os pontos i e V (no caso de duas intersecções) podem estar 
ambos situados d'um mesmo lado de V, quer sobre VA, quer 
sobre Y A i ; ou um sobre VA, outro sobre V A i ; e como A A j 
não pôde cortar a circumferencia em mais de dois pontos, 
segue-se que esta curva não pôde fornecer mais de duas soluções. 
Vê-se por outro lado que, sendo a circumferencia descripta o 

(*) Amyot e diversos outros auctores, que tôm proposto este problema, 
indicam suecintamente o modo de se obter as soluções d 'e l le ; nenhum, 
porém, o considerou digno de estudo especial, como um dos mais interes-
santes problemas de geometria elementar. 
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Iogar geometrico dos extremos i, i ' . . . das transversaes, cujos 
respectivos rectângulos, produzidos pelos segmentos, são equi-
valentes ao rectângulo dado, não pôde haver transversal alguma, 
satisfazendo ao problema, que não seja obtida no angulo A j V B 
por intermedio da circumferencia. 

O angulo A j V B não admitte pois mais de duas transversaes 
nas circumstancias pçdidas. 

Tire-se M P i perpendicularmente a A Ai , determine-se Qj 
pela condição M Pj x M Qi = K, construa-se uma nova circum-
ferencia sobre M Qj , determinem-se as intersecções d'esta com 
B B ] , e as transversaes para estes pontos dirigidas, resolverão o 
problema. A fig. l . a apresenta as duas intersecções g e g', abaixo 
de V; logo n'este caso as transversaes correspondem ao angulo 
AiV B, e pelo que ficou dito devem coincidir com as anteriores, 
isto é, a segunda circumferencia não introduziu soluções novas. 
A fig. l . a apresenta igualmente duas soluções. 

Constroem-se as soluções dentro do angulo AV B, em que 
existe M (fig. 2.a), t irando B ' B ' j , parallela a B B j , e á mesma 
distancia de M; determinam-se as soluções correspondentes aos 
ângulos AViB' e A i V i B V Consideremos uma d'estas soluções 
M n 1 P ; será M p x M n i = K ; mas Mni = Mn, I o g o M p x M n = K . 
Podíamos t irar A ' A ' i parallelamente a A Ai , e á mesma dis-
tancia do ponto M, obtendo-se ainda os mesmos resultados. 

Podemos obter as soluções dentro do angulo a sem o recurso 
d'aquellas circumferencias auxiliares, tirando, por exemplo, por M 
a recta pMq (fig. 3."), parallela a AV, marcando sobre ella um 
ponto q, que satisfaça á condição M p x M <7 = K, e, suppondo 
que rs é uma solução, serão similhantes os triângulos qrM 
e M p s , e os ângulos, em r e p iguaes entre si e a V; logo con-
strua-se sobre Mqo segmento capaz de a, determincm-se-lhe as 
intersecções com AV e os pontos r e S1, assim obtidos, determi-
narão duas soluções. 

Para haver uma solução, 6 necessário que a circumferencia 
descripta seja tangente a VA n'um ponto k \ ; mas, como VA 6 
por construcção parallela a Mq, segue-se que a perpendicular k\m, 
abaixada do ponto de tangencia sobre M <7, divide esta distancia 

em parles iguaes; logo o angulo mk\M ó igual a —, e como Inm 
Jmt 

6 perpendicular a VA, a solução única k\ M será perpendicular 
á bissectriz de o que se conclue ainda do seguinte fac to : 
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As soluções rs e r'S1 da fig. 3." são anti-parallelas, e como 
por um ponto situado dentro d'um angulo não podem passar 
mais de duas rectas anti-parallelas, dentro de « haverá só duas 
soluções, e no caso d uma qualquer d'ellas ser perpendicular á 
bissectriz, a segunda confundir-se-ha com ella. 

Se em logar de t irarmos a recta p q, parallela a AV, t i rás-
semos por M uma outra parallela a V B , fazendo construcções 
analogas, determinariamos a s intersecções s e r ' sobre V B , ob-
tendo-se as soluções anteriores. 

Conclue-se, portanto, que o numero máximo das que podem 
existir dentro do angulo é de duas, e como este caso corresponde 
evidentemente ao da fig. 1 visto que ambos se resolvem do 
mesmo modo, attendendo ao primeiro processo empregado na 
determinação das soluções dentro do angulo AVB, segue-se que 
o numero máximo das que admitte o problema é de quatro. 

Se prolongássemos (fig. 1.") a recta M P e sobre ella tomás-
semos um ponto Qj , symetrico de Q em relação a M, e sobre MQj. 
como diâmetro, construíssemos uma circumferencia, ella gosaria 
em relação ao angulo A V B da mesma propriedade que a con-
struida sobre M Q ; prolongando igualmente M P j , obteríamos 
ainda uma outra circumferencia, e ambas determinariam as so-
luções dentro do angulo; fácil 6, porém, de ver que estes dois 
logares geometricos são exactamente os mesmos que se empre-
garam no segundo processo, ainda que determinados por proprie-
dades diversas. 

Condições fia tangencia 

Para que uma circumferencia com o centro sobre MP (fig. 4.*), 
e passando por M, seja tangente a AAj , deve o seu centro s estar 
equidistante de M e da recta, ou ser sk (perpendicular a A Aj) 
= s M. O triangulo ks M é isosceles, ou M k perpendicular á bis-
sectriz do angulo em s; logo é Mit parallelo á bissectriz de AVB, 
ficando assim determinados os pontos k e s. 

Do mesmo modo se obtêm os pontos s' e A-j. se s' são os 
pontos em que M P intercepta a parabola com o foco em M, 
tendo por directriz A A j . 

Podemos determinar igualmente os pontos Sj e s ' j sobre M P j , 
bem como k' e k'-\. 
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Os pontos M, A' e A estão situados em linha recta , por isso 
que a recta MA' deve ser parallela á bissectriz de a, assim como 
a recta M A-. 

Da mesma sorte os pontos M, k\ e k\ devem estar em linha 
r ec t a ; assim facilmente se reconhece que M k\ deve ser perpen-
dicular á bissectriz de a; o mesmo succede com M k ' 

Deslocando-se sobre o plano o ponto M, a recta MA- caminha 
parallelamente a si mesma, de sorte que, estando M sobre a 
bissectriz, A e k' confundem-se em V; caminhando para a direita 
d'esta ficará k' (traço sobre B Bi) abaixo de k (traço sobre A Ai), 
dando-se o contrario para o lado opposto. 

Pela similhança dos triângulos AsM, k'M, M A P i e M A ' P , 
tem-se 

M s MA M P i 

M 7 i ~ M T ' ~ M P ~ 

d'onde 
M P x M i = M P i x M s 1 . 

Os diâmetros das circumferencias tangentes em k e A' aos lados 
do angulo (respectivamente) serão 2 M s e 2 M « i ; teremos por-
tanto 

M P x 2 M s = M P , x 2 M s 1 = C (1) 

designando C o valor do rectângulo, correspondente a uma posição 
particular do ponto e dos lados do angulo. 

Logo, para o valor K = Ce determinação das soluções nos 
ângulos A i V B e A V B i construiremos a circumferencia corres-
pondente a cada um, será uma d'ellas tangente em A, a outra 
em A', e como estes dois pontos estão em linha recta com M, 
segue-se que se obtém como solução única para aquelles ângulos 
a transversal MAA', sendo portanto 

M A x MA' = C. 

I)eduz-se ainda que os valores de K, inferiores a C, exigindo 
a construcção de circumferencias, que não encontram A Ai e B B i , 
não dão soluções nos ângulos considerados; quando forem supe-
riores áquelle valor fornecem duas soluções. 
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Teriamos da mesma sorte 

M Pi x 2 M s't = M P ' x 2 M s' = C' ' . . . (2) 

e a transversal M k'\ fcj, perpendicular á bissectriz de será a 
única solução dentro d'este angulo na hypothese K = C ' ; não 
existindo nenhuma para K < C' e havendo duas para K > C'. 

Dividindo (1) por (2) e attendendo a que MP = M P ' , vem 

M ^ M s j C Ms^ 

W - M T i - C r 5 0 U M s ' 

Se é agudo o angulo AV B, a perpendicular M P encontrará 
A A j abaixo de V, ou na parte VA, não podendo ser sobre VAj , 
porque o angulo A j V B é então obtuso. 

N'este caso «' fcj será menor que a sua parallela s k, e como 
s'At = M s ' e sk = Ms será M s > M s ' ou C ' < C ; podemos, pois, 
escrever, fazendo X > 1 

a < 90° C ' = Y 

sendo recto o angulo A V B , será sk — s'k\ ou Mi = Ms', logo 

a = 90° C' = C 

se fôr obtuso, a intersecção de MP com A A i ^a de fazer-se na 
parte V A i ; será portanto s k < $' ki ou M s < M s' e 

a > 90° C' = XC. 

Vê-se facilmente que no primeiro caso estará s' mais proximo 
de M que Si; no segundo estes pontos coincidem, sendo além 
d'isso a recta k! k'\ parallela a k k\; no terceiro o ponto «i será 
o mais proximo de M. 

No caso de tangencia dentro do angulo AV B, a transversal 
Mfci, prolongada até interceptar a recta B B j , constitue a única 
solução; a distancia de M a esta ultima recta será igual a Mk' 
visto que MP = M P ' . No caso sujeito teremos pois 

M f t j x M f t r
1 = C'. 
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Determinação das soluções 

a) a < 9 0 ° 

C 
A valores de R, menores que —, não corresponde solução 

C ^ 
alguma; para K = — obtem-se uma no angulo em que existe M, 

perpendicular á bissectriz de a; para valores maiores haverá duas 
soluções nes se angulo; quando K = C obtem-se uma nos ângulos 
verticalmente oppostos AV Bj e B VAi! P o r conseguinte esta 
hypothese fornece tres soluções. Sendo K> C ha duas dentro de a 
e duas nos outros ângulos, o que prefaz uma totalidade de quatro. 

Se o ponto dado estiver na bissectriz de a, obtem-se o mesmo 
numero de soluções em cada uma das hypotheses precedentes; 
as quaes, no caso de não serem fornecidas pela bissectriz ou sua 
perpendicular, occuparão posições symetricas em relação a ambas 
estas linhas, ou somente a uma d'ellas, quando forem duas apenas. 

Não ha solução alguma quando K < C ; a K = C correspondem 
duas, sendo a primeira n'um dos ângulos superiores, e outra 
dentro de a, dando-se em ambos os casos a tangencia das cir-
cumferencias auxil iares; da hypothese Ii > C resultam quatro 
soluções, sendo duas nos ângulos superiores e duas dentro de a (*). 

N'esta hypothese dá-se a singularidade de ser sempre par o 
numero de soluções, como se conclue d'esta discussão; mas o 
facto é susceptível d'uma demonstração directa; prova-se effecti-
vamente que toda a solução, fornecida pelos ângulos superiores, 
tem uma correspondente dentro do angulo «, sendo as respectivas 
direcções perpendiculares entre si. 

Valores de K inferiores a C não fornecem solução a lguma; 
quando K = C obtem-se uma solução nos ângulos superiores, e 
as circumferencias auxiliares são alli tangentes às duas rec tas ; 

« = 90° C' = C 

a > 9 0 ° C = XC 

(*) Obtinham-se os mesmos resultados, considerando-se o ponto dado 
Sobre a bissectriz de «. 
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d'estes ângulos provêm duas soluções, quando K > C ; a K = X C 
corresponde uma solução dentro de a, e portanto esta hypothese 
fornece tres soluções; sendo K > X C haverá duas dentro de a e 
duas nos ângulos superiores, o que prefaz uma totalidade de quatro. 

Em todas as hypotheses precedentes, quando o ponto M estiver 
na bissectriz de a, os pontos k e k! confundem-se em V, e n 'este 
vertice se verifica a tangencia das circumferencias auxiliares 
superiores; do mesmo modo os pontos l:\ e k\ se confundirão 
em V j , vertice em que se verifica a tangencia das circumferencias 

% % 
auxiliares inferiores, sendo C = MY e C = M V i . 

A seguinte tabella apresenta as soluções que resultam das 
differentes hypotheses: 

i Valores de K 
a <90° 

C = ^ 
X 

« = 9 0 ° 

C ' = C 

« > 9 0 * 

C ' = x C 

K < í 
X 

j' 
0 0 0 

K - C 
X 

1 0 0 

(] 
De K = y a K = C (exclusivé) 2 0 0 

K = C 3 2 1 

De K = C a K = X C (exclusivé) 4 4 2 

K = X C 4 4 3 

K > X C 4 4 4 
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O que fica exposto permitte a resolução do seguinte interes-
sante p rob lema: 

Dados um ponto e um angulo, no mesmo plano, determinar o 
máximo e minimo dos rectângulos dos segmentos, comprehendidos 
sobre uma transversal entre o ponto e os lados do angulo. 

Sendo a < 9 0 ° , será MkxMk' o minimo para os dois ângulos 
superiores, e M k\ x M k'\ o minimo para o angulo a; dando a 
segunda transversal o minimo relativo. 

a = 90° — dois minimos iguaes M k x M k' = M k\ x M k\. 

a > 90° — minimo relativo MkxMk'; o segundo é Mk^xMk1 

Os máximos em numero de quatro correspondem, como é 
evidente, ás t ransversaesparal lelas aos lados do angulo, e pro-
venientes da hypothese BPj= ao. 

Estas parallelas constituem limites de posição para as soluções 
comprehendidas dentro do angulo. 

Nota. — Supponhamos na fig. 6." que AV é perpendicular 
a VB e AB perpendicular a mr; teremos pela similhança dos 
triângulos A t n r e r j m B o seguinte : 

A m : r m : : m r i : m B 
d'onde 

A t n x t n B = r t í i x f f l r i (1). 

Pela similhança de A V B e r V r j 

T V i r 1 V : : V B : A V 
d'onde 

r V x A V = r j V x V B (2). 

Conclue-se de (1) que sendo recto o angulo AV B, e obtida 
a solução, dentro do angulo, K = A m x m B , haverá outra dada 
pela transversal m r , que é perpendicular áquella linha. 
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De (1) e (2) deduzem-se dois princípios geraes e elementares, 
applicaveis a uma curva qualquer, referida a eixos orthogonaes 
e já conhecidos: 

— O producto dos segmentos da tangente a uma curva, com-
prehendidos entre o ponto de contacto e dois eixos orthogonaes, 
é igual ao producto dos segmentos da normal, comprehendidos 
entre o ponto de contacto e os mesmos eixos. 

— O producto das distancias da origem aos pés da tangente 
e normal sobre um eixo, é igual ao producto das distancias 
d'esse ponto aos pés das mesmas rectas sobre o outro eixo. 
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QUESTÃO PROPOSTA N.0 18 

Demonstrar que o resto da divisão do producto de números 
inteiros consecutivos 

a ( a + l ) ( a + 2 ) . . . ( a + 2 / > - l ) 

pela somma dos mesmos números 

a + ( a + l ) + ( a + 2 ) + . . . + ( a + 2 p - l ) , 

sendo o primeiro numero da fórma 

a = ^P—x.p — a 

e a um inteiro menor que 2^ — 1, é o mesmo que o resto da 
divisão de 

3 2 . 5 2 . 7 2 . . . [ 2 ( p — a ) — 3 ] 2 [ 2 ( / > - a ) - l ] [ 2 ( p - « ) + i J 2 . . . ( 2 p - l ) 2 

por 2 a + 2p — 1 . 
Em segundo logar pede-se a expressão analvtica, inteira rela-

tivamente a todos os números que n'ella entram, da differença 
entre as fracções 

a ( a + l ) ( a + 2 ) . . . ( « + 2 j > - l ) 
a + a + l + a + 2 + . . . + a + 2 p - l 

e 

3 2 . 5 2 . 7 2 . . . [2(j?—a)—3]2 [2{p-*)-l] [2{p-«)+l ( 2 ^ - 1 ) 2 

2a + 2 p - l 

GOMES TEIXEIRA (PEDRO) . 
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SOBRE A TRANSFORMAÇÃO DAS FUNCÇÕES X» OE L E G E N D R E 
ENI I N T E G R A L DEFINIDO 

São de grande importancia em Analyse, como é sabido, as 
expressões da fórma 

conhecidas pelo nome de polynomios de Legendre, pois foi este 
illustre geometra quem as primeiro estudou por occasião das suas 
investigações sobre a a t t racção dos espheroides e figura dos 
planetas . 

T e m - s e dado varias t ransformações d 'es tas funcções notáveis 
empregando a integração definida. E n t r e outras ci taremos, por 
exemplo, as duas seguintes ( * ) : 

POE 

J. A. MARTINS DA SILVA 

Alferes alumno de Artilheria 

x „ 
1 d« ( Z 2 - I ) " 

1 . 2 . 3 . . . 2 w ' dxn 

l . 1 

I t J 0 

(O 

2.» 
o 1^2 (cos — 0 íc) 1 t i y O o V^2 [x — cos 6) 

s en—6 c o s n ô dô 
2 
1 

(*) M. Bertrand—Traiti de Calcul etc., vol. II, pag. 502. 
í 
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quando é cos 6 > cos <p; e 

1 1 
~ «sen - •ô sen n 0 d 9 „ cos — 6 sen n 6 d 9 
2 2 2 /* 2 2 rf 2 + 2 T 
vJ íi i /õT^TTT^L^ 7 t ^ n o V/2 ( cos 6—ÍC) 7 r ^ o V / 2 ( Í C — c o ^ Ô ) 

quando é cos Õ< cos 9. N 'es tas fórmulas, devidas a Derichlet , é 

ç = arc(cos = £c). 

Vamos agora dar uma outra t ransformação de X n , empregando 
o integral def inido: 

r+°° d f _ R F O 

J , A y 2 + 2 B y + C J „ 

A d y 

_ o e A y í + 2 B y + C J _ o c ( A Y + B)« + ( A C - B i ) 

em que 
A C — B 2 > 0 

pa ra a funcção afíecta do signal integral ser sempre finita. 
Os coefficientes A, B, C represen tam quantidades reaes . 

Se fizessemos 

A y + B = z / A C - B 2 

os limites q=oo e ± 0 0 de z corresponderão aos limites —00 
e + 00 de y, conforme o coefficiente A é positivo ou negativo, 
por tanto (* ) : 

'*<*> dz r00 d y 1 Ç 

_ o 6 ( ± A ) y 2 + 2 B y + C - v / c ± A ) C _ B J T J + z 2 

/ ( Z t A ) C - B 2 ' 

(») M. Hermite—Cours d'Analyse, pag. 288. 
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Para fazer, pois, a transformação desejada, consideremos o 
coefficiente A negativo e o coefficiente C = + A , d'onde resulta 

r u v Z - T 

A ( l - f ) + 2 B r v / Ã ã + f i í 

1 

= X - V ^ (A2 + B 2 ) 2 . 

Supponhamos a < 1 e 

Í
—A = (a cos <p — 1) 

B = a sen 9. 

Fazendo esta hypothese na fórmula antecedente, vem 

- i 1 f + » dv 
(1 — 2 a cos 9 + a2) 2 — — 
v r « t t l - « c o s ç I - Y 4 + 2 Y a s e n ? 

mas 
1 -— n = oo 

(1 — 2 a cos 9 -f a8) 2 = 2 P n a " 

1 

(1 — Y2) — a [cos 9 ( 1 - Y 2 ) — 2 y sen 9] 

" = " [ 0 0 8 9 ( 1 — Ys) — 2 y sen 9]" n 

n = o 

logo 

( l _ Y « ) n + t 

P - 1 f + " D P ^ - 1 • ' [cos 9 (1 — 7a) — 2 y sen 9]" ^ ^ 
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Finalmente para c o s ç = x vem 

X * ~ J (i_v*)M-t d I 
- ( I - T s ) " + 1 

OU 

2 R 0 0 [ jp ( 1 — y 2 ) — 2 y V X I - X 4 ] " 

transformação a que pretendíamos chegar. 
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P R E L E C Ç Ã O S O B R E A O R I G E M E S O B R E Q S P R I N C Í P I O S 

O O C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F E I T A A O S A L U M N O S O A U N I V E R S I D A D E D E C O I M B R A 

POR 

F. GOMES TEIXEIRA 

Vou expor as modificações por que foi passando o methodo 
seguido pelos geómetras antigos para resolver certas questões 
relativas ás linhas e superfícies curvas, até ser reduzido em 
algorithmo pela descoberta do Calculo infinitesimal. Depois ex-
porei os princípios d'este calculo, desenvolvendo o que escrevi 
sobre este assumpto na minha n o t a — S u r Ies príncipes du Calcul 
infinitesimal, publicada nas Memorias da Sociedade de Sciencias 
Pkysicas e Naluraes de Bordeaux (2." serie, vol. IV). 

I 

Quando os malhematicos antigos queriam procurar as proprie-
dades de uma linha curva, e não as podiam achar directamente, 
consideravam um polygono inscripto n'ella e achavam as proprie-
dades desse polygono. Em seguida estudavam a alteração que 
iam tendo essas propriedades quando se augmentava indefinida-
mente os lados do polygono. E como por este augmento in-
definido do numero de lados do polygono elle se aproximava 
também indefinidamente da curva, descobriam, guiando-se pela 
lei da continuidade, as propriedades da curva. É n'isto que con-
siste o methodo de exaustão, pois, na verdade, vae-se aqui exau-
rindo indefinidamente a differença entre o polygono e a curva. 

Como, porém, por mais que se augmente o numero dos lados 
do polygono, este é sempre differente da curva, consideravam os 
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geómetras antigos o methodo de exaustão como servindo só 
para a descoberta das propriedades das curvas, e não para a sua 
demonstração; e por isso demonstravam depois que se caía n u m 
absurdo, suppondo que estas propriedades não tinham Iogar. 
E ra a este meio de demonstração que davam o nome de reducção 
ao absurdo. 

Do mesmo modo procediam nas questões relativas ás super-
fícies curvas e aos solidos terminados por essas superfícies, ins-
crevendo n'ellas polyedros, cujas faces diminuíam indefinidamente 
de grandeza, augmentando indefinidamente o seu numero. 

O primeiro exemplo que se encontra d'este methodo, é nos 
Elemciilos de Euclides, na proposição II do livro XII. Com eífeito, 
para mostrar que os círculos estão entre si como os quadrados 
dos seus diâmetros, suppõe que este lheorema não tem legar, e 
mostra (]iie inscrevendo quadrados nos círculos e depois succes-
sivamente polygouos regulares de dobrado numero de lados, 
oblèm-se sempre dois polygouos que não podem estar entre si 
como os quadrados dos diâmetros dos círculos, sem se chegar a 
um absurdo. Encontram-se ainda outros exemplos nos Elementos, 
nas proposições X, XI, XII e XVIII , e outros sobre questões 
mais complicadas nas obras de Archiinedes. 

Ao methodo de exaustão dos antigos deu KepIer na sua Ste-
reomelria uma fórma diversa no modo de applicação para de-
terminar algumas arcas e alguns volumes. Assim para achar a 
area do circulo, considerava-o este sábio como formado de um 
numero infinito de triângulos, cujos lados eram os raios do cir-
culo e cujas bases eram os lados infinitamente pequenos de um 
polygono inscripto; depois sommava a area d'estes triângulos, 
tomando para altura o raio do circulo e para somma das bases 
a circumferencia. Do mesmo modo achava o volume do cone de-
compondo-o em pyramides triangulares pela união dos vertices 
dos triângulos, em que decompunha o circulo da base com o 
vertice do cone, e sommando depois estas pyramides. Es tá aqui 
o germen do methodo dos indivisíveis de que se fez uso até ás 
descobertas de Newton e Leibnitz. 

Ao methodo de exaustão deu o geometra italiano CavaIerius 
uma fórma ainda mais própria, para se resolverem por elle os 
problemas geometricos, na sua Geometria dos indivisíveis, em que 
a linha é considerada como sendo formada de pontos successivos, 
a superfície de linhas successivas, e o volume de superfícies sue-
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cessivas, entendendo-se por este modo de fallar, como diz Pascal 
explicando este methodo, que a area plana é a somma de um 
numero indefinido de rectângulos muito pequenos, e o solido a 
somma de um numero indefinido de primas. 

Como se vê, Cavalerius decompõe a área plana em rectângulos 
infinitamente pequenos, e o volume em prismas infinitamente 
pequenos, em quanto que KepIer decompunha a area em t r i -
ângulos e o volume em pyraniides; a primeira decomposição é, 
em geral, muito mais vantajosa do que a segunda. 

Dêmos um exemplo do methodo dos indivisíveis. Se fizermos 
secções planas equidistantes n'uin cone de base circular, e as 
compararmos com as secções feitas n'um cylindro da mesma base 
e da mesma altura, notaremos que em cada posição da secção 
o raio da secção do cone é a terça parte do do cylindro, e por-
tanto que o volume do cone é a terça parte do do cylindro, pois 
que, segundo a linguagem do melhodo, estes corpos são a somma 
d'essas secções. 

Aqui procede-se por comparação de figuras para achar o 
volume do cone pelo methodo dos indivisíveis; e assim se pro-
cedia qunsi sempre antes de WaHis, que começou a applicar o 
calculo algébrico ás quadraturas. Para ver o uso da Álgebra 
n'estas questões, procuremos a area do triangulo. Tirando no 
triangulo linhas parallelas á base, sabe-se que estas linhas de -
crescem proporcionalmente ás suas distancias ao vertice; formam 
pois uma progressão arithmetica decrescente, logo a somma 
d'estas linhas, isto é, a area do triangulo, é igual ao primeiro 
termo da progressão, isto é, á base do triangulo, multiplicada 
por metade do numero de termos, isto é, por metade da altura. 
Empregamos aqui a linguagem pouco rigorosa da Geometria dos 
indivisíveis, mas o raciocínio empregado é no fundo rigoroso. 

Quando pelo processo precedente não podia fazer a quadratura , 
recorria Wal l is a um processo de interpolação, que o levou a 
alguns resultados notáveis. 

Roberval fez antes de Cavalerius a descoberta do methodo 
dos indivisíveis; porém tendo occultado a sua descoberta, para 
d'ella tirar partido para a resolução dos problemas, que os geó-
metras d esse tempo propunham em desafio uns aos outros, foi 
precedido na publicação d'elle pelo geometra italiano. 

Unia outra descoberta se deve a Roberval, que tem relação 
coin a descoberta dos novos cálculos; éo seu methodo de tangentes. 
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Part ia RobervaI de que as curvas podem considerar-se descriptas 
pelo movimento de um ponto que se decompõe em dois, um 
uniforme e outro variavel. A resultante d'estes dois movimentos, 
que é a diagonal do parallelogrammo formado sobre as linhas que 
representam a grandeza e direcção dos movimentos componentes, 
dá a direcção do movimento a cada instante, a qual Uoberval antes 
adivinhou, do que demonstrou que coincidia com a direcção da 
tangente . Por exemplo, na ellipse o ponto que a descreve, tanto 
se aproxima de um pólo como se afasta do outro. Os dois movi-
mentos componentes são pois iguaes e dirigidos segundo os raios 
vectores, logo a tangente divide o angulo d'elles em duas partes 
iguaes. Este methodo porém era quasi sempre inapplicavel, por-
que ficava dependente da resolução de outra questão, que era a 
de achar os movimentos componentes, questão tão difficil, como 
a que se queria resolver. 

Os primeiros geómetras que deram um methodo de tangentes 
geral foram Descartes e Fe rmat . 

O methodo de tangentes de Fermat , publicado depois do de Des-
cartes, teve uma grande influencia na descoberta dos novos cálculos, 
e por isso vou expol-o aqui, dando-lhe a fórma que lhe deu Barrovv. 

O triangulo rectângulo que Barrovv chama característico, for-
mado pela corda que passa pelo ponto de contacto e por um 
ponto infinitamente proximo, e por linhas parallelas aos eixos, 
mostra que a tangente trigonométrica do angulo formado pela 
tangente á curva com o eixo das absissas, é igual á differença 
das ordenadas dos dois pontos dividida pela differença das absissas. 
Achando, pois, a differença das ordenadas pela equação da curva, 
dividindo pela differença das absissas e fazendo depois esta diffe-
rença nulla, obtem-se a tangente trigonométrica pedida. E o 
methodo das tangentes, como se emprega hoje, que n aquelle 
tempo só se podia applicar ás curvas, para as quaes se sabia tirar 
da equação o quociente precedente, isto é, ás curvas algébricas 
racionaes implicitas ou explicitas. 

Temos seguido, em rápido esboço, as phases porque foi pas-
sando o methodo de exaustão até á descoberta do Calculo diffe-
rencial e integral, e as duas questões — quadrar as curvas e t i rar-
Ihes tangentes — que prepararam esta descoberta. Vimos que o 
methodo das tangentes de Iloberval precisava, para se poder 
applicar, do conhecimento das velocidades componentes da velo-
cidade do movei que descreve a curva, dada a equação da curva. 
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Estas componentes foram achadas por Newton, quer a curva repre-
sentada pela equação fosse racional quer fosse irracional. O methodo 
das tangentes de Fermat precisava do conhecimento da relação 
entre os augmentos infinitamente pequenos das variaveis, dada 
também a equação da curva. Esta relação foi achada por Leibnitz 
por um methodo applicavel, ainda que a equação da curva tivesse 
radicaes, sem a desembaraçar d'elles. Vejamos, pois, agora como 
Newton e Leibnitz resolviam as questões de que temos fallado. 

Newton suppõe as curvas geradas por um ponto, movendo-se 
sobre uma recta, a qual se move ao mesmo tempo parallelamente 
com movimento uniforme. Se o primeiro movimento componente 
se tornasse uniforme n'um dado instante com a velocidade que 
tem n'esSe instante, o ponto mover-se-ia com movimento uniforme, 
seguindo a tangente á curva que ia descrevendo, isto é, a diagonal 
do parallelogrammo construído sobre as linhas que representam as 
velocidades dos movimentos componentes em grandeza e direcção. 
A estas velocidades componentes, que são as velocidades com que 
variam as coordenadas x e y do ponto, chama Newton fluxôes 
das fluentes x e y. A velocidade com que varia o arco da curva, 
que é representada sobre a tangente pela resultante das fluxôes 
de x e y, chama fluxão do arco s. 

O triangulo formado pelas linhas que representam as fluxôes 
de x, y e s, mostra que a tangente trigonométrica do angulo 
formado pela tangente á curva com o eixo das absissas é igual 
á fluxão da ordenada dividida pela lluxão da absissa. O problema 
da determinação das tangentes ás curvas fica, pois, dependente 
do conhecimento das fluxôes das funeções. 

Para achar a area de uma porção de plano limitado por uma 
linha curva pelo eixo das absissas e por duas ordenadas, Newton 
procura a fluxão da area, isto é, a area que descreveria a orde-
nada que gera a curva, se n u m dado instante continuasse a 
mover-se uniformemente com a velocidade que então traz, e acha 
que é um rectângulo, cuja area 6 igual ao producto de y pela 
lluxão de x. Agora é necessário resolver a questão inversa da 
precedente, isto é, passar da expressão analytica que representa 
a fluxão da area para a fluente, isto é, para a area. 

Para resolver estas questões creou, pois, Newton um novo 
ramo de Analyse, que tem por fim achar a fluxão de uma funeção 
dada—Calculo directo das fluxôes; e, dada a lluxão, achar a 
funeção correspondente—Calculo inverso das fluxôes. 
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Passando ainda às questões dependentes dos novos cálculos, 
indiquemos outro resultado a que chegou Newton. Vimos os 
geómetras, desde Cavalerius, empregarem o methodo de exaustão 
dos antigos mais ou menos modificado, e considerarem os resul-
tados a que chegavam sufficientemente demonstrados pela lei da 
continuidade, sem recorrerem, como os antigos, á reducção ao 
absurdo. Newton, achando estas demonstrações 011 pouco r igo-
rosas ou pouco claras, e querendo evitar as demonstrações com-
plexas dos antigos, deu o seu principio dos limites, pelo qual são 
demonstradas simples e rigorosamente todas as proposições des-
cobertas pelo methodo de exaustão. 

Em quanto Newton se occupava d'estas questões na Inglaterra, 
occupava-se também d'ellas na Allemanha um outro sábio de 
primeira ordem, Leibnitz. 

Suppõe Leibnitz as quantidades formadas de elementos infinita-
mente pequenos. Estes elementos formados de outros de segunda 
ordem e assim successivamente, de modo que as quantidades 
variam por diíTerenças infinitamente pequenas. Para o calculo, 
com estes elementos, deu o principio seguinte: pôde subslituir-se 
uma por outra duas quantidades finitas, que differem de uma 
quantidade infinitamente pequena, ou mais geralmente duas quan-
tidades infinitamente pequenas, que differem, de uma quantidade 
infinitamente pequena de ordem superior. Este principio é no fundo 
o que empregavam os antigos no melhodo de exaustão, e que 
tinha sido empregado continuamente pelos geómetras que usavam 
do methodo dos indivisíveis. Os infinitamente pequenos aqui são 
as quantidades que decrescem indefinidamente no methodo dos 
antigos. 

Os augmentos infinitamente pequenos de x e y designava-os 
Leibnitz por dx e dy e chamava-lhes differenciaes. Para achar 
as tangentes ás curvas, empregava o methodo de Fermat como 
foi apresentado por Barrow, isto é, resolvia o triangulo caracte-
rístico, e achava a tangente trigonométrica da inclinação da 
tangente â curva sobre o eixo das absissas igual ao quociente 
da difierencial de y pela de x. Este quociente que Fermat e 
Barrow só sabiam achar quando a equação da curva estava des-
embaraçada de radicaes, acha-o Leibnitz sem desembaraçar das 
radicaes que podem entrar na equação da curva. 

Teve também Leibnitz a feliz ideia de considerar equações 
em que entravam as differenciaes, consideração tanto mais im-
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portante, que por equações difFerenciaes se traduzem quasi todos 
os problemas importantes de Geometria, Mecanica, etc . . que 
resistiam aos methodos até então empregados. 

Os geómetras que empregavam a Geometria dos indivisíveis, 
tinham jâ achado o elemento, isto é, a differencial de uma area 
plana, que é, empregando a notação de Leibnitz, um rectângulo 
de area ydx. Restava, pois, passar da differencial da area para 
a area, isto é, resolver a questão analytica inversa d'aquelle que 
é necessário resolver para o methodo das tangentes. 

Para outras questões precisava de passar das equações diffe-
renciaes para a relação entre as variaveis. 

Para resolver todas estas questões, creou Leibnitz um novo 
ramo de analvse tendo por fim, dada a relação entre as varia-
veis, achar a relação entre as difFerenciaes correspondentes — 
Calculo di/ferencial; e inversamente, dada a relação entre as 
difFerenciaes, achar a relação entre as variaveis—Calculo integral. 

O Calculo differencial coincide com o Calculo directo das 
fluxões, e o Calculo integral com o Calculo inverso das fluxões. 
Houve ainda em vida de Newton e Leibnitz uma violenta dis-
cussão sobre a prioridade da descoberta. O estudo dos documentos 
apresentados n'essa questão mostra que Newton fez a sua des-
coberta antes de Leibnitz, pois apparece indicada n u m a carta sua 
com letras transpostas; mas que este não tinha conhecimento da 
descoberta de Newton, que só foi publicada depois da de Leibnitz. 
Devemos todavia notar que Leibnilz aqui foi mais longe do que 
Newton, pois que foi o primeiro a considerar equações difFerenciaes. 

Yiu-se que a descoberta dos novos cálculos estava sufficiente-
mente preparada pelos trabalhos de que temos dado noticia, 
todavia para a fazer era necessário um grande génio que n'esses 
trabalhos achasse o principio do methodo e lhe reconhecesse o 
grande alcance, e tanto isto é assim, que por muito tempo só 
os inventores comprehenderam a profundeza e importancia da 
descoberta que tinham feito. 

Os primeiros geómetras que comprehenderam o espirito da 
Analyse infinitesimal foram os dois irmãos Jaques e João Ber -
noulli, que applicaram o seu grande génio a fazer avançar o novo 
calculo e a resolver por elle questões difficeis, que resistiam aos 
antigos methodos. 

O methodo infinitesimal, pela sua simplicidade, clareza da 
noção de differencial e superior mérito dos geómetras que o 



28 JORNAL DE SCIENCIAS 

adoptaram, progrediu muito mais depressa que o methodo das 
lluxôes. Os geómetras que seguiam aquelle methodo levavam 
sempre vantagem sobre os que seguiam o methodo de Newton 
nas questões que os partidarios de cada methodo propunham em 
desafio uns aos outros. 

Se o methodo infinitesimal era mais simples do que o das 
fluxões, em compensação o das lluxões tinha o rigor da antiga 
Geometria, em quanto que contra o primeiro se propozeram 
muitas objecções, por causa do desprezo que Leibnitz fazia das 
quantidades infinitamente pequenas, sem o justificar. Este me-
thodo correspondia, com effeito, ao de exaustão, e faltava para 
ser completamente acceite, a demonstração por absurdo dos 
antigos geómetras. 

Euler, para evitar estas objecções, considerava os infinitamente 
pequenos como verdadeiros zeros, que se designava pela notação 
de Leibnitz, para indicar que vinham de quantidades que, de -
crescendo successivamente, se tinham desvanecido. Sendo assim, 
o Calculo infinitesimal seria um calculo de symbolos, o que não pôde 
admitt ir-se, pois que sobre symbolos não se pôde fazer operações. 

Lagrange quiz tractar o Calculo differencial e integral sem a 
consideração de infinitesimos, limites ou desvanecentes, isto é, 
pelos processos só da Álgebra. Para isso demonstra primeiro a 
serie de Taylor, isto é, a fórmula que dá o desenvolvimento de 
uma funcção em serie ordenada segundo as potencias do augmento 
da variavel. Chama derivada o coefficiente da primeira potencia 
do augmento no desenvolvimento, e procura depois a derivada 
das diversas funcçòes estudadas na Álgebra, desenvolvendo-as em 
serie para achar o coefficiente da primeira potencia do augmento. 
A doutrina de Lagrange tem o inconveniente de partir da sup-
posição que toda a funcção é susceptível de se desenvolver em 
serie ordenada segundo as potencias inteiras e positivas de uma 
quantidade. Apezar d'isto, a Obra de Lagrange, onde o seu m e -
thodo vem exposto, isto é, a Theoria das funcçòes analyíicas é muito 
notável pelo grande numero de vistas novas que encerra sobre as 
questões lá tractadas, e porque as demonstrações se tornam facil-
mente rigorosas, modificando as demonstrações fundadas em series. 

Hoje adopta-se geralmente o methodo infinitesimal, e para dar 
ás demonstrações fundadas n'elle o rigor das demonstrações dos 
antigos, deduz-se os princípios d'este methodo do theorema dos 
limites, 
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II 

Passemos agora, antes de expor o methodo infinitesimal, a 
algumas considerações relativas ás definições de funeção, conti-
nuidade e quantidade infinitamente pequena. 

A definição de funeção, como muitas outras definições em 
mathematica, tem-se estendido cada vez mais á medida que as 
necessidades da sciencia ó tem exigido. Assim para Leibnitz 
funeção de uma quantidade era o polynomio inteiro relativamente 
a essa quantidade. Euler chamava já funeção de uma quantidade 
á expressão analytica em que entra essa quantidade ligada por 
operações algébricas em numero finito ou infinito. Hoje para 
comprehender o caso em que uma quantidade é determinada por 
construcções geometricas, chama-se funeção de uma ou mais 
quantidades á quantidade que toma valores determinados quando 
ás primeiras se dá também valores determinados. No Calculo 
infinitesimal não se estudam todas estas,funeções, mas aquellas 
que satisfazem a certas condições, como veremos. 

A funeção f ( x ) diz-se contínua relativamente a x no intervallo 
de x = a até x = b quando, dando a x dois valores quaesquer a' 
e a' + h comprehendidos n'este intervallo, a differença entre os 
valores correspondentes da funeção diminue indefinidamente até 
zero, quando h vae diminuindo indefinidamente até zero. 

No Calculo infinitesimal só se estudam as funeções f (x) que 
no intervallo finito de x = a até x = b apresentam um numero 
finito de valores não contínuos com os valores visinhos da funeção. 
Então os valores de x chamam-se valores críticos, e quando x 
passa por elles a funeção precisa de um estado especial: taes são 
os valores de x que tornam a funeção infinita, e aquelles em que 
ella passa de um valor a outro differindo do primeiro de uma 
quantidade finita. É claro que se algum valor de x tornar a 
funeção indeterminada, é necessário tirar a indeterminação para 
ver se o valor é ou não critico. 

A equação y=f(x) representa uma curva que pôde faltar n'um 
intervallo finito, quando para valores de x comprehendidos n'esse 
intervallo a funeção se torna imaginaria. Na curva pôde, pois, 
haver descontinuidades que não existam na funeção. Chamaremos 
pois valores críticos geomelricos todos aquelles, para os quaes ha 
descontinuidades na curva. 
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Chama-se quantidade infinitamente pequena ou infinitesimo, 
toda a quantidade variavel que pôde ter todos os valores menores 
que uma quantidade dada. Um infinitesimo P é da ordem n 
relativamente a outro infinitesimo a quando o primeiro dividido 

R 
por a" dá — = A + j / , sendo A uma quantidade finita relativamente 

a a e y um infinitesimo. D'esta definição decorre immediatamente: 
1.° Que se dois infinitesimos [i e 3' forem da ordem n e n', o seu 

producto será da ordem n + n ' e o seu quociente da ordem n—n'; 
2." Que se um infinitesimo (J' fôr da ordem n' relativamente 

a p e este da ordem n relativamente a «, o primeiro será da 
ordem n + n' relativamente a a. 

Quando um infinitesimo é das ordens n e n' relativamente a 
dois outros independentes, diz-se ainda que é da ordem n + n' . 

O exemplo geometrico seguinte contém todos estes casos: 
Consideremos o triangulo formado pela tangente á circum-

ferencia no ponto M (x, y) pela corda que passa por este ponto 
e pelo ponto infinitamepte proximo M' [x + h, y + k), e pela pe r -
pendicular T M ' abaixada d'este ponto sobre a tangente, e pro-
curemos a ordem da porção infinitamente pequena da tangente 
comprehendida entre o ponto de contacto e o pé da perpendi-
cular, suppondo h o infinitamente pequeno, que serve de termo 
de comparação. 

A resolução do triangulo dá MT = M M ' c o s T M M ' , logo a 
ordem do infinitesimo M T é igual á somma das ordens de M M' 
e M ' M T . 

M M ' é de primeira ordem por ser 

M M ' 
cos (M' M x) 

Procuremos a ordem do angulo M ' M T . É 

_ t a n g ( T M x ) - t a n g ( M ' M x ) 
tang ( M M 1 ) - 1 + ^ g ( T M ^ ^ g M ^ 

Suppondo que a equação da curva é 

{x — a)s + (y — &)* s= H4, 
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tang (T M jj) = — ——^ 
y-b 

e 
x — a 

k - h 
k x — a v-—b x—a 

t a n g ( M ' M x ) = -f = r + L = T + « DV ' h y — b 2(y—b) + k y — b 

sendo a de primeira ordem. 
Logo _ 

tang (M' M T ) = — , . 

portanto tang (M' M T) é de primeira ordem. 
Mas sabe-se pela Trigonometria que 

tang M' M T 

M ' M T = p 

onde [3 é infinitamente pequeno quando M'MT o é, logo M'MT 
é da mesma ordem que a tangente, isto é, de primeira ordem. 

De tudo isto conclue-se, emfim, que MT é um infinitesimo 
de segunda ordem. 

III 

Passemos agora a expor o methodo infinitesimal pelo caminho 
que seguimos na nossa Nota já citada. 

Comecemos por demonstrar o theorema seguinte que é funda-
mental : 

THEOREMA. — Se a equação 

f(x+ bx, y + Ay, z + \ z , . . . ) = 0 (1) 

tem logar, por mais pequena que seja a grandeza das differenças 
Ax, Ay, Az, ..eUa terá logar ainda quando estas differenças 
são nullas, isto é, será 

f{x,y,z, . . . ) « 0 (2). 
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Com effeito, suppondo que a funcção f é contínua, t e r - se -ha 

f(x+Ax, y+Ay, z+Az, . . .)=f(x, y,z, .. . ) + A f [ x , y,z,.. . ) = 0 

Af sendo uma quant idade que se pôde fazer t5o pequena, 
quan to se queira , diminuindo convenientemente as differenças 
Ax, Aj/, Az, . . . 

Se a funcção f [ x , y , z , . . . ) não é nulla, ella tem um valor 
e serã 

resultado absurdo, pois que Af é uma quant idade variavel que 
se pôde tornar mais pequena do que 

É n 'es te theorema que consiste o principio dos limites de 
Newton . 

Posto isto, se se quer resolver uma questão que se t raduz pela 
equação (2), e se se não conhece meio de achar d i rec tamente a 
solução, póde-se achal-a formando pr imei ramente a equação (1) 
e fazendo em seguida n'ella as differenças Ax, At/, Az, . . . nullas. 
Suppõe-se que se sabe formar a equação (1), e por isso o que nos 
vimos de dizer per tence ainda á synthese ou á analyse ordinaria. 
E s t ã o , n 'es te caso, todas as questões de que se occuparam os 
geómet ras antes da descoberta do Calculo differencial e do Calculo 
integral . 

Demos um exemplo. Consideremos uma rec ta que córte uma 
curva em dois pontos, e supponhamos que o segundo ponto se 
move na direcção do p r imei ro ; a rec ta vae gyrando em roda do 
primeiro ponto, e a posição que toma no instante em que o segundo 
coincide com o primeiro chama-se larigente á curva n'esse ponto* 
Se forem y = f [ x ) a equação da curva, [x, y) e (aH-Aar, y+Ay) 
as coordenadas das ext remidades da corda, 6 a inclinação da 
t angen te sobre o eixo das absissas, e AÔ a inclinação da tangente 
sobre a corda, a resolução de um triangulo rectângulo dará 

Af{x, y, z, . . .) = — 

taiig (6 + A ô) 
f { x + A x ) - f { x ) ^ A y 

àx Ax 
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Mas á medida que o segundo ponto se vae aproximando do 
primeiro, Ax e A 9 vão diminuindo de modo que se podem tornar 
ao mesmo tempo tão pequenos quanto se qtiizer, logo, segundo 
o theorema precedente , a equação ainda tem logar quando são 
nullos, e é 

t a n g O = / » , 
A t / 

chamando f (x) aquillo em que se torna o quociente — quando 
A JC 

Aai = O. No caso de ser, por exemplo, f ( x ) = xm (m inteiro po -
sitivo) é p (x) = m x m ~ 1 . O que vimos de expor é, como se vê, 
o methodo das tangentes de F e r m a t . 

Outro exemplo. A area S comprehendida ent re uma curva 
y = f ( x ) , o eixo das absissas e duas ordenadas pôde decompor-se 
n o u t r a s por meio de linhas parallelas ao eixo das ordenadas . 
Tirando depois parallelas ao eixo das absissas que passem pelas 
ext remidades d'essas ordenadas formam-se rectângulos, cujas 
areas sommadas dão, chamando A x a distancia das «parallelas 
e a S a differença entre a a rea S e a somma das areas dos 
rectângulos, 

S + A S = 2 f[oc). A x. 

Es ta igualdade tem logar, por mais pequenos que sejam A S 
e A x , logo terá ainda logar quando fôr AS = O e A# = 0, isto é, 
será 

S = F(X) , 

chamando F ( x ) aquillo em que se torna a somma 2 f ( x ) . A x 
quando A^ = O. Já se viu que era assim que se achavam as areas 
no methodo dos indivisíveis. 

Por exemplo, o valor de 2 f ( x ) . \ x no caso da curva y = hX2 

seria, suppondo x dividido em n partes iguaes a 

2/"(x). Ax=A"Ax3[l+22+32+. . . +-/I2] 
que por ser 

n 3 n 2 . ri 
l + 2 2 + 3 2 + . . . + n 2 = — + - - + _ 

3 2 6 

x 
Ax = — 

n 
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dá 

2 f ( x ) . A X = k A X9 H r ^ + + 

, r ® 3 , í S l , i , 1 = A; — + — ®*Aa! + — xAx* . 
s 

Mas 2 f(x). Aaj representa uma somma de areas de rectângulos 
que se aproxima indefinidamente da area terminada pela curva 
y = kxi, pelo eixo dos x e pela ordenada traçada á distancia x 
da origem. Chamando pois A esta area, será 

ta;3 1 1 " 1 

— + — x* A x + — x A » 2 J 

e, pela theoria precedente, 

A = -^-Aa;3 . 
U 

Se a equação da curva fosse 

y = kxm, 

sendo tn inteiro e positivo, achava-se do mesmo modo 

1 
A = - Z c x m + 1 

m + 1 

usando de um theorema conhecido que dá 

n m + * 
1 + 2m + 3m + . . . + nm = — — + a nm + 6 n m _ 1 + . . . + ln+u m + 1 

sendo a, b, o, . .. I, u quantidades independentes de n. 
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Voltemos ao assumpto. 
Quando se resolvem as questões pelo processo anterior, em 

logar de fazer estas differenças nullas sómente no resultado final, 
póde-se simplificar o calculo que conduz á equação (1), fazendo 
no caminho as differenças Ay, Az, etc. nullas, quando d'esta 
maneira se não chega a resultados ou a operações sem significação. 
É n'esta simplificação que consiste o espirito do Calculo infinite-
simal. 

Então em logar de representar as differenças pela notação \ x , 
Ay, Az, etc., representam-se por dx, dy, dz, etc. , convencio-
nando assim representar por dx, dy, dz, etc. differenças in-
determinadas que se devem tornar nullas no fim do calculo ou 
durante o calculo, quando d'esta maneira se não chega a resul-
tados ou a operações sem significação, nem a zero. Se, por 
exemplo, no calculo apparece o binomio a + bdx, a e 6 sendo 
independentes das differenciaes, podemos supprimir o termo bdx. 
Da mesma maneira, se no calculo apparece adxn-\-bdxm e é m>n, 
póde-se supprimir o termo b d xm, pois este binomio é igual 
a d x n ( a - \ - b d x m ~ n ) . É n'isto que consiste o principio do Cal-
culo infinitesimal que se costuma enunciar da maneira seguinte: 
«Uma quantidade infinitamente pequena deve ser desprezada 
quando vem addicionada a uma quantidade finita ou a uma 
quantidade de ordem infinitesimal inferior». 

Pelo contrario, se no calculo se encontra, por exemplo, a ex -
dy 

pressão —, não se pôde annullar dy e dx, pois que se chegaria 
dx Q 

ao symbolo —, e por isso nós continuaremos a considerar dx 

e dy como indeterminadas, emquanto se não poderem tornar nullas. 
Assim, no primeiro dos exemplos precedentes, como para a 

tangente, e Ay são nullas, nós teremos, 

tang 6 = ¾ 
dx 

onde se deve substituir por dy o seu valor tirado da equação 
da curva. 

Se esta equação, por exemplo, é y = xm, vem 

y + d y •= [x + d x)m — xm + m ̂ m-1 d x 
* 
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annullando os termos que contêm dx*, dx3, etc.; Iogo 

d y = Tnxm-I 
e 

tangõ = J M " - 1 . 

Temos supposto até aqui que a questão que se queria resolver 
levava á equação (1); mas deduz-se de (1) e (2) que 

Af[x, y, z, . .) = 0 (3) 

equação que representa uma relação entre x, y, z, etc., e as 
differenças fcx, Ay, Az, ctc., isto é, que tem a forma 

F [x, y, z, . . . A x, A y, A z, . . .) = O, 

,»>• . ,« •'> ••> 'S>,\»V*. • i , . ' ( . ,1 : i l l ! , | I ! " IH I i O 

e que se chama equação ás differenças finitas de primeira ordem. 
Muitas vezes a questão que se quer resolver leva á equação (3), 

e, por causa d'isto, é necessário, para a resolver, ter meios de 
passar da equação (3) para a equação (2). O estudo d'estes meios 
pertence ao Calculo inverso das differenças, que serve assim para 
achar uma equação (2), quaudo se conhece a relação entre as ' 
differenças das variaveis. Os processos d'este calculo são o inverso 
dos do Calculo directo das differenças, que tem por fim passar 
da relação entre as variaveis para a relação entre as suas diffe-
renças, que será pois estudado primeiro. 

Se na equação (3) igualarmos a zero todas as differenças que 
se podem igualar a zero, sem introduzir resultados ou operações 
insignificantes, e se representarmos as outras por dx, dy, dz, etc., 
a equação (3) muda-se em 

/ 
d f ( x , y, z, . . .) = 0 (4) 

isto é, n u m a equação da fórma 

I..,,. ' . I • • ' • f' i- '|>ÍI: i., 't • :.:- ••."> •>- Í• 

F [ x , y, z, . . . dx, dy, dz, . . .) = 0, 

que se chama equação differencial de primeira ordem. 
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Portanto quando a questão que se quer resolver leva a esta 
equação, como acontece ordinariamente, é necessário procurar 
meios para passar d'esla equação para a equação (2). O estudo 
d'estes meios pertence ao Calculo integral, que se occupa assim 
de achar a relação entre as variaveis, quando se conhece a relação, 
na qual se muda a relação entre as differenças Ax, Ay, Az, etc. , 
quando se iguala a zero aquellas que se podem annullar sem 
introduzir resultados insignificantes. Para resolver esta questão 
é necessário resolver primeiro a questão mais simples de passar 
da ^equação (2) para a equação (3), questão de que se occupa o 
Calculo differencial, que tracta, pois, de passar da relação entre 
as variaveis para a relação entre as suas differenciaes. 

Supponhamos agora que a equação (1) contêm também diffe-
renças de segunda ordem A2X, A5J/, A3S, etc. Como estas diffe-
renças representam augmentos de Ax , AJ/, A*» etc., e a equa-
ção (1) deve subsistir, por mais pequenos que sejam aquelles 
augmentos, sem que os de primeira ordem variem, esta equação 
deve subsistir também quando elles são nullos, sem que os de 
primeira ordem o sejam. Póde-se pois annullal-os durante o cal-
culo, quando isto é possível, sem introduzir resultados insigni-
ficantes, considerando sempre as differenças de primeira ordem 
como arbitrarias, e póde-se convencionar represental-os n'este 
caso por dfix, d*y, d?z, etc. Assim, por exemplo, em ad^x+bdx 
deve-se supprimir a d 2 x , se o termo bdx não deve desapparecer 
por si mesmo. 

Chega-se assim a uma equação que contêm só dx, dy, dz, etc., 
da qual se deduz (2), como jã dissemos. 

N este caso ainda supponhamos que a questão proposta em 
logar de levar á equação (1), leva á equação (3), que representa 
agora uma relação entre as diílerenças de segunda ordem, e que 
é da fórma 

F ( x , y, z, . . . A A y , Az , . . . A2x, A sy, A2Z, . . . ) = 0 . 

Chama-se esta equação equação ás differenças finitas de segunda 
ordem, e ao Calculo directo das differenças pertencem os proces-
sos, pelos quaes se passa da relação (2) para uma relação entre 
as differenças de primeira ordem e d esta para a relação prece-
dente, entre as differenças de segunda ordem, 
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Ao Calculo inverso das differenças pertencem os processos, 
pelos quaes se passa da equação precedente para uma de primeira 
ordem e d esta para a equação (2). 

Quando na equação precedente se fazem nullas todas as diffe-
renças que se podem annullar sem introduzir resultados insigni-
ficantes, a equação muda-se na equação differencial de segunda 
ordem 

F (x, y, z, .. . dx, dy, dz, IliX, d?y, drz, . . .) = O 

e então as passagens de (1) para esta equação ou d'esta equação 
para ( í ) pertencem ao Calculo dijferencial e ao Calculo integral, 
passagens que se fazem, passando primeiro para uma equação 
de primeira ordem. 

Considera-se do mesmo modo as equações em que ha differenças 
ou differenciaes de ordem superior á segunda. 

Pôde acontecer que um problema se traduza por muitas equa-
ções simultaneas, e o que vem de dizer-se applica-se a cada uma 
d'ellas. Se temos n equações da forma (2) ficam n variaveis 
determinadas e chamam-se dependentes; todas as outras ficam 
arbitrarias e chamam-se independentes. N'este caso ha também n 
equações entre as differenças primeiras, bem como entre as diffe-
renciaes de primeira ordem, que determinam as differenças ou 
as difíerenciaes das variaveis dependentes; ha também n equações 
entre as differenças segundas, bem como entre as differenciaes 
de segunda ordem, que determinam as differenças ou as differen-
ciaes segundas das variaveis dependentes; e assim successivamente. 
Como os augmentos das variaveis independentes são arbitrarios, 
póde-se-lhes dar sempre o mesmo valor. D este modo suppondo, 
por exemplo, que x é uma variavel independente e Ax=a;'—a;, 
vem Aa? + A*a: = ( x ' + A x) — (x + i x ) , isto é, A I ^ = O, logo as 
differenças segundas das variaveis independentes podem sempre 
annullar-se. O mesmo se diz das differenciaes, isto é, sendo x 
uma variavel independente, pode sempre fazer-se dix = 0. 

Exemplos. I . 0 Consideremos uma questão de Calculo ás diffe-
renças directo, e depois de Calculo differencial. 

Seja dada a relação entre a variavel dependente y e entre a 
independente x 

¢4 + 3/¾ = R2 

e procuremos a relação entre as suas differenças, 
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Mudando x em x + Ax e y em y + A, vem 

(x + A x}2 + (y + A y)4 = R 4 

I lw 

que dá a relação entre as differenças 
i 

2 x A x + 2 y A y + A x 2 + A y 4 = O . 

A relação entre as differenças segundas obtem-se mudando 
na precedente x em x + A x , y em y + Ay, Ay em Ay + A s y , 
e é 

2 A x 4 + 2 A y 4 + 2 y A2 y + 2 A y A2 y + (A4 y)2 ,= 0 . 
. ' . . . . . . • \ • i •' t.ií;i i. . ; 

Do mesmo modo se acharão as relações entre as diíTereuças 
terceiras, quartas, etc. 

Para achar a relação entre as differenciaes basta mudar A 
em d, e desprezar os termos infinitamente pequenos que se poderem 
desprezar pelo principio atraz enunciado. Teremos assim 

xdx + y dy = 0 e d x 2 + d y 2 + y t f 2 y = 0. 

2.° Passemos a um exemplo de Calculo integral. Se se quizer 
resolver a questão inversa da das tangentes, isto é, procurar a 
curva, cuja tangente faz com o eixo dos x um angulo, cuja tan-
gente trigonométrica é a funcção F (x) dada, é necessário pro-
curar qual o valor de y que satisfaz á equação 

,D.: ; vê!, . . .!•> "' •»..; -

d y = F ( x ) d x , 

isto é, é necessário procurar uma relação entre y e x, tal que 
fazendo variar x e y de A x e A y , e suppondo em seguida a s 
differenças Ax e Ay nullas em todos os termos em que isto é 
possível sem introduzir resultados insignificantes, se obtenha a 
equação precedente. 

. . S e fc.por emfygtoi i>b.u>*o„»-,!, »i*o«i»-iu í, . . b . n b , . v ; t ; -
F ( x ) = » tas" — * „ ; , , „ „ ( i | ( ; U i , , 

sendo m inteiro e positivo, será 

y = í c « + a 
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que dâ, com cfíeito, 

y + Ay = a + ;r,n + m A x x m — i + . . . 
ou 

, , mim—1) „ a , 
Aw = m Aicw-1 + ————t Axtaf*—* +. . . y 1 . 2 

. , U . . 1 V í. \ - > !. — 
e portanto 

dy = Tnxfn-I dx. 

Pôde mesmo mais geralmente procurar-se qual a curva, cuja 
tangente faz com o eixo dos x um angulo, cuja tangente trigono-
métrica é uma funcçào dada F [x, y) das coordenadas do ponto 
de contacto, e então é necessário procurar o valor de y que satisfaz 
á equação 

d y = F (x, y) d x. 
Se é, por exemplo, 

x 

vem 
!•iVjlfJi W. 
t Tiiiimnq , 
- H B t I l j t l l " . « v f l l j j l i r , f f i f t t : ? o h « / » • » » » H T i I T J I I t i M i m i t » . - » I i I l O I W W W 

e é necessário procurar qual a relação entre x e y, tal que mu-
dando n'ella ® e m a ; + A a ; e i / em «/ + A y , e fazendo nullos todos 
os termos que se poderem annullar sem introduzir resultados 
insignificantes, se obtenha a equação precedente. Esta relação é 

y* = Xi + c, 
que dá, com effeito, 

y* + 2yAy + Ay* = x* + 2x Ax +Ax*, ' i 
• .Hjirih^iJiq iOfiiiftUp i 

ou, attendendo á proposta e desprezando os infinitamente pequenos 
de segunda ordem, 

ydy = xdx. 

A curvo é, pois, uma hjperbole . 

y dy = xdx 
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IV ; .... Il' 

Postas estas considerações geraes, passemos a considerar 
especialmente a equação explicita 

y=f(?)> 
. :il / 

sendo f [ x ) uma funcção contínua de x. 
Até aos últimos tempos as obras sobre Calculo differencial 

começavam por estabelecer que a equação differencial de primeira 
ordem tinha 11'este caso a forma 

n \i. 1 ' v 
dy = f ( x ) d x , 

sendo f (x) uma funcção, que só se tornava nulla e infinita um 
numero limitado de \ezes, quando x variava entre limites finitos. 

Modernamente, porém, descobriram-se funcções que são con-
tínuas, e todavia não tem uma equação differencial da fórma 
precedente. 

Todavia quando a funcção f (x ) é d'aquellas que se estudam 
na Álgebra, isto é, quando esta funcção tem a variavel x affe-
ctada de operações algébricas, exponenciaes, logarithmicas ou 
circulares, a equação differencial de primeira ordem tem a fórma 
precedente. A demonstração d'esta proposição é muito simples; 
nós vamos aqui transcrevel-a só para ficar a presente doutrina 
completa. 

Todas as funcções de x são constituidas pela combinação de 
funcções simples, chamando funcções simples áquellas em que a 
variavel x entra affectada de uma só operação. Vamos, pois, 
primeiramente achar as equações difFerenciaes correspondentes 
a estas funcções. 

As funcções simples são as seguintes: 
i i -> 

1 1 m / ~ 1 , , 
a±x, ax, —, xm, vx, ax, Iog x, s enx , are (sen = x ) , 

x 
;'t .Ti> = \J 4)r i-iip ' !.-'> i".-•» V 

onde w é inteirp. 
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Vamos derival-as, notando que dx e dy representam an^mentos, 
cujas potenciaes se devem annullar quando sommadas com poten-
cias de grau inferior. 

dy 
1) A funeção y = a ± x dá evidentemente ~ da. 1. 

dy d x 

2) v = a x dá evidentemente —- = a. 
' y j dx 

3) A funeção y = — - d á 

llOIOllll» í*.tl 

x 

1 
y + dy 

x + d x 
(,,I Iitl ii IlCli I l l ' t Il Iilillll ill'j{) ) ' 

OU 

x d y + y d x + d x d y = 0 
d'onde resulta 

^ ydx ydx 
x+ dx 

i ,'jJtifiiiiumbolf 

dy 1 ' 

dx Xt' 

4) No caso da funeção y = x m , sendo TO inteiro, a fórmula 
do binomio dá 

m(m—l) 
y+Ay = ( x + A x ) w = a s m + r n A x . O J m - 1 H — i T - — - i A X 8 X m - . . . 

1 . 2 

logo 
r. 'iiiji in 
,Wll lJ 

'.(>ll'>ll|>! 
d y « i 
d x 

5) Se é y = / x , qUe dá ym = x, vem d x = tn ym ~1 d y, logo • IiMlT 
: "Itiuii^1Ie <ti KtUiau* Wé(f3l|tl| -A 

dy 1 1 

V. IlJ- I l! 
d x T O y m - I m

m / ^ í ' 
• • «1'V. • • ..'H I (< ' ' I >• « 

6) No caso da equação y = ax, é 

d y = a * + ^ - a* = o* (ad® —1]; 
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mas sabe-se pela Álgebra que 

adxr-i = dxlogea 

.% h V '.b mJ<fmn e»ó>*»m»l h) » (« ' o h m 
designando por Iogea o logarithmo neperiano de a; logo será 

V ti « U fc 
d v 
— = a* Ioge a. 

-'íjftib o f . n b t í iiu1il>dng I » n». «Imo 
7) A funcção y = logaa: dá x=ayJ, logo 

ál» oliini) íolíi/ o!'.i>x " - 't tt»Égt5itp'i r.Tftmnq ÍIU J f t iwn 

dx = av I o g e a d y 
e portanto 

d y = _ J _ 
dx x l o g ea 

8) A funcçSo y = sen x dá 

d y = sen (a; + d x) — sen a; = sen x cos d a; + cos x sen dx— sen x, 
.. t 

i w ' u ; | » • . • I k ,„[ . , , ft 
mas sabe-se pela Trigonometria que 

, < » . J t t « l « m > 9 « Í M M f i ^ M i N h , W i i i i i b y n n q « s t V / m i p » ' « s t K i r m i i i q 

seu dx = dx, c o s d a ? = l 
logo 

dy 
- í = cos a;. 
dx 

9) A funcção y = are (sen = a?) dá x = sen y, logo 

. r ílilvri Oítíí-. i l i i f í í í l i 'i • '•'. I'' . ith.f f> ok(!íA*>T.j '">l .0¾*í . i 

d x = cos y d y 
e 

dy 1 1 
d x cos y / l ^ í c * 
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Passemos agora ús funcçòes compostas. Seja primeiro 

" = F(y), y r ? ( « ) . 

sendo F(y) e 9 (a;) funcçòes simples de y e x. 
Será identicamente » ; 1 "t ' r' 

du du dy 
dx dy d)c 

d u 
onde se deve substituir — pelo seu valor tirado da equação diffe-

d y r
 d y " 

rencial da primeira equação, e —- pelo valor tirado da equação 
FL OC 

differencial da segunda. 
Consideremos agora o caso de ser 1 v" 

« = F (yj, y2), y\ = 91 (x), y2 = 92 (x), 

sendo F, <pj, <p2 funcçòes simples relativamente a y j , yj e x . t 

Fazendo só variar y2 vem 

F ( y i , y 2 + áy 2 ) = F (yt,«/2) + D; , 2M.dy 2 , . v \ . 

chamando D „ í o valor de tirado da equação differencial da 
a y 2 l i . ••! 

primeira das equações precedentes, considerando y\ constante. 
Depois, mudando; aqui y\ em yj + dyiy vem 

ou 
F(yi+í /y i , y 2 +rfy 2 )=F(y i+ í /y i , y a l + D ^ y i + d y i , yt) • dy* \i Vi 

F (y i+dy t , y 2 +rfy 2 )=F(y , , y 2 )+D ! y 1 u. ^ , + D y 2 M . cty2+ 

+D t f 2DyjM. dytdyi. 

Logo, desprezando o ultimo termo que é infinitesimo relativa-
mente aos precedentes, c dividindo toda a equação por dx, vein 

d u dy\ dyi 
T x ^ U I x + ^ u - d x ' 
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No caso de ser 

« = % i » ys. y3. • • • y«), yi=?i(®), ya=<p2(*). • • • y»=çn(a) 

sendo F, ç j , etc., funcções simples relativamente a x\, y j , 
3/3» • • • Vn, é fácil de ver seguindo o mesmo caminho que 

d u n d y i i n f l J i i n . n 
^ = M • T * + d ^ w + l y ^ u + B y n U -d^' 

f I/.VA I AM.« l i ! . 1 . ) . 

em que D y t u, D j ^ u, etc., se tiram das equações. difFerenciaes 
da primeira equação, considerando successivamente yi , ya, etc., 

como única variavel independente; e ^ j f a f e ( C ^ s e tiram 
d x d x 

das equações difFerenciaes das outras equações. 
Fazendo applicações successivas d'este theorema, acha-se a 

equação difFerencial de y=f(x), sendo f ( x ) formada por com-
binações das funcções simples de x atraz estudadas. 



46 JORNAL DE SCIENCIAS 

SOBRE UM THEQREMA RELATIVO AS SECÇÕES PLANAS 

DO CONE DE REVOLUÇÃO 

POB 

A. F. ROCHA PEIXOTO 

Wj 

Sendo rectangulares os planos de projecção e o horizontal per-
pendicular ao eixo do cone, a projecção horizontal do rertice d esta 
superfície é fóco da projecção horizontal da secção feita na mesma 
superfície por um plano perpendicular ao vertical; e a projecção 
da horizontal do mesmo plano secante na altura do vertice é a 
directriz correspondente a esse fóco. 

A cada ponto da secção corresponde um triangulo rectângulo, 
cujos vertices são esse mesmo ponto, o centro do respectivo 
parallelo e o vertice do cone; e cujos ângulos agudos são o do 
eixo do cone com cada qual das generatrizes rectilineas e o 
d 'estas com o plano horizontal; ângulos que são os mesmos para 
todos os pontos da secção. 

Os triângulos assim constituidos e correspondentes a todos 
estes pontos são similhantes; e portanto é constante a relação 
entre o raio p de cada parallelo e a distancia (3 do vertice do cone 
ao centro do mesmo parallelo; isto é 

— = const (1). 

Façamos passar pelo vertice do cone um plano horizontal, e por 
cada ponto da secção um plano parallelo ao vertical de projecção. 
Todos estes planos cortam o plano da secção, determinando o 
primeiro a horizontal do plano da secção na altura do vertice 
do cone e os outros linhas de inclinação do mesmo plano sobre 
o horizontal. 
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Nos planos parallelos ao vertice de projecção consideremos, 
em cada ponto da secção, o triangulo rectângulo, cujos vertices 
são o mesmo ponto da secção, por onde fizemos passar o plano 
considerado, a intersecção da linha de inclinarão do plano secante 
com a horizontal do mesmo na altura do vertice e o ponto em 
que a vertical tirada d'esta intersecção atravessa o plano do 
parallelo do ponto da secção. 

São similhantes os triângulos indicados em todos os pontos 
da secção, porque um dos ângulos agudos de cada um d'elles é 
a inclinação do plano da secção sobre o plano horizontal, angulo 
que portanto é o mesmo para todos os pontos da secção. O outro 
angulo agudo é o da linha de inclinação do mesmo plano secante 
còm uma vertical. É portanto constante a relação entre os cathetos, 
um horizontal e o outro vertical de cada um d estes triângulos. 
O catheto horizontal é a distancia % de cada ponto da secção ao 
plano vertical projectante da horizontal do plano secante na altura 
do vertice do cone; e o catheto vertical é a distancia da mesma 
horizontal ao plano do parallelo do mesmo ponto da secção, 
distancia que é igual a [J. 

Temos assim 

— = const . ; 

e esta relação com (1) conduz a 

P 
-V- = const. 

S 
l l l S l i i

i
 11 

Ora é evidente que a horizontal considerada no plano secante 
e as linhas horizontaes p e S são projectadas todas tres em ver-
dadeira grandeza sobre o plano horizontal; e as projecções hori-
zontaes d'estas duas ultimas passam pela projecção horizontal 
do ponto da secção; e portanto, no plano horizontal, é constante 
a relação entre as distancias de cada ponto da projecção da secção 
ás projecções do vertice do cone e da horizontal do plano secante 
na altura do mesmo vertice. 

Assim está demonstrado o theorema. 
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No Traité de Géomélrie Descriptive do sr. Jules de la Gournerie, 
1." par te , edição de 1 8 7 3 , pag. 66 , art . 166.° no fim» encontra-se 
ligeiramente indicada, mas sem a suficiente clareza e somente 
para o caso da secção elliplica, esta demonstração, que é de 
natureza e lementar ; ainda assim pareceu-me conveniente des-
envolvel-a. Para maior facilidade de comprehensão podem ser 
aproveitadas as figuras 104 (secção elliplica) e 106 (secção hyper-
bolica) da mesma obra do illustre professor. 

Se, na figura 1 O i , imaginarmos tiradas pelo ponto G' uma 
perpendicular á projecção vertical do eixo do cone e uma paral-
lela à projecção S'a' da generatriz (Sa, S'a'), veremos immediata-
mente que é . 

S H > 2 p; 
r :.;• s. -V .-:, i. . • ' , . } > ' : . - v " vr - i ! m<i 

e portanto no ponto G da projecção horizontal da secção é 

o que indica que esta projecção é uma ellipse. 
Por meio da mesma construcçào feita na figura 106 e appli-

cada ao ponto A', como na figura 104 indicámos para o ponto G', 
veremos que é 

o que indica que n'este caso a projecção horizontal da secção é 
uma hyperbole. 

Finalmente, se considerarmos um plano secante parallelo á 
generatriz (Sa, S'a') e perpendicular ao plano vertical de projecção, 
veremos que é , . ' 

p 

o que exprime que é uma parabola a projecção horizontal da 
secção. 
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SOBRE A REDUCÇAO DIRECTA OE UMA C L A S S E 
D E I N T E G R A E S D E F I N I D O S M Ú L T I P L O S 

J. A. MARTINS DA SILVA 

AUeres alumno de Artilheria 

Temos cm vista, no presente artigo, dar a fórmula geral da 
reducção directa do integral definido múltiplo 

. . . | >.dx\.dxi.dx%... 
( x F ^ j + x a + x a + . . . ) J 

independente do desprezo da parte imaginaria, o que não succede 
na fórmula do illustre analvsta, sr. Catalan. «j 7 

Como é sabido, foi o sr. Tchebichef que deu no Journal de 
Malhémaliques purés et appliquees, publié par Mr. Liouville, 
t. VIII, année 1 8 4 3 , o seguinte theorema relativo á classe de 
integraes A: « S e j a qual fór a fórma da funcção f, temos 

|<pi(«).<pífy). . . x | /ioo 
] ).dx.dy... = l <p(u)f(u)du 
(xf(xm+yn+...)) ^ 0 

equação em que 4> (u) se determina pelas funcçòes dadas <pi (x), 
<fi(y), . . p o r meio das quadraturas, tomando 

1 2 t c . « V - 1 

e 
/» OC r- -,OO _y!L 

•}(u)=J 0M*)e U*dxJ0*i[y)e 
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Procurando depois o sr. Catalan demonstrar este theorema, 
empregou a fórmula notável 

F ( x ) = —J*^^JtF(u.)cos(jí — x) adadu. 

de Fourier, para chegar á seguinte 

-OO 

visto desprezar sempre a parte imaginaria. Convém lembrar que 
n'esta ultima fórmula é 

r a u y - í 
M = J o e .U1 (a).U2(a).U3 (a). . . d a 

r x - O t x 1 Z - I 
a)=J o fi [x\) '.e Ut(l d x i 

f x — ctxjy/—1 
u j (a) =J o ft (x j ) . e d X2 

- a x 3 V / - i 
u 3 ( a ) = J o h { x s ) . e dX 3 

Posto isto, vamos effectuar a reducçào directa de A, empre-
gando em logar da fórmula de Fourier, uma outra, que segue, 
devida ao illustre geometra Cauchy, expressa em uma única 
exponencial imaginaria da variavel: 

F ( x ) = 
1 

2 ( N + M / — 1 ) 

( o + 6 / - l ) . e 
- ( a + 6 i / - l ) r V ( x - ( i ) 5 

o J e O ( a + c y / — 
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sendo XQ < x < X 

M = are ^ tang = — ̂  — are ^tang == — ̂  

X 

sendo a, b, c constantes reaes e F (u.) uma funeção de JJ- que não 
se torna infinita entre os limites xq e X. A demonstração d'esta 
fórmula vem nos Exercices de Mathématiques, par A. L. Cauchy, 
second année 1827, pag. 112. 

Se fôr 

ÍX = X\ +ÍC2 + ÍC3+. .. 

a?o = 0, X = o o 
resulta 

A = 2 ( N + M / - l ) / 0 /0 L *- f i ' -x 

—(a+ò \J— \)r{x\+x^xyV...—p.)' 
(a+6/- l )« I 

—(a+ c [/—i)r(xi+xz+x$+..p) | 
o (—(a+c/—l)e 

x F ({a) djj. dr dx 1 dx% dx3... 

, f f P ( 0 + 6 / - i ) f T 

— (a+6/—l)rxj T30 - (a+ty-l)nr» 
x J o /1(^1)e dx\J o dx$x 

r -(0+6/-1)^3 r 
XJ o /3(^3) e . . . —(a+c \/—l)J o F ( | a ) d i x 

f00 (a+e/- l ) f ir - ( a + c ^ r a 1 
x j o e d r j o /i(íci)e d x j x 

í x _ ( a + C l /_ l ) r a 2 /*3 0-(a+c/-1)^3 1 
X J o fi{xi)e dx^xj o e dxs... J. 

drx 
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Seja agora 

T l [r) =J o f\ ( « 1 ) e d xx 

f x —(a + 6/—l)rxi 

I = J o 

I = J o 
r - { a + b^-l)rx3 

=J o 

?2(r) =J o /2 (®a) e d<r2 

f 0 0 _ ( a + 6 v / - l ) r ® 3 

93 (»•) = J O /3 (^3) e d X3 

como também 
<h [r) = J o /1 («1) c d Xi 

í°° —(a + cy/—i)rx% 
+2 ( r ) = J O d X2 

T30 — (a + c j / — l ) r a : 3 

+3 (r) = J 0 /3 («3) e d X3 

Zrta8 ( o + 6 / - 1 ) ( t r 
=J 0 « <Pl (r).«p2(r).<p3 ( r ) . . . d r 

T a o (o + c / - l ) j t r 
I = J o f ( [ i ) = J o e ' W ( r ) . ^ ( r ) . ^ 3 ( r ) . . . d r 

virá a fórmula 
j (0 + 6¾/-1) .<!> (jjt)| 

2 ( N + M / — 1 ) ' J o I _ ( a + c / _ 1 ) > Y ( ( i ) 

ou fazendo 
( a + 6 v / - l ) $ ( [ , ) - ( a + c v / - l ) Y ( [ i ) = S ( | x ) 

A = 
/ S W - F W ^ 

1/ o 

' ( ¾ ¾ + [ a r c ( t a n g = = " r ) - a r c ( t a n g = T ) ] • 2 ^ i 
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Fazendo 

c — — b, a = b — 1, 

virá a fórmula seguinte: 
ITII n Iirxiim. 

r . - ( 1 + / - 1 ) r<r, 
91 (r) =sJ o f\ (tfi) e d x\ 

- ( 1 + / - 1 ) r x i 
Tí(f)=Jo/í(®í)« d x 2 =So 

r - ( 1 + / - 1 ) ^ 3 
?3 (r) =J o h (¾)« d x3 

f 0 6 - ( I - Z - I ) T X 1 

I l W =J o f\ (tfi) e d X1 

- ( 1 - / - 1 ) r * 8 

<|»2 ( 0 =J 0 ft {*%) « <f X1 
r =J o 

/

'00 

o h (tf 3 
( I - Z - I ) T t f 3 

[<h (r) =J o /3 (tf3) « dX3 

>1 .no 

í p ( l + Z - l ) í . r 
\4> (|a) =J o c ? i (r) Ç2 (O ?3 ( r) • • • dr 

P ( I - Z - I ) l ^ r 
I 1 J f ( F ) = J o e (»•) 4»í ( r)+8(*•)•• «dr 

1 / H 

* - Z - I ^ O ( — ( I - Z - I ) T ( [ a ) ) 

Fica, por consequência, deduzida a fórmula de reducção directa 
da classe considerada de integraes definidos múltiplos. 
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Fazendo 

a = 0 e i = —c 

vem também a fórmula simples 

A , / ( T 2 M d P 

onde é 
S = ^ W i T W l V - I 

r V-r^-l 
$ ( f * ) = J o « -iPi (r)-n(r)-- - d r 

r - V - r V - i 
V(It)=J oe • . + i ( r ) . * i ( r ) . . . < l r 

- r i T 1 / - ! 
?i(r)=Jo f\ («i)« 

r 0 0 r ^ z - i 
< h ( r ) = v o A e 
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'Ji-I-Jii «li I r . n j j Ofi 

SOBRE UMft F O R M U L A DE WRONSKI 

J. M. RODRIGUES 

Wronski , creador do algorithmo universal das faculdades, 
demonstrou que a integração das funcçôes de uma variavel era 
dada em funcção de uma faculdade exponencial pela fórmula 

onde é 
/ F (x) d x — l \ Le J (+ constante 

1 d¥x 1 <PFx 

devendo, depois de feitos os cálculos, fazer-se aro = 0. 
As faculdades algorithmicas gozam de propriedades caracterís-

ticas bem determinadas; por consequência quando fôr possível obter 
a somma da serie que define a funcção ij», a fórmula de Wronski 
exprime analyticamente a integração geral das funcçôes de uma 
só variavel. 

Em tudo o que segue deve ter-se em vista que depois de se 
desenvolver a faculdade deve fazer-se XQ = 0. 

1 

Somma da serie 

J = F + - L d ¥ x + 1 1 d 8 F a ; 
* 1 . 2 ' dx 1 . 2 . 3 ' dx* 1 . 2 . 3 . 4 W 
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I 
O termo geral da serie 

T 1 & F X 
n 1 . 2 . . . (n + 1) ' d x n 

transforma-se em 

z n dnFx zn 
T n = 

n + r dxn ' 1 . 2 . . . n ' 

.*•»}) r,bltn»i1 *r,!> leftii/iau OaiHtnttyIt; <>i> l o l w m ,t JMTOI ff 
V 

designando por z = — uma quantidade real ou imaginaria da 
r ' '' 

fórma 1; portanto, formando o producto das series, cujos 
termos geraes são cada um dos factores de T n : 

9jllH)«in.O+{ 1 I 

dF z d*Fx zs d3Fx z3 

S + l T O " + ' ' ' ( 1 ) 

resulta 

S S1 = <|> x +2 A z * + 2 A ' « - » . (3) 

Mas as funeções algorithmicas que geram as series (1) e (2) 
são 

logo 

S = F (* + *) e S 1 = - Z ^ l — 

- z l ( i — X F ( J C + Í ) = ( j » a ; + 2 A « M + 2 A ' Z ~ M : 

e como é v 
V = TetttV-I z = — = CtuV-I r 
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virá 

+ 2 A . e + m " v / - i + 2 A ' . e ~ m u V - i f 

/ e+uV—1\ 
U 1 = - r e ~ u V - \ I l 1- j x F (x+re~uV-l) 

+ 2 A . C - w u ^ - 1 + 2 A ' . C j T m u V-1 , 
d'onde se tira 

U + U1 = 2 <[/ as +2 A ( e + m » V - i + e - m u v / - 1 ) 

+ 2 A ^ e - m u V - I + e + m « v / - i ) 
ou 

U + Ui = 2 (ji a; + 2 2 A cos m u + 2 2 A' cos m u. 

Multiplicando por d u , e integrando entre os limites O e ic, 
resulta 

2diiJ O 

Quando se souber, pois, achar este integral definido, a fórmula 
de Wronski dará 

\[ xfo{U + Ui)dulx\i\ 
f F x d x = l\le*n J | 

II 

4- const. 

Se Fa ; fôr uma funcçSo finita, contínua e periódica, Cauchy 
demonstrou que 

dnFx 1 . 2 . 3 . . . n f 2 * 

d xn 

. 3 . . .n r 2 » . , 
. F ® + r e n » ) e - « 6 * d 8 , 
J o  V  ;  

onde r designa um raio arbitrario menor que o raio do circulo 
de convergência. 
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O termo geral da serie proposta (a) transforma-se, pois, em 

l l r 2 " í í r 2 * 
T n = - T - T - J i - / F ( x + r e 6 * ) r - n c - n 9 i d 0 , 

n + 1 2 t c J 0
 v ' 

or consequência 

1 r2* 
(j/x = — - / F(® + re8 í) d0 

J O 

mas 

f Ç H ^ M ' - ' 
logo 

/Y ff / ^—0i\. 
d,® = — — I l x F ( x + r e 3 i ) . e 9 i d 6 . 

2 i r J 0 ^ r / 

A fórmula de Wronski exprime, pois, o integral de uma funcção 
periódica, monodroma e monogenea em funcção do algorithmo 
das faculdades; a saber 

onde 

I f - A / o F ( ^ + r e " ) . 0 < r - « < d 9 > | l l 
JFxdx = I] Lc 2w J + const., 

III ml i;i 

Concebamos a possibilidade de uma funcção problemática de 
uma variavel z independente de x e de um parametro arbitrario, 
e tal que, o seu integral definido entre dois limites dados, seja 

J t j z d z = J f i . (1) 
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O termo geral da serie proposta 

1 1 d» Fx 
Tn

: 
í i + 1 1 . 2 . . . « dxn 

transforma-se no integral definido 

_ TMnFx <?nz 
I /7 Tn ' 1 2 « ' por consequência J a 1 ' • ' 

Como a funcção 9 é uma funcção problemática indeterminada 
podemos imprimir-lhe a condição 

9 «a = [91*]*, (2) 

essencial para a sua determinação; portanto 

f P j Tn , d F í C <Piz , ^ 9 F x 91 z 2 d 3 F x <pi^3 , 
H . L f " + ^ - T + I ^ • I X f ^ r ' • • • • J -

Logo rfi 
< |»#=Ja F ( x + Ç i z ) d z (6) 

é a somma da serie proposta, obtida por intermedio de uma 
funcção auxiliar e condicional <pz. 

Derivando a funcção t}* dada pela fórmula (6) resulta 

d\x 
dx 

m a s d ^ x d F x 1 d s F x 1 d 3 F x 
i í l ã 1 U ' 
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portanto 

d n F (a; + 1) dn¥ x 

dx"+1 dxu dxn ' 

O integral de uma funeção differencial é pois 

p 
1 [j « F (aro + ?l z)dz~\x\l 

J Y x d x = l\U J + const. (c) 

e o seu desenvolvimento em serie obtem-se pelo desenvolvimento 
correspondente da faculdade ou do seu logarithmo. N'estas series 
entram as derivadas da funeção tyx, as quaes se exprimem por 
integraes definidos ou pelas derivadas da funeção Fa;, como se 
vê pelas expressões (b\) e (6¾). Isto mesmo é applicavel ás fór-
mulas achadas pelos methodos precedentes. 

Investigação de integraes definidos 

A integração das funeções de uma variavel depende do conhe-
cimento de certos integraes definidos, como se vê pelas fórmulas 
precedentes. 

A determinação da funeção 9 e dos limites de integração a e [3 
na fórmula (c) gera muitos integraes definidos para a sommação 
da serie i/, e por consequência para a integração geral das funeções. 
As condições necessarias e suíficientes, a que deve satisfazer a 
funeção ç, para que a somma da serie (a) seja dada pela fórmula (6), 
exprimem-se pelo integral definido 

2 

I 

(m) 
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Existem muitas funcções elementares que satisfazem a esta 
expressão fundamental; e achada uma deduzem-se depois muitas 
outras por uma simples mudança de variavel independente. 

Gom efFeito, entre a multiplicidade d'essas funcções, a mais 
simples é 91 z = z, quando os limites de integração são O e 1. 

Assim 

r 1 , 1 
/ z*d z = 

J o « +1 

Fazendo z = 9 t, e designando por <0 e iI os valores de t que 
tornam 9 í = O e 9 t = 1, resulta 

f zndz= f\tn.9'tdi=—l—; M) 
Jo J to n + l 

por consequência 
f t 1 

<}> X=J ío F (x + 9 í ) . 9' f d í. (m") 

Como a funcção 9/ é uma funcção arbitraria, segue-se que, 
attribuindo-lhe fórmas differentes, existe um numero infinito de 
funcções particulares para effectuar a sommação da serie <J> pelo 
integral definido (m"), e por consequência para obter a expressão 
analytica do integral de uma funcção differencial em funcção de 
uma faculdade pela fórmula 

f h 
} r j < o F ( * o + ç í ) ç ' < d r | x | í | 

/ Y x d x = I |Le J j + c o n s t . (n) 

Assim, dando a 9/ as fórmas particulares 

I f l = I ^ i , C t i , sen t , tang/ , e-taI>g<, e t c . . . . , 

os valores <0 e <1 de t que tornam 9 / = O e 9 / = ! , são respectivamente 

/0 = 0 ] 00) —ao ] 

í , = i ] 11 

ao' I + I O j I 0 j TT j 

> '> ir '» * í» "2 

O I 0, I T I T j O ! 

, etc. 
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Sabendo pois determinar qualquer dos integraes definidos 
Hi 

f 0 T ( x + t)dt, 

1I-
fiif> 

rT <*> 
+ J0 F (x+e*<)e±tdt, 

o S F ( « + sen<)cos<d<, 

J 0
T F (X + tang 1)(1+ tang21) d t, 

etc. 
, ' H l j i ' l í i - O l l l i ' " ' , 8 1 1 6 1 ) 

tiilP 
o integral indefinido da funeção Fa ; é dado pela fórmula (n), na 
qual devemos substituir por I0 e t\ os limites da integração, e 
por yt a funeção correspondente a estes limites. ' 

II 
j ' f iO j í 1 •> n V• xk t •! ( 

A funeção f z = (z — a)n, integrada entre os limites + a e — a, 
satisfaz às condições expressas pelo integral definido (m), porque 

>»9 , ^ d f i i , v i m y - S . t ; v 

f + \ z - o > dx = - { - 2 a ) " + 1 x — ~ 
J —a n + 1 

d'onde 

1 / - + Y 1 . 

ZaJ-A 2a J n + 1 ' 
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portanto 

! 
e operando a mudança de variavel independente 

/ \ \ l I i t • 
V - ] J . ' H i + 

onde t\ e t\ designam os valores de t, que tornam <pí = + a 
e <ft = — a. 

Como a quantidade a é uma quantidade finita, real ou imagi-
naria, a fórmula (p) comprehende um grande numero de integraes 
definidos entre limites reaes ou imaginarios, e dado um d'estes 
limites, deduzem-se depois muitos outros integraes pela fórmula 

Assim, quando a = 1, 

e fazendo 

Z = C i i , cosi , / , etc 
V—1 

resulta 

<1 = 0 ) 0 + / - t j 

j : £ « ) +W 
» ( 

- V / - 1 ) 
19 CTC. » * T 
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Portanto, sabendo determinar os integraes definidos 

1 / + I 1 7 / 1\ 

T L A * - i r ) d t ' 

z f i j ^ F ( x — J e i t I / - ! , 

r±* 1 
J^ F (x+sevr — t)sentdí, 

V l í / j i j l i — 

- Í S B m i HO i etc. >rmici oixifivj mu 

o integral indefinido de Fx é dado pela fórmula de Wronski . 

. I - r> ohniiop , m i " A 

I 

obuosot o 

nilmbt 
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DEMONSTRAÇÃO DE UM THEOREMA DE MR. BESGE 

No Journal de Mathématiques purés el appliquées, tome XIX, 
Novembre 1 8 7 4 , lê-se (extracto de uma carta de Mr. Besge 
dirigida a Mr. LiouviIIe) o seguinte theorema: — «Se ja a uma 
constante positiva ou negativa, mas de um valor absoluto a < 1, 
e x uma variavel independente, de O a TÍ. Designemos além d'isso 
pela característica f ( t ) , uma funcção susceptível de se desenvolver 
em serie pela fórmula de Maclaurin, segundo as potencias de sua 
variavel supposta real owimaginaria; emfim, consideremos o inte-
gral definido 

Este integral, susceptível de uma grande reducção, é simplesmente 
igual ao dobro do seguinte: 

POR 

J . A. MARTINS DA SILVA 

Alferes alumno de Artilheria 

H f (e*<) + f(e~xi) 
dx. 

0 / 1 - 2 a cos x + a 2 

Es te theorema foi apresentado sem demonstração, e por isso 
não sabemos se a que vamos dar coincide com a do auctor. 

õ 
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Pela fórmula de MacIaurin obtemos a serie 

e±xi 
f(e±xi) = f(0) + j f (0) + 

p t i x i r ( o ) + 

T ( O ) + 

1 . 2 

e±3 xi 

1.2.3 
+ 

1.2.3. . .n' 
+ 

/W(O) + 

Desdobrando e sommando membro a membro, as duas equações 
dão 

f(exi) + f(er~xi) = 2f (0) + ^ + ^ f (0) + 

pixtMp—ixi 
1 T ( O ) + 1 . 2 

e3ai-|-e—3®» 

í . 2 . 3 r m + 
+ 

pnxi-L/>—nxi 
+ /x-)(0) + 1 . 2 . 3 . . . n 

+ 

= 2 1 

i r w + ^ m + ^ m + r o r m i 

+ • • • + T ^ F - M + -1. 2 . O . . . » 
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e analogamente 

, „, , a s e n 2 x „ , „ . , Ot2Sen4Xrf,,,,, oc3sen6x , , 

f [ ± asen«x)=( 

Por eonsequencia, para o caso de ser a positivo, temos 

0 Z l - 2 a cos x + a 2 

cos a; d x 

j: 
r m f " + m r . 

+ 1 J O i 0 / i — 2 a c o s x + a 4 1 ^ 0 Z l - 2 a c o s x + a 2 

J + r i O ) r cos 2 x d x ^ r w f * cos 3 x d x 
1 • 2^ 0 V / l - 2 a c o s x + a « 1 - 2 ' 3 ^ 0 V / l - 2 a c o s a ; + a « 

+ / 1 n H 0 ) f c o s n x d x 

, ' ' 1 . 2 . 3 . . . n j o v / l - 2 « c o s a ; + a í 

/**/(« sen2 x) d x 

^ 0 Z l - a 2 s e n 2 a 

I f (o) r + « / * w r s e n g ^ * 

V o y / i _ a í sen2a; 1 ^ 0 V 7 I - ^ s e n 2 X 

J f ( P ) T n s e n 4 x d x « 3 / " ' ( 0 ) s e n 6 x d x 

J f ( O ) T s e n 4 x d x a»/ ' " (O) r 

r 1 . 2 J I . 2 . 3 J 0 0 Z l - ^ s e n 2 X ^ 0 Z l - ^ s e n 4 X 

** s e n 2 n x dx 

0 Zl — a2 s en 2 x 

+ a»/M(O) r* s e n 2 n x d x 

1 . 2 . 3 . 4 . . . n j o i / i _ „ s e f > n 8 ~ 
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portanto torna-se necessário provar as igualdades 

dx 

,-K 9 sen4 x 
dx 

r" dx _ rT-

a cos x + a 4 cr sen1 x 

r* cos x , r 
I dx= a. I 

a COS X + a 2 — a4 sen4 x 

f1* cos 2x , . /* '5 s e n 2 x 
I dx = a- — 

a cosx + a4 0 / l — a4 sen4 
dx 

ou em geral 

Ck cos n x , f* 
/ dx = ccn 

J O i/i a rt PftS nr 4-,¾ J O 

s e n 2 n x 

« cos x + a5 s e n 4 x 

Para isso consideremos o integral definido 

, - f i y^dy 

dx. 

J " 1 / ( 1 - ^ ) ( 1 - a 4 j / 4 ) 

susceptível de transformação e simplificação pelos contornos, 
a positivo menor que a unidade, n um numero inteiro positivo. 

Effectivamente descreva-se sobre um eixo dos x e para o 

mesmo lado duas semi-circumferencias a b, a'b' com centros 
e m O ' O " , dados pelos comprimentos iguaes 0 0 = 0 0 " = 1 
do mesmo eixo, a partir da origem O. de raios iguaes e muito 

pequenos; depois uma outra semi-circumferencia cc"c' , t ambém 
do mesmo lado para onde se acham voltadas as outras, tendo o 

1 
seu centro em O e um raio R comprehendido entre a unidade e —; 
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então o integral - z
indz 

I-, / ( 1 - ^ ) ( 1 - a 4 * 4 ) 

relativo ao contorno 0abcc"c'b'a'0 é nullo, pois a funcção affecta 
do signal de integração é holomorpha na parte do plano limitado 
por esta curva; e como os integraes relativos aos dois segmentos 
c'b', bc se destroem, e bem assim os integraes relativos aos semi-

circulos a b, a'b', porque são infinitesimos, concluímos já d'aqui 
a nullidade da somma dos integraes relativos â recta a!a e á semi-

circumferencia finita cc^c1. 

Fazendo portanto R = - - , obtemos sobre a circumferencia 
respectiva v a 

eni , i.e9idQ 
z = -r-, dz = —-— 

y a ya 

/ ( l — z 2 ) ( 1 - a 4 z 4 ) = ± V / l - 2 a c o s 2 í + « i 

y a 

por conseguinte 

r+i f-nd y _ 1 r* 

J -1 i / ( i _ y « ) ( i _ « * y « ) «V 0 Zl —2 a cos 2 9 + a* 
d'onde 

2 c yindy - 1 r i 
J Vx(I-JZi)(I-AtiJZs) 0 V7I — 2 a cos 2 6 + a4 

Fazendo 

Iy = sen x 

2 0 = x vem I 

T l t s e n - n x d x í * c o s n x d x 

J o / T T ? sen* x a cos J i a 1 

logo 

f(e*i) + f(e-*<) a f f{a s e n 9 x ) ^ 

d 6 

cos 2 n 8 d 0 

J o V í T T ã /y rnii T -I-»2 JO 0 V l - 2 a c o s x + a a ^ 0 V 7 I - K t S e n 4 X 
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Para considerar agora o caso de ser « negativo, fazemos x=ic—y 
nos dois membros d'esta equação, o que dà 

^ 0 / l + 2 « c o s y + a « - a 8 sen4»/ 

por consequência 

dy r* dy 

r f í ^ + n ^ y i ) d v 

J 0 V7I — 2 a cos 1/ + a 4 

R d y _ r 

^O /1 + 2 « c o s y + « 4 ^o 

__ / ' * cos y d y = 

V/l + 2 a c o s y + «2 

r * cos 2 y d y r* 

® V/l + 2 a c o s y + a4 

_ r * cos 3 y d y = r 1 

^O V/l + 2 « c o s y + a4 - 0 

/•* cos 4 y d y 

«/ o _2 J 0 

( t y f cosiVdV ^ f 

V7I-— 2 a COS y + a s 

cos y d y 

Vi -— 2 a cos y + a 4 

cos 2 y d y 

• i . — 2 a cos y + a 4 

cos 3 y d y 

v/1-— 2 a cos y + a 4 

cos 4- y d y 

• i - — 2 x cos y + a* 

cosiydy 

Vi-— 2 a cos y + a* 
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logo T •; •> IH 

15 f(— a sen4 y) J n i f t 0 ) i » 

dy 

O V 7 I - S 4 S e n S J / -YO I / L + 2 « c o s J / + CT4 

f { 0 ) f * cos y dy KvIj 
1 J o v/l + 2atcosj / + a4 

m r cos 2ydy + 

1 . 2 J 0 v /l + 2 « c o s j / + «4 

r n f(eyi)+f(*-yf) d y 

^0 /1 + 2 a cosj/ + a4 

Por conseguinte 

r f(e**)+f(e-*<) ry(±*Sen*x)dx 

J o / l ± 2 a cos a ; + « 4 Z l - a 4 sen4® 

ou tornando implícito o signal de a, vem 

A = 2 . f* H e t s e a ^ - d x . 
U / l - a 4 sen4 ÍC 

Convém, porém, notar que a fórmula de Mr. Besge tem no 
referido jornal o a do segundo membro substituído por a, o que 
Dclo nos parece exacto, certamente devido a erro de impressão. 
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Quando fôr a > 1 temos ainda 

/ s e n * x \ 

I - - ? . c o s » + 1 J , y / ! - ( — ) * 0 

ou finalmente 

a 

,it ^sen2 x j 

A = — . I ——^— d x . 

Ii iiliiiiii obiieuio) Ifo 

£ 

"li'> "Vi 

>II TI 
HLP I 

. I l I T S' S 

U l J i li 0 1 ) 1 .Xfli.ÍK»» ,1. 
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SOBRE A HISTORIA DO NONIUS 

No n.° 2 : 2 8 9 do jornal allemão —Astronomische Nachrichten 
vein um ar t igo do sr. Breusing, de Bremen, com o t i tulo de — 
Nonius ou Vernier ?—, onde elle discute a par te que teve cada 
um dos tres sábios, Pedro Nunes, C. Clavius e P. Vern ie r na 
descoberta do ins t rumento para medir pequenas pa r t e s de linhas 
rec tas ou de ângulos. Julgamos este ar t igo interessante pa ra 
por tuguezes , e porisso aqui o publicamos. 

Ao mesmo tempo, para se fazer uma ideia completa da h is -
tor ia do Nonius, ju lgámos util publicar t ambém a passagem do 
livro — D e Crepuseulis, onde Pedro Nunes, pela pr imeira vez, 
apresenta o ins t rumento, visto que este livro é e x t r e m a m e n t e ra ro . 
Es ta passagem foi copiada pelo sr. F. Oom, director do O b s e r -
vatório Astronomico de Lisboa, do exemplar que exis te n'aquelle 
Observatório. Devo acrescentar que o sr. F. Oom conservou a 
or thographia do original, com a única differença de subst i tuir 
os jj por i i e os uu por vv e vice-versa, onde foi necessário, 
e que dois erros que elle encontrou foram conservados no t ex to 
mas emendados em notas . 

Passagem tirada tio livro —De Crepuseulis (*) 

PROPOSITIO III 

lnstrumentum quoddam eonstruere, ad ohservationes astrorum valde 
opportunum, quo videlieet eorum elevationes examussim depre-
hendi possint. 

Const rua tur enim Astrolabium quàm exac te f ier i poss i t : d i -
o p t r a m q ; habea t , hoc est regulam quae super centro volvitur, 

(•) Petri Nonii sataciensis, de crepuseulis liber unus. Item AItacen Arabis 
vetustissimi, de causis Crepuscuiorura Liber unus, à Gerardo Cremonensi 
jam olim Latinitate donatus, & per eundem Petrum Noniura denuò recognitus, 

Secunda editio 
Conimbricae. Excudebat Antonius á Marys. anão 1573, 
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quàm rec t i ss imam: ad hanc tabellae ut fieri solet erectae s in t : 
quarum mea tus maiores non sint quàm ut per ea lucidiora fixa 
sydera distincte videri possint. Es to exempli grat ia hujusmodi 
astrolabij plana una at que circularis superfícies abe d (*), dia-
met r i sque ac, bd, in quadrantes divisa: ejus centrum sit e, punctum. 
Super hoc intra ipsam circunferent iam, quantovis intervallo (pari 
aut impari nihil refer t ) alius intra alium circuloríi quadrantes 
describantur numero 4 4 . Ex te r io r quadras ut a b, in nonaginta 
ajquales par les dividatur . Interioru vero ei propiquior in par tes 
aequales 8 9 . Seques deinde in 8 8 . & qui hf:c proxime sequitur 
in 8 7 . et ita deinceps hoc ordine progredia tur , donec ad ultimíi 
in ter iorum minimfiq; perveniatur , qui in par tes equales 4 6 . s e -
cabitur. In quolibet quadrante singulae denae par tes tenuissimis 
quibusdã lineolis, paru circuferètia praetergrediètibus notentur . 
Na nisi Astrolabiu in gètis magnitudinis esset , si quina; aut denae 
par tes numeris dist inguerètur , praenimia intervalloru angustia, 
magna cõfusio accidere t . Numerus autè partiu quas unusquisq; 
quadrans habe t , prope uníi ejus extremu juxta semidiametru 
scr ibatur . Ut si supputat io fiat ab a, versus b, super ipso b, pucto 9 0 , 
scribatur notis algoristicis; s u b f v e r o juxta diametru eb , reliqui 
numeri suis debi t i sq ; locis collocabutur. Igitur hac ar te numerus 
graduu nonaginta quê unusquisq; quadras etià interior habere 
intelligitur, & si in pauciores par tes divisus proponatur , omnè 
aliquotã par te actu habe t , quae à quovis numero nonaginta minori 
denomina tu r : nempe dimidia pa r t e totius, ter t iã , quar ta , quinta, 
sexta , septimã, octavâ, nonam, decima, undécima, duodecimam, 
& reliquas singulatim usque nonagessimam, quã ex ter ior quadras 
actu habe t . Nã quod à minorib 'part ibus ad maiores progrediendo 
u s q ; a d quadragessimã sextà aliquotas par tes habea t , videlicet 
nonagessimà, octogessimam nonam, octogessimam octavam, & 
reliquas, nemo inficiabitur. At quod & caeteras quoque habeat , 
quae a b ijs numeris denominantur , qui inter uni ta tem sunt a t q ; 
4 6 , hinc facile constare poteri t , quod qui numeríi aliquè in n u -
m e r u m dividit, dividit & in subduplu, sub quadruplu, caeterosq; 
números sub multíplices quos divides n u m e r h a b e t : ut q dividit 
in nonagí ta , dividit èt inquadraginta quinque, & qui in 8 8 , dividit 
& in 4 4 , & ita deinceps in ca;teris. Atqui singuli numeri à 2 3 . 

(») Esta passagem vem acompanhada de uma figura, que é tão fácil de 
traçar com as indicações ahi dadas, que a julgamos dispensável. 
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usque 4 5 . subdupli sunt eoru qui in serie numerorií disponutur 
à 46 . usque 90 . uno semper inlermisso: & hi quoq; alioru mi-
noríi multíplices sunt, & ita in reliquis, alij a d alios eodê modo 
se habent, usque ad unitatem. Igitur riumerus ipse gradufi nona-
ginta quê in unoquoq; quadrante contineri intelligimus, p pra> 
dictas divisiones omnè aliquotã parte habet à dimidia usq; a d 
nonagessimâ. Hactcnus de instrumenti s t ruc tura : usus vero per 
quã facilis erit . Libeat eriim nocturno tèpore, cujusvis S t e l l a alti-
tudinè supra horizonte ex amussim deprehendere: attolemus hujus-
modi Astrolabiu insublime supra oculí , ita ut ex armilla suspen-
sória píicto b, affixa libere pèdeat, & ejus latus ab, ad stellã 
ipsam dirigemus, dioplrãq; sensim sursum a tq ; deorsum versus 
torquebimus, quoad per u t runq ; Ibramen observatã stellã p spi-
ciainus. Quoniã vero vix unquã dioptra descriptis quadrantibus 
superponitur, quin secundu aliquu divisionis nota aliquè eorã inter 
secet, considerabimus numerri partiu integrará quê abcisa portio 
habet , numera praeterea in quê totus ipse quadrans divisus fuerit , 
& per cõmune documento numeroru proportionaliu, lias partes 
in nonagessimas partes quadranlis, quas gradus appellare con-
suevimus, hoc modo convertemus. Mulliplicabimus earú numera 
in nonaginta, productu dividemus per numeru partiu totius qua-
dranlis, & prodibit ex ea partitione numerus gradua quê iIIo 
partes liabêt. Sed si numer'aliquis ex divisione reiinquatur (ut 
sepe numero cõtingit) multiplicabimus eu in sexaginta, productíi 
dividemus per praedictu numerum partium totius quadrantis, cõ-
munem divisorem, & provenient minuta prima. Relictu quoquo 
numerum ex hujusmodi partitione iterum multiplicabimus in sexa-
ginta, productumq; dividemos per cõmunè divisorè: & provenient 
secunda minuta : & ita deinceps fiet quoadusque aut niliil ex 
partitione reiinquatur, aut minutiae qua; ex partitione proveniunt, 
ob earu parvitatè contèni debeant . Exèplum: observala altitudine 
alicujus stellae, liabeat in Astrolábio extrema linea diopraj per 
centrum veniens, quam fiduciae lineam Astronomi appellant, eam 
positionem quam diameter f ( j : secetque quadrantem ir, partium 
.Tqualeia 87 . in puncto o, ipse arcus altitudinis o i, partes 
comprehendat triginta. Igitur multiplicabimus 30 . in 90 . fientq; 
2 7 0 0 , hunc numerum dividemus per 87 . & venient ex partit ione 
gradus 31 . sed relinquentur 3. Iiuc numerum multiplicabimus 
in 00 . & fient 180 . denique dividemus 180. in 87 . communem 
divisorem, & venient ex partitione minuta prima duo, numerusq; 
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relictus erit 6: hunc deinde multiplicabimus in 6 0 : ad colligenda 
minuta secunda, fientq 3 6 0 . hac dividemus per 87 , & prodibiit 
ex partit ione minuta tert ia (*) qua tuor : sed relictus numerus 
erit 12 . hoc igitur dueto in 60 . productoq; diviso per cõmunem 
divisorè, venient minuta quarta (**) octo, at relinquètur ex par-
titione 2 4 . Et eadem prorsus arte progrediemur quoad libuerit. 
Caeterum ut hujusmodi instrumentum observationibus solis cõmo-
dius inservire possit, fiant in erectis tabellis alij duo meatus 
angustissimi: per eos eniin interdiu radius solis ingrediens, ejus 
alt i tudinem supra horizontem certius cômõstrabit. 

IVonins on Vernier'? 

No terceiro volume da sua Historia das mathematicas apresenta 
Kâstner, em dezoito paragraphos, noticias históricas sobre os 
methodos para obter as pequenas partes de linhas rectas ou 
ângulos. O que se segue é um extracto em que os números se 
referem aos paragraphos de Ksstner. 

No primeiro paragrapho ensina-se o meio de determinar apro-
ximadamente um pequeno arco por meio de movimentos re i te-
rados de uma regoa, e no paragrapho quarto enunciam-se muitos 
meios engenhosos de dividir linhas e arcos em pequenas partes, 
bem como o dos quadrantes concêntricos de Nunes, em que o 
interior está dividido em noventa partes iguaes e os interiores 
em oitenta e nove, oitenta e oito, etc. Kiistner continua: 

5. O mais commodo e ainda hoje muito em uso é o seguinte: 
Divide-se uma linha recta ou um arco em partes iguaes. Toma-se 
um intervallo contendo m d'estas partes e divide-se em m + 1 
O t t t n - I partes iguaes. Transportam-se estas partes para uma 
regoa que se faz escorregar sobre o cumprimento mencionado, etc. 

6. 7. 8. Tres livros ensinam esta ideia engenhosa: 
Pierre Vernier — La construction, Vusage et Ies proprietez du 

quadrant nouveau ele. Bruxelles, 1631 . 
Bened. T Ied raeus—Nova et accurata astrolahii geometrici slru-

etura etc. Lugd. Bat . , 1643 . 

( • ) Aliás secunda. 
(•*) Aliás tertia. 
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Ger. a. Gutschoveri'—Vsus quadrantis geometrici etc. Bruxella', 
1 6 7 4 . 

9. Nem Hedraeus nem Gutscltoven mencionam Vernier. 
13. Vernier ficou tão esquecido, que a regoa movei foi a t t r i -

buida por Hevel a Hedraeus. Bober t Hook no l iv ro—Animadver-
sions on lhe first part of lhe 3Iachina ccelestis of Johannes Hevelius, 
London, 1674 , diz, a pagg. 2 0 e 2 9 , que elle obteve a sua des-
coberta de um outro, de quem um pequeno livro talvez perdido 
e esquecido lhe veio accidentalmente á m ã o : Pierre Vernier — 
La construction etc. 

14. Lalande diz no Livro XIII da sua Astronomia que o arco 
movei pertence a Vernier , e funda-se para isso n u m livro de 
Pézenas—Memoires rediges à VObservatoire de Marseille, 17oo . 

18. Nos escriptores até aqui mencionados não encontro uso 
algum da regoa movei para a divisão das rectas, que todavia já 
tinha sido indicado por Vernier . O uso mais antigo que eu 
conheço encontra-se n u m a carta de Begnault a Monconys — 
Voyages de Mr. de Monconys, Paris, 1695 , pag. 2 0 i . O titulo é 
—Delarèglede Clavius pour Ie lohage. A descoberta e o segredo 
da divisão d'esta regoa pertence a Clavius; Hedraeus serviu-se 
d'ella com successo; acha-se também por meio de uma corre-
dissa as mais pequenas partes de um arco ou de uma linha recta. 
Begnault ensina também a dividir uma toesa em 1 0 : 0 0 0 partes. 
Onde Clavius apresenta uma tal indicação, não o diz elle, e eu 
nada acho a tal respeito nas obras de Clavius que possuo. 

Kdstner não examinou Clavius cuidadosamente. A sua muita 
edade desculpa-o, e talvez elle tenha apenas procurado nas figuras 
um desenho do Nonius, e porque o não achou, acreditou que 
nada vinha no texto. Clavius foi esquecido e posto de parte de 
um modo incomprehensivel; eu fiquei surprehendido quando nas 
suas obras (Christophori Clavii Bambergensis opera. V. Voll. 
Mogurt iae, 1611 , foi.) encontrei a seguinte passagem: 

Tom. II. Geometria pratica, pag. o : 
In regula rectae ducantur eaeque in 1 0 0 partículas anquales 

distr ibuantur, vel in 1 :000 si longiores sint. Ita ex qualibet recta 
quot vis partes centésima" aut millesimae abscindi poterunt. Imo 
si sumalur línea K L ] continens 11 partículas ex illis 100 vel 
1 :000 dividaturque in 10 partes aequales, si quidem secta sit 
regula in 100 partes aequales, poterunt beneficio rectae K L j 
continentis 11 partículas ejusmodi et in 10 partes aequales divisa?, 
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ex data recta qualibet accipi quotvis millesima: partes, perinde 
ac si partes singula; centesimae in regula sectíe essent in denas 
particulas aequales; si vero regula in 1:000 partículas distribuía 
sit et línea KL talium 11 partium in 10 particulas dissecta, 
poterunt ex quavis linea recta preposita partes, quot quis volue-
rit , millesimarum decimae auferri , non secus ac si singulae partes 
millesima? in regula distribuía: essent in 10 partes aequales. 

Rursus si regula contineat 100 partes et recta quaepiam MN 
constans ex 101 ejusmodi particulis distr ibuatur in 100 partes, 
poterimus ex data accipere partes decimas millesimarum. At si 
in regula notata; sint 1:000 partes et linea quaepiam continens 
ejusmodi partes 101 secetur in 100 partes, deprehendi poterunt 
in qualibet recta quotcunque partes centesimae millesimarum, 
ac si partes singulae millesimae in regula conplecterentur partes 
100. Si denique linea earum partium 1:001 dividatur in 1 :000 
partes, capiemus in quavis recta partes millesimas millesimarum, 
perinde ac si partes millesimae singulae in regula partes 1 :000 
comprehenderent . 

Tom. III. Astrolabium, pag. 1 0 : 
Doceamus, qua ratione geometrice abscindendus sit arcus, in 

quo praeter gradus quotcunque etiam minuta proposita compre-
Iiendantur; et vicissim, quo pacto cogonoscendum, quot minuta 
in quavis partícula unius gradus conlincaritur. 

Depois de especificar vários artifícios, entre outros aquelle de 
que falia Kiistner no paragrapho primeiro, bem como o modo 
de obter um arco de 57 ' quando se divide um arco de 57° em 
sessenta partes e um arco de 43" em sessenta partes, continua 
Clavius a pag. 1 2 : 

Ceterum si contenti esse velimus único quadrante in gradus 
90 accurate distributo, nimirum quadrante À B, cujus semidia-
meter C D , longe expeditius in eo arcum quodlibet graduum ac 
minutorum accipiemus, si intervallo ejusdem semidiametri C D 
arcus describatur, in eoque arcus LM abscindatur complectens 
gradus 61 quadrantis A l i atque bic arcus LM in GO partes 
a'quales distr ibuatur. Una liarum particularum continebit unum 
gradum semel et insuper partem sexagesimam unius gradus, Iioc 
est unum minutum. Ex quo fit, ut duae partícula? conplectantur 
duos gradus et insuper duo minuta ; tres partícula; tres gradus 
et tria minuta : et sic deinceps. 

Itaque si in quadrante AB cupiat quis particulam unius minuti, 
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t ransferat unam arcus particulam LM in quadrantem, initio 
facto a puncto A vel a quovis gradu. Nam partícula ultra unum 
gradum continebit 1 minutum. Eodem modo si duse particulae 
transferantur, complectetur particula ullra duos gradus 2 minuta; 
si tres particulae transferantur, continebit particula ultra tres 
gradus 3 minu ta ; si 53 partieulaj t ransferantur , comprehendet 
particula ultra 53 gradus 53 minuta, et sic deinceps. 

Estas passagens dão pois a decisiva demonstração de que não 
devemos a theoria da divisão do Nonius a outro senão a Clavius, 
e tanto para a medida das rectas como dos arcos. 

Lalande diz na sua Astronomia, tom. II. 2 3 4 1 : 
La division, qui est aujourd'hui la plus employée, est appellée 

dans Ia plupart des auteurs division de Nonius quoique Nonius 
n'en soit pas 1'auteur; mais il en avait imaginé une qui eut 
beaucoup de célébrité, et qui pouvait conduire à celle que nous 
avons aujourd'hui. Le véritable auteur de la nôtre dans son état 
actuei fut Pierre Vernier , qui la publia dans un peti t ouvrage 
imprimé à Bruxelles en 1(531, i u t i t u l é — L a construction, usage 
et Ies propriélés du cadran nouveau. Je crois donc qu il est juste 
de rétablir Ie véritable auteur dans ses droits, et d'appeller Ver -
nier au Iieu de Nonius la piece qui forme la division dont il s 'agit. 
Mr. Magellan se plaint avec aigreur de cette innovation, mais 
cette plainte est injuste, et ne pouvait é l re faite que par un 
Portugais, c 'est-à-dire un compatriote de Nonius. Mr. Baillv 
regarde la division de Vernier comme étant celle de Nonius pér -
fectionnée, et Ie P. Pézenas cite Ie P. Clavius comme ayant pro-
posé de diviser six parties en cinq; mais ni l'un ni 1'aulre n avait 
pensé à en faire une petit division mobile, et je regarde comme 
idée três neuve celle de substituer un seul petit are à la place 
des vingt circonférences de Nonius et de met t re cette division 
sur 1'alidade mobile; c'est une découverte précieuse, à laquelle 
personne que Vernier ne peut avoir de d ro i t ; elle a un meri te 
indépendant de celui des nombres inégaux de Nonius. 

É um enigma que aqui nada mais se diga a respeito de Cla-
vius, senSo que dividiu seis partes em cinco. Certamente Clavius 
servia-se do seu arco movendo-o com a mão ou applicando-o 
sobre o circulo; a Vernier ficou o mérito de o te r ajustado á alidade. 
Lalande não distinguiu as duas cousas; para ser justo em relaç&Q 
aos factos deveria dizer : 
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La véritable au teu r de la division dans son éta t actuei fu t 
Christophe Clavius de B a m b e r g ; et de m e t t r e cet te division sur 
1'alidade mobile, c e s t une idée, à IaqueIle personne que Vernier 
ne peut avoir de dro i t . 

Aqui não deve t r a t a r - se de qual dos dois teve maior merec i -
mento . E como não é inverosímil que Clavius fosse levado á 
divisão de sessenta e uma partes em sessenta, pelo facto de Pedro 
Nunes ter dividido noventa par tes em oitenta e nove, deve-se 
conservar sempre a denominação de Nonius. 

Bremen. B RE USING. 
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SOLUÇÃO DA QUESTÃO PROPOSTA N.° 17 

POR 

ALFREDO SCHIAPPA MONTEIRO 

Sendo dado um quadrado magico formado por n2 números 
dislinclos, pergunla-se de quantos modos é possível permutar estes 
n4 números, sem que o quadrado magico cesse de existir. 

Para chegarmos à expressão geral que dè o numero de per -
mutações pedidas, podemos considerar primeiramente em par t i -
cular um determinante de quinta ordem, 

« 1 h rI d\ e I 

a 2 h C 2 <h e 2 

« 3 h <•3 <h « 3 

ag h C1 dg eí 

a 5 h c» 

cujos vinte e cinco elementos suppomos dispostos em quadrado 
magico, isto é, de modo que as sommas dos elementos per ten-
centes ás mesmas columnas, ás mesmas linhas e ás mesmas dia-
gonaes sejam eguaes entre si. 

Como as permutações que se podem fazer entre os seus vinte 
e cinco elementos, sem que o quadrado magico cesse de existir, 
equivalem evidentemente ás permutações symetricas das columnas 
e das linhas correspondentes, poderemos chegar facilmente por 
este caminho á expressão geral do numero dos modos de p e r -
mutar os números distinctos que compõem um quadrado magico 
qualquer, sem que o quadrado magico cesse de existir. 

6 
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Representando, pois, por A, B, 31, B 1 , Aj as columnas, e por 
A' , B', 31', B ' i , A ' j as linhas do de terminante para termos 
as permutações symetricas de cada um d'estes grupos de le t ras , 
pe rmuta remos em primeiro logar separadamente as duas primeiras 
letras en t re si, e do mesmo modo as duas ultimas, e teremos as 
permutações symetricas 

A B M B 1 A 1 | A i B r M f B 1 A ' ! | (2) 

B A M A 1 B 1 | B A '31 'A i
1 B i

1 | (3) 

Se agora em cada uma d 'estas permutações permutarmos os 
Índices um a um, te remos as permutações symetricas 

A B 1 M B A 1 | A ' B ' | M ' B ' A ' | | (4) 

B A 1 M A B 1 | B A i
1 M f A B', | (5) 

A 1 B M B 1 A j A1 B' M' IV1 A' | (6) 

B 1 A M A 1 B | B 1 A ' M' A 1 B ' | (7) 

e pe rmutando os índices dois a dois, vem 

A 1 B 1 M B A | A f
1 B f

l l M B 1 A ' | (8) 

B 1 A 1 M A B | B r
1 A j 3 1 ' A ' B ' | (9) 

Achamos por tanto oito modos de pe rmuta r symetr icamente as 
columnas e linhas (*); numero t ambém evidentemente egual ao 
dos modos de pe rmuta r symetr icamente as columnas e linhas 
n u m de te rminante de quar ta ordem, com os elementos dispostos 
em quadrado magico. 

(*) Convém observar que comparando as quatro permutações (2), (3), 
(4) e (5) respectivamente com as quatro (8), (9), (G) e (7) se reconhece ini-
mediatamente que os quadrados mágicos correspondentes ás primeiras per-
mutações não diflerem dos restantes quadrados obtidos senão na posição 
relativa, podendo considerar-se em absoluto como eguaes aos quatro pri-
meiros quadrados, em vista do que as permutaçães consideradas ficariam 
em rigor reduzidas a quatro. 
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Sc nos oito quadrados mágicos assim obtidos mudarmos as 
columnas em linhas e inversamente, teremos outros oito quadrados 
mágicos (*), e portanto acharemos dezeseis modos de permutar 
os números do quadrado magico dado (1), sem que este cesse 
de existir. Finalmente se considerarmos os quadrados mágicos 
symetricos d'estes dezeseis, teremos ao todo trinta e dois modos 
de permutar os números do quadrado magico dado. 

Para mais claramente vermos como se chega á fórmula geral 
que dá o numero pedido de permutações, consideraremos ainda 
um determinante de sexta ou sétima ordem, e representemos 
por A, B, C as suas tres primeiras columnas ou linhas. As per -
mutações ordinarias d estas tres letras serão 

A B C | A C B | B A C | B C A | C A B | C B A | . . . (10) 

Designando por A j , Bj , Ci as tres columnas ou linhas syme-
tricas das tres primeiras, se permutarmos estas letras com as letras 
eguaes das seis permutações (10), uma a uma, duas a duas, tres 
a tres, vem os seguintes grupos de permutações, 

A 1 B C A i B i C 
í 

A B1 C A1 B Ci Ai B1 Cj | 

A B C1 A B1 C i 

A i C B A 1 C 1 B 

( H ) 

A C 1 B A 1 C B 1 A 1 C 1 B i | 

A C Bi A Ci Bi 

(12) 

B j A C B i A 1 C 

B A j C Bi A Ci B i A 1 C 1 | 

B A Ci B Ai Ci 

(13) 

(*) É claro que estes oito quadrados mágicos podem-se considerar em 
absoluto como symetricos dos oito primeiros, * 
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B 1 C A B 1 C 1 A 

B C 1 A B 1 C A1 B1 C 1 A 1 

B C A1 B C 1 A 1 

C 1 A B C 1 A 1 B 

C A 1 B C 1 A B1 C1 A1 B1 

C A B1 C A 1 B 1 

C 1 B A C 1 B 1 A 

C B 1 A C 1 B A1 C1 B 1 A 1 

C B A1 C B j A 1 

(14) 

(15) 

(16) 

por onde se vê que as permutações symetricas das columnas e 
linhas relativas a cada um dos seis primeiros grupos, são eguaes 
ao numero de letras A, B, C; as permutações symetricas re la-
tivas a cada um dos seis segundos grupos, são eguaes ao numero 
de productos distinctos ou combinações d 'estas letras tomadas duas 
a duas ; e finalmente aos terceiros grupos correspondem as pe r -
mutações symetricas eguaes ao numero de productos distinctos 
ou combinações das mesmas letras tomadas tres a tres. 

Assim acharemos em primeiro logar quarenta e oito modos 
differentes de permutar os números do quadrado magico dado, 
sem que este cesse de existir (*). 

Quando mudarmos as columnas em linhas e vice-versa, acha-
remos o dobro das permutações. Finalmente, junctando aos qua-
drados mágicos assim obtidos os seus symetricos, teremos ao todo 
cento e noventa e dois modos de permutar os números do quadrado 
magico dado, sem que elle cesse de existir. 

(») Como sabemos, a nota a pag. 82 é geral, e portanto se não attender-
mos á posição relativa d'estes quarenta e oito quadrados mágicos, só vinte 
e quatro d'elles podemos considerar como realmente distinctos. 
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Logo se n representa a ordem do determinante com os ele-
mentos dispostos em quadrado magico, o numero N dos modos 
de permutar estes elementos, que em primeiro logar obtemos, 
será dado pela fórmula 

O * 
n — í n 5 

- 1 . 2 . . . - 5 - . - ^ . 2 1 (17) 

sendo n par , ou 

N = , . , . . . i z i í f i . ^ (18) 

sendo n impar. 
Quando mudarmos as linhas em columnas e inversamente o 

numero N' dos differentes modos de permutar os n4 números, 
será dado pela fórmula 

n — 1 n 
N ' = 2 . N = 1 . 2 — — - — . — - — . 2 2 (19) 

Ji A 

OU 

N' = 2 . N = 1 . 2 . . . . • (20) 
Ji J 

segundo n fòr par ou impar. 
Finalmente, tomando os quadrados mágicos symetricos dos 

obtidos pelas 2 . N permutações, teremos que, em geral, o numero 
total N" dos modos de permutar os n4 números distinctos d 'um 
quadrado magico dado, sem que este cesse de existir , será dado 
pela fórmula 

a n + 4 
n — a n —ã 

N " = 4 . N = 1 . 2 . . . — - — . — - — . 2 2 (21) 
Jt Ji 

ou 

N ' ' = 4 . N = 1 . 2 . . -2*12 (22) 
Ji A 

segundo fôr n par ou impar. 
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Observação.— Como acabámos de ver, consideram^= n permu-
tação simultanea de columnas e linhas dos de l i . U.KCS, para 
que as suas diagonaes fossem sempre compostas dos mesmos ele-
mentos; devendo-se notar que entre as permutações symetricas 
que resultam para os elementos de cada uma d'estas diagonaes 
só ha N permutações que sejam distinctas. 

Pôde, porém, succeder que, n'alguns casos, os H2 elementos 
dos determinantes, de ordem superior á terceira, sejam taes, que 
as columnas e linhas possam solfrer separadamente a permutação 
symetrica, sem que a disposição d'estes elementos em quadrado 
magico cesse de existir, d'onde resulta que as diagonaes não serão 
sempre compostas dos mesmos elementos, e o numero N"' de 
modos de permutar os elementos do quadrado magico dado at t in-
girá o valor máximo 12 (N —2) . 

Como exemplo apresentaremos o determinante de quarta ordem 
composto dos primeiros dezeseis números inteiros 

1 15 14 4 

12 6 7 9 
i 

8 10 11 5 

13 3 2 16 

Ainda podíamos proseguir nas nossas investigações; mas não 
o fazemos, para não sahirmos do campo da questão proposta. 

!,'Il ll >! -.IrV1M : -1114! -It - I IiiJII'") 'I-. .'OJ '••)!> /. iliillt " ' I f I " ' " I i 

libiili IiTi • i '! .• '• >b ''- '.TJ -JlvJ "Jiii) ni!»«5 ,oui. l i UM!;,uni o b t n i i i up 
IlliKTViol 1.1 Jij 

IIti'!* 
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SOBRE A THEORIA DAS F A C U L D A D E S 

POB 

J. M. RODRIGUES 

Seja 
x\\ 

y = [<pz] 

uma faculdade exponencial dada, onde 9 z, base da faculdade, 
designa uma funcçào theorica ou problemática de uma quantidade z 
independente da variavel x; será 

x +d x 
y + dy = [<fz] 

d'onde dx\^ 
dy = y[o(z + x?) —1]; 

mas pela theoria dos factores elementares 

fact. elem. [9Z] =^ [9 (z + x;)] , 

e, como é sabido, 
x\'í 

fact. eiem. [9 z] = 1 + d x [Z 9 (z + x ;) — 

dlV — i- ' diL? J 2 _ 1 
d » ' " 1 T r 1 W u • • , J ' 
);tjã 'th/ilfhi r.mi» *>i> x.;:ii-u»ní-j vtJ >i;l O 

onde |30' • • • designam os números de Bernouilli: por 
consequência, fazendo 

z 
9 z = e ou 4i z = Z 9 z, 
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resulta o desenvolvimento em serie da derivada de uma faculdade 
exponencial 

g - ^ + . Q -

, d* l d * * Çs - W ? 
- i i T z - T + ' * - - 3 2 d l i - 1 . 2 . 3 . 4 • {a>-

Ora pela fórmula de Euler 

1 „ , du P d'su I3 

obtem-se facilmente a sommação da serie (a), a saber : 

„ d <J» (z + as £) . . . ... 

az 

5 , o J i O S* 
^ d z ' 1 + , í 1 d z * ' l . 2 d z 1 " 1 . 2 . 3 . 4 

logo 

OU 

dy d^{z + x j ) 

Tx = y ^ dz 

dx = y- 1 dx ( a ) 

é uma expressão da derivada de uma faculdade exponencial. 
O factor elementar de uma faculdade será pois 

r . , 1 dl<?(z + x f t 
fact. elem. [ çz l = l + d x 2 — L J dx 
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II 

A lei de construcção da derivada de uma faculdade conduz 
naturalmente á deducção de duas fórmulas de Wronski , muito 
notáveis. 

Com effeito 

mas 

logo 

\ 

, , dúlz + xÇ) 
f d x Z - l ^ - ^l = Iy +c, 

CL OC 

dx 

2<j/(z + ®^) = í)Le J \+c (6). 

Fazendo J = Oe mudando x £ em x resulta 

2<|»íc=ÍI + c . n 
d'onde se deduz 

2 F a ? = — .l[\_e J J + c , 

pondo 
+ x = 'i F x. 

Foi sob esta fórma que Wronski deu a sua fórmula, a qual 
exprime analyticamente o algoritbmo das differenças inversas em 
funcçao do algoritbmo das faculdades. 
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Partindo d'esta fórmula, Wronski achou, pela sua Theoria dos 
factores elementares, a seguinte 

J r <|>a-ol«|l| 
f F x d x = l\[e J j+const. 

onde «iianoiW 'ji> ^lilnírnoiH.', 

a qual facilmente se pôde deduzir e por muitos modos differentes. 
Com effeito, a serie de Taylor 

* 

„ du ?2 d2u , d3u , 
A li = í - 4 - _ _ _ _ _ - f . _!_ 

^dx 1 .2 ' dx* 4 .2 .3 'dx3 

dá 

portanto, sendo 
u = f F x d x , 

resulta 

/ F a d a ^ í F a + ^ s F ^ ^ J ^ s F ' * + . . . (c'): 

mas pela fórmula (6') ou (6") 

* - ^ I t r S U - * ' 
S ^ r i I F W x = I d e ^ > J \ ) + e, J 1 1 1 0 , , 

V. i 

por consequência 

( J«2 -I^ r J i - F « , i - i * 
J r £ F x o ~ j £ | 1 . 2 0 U i ' l i v i r I i i ' ' 

JFxdx = l[[e J x L p J , x . ,, • • + const, 
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Ora em virtude de uma propriedade elementar das faculdades 
algorithmicas 

1 . 2 riiflifí! 'IiKi BIHi'!')í; 
/Fxdx=l 

logo ( 

cí -ia; I 
.ÇFaso + ^ F » ® + . 1 

- J l 
+ const., 

f Y x d x = l [ l e J ) + c o n s t . . (c"). 
tu 

Como £ designa um augmento arbi trar io da variavel, podemos, 
sem alterar a generalidade, suppor £ = 1, o que dá 

Jr <jixo~Ut}l[ 
/ Y x d x = I \le J j + const (c'"). 

A somma da serie que define a funcção <]> obtem-se, como 
vimos, pelos integraes definidos; por consequência a fórmula de 
Wronski pôde exprimir um integral geral em funcção de integraes 
definidos pelo afgorithmo das faculdades exponenciaes. 

U t , , , . - f - , V > . I I I 

A fórmula symbolica de Lagrange 

f l H 
2 « = \ e — 1 / .u 

applicada á expressão (c') dá immediatamente 

( é V 1 ? c 
1 . 2 1 . 2 . d 

por consequência' 
d \ , 

^ dx r / Y x d x = \ e — 1 / . ^ x + c o n s t . , 
logo 

/ F x d x = 2 t y x + const («t). 
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Construindo esta somma 2 em funcção das faculdades, resulta 
a fórmula de Wronski (c'") ou (c''), segundo se suppõe o augmento £ 
egual ou differente da unidade. 

Ora, como demonstramos, a funcção <J> é gerada por muitos 
integraes definidos reductiveis aos tres typos geraes : 

(m'} 

^ x = - = - j F [x + r ^ j Q ^ i d f i ; 
2-itJ o 

logo, suppondo £ = 1 na expressão (m), o que é permittido, vem 

/Fxdx= (U + Ui)du + const. 

JFxdx= 1J^ F [x + <p z) dz + const. 

JFxdx = J nF (as •+ r e4i) 0 e5 í dO + const. 

W -

Estas fórmulas exprimem relações entre integraes geraes ou 
indefinidos, sommas finitas e integraes definidos. 

A fórmula de Wronsk i transformada com os integraes definidos 
(1m'), a saber : 

ir-á/I { V + V ' ) i u
 T U l 

Fxdx = l\le J j 

jj" Jl F(x0 + ?z)dz ^ i 1 J 

Ix = I \ \ e J JFxdx = I j | e J j +cons t . / 

e as fórmulas (n) ligam a integração geral das funcções com a 
theoria dos integraes definidos pelo algorithmo universal das facul-
dades e pçlç plgoritbmo das differenças inversas ou sommas finitas. 



MATtIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 93 

IY 

A lei de eonstrucçao (a') da derivada de uma faculdade expo-
nencial pôde ainda conduzir a outras consequências mais notáveis. 

Com effeito, seja 
r á f z ] x 

u = ly e y = \e J 

uma faculdade, cuja base é a differença 

A f z = f ( z + l ) - f z 

de uma funeção finita e contínua; será 

d u _ y ' _ ^ d \ f ( z + x l ) _ A d f j z + x j ) d f ( z + x Ç ) 

dx y d x dx dx 

e em geral ^ _ d « f { z + x § 

d x n d x n  

por consequência o desenvolvimento em serie, ordenada segundo 
as potencias ascendentes da variavel x , do Iogarithmo da facul-
dade proposta será, pela fórmula de Maclaurin, 

. x / d u \ X t / d l u \ x 3 ( d 3 u \ 

[dx*)o+' • ' ; 

mas «o—O, porque a faculdade de expoente zero é egual á unidade; 
logo 

mas 
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S P ¢1 J 1 (P)-
t<t:') >iri tem» ' t i t 191 A 

logo 

r a f * \ x \ i \ 

f ( z + x £ ) - f z = l 
Pondo : I !.-.;• ' :;! 

.'i • 'rJiin -•.• iifi: • .-:.,:.1-1 . • IlIiiI i; i i,h-i« ')|;iit| I m m n 
x^ = h ou x = — 

; -. /. I 
resulta 

h\i 
UH r a f * \ ? I 

f ( z + h ) = f z + i ( l e J 
T + ; '\ - V - • 

e fazendo t ambém em (p1) 

; iDiiiJiid ) •> f,}ini! íifi-i')ifi»l «mu *ifi 

< = V> ••• z=ú ç 

ibiiiiln li,) «mu 

. . . . . . (?"), 

vem X X " X h t̂ X b 

f x = fx<, + l ) Ie J ( . . ( / ' } . 

«xfe "T. 

Es tas fórmulas operam a transformação de uma funcção no 
algorithmo das faculdades. A primeira (p") exprime o theorema 
de Taylor, e a segunda (p"') o de Maclaurin no algorithmo das 
faculdades exponenciaes. 

Mudando em [p") e (p ") f em I f resulta 

/ ) ( ¾ , i X H - \ ) \ t X / l i X 

I 
;9b«bimi & InwJib+^) • ^ ^ ! [ l ft< Ji I ••••••••• (í) 

OgoI 

• H i ^ - í » I _ l) u . - . I I L - J i M I l ) J! J 

Stiftl 
Desenvolvendo em serie estas faculdades pelas fórmulas de 

Wronsk i , ob têm-se transformações muito interessantes dós theo-
remas de Taylor e Maclaurin. 
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, í ' oíin-hiuI i; m r v i i p (1W) ?obinfcli sob obnsbnsl l f t .<>j}<»| 

As fórmulas de Wronsk i relativas ás sommas finitas e integraes 
são um caso part icular das fórmulas precedentes. 

Com effeito, fazendo 

f X=HF Xj 

resulta immedia tamente 

2FÍC = — .l\le J 2 Fa; = — .1 \e J J + c . 

Do mesmo modo, pondo 

f x T r f F x d x , i 
será MU 

A f x = f [ x + i ) - f x = Fx + -^-F'x + T — ^ F l , x + . 
1 . 2 1 . 2t, o 

ou 

A f x = ij» x ; 

logo, tomando fxo para constante a rb i t ra r ia , 

JF xdx = l 
<1* 1 

i « J + const. a rb i t . 

Da fórmula (q') deduzem-se tres outras relativas á integração 
geral das funcçòes. 

Com effeito, a expressão (q') pôde t ransformar-se n 'esta 

portanto, sendo 

fxo 

f x= JF xdx, 

sera 
fxQ = c e <J> XQ = f(xo + 1) — / xq ; 
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logo, attendendo aos integraes definidos (m') que gerara a funeção t|>, 
vem 

f F x d x = c \ [ i + ^ - c j ^ ( D + U , ) d « J a 5 l l J , 

f F x d x ^ c ^ i + -X-J^ F{x0 + 9z)dz J a j ' 1 ! 

/F íc d ac = c | I^i — F ( « o + ^ e t i ) 0 e 9 i d 6 J Jtioq ,QDom 

Estas fórmulas mostram também que a theoria dos integraes 
definidos está intimamente ligada à integração geral das funeções 
pelo algorithmo das faculdades exponenciaes. 

• I 1 í:. I ^ ^ • > ^ • 

n J i d i « 'Jiniii^.ipo \ ohuumoJ , ç § p j 

1 1 j ff'-• «T, 4- I 
» : i í 

oii ' j i ,I^itn1 A íb/ i .h; l >s n s i l u o -"i^l >>-ni*>xxibnb : c l i m n o l r,(I 
nnh íiiiag 

«t to '» oH-tnartcHfiinti offtY f»»Yoí«wi®> - « , « M o nro3 

I iiX \ - - I + o V \ V'i 
T l , A (|X 

. I) 

il 
'I I 

o b i r j í , oJ i i tJ ioq 
• x ' \ 

i,rif 
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NOTE DE GÉONIÉTRIE DESCRIPTIVE 
SUR L t INTERSECTION DES SURFACES DU SECOND ORDRE 

PAR 

A. SCHIAPPA MONTEIRO 

I 

Considérations générales 

1. Toutes Ies fois que nous voudrons déterminer 1'interseetion 
de deux surfaces, définies par Ies projections de leurs génératrices, 
nous devrons examiner s'il nous est possible de 1'obtenir, en 
recourant seulement à ces projections et au mode de génération 
de chacune des surfaces proposées, ou encore aux propriétés 
caractéristiques de celles-ci. Néanmoins 1'emploi de ces moyens 
n'est pas toujours possible, ce qui fait que nous sommes obligés, 
en général, d'employer des surfaces auxiliaires telles que chacune 
coupe Ies surfaces proposées suivant des courbes dont la constru-
ction soit immédiatement possible. 

Il faut cependant avoir un grand soin, quand la courbe d ' inter-
section a plusieurs branches, de distinguer quels sont Ies points 
appartenant à une même branche, et dont Ies projections, situées 
sur chaque plan de projection, unies par un trait continu, donnent 
Ies projections de la courbe. 

2. Le choix des surfaces auxiliaires doit se faire en harmonie 
avec Ie mode de génération des surfaces données, et en ayant 
égard à la direction des plans de projection: de manière à ce 
que Ies constructions deviennent toujours Ies plus faciles que l'on 
puisse obtenir. 

3. Il est clair que Ies plans parallèles entre eux, ou à l'un 
des plans de projection sont Ies surfaces auxiliaires qu'il convient 
en général demploye r : à moins qui l ne se présente des circon-

T 
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stances toutes particulièrcs, qui nous conduisent ò Iour donner une 
direction plus convenable. Ordinairement ces pias sont horizon-
tais, et la méthode, qui se fonde sur eux, se nomme alors 
métliode des seclions horizontales. Elle peut encore se simplifier 
dans plusieurs cas parliculiers, en déterminant sur un des plans 
de projection Ies projections cylindriques ou coniques des sections 
faites sur Ies surfaces données, par chaque plan auxil iaire: de 
sorte qu'au moyen des points communs de ces projections obliques 
nous obtenions dans Ie système de projection dormé, Ies projections 
des points de 1'intensection demandée. 

4L. Ces príncipes généraux exposés, nous allons déterminer 
par des tnélhodes que nous suposons plus expédilixes que celles qui 
sont connues, 1'intersection des surfaces du second ordre quelles 
qu'elles soient ou entre elles-mêmes, ou avec d 'autres surfaces 
particulières. 

I I 

Intersection des surfaces du seeond ordre 

d. Comme nous savons, la méthode des sections horizontales 
est celle que l'on emploie, en général, pour déterminer 1'inter-
section de deux surfaces du second ordre 2 et 2 ' ; mais, quoique 
l'on puisse choisir Ie plan horizontal de projection parallèle aux 
sections circulaires, ou encore, dans des cas trés-particuliers, aux 
sections rectilignes d'une des surfaces 2, cette méthode ne laisse 
pas d 'é t re presque toujours assez laborieuse: parce que nous 
avons à construire, par points, Ies projections horizontales des 
sections correspondantes de 21, à moins qu'il ne se présente des 
cas tout-à-fai t spécials. 

Nous pouvons, cependant, résoudre Ie problème de divers 
manières, on ne traçant, sur Ie plan horizontal, qu'une courbe 
homothétique aux seclion faites, par des plans horizontais, sur 
Ia surface 2'-

En eílét : 1." sur Ie plan horizontal de projection construisons 
une couibe homothétique aux sections de I 1 : il est clair que cette 
courbe peut être considérée comme une trace commune à dijfé-
rents cones, chacun desquels sera déterininé par elle et par une 
des sections horizontales de 2 ' : de sorte que, si nous faisons Ia 
projection centrale de ces sections, en prenant pour centre de 
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projeclion Ies somwels variables des cones corresponda»!*, nous 
n 'obt iendrons, pour projection des diversos seetions, qu 'une seide 
eoiirbe invariable de forme et de posi t ion; et , si, en même temps 
et avec Ies mêmes centres , nous faisons Ia projection centrale 
des seetions correspondantes de 2, nous aurons des cercles variables 
en grandeur et en position, mais faciles à í racer . 

Ainsi des points communs des projections centrales ou coni-
ques, de deux seetions correspondantes, ou déterminées par un 
même plan auxiliaire, nous déduirons facilement Ies points homo-
logues de celle-ci, dans Ie systòme de projection donné. 

2.° Nous pouvons encore construire des cônes, qui aient , deux 
à deux, Ie même sommet, et qui aient pour direclrices deux 
seetions horizontales correspondantes de 2 et 2 ; et ensuite par un 
mouvement de Iranslalion t ranspor te r t-ous Ies cônes, qui ont pour 
directr ices Ies seetions de 2 ' , jusqu 'à ce qu'ils aient la même 
trace horizontale. 

<>. Remarque. — Dans ce t t e seconde méthode il y a un avan-
t a g e : c 'est que nous ne faisons point Ia plupart des constructions 
sur Ies projections des surfaces données, évitant ainsi de cliarger 
la figure d 'une mult i tude de lignes auxiliaires, dont Tensemhle 
la rend ordinairement très-conluse. 

Soit dans l 'une soit dans 1'autre méthode, nous voyons que 
Ies centres de projections sont variables. 

Si Ies cônes, qui ont pour directrices Ies seetions de 2 ' , sont 
parallèles, après Ie mouvement de translat ion, quand ils auront 
la même t race , ils auront aussi Ie même sommet , et par suite 
ils se confondront: d'oii il résultera une plus grande simplification 
dans Ia construction, car non seulement nous sommes réduits à 
avoir une courbe invariable de forme et de position homothét ique 
aux seetions de 2» mais encore nous n'avons qu'un seiã centre 
de projection. 

Il y a des cas t rès-part icul iers ou nous pourrons emplover la 
projection cylindrique, c ' es t -à-d i re prendre Ie centre de projection 
à l infini (*). D ailleurs, on pourra souvent employer à ia fois, 
et avantageusement , deux sijslèmes de projection oblique. 

(•) Par exemple, dans Ie cas oú Ies surfaces 2 et S' auront des seetions 
elliptiques liwnothétiques (lorsque Ieur direction sera faeile de déterminer); 
quand Ies seetions de Tune des surfaces seront des ellipses et Ies correspon-
dantes do Tautro seront des lignes droites; etc, 

* 
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1J. Observation.—L'application de ces méthodes à quelques 
problèmes (en en t ran t dans Ies détails convenables) se trouvent 
dans no t re Mémoire de geométrie descriptive, oii l'on pourra voir 
la fécondité de ces mélhodes, et en mème temps Ia manière de 
faire disparai t re quelque difficulté, à peine apparen te , que l'on 
rencontre presque toujours dans 1'exécution des épures respectives. 

I I I 

Observations générales 

8. La déterminat ion des points de la courbe d ' intersection, 
ou la tangente est horizontale (*), est tròs-souvent convenable 
pour connaitre non-seulement la disposition générale de cet te 
courbe, mais sur tout Ies plans auxiliaires limites; évitant ainsi 
d 'employer ceux des plans qui ne donnent aucun point. 

Voici, donc, Ies moyens d obtenir ces po in ts : 
I . 0 Lorsque Ies deux sections horizontales se touclient, Iespoints 

de contact seront , dans 1'intersection demandée, évidemment ceux 
ou la t angen te est horizontale. Mais eomme Ie contact doit aussi 
exister dans la projection conique ou polaire de ces sections, il 
s ensuit que la question se réduit à Ia détermination des cercles 
ou des droites auxiliaires, qui touchent la conique invariable, 
aussi auxiliaire: et cela s 'obtieut , en général , après un court 
essai, qui peut se régulariser par une courbe auxiliaire ou d errear. 

2.° Si au Iieu des cercles, qui représentent Ies sections hor i -
zontales de 1'une des surfaces 2, nous imaginons des cercles con-
centriques avec ceux-ci et tangentes aux sections correspondantes 
de 1'autre surface 2', ces cercles engendreront une troisième 
surface <? (**), qui ne coupera évidemment la surface 2 que sui-
vant des cercles horizontais, qui donnent Ies points oii Ia t an -
gente est horizontale, ou Ies plans auxiliaires limites, et elle tou-
chera la surface 2' Ie Iong d'une courbe to, qui passera par ces points. 

(«) Les tangentes horizontales sont évidemment parallèles aux asymptotes 
du lieux géométrique des traces horizontales de toutes Ies tangentes à 1'inter-
section demandée. 

(••) Cette surface auxiliaire o ne peut dégénérer en plus de quatre sur-
faces distinctes: car c'est Ie plus grand nombre de CITOIes concentriques, 
que puisseat être taogents à une autre couique quelconque. 
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Donc, pour dé terminer Ies points oíi la tangente est horizontale, 
e t , par conséquent, Ies plans auxiliaires limites, il suffit de trouver 
Ies points dinlersection du contour apparent de la surface 2 sur 
Ie plan vert ical , avec ie contour apparent correspondant de Ia 
surface <7, lequel se construit a isément (*). 

En effet , après avoir fait la projection conique du centre de 
chacune des sections circulaires de nous décrirons, avec ces cen-
t res , des cerclcs qui touchent Ia conique auxiliaire invariable sui-
vant laquelle se proje t tent Ies sections horizontales de 2' ; et ensuite, 
passant au svstème de projection donné, nous obt iendrons la gran-
deur des cercles générateurs de la surface a, de façon que réunissant 
Ies ex t rémi tés des rayons parallèles au plan vertical par une ligne 
continue, cette ligne représentera Ie contour apparent demandé. 

Il est facile de reconnai t re quels sont Ies cercles de la surface n, 
parmi IesqueIs sont compris Ies points demandés, ou Ies plans 
limites, pour n'avoir à déterminer que Ia par t ie du contour res -
pectif , qui est seule nécessaire. 

Lorsque Ies sections de Ia surface 2 seront des lignes droites, 
si nous imaginons des lignes droites qui Ieur soient parallèles, et qui 
soient taugentes aux sections correspondantes de Ia surface 2' (**), 
nous obtiendrons une surface auxiliaire s qui coupera évidemment 
la surface 2, suivant des lignes droites qui donneront Ies points 
de tangente horizontale. Ces sections rectilignes nous Ies dé t e r -
mineront en construisant 1'intersection des traces verticales de 2 
et c' . Mais, si ces t races se coupent hors des limites du dessin, 
nous emploierons Ies t races de ces surfaces sur un plan parallèle 
au plan vertical de projeclion et convenablement choisi. 

3." Les divers points de contact de la conique auxiliaire in-
variable, avec Ies projections coniques des sections horizontales 
de la surface c, é tant de mème t ranspor tés sur Ies projections 
coniques des sections horizontales correspondantes de 2, donne-
ront une courbe (***) qui, combinée avec la conique mentionée, 
nous conduira aussi à la détermination des plans limites. 

(«) lei, Ies contours apparents de - et u, par rapport au plan vertical, se 
confondront évidemment avec Ies traces de ces surfaces sur Ieurplan prin-
cipal commum, parallèle au plan vertical de projection. 

(»*) Il est clair que pour la déterminatinn de ces tangentes nous recour-
rons, comme dans Ie premier procédé, á la conique auxiliaire invariable. 

(»»») Cette courbe peut ètre prise comino courbe d'erreur dans Ie premier 
procédé (Vovez Ia Correspondance sur 1'École Imperiale Polylechnique, t. II, 
p. 438), 
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Observation. — On voit facilement, selon Ies cas qui se p r é -
senteront , IequeI de ces procédés on devra pré fé re r , pour que la 
déterminat ion des plans limites soil la plus simple et la plus 
r igoureuse ; en cherchant , en tout cas, s'il est possible d 'employer 
une solution directe, préférable en général. 

Quand il ne sera pas possible de disposer convenablement 
Ies surfaces 1 et 2' par rappor t aux plans de projections nous 
emploierons, selon Ies cas, l 'un des moyens suivants: 

1.° Nous pourrons recourir à des changements de plans depro-
jection, et à des rotalions des figures, ce qui n 'est au fond que 
Ie même príncipe. 

2.° Nous pourrons encore déterminer Ia direction commune des 
plans sécants, qui donnent dans l'une des surfaces 2 des cercles. 
Alors, nous appliquerons Ia seconde méthode (*), c 'es t -à-di re 
que sur un plan parallèle à ces plans, nous tracerons une courbe 
homothétique aux sections correspondantes de Tautre surface 2 ' , 
et nous prendrons des cones parallèies pour surfaces proje tantes 
de ces dernières sections; ces cones é tant transportes par trans-
lation, jusqu à ce que, ayant pour t race ce t te courbe auxiliaire, 
Hs se confondent en un cône unique, et que par conséquent, nous 
n ayons qu'un seul centre de projection u\ 

Ensuite, sur ce plan (que nous supposons r aba t t u sur Ie plan 
horizontal ou vertical), nous aurons à dé terminer Ie centre et Ie 
rayon de chacune des projections coniques des sections circulaires 
correspondants de 2. 

Pour cela nous construirons, sur Ie plan considéré, Ies t races 
des droites issues de ce centre unique to, parallèlement aux pro-
je tan tes des ext rémités des rayons convenables de ces sections. 

I)es points d'intersection des projections centrales de chaque 
couple de sections correspondantes , .nous passerons facilement 
•IUX points Iiomologues dans la courbe d' intersection des surfaces 
proposées 2 et 2 ' . 

Dans Ie cas irès-parliculier oii la surface 2 pourra ê t re coupée, 
par des plans parallèies, suivant des droites, Ies constructions se 
simplif ient: car, après avoir déterminé la direction commune de 
ces plans sécants, nous n'avons qu'à choisir convenablement Ies 

(•) La première méthode peut ètre également applicable, mais Ies con-
structions seront, en général, plus difíjciles. 
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cônes proje tants des seetions de 2 ' , et puis à construire , sur Ie 
plan horizontal, une courbe homolhetique aux t races de ces cônes 
que (étant parallèles) nous t ransporterons parallèlement à e u x -
mêmes, jusqu 'à ce que, ayant pour t race cet te courbe auxiliaire, 
ils se confondent en un seul cône, et que, par suite, nous n ayons 
qu'un seul centre de projection. 

Alors nous n'avons qu'à employer des constructions analogues 
à celles qui conti tuent la seconde méthode . 

Si Ies seetions de 2', dé te rminées par Ies pians sécants 
correspondants aux seetions reclil ignes de 2, sont des ellipses, 
nous pourrons évidemment, en général , recourir à la projection 
cylindrique. 

3.° La Iransformation homologique des surfaces données 2 et 2' 
peu t également , dans certains cas, noUs conduire à des const ru-
ctions très-faciles. 

4 © . Nous devons r emarquer que Ies méthodes que nous avons 
présentées pour trouver Tintersection des surfaces du second ordre 
sont évidemment applicables à la détermination de l intersection 
de deux surfaces S et S' d'une ordre quelconque, pourvu que 
Tune S puisse ê t re coupée suivant des cercles ou des droites, par 
des plans parallèles; Ies seetions correspondantes de Tautre S' 
é tant des courbes homotheliques; e tc . (*). 

Il est clair que, dans ce dernier cas, nous déterminerons Ies 
points de la courbe d ' intersect ion des surfaces S et S' , ou Ia 
t angen te est horizontale, avec la même facilité que lorsque Ies 
surfaces données sont loutes deux du second ordre. 

Enfin il est facile de voir, selou Ie cas, laquelle de ces deux 
méthodes nous devons préférer , pour que Ies constructions soient 
en même temps Ies plus simples et Ies plus r igoureuses. 

(•) Il est bon de remarquer que par ces méthodes nous pouvons quelque-
fois, non-seulement trouver Tmtersection de quelques-unes de ces surfaces 
particulières, mais encore déniontrer géométriquement certaines propriétés 
de teiles surfaces ou de Ieur intersection. 

Comnie exemple, nous présenterons Ie conoide oblique circonscrit à une 
courbe plane quelconque C, lequel a la propriété d'admettre un inode de 
génération par des courbes planes du même ordre que cette courbe C. Une 
telle propriété se démontre très-faeilement en employant la projection coni-
que: paree qiTainsi nous somme réduits seulement à eomparer des triangles 
seinblabltís pour obtenir Ies relations convenables (Voyez la Traité de yéo-
métrie descriplive par Mr. Gourneriei art. 667, oú il considere Ie cas de la 
courbe C étre du second ordre). 
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1 1 . Nous devons observer que , dans Ies méthodes exposées, 
Ies plans sécants auxiliaires peuvent , dans certains cas, laisser 
d ' ê t re parallèles en t re eux , quand Ies projections obliques des 
respectives sections satisfassent aux conditions exigées dans ces 
méthodes , ce qui fait qu'elles soient quelquefois et avantageuse-
ment appliquées méme lorsque la na ture des surfaces, ou bien leúr 
position relative donne Iieu à I emploi des procédés ordinaires (#). 

1 3 . Nous ne dirons rien de plus, parce que avec ces éléments, 
qui ont é té 1'objet de nos é tudes , nous pensons, que 1'on peut 
surement résoudre tous Ies aut res problèmes qui en dérivent. 

(•) Ainsij par exemple, dans la théorie des oinbres, ou nous avons à con-
sidérer des cônes, des cylindres et des plans d'ombre, nos méthodes nous 
eonduisent à combiner Ies traces invariables de ces surfaces avec Ies proje-
ctions coniques ou cylindriques de génératrices des surfaees éclairées, ce 
qui est sans doute préférable, aux procédés ordinaires, toutes Ies fois que 
ces génératriees se projettent suivant des droites ou des cercles. 

/ 
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. .U {2.) SU i>9l ywp ,¾.- ^ - S T i l tir-Ul U \ t ) JU 

./ = ( « + « } . . V (1 + V 4-,») d "Sr (I - í » • ) . , . . ( $ + ») (í li) r> 

SOBRE ALGUNS THEOREMAS DE ARITHMETICA 

. . - I H - d i - J f c f J -
a - I V» 5 4 w L' 

PEDRO GOMES TEIXEIRA 
- 4- ! 

Alferes alumno de Artilherift 

mil i* t»bflo'fi 

>1 1 -

TIIEOREMA ( # ) . — S e fôr a um numero da fórma 2 2 P — 1 .p—a, 
sendo a um inteiro menor que — 1, terá logar a congruência 
seguinte: 

a (a 4 -1 ) (a 4- 2 ) . . . (a 4- 2 p — 1) = 3 2 x 5 2 x 7 2 x . . . x 
SOlKK >r,l ,1 •! OjtiO1I 

x [2 (p — a) — 3 2 x [2 (p — a) — 1] x T2 (p — o>.) 4 - 1 ]2 x . . . x 
/ 

x ( 2 p - l ) * p , 
onde o modulo é igual a 

a 4 - « 4 - 1 4 - a +2 4- . . . + a + ( 2 / > - l ) . 

Seja pois 
(1) a = ^ - 1 . ] ) —« 
e façamos 

2 p — 1 = n l i 

(2) a(a + l ) (o + 2 ) . . . ( a + n) = N 

(3) a + a + l + a + 2 + < r + 3 + . . . + 

4- a 4 - n (2 a 4 - 2 p — 1) = D. ' 

(*) Questão proposta n.° 18. 
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De (1) t i ra - se a + a = 2 n . p , que reduz ^2) a 

a ( a + l ) ( a + 2 ) . . . ( a + « - l ) 2 » p ( a + s + l ) . . . ( a + n) = N. 

Fazendo agora 

o ( o + l ) ( a + 2 ) . . . ( o + « - l ) 2 » ( o + a + i ) . . . ( a + n ) = A 
2 a + 2/> — 1 = B 

te remos N R A 

D" = Q + ¥ = B ~ = Q + B~ 

d 'onde se t i ra 

R_ r _R 

- V f - H H i ^ i - P D B Í> B ' 
OU At 1 \>V- , '. 

R =p r. 

R será pois conhecido logo que r 0 seja. 
Posto isto, façamos 

I « A 
— — - A ' 
B + l 

e vem 

A A' 
t , ! - + A = A ' + - ^ , 

B B ' 

«•ioq 
A ' = a ( a + 1 ) . . . ( o + w - l ) 2 » - » ( a + « + l ) . . . 

Do mesmo modo, fazendo successivamente 

A' A" I ! A'" i 
A", K ^ r = A'" , = A - = = A(*í, 

B + 3 ' B + 5 ' B + 7 
U l •; í 5- JC H • - « !- i. 

A (P -« ) , .. A ( P - I ) 
, = A t P - 1 ) , — — = A(P), 

B + 2 j » - 3 B + (2/>—1) 
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resultam as igualdades seguintes: MiMfHlIM íl iWi 

A1 • • 3 A" 

b " = a + ~ i r 

A " = a ( a + l ) ( a + 2 ) . . . ( a + « - l ) 2 » - 9 ( a + « + 1 ) . . . 

( a + p — 1) ( a + / j + 1) . . . ( a + n) 
y' * UIMI.XB'-! 

A'-' K A'" 
_ _ A " ' + — — 
B _ B 

;a 11 

A"' = a ( a + 1 ) . . . (a + a — 1) 2"—3 (a + a + 1 ) . . . 

(a + p — l ) ( a + p + 3 ) . . . ( a + n) 

obinsiii «obom IIfTl-:1'!!! i)(l 

A(i) = a ( a + 1 ) . . . (a + a - l ) 2 » - * ( a + « + l ) . . . 

( a + p — l ) ( a + p + 4 ) . . . ( a + n) 

A t p - 1 L A t r - ' ) 
B B 

a 

A(P- i ) = a (a + 1 ) . . . 2 P ( a + « + l ) . . . ( a + p - 1 ) (a + n) 

k [ v ~ X ) M r i + f l i » - 1 I a m 

B B 

A W « = o ( o + 1 ) . . . ( a + « — 1 ) 2 P - 1 ( a + « + 1 ) , . , ( a + p — í ) . 



108 JORNAL DE SCIENCIA S 

Estas igualdades dão 

A = A' + A" + 3 A " ' + 3 . 5 A ( Í ) + 3 . 5 . 7 A ( s ) + . . . + 
B 

+ 3 . 5 . 7 . . • ( « , - » ) A W + ' - 8 - 7 - ^ - " * " . 
B 

A(P) 
Vamos agora tractar de determinar o valor de ———. 
Fazendo 

A(P) 

B ^ T = A i ' 
vem 

A (P) A A1 

Ai = o ( o + i ) . . . (o + « - l ) 2 P - » ( a + « + l ) . . .(a+p-2). 

a ' ' ' n 
Do mesmo modo, fazendo 

. . ' ! i * (•• ' * v ' i i v . ' I \\ v 1 A 
A 1 A A 2 A A 3 * Aa, „ ^ = A3, - = A i , . . . , 

B — 3 B — 5 B — 7 

Ap-CL — 3 

B - [ 2 ( p - « ) - 6 ] 

!i - v / í: . <• 

= Ap-ot-2, 

A p - * - 2 
A p — v. — 1, . . . 

B - [ 2 ( p - « ) - 3 ] 

i> " L v . . 1 +VS Kt. 
vem as igualdades seguintes: 

A 1 . 3 A 2 = As> 
B - B 

A j - » a ( « * + ! ) . . . ( « + « - l ) 2 P - 3 ( a + « + l ) . . . ( a + ^ - 3 ) 
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A 2 5 A 3 
~í t = a 3 B ú B 

A 3 = a ( a + I ) . . . ( a + « - l ) 2 P - « ( a + a + l ) . . . ( a + p - 4 ) 

A 3 , 7 A 4 

~B 4 

A 4 = a ( a + Í ) . . . ( a + a - i ) 2 P - S ( a + « + l ) . . . ( a + p - 5 ) 

B 

Ap — a — 1 = a (a + 1 ) . . . ( a + a — 1 ) 2 " 

A p - a - 3 

B 

A p — a 

A p — a — 2 

B 

Ap—a 

A p - a - i 

B 

Ap — a. 

A p — a + 1 

B 

Ap — a 

Ap — a + 2 

B 

o 1 ( 
Ap — a —I — 

Ap — a + 1 = a ( a + 1 ) . . . ( a + a — 2 ) 2 * — 1 

A » [2 (p— a ) + 3] A p — a + 2 
A p - a + 2 

t | 3 [ 2 ( p - « ) + o ] A p - a + 3 

B i B 

A p - a + 3 = a ( a + l ) . . . ( a + a — 4)2 a — ; i 

If -! (»(' «O vlí -MKi . .''Hi 1 OIÍIIvimi» 

. \ 
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Vem pois 

A + 8 . 5 . 7 . . . ( S j - I ) A M 

fazendo ® ® 
? • ' • ' i • • 1 : ' ' ; 

Q = A ' + A " + 3 A ' " + 3 . 5 At4) + . . . + 3 . 5 . 7 . . . ( 2 p —3) Af?), 

e 

A M • . ' [ a ( p — ) - 3 ] [ 8 ( | > - « ) + t ] . . , ( 2 j > - 1 ) 
B B ' 

fazendo 

Q = A i - A 2 + 3 A 3 — 3 . 5 A 4 + 3 . 5 . 7 A g — . . . ± 3 . 5 . . .(2jí—3). 

Conclue-se pois que é 

_ 3« . 5 S .7®. . . [2(p—a)—3]*[2(p—«)—1] [ 2 ( p — a ) + l } * . . . ( 2 p - l ) « 
^ _ 

e portanto 
fi . • a 

N = 3 4 . 5 ? . 7 « . . . [ 2 ( p - a ) - 3 ] « [ 2 ( p - a ) T í ] [ 2 ( p - r a ) + l j í . . . 

sendo o modulo D. 
Por exemplo, sendo 

a = 9 5 , 

o que dá 
p = 3 , <x = l , 

vem 
9 5 . 9 6 . 9 7 . 9 8 . 9 9 . 1 0 0 = 1 . 3 . 5 « . 3 , 

sendo o modulo igual a 5 8 5 = 95 + 96 + 97 + 98 + 99 + 100 , 
como é fácil de verificar. 
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' I P 

Pelos mesmos princípios se resolve a questão seguinte: 

Procuremos o resto da divisão do producto de números successivos 

A = a(a+ i ) . . .(a + n), 

sendo agora a e n números quaesquer, pelo divisor a — i = B. 

Fazendo 

B + i 
i A' , 

virá 

A A - - U - A ' 
I f T 

A' = (o + l ) ( o + 2 ) . . . (a + n). 

Faiendo depois successivamente 

A . A' a/// A^ .. . .. 

Í T + 7 + T ' B + i + 2 = ' B + 7 + n 
virá 

A' A" 

:i ' a 

A" = (o + 2 ) ( o + 3 ) . . . ( o + n) 
• ; i !-!.' - ' 

A" A'" 
-g- = A ' " + ( i + 2) — 

A'" = ( o + 3) (o + 4 ) . . . ( o + n) 
A .. < ' • 

i> ri / 

* 

..ÍHl.M.Í 
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A W A f n + 1 ) 

I ,-.-, Vi • j , VM .... A :»Vnj\-.tVttV«\» GVIÍVHII Í-V- O ItUtWfMW^I 
A n + 1 = l . 

Virá pois 

sendo B B 

A Q+,•(,•+!)(,- + a).. .(f + n) 

olífl^xfi'! 

Q =A'+ i A"+ i(i+1) A'"+ . . .+.f (i+l). . .(,' + n-1) Atfl+1). 
* \ 11 

Temos pois a congruência >.i •'/ 

A . A 
A s i ( i + l ) ( t + 2 ) . . . ( i + n) 

• 

sendo o modulo a — i. 
Supponhamos agora que queremos dividir A por um numero 

B = a + «, sendo i>n. 
Fazendo 

' 7 - ' íi - A - = A ' i 
B-i 

virá f j 
A- A ' 

— - A ' — i — 
B _ i B 

-1. + Ii . . . ( £ + »';($ + » A 
A'~(o+l ) (o + 2). ..(a + n). 

'' r v ' ' 
Fazendo depois successivamente 

* 

\ -'••• Ji . . . i + P ; t A 
A' A " 

= A", T, , ^ = A"', etc. 

IiTI I 

B - Í + 1 B - t + 2 
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virá 

T = A " - " ' - ' l i 

A" = (o + 2 ) ( o + 3 ) . . . ( o + n) 

A" A'" 

A"' = (a + 3) . . . (a + n) 

AW A l n + 1 ) 
= A C + » ) + ( » - « ) - y -

A(»+i) = l . 
Logo será 

A=i(i— l)(t —2).. .(i — n) 

sendo o modulo a + i, e 

Q = A' —t A" + i ( i— 1) A'" — . . .±i(i—i).. .(i — n+ 1). 

III 

Pelo mesmo meio se podem achar muitos theoremas. Por 
exemplo: 

l . ° Fazendo 

A A' A" 
- = A' , ., , , = A " , „ . , = A ! " , etc. 

B + i B + i + k li+i+k1 

obtêm-se a congruência que contém a precedente como caso 
particular 

a (a + k) (a+ Ic'). . .(a + n) = i (t + k) (i + k1) ...(i+n) 

sendo o modulo a—i. 
8 
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2.0 Fazendo 

A . , A' . . . A" 

B i B — i + k B—i+k1 

vem a congruência 

a(a + k)(a + k')...{a + n) = i(i-k)(i-k')...(»-») 

sendo o modulo a + i. 
3.° Supponhamos que na pag. 106 é 

B = 2 a + 2 p — ( 2 i + 1 ) . 
Fazendo 

A 

B + 2 Í + 1 

vem 
A ' = a ( a + l ) . . . ( a + « - l ) 2 » - » ( a + « + i ) . . . 

(a+p— l)(a+p+ 1 ) . . . (a + n). 

Do mesmo modo, fazendo 

A' • A" A" _ A"' ' * t» i r* • i M — ** 9 • • • B + 2Í + 3 B + 2 Í + 5 

A(? -2 ) . . A l P - D 
A(p ~ 1 ) , . = A(P) 

B + 2 Í + 2 P - 3 B + 2 t + 2 p —1 

e depois 

A(P) . A1 

B — ( 2 1 ' + 1) ~ B - ( 2 i + 3) = A 2 ' e t C ' 

vem primeiro 

A = ( 2 i + l ) ( 2 í + 3 ) ( 2 í + 5 ) . . . ( 2 i + 2 p - l ) A ( P ) 
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e depois a congruência 

A = (21 + l ) 4 x (21 + 3)2 x . . . x [2 i + 2 (p — a) — 3 ] 4 

x [ 2 i + 2 ( p - a ) - l ] x [ 2 i + 2 ( p - a ) + l ] 4 x . . . x ( 2 p - l ) 4 

sendo o modulo B = 2 a + 2p — (2 i +1). 
Podíamos ainda em I considerar o caso de ser o divisor 

B = 2 a - f 2 p + 2 £ + l ; o caso de o dividendo ser o producto 

a (a + k) (a + k1)... (a + n) 

e muitos outros casos. 
O que se faz sempre é nas fracções 

B + / 

dispor convenientemente do l para fazer desapparecer factores 
do dividendo. 
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QUESTÕES PROPOSTAS N.08 19 E 20 

Seja N um numero inteiro que não contém os factores 2 e 5. 
Demons t ra r o theorema segu in te : 

Se os restos de divisão parcial que resultam da transformação 

das fracções irreductiveis — em fracções decimaes, não formam 

senão dois grupos (*), o producto de dois restos de divisão parcial 
ou o resto da divisão que se obtém quando este producto e dividido 
por N, estará no mesmo grupo que um dos restos, quando ambos 
são tomados no mesmo grupo, mas não estará no mesmo grupo 
que um dos restos, quando elles são tomados cada um em seu grupo. 

BIRGER HANSTED . 

Resolver com os recursos da Geometr ia e lementar a questão 
s egu in t e : 

Sendo dadas três rectas quaesquer sobre um plano, tirar por 
um ponto d'este transversaes, de modo que os segmentos de cada 
uma d'estas, comprehendidos entre este ponto e uma das rectas dadas, 
sejam iguaes aos seus segmentos comprehendidos entre as outras 
duas rectas igualmente dadas; discutir os diversos casos que se 
podem dar e deduzir algumas propriedades notáveis das figuras 
que nos conduzem á solução pedida. 

A . SCHIAPPA MONTEIRO. 

M ( * ) A fracção irreductivel ^ transforma-se em fracção decimal periódica 
simples com k decimaes em cada periodo. Se fôr M S N — i e N —l = 
os restos das divisões parciaes provenientes d'esta transformação agru-
pam-se em a grupos, dos quaes cada um contém k, que resultam da trans-

M 
formação da mesma fracção = em fracção decimal. 
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Hl' 

>«wiiftiivifli»' i i.s:;ivfffi•»-*>• •(; • )'•') h OfTiwifli HimoS'»? "H 
. Kti i' "i es.- »!-. . . . . ,«•!> ,[T» ••••' j h e l >.o -i ln<>itnmb 

; :; ' .: ;ii-íq<|ii> 

SOLUÇÃO DA QUESTÃO PROPOSTA N.° 16 
:.. vit- .i ,.1,-,.:1 iíi I. .i-uiiirjm íchiiiiiiniî  siij> '> ,ficbBiiib̂ nu". 

POB 

A. SCHIAPPA MONTEIRO 

Sendo dadas n quantidades positivas a j , a j , a3, . . . , a n , 
demonstrar que é 

o j + os + . . . + o» / 2«i «a V 2 a\ Qs «3 
" > 1 / n ( n — 1 ) V / n f o - l H n - ^ ' ' ' 

V 1.2 1 .2.3 

Sendo 

>Va\ 0¾ . . . o n . 

Demonstração 
/ 

/ a , + a 2 + . . . + a „ \ n 

( — I > aj aa 03... an ( I ) 
\ n / 

teremos t ambém 

^fflt + ag + .. . + Otl^ (oj + oj + .. . + a « ) > n . O 1 O s - . . a n (2) 

ou 

/OI + a a + . . .+ O n V - 1 /OJ + OS + . - . + O f l N " - 1 

Y «,+(• J O S + . . . 

, / O J + O S + . . . + O N X N - 1 

+ Í 1 an > aj AS . . . O„ + O1 O S . . . AN - + • . . . 

+ O1 as . . . o„ (3). 
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Se no segundo membro d'esta desegualdade (3) supprimirmos 
respectivamente os factores o , , o2 , . . . , a„, em cada um dos seus n 
productos, e supprimirmos junctamente no primeiro membro os 
factores eguaes áquelles, acharemos n desegualdades, que repre -
sentam o numero de modos porque podemos supprimir os factores 
considerados, e que sommadas membro a membro, se reduzem 
á desegualdade seguinte : 

/ 0 1 + 0¾ + . . . + O r A * - 1 

A n / > a 2 a 3 * • * a » + aI «3- • - o» + . . . 

+ O I O 2 . . . a n — 1 ( 4 ) 
ou 

/01 + 0¾ + . . . + o n y - i 
J > 2 a i a 2 . . . o „ _ i (5) 

na qual o segundo membro conterá os n productos distinctos ou 
combinações que se podem formar com as letras o , , a 2 , . . . , o„ 
tomadas (n— 1) a ( n — 1 ) . 

Da desegualdade (4) t ira-se 

/ a , + a 2 + . . . + o n \ « - 2 
( J V a ! + «2 + - • - + a » ) 

> Oi 03 . . . a„ + a 2 03 . . . a» + . . . + a i a 2 . . . a „ _ i (6) 
ou 

/ f l i + o 2 + . + ^ / 0 , + 0 2 + . . . + a „ y - 2 

V n 
) " ' % + - ^ a - J 02 + • • • 

> a, 03 . . . a„ + a2 03 . . . a„ + . . . + o, a2 . . . aB_, (7). 

Se agora no segundo membro, em cada um dos seus n productos 
distinctos formados dos factores o , , a», . . ., a„ tomados («—1) 
a (n—l), supprimirmos respectivamente estes factores, supprimindo 
ao mesmo tempo no primeiro membro os factores eguaes áquelles, 
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(8) 

acharemos as (n — 1) desegualdades seguintes : 

/ a , + a2 + . . . + a „ \ f l - 2 
n I \ >03(14.. .a»+.. .+ajo2.. .an_3a„_2 

/ O f + < 4 + . . . + a „ \ » - 2 

n I J >a%a . .«„+.. .+O1Ci3.. .an_2a„_i 

/ a j + a 3 + . . . + A n X n - 2 . , 
ní J >a2o 3.. .«„_!+.. .+aia2... a„_3a„ 

que correspondem ao numero de modos de supprimir os factores 
considerados. 

Junctando, pois, estas desegualdades membro a membro, vem 

, . . /^ + A 2 + . . . + a „ \ " - 2 

n[n — I j I J > a j a 2 . . . a n _ 2 

+ W1Ct3 . . . a „ _ i + (9). 

Vê-se, portanto, que no segundo membro devemos ter produ-
ctos ou combinações das n letras a l t . . ., an tomadas (n—2) 
a (n — 2 ) ; mas sendo o numero de termos obtidos egual a n(n—1), 
segue-se que estes productos serão eguaes dois a dois, pelo que 
teremos 

/ a i + a2 + . . . + a n \ n - 2 . . 
n {n—l) í — j > 2 . 2 a i a a - • . « « - 4 (10) 

n ( n — 1 ) / a j + a 2 + . . . + a „ \ B — 2 . 
\ ^ j > i a j a 2 . . . o n _ 2 ( 1 1 . 
1 . 2 \ n / 

OU 
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Da desegualdadc (10) deduz-se a seguinte: 

(n —1)(-- - J (aj + a2+ . . . +an) 

> 2 . 2 a i «2 • • • «n —2- (12) 
ou 

( n - l ) [ ( a i + ^ +
w - - + a " ) " ~ a 3 , + 

\ n 

> 2 2 a j a 2 . . . a „ _ 2 . 

) « , + . . . ] 
(13) 

em cujos n productos de cada um dos (n—1) grupos do segundo 
membro, formados dos factores aj, a9, . . ., an tomados (n—2) 
a (n —2) , supprimiremos respectivamente estes factores, bem 
como os factores eguaes a estes nos n productos de cada um dos 
(n —1) grupos do primeiro membro, e teremos as (n — 2) des-
egualdades 

a l + «2 + - • - + a A " - 3 \ 
) > a 2 « 3 - - - « n - 2 

+ a\ 03 . . . a „ _ 2 + . . . + a j . , . a „ _ 3 

n ( n — 1 ) ( j >aial...a„-\ 

+ O1 a4 .. . a n _ i + .. . + a 2 a 3 . . . a „ _ 2 ( U ) 

n ( n — 1 ) 
+ . . + U n ^ n - 3 

>a3a4 . . . a „ _ i 

+ a j 05 . . . a n + . . . • + a j a j . . . a „ _ i 

que sommadas membro a membro dão a desegualdadc 

n (n - 1 ) (n - 2) ^ J 

> as 03 . . . a » _ 2 + aj a3 . . . an—i + (15) 



MATHEMATICAS E ASTRONOfflCAS m 

cujo segundo membro se comporá de productos ou combinações 
das n leiras a\, . . . , a„ tomadas (n — 3) a ( n—3) ; e como o 
numero de lermos obtidos é egual a n ( n —1) (n — 2 ) , estes pro-
ductos serão eguaes seis a seis, e logo 

n ( n - l ) ( n - 2 ) ( a < + a * ^ - ' ' + ^ " " ^ 2 . 3 2 a t a a . . . a „ _ 3 (16) 

ou 

n{n—i)(n—2) /aj + aj + . . . + a„\n-3 

1 . 2 . 3 H - » ) > 2 « l « 2 - - - « » - 3 (17) . 

Procedendo de modo analogo sobre esta desegualdade, e assim 
successivãmente, chegaremos á expressão geral 

n (« —1) (M — 2) (» — 3 ) . . • (n —p + 1) /« i + q> + .. + a » \ " ~ P 

1 . 2 . 3 . 4 . . .p \ n / 

> 2 f l i « 2 • • • a n - p (18) 

onde o segundo membro é composto da somma dos productos 
distinctos das n letras a\, .. ., a„ tomadas ( n — p ) a (n — p). 

Do mesmo modo teremos a expressão geral 

n ( n — 1 ) ( n — 2 ) ( w - 3 ) . . . ( n - ( « - p ) + l ) /«i + a2 + .. . + QnN"-

' 1 . 2 . 3 . 4 . . . {n—p) v n / 

> 2 «1 «2 • • • «n—(B-j)) 
OU 

n (n — 1) (n — 2) (n — 3 ) . . . (p + 1) / ^ + «2 + . . . + qn\P 

1 . 2 . 3 . 4 . . .[n—p) A n / 

> 2 ^ 0 2 • • • aP (19) 

onde o segundo membro é a somma das combinações d'estas 
mesmas letras tomadas p a p. 
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Fazendo p = n—2 na fórmula (18) ou p = 2 na fórmula (19), 
teremos emfim 

^ „ + «, + ...+ ̂ 2flifla (2Q) 
1 . A ^ Il ' 

e com effeito, sendo 

ai>a 3 ; a i>a 4 ; . . . ; ai >a„\ 

O2>03; a 2 >a 4 ; . . . ; a2>a„| 

a3 > a4; . . . ; 03 > a„l 

a„_i >a„; 
será também 

a , 2 + a 2
s > 2 . a i a j ; a i 2 + a 3 2 > 2 . a ^ ; a , 2 + a 4 2 > 2 . 0 , 0 4 ; . . . 

a 1
s + f l f l

a > 2 . O1Ob 

« 2 9 + « 3 S > 2 . «4(13; a 2
s + a 4 s > 2 . CiiOi;. . . ; 

fl2
2+an

2>2.a2a„ 

« 3 í + « í í > 2 . 0 3 0 4 ; . . . ; (22) 

a „ _ i 2 + f l n
2 > 2 . a „ _ 1 a „ 

ora n'estas desegualdades (22) entram evidentemente (n—1) vezes 
os quadrados a , 2 , a 2

2 , . . . , a„2 , e portanto, sommando-as membro 
a membro, teremos a desegualdade 

(n - 1) (a , 2 + a 2
2 + . . . + a„2) > 2 . 2 a i « 2 (23) 
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donde 
(n—1) [ a , 2 + a 2 * + . . . + a n « + 2 . 2 a 1 f l 2 ] > 2 . n . 2 a , « 2 (24) 

e logo 

n ( n - l ) / a , + o2 + .. . + a„ \ 4 

- T ^ r ( n ) > i a * a i ( 2 0 ) -

Ainda podemos chegar ao mesmo resultado do modo seguinte. 
Sendo 

a! 2 + a 2
2 > 2 . a i a 2 

ou 

/ a i + a 2 \ 2 * / a j + a 3 \ 2 

( 2 ) > «1 «2 ; ( — g — J >«1035 (22) 

teremos 

> a i a 2 + «) a 3 + . . . a „ _ i a n (25) 
ou DJ 

0 ^ + 0 ^ + 2 . 0 ! a 2 0 ^ + 034 + 2 .O 1 a 2 

4 + 4 + 

a „ _ i 4 + a„4 + 2 . a „ _ , a„ 
+ : > 2 0)02 (zb) 

4 

donde 
( n - l ) ( o ! 4 + a 2

4 + . . . + « „ 9 ) > 2 2 a i a 2 (23) 
logo, etc. 

Da desegualdade (20) deduziremos ainda 

(»—-1) f l ' + a 4 + - - - + a" ( f l l + a2 +. .. + o„) > 2 2 O1 O2 (27) 
n 

u 

( „ - l ) ^ .O1 + .O2 + . . .J 

> 2 2 O1 O2 (28) 
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e supprimindo no segundo membro respectivamente os factores 
a\, a<z, .. .,an nos productos distinctos de cada um dos seus (n— 1) 
grupos, e supprimindo junctamente os factores eguaes a estes 
no primeiro membro, ficaremos reduzidos á identidade 

/ .1 «i + a a + . . . + ffln , 
» ( » — ! ) — = ( n — 1 ) ( 2 9 ) 

ou 

a, + a 2 + . . . + a„ 
n . - = Sfli (30) 

á qual chegamos também, fazendo p — n—i em (18) ou /> = 1 
em (19) ; e teremos assim provado elementarmente que quando 
a somma de n quantidades a], ag, . . ., an é constante, a somma 
dos seus productos distinctos ou combinações, tomando-as duas a 
duas, três a tres e em geral p a p, será um maximuin, logo que 
estas quantidades sejam eguaes entre si (*). 

Por um processo inverso chegamos á desegualdade (19) e por-
tanto á desegualdade (1), partindo da identidade (30) ou da des-
egualdade (20). 

Com effeito, formando n'esta identidade os productos das n 
quantidades ou elementos a j , ag, . . . , a„ tomados dois a dois, 
vem a desegualdade (20 ) ; e se os n productos de cada um dos 
seus (n— 1) grupos do segundo membro d'esta desegualdade 
forem multiplicados por cada um dos (n—2) factores ou elementos 
restantes, de modo que estes se achem dispostos na ordem natural, 
e egualmente multiplicarmos os n productos de cada um dos seus 
(n—l) grupos do primeiro membro pelos n factores a\, . . . , a„, 

(*) A demonstração directa d'este theorema dada pelo emprego da theoria 
dos máximos e mínimos (recorrendo ao calculo infinitesimal) permittir-nos-ia 
passar immediatamente d'esta identidade para as expressões geraes (18) 
e (19). 
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teremos as (n — 2) desegualdades seguintes : 

/ j \ f a \ + a 2 + • • • + a « \ 2 a I + a 2 + • • • + a» 
« ( « - ! ) ( . ) -

> O1 aj 03 + a\ 03 a4 +.. . 

. , - / 0 1 + 0 2 + . . . + 0 ^ ^ + 0 2 + . . . + 0,, 
„ ( „ - ! ) ( _ _ _ - J 

n ' n 

> Oi 02 04 + Oi 03 03 + . . . 

/ 

n (n—1) 
^ + O 2 + . . . + OnN1 

2 O1 + 02 + • . . + On 
n (n—1) 

I n > n 

(31) 

> O I 0 2 O N + O I 0 3 0 , , + . . . 

que sommadas membro a membro dao a desegualdade 

n(n—1) (n—2) ( ° 1 a a ' > a j a < t _ 0 3 + 0 1 0 3 0 4 + . . . (32) 

sendo o segundo membro composto de productos ou combinações 
das n letras 01, a 2 , . . a„ tomadas tres a t res; e como o numero 
de termos obtidos é egual a n ( n —1) (n —2) , estes productos 
serão eguaes seis a seis, e portanto será 

n ( n _ l ) ( w _ 2 ) ( a i + a 2 + - < - + a " ) 3 > 2 . 3 2 o i 0203 (33) 

ou 

n ( n —1) ( n — 2 ) / O i + O 2 + . . . + a„\3 

1 . 2 . 3 

/ O 1 - T a 2 - K . .-t-a„v> 
(— - J > 2 O 1 O 2 O 3 . . . . (34). 
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Procedendo por modo similhante sobre esta desegualdade, e 
assim por diante , chegaremos á desegualdade geral 

n ( n — 1) (n — 2 ) . . .(n — p + 1) / a t + a 2 + . • . + an\P 

1 . 3 . 3 . . .p N n / 

> 2 «í a i • • • a p (35) 

tendo para segundo membro a somma dos productos distinctos 
ou combinações das n letras a\, a 2 , . . . , an tomadas p a p. 

Teremos, portanto, t ambém a expressão geral ( f azendop=n—p) 

n(n — l)(n — 2 ) . . . (j) +1 ^ a 1 + a 2 + . . . + a„\n—P 

1 . 2 . 3 . . .(n-p) V n ) 

>2 a> • • • an—p (36) 

cujo segundo membro é composto da somma das combinações 
d 'estas mesmas letras tomadas (n—p) a (n—p). 

Estas duas ultimas desegualdades serão pois respect ivamente 
idênticas ás desegualdades (19) e (18), ou teremos como se sabe 

» ( » - l ) ( n - 2 ) . . . ( n - p + l ) = n ( n - l ) ( n - 2 ) . . . ( p + l ) 

1 . 2 . 3 ...p < 1 . 2 . 3 . . . ( «—p) ^ ' ' 

F a z e n d o p = n em (35) o u p = 0 em (36), t e remos a expressão (1). 
Assim teremos a seguinte serie de expressões : 

etI + a 2 + . . . + a n , . — —.n = 2 <»i . . . (a) 
n v ' 

a j + a 2 + . . . + a „ t / « ( » — 1 ) , / - m 

— V ^ a x a - ® 

a, + a 2 +. . . + an n ( n - 1) (n -2 ) .1 , , 
V 1 . 2 . 3 (C) 
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a t + a 4 + . . . + a B i
p / n ( n — 1 ) . . . ( * — p " + l ) P/- , , 

- 5 ? V— 1 O r , - > V S a i a 2 . . . a p (p) 
H 1 I . 2 . . . p 

a j + a 2 + . . . + O n p + 1 / . . .+ a / " 7 / n ( n —1).. .{n—p) p+i/ 

V 1 . 2 . V + 1 ) > (í) 

— - vn> a a 1 a í . . . a B _ i (y) 

a i + a 2 + . . . + a„ 
> " a j O2 . . . a n (z) (*). 

D'estas expressões consideremos duas quaesquer (p) e (q), 
e façamos 

r n ( n - l ) . . . ( n - f + I ) ] ! 
L 1 . 2 . . . j -P 

-j, 

d o n d e 

I « ( " - ! ) • • - ( " - f ) I r y 1 

L 1 . 2 . . . ( p + 1 ) _T 

- K (37) 

n ( n - l ) . . . ( n - p + l ) j p + l ) P _ = R p ( p + l j ( 3 g ) 

( n - p ) P 1 . 2 . . . p v ; 

e portanto será 
K > 1 

ou 

l / n ( n - 1 ) . . .(n-p + 1 ) H- 1 Z n ( n - 1 ) . . . ( n - p ) 
V T X T ^ > v 1 . 2 . . . (p + i) 

(*) Como veremos n'outra occasião, a applicação exclusiva das desegual-
dades (21) que nos conduziu ás desegualdades (23) e (25), e portanto á 
desegualdade pedida (20), pôde também dar-nos directamente todas estas 
expressões. 
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Assim teremos a desegualdade 

da qual evidentemente o primeiro e segundo membros represen-
t a m r e s p e c t i v a m e n t e os limites superior e inferior ou os valores 
máximo e minimo da differença entre os segundos membros das 
desegualdades (p) e (q), em vista do que teremos forçosamente 

a i + a 2 + . . . + a„ 

n 

^ 2 « 1 a 2 . . . a v — p ^ S a i a 2 . . . a « + i 
^ . ~ > 1 (41) 

P/n ( n - 1 ) . . .(n-p + 1) P + V n ( n - 1 ) . . • ( n - p ) 
V 1 . 2 . . . p ~ V 1 . 2 . . . ( p + 1 ) 

d'onde 

P í i ( n - l ) . . . ( n - p + l ) 
V i a i a i . . .ap * 1 . 2 . . . p " 

> - (42) 
v^Vl aj a2 . . . ap+\ p + \ n (n—i)... (n—p) 

V 1 . 2 . . . ( p + 1) 

e por conseguinte 

<1-
2 a i a 2 . . . Op 

n(»—3).. .(n—p — 1) 

1 . 2 . . . p 

2 Qi Q2 • . .Op+i 
n (w— 1). . . (n —p) 

1 . 2 . . . ( p + 1 ) 

(43). 
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Logo 

a i + a 8 + . . . + a„ / 2 0 1 «2 f „\ 
— > { / n"(«—-T) ( a ) 

F — j 2 ' " • ' 

».v< ,A:UMi' - 1 i'it.vrt<\ ><>\> »•» nV» ftotuolítf 

n 

UtVrtVTJv 
'' V • «- • • .v:V »>®) -I b w m M j w u i l • ttlimwwl» 

wó i t t <«t w»\n»tt»v. 'tv \v>\ Vvm *o«m\ »<J <» 

/ 2 a i 

V "(»• 
f I . 

— , Al—,..<_• 
2 a , a , / S a i a a a 3 fgv 

A f y n ( n - l ) ( n ^ - 2 ) ^ 
.2 1 . 2 . 3 i-il ITf 

•'•il , ' I • • :•.:•••.,•• I r - .1» . l i t 'HM1UlW 11,/ 
1/i'i*^ Hno')ill I Ofi^BiSI IflO l 0Um}'>'1(Í'I<í cíHyfr.íjItJjXí» 
)J »iU<'ji Otjiiii.'' o» <onnu(i>* «Sn "Hfa - , i u r i d i ^ 

. > • » { «'. Ir - O f 

V 2 « ! - J h " 1 / S Qi a i . . . a p + i . » 
W n (« — 1). . . [n—p + 1) V/ n ( n — 1 ) . . .(n—p) W 

H-I 

V 1 . 2 . . . p r 1 . 2 . . . ( | > + 1) 

n - 1 , v 7 / 2 a , a 2 . . . a „ _ i n -
V > / 2 a i a 2 . . . a„ (Q 

q. e. d. 
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OSO.l 
Observação 

<-<' tr> i \ „ «»> + • • I !••'> + {!> 
t u . I 

Em vista do que acabamos de expôr, vê-se que a differença entre 
os termos da serie composta dos primeiros membros (successivamente 
decrescentes) das expressões [a), (b), (c), .. ., (p), (q), .. (y) e (z), 
e os termos correspondentes da serie formada dos segundos membros 
(egualmente decrescentes) d estas mesmas expressões irá crescendo 
successivamente a partir de zero. 

Esta proprièdade, que se pôde reconhecer à priori, podia 
servir-nos de base para. chtegarmos também i expressão geral (43). 

Não entramos no estudo das interessantes propriedades das 
expressões consideradas, sobretudo com relação á theoria geral 
das equações algébricas, para não sahirmos do campo restricto 
da questão proposta, 

to 
,11. . . ti» V 

— ri).. . ; i — h : n l i l + — «) . . . (i « j H ( 
I f. I ' ' f: l I + ¾ ) . . .fc. 1 I 

. — « i _ , n . . . J f B l H i ' r " 
Ol ,1». . < < / 
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NOTE SUR LA U G N E DE STRICTION DE L H Y P E R B O L O Í D E 
«'"• 'T •• A 9llJ'.i,><j : l,ll| |J •} . J •.» - rJi^llli J5lf is HllA 

P A B 

A. SCHIAPPA MONTEIRO 

1. Mr. Chasles, pour déterminer la ligne de striction de I h y -
pefbolòíde, ou Ia ligne des points cenlraux des génératriees des 
deux svstémes, considere cette ligne comme I intersection de cette 
stirface avec Ie cône (Co) représenté par l 'équation 

/r? ¢/¾ ^rS 71¾ 4i2 
M . ^ ( b H c * ) y - . . | M > (1), 

laquelle il a obtenue (Correspondance malhématique et physique, 
tome XI, page (57), à 1'aide du calcul différentiel, et en regar -
dant Ie point central conime Ie point de Ia commune perpendi-
culaire à la génératrice considérèe et à la génératrice voisine. 

L 'é tude analytique de cette ligne de striction est faite par 
Mr. Jules de Ia Gournerie, dans la note du n° 7 2 0 de son Traité 
de Géométrie descriplive, publié en 1 8 6 2 , en partant de l 'équa-
tion (1), sans la déduire, en faisant remarquer seulement q u o n 
y arrive à peu prés aussi facilement en cherchant Ie point de la 
génératrice ou Ie plan tangent est perpendiculaire au plan tan-
gWit à I infini, et qu'alors 1'algèbte ordinaire suffit pour Ies 
calculs, qui ne sont que la traduction analytique de Ia figure 
respective. 

58. D après cela nous avons cru devoir présenter nos humbles 
recherches sur ce point •trèsr-intércssant, que nous avons aussi 
étudié seulement à I aide de 1'algébre ordinaire. 

Considérons Ie plan tangent (P) en un point quelconque I de 
!'hyperboioide (H), et Ics deux génératriees IA et I B , qui pas-
sei) t par ce point. 
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Comme nous savons, Ies plans asymptotes (s) et («') menés par 
ces génératrices toucheronl Ie cone asymptoie (S) suivant deux 
génératrices Va et Vi parallèles à celles-là; et Ie plan (p) dé-
terminé par ces génératrices du cône sera Ie plan polaire du 
point 1, ou Ie plan diametral cojijugué au demi-diamèlre VI. 

Alors Ies angles ? et T' du plan polaire (p) avec Ies plans 
asymptotes (s) et (s ) seront complémentaires des obliquités 6 et b' 
du plan tangent (P) par rapport aux génératrices IA et I B ; et 
par conséquent Ies lieux géometriques des poinls des deux syslèmes 
de génératrices de l'liyperboloide oh 1'obliquité du plan tangent est 
donnée seront Ies intersections de cette surface avec Ies surfaces 
coniques engendrées par Ies diamètres conjugués aux plans, qui 
coupent continuellemenl Ie cône asymptoie sous un angle constant, 
complémenlaire de 1'obliquité considérée. 

On voit aussi que Ks obliquités H et O' sont liées de manière 
que, I une étant donnée, on trouve immédiatement 1'autre. 

3. En désignant par x', y', d et x', y", z" Ies coordonnées 
des points a et b des génératrices Va et Yb du cône (S), dont 
1'équation est 

XT T/2 ZT 

_ + » 
a 2 c8 = O (2) 

II. V; ' ' I I I I I I 

birMnin 1 

\ 3 ) 

(4 ) 

et 
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ou, en faisant 
TIIFTJ -I UTLIJ <»I M» 'J! W I ^ I A I I U ) -O MI I« :IU-JI!/«> (J 

i y' x" ,, y" ,, 

* = (7), 

y = í ' . * (8). 
et 

x=p".z (9), 

y = q'.z. . . . i . , ^ (10)* 
Soient maintenant 

A . x + B y + C . z = 0 ( I l ) 

et 
A' . íc + B ' + C ' . z = O (12) 

Ies équations de deux plans qui passent par la génératrice Va . 
L angle t de ces deux plans sera déterminé par Ia formule 

A . A' + B . B' -f C . C' / 1 0 . 
cos t= —— . . . . ( l o j , 

fcfc / A * + B4 + C i </Ã'4 + B'4 + C'4 

OU 

4 (A. B - A ' . B)4 + (A. C - A ' . C)4 + (B. C ; - B ' . C)4 

, g ( A . A ' + B . B ' + C . C ) 4 1 

et, puisque ces plans passent par la génératrice Va , nous auront, 

A .p1 + B . ¾ ' + C = O ( IS) , 

A ' y + B ' , g ' + C ' = 0 (16), 

donc 

( A ' . B - A . B ' ) 4 ( I + p ' 4 + 9 ' 4) 
8 [A (A' — C -p') + B (B' -h'C' . y')]4 1 r 
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D ailleurs si nous considérons Ie cas ou Ie plan (12) est tan-
gent Ie Iong de Ya, on aura 

' V ' 'A .*•' V - ' . -•• 
A' ,.S 

<18>' , » . 
et 

B' c2 

( 1 9 ) -

En effet, si 1'équation (12) représente un plan sécant quel-
conque, passant par V, Ies génératrices suivant Iesquelles il coupe 
Ie cône (S) auront pour équations 
H • . 0 • , •„ i! t / 

a . A ' . C' - 6 . B' V a 4 . A ' 2 + ò 4 . B ' 2 - c 2 . C'2 

a 2 . À ' 2 + 6 2 . B ' 2 ~ ( 2 0 ) 

b . B ' . C ' - a . A i V a 2 . A ' 2 + 6 2 . B ' 2 - c 2 . C'2 

y = = ~ Ò ' a 2 . A ' 2 + 6 4 . B ' 2 ( 2 1 ) 

et 

a . A ' . C ' + b . B i V a 2 . A ' 2 + ò 2 . B ' 2 - c 2 . C 2 

* — « • a 2 . A ' 2 + 6 2 . B ' 2 ( } 

6. B ' . C' + a . A' ^ a 4 . A ' 2 + £>4. B'2— c 4 . C'2 

y — b- o 2 . A ' 2 + .B / 2 -Z { 2 3> 
' " *•'<'>' " ' 1 H llfiI1Ii '>;.> ir-j Jiiv vKij .;ni j ) ; ti JVilM ,)'» 

et, quand ce plan deviendra tangent, ces deux génératrices coín-
cideront, et par conséquent on aura 

a 2 A'2 + ò 4 . B'2 — c 2 . C 2 = O (24), 

o u 

Vc2 . C'2 - A 2 - A ' 4 
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d OU Ki ! I J " : ! I:J .'! •(! '.-M' . ' IRILOI i : rp 

— • « 

B 1 

y = ~ Z Í - - r T - z ( 2 7 ) ' 

OU 

c2 ' C' 

mm <ii>on no?JBiipè'l r-) á , i O 

b Vci. C'2 — a 2 . A'* i r * ? - — c ( » • 
úo L 

qui sont Ies équations de ia génératçiçe de contact, qui, coíncidant 
avec Va, donnera 

« 2 A' 
P == ^t JliifljV' TlM "1",^¾' 

8 r , V ^ a 
>6* B' 

( 3 0 ) ' 

•!' Il f>] ? I (J: IIJ •>! !'I I - .IlMi IIO ÒIIBÍIQ 

et l'équation du plan tangent respectif (s) sera 

(3I>-

AulremenL — Le plan donné par 1'équation (1¾), pasçan,t par 
la génératrice Va du còne (S), étant sécant, représentons par 

Jnoi/ li ,':) (úV,„a. 
x =p\ .z (az) 

y = , v . f ( 3 3 ) 

Ies équations de 1'autre génératrice d'intersection Ya 1 , et nous 
avons 1'équation de condition 

( 3 4 ) , 
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qui rctranchée de 1'équation (16) donne 

: c 

(3W. B' P 1 - P i
 { ' 

' J - V , 

Or, à cause de l'équation (2), nous aurons 

6* .p* + a 4 . q* = J 4 . ^ i
1 + a 4 . ^4

1 = ^ 4 . . . . (36), 
d'ou c 

b* P'+Pl q'- 7, 
- 5 - . - 7 - 7 - = j — - . . kviiu-v'.-. i . (37), 

et par conséquent 

A ' 6 4 p ' + p t 

O K 
B' a*'q'+qt 

(38). 

Quand on aura p'=pi et q' = qi, ou Ie plan (12) deviendra 
tangent au cône (S), on trouvera 

6 8 ± (39) 
W - I f i i r Y ' " 1 " ( ' ' 

u,'i »,m jm<ííbuu6'Í IIiU Mí-soii IIiilu ?|J • v. 
et de Ia combiriaison de cette équation avec l'équation (16) nous 
déduirons Ies équations (18) et (19) ou (29) et (30). Donc, etc. 

En substituant en (17) Ies valeurs de A', B' et C', il vient 

B . / / ) 4 ( ! + / * + </*) 
0 [ò4 . (d1 + C4) A y + a 4 (fti + C4) B 9 ' ] 4 • ' • ' [ ' 

'1OU1 ' ' ' noitTifnilui li -I 11)1, Í ' i iiJir-1 ;ib 2iioiliiti|ri >•»! 
III" IIIM!'Í'> ' - I ' ( i !>: í i ' ' ' ! I ' - i • '.•• 

t g S 0 = ^4) A . p ' + a 4 (64 + c 4 ) B . 9 ' ] 4 

g C1 (a4. A . 7 ' - 6 » JB. p')4 (A + p'4 + g ' 4 j " " 1 ' 
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> . • / >>! • ; i r . 1 / . # 

ft4(a4 + c 4 ) A . p ' + a 4 ( ò 4 + c4) B. q' 
tg 0 = ± y - , • . • • • [*A) 

et de même 

tg6 ' - ^ ( « ' + ^ A y + q ^ + f l B Y . . . ( 4 3 ) 

C4 ( a 4 . A. q"-b9-. B. p") 1 + p" s + qni 
1D 

en prenant pour origines des angles Ies plans norinaux (») et (n'), 
Ie Iong des génératrices Va et Xb de Ia surface (S). 

Le plan (11) passant par Ies génératrices Va et \b, on a 

A.p' + B . ç ' + C = O (15), 

A p " + B . ç " + C = 0 . . . < ! . . . . . . . (44). 

Si maintenant dans Ies équations (35) et (38) nous faisons 
A' = A, B' = B, p\ = p" et q\ =q , il vient 

A = (45) 
B P 1 - P 1 ' { ' 

ou 
A . / + B . 9 ' = A / + B . ? " = - C (46) 

et 

A (47) 
B a?'q'+q' \ , ' 

ou . 
a 4 . A . q " - b * . I i . P " = - ( a 4 . A . 7 ' - ò 4 . B .p ' ) . . . (48). 

Donc, 1'obliquité 1I1 sera aussi donnée par Ia formule 

„ ò 4 . (a4 + c4) A . p" + a 4 (64 + c4) B . q" 
tg ; = -+- ' ' =TTZ • • V^Tr 

C4 (a4 J A . q1 - b*. B .p')V 1 + p ' 2 + q 
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4L. Maintenant nous allons voir comment nous obtenons, en 
fonction de a, b, c, p', q' et 8, Ies valeurs des coeflicients A, B 
el C dé 1'équation (11), qui représentera Ies plans polaires 
correspondants. 

La formule (42) donne 

± cs ( a 4 . A. q' - I f l . B .p') V 7 I+/ ) ' 4 + ? ' 2 . tg 6 

= ò4 (a4 + c2) A .p' + a 4 (64 + c4) . B . q' (50) 
ou 

[ a 4 . C 2 . q' V7I + p ' 2 + ? ' 4 . tg H + 64 (a4 + c4) / / ] A 

= [62. C4 . p V l + p ' 4 + ? ' 4 . tg O ± a 2 ; 6 2 + C4) */'] B . . . (51) 

et en éliminant B entre cette équation et 1'équation (15), on aura 

A [ y +
g * • c * ' ( i ' v 7 I ^ ^ ( a * + c V . » _ c ( 3 2 ) 

6 2 . c 2 . P r V 7 I + / 2 + ^ 2 . t g Ô ± : a 4 ( 6 2 + c 4 ) ? ' 
d 'ou 

ò 2 . c 2 y / T + y í + Y 4 tg o ± a4 (&4 + c 4 ) q ' 
A = — ± . L (5o); 

[ (a 4 . ? ' 2 + ò 2 .p '2) V7I + p ' 2 + qri. t g f )±(a 2 —6 2 )p ' . g' 

mais pour Ie point a 1'équation (2) donne 

/ V 2 1 ^ ( 5 4 ) 

ou 

a*.fJ* + l*.p* = (55) 
donc c 

A V.c*.p>V 1 + p ' 2 + g ' 2 . t g O ± a 2 (ò 2 + c2) q' 

a 2 , ò2 V7I + p ' 2 + T 2 - tg G ± c2 ( a 2 - 6 2 ) p ' . q' 

En siibstituaiit cette valeur de A en (51), on aura 

a 2 . c 2 . q' V1 + p '2 + c/'2. tg 6 Z^b i (a2 + r4) p ' 
B = = ; .C (o7). 

a 4 . 6 4 V 1 + p ' 2 + 7'2 . I g 6 ± c4 (a2 - />2) p ' . q' 
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D'après cela 1'équation (11) deviendra 

[64 . c2 . p ' Vl +yi + q'*. tg e ± B2 (6S + c2) q' ] x 

+ [ a 2 . C 2 . q ' V 1 + pli + ? ' 2 . t g 0 =p ò 2 ( a 2 + c 2 )p ' ]j/ 

= [ a 2 . 6 2 V7I + p ' 2 + f/ '2 . tg G ± c2 (a2 - ò 2 ) p ' . q'] z (58) 

qui réprésentera 1'une ou 1'autre des deux plans polaires (p), (p'), 
passant par la génératrice Va, suivant que nous prenons Ies signes 
supérieurs ou inférieurs. 

Cela posé soient 
a = m . y (59) 

JJ = W-Y (60) 

Ies équations d'une génératrice VI des surfaces coniques deman-
dées; et, puisque Ies plans tangents Ie Iong des génératriees Va 
et V6 du cône (S), lesquelles déterminent son plan polaire, doivent 
se couper suivant cette droite, nous aurons 

^ 

et 

x" y" 
W 

et en supposant x', y', z' el x", y", z" (en supprimant Ies lignes), 
il vient 

T . . , (63) 
as o* cz 

ou 

C 2 C 2 

m. — . a ; + n . ~ r ^ . y = z (64). 
ar O" 
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Or, étant identiques Ies équations (11) et (64), on aura 

c * Cí 
•A = wi • —r-, B = n . — r , et C = - I 

a2 o 2 

donc -'v fl2 

wi = . A et n = - 5 - . B, 
c- CT 

et en subst i tuant A et B par leurs valeurs (56) et (57), Ies équa-
tions des polaires Vl et VI' des plans (p) et (p), en fonction de 
a, b, c, p', 7' et seront 

a 2 fc2 . C 2 . p't/1 + p ' 2 + 7 ' 2 . tp « ± T a2 (/»« + C2L o' 
a = — . I f V r (60) 

c a 2 . ò 2 V71 + p ' 2 + 7 ' 2 . tg â c2 (a2 — ò 2 ) p ' . q ' 
00, 

ò2 a 2 . c 2 . 7 ' V71 + p ' 2 + o ' 2 . tg 6 rp 62 (a2 + c2) p ' 
p . >Y (66) 

c a 2 . b' V 1 + p ' 2 + 7 ' 2 . tg Q ± c ? ' a 2 - 6«) p'. q' 

et par suite 
a 2 ò 2 . c 2 . p ' V 1 + p ' 2 + 7 ' 2 . tg O ± a 2 (62 + c2) q< 

« = _ . — . 3 (67) . 
a 2 . c 2 . 7 ' V7I + p ' 2 + 7 ' 2 . tg 6 + ò2 (a2 4- c2) p ' 

L 'él imination de p ' et 7 ' entre Ies équations (54), (65) e t . ( 6 6 \ 
nous donnairai t Ies relatioris entres Ies variables «, jj et f, 011 
Ies équations des surfaces coniques dernandées. 

Nous n 'aborderons point ici Ia déduction de ces équations 
générales, qui est tout à Iait en dehors de nolre su je t ; en nous 
réservant pour plus tard faire nos recherches générales sur ce 
point, ainsi que sur au t res surfaces gaúches (#); cependant dans 

(*) Nous réservOris aussi pour plus tard déruontrer synthétiquemeut que 
tnute surface gaúche engendrée par une droite que, se. meut en s'appuyant 
sur trois directric.es rectilignes est du second ordre; et déduire de niènie Ies 
propriétés plus remarquabies de ees surfaces, et des iigures respectives. 
Mr. Jules de la Gournerie s'est aussi occupé en spécial de ces surfaces, dans 
son Traité de géotnétrie descriplive (1862); mais sans recoui ir exclusivement 
à Ia méthode synthétique. 
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ce mémoire nous enlrerons dans ces recherches générales sur 
!'IiyperboIoide de revolution (n" 7) vu Ia facililé avec Iaquelle nous 
y arrivons. 

ã. Considérons donc Ie cas tout pàrticulier ou Ies plans po-
Iaires (/>) et (p') se confondent avec Ie plan normal (n) à Ia sur-
face conique (S). 

Dans ce cas étant f t = 0 1'équatiori (58) deviendra 

b l + c2 „2 a 2 + f2 b i 

^ • ^ - « M í ^ ^ - 0 - - ( 6 8 ) 

i I I- . K i • 
qui représantera Ie plan normal (»). 

Les équations (65), (66) et (67) de Ia polaire respective 
deviendront 

ò4 + Ci a* 

Õ C P ' ^ - — í 6 9 ) 

( 7 0 ) 

òM-c4 aKq' 
- J H ^ - V j ' - ? J 1 ) 

et 1'élimination de p' et q' entre Ies équations (54), (69) et (70) 
donnera 

c® ( a 4 - 64)4" a."1 c8 (a4— 6 4 ) 4 ' [i4 c* ~ " ' ' ' ^ ' 

ou 

i « 2 + c 2 ) 2 5 - í • - 5 M 2 ^ - I = 0 (73)-
I i o b 11« IiIVMJ?', i ! • VfK I i i c i . j III. • I f t l . i i l l w - , I j r i q IIU ,«1 / ,h iVl 

Telle est donc 1'équation du cône (Co) qui coupe 1'hyperbo-
Ioide (H) suivant sa ligne de striction. 

En remplaçant «, $ et y par x, y et z, on aura l 'équation (1) 
donnée par Mr. Chasles. 
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Observation.—Noiis pouvons aussi déduire directeinenl 1'équa-
tion de ce cône, comme nous allons voir. 

6. Les équations des plans tangents (s) et («') au cône (S) 
Ie Iong des génératrices Va et V6 étant (n° 3) 

I ' 7 

W 

x" v" z' 
- . x + ^ . y ^ . z (75) 

et étant (n° 4) 

i Í 
a=» in . y (59) 

P = n . y (60) 

Ies équations de Ieur intersection VI, on aura 

x'.« u'.3 z' . Y 

^ r + V = I i i - : ( 6 | ) 

« 

Si dans ces équations nous considérons comme variables x', y1, z1 

et x1', y", z" (en supprimant Ies ligues), nous aurons 1'équàtion 

( 7 6 ) 

qui sera évidemment celle du plan polaire du point I, ou de Ia 
droite VI. 

He plan étant, par exemple, normal íi (S) Ie Iong de la géné-
ratrice Va1 ou perpendiculaire au plan tangent respectif, on doit 
avoir Ia relation 

A — 4 - J L i . - O m \ 
o« " a* tf ' 6« Ci 'c* 1 j 
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o u 

or, 1'équation (7G) du plan polaire donne 

- i\:'> I 
( 7 9 ) 

donc 

a - 6 I l i 2 Y , 6 9 ) 
f " a 2 — 6 ® Ci-Jo' 

et seinblablement 

a* + c2 

P — - J T Z v ( 7 0 ) -

. . . o v-
L'élimination de p' et q' entre Ies équations (Bi), (69) et (70) 

donnera de même 1'équation (73). 
Autrement.-.— Pour que Ies plans tangents (s) et .(<') ayent pour 

iutersection la droite VI, on aura Ies relations 

(80) 
iWiVMHYi 1I'. ilí|> IJO j!<>íj tjf,i<j í/f) |V»i|fiir|i Vi Ii1L^ iup 

/*¾ )m n 
w 

• !.-I1- • H - • .1 1 Ir. i! .ill . ) |.l '(I rj 

x Maintenant faisons passer par la génératrice Va un plan normal 
à (S) 

A . Í E + B . J / + C.z = 0 (11) 

lequel doit satisfaire à la condition 

A. j ) ' + B . } 4 C = 0 (15) 
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pour contenir cet te génératr ice, et à Ia condi liou 

+ = 0 (82) W 

pour ê t re normal à (S) Ie Iong de cet te même générat r ice . 
Alors Ies équations (15) et (82) donnent 

(>T (I • -)- ' " * 
f. S -L r í at 

A = (83) 
a1 — 64 c*.p v J 

o:, 
a S 4 . A hi 

B = ( 8 4 ) 
0 / - - 0 1 C2 . ( 1 1 ;)..;; .!.!li! I • ; 

dpnc 1'équation (11) du plan normal (n) deviendra 

^ + c- a9- a 4 + c4 &4 _ _ . . . . 

(t r !Kiifi;ii[i'V! ')"m'im ob brniuob 
En considérant comme variables x', y' et z', 1'équation (80) 

deviendra 

^ • - + ^ • f - 2 = 0 í85) 
• • • • - . •' v Jji, 1 ' 

qui sera 1'équation du plan polaire [p) ou [p') qui se confonde 
maintenant avec Ie plan normal (n). 

Ainsi Ies équations (68) et (85) é tant identiques, il vient, 
par Ia comparaison des coefficients 

P + c* a* w = (8°) 
t i I ' 

et 
a 2 + c4 &4 , , 

n = 5 — T i - T " 7 8 7 
a 4 - 6 4 cl.q 

(*) Cest Ie numérateur de Ia formule (42), qui donne la valeur de Ig 9, 
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donc 

a = ^ F W y ( 6 9 ) 

et 
a 2 + c 2 6 4 /WA\ 

P = s — T 7 0 aa — o* c*.q 

d o u nous déduirons, comme précédemment, 1'équation (73). 

Recherclies sur rhyperboloide de révolution 

9. Comme on sait, étant a = ò , on aura 1'hyperboloíde de révo-
lution (H)r; et en représentant par r Ie rayon du cercle de gorge, 

i" 

et par s Ie rapport —, 1'équation de cette surface et celle de 

son cône asymptote (S) r seront 
a2 + ^2 = r2 + s2. Y2 (88) 

et 
asS + yS = *2.Z2 (2) r . 

En portant ces valeurs dans Ies équations (58), (65) et (66), 
on aura 1'équation 

(p>. tg Ô DFC g' V 7 F H 2 ) x+(q'.tgf)zfp' V7I + S 2 ) y = S 2 . tg 9 X z (58) r 

qui sera celle des plans diamètraux parallèles aux plans tangents 
dont 1'obliquité est Õ ; et Ies équations 

( 6 6 ) ' 

( 6 6 ) ' 

10 
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qui seront ies équations des respectifs diamètres conjugués à ces 
plans dianièlraux, ou de leurs polaires. L'équation (67) deviendra 
aussi 

V l T g g • 

g ' . t g Õ z p p V l + SI 

L'élimination d e p ' et q' entre Ies deux équations (65) r , (66) r 

et 1'équation 
pii + qil = s 2 (S4) r 

qui résulte de 1'équation (54), donne 1'équation 

* = ( 8 9 ) 

1S J 

laquelle représente une surface conique de révolution (Co)1-. con-
centrique à la surface conique asymptoie (S)r, coupant Ies géné-
ratrices rectilignes des deux systèmes de 1'hyperbolorde aux points 
ou 1'obliquité u des plans tangents respectifs est donnée. 

Ainsi en combinant Ies équations (88) et (89), nous aurons 
Ies équations 

< - ) 

'<•«) 
s V 1 -h Sa 

Iesquelles représentent Ie Iieu geomélrique des poiais des généra-
trices des deux systèmes ou 1'obliquité 6 des plans tangents est donnée. 

Ce Iieu géoinétrique sera donc composé de deux parallèles (TC) 
et (it'j équidistants du cercle de gorge (g), ainsi q iu l était facile 
de Ie prévoir. 

8. Dans Ie point de rencontre 1,- de deux génératrices de 
systèmes dilíéreuts Ie plan tangent atua par rapport à chaque 
génératrice des obliquités égales et de sens opposé. 
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En effet, Ies formules (42) et (49) pour a = b = r deviennent 

V 7 T i s * 
IgJ = =P . c 4 2 r 

A.q—li.p ' 

et par suite 

Vl +Si 

* * A , » , , ' ' ' < " > ' 

t g « = - t g f l ' . 

W. Pour O = O Ies équations (90) et (91) deviendront 

«2 + 32 = r2. (92) 

; = 0 (93) 

d'ou il résulte que Ie cercle de (jorge de Vhyperboloide de révolulion 
sera la ligne de slriclion dans Ies deux syslèmes de génératrices. 

Dans ce cas 1'équation (58; r deviendra 

q'.x-p'.y = 0 ; (91) 

qui représentera Ie plan normal au cone (S)r Ie Iong de la géné-
ratr ice Va r , ayant pour équations 

X = P1 .z 

y = q'.z 

et alors dans Ies équations (65) et (66) étant évidemment y = 0 , 
l 'équation (67) donne 

a — 4 - « («7)r 
V 

ce qui montre, comme on sait, que Ie plan normal et sa polajre 
se coupent orthogonalement, cette droite décrivant Ie plan xy 
ou Ie plan du cercle de gorge. 
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I O . L'intersection des plans des parallèles (it) et (»') de 
rhyperboloide (II) r avec Ie cône asymptote (S) r, étant Ies paral-
lèles (w) et (a') de celui-ci données par Ies équations 

r 2 l " 2 6 
= ( 9 5 ) 

t g 2 6 

' - i c i T O <9 6> 

et la distance 5 du point central d u n e génératrice de (H)r aux 
points de cette droite ou Ies plans tangents ont une obliquité 
donnée 0 étant égale à la longueur de la génératrice parallèle 
de (S)r depuis Ie sommet jusqu'aux parallèles (a) et (&'), nous 
aurons 

S = ± Vx- + y1 + 72 = ± c . tg 0 : (97). 

On voit, donc, que la distance du point central d une généra-
trice rectiligne de I hyperboldide de révolution, aux points de cette 
droite ou Ies plans tangents ont une obliquité donnée, est propor-
tionnelle à la tangente de cette obliquité. 

Étan t 0 = 45° la distance S deviendra Ie paramètre Ii des 
génératriees, et nous aurons 

Ic= ± c (98) 

et par conséquent Ie paramètre k des génératriees dans Vhyperbo-
lotde de révolution est égal au demi-axe non transverse de cette 
surface. 

1 1 . Si dans une surface gaúche nous considérons une géné-
ratrice rectiligne quelconque G, ainsi que la génératrice qui Iui 
est infiniment voisine, nous pouvons évidemment prendre une 
droite telle que Ies hvperbololdes de raccordement Ie Iong de G, 
déterminés par ces droites, soient de révolution. 

Les centres de ces hyperboloides seront donc sur la normale 
au point central de la génératrice G, ou sur Ie plan tangent à 
1'infini, et tous Ies demi-axes non transverses seront égaux au 
paramètre K de cette génératrice, considérée sur la surface gaúche. 
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Daprès cela 1'équation (97) montre immédiatement que la 
tangente de Iobliquite du plan tangent en un point dune généra-
trice rectiligne d une surface gaúche est proportionnelle à la distance 
de ce point au point central de cette génératrice (*). 

De m£mc nous pouvons aussi énoncer d'autres théorèmes 
relatifs aux surfaces gaúches recourant aux hyperboloídes de 
révolution avec lesquels se raccordent tout Ie Iong d'une généra-
trice rectiligne quelconque. 

Observation. — Il est clair que nous pouvons aussi arriver 
directement à cette étude de Thypcrboloide de révolution d'une 
manière trés-facile. 

1 8 . Passons maintenant à déterminer la surface conique 
enveloppe des plans diamètraux parallèies aux plans tangents 
dobliquité donnée O, ou la surface conique polaire (Cp) du 
cone (Co) par rapport au cône (S)r. 

En ordennant 1'équation (58) r par rapport à p' et q', on a 

(x. tg 6 =F y V7 I + s 2 ) p1+(y. tg 0 ±x Ví+s2) q'=s2. t g 0 x z (99). 

En représentant par 

Ies équations d une autre génératrice du cône (S)r, 1'équation 
des plans diamètraux passant par cette droite étant ordonnée 
par rapport à pi et </j, sera 

(x . t g 8 ^ í / Vl + s 2 ) /? ,+ {y. tgQ ±x Vi + s2) q{ = s 2 . t g 8 x z (100). 

Maintenant on peut substituer à Iune des équations (99) 
et (100), à Ia seconde par exemple, 1'équation 

(P1-Pi){X.t%»+ySTT7*)+(q'-qí)(yA^±x^FM=O) (101) 

(*) Mr. JuIes de la Gournor ie — Traité de géomélrie descriptive, n.° 622 
(1802). 

x=pi.z (32)r 

y = qi.Z ( 3 3 ) r 
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obtenue en relranchant ces équations membre à membre ; mais 
étant 

j p + q * = p t t + q í i = t i (36) r 

on a 

- - '>' (37)r 
7 + 91 P-P1 

et par suite 

(p'+pt) (y • t g í + ^ ) - ( 9 + 5 1 ) [x A^-ry v \ + .s-'á)=0(102). 

Si l'on fait diminuer (p1—p\) et (q1— 91) Ies deux couples de 
plans diamètraux se raprocheront indéfiniment, et leurs inter-
sections sáprocheront d une limite, qui est la génératrice de Ia 
surface conique enveloppe demandée, ou Ia caractéristique de 
cet te enveloppè; et pour cette limite 1'équation (102) deviendra 

(y.tg 0 ±xVi+Si) p ' - (x.tg6 - y V l +««) q'=0 (103) . 

En éliminant Ies paraniétres p' et q', entre Ies équations (99), 
(36; r el (103), on aura pour équation de 1'enveloppe demandée 
1'équation 

( , 0 i ' 

qui represente un cône de révolution (Cp) , qui sera Ie cône polaire 
demandé. 
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SOLUÇÃO OA QUESTÃO PROPOSTA N.° 15 

POK 

ALFREDO SCHIAPPA MOMKIRO 

Dada uma figura plana composta de um hexágono regular sobre 
os lados do qual estão seis outros hexagonos regulares congruentes 
ao primeiro, quer-se saber como se pôde cortar esta figura por Ires 
linhas rectas que a dividam em partes congruentes ou incongruentes, 
de modo que com estas partes se possa formar um hexágono regular. 

Seja abcdef o primeiro hexágono regular, cujo centro re-
presentamos por Oi; e a b nil Iij, bcqpn, cdtsrq, deavut, 
e f g z y x , fajihg os outros seis hexagonos regulares, lendo 
cada um d'elles um lado cominum com o primeiro, e cujos cen-
tros representaremos respectivamente por o2 , 03, 05, o;;, 0«, 07. 

Se R e r designarem respectivnmenle os raios ou lados do 
hexágono pedido (II) e dos sele hexagonos <jue compõem a figura 
dada (F) ; e por A e a representarmos as suas áreas, teremos 
evidentemente 

A 7 _ 

T í T 4 ' 

d'onde 
R = r t / 7 . 

Sendo P e Q os pontos de intersecção da recta o\ oj com os 
lados ab e kl dos hexagonos componentes abcdef e alnnlkj, 
teremos que o\ Q será egual á somma dos apolhemas O1 P, P O2, 
O 2 Q ; mas é r 

O1P = PO 2 ==O 2 Q = - v/3 
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= Y 3 v / 3 

logo 

O 1 1 = V ^ O T Q 2 + Q I 2 = R. v / 7 = R. 

Assim os vertices i, n, p, r, s, M, D, 1/, z, h, i, k do polygono 
dado g h ij Iclmn p qr s I uv xy z ou (F) estão sobre uma circum-
ferencia de raio R = r y/7, e por conseguinte os seis vertices 
l, p, s, v, z, i, e os seis vertices Ic, q, r, u, y, h, determinam 
dois hexagonos regulares (H)' e (H)" inscriptos n'esta circum-
ferancia, e portanto eguaes ao hexágono pedido (H). 

Se considerarmos, por exemplo, o hexágono (H)', as suas d ia-
gonaes J a o 1 ^ v , p [3 O1 £ z e s y O1 <p t representarão um systema 
de tres rectas que dividem o polygono dado (F) em partes con-
gruentes, e que reunidas convenientemente formam o hexágono (H). 

Com effeito, se fizermos girar em torno de i a parte i^o\8vxyzgh, 
formada da reunião das duas partes congruentes i<p o\tzg Ii e 
zio\§vxy, até que os vertices h, g, z, venham coincidir com 
os vertices j, k, l, os pontos O1 e v virão determinar dois vertices 
o'\ e V1 de (H); e fazendo depois girar a parte p Ji O1S v u l s r q, 
composta da reunião das duas partes congruentes p [3 O 1 Y s r q 
e S y o 1 ^ v u i , de modo que os vertices q, r, s venham coincidir 
com os vertices n, m, l, o ponto O1 determinará outro vertice o"\ 
de (H), e os vertices y, x, v da primeira parte i<po\vxyzgh 
coincidirão com os vertices t, u, u d 'esta segunda parle . Tal é, 
pois, um dos modos de formar o hexágono pedido, no caso de 
serem congruentes as partes em que se divide a figura ou poly-
gono dado (F). 

Consideremos agora a divisão d'este polygono em partes in-
congruentes. 

Tiremos a recta p ie O i t que córta bm e jk em ir e -r; 
a recta «o 0¾ ? g que córta Im e aj em <0 e ; e finalmente a 
recta Ig a, que fórma com uovyg um angulo de 120° e córta 
hi e xy em ^ e a: d'onde resulta que os pontos p, O1, g serão 
evidentemente tres vertices do hexágono pedido. 

Em virtude do traçado d'estas tres rectas, teremos um dos 
modos de dividir o polygono em partes incongrutes gozpqrstuvxo, 
tkluOi, t y z g , gh~k, e OiIomnp. 
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Se agora destacarmos a segunda parte ll<luo$, e fizermos 
coincidir os seus pontos T, k, l com os pontos c, x, T> da primeira 
parte g o$p q r s tuv xc, o ponto 03 determinará o quarto ver -
tice o'» de (H). Collocando a terceira parte ay z g , de modo que 
os seus pontos y e z coincidam com os pontos v e u da primeira 
parte, e o ponto a coincida com o ponto <a da segunda parte, 
na sua nova posição, o ponto g determinará o quinto vertice g1 

de (H). 
Tomando a quarta e quinta par te reunidas, isto é, a parte 

g h ij t 02, façamos coincidir os pontos g, h, i, j com os pontos 
</', u, t, s, e a posição do ponto o2 determinará o sexto vertice o"a 
de (H). 

Finalmente transportando a sexta parte o^umnp, de modo 
que se confundam os pontos 0¾, u, m, n, p com os pontos 
T, r, q, p, acabaremos de formar o hexágono pedido. 

Como se vê, ha grande numero de modos de fazer a decom-
posição do polygono dado (F) em partes congruentes e incon-
gruentes, para com ellas se formar o hexágono pedido (H) ; 
mas julgamos suíliciente as decomposições que indicámos, que 
mostram bem a marcha geral que se deve seguir na solução da 
questão proposta. 
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BIBLiOGRAPHIA 

Notes sur 1'équations aux dérivées particlles, par P. Mansion, 
professeur à 1'Université de Gand. 

Estas Notas foram publicadas nos Annaes da Sociedade Scienti-
fica de lfruxellas, oe année, 1881 . 

Na primeira demonstra o illustro mathematico belga, d'uma 
maneira rigorosa e simples, o processo conhecido para , integrar 
as equações As derivadas parciaes lineares de primeira ordem, 
cujas demonstrações anteriores o sr. Gilbert tinha atacado recente-
mente nos mesmos Annaes. Considera urna funeção indeterminada u 
de x e y. Será, pois, y funeção de x e u, e portanto 

d z , d y 

du ' ' d x 

Eliminando/) entre esta equação e a proposta, c determinando u 
de modo que na equação resultante seja nullo o coeficiente de q, 
obtém as duas equações differenciaes conhecidas, cujos integraes 
D = a, K' = sendo a e 'i funeções arbitrarias de u, dão pela 
eliminação de u a equação F («, w) = 0, que representa o integral 
pedido. 

Esta demonstração é muito simples, e applicada ás equações 
de segunda ordem conduz ao methodo de Monge. Basta para isso 
eliminar na proposta r e t por meio das equações 

dp , dw da dy 
a x d x d x a x 

O fim da segunda Nota do sr. Mansion é dar um methodo 
para integrar a equação ás derivadas parciaes das superfícies 
regradas mais claro e rigoroso do que o apresentado por Monge 
para o mesmo fim. 
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Sur une propriété de la fonction de Poisson et sur la méthode de 
Jacobi pour l intégration des équations aux. dérirées partielles 
du première ordre, par M. Ph. Gilbert, professeur à 1'Université 
de Louvai». 

Comera o sr. Gilbert por estabelecer uma relação importante 
a que de \e satisfazer a luncção de Poisson, e depois deduz d elia 
alguns theorernas fundamentaes na iheoria de Jacobi sobre a 
integração das equações ás derivadas parciaes. Expõe depois 
algumas dificuldades que se encontram no methodo de Jacobi, 
e mostra como desapparecem quando se usa dos princípios por 
elle desenvolvidos. Esla Nota d e e ser lida por todos os que 
estudam a bella Memoria de J a c o b i — N o v u s methodus ele. 

Kste trabalho foi publicado no mesmo volume dos Annaes da 
Sociedade Scienlifica de liruxellas, em que Ioi publicado o pre-
cedente. 

Estudo sobre o deslocamento de um solido invariável no espaço, 
por Luiz Porfírio du Motta Pegado. Lisboa, 1881. 

N'esta Memoria, publicada nas Memorias da Academia das 
Sciencias de Lisboa, tractu o illustre professor do movimento mais 
geral, pelo <|ii;il um solido pode passar d uma posição do espaço 
para outra, seguindo um methodo geomelrieo differente daquel le 
que seguiu para o mesmo fim o sábio geornetra francês, o sr. 
Chasles, na sua Memoria classica — Propriétés relatives etc. 

Para chegar a este resultado teve o sr. Pegado de estabelecer 
alguns theorernas novos, requeridos pela marcha «pie seguiu para 
tractar a questão proposta. 

Nos capítulos I e Il tracta dos diversos movimentos de rotação, 
pelos quaes uma recta pôde passar de uma posição para outra, 
que são em numero infinito ou não, segundo são ou não dados 
os pontos homólogos da recta nas duas posições, e cujos eixos 
no primeiro caso estão sobre um paraboloide hyperbolico isosceles. 

Nos capítulos IVr e V tracta da mesma questão, suppondo o 
movimento da recta helicoidal, e mostra que o numero dos eixos 
centraes é sempre infinito, e que estão sobre a superfície d'um 
conoide elliptico quando ha pontos homologos 
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No capitulo VI tracta do movimento helicoidal d'uma figura 
invariavel obrigada a passar por duas posições dadas, e mostra 
que ha só um eixo central do movimento que está na intersecção 
de dois conoides ellipticos determinados. 

Em todos estes capitulos e no capitulo III tracta de muitas 
proposições de Geometria, de que precisa para as questões de 
que se occupa, ou que são consequência d elias. 

Observações sobre o magnetismo terrestre na ilha de S. Thomé, 
por Guilherme Augusto de Brito Capello. S. Thomé, 1 8 8 1 . 

Es tas observações feitas de 4 a 26 de maio de 1881 pelo 
sr. G. Brito Capello, um dos membros d'essa notável familia que 
tantos serviços tem prestado ao paiz, aproveitando as occasiões 
que lhe deixava livre o seu logar de commandante da canhoneira 
Sado, referem-se á intensidade magnética, á declinação e á 
inclinação. 

G . T . 

QUESTÃO PROPOSTA N.0 21 

Achar as soluções inteiras da equação xí = yx sem recorrer aos 
logarithmos. 

A . S C H I A P P A M O N T E I R O . 

» 
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SOBRE UMA F Ó R M U L A DE E U L E R 

P O K 

J. M. RODRIGUES 

A fórmula de Euler 

h . Iii , ... hl 

é uma fórmula fundamental do Calculo Integral. 
A serie de Euler 

^ h , h* , Iii
 a A6 

onde j5i, Pa, {̂ 3, . . . designam os números de Bernouilli, é uma 
serie muito notável pela sua lei de geração. 

Os integraes indefinidos, os integraes das differenças ou sommas 
finitas e os integraes definidos são os tres algorithmos primitivos 
e fundamentaes do Calculo Integral, e constituem um modo uni-
versal da geração lheorica das quantidades reaes ou imaginarias, 
immancntes ou transcendentes, pela sommação finita ou indefinida 
das suas partes elementares. 

A fórmula de Euler, na sua accepção philosophica, constitue, 
como demonstraremos, a expressão algorithmica da unidade lógica 
entre os tres algorithmos theoricos, primitivos e fundamentaes 
do Calculo Integral. 
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S e r i e d e E u l e r 

Consideremos a serie de Euler decomposta em duas partes 

E = - ^ - A E 1 , 
onde 

= (a) 

ou 
E 1 = T 1 - T ^ T 3 - T 4 + . . . + ( - l ) » + i . T n + . . . 

sendo 

" ~ % ' 1 . 2 . 3 . . . 2 H ( a ) 

a expressão do seu termo geral. 
Para achar a funcção generatriz da serie de IiuIer seja 

KiI- h'*t3 

^+/.V-l)=?*+^-! • JT1 • <p'W~l J ^ V " * + -

IiiCi hW 
<f[x—ht v/—1 )=yx-ht V7-I • <t'x- — .<p'^+v/--l 

d'onde se deduz 

1 

2 / — I 
. + /i í 1) - f («•- A t 1)] = 

A , , ** ,„ , -
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por consequência, multiplicando por —- e integrando entre 
os limites O e ao, resulta e~ ~ 

2V/-1 J o e2lt<—1 ' 1 ~ 

h , r°° tdl h* ,„ r j 3 _ d j 

OU 

% (a 4- fct v / - l ) —<P (« - i t %/—4) 
— . f 2 i /—1 Ji 

dt = 
2 / — 1 J o C 2 l t i - I 

= T ' , - T ;
2 + T ' 3 - T ' 4 + . . . + ( - 1 ) » + 1 . T V + . . . 

onde 

, = Itin-' / acIin-1 dl 

" 1 . 2 . 3 . . . ( 2 n — 1 ) ' d ® * » - i 7 o e ' á r 1 1 ' * 

Ora 

por consequência 

/ (e'-i)~KZP-^dZ=I e-*.zP-idz+l e-'-*.zP~Uz 
J o J O c/ Il 

t / 
+ 1 e - ^ . z P - M z 

o 

+ 

IOC 
+ / e-mz.zf-xdz 

J o 

(c); 

+ 
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d'onde 

mas o integral euleriano de segunda especie 

I*Cp) — T e - t . z P - ^ d z 
J o 

dá pela mudança de z em mz 

r(p) = mP.f e—mz.zP—i dz, 
J o 

Jo tlíP 

logo, dando a m os valores 

Wi = 1, 2 , 3 , 4, . . . , 

a serie (c) transforma-se em 

/ V - I ) - 1 + . ) . r ( p ) 

OU /»OB 

J « 
sendo • < . 

S p = I + - + - + - + . . . 
' 2^ 3P 4P 

Esta serie notável tem sido objecto de muitas investigações. 
Quando p = 2n sabe-se que 

2 2 n - l > r c 2 n 
Sin = ,3 n •; 

1 . 2 . 3 . . . ( 2 n - l ) 2 n 

T (2 n) = 1 . 2 . 3 . . . ( 2 n —1), 
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por consequência 

S « n x r ( 2 n ) = 2 2 n ~ 

logo 

n 
2n 

onde designa o numero de BernouiIli da ordem n. 
Fazendo pois Z = 2 t c í , o que não altera os limites da inte-

gração, resulta finalmente 
• V, \ \>. 1 ' i • - '. 

J0 es«í_t 2 '2n I 
Í V J» f i. M -

Logo, substituindo o valor d'este integral definido na expressão 
do termo geral da serie (6), resulta 

T ' _ _ L K ^ w " 1 < P — 1 T * 
" 2 ^ 1 . 2 . 3 . . . 2 n ' d a * - * i ' 

e pela comparação com o termo geral da serie (a) vem 

j 
T' T 

n ~ 2 Temos pois 

E 1 = T 1 - T ^ T 3 - T 4 + . . . + ( - l ) » + t . T n + . . . 

e 

1 r " 9 ( a + A/v/— L f 
/ - 1 Jo 

.dt = 

= I 1 T 1 - I 1 T 1 + ! . T 8 - I . T 4 + . . . + H ) » + U I - T b + . . , 

11 
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Logo 

E i i _ r ? ( x + h t s - i ) - t ( x - h < Y - i ) d i 

t/—1 Jo 

é a funcção generatriz da serie de Euler , a que chamaremos • 
transcendente euleriana. 

A fórmula de Euler transforma-se pois em 

-iJJIII i;li > o li ri 
f y x d x = h 1yx + ^-.<fx-
.. . 2 

TJ0 • {)' mas V-

1 1 1 
2<fx+ — .»rx = -z[<fx + —.b<fx] = — .2[<fx + <f(x + h)], 

f<fxdx=-—.2[<fx + <f(x + h)] — 
l0S0 h 

f <fxdx = — 

(~9(x + h t i / - i ) - i ( x - h W - 1 ) , , 
1'J o : ~ { ) ' v-

A esta transformada da fórmula de Euler chamaremos — 
fórmula euleriana, a qual, depois da integração effectuada, se 
deve completar com uma constante arbi traria . 

. , 1 . - -- „ T 
S- nou «oma i 
I I 

: Fórmulas integraes 
Seja 

l / • • a2 a3 
<f[x+a /-l)=<px+a / - 1 . <f'x- — . <f"x- V - i J Y H ' 

e 
/ . , . . „ , , , « 3 

<f{x-OL ^-l)=<fX- U 1 . t ' X ~ J Y ' V~i j Y 3 ' 
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Sommando e subtrahindo resulta 
um a i ' o O 1'ilintii 'Jiln > obw.iyítiii 

~ [? [x + a / - 1 ) + <p (z - a v / - l ) ] = 

a 2 

^ [ 1 ( . + . / - 1 ) - , ( . - . / - 1 ) ] , 

I 

= S I 1
1 J . «/" . + . ®v x -

* 1 . 2 . 3 T 1 . 2 . 3 . 4 . 5 
a 3 ,„ . a 5 

Ora 

( c 4 » i + 3 2 ) - l = e - 2 « < _ 2 2 . e - 4 » i + 3 4 . e - 6 » i _ . 

onde 9 designa um angulo e i o imaginario primitivo i = / — 1 ; 
por consequência 

-J.."»-' í 3,: f \ 1 í ' 
„2 8i 

5 2 + e 2 » i 

e 

e8i 

z 2 + e i í i 
- = < > — - 2 30 t -f -I p—59 t • V Al • V I A» iC • • I 
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Multiplicando estes dois desenvolvimentos por 9 + r e4 *)(Z 0 
e integrando entre os limites 0 e 2 JC, vem 

. . — t ^ - Y X i . 1 . * : t . i ' x * 
/•Sn 

+ Z* 9 [x + r e®*). e ~ 4 8 * d 6 
«/ o 

rin 
+ (—1 ) " . * 2 " / <p(aj + r e » i ) . e - 2 n » < d Ô 

c/ o 

+ . 

o 
i. < I 

J 0 ' + ^ • * ' - % ( s + r * « ) . « « d 0 

pi* 
-ZiJ <f[x + r eí»).c-8í<d6 

/:ni1*MJp«»».riO-> •!< 

+ a ^ 2 9 ( a j 4 - r e » » ) . e - s í i d 0 

/*2ir 
+ ( - 1 ) " z2» / <p (« + r «•<). c- (2«+D»«d 0 

^ o 
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Mas pela notável fórmula de Cauchy 

l . f <p(x + 
J o 

dn<?x 1 . 2 . 3 . . .n f 2 * , , 
— — = — . | <p(íc + r e 8 « l . e - " 0 ' d 9 
d xn 2 it rn 

os termos geraes d'estes dois desenvolvimentos são 

2 Tt rin (finmx I--A1A e - J B e i dô = . — 
1 . 2 . 3 . . . 2 « d x i n © (x + r e9 *). t 

o 
e 

2 it r 2 " + 1 v d 2 " + 1 ©a; 

por consequência 

1 / ^ " © ( x + r e 9 * ) , . . J A z 2 . r a , , , z 4 . r 4 

2nJo z2 + e 8 9 t r 1 . 2 T 1 . 2 . 3 . 4 T 

e 
1 /^«©(aj+re*») . . „ . z 2 . r 2 ... , Z i -T i 

a 
Fazendo agora s r = « ou z = — resulta 

r 2 í ^ ^ l x + r e ^ ) . , . „ a 8 . , , a 4 

/ - .e2 9 tdO=©x . © " x + .© ivx—... 
ZTt J o a 2 + r 2 e 2 9 < ? 1 . 2 ? 1 . 2 . 3 . 4 V 

e 

. / - .e2 9 l<i,=©x .©"'x+ .©va;—...; 
2Tt 1/ o a 2 + r 2 e 2 9 ' 9 1 . 2 . 3 ? 1 .2 .3 .4 .8 ? 

logo 

(P)-
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Estas duas fórmulas exprimem a geração theorica d'um grande 
numero de integraes definidos. 

A fórmula (Ji) conduz immediatamente a uma transformação 
da fórmula euleriana. Com effeito, pondo a = th, multiplicando 

dl 
por — - , e integrando entre os limites O e ao, resulta, a t ten-

dendo á independencia das variaveis t e Ô e dos limites de inte-
gração, 

h /*4"/'3XaH-re4") e6< 

- n •KJ O J o <4A4 + T 4C i 8 i .tdtd G = 

1 (*c<f{x + h t s / - l ) - < f ( x - h l \ / - l ) 
« CXI* 

/ - I j 0 e4lt<—1 

A fórmula euleriana transforma-se pois em 

JL 

tí* r<* olx + re^) r e 6 * , 
/ 1 . í d í d ô 

W -

Esta transformada da fórmula euleriana primitiva (e) determina 
uma nova classe de integraes definidos duplos. 

Ora 

1 1 
-£.2[yx + <f{x + h)] = 2yx + — .?x, 

por consequência, attendendo á independencia das variaveis t e 9, 
a fórmula (e') dá 

f<fxdx=h-z<í>x + -^-.<fx— 
JL 

A4T2T T2nr tdt "1 
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mas pela fórmula de Cauchy 

1 T2 1 r 

<f»ír = — - . I <p(a; + r e 9 , ) d ( t , 
Alt J o 

por consequência 

1 h r2« 
f f x d x = h2?x + — .— y (x + retl) db — 

2 2 i x j o 

- T 1 T t i + r r ' " 8 J T c ' t f + ^ ' ) ( , »<- ! ) ] : 

logo 

h 
J y x dx = Ii 2 f x + 

sendo 

h I i l t 

J y x d x = Ii 2yx + — y (x+r e6i).C-)db (e") 
I-KJ (| 

i J (1 
1 . T o c t d t 

' o ( í s / i 4 + r V - « i ) . ( e 2 * ' - l ) ' 

Esta segunda transformada (e") da fórmula euleriana (e) mostra 
claramente o valor philosophico da fórmula de Euler, e por isso 
deve d e n o m i n a r - s e — a fórmula euleriana principal. 

O integral definido 

i r 2 * 
E = S-. Ç !x + rt^).P>dò 

2it J o 

é a funcçâo generatriz da serie de Euler , e a fórmula euleriana 
principal 

h Í í k 

fyxdx=h2yx+ — .l <{> (x + r ehí).Qd 6 J - T 2tc J o ' 

liga pelo algorithmo primitivo da s >mmaç5o os tres algorithmos 
fundamentaes do Calculo Integral. 
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J l I 

Integraes definidos 

A integração das differenças finitas pelas funcçòes elementares 
é ainda mais limitada que a integração das funcçòes differenciaes; 
e, pelas faculdades algorithmicas, succede o contrario, a inte-
gração das differenças é mais geral, porque na fórmula de Wronski 
o integral indefinido exprime-se em funcção d'um integral definido, 
cuja determinação ó puramente contingente. 

Esta dupla propriedade caracterisa, pois, os dois primeiros 
algorithmos fundamentaes do Calculo Integral. 

Ora, como é sabido, a geração theorica do algorithmo inverso 
das differenças l y x , pelas funcçòes elementares, é só possivel, 
quando 9a; tem uma das fórmas seguintes: 

I <px = x(x±h) [X±2h). . . ± n — 1 h)x f x; 

III <p x = amxx f x ; 

IV <p x = sen" x. cos" x x f x ; 

onde fx designa um polynomio racional e inteiro e m e n quanti-
dades posit ivas: por consequência a fórmula euleriana 

II f X 
f x 

11 ! 

x[x±:h)(x±:2.k).. .(x±n — lh) 

2 [ f x + f (x + h)] = — .f<fxdx + 

dl 
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OU 

h 
— .2[<px-\-<j(x + h)] = J ^ x d x + 
Jt 

+ J L . r ? ( * - H » t / - i ) ~ 9 ( g - y - i ) _ d e 

i j « [ / - i j o 

determina um grande numero de integraes definidos para cada um 
dos quatro casos em que é possivel a integração das differenças. 

As mesmas considerações são applicaveis ás outras t rans-
formadas da fórmula euleriana. 

No que vae seguir-se fazemos somente algumas applicações 
d e s t a fórmula (a). 

I Seja <px = eax; será 

h 1 /-"M-W-IJ 
—. 2[e<l*+ea'x+h)]=Jéaxdx+-~. I 
-> y 1 J ( e 2 x L l 

-dO; 

mas 

ea ' l + l 
2 [ea*-f e«!*+A)] = (1 + eah) .2 e"* = ——- .e0* 

e a ® [ e a 8 / - l _ g - a « / - i j = 2 / - 1 . e a * s e n a ô ; 

logo 

h eah + i 1 , r ° ° 2 sen a 9 ,, 
— . — 7 — r = — + j . d 9 (b) 
2 e a A — 1 a J 0 e « « } _ l W 

d'onde 

/" 2 sen a 9 , h eah+l 1 
/ ; . (ÍJ = — . - - j — 

J o 2 eaA —1 a 

ntegral definido já conhecido. 
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A fórmula (6) onde suppozemos A = I transforma-se em 

| x V»x f(A f i.) ç .4- x <pj I . £ 

1 ea+l 1 , rx 2 sen a 0 
—. = — + —T - . e - * 6 d 9 ; 
2 e« — 1 a J o e " - r « » 

mas -T fr 
e®—e—® 

sen hyp a: = — - — 

íim t'itr.3 ÍSTRf] eohiuiVib Wfti^ .?«) -Uv o 
e 

cotg I iypaj ' 10! 61 
e2'it__l ' 

H-Jfm .ilqqfi BIiiItnghi «•fífôlflòíi HWfMxcT Sw^iitt^ae t»r./ oiip orl 
logo 

a 2 . ^ Toc sen a 9 
cotg hyp — = — + 2 T 0 J r 2 a J 0 sen hyp TC 9 

ou, mudando/1 em 2a; , 
- - — i. fxY»*S\; 

1 , 1 , ^ r o e s e n 2 ® 0 
cotg hyp x = — + 2 / —. c * ® d 9 (6'). & J r a; J o sen hyp ir 9 

| - M » S * 
II Seja 9 x = sen a x;' será 

h 
— [sen a x + s e n a (a; + h)] = > 

Jt 

•)fnUl'!i 

Convertendo o seho ém exponcnciaès'pela fórmula de Euler 

V " » W k " " ' V - " ' ' ^ • 
1 

sen o a; = — — - . Te0 ® V - I — e - a « / - 1 ] 
2 y/—1 L J 
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resul ta 
2 [sen ax + sen a [x + h)] = 

1 
- — r ( l A 1 / - 1 ) . 2 C a a V ^ - I - (l + e - a f t V ^ - l ) 2 e - a a ; v / - 1 ] 

1 V f a h V - 1 + 1 e - a h V - 1 + 1 "I 
I faxi/—1 p—ax\/—1 I 

2 v / - í Leafc v / -1 1 * ' 1I' e - a V - 1 — 1 • J 

1 I «a A y - 1 + 1 f . « V - i + l . uH 
— »A®V/—1 + />— AX{/— 1 I 

2 / - 1 1 _ 1 ^ ' J 

1 eflAiZ-l + í 
. cos a x; 

/ — 1 ' e « f c v / - l - l ' 

o 

Z1 1 ea ft v/ i + 1 1 1 r x 2 sen a O v / - ! 

logo 

1 ea?<v/-l + i 1 1 / 
2 " - T = T C « » v - 1 - 1 ã T - T V 0 e 4 « f _ i 

. d â , 

ou 
Z1 A v" i + l I, / " 0 0 ^ s j e n a e v / - ! f " " V - ' t l I I 

2 ' e ' » H - i = a / - l J 0 
. d 0 , 

• : • 'i- ' •;!?'< '-K!- • íf ':-« •- . . j I ff TCirnílíl/'') 
expressão análoga á expressão (6), e da qual se podia deduzir 
pela simples mudança de a em a / — 1. 

Temos pois 

1 e a i /—1 + 1 1 ' ^ 2 s e n a 6 / - 1 . . . 
— . j — - . J — 1 = — + / — 1 . / r — — . e - * 9 d ô ; 
2 e a i / - i — l a Jo C 1 r 9 - C - " 0 

mas 
sen a 9 / — 1 = 1 . sen hyp a 6 

a e« V—l + 1 

.o-íilodi 
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logo 

a 
c o t g -

OU 

COtg X 

As expressões (b') e (6") most ram a analogia e a intima relação 
que existe en t re as funeções circulares e as funeções hyperbol icas: 
a pr imeira expr ime a cotangente hyperbolica em funeção de um 
seno c i rcu la r ; a segunda exprime a cotangente circular pelo 
integral definido de uma funeção de senos byperbolicos. 

Os integraes definidos 

i 
_ r x sen 2 D x 
C = r — — r . e ~ K i d H 

J o sen hvp -K 0 

„, /"acSen hvp 26 x 
C ' = - P - — 

J o sen hyp TC 6 

expr imem as propriedades theoricas das cotangentes hyperbolica 
e circular, e const i tuem as funeções generatr izes do desenvolvi-
mento em serie de uma cotangente , isto é, consti tuem o limite 
da serie a par t i r do segundo te rmo. 

Das fórmulas (b') e (b") deduz-se a relação importante 

. , „ /""sen 2 6 x + sen hvp 2 9 x 
c o t c h y p x — cotca ; = 2 | í-í— . e - " 9 d 6 

b b J o sen hyp w b 
•. :l ;»• - . > i • , 

logo a diíferença en t re uma cotangente hyperbolica e uma co-
tangen te circular expr ime-se pelo integral definido ent re zero e 
o infinito de uma funeção d» somma do seno circular com o seno 
byperbolico, 

a J o sen hyp ic b 

_ _ L _ t p » ^ i r m t i t n 

x J o sen hyp rc Ô 
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IV 

Transcendentes 

A funcção transcendente 

_ r ( a + l ) 
'TE ~ ' TT 

y/2 Tt 

tem sido objecto dc investigações d um grande numero de geó-
metras, e goza de propriedades importantes no Calculo Integral 
e na Theoria dos Números; o seu logarithmo nepereano tem por 
desenvolvimento a serie notável 

/ = I l _L_1L 1 + JL 
l x 1 . 2 ' x 3 . 4 x 3 5 . 6 x 5 

dada pela fórmula de Stirling. 
Cauchv exprimiu esta funcção no integral definido 

W 0 T ( I r F i - T - I f K ^ 0 i 

a fórmula euleriana dá também da funcção Iyx duas transformadas. 

Com effeito, as funcçôes elementares Z x e - são duas funcçôes 
x 

integráveis; mas no Calculo das Differenças são duas transcen-
dentes irreductiveis e inintegraveis. 

A fórmula euleriana dá para estas funcçôes 

4 c 
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2 ' 5 C ^ c ^x 2Io 

05 Ô d e , 
+ c ; 

o ^ + S2 

isto é, reduz os seus in tegraes 1 a integraes definidos, (jue e x -
primem propr iedades da t ranscendente y x . 

E, com effeito, 
t + • 'I 

1 + i / — i ) 1 P (te— õj /—1) ^ = 

t J / - I J o e * « * - l 
mo 

h K* '-1I1 ' ^ f i 

==3War. n W " x . +3*«»*«.— . . . ; 
1 . 2 2 ' 1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 

1 
por tanto , para <p x = lx e ÇÍC = —, resul ta 

;>.:. x í; -1 . Í 7 

/ ® + f l i / - l \ d 6 I v \ i r / * + v - i \ 
^ r J 0 ^ O v - - I / 

•?« / A \ 3 , S 3 

1 . 2 ' íc 3 . 4 A x J 5 . 6 ' U 

tOC 

2 ' 
, / a d o _ s t , 3 8 
: / „ a;« + e«- , 2 a?2 4 ' as4 6 V " " 

® "—1 ,:. ini'il'1 H'j(V)omil >.6 ,oJisin n ioJ 
logo 
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Ora, para x=x, Iyv = O; por consequência, integrando esla 
segunda expressão, resulta 

OC 
arc tang — 

l ^ Í 
J o 0 

• .de , 

ou 

riilílfit ki.lt 

ou ainda 

^ a r c c o t g y 
'KL 

' I - - i J 

OC 
arc tang — 

9 
o sen hyp ir 9 

x 

C x 

Iyx= 2 
J o 

arc cotg — & Q 

sen hyp it 6 
.e~«*d 6. 

Convertendo as funcçôes logarithmicas em exponenciaes, a 
funcção r [x + 1 ) converte-se no producto 

CxJn + 9 y / - l \ d 9 

r ( « + l ) = / 2 x . í c ® + l x e — o 1 ^ - 9 / - 1 / e * « e - l 

OU X 
arc tang—-

r f# + l) = i / 2 i r . í c a : + 2 x e ~ Ix + - . ¢ - "6 ( /9 ) v J o sen hyp is 9 

etc. 

e passando aos logarithmos resultam outras tantas expressões 
exactas de Z r ( # + 1) para qualquer valor positivo de x, real ou 
imaginario, commensuravel ou incommensuravel, 
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A funcção 1) expr ime o integral euleriano de segunda 
especie 

C.", r 0 0 

r ( « + l) = / e~'.zxdz; 
Jo 

por consequência as fórmulas precedentes mostram outras tantas 
propriedades d 'es te celebre integral. 

I !Vii i 

i 
r, q'»u ti 

' 'JA-) -RII, 
o T - ' 

)iyHlriii-^(>i tòi«Tjo;jr <*tr O b n s l M / I i o J 

oioiífioiq "(j 3«-S1t)7ho'i *f + «V'i 

IJO 

{ o W ^ - S . . ' I H-1^ -¾ 
VT 3T L(F IT IVhi (I 5 . 

' I . J I i J . J 

íi ovih 
' I I L . , ' J O I J I I ! 

i VHipia m K ri :-1.11 
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NOTA SOBRE A TRANSFORMAÇÃO D UM I N T E G R A L DEFINIDO 

POK 

J. A. MARTINS DA SILVA 

No ultimo art igo que publicámos n 'es te Jorna l , na pag . 6o 
d 'es te volume, vem o seguinte caso de t ransformação obt ida 
pelos contornos 

cos Ji O do s e n 2 " 6 dg 
— — r^ a n • I — . 

0 V l - 2 a cos 0 + a 2 ^ 0 V l - a 2 sen 2 0 

Agora vamos chegar ao mesmo resultado deduzindo-o e lemen-
t a rmen te , o que é fácil, insistindo de novo, visto a importancia 
que t em na reducção de varias expressões. 

Seja 

1 ( l - a e « / - 1 ) - ^ x ( l - a e - « V - l ) - | -
V l - 2 « cos 0 + a 2 

mas 

(1 _ a e ±t = 1 + -L a e±o / - 1 + LA a« e ± 2 8 / - I + 
v ' 2 2 . 4 

1 . 3 . 5 

2 . 4 . 6 

IS 

2 . 4 . 6 . . . 2 n 
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e como fazemos 

1 1 3 1 3 5 
u . = l+ —-<xcos0 + ^ r - T c o s 2 ô + ' ' a3 cos 3 0 - f . . . + r 2 2 . 4 2 . 4 . 6 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 / í - l ) 
• a I a a - « " C O S í l Ô + . . . 2 . 4 . 6 . . . 2 » 

1 , 1 . 3 1 . 3 . 5 „ 
v = — a sen Ô + ,, , a* sen 2 0 + a d sen 3 0 + . . . + 

2 . 4 2 . 4 . 6 

, 1 . 3 . 5 . . . ( 2 « — l) 
+ ———-———-—— an sen n 0 +. . 

2 . 4 . 6 . . . 2 n 

vem 

( 1 - a e et/—1)-4- = J i + vv/—i 

logo 

(1 _ « e - 8 i / - i ) - t = p - v i / - l 

1 

v / r — 2 a cos 0 + a 2 
y + v 2 = 

„ , O6 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n - l ) , 
= ( 1 + " " 0 0 8 " 6 ) + 

, , - 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n - l ) 
+ < * 2 . 4 . 6 . . . 2 » = 

• 1 
= — Po + P i c o s 0 + P 2 c o s 2 0 + . . . + P t l cos n 0 + . . 

Jt 
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sendo 

2 1 . 3 . 5 . . . 2 ) 1 - 1 
F11 = —. — -OLnX 

" 2 " 2 . 4 . 6 . . . 2 « 

M + 1 2 » + 1 « , 1 3 ( 2 » + 1 ) ( 2 n + 3) 
X [ 2 " 2 ( n + l ) a 2 . 4 " 4 ( n + l ) ( n + 2 ) J ' 

Precisamos conhecer apenas Po e Pj para ficarem determinados 
os outros coeficientes, porque de (a) tiramos, derivando em ordem 
a 0, 

a sen 0 In Pn cos n 0 = (1 — 2 a cos 6 + or) 2n » P« sen n 0 
0 0 

logo 

p _ 2 ( H - l ) ( » a + l ) P n - l - ( 2 » - 3 ) a P M - 2 

" ~ (2 w — 1) a 

* 
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Como sabemos, é este um caso part icular da funcção pe r tu r -
badora 

* 

(1 - 2 ^ cos 6 + « * ) - * = 2(<j é(i)t cos i 0 
o 

+ 8. 

L 1 , 2 . 3 . . . ( t — 1 ) i 

S ( * + l ) ( s + 2 ) . . . ( * + *) I 
a - + . . . 

1 . 2 . 3 . . . ( / + 1) 

suppondo s = 

Por outro lado obtemos 

2 /"« cos / iGíie K--I 
T.J 0 V l - 2 a C O S 0 + x 2 

1 . = 1 + 4 «s sen2 6 + 4 4 - a * s e n 1 0 + . . . + 
V l — a 2 s e n 2 0 2 2 4 

, 1 . 3 . 5 . . . 2 « - l , 
+ ———-—JJ—— - V n sen 2" 0 

2 . 4 . 6 . . . 2 n 

1 f * sen 2»0.dÔ 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n - l ) 1 I TJ 0 0 V l - 2 a
2 sen 2 0 2 4 . 6 . . . 2 , , 

x r í + ± + l ) ( 2 n + 8 ) 
L 2 " 2 n + 2 2 . 4 ' ( 2 n + 2 ) ( 2 n + 4) J 

visto ser 

sen 2" Q d 6 j= ' v 

o 2 . 4 . 6 . , . 2 n J1 
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e como também 

1 1 _ 1 

2 " ' 1 . 2 . 3 . . . ( n - í ] 7 ' ~ ~ 2 . 4 . 6 . . . 2 « 

resulta afinal 

r * cos /(QdG C k sen 2 »5dG 
I = *" - . 

Jn V 1 — 2 a cos G + a2 J » V 7 I - G t
2 S e n 2 O 

Applicaçào. — Seja x = cos 6, temos 

P n — X11 — I -
ic J - I r 

2 /""-M cos [n arc (cos = x)< d x 

1 V (1 + a2) — 2 a X — (1 + a2). X 2 + 2 a X 3 

2 a" r + 1 (1 -Xv-Jn-I d x z a" r~r • [ i —x-j"~»«x 

U J — 1 V l — B2 f t — X2') 

representando Xli as funcçôes de Legendre. 
Este ultimo integral dâ-nos um meio muito simples e rápido 

4 a" 
para exprimir Xn no producto de por uma expressão da forma 

los 
: + l 

a — V l — a 2 . Iog 
« + 1 

v/l - a 2 1 
X -

2 . a3 

n— - n 
' 2 \ V7I-K1 

- x — 

a + 1 

1 . 2 4 . « 5 
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Com effeito, pela fórmula 

ry*»-1 dy_ym~*. Va4+y4 m —2 fym-3.dy 

J Vo4TT4~ (m -1) m-í'aJ 

obtemos 

r dy , y + Vwa+a* 

^ Va s + j/2 

Ii d y 

V ^ + ? 52 " a 

y^dy yVat+y* 1 y + V ^ + a 4 / v « V '/ Vai-TW 1 
H==== a - E - o l o B Vni-I-. ,s 2 2 

tI i d y y9 V a 4 + y 4 3 

V a 4 - F y 4 4 2 . 4 * 

x 

f g " - ' « : iI a M - r - , M 1 I i H j H 

+ _ 3 . 3 

2 . 4 . 6 
a | j / V a 4 + j/4 - a Iog y + 
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Fazendo agora 

a 2 = 1 — a 2 

y = ax 

dy = adx temos 

C1 dx , a + i 
I — — — — — — — = Iog — = = = 

J O / ! _ « « ( ! _a;S) V 7 I - a 2 

r - ' r . - v i ^ x i o g 4 ± ^ i 
J o í / i (1 2 - a L t i — a2-! 

1 a;4díc 1 

» v / l _ a 2 ( l - « 2 ) 4 - a 3 

x6 d x 
= - — = X 

x [ " 4 + - ^ l o g ^ ) ] 
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e como 

JORNAL DE SCIENC1AS 

r 1 { i - x * y - i d x d x 

J o V7T^-*8 (1 — ÍC8) Jo ^ l - J ( I - X i ) 

I - . s •(' 

(n-±) 
2 / r 1 x*dx 

1 J o 

+ 
K X 

o t / i ( 1 - ^ 2 ) 

3 \ n — — 
8 Z r 1 a 4 da: 

1 . 2 J 0 / I - « 1 ( 1 - a i » ) 

fica portanto demonstrado o que pretendíamos. 

í / I - J C ' ** I 1K 
; S •*<! '• R I I IT I "'JB 

I 
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SOBRE A MULTIPLICAÇÃO DOS D E T E R M I N A N T E S 

P O R 

F. GOMES TEIXEIRA 

No Tratado dos determinantes do sr. Doslor, para demonstrar 
o theorema da multiplicação, dá-se primeiro um Iemma, que lá 
se demonstra por inducção que não é Facil de completar. 

Demonstra-se este lemma muito simplesmente do modo que 
vamos expôr. 

Quer-se demonstrar a igualdade 

«1 6 , C1 . . O O O 

02 H CI . . O O O 

A3 H C3 . O O O 

an bn cn 

« n + l K+l C1,.(_i 

®n -(- i ^n + i c n - \ - i 

O O O 

«n+1 ? n + l yn + l 

«n-j-i P»+* Yn + ' 

«2n h n Cin a. in |?2n 12» 

« T C1 . . . « » + 1 Y » + I • • • 

« 2 H CI . . . 
X 

£ » + 2 Y N + 2 - • • 

O» BN CFI • • • « 2 H Y2N • . • 
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Com effeito, no desenvolvimento do primeiro determinante, 
o factor que multiplica um termo da columna de ordem menor 
que n e da linha de ordem maior que n é nullo, porque o de -
terminante menor que o multiplica, sendo desenvolvido, deve 
conter em cada termo um elemento de cada liidia e um elemento 
de cada columna; logo das n primeiras linhas, cujos elementos 
são zeros da columna de ordem n—1 em diante não podem entrar 
em cada termo mais de n — i elementos significativos, isto é, 
deve entrar em cada termo pelo menos um elemento nullo. 

Pôde pois substituir-se o primeiro determinante pelo seguinte: 

ai C 1 . . 0 0 0 . . . 

a 2 h C 4 . . 0 0 0 . . . 

a H bn Cn . . 0 0 0 . . . 

0 0 0 . • « I I t - 1 3 ) 1 + 1 r » + i - • • 

0 0 0 . • a , 1 + 2 e « + 2 > + 2 • • • 

0 0 0 . • « 2 M N » Y 2 n • . . 

Para desenvolver este determinante temos de no termo principal 

aj &2 Cz . . . />•« « n - f 1 [ 3 , 1 + 2 - / n + 3 • • • * 2 n 

permutar os Índices e sommar os termos resultantes, tendo em 
vista a regra conhecida dos signaes. Mas como as letras romanas 
não podem ter Índices superiores a n, nem as gregas podem ter 
Índices inferiores a n, basta permutar separadamente os Índices 
1, 2, 3 . . . n e n + 1, n + 2 . . . 2 n , e collocar diante de cada 
uma das permutações do primeiro grupo cada uma das do segundo. 
Isto equivale evidentemente a multiplicar o determinante, cujo 
termo principal é a\ 6¾ C3 . . . k„, pelo determinante, cujo termo 
principal é a „ - [ 3 , , + 2 • . . yín» d'onde se conclue o theorema 
enunciado. 
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SOLUÇÃO DA QUESTÃO PROPOSTA N.° 14 (*) 

P O B 

A. SCHIAPPA MONTEIRO 

Sendo por hypolhese x < 2 p - I , te remos 

a + ( a + l ) + . . . + ( a + a - í c ) + . . . + ( a + - l ) + ( a + a ) + ( a + a + l ) + 

+ . . . + ( a + a + y ) + . . . + ( a + 2 p - J ) = a + ( a + l ) + . . . + }(1) 

+(a+p-i)+{a+p)+. . . + ( a + 2 p — l ) = ( 2 « + 2 p — 1 ) / > 

d'onde 

2 a + ( 2 a + 2 ) + . . . + ( 2 a + 2 a - 2 z ) + . . . + 

+ ( 2 a + 2 « - 2 ) + ( 2 a + 2 í ) + ( i 2 a + 2 , f - 2 ) + . . .+ } (2) 

+ ( 2 a + 2 * + 2 y ) + . . . + i 2 a + % - 2 ) - ( 2 a + 2 p - l ) 2 p = 0 
ou 

- ( 2 p - i ) - ( 2 / ) - 3 ) - . . • —[2(p—a)—(2a?+1)]—. 

- [ 2 ( p - « ) + ( 2 y + l ) ] - . . . + 

+(2 / j—3)+(2p—1 )=—(2jp—1)—(2p—3)—. . . -

- 7 - 5 - 3 - 1 + 1 + 3 + 5 + 7 + . . . + ( 2 p — 3 ) + ( 2 p — 1 ) = 0 / 

(3). 

(*) Esta solução foi recebida quando estava no prelo a solução dada a 
pag. 105, e porisso só agora é publicada. 
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Assim se, por exemplo, 

- [ 2 { p - « ) - ( 2 a + l ) ] e - [ 2 ( p - « ) + (2 y +1)] 

são termos equidis tantes dos ext remos, será 

- 2 ( p - « ) + ( 2 a s + l ) - 2 ( p - « ) - ( 2 y + 1) = 0 
ou 

( 2 y + l ) = — 4 ( / ) —a) + ( 2 a ; + l ) 

e por tanto teremos 

—(2p—1)—(2p—3)—.. .— 

- [ 2 ( ^ ) + 1 ^ 2 ( ^ - . ) - 1 ^ 2 ( / , - ^ - 3 ] - . . . -

—7—5—3—1 + 1 + 3 + 5 + 7 + . . .+ > (4). 

+ L
r 2 ( p ^ a ) — 3 ] + [ 2 ( p — a ) — l ] + [ 2 ( p — * ) + l ] + . . . + 

+ ( 2 ^ - 3 ) + ( 2 ^ - 1 ) = 0 / 

Represen tando agora por Q e R o quociente e o resto da 
divisão do producto dado 

o ( a + l ) ( a + 2 ) . ' . . ( o + « ) . . . ( a + 2 / » - l ) (5) 

composto de 2p números inteiros consecutivos, pela somma 
(2 a + 2p—i)p dos mesmos números 

a + ( a + l ) + (a + 2 ) + . . . + (« + « ) + . . . + ( a + 2 / , - 1 ) (6) 

t e remos 

a ( a + 1 ) ( a + 2 ) . . . ( « + « - ! ) 2 ¾ ' . ( a + a + 1 ) . . . ( a + 2 p - l ) ) 

2 a + 2/ í 1 
(7) 
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OU 

2 a ( 2 a + 2 ) . . . ( 2 a + 2 « - 2 ) ( 2 a + 2 « + 2 ) . . . ( 2 a + 4 p - 2 ) 
_ _ _ _ _ _ 

= Q + 2 O + 2 ^ I 
visto ser 

a + a = 2 2 ^ - 1 .p (9). 

Ora sabemos que o resto da divisão de um producto de factores 
bueiros por qualquer divisor inteiro não muda de valor, quando 
a um ou mais factores se juncta ou tira o divisor ou múltiplos d'este, 
logo se de cada um dos factores do dividendo 

2 a ( 2 a + 2 ) . . . ( 2 a + 2 « - 2 ) ( 2 a + 2 « + 2 ) . . . ( 2 o + 4 / > - 2 ) (10) 

subtrabirmos o divisor 2 a + 2 ^ j — 1 , e attendermos á expressão (4), 
obteremos o dividendo 

r t l 2 . 3 2 . 5 2 . 7 2 . . . [ 2 ( p - a ) - 3 . « [ 2 ( p - a ) - l ] [ 2 ( p - « ) + l ] » 

• • - ( 2 ^ 1 ) 2 

[onde ha um só factor da forma 2 (p — z) — Ij adoptando-se o 
signal superior ou inferior segundo for p impar ou p a r ; e se 
representarmos por Q' o quociente respectivo (não attendendo 
aos signaes), teremos 

l 2 . 3 2 . S 2 . 7 2 . . . [ 2 ( / ) - a ) - 3 J
2 [ 2 ( / } - a ) - l ] [ 2 ( / ) - q ) + l ] 2 . . . ( 2 p - l ) 2 | 

2 o + 2 p — 1 
(12). 

R ( 
= ^ + 2 o + 2 / ) - l ) 

Logo são eguaes os restos das divisões do producto (5) pela 
somma (6) dos seus factores e do producto (11) pelo numero 
2 a + 2 p - 1 . 

( 1 1 ) 
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BIBLIOGRAPHIA 

Sur Vrvalualion approchée des aires planes, par P. Mansion, p ro -
fcsseur à 1'Université de Gand. Bruxelles, 1 8 8 1 . 

Coin este titulo publicou o sr. Mansion nos Annaes da Socie-
dade Scienlifica de Kiiixellas (*) uma Memoria muito impor tante , 
em que se oceupa das principaes fórmulas empregadas pura 
avaliar aprox imadamente as áreas planas, isto é, da fórmula dos 
trapézios, das duas de Simpson, da de W e d d l e , da de Poncelet , 
da do sr. Parment ie r , da do sr. Dupain, da do sr. Catalan e de 
uma fórmula nova. 

Es tas diversas fórmulas suo demonstradas pelo illustre professor 
belga de uma maneira simples, clara e uniforme, com o calculo 
do limite superior do erro correspondente , o que é tanto mais 
importante , que as demonstrações conhecidas d 'es tas fórmulas, 
exceptuando as de Poncelet e do sr. Pa rment ie r , deixavam muito 
a dese jar . 

Termina a Memoria pela comparação das fórmulas precedentes , 
tendo em vista em primeiro logar o rigor e depois a simplicidade. 

D 'es ta comparação conc lue : 
I . 0 Se se I I U I I tem necessidade de uma grande aproximação, 

o melhor é recor re r á fórmula dos trapézios, ou, se o numero 
das ordenadas é impar, á do sr. Parment ie r . 

2 . 0 Se se quer uma exact idão maior , e o numero das ordenadas 
é par , deverá usar-se da fórmula do sr. Catalan. Se o numero 
das ordenadas é impar, usar -se-ha da fórmula do sr. Dupain, ou, 
se se requer grande exact idão, da primeira fórmula de Simpson. 

As outras fórmulas podem ser empregadas em casos part iculares. 

Yê-se que as fórmulas dos trapézios, a primeiru de Simpson, 
a do sr. Pa rment i e r , a do sr. Dupain e a do sr. Catalan são as 
mais importantes na pra t ica . 

(*•) Annales (lc la Sociélé Scientifiquc de Bruxelles. o"" année, 1881, pagg. 
231 a 291. 
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As demonstrações das t res primeiras e da de Poncelet são 
similhantes e muito simples. Resul tam de substi tuir a área pedida 
por medias de tres áreas , que são a do polygono formado pela 
reunião dos trapézios que se obtôm, t irando tangentes á curva 
pelas ex t remidades das ordenadas de ordem p a r ; o polygono 
formado pelos trapézios que se ob têm, unindo suceessivamente 
a primeira ext remidade de ordenadas , as de ordem par e a u l t ima; 
o polygono formado pelos trapézios que se obtèin, unindo succes-
sivamente todas as ex t remidades das ordenadas. Chamando estes 
polygonos M, m, m' e S a superfície pedida, as fórmulas s ã o : 

A consideração da área m', que levou a uma demonstração 
tão simples das duas ultimas fórmulas, ê devida ao sr. Mansion, 
e foi já introduzida no ensino e lementar pelos srs. Rouché e 
Comberousse na ult ima edição que vêm de publicar dos seus 
Eléments de Géométrie. 

A par te e lementar da Memoria a que nos estamos refer indo, 
foi t ambém publicada no j o r n a l — M a l h e s i s (*). 

1 
S = —( M + w) (Poncelet) 

Ji 

1 S = —- (2 M + m) (Parmentier) 

M + m') (fórmula dos trapézios) 

G. T. 

(*) Mathesis — Recueil muthfmatique, publié par P. Mansion e J. Neuberg. 
Gand.—Vol. I, pag. 17. 
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E R !R, ^ V T - A . S 

Na pagina 29, l inha 21, em logar de : diminue indefinidamente até zero, 
quando h vae diminuindo indefinidamente até zero, deve e sc reve r - se : acaba 
por diminuir indefinidamente passando por lodos os valores até zero, quando h 
diminue indefinidamente passando por lodos os valores até zero. 

Na pagina 30, l inha 11, em logar d o : n -\-n', deve e sc reve r - se : nX,n'. 
Na pagina 30, l inha 19, em logar de : da tangente comprehendida entre o 

ponto de contacto e o pé, deve escrever-se : M'T. 
Na pagina 30, l inha 23, em logar d e : MT==MM' cos TMM', deve escre-

ver-se : M1T=MM' sen TMM'. 
Na pagina 31, l inha 13, em logar d e : MT, deve escrever -se ; M T, 
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