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projeclion Ies somwels variables des cones corresponda»!*, nous 
n 'obt iendrons, pour projection des diversos seetions, qu 'une seide 
eoiirbe invariable de forme et de posi t ion; et , si, en même temps 
et avec Ies mêmes centres , nous faisons Ia projection centrale 
des seetions correspondantes de 2, nous aurons des cercles variables 
en grandeur et en position, mais faciles à í racer . 

Ainsi des points communs des projections centrales ou coni-
ques, de deux seetions correspondantes, ou déterminées par un 
même plan auxiliaire, nous déduirons facilement Ies points homo-
logues de celle-ci, dans Ie systòme de projection donné. 

2.° Nous pouvons encore construire des cônes, qui aient , deux 
à deux, Ie même sommet, et qui aient pour direclrices deux 
seetions horizontales correspondantes de 2 et 2 ; et ensuite par un 
mouvement de Iranslalion t ranspor te r t-ous Ies cônes, qui ont pour 
directr ices Ies seetions de 2 ' , jusqu 'à ce qu'ils aient la même 
trace horizontale. 

<>. Remarque. — Dans ce t t e seconde méthode il y a un avan-
t a g e : c 'est que nous ne faisons point Ia plupart des constructions 
sur Ies projections des surfaces données, évitant ainsi de cliarger 
la figure d 'une mult i tude de lignes auxiliaires, dont Tensemhle 
la rend ordinairement très-conluse. 

Soit dans l 'une soit dans 1'autre méthode, nous voyons que 
Ies centres de projections sont variables. 

Si Ies cônes, qui ont pour directrices Ies seetions de 2 ' , sont 
parallèles, après Ie mouvement de translat ion, quand ils auront 
la même t race , ils auront aussi Ie même sommet , et par suite 
ils se confondront: d'oii il résultera une plus grande simplification 
dans Ia construction, car non seulement nous sommes réduits à 
avoir une courbe invariable de forme et de position homothét ique 
aux seetions de 2» mais encore nous n'avons qu'un seiã centre 
de projection. 

Il y a des cas t rès-part icul iers ou nous pourrons emplover la 
projection cylindrique, c ' es t -à-d i re prendre Ie centre de projection 
à l infini (*). D ailleurs, on pourra souvent employer à ia fois, 
et avantageusement , deux sijslèmes de projection oblique. 

(•) Par exemple, dans Ie cas oú Ies surfaces 2 et S' auront des seetions 
elliptiques liwnothétiques (lorsque Ieur direction sera faeile de déterminer); 
quand Ies seetions de Tune des surfaces seront des ellipses et Ies correspon-
dantes do Tautro seront des lignes droites; etc, 

* 
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1J. Observation.—L'application de ces méthodes à quelques 
problèmes (en en t ran t dans Ies détails convenables) se trouvent 
dans no t re Mémoire de geométrie descriptive, oii l'on pourra voir 
la fécondité de ces mélhodes, et en mème temps Ia manière de 
faire disparai t re quelque difficulté, à peine apparen te , que l'on 
rencontre presque toujours dans 1'exécution des épures respectives. 

I I I 

Observations générales 

8. La déterminat ion des points de la courbe d ' intersection, 
ou la tangente est horizontale (*), est tròs-souvent convenable 
pour connaitre non-seulement la disposition générale de cet te 
courbe, mais sur tout Ies plans auxiliaires limites; évitant ainsi 
d 'employer ceux des plans qui ne donnent aucun point. 

Voici, donc, Ies moyens d obtenir ces po in ts : 
I . 0 Lorsque Ies deux sections horizontales se touclient, Iespoints 

de contact seront , dans 1'intersection demandée, évidemment ceux 
ou la t angen te est horizontale. Mais eomme Ie contact doit aussi 
exister dans la projection conique ou polaire de ces sections, il 
s ensuit que la question se réduit à Ia détermination des cercles 
ou des droites auxiliaires, qui touchent la conique invariable, 
aussi auxiliaire: et cela s 'obtieut , en général , après un court 
essai, qui peut se régulariser par une courbe auxiliaire ou d errear. 

2.° Si au Iieu des cercles, qui représentent Ies sections hor i -
zontales de 1'une des surfaces 2, nous imaginons des cercles con-
centriques avec ceux-ci et tangentes aux sections correspondantes 
de 1'autre surface 2', ces cercles engendreront une troisième 
surface <? (**), qui ne coupera évidemment la surface 2 que sui-
vant des cercles horizontais, qui donnent Ies points oii Ia t an -
gente est horizontale, ou Ies plans auxiliaires limites, et elle tou-
chera la surface 2' Ie Iong d'une courbe to, qui passera par ces points. 

(«) Les tangentes horizontales sont évidemment parallèles aux asymptotes 
du lieux géométrique des traces horizontales de toutes Ies tangentes à 1'inter-
section demandée. 

(••) Cette surface auxiliaire o ne peut dégénérer en plus de quatre sur-
faces distinctes: car c'est Ie plus grand nombre de CITOIes concentriques, 
que puisseat être taogents à une autre couique quelconque. 
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Donc, pour dé terminer Ies points oíi la tangente est horizontale, 
e t , par conséquent, Ies plans auxiliaires limites, il suffit de trouver 
Ies points dinlersection du contour apparent de la surface 2 sur 
Ie plan vert ical , avec ie contour apparent correspondant de Ia 
surface <7, lequel se construit a isément (*). 

En effet , après avoir fait la projection conique du centre de 
chacune des sections circulaires de nous décrirons, avec ces cen-
t res , des cerclcs qui touchent Ia conique auxiliaire invariable sui-
vant laquelle se proje t tent Ies sections horizontales de 2' ; et ensuite, 
passant au svstème de projection donné, nous obt iendrons la gran-
deur des cercles générateurs de la surface a, de façon que réunissant 
Ies ex t rémi tés des rayons parallèles au plan vertical par une ligne 
continue, cette ligne représentera Ie contour apparent demandé. 

Il est facile de reconnai t re quels sont Ies cercles de la surface n, 
parmi IesqueIs sont compris Ies points demandés, ou Ies plans 
limites, pour n'avoir à déterminer que Ia par t ie du contour res -
pectif , qui est seule nécessaire. 

Lorsque Ies sections de Ia surface 2 seront des lignes droites, 
si nous imaginons des lignes droites qui Ieur soient parallèles, et qui 
soient taugentes aux sections correspondantes de Ia surface 2' (**), 
nous obtiendrons une surface auxiliaire s qui coupera évidemment 
la surface 2, suivant des lignes droites qui donneront Ies points 
de tangente horizontale. Ces sections rectilignes nous Ies dé t e r -
mineront en construisant 1'intersection des traces verticales de 2 
et c' . Mais, si ces t races se coupent hors des limites du dessin, 
nous emploierons Ies t races de ces surfaces sur un plan parallèle 
au plan vertical de projeclion et convenablement choisi. 

3." Les divers points de contact de la conique auxiliaire in-
variable, avec Ies projections coniques des sections horizontales 
de la surface c, é tant de mème t ranspor tés sur Ies projections 
coniques des sections horizontales correspondantes de 2, donne-
ront une courbe (***) qui, combinée avec la conique mentionée, 
nous conduira aussi à la détermination des plans limites. 

(«) lei, Ies contours apparents de - et u, par rapport au plan vertical, se 
confondront évidemment avec Ies traces de ces surfaces sur Ieurplan prin-
cipal commum, parallèle au plan vertical de projection. 

(»*) Il est clair que pour la déterminatinn de ces tangentes nous recour-
rons, comme dans Ie premier procédé, á la conique auxiliaire invariable. 

(»»») Cette courbe peut ètre prise comino courbe d'erreur dans Ie premier 
procédé (Vovez Ia Correspondance sur 1'École Imperiale Polylechnique, t. II, 
p. 438), 
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Observation. — On voit facilement, selon Ies cas qui se p r é -
senteront , IequeI de ces procédés on devra pré fé re r , pour que la 
déterminat ion des plans limites soil la plus simple et la plus 
r igoureuse ; en cherchant , en tout cas, s'il est possible d 'employer 
une solution directe, préférable en général. 

Quand il ne sera pas possible de disposer convenablement 
Ies surfaces 1 et 2' par rappor t aux plans de projections nous 
emploierons, selon Ies cas, l 'un des moyens suivants: 

1.° Nous pourrons recourir à des changements de plans depro-
jection, et à des rotalions des figures, ce qui n 'est au fond que 
Ie même príncipe. 

2.° Nous pourrons encore déterminer Ia direction commune des 
plans sécants, qui donnent dans l'une des surfaces 2 des cercles. 
Alors, nous appliquerons Ia seconde méthode (*), c 'es t -à-di re 
que sur un plan parallèle à ces plans, nous tracerons une courbe 
homothétique aux sections correspondantes de Tautre surface 2 ' , 
et nous prendrons des cones parallèies pour surfaces proje tantes 
de ces dernières sections; ces cones é tant transportes par trans-
lation, jusqu à ce que, ayant pour t race ce t te courbe auxiliaire, 
Hs se confondent en un cône unique, et que par conséquent, nous 
n ayons qu'un seul centre de projection u\ 

Ensuite, sur ce plan (que nous supposons r aba t t u sur Ie plan 
horizontal ou vertical), nous aurons à dé terminer Ie centre et Ie 
rayon de chacune des projections coniques des sections circulaires 
correspondants de 2. 

Pour cela nous construirons, sur Ie plan considéré, Ies t races 
des droites issues de ce centre unique to, parallèlement aux pro-
je tan tes des ext rémités des rayons convenables de ces sections. 

I)es points d'intersection des projections centrales de chaque 
couple de sections correspondantes , .nous passerons facilement 
•IUX points Iiomologues dans la courbe d' intersection des surfaces 
proposées 2 et 2 ' . 

Dans Ie cas irès-parliculier oii la surface 2 pourra ê t re coupée, 
par des plans parallèies, suivant des droites, Ies constructions se 
simplif ient: car, après avoir déterminé la direction commune de 
ces plans sécants, nous n'avons qu'à choisir convenablement Ies 

(•) La première méthode peut ètre également applicable, mais Ies con-
structions seront, en général, plus difíjciles. 
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cônes proje tants des seetions de 2 ' , et puis à construire , sur Ie 
plan horizontal, une courbe homolhetique aux t races de ces cônes 
que (étant parallèles) nous t ransporterons parallèlement à e u x -
mêmes, jusqu 'à ce que, ayant pour t race cet te courbe auxiliaire, 
ils se confondent en un seul cône, et que, par suite, nous n ayons 
qu'un seul centre de projection. 

Alors nous n'avons qu'à employer des constructions analogues 
à celles qui conti tuent la seconde méthode . 

Si Ies seetions de 2', dé te rminées par Ies pians sécants 
correspondants aux seetions reclil ignes de 2, sont des ellipses, 
nous pourrons évidemment, en général , recourir à la projection 
cylindrique. 

3.° La Iransformation homologique des surfaces données 2 et 2' 
peu t également , dans certains cas, noUs conduire à des const ru-
ctions très-faciles. 

4 © . Nous devons r emarquer que Ies méthodes que nous avons 
présentées pour trouver Tintersection des surfaces du second ordre 
sont évidemment applicables à la détermination de l intersection 
de deux surfaces S et S' d'une ordre quelconque, pourvu que 
Tune S puisse ê t re coupée suivant des cercles ou des droites, par 
des plans parallèles; Ies seetions correspondantes de Tautre S' 
é tant des courbes homotheliques; e tc . (*). 

Il est clair que, dans ce dernier cas, nous déterminerons Ies 
points de la courbe d ' intersect ion des surfaces S et S' , ou Ia 
t angen te est horizontale, avec la même facilité que lorsque Ies 
surfaces données sont loutes deux du second ordre. 

Enfin il est facile de voir, selou Ie cas, laquelle de ces deux 
méthodes nous devons préférer , pour que Ies constructions soient 
en même temps Ies plus simples et Ies plus r igoureuses. 

(•) Il est bon de remarquer que par ces méthodes nous pouvons quelque-
fois, non-seulement trouver Tmtersection de quelques-unes de ces surfaces 
particulières, mais encore déniontrer géométriquement certaines propriétés 
de teiles surfaces ou de Ieur intersection. 

Comnie exemple, nous présenterons Ie conoide oblique circonscrit à une 
courbe plane quelconque C, lequel a la propriété d'admettre un inode de 
génération par des courbes planes du même ordre que cette courbe C. Une 
telle propriété se démontre très-faeilement en employant la projection coni-
que: paree qiTainsi nous somme réduits seulement à eomparer des triangles 
seinblabltís pour obtenir Ies relations convenables (Voyez la Traité de yéo-
métrie descriplive par Mr. Gourneriei art. 667, oú il considere Ie cas de la 
courbe C étre du second ordre). 
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1 1 . Nous devons observer que , dans Ies méthodes exposées, 
Ies plans sécants auxiliaires peuvent , dans certains cas, laisser 
d ' ê t re parallèles en t re eux , quand Ies projections obliques des 
respectives sections satisfassent aux conditions exigées dans ces 
méthodes , ce qui fait qu'elles soient quelquefois et avantageuse-
ment appliquées méme lorsque la na ture des surfaces, ou bien leúr 
position relative donne Iieu à I emploi des procédés ordinaires (#). 

1 3 . Nous ne dirons rien de plus, parce que avec ces éléments, 
qui ont é té 1'objet de nos é tudes , nous pensons, que 1'on peut 
surement résoudre tous Ies aut res problèmes qui en dérivent. 

(•) Ainsij par exemple, dans la théorie des oinbres, ou nous avons à con-
sidérer des cônes, des cylindres et des plans d'ombre, nos méthodes nous 
eonduisent à combiner Ies traces invariables de ces surfaces avec Ies proje-
ctions coniques ou cylindriques de génératrices des surfaees éclairées, ce 
qui est sans doute préférable, aux procédés ordinaires, toutes Ies fois que 
ces génératriees se projettent suivant des droites ou des cercles. 

/ 
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. .U {2.) SU i>9l ywp ,¾.- ^ - S T i l tir-Ul U \ t ) JU 

./ = ( « + « } . . V (1 + V 4-,») d "Sr (I - í » • ) . , . . ( $ + ») (í li) r> 

SOBRE ALGUNS THEOREMAS DE ARITHMETICA 

. . - I H - d i - J f c f J -
a - I V» 5 4 w L' 

PEDRO GOMES TEIXEIRA 
- 4- ! 

Alferes alumno de Artilherift 

mil i* t»bflo'fi 

>1 1 -

TIIEOREMA ( # ) . — S e fôr a um numero da fórma 2 2 P — 1 .p—a, 
sendo a um inteiro menor que — 1, terá logar a congruência 
seguinte: 

a (a 4 -1 ) (a 4- 2 ) . . . (a 4- 2 p — 1) = 3 2 x 5 2 x 7 2 x . . . x 
SOlKK >r,l ,1 •! OjtiO1I 

x [2 (p — a) — 3 2 x [2 (p — a) — 1] x T2 (p — o>.) 4 - 1 ]2 x . . . x 
/ 

x ( 2 p - l ) * p , 
onde o modulo é igual a 

a 4 - « 4 - 1 4 - a +2 4- . . . + a + ( 2 / > - l ) . 

Seja pois 
(1) a = ^ - 1 . ] ) —« 
e façamos 

2 p — 1 = n l i 

(2) a(a + l ) (o + 2 ) . . . ( a + n) = N 

(3) a + a + l + a + 2 + < r + 3 + . . . + 

4- a 4 - n (2 a 4 - 2 p — 1) = D. ' 

(*) Questão proposta n.° 18. 
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De (1) t i ra - se a + a = 2 n . p , que reduz ^2) a 

a ( a + l ) ( a + 2 ) . . . ( a + « - l ) 2 » p ( a + s + l ) . . . ( a + n) = N. 

Fazendo agora 

o ( o + l ) ( a + 2 ) . . . ( o + « - l ) 2 » ( o + a + i ) . . . ( a + n ) = A 
2 a + 2/> — 1 = B 

te remos N R A 

D" = Q + ¥ = B ~ = Q + B~ 

d 'onde se t i ra 

R_ r _R 

- V f - H H i ^ i - P D B Í> B ' 
OU At 1 \>V- , '. 

R =p r. 

R será pois conhecido logo que r 0 seja. 
Posto isto, façamos 

I « A 
— — - A ' 
B + l 

e vem 

A A' 
t , ! - + A = A ' + - ^ , 

B B ' 

«•ioq 
A ' = a ( a + 1 ) . . . ( o + w - l ) 2 » - » ( a + « + l ) . . . 

Do mesmo modo, fazendo successivamente 

A' A" I ! A'" i 
A", K ^ r = A'" , = A - = = A(*í, 

B + 3 ' B + 5 ' B + 7 
U l •; í 5- JC H • - « !- i. 

A (P -« ) , .. A ( P - I ) 
, = A t P - 1 ) , — — = A(P), 

B + 2 j » - 3 B + (2/>—1) 
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resultam as igualdades seguintes: MiMfHlIM íl iWi 

A1 • • 3 A" 

b " = a + ~ i r 

A " = a ( a + l ) ( a + 2 ) . . . ( a + « - l ) 2 » - 9 ( a + « + 1 ) . . . 

( a + p — 1) ( a + / j + 1) . . . ( a + n) 
y' * UIMI.XB'-! 

A'-' K A'" 
_ _ A " ' + — — 
B _ B 

;a 11 

A"' = a ( a + 1 ) . . . (a + a — 1) 2"—3 (a + a + 1 ) . . . 

(a + p — l ) ( a + p + 3 ) . . . ( a + n) 

obinsiii «obom IIfTl-:1'!!! i)(l 

A(i) = a ( a + 1 ) . . . (a + a - l ) 2 » - * ( a + « + l ) . . . 

( a + p — l ) ( a + p + 4 ) . . . ( a + n) 

A t p - 1 L A t r - ' ) 
B B 

a 

A(P- i ) = a (a + 1 ) . . . 2 P ( a + « + l ) . . . ( a + p - 1 ) (a + n) 

k [ v ~ X ) M r i + f l i » - 1 I a m 

B B 

A W « = o ( o + 1 ) . . . ( a + « — 1 ) 2 P - 1 ( a + « + 1 ) , . , ( a + p — í ) . 
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Estas igualdades dão 

A = A' + A" + 3 A " ' + 3 . 5 A ( Í ) + 3 . 5 . 7 A ( s ) + . . . + 
B 

+ 3 . 5 . 7 . . • ( « , - » ) A W + ' - 8 - 7 - ^ - " * " . 
B 

A(P) 
Vamos agora tractar de determinar o valor de ———. 
Fazendo 

A(P) 

B ^ T = A i ' 
vem 

A (P) A A1 

Ai = o ( o + i ) . . . (o + « - l ) 2 P - » ( a + « + l ) . . .(a+p-2). 

a ' ' ' n 
Do mesmo modo, fazendo 

. . ' ! i * (•• ' * v ' i i v . ' I \\ v 1 A 
A 1 A A 2 A A 3 * Aa, „ ^ = A3, - = A i , . . . , 

B — 3 B — 5 B — 7 

Ap-CL — 3 

B - [ 2 ( p - « ) - 6 ] 

!i - v / í: . <• 

= Ap-ot-2, 

A p - * - 2 
A p — v. — 1, . . . 

B - [ 2 ( p - « ) - 3 ] 

i> " L v . . 1 +VS Kt. 
vem as igualdades seguintes: 

A 1 . 3 A 2 = As> 
B - B 

A j - » a ( « * + ! ) . . . ( « + « - l ) 2 P - 3 ( a + « + l ) . . . ( a + ^ - 3 ) 
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A 2 5 A 3 
~í t = a 3 B ú B 

A 3 = a ( a + I ) . . . ( a + « - l ) 2 P - « ( a + a + l ) . . . ( a + p - 4 ) 

A 3 , 7 A 4 

~B 4 

A 4 = a ( a + Í ) . . . ( a + a - i ) 2 P - S ( a + « + l ) . . . ( a + p - 5 ) 

B 

Ap — a — 1 = a (a + 1 ) . . . ( a + a — 1 ) 2 " 

A p - a - 3 

B 

A p — a 

A p — a — 2 

B 

Ap—a 

A p - a - i 

B 

Ap — a. 

A p — a + 1 

B 

Ap — a 

Ap — a + 2 

B 

o 1 ( 
Ap — a —I — 

Ap — a + 1 = a ( a + 1 ) . . . ( a + a — 2 ) 2 * — 1 

A » [2 (p— a ) + 3] A p — a + 2 
A p - a + 2 

t | 3 [ 2 ( p - « ) + o ] A p - a + 3 

B i B 

A p - a + 3 = a ( a + l ) . . . ( a + a — 4)2 a — ; i 

If -! (»(' «O vlí -MKi . .''Hi 1 OIÍIIvimi» 

. \ 
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Vem pois 

A + 8 . 5 . 7 . . . ( S j - I ) A M 

fazendo ® ® 
? • ' • ' i • • 1 : ' ' ; 

Q = A ' + A " + 3 A ' " + 3 . 5 At4) + . . . + 3 . 5 . 7 . . . ( 2 p —3) Af?), 

e 

A M • . ' [ a ( p — ) - 3 ] [ 8 ( | > - « ) + t ] . . , ( 2 j > - 1 ) 
B B ' 

fazendo 

Q = A i - A 2 + 3 A 3 — 3 . 5 A 4 + 3 . 5 . 7 A g — . . . ± 3 . 5 . . .(2jí—3). 

Conclue-se pois que é 

_ 3« . 5 S .7®. . . [2(p—a)—3]*[2(p—«)—1] [ 2 ( p — a ) + l } * . . . ( 2 p - l ) « 
^ _ 

e portanto 
fi . • a 

N = 3 4 . 5 ? . 7 « . . . [ 2 ( p - a ) - 3 ] « [ 2 ( p - a ) T í ] [ 2 ( p - r a ) + l j í . . . 

sendo o modulo D. 
Por exemplo, sendo 

a = 9 5 , 

o que dá 
p = 3 , <x = l , 

vem 
9 5 . 9 6 . 9 7 . 9 8 . 9 9 . 1 0 0 = 1 . 3 . 5 « . 3 , 

sendo o modulo igual a 5 8 5 = 95 + 96 + 97 + 98 + 99 + 100 , 
como é fácil de verificar. 
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' I P 

Pelos mesmos princípios se resolve a questão seguinte: 

Procuremos o resto da divisão do producto de números successivos 

A = a(a+ i ) . . .(a + n), 

sendo agora a e n números quaesquer, pelo divisor a — i = B. 

Fazendo 

B + i 
i A' , 

virá 

A A - - U - A ' 
I f T 

A' = (o + l ) ( o + 2 ) . . . (a + n). 

Faiendo depois successivamente 

A . A' a/// A^ .. . .. 

Í T + 7 + T ' B + i + 2 = ' B + 7 + n 
virá 

A' A" 

:i ' a 

A" = (o + 2 ) ( o + 3 ) . . . ( o + n) 
• ; i !-!.' - ' 

A" A'" 
-g- = A ' " + ( i + 2) — 

A'" = ( o + 3) (o + 4 ) . . . ( o + n) 
A .. < ' • 

i> ri / 

* 

..ÍHl.M.Í 
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A W A f n + 1 ) 

I ,-.-, Vi • j , VM .... A :»Vnj\-.tVttV«\» GVIÍVHII Í-V- O ItUtWfMW^I 
A n + 1 = l . 

Virá pois 

sendo B B 

A Q+,•(,•+!)(,- + a).. .(f + n) 

olífl^xfi'! 

Q =A'+ i A"+ i(i+1) A'"+ . . .+.f (i+l). . .(,' + n-1) Atfl+1). 
* \ 11 

Temos pois a congruência >.i •'/ 

A . A 
A s i ( i + l ) ( t + 2 ) . . . ( i + n) 

• 

sendo o modulo a — i. 
Supponhamos agora que queremos dividir A por um numero 

B = a + «, sendo i>n. 
Fazendo 

' 7 - ' íi - A - = A ' i 
B-i 

virá f j 
A- A ' 

— - A ' — i — 
B _ i B 

-1. + Ii . . . ( £ + »';($ + » A 
A'~(o+l ) (o + 2). ..(a + n). 

'' r v ' ' 
Fazendo depois successivamente 

* 

\ -'••• Ji . . . i + P ; t A 
A' A " 

= A", T, , ^ = A"', etc. 

IiTI I 

B - Í + 1 B - t + 2 
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virá 

T = A " - " ' - ' l i 

A" = (o + 2 ) ( o + 3 ) . . . ( o + n) 

A" A'" 

A"' = (a + 3) . . . (a + n) 

AW A l n + 1 ) 
= A C + » ) + ( » - « ) - y -

A(»+i) = l . 
Logo será 

A=i(i— l)(t —2).. .(i — n) 

sendo o modulo a + i, e 

Q = A' —t A" + i ( i— 1) A'" — . . .±i(i—i).. .(i — n+ 1). 

III 

Pelo mesmo meio se podem achar muitos theoremas. Por 
exemplo: 

l . ° Fazendo 

A A' A" 
- = A' , ., , , = A " , „ . , = A ! " , etc. 

B + i B + i + k li+i+k1 

obtêm-se a congruência que contém a precedente como caso 
particular 

a (a + k) (a+ Ic'). . .(a + n) = i (t + k) (i + k1) ...(i+n) 

sendo o modulo a—i. 
8 
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2.0 Fazendo 

A . , A' . . . A" 

B i B — i + k B—i+k1 

vem a congruência 

a(a + k)(a + k')...{a + n) = i(i-k)(i-k')...(»-») 

sendo o modulo a + i. 
3.° Supponhamos que na pag. 106 é 

B = 2 a + 2 p — ( 2 i + 1 ) . 
Fazendo 

A 

B + 2 Í + 1 

vem 
A ' = a ( a + l ) . . . ( a + « - l ) 2 » - » ( a + « + i ) . . . 

(a+p— l)(a+p+ 1 ) . . . (a + n). 

Do mesmo modo, fazendo 

A' • A" A" _ A"' ' * t» i r* • i M — ** 9 • • • B + 2Í + 3 B + 2 Í + 5 

A(? -2 ) . . A l P - D 
A(p ~ 1 ) , . = A(P) 

B + 2 Í + 2 P - 3 B + 2 t + 2 p —1 

e depois 

A(P) . A1 

B — ( 2 1 ' + 1) ~ B - ( 2 i + 3) = A 2 ' e t C ' 

vem primeiro 

A = ( 2 i + l ) ( 2 í + 3 ) ( 2 í + 5 ) . . . ( 2 i + 2 p - l ) A ( P ) 
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e depois a congruência 

A = (21 + l ) 4 x (21 + 3)2 x . . . x [2 i + 2 (p — a) — 3 ] 4 

x [ 2 i + 2 ( p - a ) - l ] x [ 2 i + 2 ( p - a ) + l ] 4 x . . . x ( 2 p - l ) 4 

sendo o modulo B = 2 a + 2p — (2 i +1). 
Podíamos ainda em I considerar o caso de ser o divisor 

B = 2 a - f 2 p + 2 £ + l ; o caso de o dividendo ser o producto 

a (a + k) (a + k1)... (a + n) 

e muitos outros casos. 
O que se faz sempre é nas fracções 

B + / 

dispor convenientemente do l para fazer desapparecer factores 
do dividendo. 
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QUESTÕES PROPOSTAS N.08 19 E 20 

Seja N um numero inteiro que não contém os factores 2 e 5. 
Demons t ra r o theorema segu in te : 

Se os restos de divisão parcial que resultam da transformação 

das fracções irreductiveis — em fracções decimaes, não formam 

senão dois grupos (*), o producto de dois restos de divisão parcial 
ou o resto da divisão que se obtém quando este producto e dividido 
por N, estará no mesmo grupo que um dos restos, quando ambos 
são tomados no mesmo grupo, mas não estará no mesmo grupo 
que um dos restos, quando elles são tomados cada um em seu grupo. 

BIRGER HANSTED . 

Resolver com os recursos da Geometr ia e lementar a questão 
s egu in t e : 

Sendo dadas três rectas quaesquer sobre um plano, tirar por 
um ponto d'este transversaes, de modo que os segmentos de cada 
uma d'estas, comprehendidos entre este ponto e uma das rectas dadas, 
sejam iguaes aos seus segmentos comprehendidos entre as outras 
duas rectas igualmente dadas; discutir os diversos casos que se 
podem dar e deduzir algumas propriedades notáveis das figuras 
que nos conduzem á solução pedida. 

A . SCHIAPPA MONTEIRO. 

M ( * ) A fracção irreductivel ^ transforma-se em fracção decimal periódica 
simples com k decimaes em cada periodo. Se fôr M S N — i e N —l = 
os restos das divisões parciaes provenientes d'esta transformação agru-
pam-se em a grupos, dos quaes cada um contém k, que resultam da trans-

M 
formação da mesma fracção = em fracção decimal. 
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Hl' 

>«wiiftiivifli»' i i.s:;ivfffi•»-*>• •(; • )'•') h OfTiwifli HimoS'»? "H 
. Kti i' "i es.- »!-. . . . . ,«•!> ,[T» ••••' j h e l >.o -i ln<>itnmb 

; :; ' .: ;ii-íq<|ii> 

SOLUÇÃO DA QUESTÃO PROPOSTA N.° 16 
:.. vit- .i ,.1,-,.:1 iíi I. .i-uiiirjm íchiiiiiiniî  siij> '> ,ficbBiiib̂ nu". 

POB 

A. SCHIAPPA MONTEIRO 

Sendo dadas n quantidades positivas a j , a j , a3, . . . , a n , 
demonstrar que é 

o j + os + . . . + o» / 2«i «a V 2 a\ Qs «3 
" > 1 / n ( n — 1 ) V / n f o - l H n - ^ ' ' ' 

V 1.2 1 .2.3 

Sendo 

>Va\ 0¾ . . . o n . 

Demonstração 
/ 

/ a , + a 2 + . . . + a „ \ n 

( — I > aj aa 03... an ( I ) 
\ n / 

teremos t ambém 

^fflt + ag + .. . + Otl^ (oj + oj + .. . + a « ) > n . O 1 O s - . . a n (2) 

ou 

/OI + a a + . . .+ O n V - 1 /OJ + OS + . - . + O f l N " - 1 

Y «,+(• J O S + . . . 

, / O J + O S + . . . + O N X N - 1 

+ Í 1 an > aj AS . . . O„ + O1 O S . . . AN - + • . . . 

+ O1 as . . . o„ (3). 
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Se no segundo membro d'esta desegualdade (3) supprimirmos 
respectivamente os factores o , , o2 , . . . , a„, em cada um dos seus n 
productos, e supprimirmos junctamente no primeiro membro os 
factores eguaes áquelles, acharemos n desegualdades, que repre -
sentam o numero de modos porque podemos supprimir os factores 
considerados, e que sommadas membro a membro, se reduzem 
á desegualdade seguinte : 

/ 0 1 + 0¾ + . . . + O r A * - 1 

A n / > a 2 a 3 * • * a » + aI «3- • - o» + . . . 

+ O I O 2 . . . a n — 1 ( 4 ) 
ou 

/01 + 0¾ + . . . + o n y - i 
J > 2 a i a 2 . . . o „ _ i (5) 

na qual o segundo membro conterá os n productos distinctos ou 
combinações que se podem formar com as letras o , , a 2 , . . . , o„ 
tomadas (n— 1) a ( n — 1 ) . 

Da desegualdade (4) t ira-se 

/ a , + a 2 + . . . + o n \ « - 2 
( J V a ! + «2 + - • - + a » ) 

> Oi 03 . . . a„ + a 2 03 . . . a» + . . . + a i a 2 . . . a „ _ i (6) 
ou 

/ f l i + o 2 + . + ^ / 0 , + 0 2 + . . . + a „ y - 2 

V n 
) " ' % + - ^ a - J 02 + • • • 

> a, 03 . . . a„ + a2 03 . . . a„ + . . . + o, a2 . . . aB_, (7). 

Se agora no segundo membro, em cada um dos seus n productos 
distinctos formados dos factores o , , a», . . ., a„ tomados («—1) 
a (n—l), supprimirmos respectivamente estes factores, supprimindo 
ao mesmo tempo no primeiro membro os factores eguaes áquelles, 



MATtIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 119 

(8) 

acharemos as (n — 1) desegualdades seguintes : 

/ a , + a2 + . . . + a „ \ f l - 2 
n I \ >03(14.. .a»+.. .+ajo2.. .an_3a„_2 

/ O f + < 4 + . . . + a „ \ » - 2 

n I J >a%a . .«„+.. .+O1Ci3.. .an_2a„_i 

/ a j + a 3 + . . . + A n X n - 2 . , 
ní J >a2o 3.. .«„_!+.. .+aia2... a„_3a„ 

que correspondem ao numero de modos de supprimir os factores 
considerados. 

Junctando, pois, estas desegualdades membro a membro, vem 

, . . /^ + A 2 + . . . + a „ \ " - 2 

n[n — I j I J > a j a 2 . . . a n _ 2 

+ W1Ct3 . . . a „ _ i + (9). 

Vê-se, portanto, que no segundo membro devemos ter produ-
ctos ou combinações das n letras a l t . . ., an tomadas (n—2) 
a (n — 2 ) ; mas sendo o numero de termos obtidos egual a n(n—1), 
segue-se que estes productos serão eguaes dois a dois, pelo que 
teremos 

/ a i + a2 + . . . + a n \ n - 2 . . 
n {n—l) í — j > 2 . 2 a i a a - • . « « - 4 (10) 

n ( n — 1 ) / a j + a 2 + . . . + a „ \ B — 2 . 
\ ^ j > i a j a 2 . . . o n _ 2 ( 1 1 . 
1 . 2 \ n / 

OU 
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Da desegualdadc (10) deduz-se a seguinte: 

(n —1)(-- - J (aj + a2+ . . . +an) 

> 2 . 2 a i «2 • • • «n —2- (12) 
ou 

( n - l ) [ ( a i + ^ +
w - - + a " ) " ~ a 3 , + 

\ n 

> 2 2 a j a 2 . . . a „ _ 2 . 

) « , + . . . ] 
(13) 

em cujos n productos de cada um dos (n—1) grupos do segundo 
membro, formados dos factores aj, a9, . . ., an tomados (n—2) 
a (n —2) , supprimiremos respectivamente estes factores, bem 
como os factores eguaes a estes nos n productos de cada um dos 
(n —1) grupos do primeiro membro, e teremos as (n — 2) des-
egualdades 

a l + «2 + - • - + a A " - 3 \ 
) > a 2 « 3 - - - « n - 2 

+ a\ 03 . . . a „ _ 2 + . . . + a j . , . a „ _ 3 

n ( n — 1 ) ( j >aial...a„-\ 

+ O1 a4 .. . a n _ i + .. . + a 2 a 3 . . . a „ _ 2 ( U ) 

n ( n — 1 ) 
+ . . + U n ^ n - 3 

>a3a4 . . . a „ _ i 

+ a j 05 . . . a n + . . . • + a j a j . . . a „ _ i 

que sommadas membro a membro dão a desegualdadc 

n (n - 1 ) (n - 2) ^ J 

> as 03 . . . a » _ 2 + aj a3 . . . an—i + (15) 
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cujo segundo membro se comporá de productos ou combinações 
das n leiras a\, . . . , a„ tomadas (n — 3) a ( n—3) ; e como o 
numero de lermos obtidos é egual a n ( n —1) (n — 2 ) , estes pro-
ductos serão eguaes seis a seis, e logo 

n ( n - l ) ( n - 2 ) ( a < + a * ^ - ' ' + ^ " " ^ 2 . 3 2 a t a a . . . a „ _ 3 (16) 

ou 

n{n—i)(n—2) /aj + aj + . . . + a„\n-3 

1 . 2 . 3 H - » ) > 2 « l « 2 - - - « » - 3 (17) . 

Procedendo de modo analogo sobre esta desegualdade, e assim 
successivãmente, chegaremos á expressão geral 

n (« —1) (M — 2) (» — 3 ) . . • (n —p + 1) /« i + q> + .. + a » \ " ~ P 

1 . 2 . 3 . 4 . . .p \ n / 

> 2 f l i « 2 • • • a n - p (18) 

onde o segundo membro é composto da somma dos productos 
distinctos das n letras a\, .. ., a„ tomadas ( n — p ) a (n — p). 

Do mesmo modo teremos a expressão geral 

n ( n — 1 ) ( n — 2 ) ( w - 3 ) . . . ( n - ( « - p ) + l ) /«i + a2 + .. . + QnN"-

' 1 . 2 . 3 . 4 . . . {n—p) v n / 

> 2 «1 «2 • • • «n—(B-j)) 
OU 

n (n — 1) (n — 2) (n — 3 ) . . . (p + 1) / ^ + «2 + . . . + qn\P 

1 . 2 . 3 . 4 . . .[n—p) A n / 

> 2 ^ 0 2 • • • aP (19) 

onde o segundo membro é a somma das combinações d'estas 
mesmas letras tomadas p a p. 
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Fazendo p = n—2 na fórmula (18) ou p = 2 na fórmula (19), 
teremos emfim 

^ „ + «, + ...+ ̂ 2flifla (2Q) 
1 . A ^ Il ' 

e com effeito, sendo 

ai>a 3 ; a i>a 4 ; . . . ; ai >a„\ 

O2>03; a 2 >a 4 ; . . . ; a2>a„| 

a3 > a4; . . . ; 03 > a„l 

a„_i >a„; 
será também 

a , 2 + a 2
s > 2 . a i a j ; a i 2 + a 3 2 > 2 . a ^ ; a , 2 + a 4 2 > 2 . 0 , 0 4 ; . . . 

a 1
s + f l f l

a > 2 . O1Ob 

« 2 9 + « 3 S > 2 . «4(13; a 2
s + a 4 s > 2 . CiiOi;. . . ; 

fl2
2+an

2>2.a2a„ 

« 3 í + « í í > 2 . 0 3 0 4 ; . . . ; (22) 

a „ _ i 2 + f l n
2 > 2 . a „ _ 1 a „ 

ora n'estas desegualdades (22) entram evidentemente (n—1) vezes 
os quadrados a , 2 , a 2

2 , . . . , a„2 , e portanto, sommando-as membro 
a membro, teremos a desegualdade 

(n - 1) (a , 2 + a 2
2 + . . . + a„2) > 2 . 2 a i « 2 (23) 
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donde 
(n—1) [ a , 2 + a 2 * + . . . + a n « + 2 . 2 a 1 f l 2 ] > 2 . n . 2 a , « 2 (24) 

e logo 

n ( n - l ) / a , + o2 + .. . + a„ \ 4 

- T ^ r ( n ) > i a * a i ( 2 0 ) -

Ainda podemos chegar ao mesmo resultado do modo seguinte. 
Sendo 

a! 2 + a 2
2 > 2 . a i a 2 

ou 

/ a i + a 2 \ 2 * / a j + a 3 \ 2 

( 2 ) > «1 «2 ; ( — g — J >«1035 (22) 

teremos 

> a i a 2 + «) a 3 + . . . a „ _ i a n (25) 
ou DJ 

0 ^ + 0 ^ + 2 . 0 ! a 2 0 ^ + 034 + 2 .O 1 a 2 

4 + 4 + 

a „ _ i 4 + a„4 + 2 . a „ _ , a„ 
+ : > 2 0)02 (zb) 

4 

donde 
( n - l ) ( o ! 4 + a 2

4 + . . . + « „ 9 ) > 2 2 a i a 2 (23) 
logo, etc. 

Da desegualdade (20) deduziremos ainda 

(»—-1) f l ' + a 4 + - - - + a" ( f l l + a2 +. .. + o„) > 2 2 O1 O2 (27) 
n 

u 

( „ - l ) ^ .O1 + .O2 + . . .J 

> 2 2 O1 O2 (28) 
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e supprimindo no segundo membro respectivamente os factores 
a\, a<z, .. .,an nos productos distinctos de cada um dos seus (n— 1) 
grupos, e supprimindo junctamente os factores eguaes a estes 
no primeiro membro, ficaremos reduzidos á identidade 

/ .1 «i + a a + . . . + ffln , 
» ( » — ! ) — = ( n — 1 ) ( 2 9 ) 

ou 

a, + a 2 + . . . + a„ 
n . - = Sfli (30) 

á qual chegamos também, fazendo p — n—i em (18) ou /> = 1 
em (19) ; e teremos assim provado elementarmente que quando 
a somma de n quantidades a], ag, . . ., an é constante, a somma 
dos seus productos distinctos ou combinações, tomando-as duas a 
duas, três a tres e em geral p a p, será um maximuin, logo que 
estas quantidades sejam eguaes entre si (*). 

Por um processo inverso chegamos á desegualdade (19) e por-
tanto á desegualdade (1), partindo da identidade (30) ou da des-
egualdade (20). 

Com effeito, formando n'esta identidade os productos das n 
quantidades ou elementos a j , ag, . . . , a„ tomados dois a dois, 
vem a desegualdade (20 ) ; e se os n productos de cada um dos 
seus (n— 1) grupos do segundo membro d'esta desegualdade 
forem multiplicados por cada um dos (n—2) factores ou elementos 
restantes, de modo que estes se achem dispostos na ordem natural, 
e egualmente multiplicarmos os n productos de cada um dos seus 
(n—l) grupos do primeiro membro pelos n factores a\, . . . , a„, 

(*) A demonstração directa d'este theorema dada pelo emprego da theoria 
dos máximos e mínimos (recorrendo ao calculo infinitesimal) permittir-nos-ia 
passar immediatamente d'esta identidade para as expressões geraes (18) 
e (19). 
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teremos as (n — 2) desegualdades seguintes : 

/ j \ f a \ + a 2 + • • • + a « \ 2 a I + a 2 + • • • + a» 
« ( « - ! ) ( . ) -

> O1 aj 03 + a\ 03 a4 +.. . 

. , - / 0 1 + 0 2 + . . . + 0 ^ ^ + 0 2 + . . . + 0,, 
„ ( „ - ! ) ( _ _ _ - J 

n ' n 

> Oi 02 04 + Oi 03 03 + . . . 

/ 

n (n—1) 
^ + O 2 + . . . + OnN1 

2 O1 + 02 + • . . + On 
n (n—1) 

I n > n 

(31) 

> O I 0 2 O N + O I 0 3 0 , , + . . . 

que sommadas membro a membro dao a desegualdade 

n(n—1) (n—2) ( ° 1 a a ' > a j a < t _ 0 3 + 0 1 0 3 0 4 + . . . (32) 

sendo o segundo membro composto de productos ou combinações 
das n letras 01, a 2 , . . a„ tomadas tres a t res; e como o numero 
de termos obtidos é egual a n ( n —1) (n —2) , estes productos 
serão eguaes seis a seis, e portanto será 

n ( n _ l ) ( w _ 2 ) ( a i + a 2 + - < - + a " ) 3 > 2 . 3 2 o i 0203 (33) 

ou 

n ( n —1) ( n — 2 ) / O i + O 2 + . . . + a„\3 

1 . 2 . 3 

/ O 1 - T a 2 - K . .-t-a„v> 
(— - J > 2 O 1 O 2 O 3 . . . . (34). 
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Procedendo por modo similhante sobre esta desegualdade, e 
assim por diante , chegaremos á desegualdade geral 

n ( n — 1) (n — 2 ) . . .(n — p + 1) / a t + a 2 + . • . + an\P 

1 . 3 . 3 . . .p N n / 

> 2 «í a i • • • a p (35) 

tendo para segundo membro a somma dos productos distinctos 
ou combinações das n letras a\, a 2 , . . . , an tomadas p a p. 

Teremos, portanto, t ambém a expressão geral ( f azendop=n—p) 

n(n — l)(n — 2 ) . . . (j) +1 ^ a 1 + a 2 + . . . + a„\n—P 

1 . 2 . 3 . . .(n-p) V n ) 

>2 a> • • • an—p (36) 

cujo segundo membro é composto da somma das combinações 
d 'estas mesmas letras tomadas (n—p) a (n—p). 

Estas duas ultimas desegualdades serão pois respect ivamente 
idênticas ás desegualdades (19) e (18), ou teremos como se sabe 

» ( » - l ) ( n - 2 ) . . . ( n - p + l ) = n ( n - l ) ( n - 2 ) . . . ( p + l ) 

1 . 2 . 3 ...p < 1 . 2 . 3 . . . ( «—p) ^ ' ' 

F a z e n d o p = n em (35) o u p = 0 em (36), t e remos a expressão (1). 
Assim teremos a seguinte serie de expressões : 

etI + a 2 + . . . + a n , . — —.n = 2 <»i . . . (a) 
n v ' 

a j + a 2 + . . . + a „ t / « ( » — 1 ) , / - m 

— V ^ a x a - ® 

a, + a 2 +. . . + an n ( n - 1) (n -2 ) .1 , , 
V 1 . 2 . 3 (C) 
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a t + a 4 + . . . + a B i
p / n ( n — 1 ) . . . ( * — p " + l ) P/- , , 

- 5 ? V— 1 O r , - > V S a i a 2 . . . a p (p) 
H 1 I . 2 . . . p 

a j + a 2 + . . . + O n p + 1 / . . .+ a / " 7 / n ( n —1).. .{n—p) p+i/ 

V 1 . 2 . V + 1 ) > (í) 

— - vn> a a 1 a í . . . a B _ i (y) 

a i + a 2 + . . . + a„ 
> " a j O2 . . . a n (z) (*). 

D'estas expressões consideremos duas quaesquer (p) e (q), 
e façamos 

r n ( n - l ) . . . ( n - f + I ) ] ! 
L 1 . 2 . . . j -P 

-j, 

d o n d e 

I « ( " - ! ) • • - ( " - f ) I r y 1 

L 1 . 2 . . . ( p + 1 ) _T 

- K (37) 

n ( n - l ) . . . ( n - p + l ) j p + l ) P _ = R p ( p + l j ( 3 g ) 

( n - p ) P 1 . 2 . . . p v ; 

e portanto será 
K > 1 

ou 

l / n ( n - 1 ) . . .(n-p + 1 ) H- 1 Z n ( n - 1 ) . . . ( n - p ) 
V T X T ^ > v 1 . 2 . . . (p + i) 

(*) Como veremos n'outra occasião, a applicação exclusiva das desegual-
dades (21) que nos conduziu ás desegualdades (23) e (25), e portanto á 
desegualdade pedida (20), pôde também dar-nos directamente todas estas 
expressões. 
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Assim teremos a desegualdade 

da qual evidentemente o primeiro e segundo membros represen-
t a m r e s p e c t i v a m e n t e os limites superior e inferior ou os valores 
máximo e minimo da differença entre os segundos membros das 
desegualdades (p) e (q), em vista do que teremos forçosamente 

a i + a 2 + . . . + a„ 

n 

^ 2 « 1 a 2 . . . a v — p ^ S a i a 2 . . . a « + i 
^ . ~ > 1 (41) 

P/n ( n - 1 ) . . .(n-p + 1) P + V n ( n - 1 ) . . • ( n - p ) 
V 1 . 2 . . . p ~ V 1 . 2 . . . ( p + 1 ) 

d'onde 

P í i ( n - l ) . . . ( n - p + l ) 
V i a i a i . . .ap * 1 . 2 . . . p " 

> - (42) 
v^Vl aj a2 . . . ap+\ p + \ n (n—i)... (n—p) 

V 1 . 2 . . . ( p + 1) 

e por conseguinte 

<1-
2 a i a 2 . . . Op 

n(»—3).. .(n—p — 1) 

1 . 2 . . . p 

2 Qi Q2 • . .Op+i 
n (w— 1). . . (n —p) 

1 . 2 . . . ( p + 1 ) 

(43). 
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Logo 

a i + a 8 + . . . + a„ / 2 0 1 «2 f „\ 
— > { / n"(«—-T) ( a ) 

F — j 2 ' " • ' 

».v< ,A:UMi' - 1 i'it.vrt<\ ><>\> »•» nV» ftotuolítf 

n 

UtVrtVTJv 
'' V • «- • • .v:V »>®) -I b w m M j w u i l • ttlimwwl» 

wó i t t <«t w»\n»tt»v. 'tv \v>\ Vvm *o«m\ »<J <» 

/ 2 a i 

V "(»• 
f I . 

— , Al—,..<_• 
2 a , a , / S a i a a a 3 fgv 

A f y n ( n - l ) ( n ^ - 2 ) ^ 
.2 1 . 2 . 3 i-il ITf 

•'•il , ' I • • :•.:•••.,•• I r - .1» . l i t 'HM1UlW 11,/ 
1/i'i*^ Hno')ill I Ofi^BiSI IflO l 0Um}'>'1(Í'I<í cíHyfr.íjItJjXí» 
)J »iU<'ji Otjiiii.'' o» <onnu(i>* «Sn "Hfa - , i u r i d i ^ 

. > • » { «'. Ir - O f 

V 2 « ! - J h " 1 / S Qi a i . . . a p + i . » 
W n (« — 1). . . [n—p + 1) V/ n ( n — 1 ) . . .(n—p) W 

H-I 

V 1 . 2 . . . p r 1 . 2 . . . ( | > + 1) 

n - 1 , v 7 / 2 a , a 2 . . . a „ _ i n -
V > / 2 a i a 2 . . . a„ (Q 

q. e. d. 
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OSO.l 
Observação 

<-<' tr> i \ „ «»> + • • I !••'> + {!> 
t u . I 

Em vista do que acabamos de expôr, vê-se que a differença entre 
os termos da serie composta dos primeiros membros (successivamente 
decrescentes) das expressões [a), (b), (c), .. ., (p), (q), .. (y) e (z), 
e os termos correspondentes da serie formada dos segundos membros 
(egualmente decrescentes) d estas mesmas expressões irá crescendo 
successivamente a partir de zero. 

Esta proprièdade, que se pôde reconhecer à priori, podia 
servir-nos de base para. chtegarmos também i expressão geral (43). 

Não entramos no estudo das interessantes propriedades das 
expressões consideradas, sobretudo com relação á theoria geral 
das equações algébricas, para não sahirmos do campo restricto 
da questão proposta, 

to 
,11. . . ti» V 

— ri).. . ; i — h : n l i l + — «) . . . (i « j H ( 
I f. I ' ' f: l I + ¾ ) . . .fc. 1 I 

. — « i _ , n . . . J f B l H i ' r " 
Ol ,1». . < < / 
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NOTE SUR LA U G N E DE STRICTION DE L H Y P E R B O L O Í D E 
«'"• 'T •• A 9llJ'.i,><j : l,ll| |J •} . J •.» - rJi^llli J5lf is HllA 

P A B 

A. SCHIAPPA MONTEIRO 

1. Mr. Chasles, pour déterminer la ligne de striction de I h y -
pefbolòíde, ou Ia ligne des points cenlraux des génératriees des 
deux svstémes, considere cette ligne comme I intersection de cette 
stirface avec Ie cône (Co) représenté par l 'équation 

/r? ¢/¾ ^rS 71¾ 4i2 
M . ^ ( b H c * ) y - . . | M > (1), 

laquelle il a obtenue (Correspondance malhématique et physique, 
tome XI, page (57), à 1'aide du calcul différentiel, et en regar -
dant Ie point central conime Ie point de Ia commune perpendi-
culaire à la génératrice considérèe et à la génératrice voisine. 

L 'é tude analytique de cette ligne de striction est faite par 
Mr. Jules de Ia Gournerie, dans la note du n° 7 2 0 de son Traité 
de Géométrie descriplive, publié en 1 8 6 2 , en partant de l 'équa-
tion (1), sans la déduire, en faisant remarquer seulement q u o n 
y arrive à peu prés aussi facilement en cherchant Ie point de la 
génératrice ou Ie plan tangent est perpendiculaire au plan tan-
gWit à I infini, et qu'alors 1'algèbte ordinaire suffit pour Ies 
calculs, qui ne sont que la traduction analytique de Ia figure 
respective. 

58. D après cela nous avons cru devoir présenter nos humbles 
recherches sur ce point •trèsr-intércssant, que nous avons aussi 
étudié seulement à I aide de 1'algébre ordinaire. 

Considérons Ie plan tangent (P) en un point quelconque I de 
!'hyperboioide (H), et Ics deux génératriees IA et I B , qui pas-
sei) t par ce point. 
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Comme nous savons, Ies plans asymptotes (s) et («') menés par 
ces génératrices toucheronl Ie cone asymptoie (S) suivant deux 
génératrices Va et Vi parallèles à celles-là; et Ie plan (p) dé-
terminé par ces génératrices du cône sera Ie plan polaire du 
point 1, ou Ie plan diametral cojijugué au demi-diamèlre VI. 

Alors Ies angles ? et T' du plan polaire (p) avec Ies plans 
asymptotes (s) et (s ) seront complémentaires des obliquités 6 et b' 
du plan tangent (P) par rapport aux génératrices IA et I B ; et 
par conséquent Ies lieux géometriques des poinls des deux syslèmes 
de génératrices de l'liyperboloide oh 1'obliquité du plan tangent est 
donnée seront Ies intersections de cette surface avec Ies surfaces 
coniques engendrées par Ies diamètres conjugués aux plans, qui 
coupent continuellemenl Ie cône asymptoie sous un angle constant, 
complémenlaire de 1'obliquité considérée. 

On voit aussi que Ks obliquités H et O' sont liées de manière 
que, I une étant donnée, on trouve immédiatement 1'autre. 

3. En désignant par x', y', d et x', y", z" Ies coordonnées 
des points a et b des génératrices Va et Yb du cône (S), dont 
1'équation est 

XT T/2 ZT 

_ + » 
a 2 c8 = O (2) 

II. V; ' ' I I I I I I 

birMnin 1 

\ 3 ) 

(4 ) 

et 
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ou, en faisant 
TIIFTJ -I UTLIJ <»I M» 'J! W I ^ I A I I U ) -O MI I« :IU-JI!/«> (J 

i y' x" ,, y" ,, 

* = (7), 

y = í ' . * (8). 
et 

x=p".z (9), 

y = q'.z. . . . i . , ^ (10)* 
Soient maintenant 

A . x + B y + C . z = 0 ( I l ) 

et 
A' . íc + B ' + C ' . z = O (12) 

Ies équations de deux plans qui passent par la génératrice Va . 
L angle t de ces deux plans sera déterminé par Ia formule 

A . A' + B . B' -f C . C' / 1 0 . 
cos t= —— . . . . ( l o j , 

fcfc / A * + B4 + C i </Ã'4 + B'4 + C'4 

OU 

4 (A. B - A ' . B)4 + (A. C - A ' . C)4 + (B. C ; - B ' . C)4 

, g ( A . A ' + B . B ' + C . C ) 4 1 

et, puisque ces plans passent par la génératrice Va , nous auront, 

A .p1 + B . ¾ ' + C = O ( IS) , 

A ' y + B ' , g ' + C ' = 0 (16), 

donc 

( A ' . B - A . B ' ) 4 ( I + p ' 4 + 9 ' 4) 
8 [A (A' — C -p') + B (B' -h'C' . y')]4 1 r 
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D ailleurs si nous considérons Ie cas ou Ie plan (12) est tan-
gent Ie Iong de Ya, on aura 

' V ' 'A .*•' V - ' . -•• 
A' ,.S 

<18>' , » . 
et 

B' c2 

( 1 9 ) -

En effet, si 1'équation (12) représente un plan sécant quel-
conque, passant par V, Ies génératrices suivant Iesquelles il coupe 
Ie cône (S) auront pour équations 
H • . 0 • , •„ i! t / 

a . A ' . C' - 6 . B' V a 4 . A ' 2 + ò 4 . B ' 2 - c 2 . C'2 

a 2 . À ' 2 + 6 2 . B ' 2 ~ ( 2 0 ) 

b . B ' . C ' - a . A i V a 2 . A ' 2 + 6 2 . B ' 2 - c 2 . C'2 

y = = ~ Ò ' a 2 . A ' 2 + 6 4 . B ' 2 ( 2 1 ) 

et 

a . A ' . C ' + b . B i V a 2 . A ' 2 + ò 2 . B ' 2 - c 2 . C 2 

* — « • a 2 . A ' 2 + 6 2 . B ' 2 ( } 

6. B ' . C' + a . A' ^ a 4 . A ' 2 + £>4. B'2— c 4 . C'2 

y — b- o 2 . A ' 2 + .B / 2 -Z { 2 3> 
' " *•'<'>' " ' 1 H llfiI1Ii '>;.> ir-j Jiiv vKij .;ni j ) ; ti JVilM ,)'» 

et, quand ce plan deviendra tangent, ces deux génératrices coín-
cideront, et par conséquent on aura 

a 2 A'2 + ò 4 . B'2 — c 2 . C 2 = O (24), 

o u 

Vc2 . C'2 - A 2 - A ' 4 
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d OU Ki ! I J " : ! I:J .'! •(! '.-M' . ' IRILOI i : rp 

— • « 

B 1 

y = ~ Z Í - - r T - z ( 2 7 ) ' 

OU 

c2 ' C' 

mm <ii>on no?JBiipè'l r-) á , i O 

b Vci. C'2 — a 2 . A'* i r * ? - — c ( » • 
úo L 

qui sont Ies équations de ia génératçiçe de contact, qui, coíncidant 
avec Va, donnera 

« 2 A' 
P == ^t JliifljV' TlM "1",^¾' 

8 r , V ^ a 
>6* B' 

( 3 0 ) ' 

•!' Il f>] ? I (J: IIJ •>! !'I I - .IlMi IIO ÒIIBÍIQ 

et l'équation du plan tangent respectif (s) sera 

(3I>-

AulremenL — Le plan donné par 1'équation (1¾), pasçan,t par 
la génératrice Va du còne (S), étant sécant, représentons par 

Jnoi/ li ,':) (úV,„a. 
x =p\ .z (az) 

y = , v . f ( 3 3 ) 

Ies équations de 1'autre génératrice d'intersection Ya 1 , et nous 
avons 1'équation de condition 

( 3 4 ) , 
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qui rctranchée de 1'équation (16) donne 

: c 

(3W. B' P 1 - P i
 { ' 

' J - V , 

Or, à cause de l'équation (2), nous aurons 

6* .p* + a 4 . q* = J 4 . ^ i
1 + a 4 . ^4

1 = ^ 4 . . . . (36), 
d'ou c 

b* P'+Pl q'- 7, 
- 5 - . - 7 - 7 - = j — - . . kviiu-v'.-. i . (37), 

et par conséquent 

A ' 6 4 p ' + p t 

O K 
B' a*'q'+qt 

(38). 

Quand on aura p'=pi et q' = qi, ou Ie plan (12) deviendra 
tangent au cône (S), on trouvera 

6 8 ± (39) 
W - I f i i r Y ' " 1 " ( ' ' 

u,'i »,m jm<ííbuu6'Í IIiU Mí-soii IIiilu ?|J • v. 
et de Ia combiriaison de cette équation avec l'équation (16) nous 
déduirons Ies équations (18) et (19) ou (29) et (30). Donc, etc. 

En substituant en (17) Ies valeurs de A', B' et C', il vient 

B . / / ) 4 ( ! + / * + </*) 
0 [ò4 . (d1 + C4) A y + a 4 (fti + C4) B 9 ' ] 4 • ' • ' [ ' 

'1OU1 ' ' ' noitTifnilui li -I 11)1, Í ' i iiJir-1 ;ib 2iioiliiti|ri >•»! 
III" IIIM!'Í'> ' - I ' ( i !>: í i ' ' ' ! I ' - i • '.•• 

t g S 0 = ^4) A . p ' + a 4 (64 + c 4 ) B . 9 ' ] 4 

g C1 (a4. A . 7 ' - 6 » JB. p')4 (A + p'4 + g ' 4 j " " 1 ' 
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> . • / >>! • ; i r . 1 / . # 

ft4(a4 + c 4 ) A . p ' + a 4 ( ò 4 + c4) B. q' 
tg 0 = ± y - , • . • • • [*A) 

et de même 

tg6 ' - ^ ( « ' + ^ A y + q ^ + f l B Y . . . ( 4 3 ) 

C4 ( a 4 . A. q"-b9-. B. p") 1 + p" s + qni 
1D 

en prenant pour origines des angles Ies plans norinaux (») et (n'), 
Ie Iong des génératrices Va et Xb de Ia surface (S). 

Le plan (11) passant par Ies génératrices Va et \b, on a 

A.p' + B . ç ' + C = O (15), 

A p " + B . ç " + C = 0 . . . < ! . . . . . . . (44). 

Si maintenant dans Ies équations (35) et (38) nous faisons 
A' = A, B' = B, p\ = p" et q\ =q , il vient 

A = (45) 
B P 1 - P 1 ' { ' 

ou 
A . / + B . 9 ' = A / + B . ? " = - C (46) 

et 

A (47) 
B a?'q'+q' \ , ' 

ou . 
a 4 . A . q " - b * . I i . P " = - ( a 4 . A . 7 ' - ò 4 . B .p ' ) . . . (48). 

Donc, 1'obliquité 1I1 sera aussi donnée par Ia formule 

„ ò 4 . (a4 + c4) A . p" + a 4 (64 + c4) B . q" 
tg ; = -+- ' ' =TTZ • • V^Tr 

C4 (a4 J A . q1 - b*. B .p')V 1 + p ' 2 + q 
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4L. Maintenant nous allons voir comment nous obtenons, en 
fonction de a, b, c, p', q' et 8, Ies valeurs des coeflicients A, B 
el C dé 1'équation (11), qui représentera Ies plans polaires 
correspondants. 

La formule (42) donne 

± cs ( a 4 . A. q' - I f l . B .p') V 7 I+/ ) ' 4 + ? ' 2 . tg 6 

= ò4 (a4 + c2) A .p' + a 4 (64 + c4) . B . q' (50) 
ou 

[ a 4 . C 2 . q' V7I + p ' 2 + ? ' 4 . tg H + 64 (a4 + c4) / / ] A 

= [62. C4 . p V l + p ' 4 + ? ' 4 . tg O ± a 2 ; 6 2 + C4) */'] B . . . (51) 

et en éliminant B entre cette équation et 1'équation (15), on aura 

A [ y +
g * • c * ' ( i ' v 7 I ^ ^ ( a * + c V . » _ c ( 3 2 ) 

6 2 . c 2 . P r V 7 I + / 2 + ^ 2 . t g Ô ± : a 4 ( 6 2 + c 4 ) ? ' 
d 'ou 

ò 2 . c 2 y / T + y í + Y 4 tg o ± a4 (&4 + c 4 ) q ' 
A = — ± . L (5o); 

[ (a 4 . ? ' 2 + ò 2 .p '2) V7I + p ' 2 + qri. t g f )±(a 2 —6 2 )p ' . g' 

mais pour Ie point a 1'équation (2) donne 

/ V 2 1 ^ ( 5 4 ) 

ou 

a*.fJ* + l*.p* = (55) 
donc c 

A V.c*.p>V 1 + p ' 2 + g ' 2 . t g O ± a 2 (ò 2 + c2) q' 

a 2 , ò2 V7I + p ' 2 + T 2 - tg G ± c2 ( a 2 - 6 2 ) p ' . q' 

En siibstituaiit cette valeur de A en (51), on aura 

a 2 . c 2 . q' V1 + p '2 + c/'2. tg 6 Z^b i (a2 + r4) p ' 
B = = ; .C (o7). 

a 4 . 6 4 V 1 + p ' 2 + 7'2 . I g 6 ± c4 (a2 - />2) p ' . q' 
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D'après cela 1'équation (11) deviendra 

[64 . c2 . p ' Vl +yi + q'*. tg e ± B2 (6S + c2) q' ] x 

+ [ a 2 . C 2 . q ' V 1 + pli + ? ' 2 . t g 0 =p ò 2 ( a 2 + c 2 )p ' ]j/ 

= [ a 2 . 6 2 V7I + p ' 2 + f/ '2 . tg G ± c2 (a2 - ò 2 ) p ' . q'] z (58) 

qui réprésentera 1'une ou 1'autre des deux plans polaires (p), (p'), 
passant par la génératrice Va, suivant que nous prenons Ies signes 
supérieurs ou inférieurs. 

Cela posé soient 
a = m . y (59) 

JJ = W-Y (60) 

Ies équations d'une génératrice VI des surfaces coniques deman-
dées; et, puisque Ies plans tangents Ie Iong des génératriees Va 
et V6 du cône (S), lesquelles déterminent son plan polaire, doivent 
se couper suivant cette droite, nous aurons 

^ 

et 

x" y" 
W 

et en supposant x', y', z' el x", y", z" (en supprimant Ies lignes), 
il vient 

T . . , (63) 
as o* cz 

ou 

C 2 C 2 

m. — . a ; + n . ~ r ^ . y = z (64). 
ar O" 
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Or, étant identiques Ies équations (11) et (64), on aura 

c * Cí 
•A = wi • —r-, B = n . — r , et C = - I 

a2 o 2 

donc -'v fl2 

wi = . A et n = - 5 - . B, 
c- CT 

et en subst i tuant A et B par leurs valeurs (56) et (57), Ies équa-
tions des polaires Vl et VI' des plans (p) et (p), en fonction de 
a, b, c, p', 7' et seront 

a 2 fc2 . C 2 . p't/1 + p ' 2 + 7 ' 2 . tp « ± T a2 (/»« + C2L o' 
a = — . I f V r (60) 

c a 2 . ò 2 V71 + p ' 2 + 7 ' 2 . tg â c2 (a2 — ò 2 ) p ' . q ' 
00, 

ò2 a 2 . c 2 . 7 ' V71 + p ' 2 + o ' 2 . tg 6 rp 62 (a2 + c2) p ' 
p . >Y (66) 

c a 2 . b' V 1 + p ' 2 + 7 ' 2 . tg Q ± c ? ' a 2 - 6«) p'. q' 

et par suite 
a 2 ò 2 . c 2 . p ' V 1 + p ' 2 + 7 ' 2 . tg O ± a 2 (62 + c2) q< 

« = _ . — . 3 (67) . 
a 2 . c 2 . 7 ' V7I + p ' 2 + 7 ' 2 . tg 6 + ò2 (a2 4- c2) p ' 

L 'él imination de p ' et 7 ' entre Ies équations (54), (65) e t . ( 6 6 \ 
nous donnairai t Ies relatioris entres Ies variables «, jj et f, 011 
Ies équations des surfaces coniques dernandées. 

Nous n 'aborderons point ici Ia déduction de ces équations 
générales, qui est tout à Iait en dehors de nolre su je t ; en nous 
réservant pour plus tard faire nos recherches générales sur ce 
point, ainsi que sur au t res surfaces gaúches (#); cependant dans 

(*) Nous réservOris aussi pour plus tard déruontrer synthétiquemeut que 
tnute surface gaúche engendrée par une droite que, se. meut en s'appuyant 
sur trois directric.es rectilignes est du second ordre; et déduire de niènie Ies 
propriétés plus remarquabies de ees surfaces, et des iigures respectives. 
Mr. Jules de la Gournerie s'est aussi occupé en spécial de ces surfaces, dans 
son Traité de géotnétrie descriplive (1862); mais sans recoui ir exclusivement 
à Ia méthode synthétique. 
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ce mémoire nous enlrerons dans ces recherches générales sur 
!'IiyperboIoide de revolution (n" 7) vu Ia facililé avec Iaquelle nous 
y arrivons. 

ã. Considérons donc Ie cas tout pàrticulier ou Ies plans po-
Iaires (/>) et (p') se confondent avec Ie plan normal (n) à Ia sur-
face conique (S). 

Dans ce cas étant f t = 0 1'équatiori (58) deviendra 

b l + c2 „2 a 2 + f2 b i 

^ • ^ - « M í ^ ^ - 0 - - ( 6 8 ) 

i I I- . K i • 
qui représantera Ie plan normal (»). 

Les équations (65), (66) et (67) de Ia polaire respective 
deviendront 

ò4 + Ci a* 

Õ C P ' ^ - — í 6 9 ) 

( 7 0 ) 

òM-c4 aKq' 
- J H ^ - V j ' - ? J 1 ) 

et 1'élimination de p' et q' entre Ies équations (54), (69) et (70) 
donnera 

c® ( a 4 - 64)4" a."1 c8 (a4— 6 4 ) 4 ' [i4 c* ~ " ' ' ' ^ ' 

ou 

i « 2 + c 2 ) 2 5 - í • - 5 M 2 ^ - I = 0 (73)-
I i o b 11« IiIVMJ?', i ! • VfK I i i c i . j III. • I f t l . i i l l w - , I j r i q IIU ,«1 / ,h iVl 

Telle est donc 1'équation du cône (Co) qui coupe 1'hyperbo-
Ioide (H) suivant sa ligne de striction. 

En remplaçant «, $ et y par x, y et z, on aura l 'équation (1) 
donnée par Mr. Chasles. 
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Observation.—Noiis pouvons aussi déduire directeinenl 1'équa-
tion de ce cône, comme nous allons voir. 

6. Les équations des plans tangents (s) et («') au cône (S) 
Ie Iong des génératrices Va et V6 étant (n° 3) 

I ' 7 

W 

x" v" z' 
- . x + ^ . y ^ . z (75) 

et étant (n° 4) 

i Í 
a=» in . y (59) 

P = n . y (60) 

Ies équations de Ieur intersection VI, on aura 

x'.« u'.3 z' . Y 

^ r + V = I i i - : ( 6 | ) 

« 

Si dans ces équations nous considérons comme variables x', y1, z1 

et x1', y", z" (en supprimant Ies ligues), nous aurons 1'équàtion 

( 7 6 ) 

qui sera évidemment celle du plan polaire du point I, ou de Ia 
droite VI. 

He plan étant, par exemple, normal íi (S) Ie Iong de la géné-
ratrice Va1 ou perpendiculaire au plan tangent respectif, on doit 
avoir Ia relation 

A — 4 - J L i . - O m \ 
o« " a* tf ' 6« Ci 'c* 1 j 
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o u 

or, 1'équation (7G) du plan polaire donne 

- i\:'> I 
( 7 9 ) 

donc 

a - 6 I l i 2 Y , 6 9 ) 
f " a 2 — 6 ® Ci-Jo' 

et seinblablement 

a* + c2 

P — - J T Z v ( 7 0 ) -

. . . o v-
L'élimination de p' et q' entre Ies équations (Bi), (69) et (70) 

donnera de même 1'équation (73). 
Autrement.-.— Pour que Ies plans tangents (s) et .(<') ayent pour 

iutersection la droite VI, on aura Ies relations 

(80) 
iWiVMHYi 1I'. ilí|> IJO j!<>íj tjf,i<j í/f) |V»i|fiir|i Vi Ii1L^ iup 

/*¾ )m n 
w 

• !.-I1- • H - • .1 1 Ir. i! .ill . ) |.l '(I rj 

x Maintenant faisons passer par la génératrice Va un plan normal 
à (S) 

A . Í E + B . J / + C.z = 0 (11) 

lequel doit satisfaire à la condition 

A. j ) ' + B . } 4 C = 0 (15) 
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pour contenir cet te génératr ice, et à Ia condi liou 

+ = 0 (82) W 

pour ê t re normal à (S) Ie Iong de cet te même générat r ice . 
Alors Ies équations (15) et (82) donnent 

(>T (I • -)- ' " * 
f. S -L r í at 

A = (83) 
a1 — 64 c*.p v J 

o:, 
a S 4 . A hi 

B = ( 8 4 ) 
0 / - - 0 1 C2 . ( 1 1 ;)..;; .!.!li! I • ; 

dpnc 1'équation (11) du plan normal (n) deviendra 

^ + c- a9- a 4 + c4 &4 _ _ . . . . 

(t r !Kiifi;ii[i'V! ')"m'im ob brniuob 
En considérant comme variables x', y' et z', 1'équation (80) 

deviendra 

^ • - + ^ • f - 2 = 0 í85) 
• • • • - . •' v Jji, 1 ' 

qui sera 1'équation du plan polaire [p) ou [p') qui se confonde 
maintenant avec Ie plan normal (n). 

Ainsi Ies équations (68) et (85) é tant identiques, il vient, 
par Ia comparaison des coefficients 

P + c* a* w = (8°) 
t i I ' 

et 
a 2 + c4 &4 , , 

n = 5 — T i - T " 7 8 7 
a 4 - 6 4 cl.q 

(*) Cest Ie numérateur de Ia formule (42), qui donne la valeur de Ig 9, 
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donc 

a = ^ F W y ( 6 9 ) 

et 
a 2 + c 2 6 4 /WA\ 

P = s — T 7 0 aa — o* c*.q 

d o u nous déduirons, comme précédemment, 1'équation (73). 

Recherclies sur rhyperboloide de révolution 

9. Comme on sait, étant a = ò , on aura 1'hyperboloíde de révo-
lution (H)r; et en représentant par r Ie rayon du cercle de gorge, 

i" 

et par s Ie rapport —, 1'équation de cette surface et celle de 

son cône asymptote (S) r seront 
a2 + ^2 = r2 + s2. Y2 (88) 

et 
asS + yS = *2.Z2 (2) r . 

En portant ces valeurs dans Ies équations (58), (65) et (66), 
on aura 1'équation 

(p>. tg Ô DFC g' V 7 F H 2 ) x+(q'.tgf)zfp' V7I + S 2 ) y = S 2 . tg 9 X z (58) r 

qui sera celle des plans diamètraux parallèles aux plans tangents 
dont 1'obliquité est Õ ; et Ies équations 

( 6 6 ) ' 

( 6 6 ) ' 

10 
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qui seront ies équations des respectifs diamètres conjugués à ces 
plans dianièlraux, ou de leurs polaires. L'équation (67) deviendra 
aussi 

V l T g g • 

g ' . t g Õ z p p V l + SI 

L'élimination d e p ' et q' entre Ies deux équations (65) r , (66) r 

et 1'équation 
pii + qil = s 2 (S4) r 

qui résulte de 1'équation (54), donne 1'équation 

* = ( 8 9 ) 

1S J 

laquelle représente une surface conique de révolution (Co)1-. con-
centrique à la surface conique asymptoie (S)r, coupant Ies géné-
ratrices rectilignes des deux systèmes de 1'hyperbolorde aux points 
ou 1'obliquité u des plans tangents respectifs est donnée. 

Ainsi en combinant Ies équations (88) et (89), nous aurons 
Ies équations 

< - ) 

'<•«) 
s V 1 -h Sa 

Iesquelles représentent Ie Iieu geomélrique des poiais des généra-
trices des deux systèmes ou 1'obliquité 6 des plans tangents est donnée. 

Ce Iieu géoinétrique sera donc composé de deux parallèles (TC) 
et (it'j équidistants du cercle de gorge (g), ainsi q iu l était facile 
de Ie prévoir. 

8. Dans Ie point de rencontre 1,- de deux génératrices de 
systèmes dilíéreuts Ie plan tangent atua par rapport à chaque 
génératrice des obliquités égales et de sens opposé. 
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En effet, Ies formules (42) et (49) pour a = b = r deviennent 

V 7 T i s * 
IgJ = =P . c 4 2 r 

A.q—li.p ' 

et par suite 

Vl +Si 

* * A , » , , ' ' ' < " > ' 

t g « = - t g f l ' . 

W. Pour O = O Ies équations (90) et (91) deviendront 

«2 + 32 = r2. (92) 

; = 0 (93) 

d'ou il résulte que Ie cercle de (jorge de Vhyperboloide de révolulion 
sera la ligne de slriclion dans Ies deux syslèmes de génératrices. 

Dans ce cas 1'équation (58; r deviendra 

q'.x-p'.y = 0 ; (91) 

qui représentera Ie plan normal au cone (S)r Ie Iong de la géné-
ratr ice Va r , ayant pour équations 

X = P1 .z 

y = q'.z 

et alors dans Ies équations (65) et (66) étant évidemment y = 0 , 
l 'équation (67) donne 

a — 4 - « («7)r 
V 

ce qui montre, comme on sait, que Ie plan normal et sa polajre 
se coupent orthogonalement, cette droite décrivant Ie plan xy 
ou Ie plan du cercle de gorge. 



148 JORNAL DE SCIENCIA S 

I O . L'intersection des plans des parallèles (it) et (»') de 
rhyperboloide (II) r avec Ie cône asymptote (S) r, étant Ies paral-
lèles (w) et (a') de celui-ci données par Ies équations 

r 2 l " 2 6 
= ( 9 5 ) 

t g 2 6 

' - i c i T O <9 6> 

et la distance 5 du point central d u n e génératrice de (H)r aux 
points de cette droite ou Ies plans tangents ont une obliquité 
donnée 0 étant égale à la longueur de la génératrice parallèle 
de (S)r depuis Ie sommet jusqu'aux parallèles (a) et (&'), nous 
aurons 

S = ± Vx- + y1 + 72 = ± c . tg 0 : (97). 

On voit, donc, que la distance du point central d une généra-
trice rectiligne de I hyperboldide de révolution, aux points de cette 
droite ou Ies plans tangents ont une obliquité donnée, est propor-
tionnelle à la tangente de cette obliquité. 

Étan t 0 = 45° la distance S deviendra Ie paramètre Ii des 
génératriees, et nous aurons 

Ic= ± c (98) 

et par conséquent Ie paramètre k des génératriees dans Vhyperbo-
lotde de révolution est égal au demi-axe non transverse de cette 
surface. 

1 1 . Si dans une surface gaúche nous considérons une géné-
ratrice rectiligne quelconque G, ainsi que la génératrice qui Iui 
est infiniment voisine, nous pouvons évidemment prendre une 
droite telle que Ies hvperbololdes de raccordement Ie Iong de G, 
déterminés par ces droites, soient de révolution. 

Les centres de ces hyperboloides seront donc sur la normale 
au point central de la génératrice G, ou sur Ie plan tangent à 
1'infini, et tous Ies demi-axes non transverses seront égaux au 
paramètre K de cette génératrice, considérée sur la surface gaúche. 
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Daprès cela 1'équation (97) montre immédiatement que la 
tangente de Iobliquite du plan tangent en un point dune généra-
trice rectiligne d une surface gaúche est proportionnelle à la distance 
de ce point au point central de cette génératrice (*). 

De m£mc nous pouvons aussi énoncer d'autres théorèmes 
relatifs aux surfaces gaúches recourant aux hyperboloídes de 
révolution avec lesquels se raccordent tout Ie Iong d'une généra-
trice rectiligne quelconque. 

Observation. — Il est clair que nous pouvons aussi arriver 
directement à cette étude de Thypcrboloide de révolution d'une 
manière trés-facile. 

1 8 . Passons maintenant à déterminer la surface conique 
enveloppe des plans diamètraux parallèies aux plans tangents 
dobliquité donnée O, ou la surface conique polaire (Cp) du 
cone (Co) par rapport au cône (S)r. 

En ordennant 1'équation (58) r par rapport à p' et q', on a 

(x. tg 6 =F y V7 I + s 2 ) p1+(y. tg 0 ±x Ví+s2) q'=s2. t g 0 x z (99). 

En représentant par 

Ies équations d une autre génératrice du cône (S)r, 1'équation 
des plans diamètraux passant par cette droite étant ordonnée 
par rapport à pi et </j, sera 

(x . t g 8 ^ í / Vl + s 2 ) /? ,+ {y. tgQ ±x Vi + s2) q{ = s 2 . t g 8 x z (100). 

Maintenant on peut substituer à Iune des équations (99) 
et (100), à Ia seconde par exemple, 1'équation 

(P1-Pi){X.t%»+ySTT7*)+(q'-qí)(yA^±x^FM=O) (101) 

(*) Mr. JuIes de la Gournor ie — Traité de géomélrie descriptive, n.° 622 
(1802). 

x=pi.z (32)r 

y = qi.Z ( 3 3 ) r 
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obtenue en relranchant ces équations membre à membre ; mais 
étant 

j p + q * = p t t + q í i = t i (36) r 

on a 

- - '>' (37)r 
7 + 91 P-P1 

et par suite 

(p'+pt) (y • t g í + ^ ) - ( 9 + 5 1 ) [x A^-ry v \ + .s-'á)=0(102). 

Si l'on fait diminuer (p1—p\) et (q1— 91) Ies deux couples de 
plans diamètraux se raprocheront indéfiniment, et leurs inter-
sections sáprocheront d une limite, qui est la génératrice de Ia 
surface conique enveloppe demandée, ou Ia caractéristique de 
cet te enveloppè; et pour cette limite 1'équation (102) deviendra 

(y.tg 0 ±xVi+Si) p ' - (x.tg6 - y V l +««) q'=0 (103) . 

En éliminant Ies paraniétres p' et q', entre Ies équations (99), 
(36; r el (103), on aura pour équation de 1'enveloppe demandée 
1'équation 

( , 0 i ' 

qui represente un cône de révolution (Cp) , qui sera Ie cône polaire 
demandé. 
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SOLUÇÃO OA QUESTÃO PROPOSTA N.° 15 

POK 

ALFREDO SCHIAPPA MOMKIRO 

Dada uma figura plana composta de um hexágono regular sobre 
os lados do qual estão seis outros hexagonos regulares congruentes 
ao primeiro, quer-se saber como se pôde cortar esta figura por Ires 
linhas rectas que a dividam em partes congruentes ou incongruentes, 
de modo que com estas partes se possa formar um hexágono regular. 

Seja abcdef o primeiro hexágono regular, cujo centro re-
presentamos por Oi; e a b nil Iij, bcqpn, cdtsrq, deavut, 
e f g z y x , fajihg os outros seis hexagonos regulares, lendo 
cada um d'elles um lado cominum com o primeiro, e cujos cen-
tros representaremos respectivamente por o2 , 03, 05, o;;, 0«, 07. 

Se R e r designarem respectivnmenle os raios ou lados do 
hexágono pedido (II) e dos sele hexagonos <jue compõem a figura 
dada (F) ; e por A e a representarmos as suas áreas, teremos 
evidentemente 

A 7 _ 

T í T 4 ' 

d'onde 
R = r t / 7 . 

Sendo P e Q os pontos de intersecção da recta o\ oj com os 
lados ab e kl dos hexagonos componentes abcdef e alnnlkj, 
teremos que o\ Q será egual á somma dos apolhemas O1 P, P O2, 
O 2 Q ; mas é r 

O1P = PO 2 ==O 2 Q = - v/3 



152 JORNAL DE SCIENCIA S 

= Y 3 v / 3 

logo 

O 1 1 = V ^ O T Q 2 + Q I 2 = R. v / 7 = R. 

Assim os vertices i, n, p, r, s, M, D, 1/, z, h, i, k do polygono 
dado g h ij Iclmn p qr s I uv xy z ou (F) estão sobre uma circum-
ferencia de raio R = r y/7, e por conseguinte os seis vertices 
l, p, s, v, z, i, e os seis vertices Ic, q, r, u, y, h, determinam 
dois hexagonos regulares (H)' e (H)" inscriptos n'esta circum-
ferancia, e portanto eguaes ao hexágono pedido (H). 

Se considerarmos, por exemplo, o hexágono (H)', as suas d ia-
gonaes J a o 1 ^ v , p [3 O1 £ z e s y O1 <p t representarão um systema 
de tres rectas que dividem o polygono dado (F) em partes con-
gruentes, e que reunidas convenientemente formam o hexágono (H). 

Com effeito, se fizermos girar em torno de i a parte i^o\8vxyzgh, 
formada da reunião das duas partes congruentes i<p o\tzg Ii e 
zio\§vxy, até que os vertices h, g, z, venham coincidir com 
os vertices j, k, l, os pontos O1 e v virão determinar dois vertices 
o'\ e V1 de (H); e fazendo depois girar a parte p Ji O1S v u l s r q, 
composta da reunião das duas partes congruentes p [3 O 1 Y s r q 
e S y o 1 ^ v u i , de modo que os vertices q, r, s venham coincidir 
com os vertices n, m, l, o ponto O1 determinará outro vertice o"\ 
de (H), e os vertices y, x, v da primeira parte i<po\vxyzgh 
coincidirão com os vertices t, u, u d 'esta segunda parle . Tal é, 
pois, um dos modos de formar o hexágono pedido, no caso de 
serem congruentes as partes em que se divide a figura ou poly-
gono dado (F). 

Consideremos agora a divisão d'este polygono em partes in-
congruentes. 

Tiremos a recta p ie O i t que córta bm e jk em ir e -r; 
a recta «o 0¾ ? g que córta Im e aj em <0 e ; e finalmente a 
recta Ig a, que fórma com uovyg um angulo de 120° e córta 
hi e xy em ^ e a: d'onde resulta que os pontos p, O1, g serão 
evidentemente tres vertices do hexágono pedido. 

Em virtude do traçado d'estas tres rectas, teremos um dos 
modos de dividir o polygono em partes incongrutes gozpqrstuvxo, 
tkluOi, t y z g , gh~k, e OiIomnp. 
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Se agora destacarmos a segunda parte ll<luo$, e fizermos 
coincidir os seus pontos T, k, l com os pontos c, x, T> da primeira 
parte g o$p q r s tuv xc, o ponto 03 determinará o quarto ver -
tice o'» de (H). Collocando a terceira parte ay z g , de modo que 
os seus pontos y e z coincidam com os pontos v e u da primeira 
parte, e o ponto a coincida com o ponto <a da segunda parte, 
na sua nova posição, o ponto g determinará o quinto vertice g1 

de (H). 
Tomando a quarta e quinta par te reunidas, isto é, a parte 

g h ij t 02, façamos coincidir os pontos g, h, i, j com os pontos 
</', u, t, s, e a posição do ponto o2 determinará o sexto vertice o"a 
de (H). 

Finalmente transportando a sexta parte o^umnp, de modo 
que se confundam os pontos 0¾, u, m, n, p com os pontos 
T, r, q, p, acabaremos de formar o hexágono pedido. 

Como se vê, ha grande numero de modos de fazer a decom-
posição do polygono dado (F) em partes congruentes e incon-
gruentes, para com ellas se formar o hexágono pedido (H) ; 
mas julgamos suíliciente as decomposições que indicámos, que 
mostram bem a marcha geral que se deve seguir na solução da 
questão proposta. 
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BIBLiOGRAPHIA 

Notes sur 1'équations aux dérivées particlles, par P. Mansion, 
professeur à 1'Université de Gand. 

Estas Notas foram publicadas nos Annaes da Sociedade Scienti-
fica de lfruxellas, oe année, 1881 . 

Na primeira demonstra o illustro mathematico belga, d'uma 
maneira rigorosa e simples, o processo conhecido para , integrar 
as equações As derivadas parciaes lineares de primeira ordem, 
cujas demonstrações anteriores o sr. Gilbert tinha atacado recente-
mente nos mesmos Annaes. Considera urna funeção indeterminada u 
de x e y. Será, pois, y funeção de x e u, e portanto 

d z , d y 

du ' ' d x 

Eliminando/) entre esta equação e a proposta, c determinando u 
de modo que na equação resultante seja nullo o coeficiente de q, 
obtém as duas equações differenciaes conhecidas, cujos integraes 
D = a, K' = sendo a e 'i funeções arbitrarias de u, dão pela 
eliminação de u a equação F («, w) = 0, que representa o integral 
pedido. 

Esta demonstração é muito simples, e applicada ás equações 
de segunda ordem conduz ao methodo de Monge. Basta para isso 
eliminar na proposta r e t por meio das equações 

dp , dw da dy 
a x d x d x a x 

O fim da segunda Nota do sr. Mansion é dar um methodo 
para integrar a equação ás derivadas parciaes das superfícies 
regradas mais claro e rigoroso do que o apresentado por Monge 
para o mesmo fim. 
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Sur une propriété de la fonction de Poisson et sur la méthode de 
Jacobi pour l intégration des équations aux. dérirées partielles 
du première ordre, par M. Ph. Gilbert, professeur à 1'Université 
de Louvai». 

Comera o sr. Gilbert por estabelecer uma relação importante 
a que de \e satisfazer a luncção de Poisson, e depois deduz d elia 
alguns theorernas fundamentaes na iheoria de Jacobi sobre a 
integração das equações ás derivadas parciaes. Expõe depois 
algumas dificuldades que se encontram no methodo de Jacobi, 
e mostra como desapparecem quando se usa dos princípios por 
elle desenvolvidos. Esla Nota d e e ser lida por todos os que 
estudam a bella Memoria de J a c o b i — N o v u s methodus ele. 

Kste trabalho foi publicado no mesmo volume dos Annaes da 
Sociedade Scienlifica de liruxellas, em que Ioi publicado o pre-
cedente. 

Estudo sobre o deslocamento de um solido invariável no espaço, 
por Luiz Porfírio du Motta Pegado. Lisboa, 1881. 

N'esta Memoria, publicada nas Memorias da Academia das 
Sciencias de Lisboa, tractu o illustre professor do movimento mais 
geral, pelo <|ii;il um solido pode passar d uma posição do espaço 
para outra, seguindo um methodo geomelrieo differente daquel le 
que seguiu para o mesmo fim o sábio geornetra francês, o sr. 
Chasles, na sua Memoria classica — Propriétés relatives etc. 

Para chegar a este resultado teve o sr. Pegado de estabelecer 
alguns theorernas novos, requeridos pela marcha «pie seguiu para 
tractar a questão proposta. 

Nos capítulos I e Il tracta dos diversos movimentos de rotação, 
pelos quaes uma recta pôde passar de uma posição para outra, 
que são em numero infinito ou não, segundo são ou não dados 
os pontos homólogos da recta nas duas posições, e cujos eixos 
no primeiro caso estão sobre um paraboloide hyperbolico isosceles. 

Nos capítulos IVr e V tracta da mesma questão, suppondo o 
movimento da recta helicoidal, e mostra que o numero dos eixos 
centraes é sempre infinito, e que estão sobre a superfície d'um 
conoide elliptico quando ha pontos homologos 
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No capitulo VI tracta do movimento helicoidal d'uma figura 
invariavel obrigada a passar por duas posições dadas, e mostra 
que ha só um eixo central do movimento que está na intersecção 
de dois conoides ellipticos determinados. 

Em todos estes capitulos e no capitulo III tracta de muitas 
proposições de Geometria, de que precisa para as questões de 
que se occupa, ou que são consequência d elias. 

Observações sobre o magnetismo terrestre na ilha de S. Thomé, 
por Guilherme Augusto de Brito Capello. S. Thomé, 1 8 8 1 . 

Es tas observações feitas de 4 a 26 de maio de 1881 pelo 
sr. G. Brito Capello, um dos membros d'essa notável familia que 
tantos serviços tem prestado ao paiz, aproveitando as occasiões 
que lhe deixava livre o seu logar de commandante da canhoneira 
Sado, referem-se á intensidade magnética, á declinação e á 
inclinação. 

G . T . 

QUESTÃO PROPOSTA N.0 21 

Achar as soluções inteiras da equação xí = yx sem recorrer aos 
logarithmos. 

A . S C H I A P P A M O N T E I R O . 

» 
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SOBRE UMA F Ó R M U L A DE E U L E R 

P O K 

J. M. RODRIGUES 

A fórmula de Euler 

h . Iii , ... hl 

é uma fórmula fundamental do Calculo Integral. 
A serie de Euler 

^ h , h* , Iii
 a A6 

onde j5i, Pa, {̂ 3, . . . designam os números de Bernouilli, é uma 
serie muito notável pela sua lei de geração. 

Os integraes indefinidos, os integraes das differenças ou sommas 
finitas e os integraes definidos são os tres algorithmos primitivos 
e fundamentaes do Calculo Integral, e constituem um modo uni-
versal da geração lheorica das quantidades reaes ou imaginarias, 
immancntes ou transcendentes, pela sommação finita ou indefinida 
das suas partes elementares. 

A fórmula de Euler, na sua accepção philosophica, constitue, 
como demonstraremos, a expressão algorithmica da unidade lógica 
entre os tres algorithmos theoricos, primitivos e fundamentaes 
do Calculo Integral. 
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S e r i e d e E u l e r 

Consideremos a serie de Euler decomposta em duas partes 

E = - ^ - A E 1 , 
onde 

= (a) 

ou 
E 1 = T 1 - T ^ T 3 - T 4 + . . . + ( - l ) » + i . T n + . . . 

sendo 

" ~ % ' 1 . 2 . 3 . . . 2 H ( a ) 

a expressão do seu termo geral. 
Para achar a funcção generatriz da serie de IiuIer seja 

KiI- h'*t3 

^+/.V-l)=?*+^-! • JT1 • <p'W~l J ^ V " * + -

IiiCi hW 
<f[x—ht v/—1 )=yx-ht V7-I • <t'x- — .<p'^+v/--l 

d'onde se deduz 

1 

2 / — I 
. + /i í 1) - f («•- A t 1)] = 

A , , ** ,„ , -
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por consequência, multiplicando por —- e integrando entre 
os limites O e ao, resulta e~ ~ 

2V/-1 J o e2lt<—1 ' 1 ~ 

h , r°° tdl h* ,„ r j 3 _ d j 

OU 

% (a 4- fct v / - l ) —<P (« - i t %/—4) 
— . f 2 i /—1 Ji 

dt = 
2 / — 1 J o C 2 l t i - I 

= T ' , - T ;
2 + T ' 3 - T ' 4 + . . . + ( - 1 ) » + 1 . T V + . . . 

onde 

, = Itin-' / acIin-1 dl 

" 1 . 2 . 3 . . . ( 2 n — 1 ) ' d ® * » - i 7 o e ' á r 1 1 ' * 

Ora 

por consequência 

/ (e'-i)~KZP-^dZ=I e-*.zP-idz+l e-'-*.zP~Uz 
J o J O c/ Il 

t / 
+ 1 e - ^ . z P - M z 

o 

+ 

IOC 
+ / e-mz.zf-xdz 

J o 

(c); 

+ 
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d'onde 

mas o integral euleriano de segunda especie 

I*Cp) — T e - t . z P - ^ d z 
J o 

dá pela mudança de z em mz 

r(p) = mP.f e—mz.zP—i dz, 
J o 

Jo tlíP 

logo, dando a m os valores 

Wi = 1, 2 , 3 , 4, . . . , 

a serie (c) transforma-se em 

/ V - I ) - 1 + . ) . r ( p ) 

OU /»OB 

J « 
sendo • < . 

S p = I + - + - + - + . . . 
' 2^ 3P 4P 

Esta serie notável tem sido objecto de muitas investigações. 
Quando p = 2n sabe-se que 

2 2 n - l > r c 2 n 
Sin = ,3 n •; 

1 . 2 . 3 . . . ( 2 n - l ) 2 n 

T (2 n) = 1 . 2 . 3 . . . ( 2 n —1), 
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por consequência 

S « n x r ( 2 n ) = 2 2 n ~ 

logo 

n 
2n 

onde designa o numero de BernouiIli da ordem n. 
Fazendo pois Z = 2 t c í , o que não altera os limites da inte-

gração, resulta finalmente 
• V, \ \>. 1 ' i • - '. 

J0 es«í_t 2 '2n I 
Í V J» f i. M -

Logo, substituindo o valor d'este integral definido na expressão 
do termo geral da serie (6), resulta 

T ' _ _ L K ^ w " 1 < P — 1 T * 
" 2 ^ 1 . 2 . 3 . . . 2 n ' d a * - * i ' 

e pela comparação com o termo geral da serie (a) vem 

j 
T' T 

n ~ 2 Temos pois 

E 1 = T 1 - T ^ T 3 - T 4 + . . . + ( - l ) » + t . T n + . . . 

e 

1 r " 9 ( a + A/v/— L f 
/ - 1 Jo 

.dt = 

= I 1 T 1 - I 1 T 1 + ! . T 8 - I . T 4 + . . . + H ) » + U I - T b + . . , 

11 
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Logo 

E i i _ r ? ( x + h t s - i ) - t ( x - h < Y - i ) d i 

t/—1 Jo 

é a funcção generatriz da serie de Euler , a que chamaremos • 
transcendente euleriana. 

A fórmula de Euler transforma-se pois em 

-iJJIII i;li > o li ri 
f y x d x = h 1yx + ^-.<fx-
.. . 2 

TJ0 • {)' mas V-

1 1 1 
2<fx+ — .»rx = -z[<fx + —.b<fx] = — .2[<fx + <f(x + h)], 

f<fxdx=-—.2[<fx + <f(x + h)] — 
l0S0 h 

f <fxdx = — 

(~9(x + h t i / - i ) - i ( x - h W - 1 ) , , 
1'J o : ~ { ) ' v-

A esta transformada da fórmula de Euler chamaremos — 
fórmula euleriana, a qual, depois da integração effectuada, se 
deve completar com uma constante arbi traria . 

. , 1 . - -- „ T 
S- nou «oma i 
I I 

: Fórmulas integraes 
Seja 

l / • • a2 a3 
<f[x+a /-l)=<px+a / - 1 . <f'x- — . <f"x- V - i J Y H ' 

e 
/ . , . . „ , , , « 3 

<f{x-OL ^-l)=<fX- U 1 . t ' X ~ J Y ' V~i j Y 3 ' 
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Sommando e subtrahindo resulta 
um a i ' o O 1'ilintii 'Jiln > obw.iyítiii 

~ [? [x + a / - 1 ) + <p (z - a v / - l ) ] = 

a 2 

^ [ 1 ( . + . / - 1 ) - , ( . - . / - 1 ) ] , 

I 

= S I 1
1 J . «/" . + . ®v x -

* 1 . 2 . 3 T 1 . 2 . 3 . 4 . 5 
a 3 ,„ . a 5 

Ora 

( c 4 » i + 3 2 ) - l = e - 2 « < _ 2 2 . e - 4 » i + 3 4 . e - 6 » i _ . 

onde 9 designa um angulo e i o imaginario primitivo i = / — 1 ; 
por consequência 

-J.."»-' í 3,: f \ 1 í ' 
„2 8i 

5 2 + e 2 » i 

e 

e8i 

z 2 + e i í i 
- = < > — - 2 30 t -f -I p—59 t • V Al • V I A» iC • • I 
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Multiplicando estes dois desenvolvimentos por 9 + r e4 *)(Z 0 
e integrando entre os limites 0 e 2 JC, vem 

. . — t ^ - Y X i . 1 . * : t . i ' x * 
/•Sn 

+ Z* 9 [x + r e®*). e ~ 4 8 * d 6 
«/ o 

rin 
+ (—1 ) " . * 2 " / <p(aj + r e » i ) . e - 2 n » < d Ô 

c/ o 

+ . 

o 
i. < I 

J 0 ' + ^ • * ' - % ( s + r * « ) . « « d 0 

pi* 
-ZiJ <f[x + r eí»).c-8í<d6 

/:ni1*MJp«»».riO-> •!< 

+ a ^ 2 9 ( a j 4 - r e » » ) . e - s í i d 0 

/*2ir 
+ ( - 1 ) " z2» / <p (« + r «•<). c- (2«+D»«d 0 

^ o 
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Mas pela notável fórmula de Cauchy 

l . f <p(x + 
J o 

dn<?x 1 . 2 . 3 . . .n f 2 * , , 
— — = — . | <p(íc + r e 8 « l . e - " 0 ' d 9 
d xn 2 it rn 

os termos geraes d'estes dois desenvolvimentos são 

2 Tt rin (finmx I--A1A e - J B e i dô = . — 
1 . 2 . 3 . . . 2 « d x i n © (x + r e9 *). t 

o 
e 

2 it r 2 " + 1 v d 2 " + 1 ©a; 

por consequência 

1 / ^ " © ( x + r e 9 * ) , . . J A z 2 . r a , , , z 4 . r 4 

2nJo z2 + e 8 9 t r 1 . 2 T 1 . 2 . 3 . 4 T 

e 
1 /^«©(aj+re*») . . „ . z 2 . r 2 ... , Z i -T i 

a 
Fazendo agora s r = « ou z = — resulta 

r 2 í ^ ^ l x + r e ^ ) . , . „ a 8 . , , a 4 

/ - .e2 9 tdO=©x . © " x + .© ivx—... 
ZTt J o a 2 + r 2 e 2 9 < ? 1 . 2 ? 1 . 2 . 3 . 4 V 

e 

. / - .e2 9 l<i,=©x .©"'x+ .©va;—...; 
2Tt 1/ o a 2 + r 2 e 2 9 ' 9 1 . 2 . 3 ? 1 .2 .3 .4 .8 ? 

logo 

(P)-
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Estas duas fórmulas exprimem a geração theorica d'um grande 
numero de integraes definidos. 

A fórmula (Ji) conduz immediatamente a uma transformação 
da fórmula euleriana. Com effeito, pondo a = th, multiplicando 

dl 
por — - , e integrando entre os limites O e ao, resulta, a t ten-

dendo á independencia das variaveis t e Ô e dos limites de inte-
gração, 

h /*4"/'3XaH-re4") e6< 

- n •KJ O J o <4A4 + T 4C i 8 i .tdtd G = 

1 (*c<f{x + h t s / - l ) - < f ( x - h l \ / - l ) 
« CXI* 

/ - I j 0 e4lt<—1 

A fórmula euleriana transforma-se pois em 

JL 

tí* r<* olx + re^) r e 6 * , 
/ 1 . í d í d ô 

W -

Esta transformada da fórmula euleriana primitiva (e) determina 
uma nova classe de integraes definidos duplos. 

Ora 

1 1 
-£.2[yx + <f{x + h)] = 2yx + — .?x, 

por consequência, attendendo á independencia das variaveis t e 9, 
a fórmula (e') dá 

f<fxdx=h-z<í>x + -^-.<fx— 
JL 

A4T2T T2nr tdt "1 
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mas pela fórmula de Cauchy 

1 T2 1 r 

<f»ír = — - . I <p(a; + r e 9 , ) d ( t , 
Alt J o 

por consequência 

1 h r2« 
f f x d x = h2?x + — .— y (x + retl) db — 

2 2 i x j o 

- T 1 T t i + r r ' " 8 J T c ' t f + ^ ' ) ( , »<- ! ) ] : 

logo 

h 
J y x dx = Ii 2 f x + 

sendo 

h I i l t 

J y x d x = Ii 2yx + — y (x+r e6i).C-)db (e") 
I-KJ (| 

i J (1 
1 . T o c t d t 

' o ( í s / i 4 + r V - « i ) . ( e 2 * ' - l ) ' 

Esta segunda transformada (e") da fórmula euleriana (e) mostra 
claramente o valor philosophico da fórmula de Euler, e por isso 
deve d e n o m i n a r - s e — a fórmula euleriana principal. 

O integral definido 

i r 2 * 
E = S-. Ç !x + rt^).P>dò 

2it J o 

é a funcçâo generatriz da serie de Euler , e a fórmula euleriana 
principal 

h Í í k 

fyxdx=h2yx+ — .l <{> (x + r ehí).Qd 6 J - T 2tc J o ' 

liga pelo algorithmo primitivo da s >mmaç5o os tres algorithmos 
fundamentaes do Calculo Integral. 
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J l I 

Integraes definidos 

A integração das differenças finitas pelas funcçòes elementares 
é ainda mais limitada que a integração das funcçòes differenciaes; 
e, pelas faculdades algorithmicas, succede o contrario, a inte-
gração das differenças é mais geral, porque na fórmula de Wronski 
o integral indefinido exprime-se em funcção d'um integral definido, 
cuja determinação ó puramente contingente. 

Esta dupla propriedade caracterisa, pois, os dois primeiros 
algorithmos fundamentaes do Calculo Integral. 

Ora, como é sabido, a geração theorica do algorithmo inverso 
das differenças l y x , pelas funcçòes elementares, é só possivel, 
quando 9a; tem uma das fórmas seguintes: 

I <px = x(x±h) [X±2h). . . ± n — 1 h)x f x; 

III <p x = amxx f x ; 

IV <p x = sen" x. cos" x x f x ; 

onde fx designa um polynomio racional e inteiro e m e n quanti-
dades posit ivas: por consequência a fórmula euleriana 

II f X 
f x 

11 ! 

x[x±:h)(x±:2.k).. .(x±n — lh) 

2 [ f x + f (x + h)] = — .f<fxdx + 

dl 



» 

MATtIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 1 6 9 

OU 

h 
— .2[<px-\-<j(x + h)] = J ^ x d x + 
Jt 

+ J L . r ? ( * - H » t / - i ) ~ 9 ( g - y - i ) _ d e 

i j « [ / - i j o 

determina um grande numero de integraes definidos para cada um 
dos quatro casos em que é possivel a integração das differenças. 

As mesmas considerações são applicaveis ás outras t rans-
formadas da fórmula euleriana. 

No que vae seguir-se fazemos somente algumas applicações 
d e s t a fórmula (a). 

I Seja <px = eax; será 

h 1 /-"M-W-IJ 
—. 2[e<l*+ea'x+h)]=Jéaxdx+-~. I 
-> y 1 J ( e 2 x L l 

-dO; 

mas 

ea ' l + l 
2 [ea*-f e«!*+A)] = (1 + eah) .2 e"* = ——- .e0* 

e a ® [ e a 8 / - l _ g - a « / - i j = 2 / - 1 . e a * s e n a ô ; 

logo 

h eah + i 1 , r ° ° 2 sen a 9 ,, 
— . — 7 — r = — + j . d 9 (b) 
2 e a A — 1 a J 0 e « « } _ l W 

d'onde 

/" 2 sen a 9 , h eah+l 1 
/ ; . (ÍJ = — . - - j — 

J o 2 eaA —1 a 

ntegral definido já conhecido. 
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A fórmula (6) onde suppozemos A = I transforma-se em 

| x V»x f(A f i.) ç .4- x <pj I . £ 

1 ea+l 1 , rx 2 sen a 0 
—. = — + —T - . e - * 6 d 9 ; 
2 e« — 1 a J o e " - r « » 

mas -T fr 
e®—e—® 

sen hyp a: = — - — 

íim t'itr.3 ÍSTRf] eohiuiVib Wfti^ .?«) -Uv o 
e 

cotg I iypaj ' 10! 61 
e2'it__l ' 

H-Jfm .ilqqfi BIiiItnghi «•fífôlflòíi HWfMxcT Sw^iitt^ae t»r./ oiip orl 
logo 

a 2 . ^ Toc sen a 9 
cotg hyp — = — + 2 T 0 J r 2 a J 0 sen hyp TC 9 

ou, mudando/1 em 2a; , 
- - — i. fxY»*S\; 

1 , 1 , ^ r o e s e n 2 ® 0 
cotg hyp x = — + 2 / —. c * ® d 9 (6'). & J r a; J o sen hyp ir 9 

| - M » S * 
II Seja 9 x = sen a x;' será 

h 
— [sen a x + s e n a (a; + h)] = > 

Jt 

•)fnUl'!i 

Convertendo o seho ém exponcnciaès'pela fórmula de Euler 

V " » W k " " ' V - " ' ' ^ • 
1 

sen o a; = — — - . Te0 ® V - I — e - a « / - 1 ] 
2 y/—1 L J 



MATtIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 171 

resul ta 
2 [sen ax + sen a [x + h)] = 

1 
- — r ( l A 1 / - 1 ) . 2 C a a V ^ - I - (l + e - a f t V ^ - l ) 2 e - a a ; v / - 1 ] 

1 V f a h V - 1 + 1 e - a h V - 1 + 1 "I 
I faxi/—1 p—ax\/—1 I 

2 v / - í Leafc v / -1 1 * ' 1I' e - a V - 1 — 1 • J 

1 I «a A y - 1 + 1 f . « V - i + l . uH 
— »A®V/—1 + />— AX{/— 1 I 

2 / - 1 1 _ 1 ^ ' J 

1 eflAiZ-l + í 
. cos a x; 

/ — 1 ' e « f c v / - l - l ' 

o 

Z1 1 ea ft v/ i + 1 1 1 r x 2 sen a O v / - ! 

logo 

1 ea?<v/-l + i 1 1 / 
2 " - T = T C « » v - 1 - 1 ã T - T V 0 e 4 « f _ i 

. d â , 

ou 
Z1 A v" i + l I, / " 0 0 ^ s j e n a e v / - ! f " " V - ' t l I I 

2 ' e ' » H - i = a / - l J 0 
. d 0 , 

• : • 'i- ' •;!?'< '-K!- • íf ':-« •- . . j I ff TCirnílíl/'') 
expressão análoga á expressão (6), e da qual se podia deduzir 
pela simples mudança de a em a / — 1. 

Temos pois 

1 e a i /—1 + 1 1 ' ^ 2 s e n a 6 / - 1 . . . 
— . j — - . J — 1 = — + / — 1 . / r — — . e - * 9 d ô ; 
2 e a i / - i — l a Jo C 1 r 9 - C - " 0 

mas 
sen a 9 / — 1 = 1 . sen hyp a 6 

a e« V—l + 1 

.o-íilodi 
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logo 

a 
c o t g -

OU 

COtg X 

As expressões (b') e (6") most ram a analogia e a intima relação 
que existe en t re as funeções circulares e as funeções hyperbol icas: 
a pr imeira expr ime a cotangente hyperbolica em funeção de um 
seno c i rcu la r ; a segunda exprime a cotangente circular pelo 
integral definido de uma funeção de senos byperbolicos. 

Os integraes definidos 

i 
_ r x sen 2 D x 
C = r — — r . e ~ K i d H 

J o sen hvp -K 0 

„, /"acSen hvp 26 x 
C ' = - P - — 

J o sen hyp TC 6 

expr imem as propriedades theoricas das cotangentes hyperbolica 
e circular, e const i tuem as funeções generatr izes do desenvolvi-
mento em serie de uma cotangente , isto é, consti tuem o limite 
da serie a par t i r do segundo te rmo. 

Das fórmulas (b') e (b") deduz-se a relação importante 

. , „ /""sen 2 6 x + sen hvp 2 9 x 
c o t c h y p x — cotca ; = 2 | í-í— . e - " 9 d 6 

b b J o sen hyp w b 
•. :l ;»• - . > i • , 

logo a diíferença en t re uma cotangente hyperbolica e uma co-
tangen te circular expr ime-se pelo integral definido ent re zero e 
o infinito de uma funeção d» somma do seno circular com o seno 
byperbolico, 

a J o sen hyp ic b 

_ _ L _ t p » ^ i r m t i t n 

x J o sen hyp rc Ô 
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IV 

Transcendentes 

A funcção transcendente 

_ r ( a + l ) 
'TE ~ ' TT 

y/2 Tt 

tem sido objecto dc investigações d um grande numero de geó-
metras, e goza de propriedades importantes no Calculo Integral 
e na Theoria dos Números; o seu logarithmo nepereano tem por 
desenvolvimento a serie notável 

/ = I l _L_1L 1 + JL 
l x 1 . 2 ' x 3 . 4 x 3 5 . 6 x 5 

dada pela fórmula de Stirling. 
Cauchv exprimiu esta funcção no integral definido 

W 0 T ( I r F i - T - I f K ^ 0 i 

a fórmula euleriana dá também da funcção Iyx duas transformadas. 

Com effeito, as funcçôes elementares Z x e - são duas funcçôes 
x 

integráveis; mas no Calculo das Differenças são duas transcen-
dentes irreductiveis e inintegraveis. 

A fórmula euleriana dá para estas funcçôes 

4 c 
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2 ' 5 C ^ c ^x 2Io 

05 Ô d e , 
+ c ; 

o ^ + S2 

isto é, reduz os seus in tegraes 1 a integraes definidos, (jue e x -
primem propr iedades da t ranscendente y x . 

E, com effeito, 
t + • 'I 

1 + i / — i ) 1 P (te— õj /—1) ^ = 

t J / - I J o e * « * - l 
mo 

h K* '-1I1 ' ^ f i 

==3War. n W " x . +3*«»*«.— . . . ; 
1 . 2 2 ' 1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 

1 
por tanto , para <p x = lx e ÇÍC = —, resul ta 

;>.:. x í; -1 . Í 7 

/ ® + f l i / - l \ d 6 I v \ i r / * + v - i \ 
^ r J 0 ^ O v - - I / 

•?« / A \ 3 , S 3 

1 . 2 ' íc 3 . 4 A x J 5 . 6 ' U 

tOC 

2 ' 
, / a d o _ s t , 3 8 
: / „ a;« + e«- , 2 a?2 4 ' as4 6 V " " 

® "—1 ,:. ini'il'1 H'j(V)omil >.6 ,oJisin n ioJ 
logo 
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Ora, para x=x, Iyv = O; por consequência, integrando esla 
segunda expressão, resulta 

OC 
arc tang — 

l ^ Í 
J o 0 

• .de , 

ou 

riilílfit ki.lt 

ou ainda 

^ a r c c o t g y 
'KL 

' I - - i J 

OC 
arc tang — 

9 
o sen hyp ir 9 

x 

C x 

Iyx= 2 
J o 

arc cotg — & Q 

sen hyp it 6 
.e~«*d 6. 

Convertendo as funcçôes logarithmicas em exponenciaes, a 
funcção r [x + 1 ) converte-se no producto 

CxJn + 9 y / - l \ d 9 

r ( « + l ) = / 2 x . í c ® + l x e — o 1 ^ - 9 / - 1 / e * « e - l 

OU X 
arc tang—-

r f# + l) = i / 2 i r . í c a : + 2 x e ~ Ix + - . ¢ - "6 ( /9 ) v J o sen hyp is 9 

etc. 

e passando aos logarithmos resultam outras tantas expressões 
exactas de Z r ( # + 1) para qualquer valor positivo de x, real ou 
imaginario, commensuravel ou incommensuravel, 
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A funcção 1) expr ime o integral euleriano de segunda 
especie 

C.", r 0 0 

r ( « + l) = / e~'.zxdz; 
Jo 

por consequência as fórmulas precedentes mostram outras tantas 
propriedades d 'es te celebre integral. 

I !Vii i 

i 
r, q'»u ti 

' 'JA-) -RII, 
o T - ' 

)iyHlriii-^(>i tòi«Tjo;jr <*tr O b n s l M / I i o J 

oioiífioiq "(j 3«-S1t)7ho'i *f + «V'i 

IJO 

{ o W ^ - S . . ' I H-1^ -¾ 
VT 3T L(F IT IVhi (I 5 . 

' I . J I i J . J 

íi ovih 
' I I L . , ' J O I J I I ! 

i VHipia m K ri :-1.11 
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NOTA SOBRE A TRANSFORMAÇÃO D UM I N T E G R A L DEFINIDO 

POK 

J. A. MARTINS DA SILVA 

No ultimo art igo que publicámos n 'es te Jorna l , na pag . 6o 
d 'es te volume, vem o seguinte caso de t ransformação obt ida 
pelos contornos 

cos Ji O do s e n 2 " 6 dg 
— — r^ a n • I — . 

0 V l - 2 a cos 0 + a 2 ^ 0 V l - a 2 sen 2 0 

Agora vamos chegar ao mesmo resultado deduzindo-o e lemen-
t a rmen te , o que é fácil, insistindo de novo, visto a importancia 
que t em na reducção de varias expressões. 

Seja 

1 ( l - a e « / - 1 ) - ^ x ( l - a e - « V - l ) - | -
V l - 2 « cos 0 + a 2 

mas 

(1 _ a e ±t = 1 + -L a e±o / - 1 + LA a« e ± 2 8 / - I + 
v ' 2 2 . 4 

1 . 3 . 5 

2 . 4 . 6 

IS 

2 . 4 . 6 . . . 2 n 
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e como fazemos 

1 1 3 1 3 5 
u . = l+ —-<xcos0 + ^ r - T c o s 2 ô + ' ' a3 cos 3 0 - f . . . + r 2 2 . 4 2 . 4 . 6 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 / í - l ) 
• a I a a - « " C O S í l Ô + . . . 2 . 4 . 6 . . . 2 » 

1 , 1 . 3 1 . 3 . 5 „ 
v = — a sen Ô + ,, , a* sen 2 0 + a d sen 3 0 + . . . + 

2 . 4 2 . 4 . 6 

, 1 . 3 . 5 . . . ( 2 « — l) 
+ ———-———-—— an sen n 0 +. . 

2 . 4 . 6 . . . 2 n 

vem 

( 1 - a e et/—1)-4- = J i + vv/—i 

logo 

(1 _ « e - 8 i / - i ) - t = p - v i / - l 

1 

v / r — 2 a cos 0 + a 2 
y + v 2 = 

„ , O6 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n - l ) , 
= ( 1 + " " 0 0 8 " 6 ) + 

, , - 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n - l ) 
+ < * 2 . 4 . 6 . . . 2 » = 

• 1 
= — Po + P i c o s 0 + P 2 c o s 2 0 + . . . + P t l cos n 0 + . . 

Jt 
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sendo 

2 1 . 3 . 5 . . . 2 ) 1 - 1 
F11 = —. — -OLnX 

" 2 " 2 . 4 . 6 . . . 2 « 

M + 1 2 » + 1 « , 1 3 ( 2 » + 1 ) ( 2 n + 3) 
X [ 2 " 2 ( n + l ) a 2 . 4 " 4 ( n + l ) ( n + 2 ) J ' 

Precisamos conhecer apenas Po e Pj para ficarem determinados 
os outros coeficientes, porque de (a) tiramos, derivando em ordem 
a 0, 

a sen 0 In Pn cos n 0 = (1 — 2 a cos 6 + or) 2n » P« sen n 0 
0 0 

logo 

p _ 2 ( H - l ) ( » a + l ) P n - l - ( 2 » - 3 ) a P M - 2 

" ~ (2 w — 1) a 

* 
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Como sabemos, é este um caso part icular da funcção pe r tu r -
badora 

* 

(1 - 2 ^ cos 6 + « * ) - * = 2(<j é(i)t cos i 0 
o 

+ 8. 

L 1 , 2 . 3 . . . ( t — 1 ) i 

S ( * + l ) ( s + 2 ) . . . ( * + *) I 
a - + . . . 

1 . 2 . 3 . . . ( / + 1) 

suppondo s = 

Por outro lado obtemos 

2 /"« cos / iGíie K--I 
T.J 0 V l - 2 a C O S 0 + x 2 

1 . = 1 + 4 «s sen2 6 + 4 4 - a * s e n 1 0 + . . . + 
V l — a 2 s e n 2 0 2 2 4 

, 1 . 3 . 5 . . . 2 « - l , 
+ ———-—JJ—— - V n sen 2" 0 

2 . 4 . 6 . . . 2 n 

1 f * sen 2»0.dÔ 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n - l ) 1 I TJ 0 0 V l - 2 a
2 sen 2 0 2 4 . 6 . . . 2 , , 

x r í + ± + l ) ( 2 n + 8 ) 
L 2 " 2 n + 2 2 . 4 ' ( 2 n + 2 ) ( 2 n + 4) J 

visto ser 

sen 2" Q d 6 j= ' v 

o 2 . 4 . 6 . , . 2 n J1 
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e como também 

1 1 _ 1 

2 " ' 1 . 2 . 3 . . . ( n - í ] 7 ' ~ ~ 2 . 4 . 6 . . . 2 « 

resulta afinal 

r * cos /(QdG C k sen 2 »5dG 
I = *" - . 

Jn V 1 — 2 a cos G + a2 J » V 7 I - G t
2 S e n 2 O 

Applicaçào. — Seja x = cos 6, temos 

P n — X11 — I -
ic J - I r 

2 /""-M cos [n arc (cos = x)< d x 

1 V (1 + a2) — 2 a X — (1 + a2). X 2 + 2 a X 3 

2 a" r + 1 (1 -Xv-Jn-I d x z a" r~r • [ i —x-j"~»«x 

U J — 1 V l — B2 f t — X2') 

representando Xli as funcçôes de Legendre. 
Este ultimo integral dâ-nos um meio muito simples e rápido 

4 a" 
para exprimir Xn no producto de por uma expressão da forma 

los 
: + l 

a — V l — a 2 . Iog 
« + 1 

v/l - a 2 1 
X -

2 . a3 

n— - n 
' 2 \ V7I-K1 

- x — 

a + 1 

1 . 2 4 . « 5 
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Com effeito, pela fórmula 

ry*»-1 dy_ym~*. Va4+y4 m —2 fym-3.dy 

J Vo4TT4~ (m -1) m-í'aJ 

obtemos 

r dy , y + Vwa+a* 

^ Va s + j/2 

Ii d y 

V ^ + ? 52 " a 

y^dy yVat+y* 1 y + V ^ + a 4 / v « V '/ Vai-TW 1 
H==== a - E - o l o B Vni-I-. ,s 2 2 

tI i d y y9 V a 4 + y 4 3 

V a 4 - F y 4 4 2 . 4 * 

x 

f g " - ' « : iI a M - r - , M 1 I i H j H 

+ _ 3 . 3 

2 . 4 . 6 
a | j / V a 4 + j/4 - a Iog y + 
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Fazendo agora 

a 2 = 1 — a 2 

y = ax 

dy = adx temos 

C1 dx , a + i 
I — — — — — — — = Iog — = = = 

J O / ! _ « « ( ! _a;S) V 7 I - a 2 

r - ' r . - v i ^ x i o g 4 ± ^ i 
J o í / i (1 2 - a L t i — a2-! 

1 a;4díc 1 

» v / l _ a 2 ( l - « 2 ) 4 - a 3 

x6 d x 
= - — = X 

x [ " 4 + - ^ l o g ^ ) ] 
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r 1 { i - x * y - i d x d x 

J o V7T^-*8 (1 — ÍC8) Jo ^ l - J ( I - X i ) 

I - . s •(' 

(n-±) 
2 / r 1 x*dx 

1 J o 

+ 
K X 

o t / i ( 1 - ^ 2 ) 

3 \ n — — 
8 Z r 1 a 4 da: 

1 . 2 J 0 / I - « 1 ( 1 - a i » ) 

fica portanto demonstrado o que pretendíamos. 

í / I - J C ' ** I 1K 
; S •*<! '• R I I IT I "'JB 

I 
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SOBRE A MULTIPLICAÇÃO DOS D E T E R M I N A N T E S 

P O R 

F. GOMES TEIXEIRA 

No Tratado dos determinantes do sr. Doslor, para demonstrar 
o theorema da multiplicação, dá-se primeiro um Iemma, que lá 
se demonstra por inducção que não é Facil de completar. 

Demonstra-se este lemma muito simplesmente do modo que 
vamos expôr. 

Quer-se demonstrar a igualdade 

«1 6 , C1 . . O O O 

02 H CI . . O O O 

A3 H C3 . O O O 

an bn cn 

« n + l K+l C1,.(_i 

®n -(- i ^n + i c n - \ - i 

O O O 

«n+1 ? n + l yn + l 

«n-j-i P»+* Yn + ' 

«2n h n Cin a. in |?2n 12» 

« T C1 . . . « » + 1 Y » + I • • • 

« 2 H CI . . . 
X 

£ » + 2 Y N + 2 - • • 

O» BN CFI • • • « 2 H Y2N • . • 
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Com effeito, no desenvolvimento do primeiro determinante, 
o factor que multiplica um termo da columna de ordem menor 
que n e da linha de ordem maior que n é nullo, porque o de -
terminante menor que o multiplica, sendo desenvolvido, deve 
conter em cada termo um elemento de cada liidia e um elemento 
de cada columna; logo das n primeiras linhas, cujos elementos 
são zeros da columna de ordem n—1 em diante não podem entrar 
em cada termo mais de n — i elementos significativos, isto é, 
deve entrar em cada termo pelo menos um elemento nullo. 

Pôde pois substituir-se o primeiro determinante pelo seguinte: 

ai C 1 . . 0 0 0 . . . 

a 2 h C 4 . . 0 0 0 . . . 

a H bn Cn . . 0 0 0 . . . 

0 0 0 . • « I I t - 1 3 ) 1 + 1 r » + i - • • 

0 0 0 . • a , 1 + 2 e « + 2 > + 2 • • • 

0 0 0 . • « 2 M N » Y 2 n • . . 

Para desenvolver este determinante temos de no termo principal 

aj &2 Cz . . . />•« « n - f 1 [ 3 , 1 + 2 - / n + 3 • • • * 2 n 

permutar os Índices e sommar os termos resultantes, tendo em 
vista a regra conhecida dos signaes. Mas como as letras romanas 
não podem ter Índices superiores a n, nem as gregas podem ter 
Índices inferiores a n, basta permutar separadamente os Índices 
1, 2, 3 . . . n e n + 1, n + 2 . . . 2 n , e collocar diante de cada 
uma das permutações do primeiro grupo cada uma das do segundo. 
Isto equivale evidentemente a multiplicar o determinante, cujo 
termo principal é a\ 6¾ C3 . . . k„, pelo determinante, cujo termo 
principal é a „ - [ 3 , , + 2 • . . yín» d'onde se conclue o theorema 
enunciado. 



MATtIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 187 

SOLUÇÃO DA QUESTÃO PROPOSTA N.° 14 (*) 

P O B 

A. SCHIAPPA MONTEIRO 

Sendo por hypolhese x < 2 p - I , te remos 

a + ( a + l ) + . . . + ( a + a - í c ) + . . . + ( a + - l ) + ( a + a ) + ( a + a + l ) + 

+ . . . + ( a + a + y ) + . . . + ( a + 2 p - J ) = a + ( a + l ) + . . . + }(1) 

+(a+p-i)+{a+p)+. . . + ( a + 2 p — l ) = ( 2 « + 2 p — 1 ) / > 

d'onde 

2 a + ( 2 a + 2 ) + . . . + ( 2 a + 2 a - 2 z ) + . . . + 

+ ( 2 a + 2 « - 2 ) + ( 2 a + 2 í ) + ( i 2 a + 2 , f - 2 ) + . . .+ } (2) 

+ ( 2 a + 2 * + 2 y ) + . . . + i 2 a + % - 2 ) - ( 2 a + 2 p - l ) 2 p = 0 
ou 

- ( 2 p - i ) - ( 2 / ) - 3 ) - . . • —[2(p—a)—(2a?+1)]—. 

- [ 2 ( p - « ) + ( 2 y + l ) ] - . . . + 

+(2 / j—3)+(2p—1 )=—(2jp—1)—(2p—3)—. . . -

- 7 - 5 - 3 - 1 + 1 + 3 + 5 + 7 + . . . + ( 2 p — 3 ) + ( 2 p — 1 ) = 0 / 

(3). 

(*) Esta solução foi recebida quando estava no prelo a solução dada a 
pag. 105, e porisso só agora é publicada. 
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Assim se, por exemplo, 

- [ 2 { p - « ) - ( 2 a + l ) ] e - [ 2 ( p - « ) + (2 y +1)] 

são termos equidis tantes dos ext remos, será 

- 2 ( p - « ) + ( 2 a s + l ) - 2 ( p - « ) - ( 2 y + 1) = 0 
ou 

( 2 y + l ) = — 4 ( / ) —a) + ( 2 a ; + l ) 

e por tanto teremos 

—(2p—1)—(2p—3)—.. .— 

- [ 2 ( ^ ) + 1 ^ 2 ( ^ - . ) - 1 ^ 2 ( / , - ^ - 3 ] - . . . -

—7—5—3—1 + 1 + 3 + 5 + 7 + . . .+ > (4). 

+ L
r 2 ( p ^ a ) — 3 ] + [ 2 ( p — a ) — l ] + [ 2 ( p — * ) + l ] + . . . + 

+ ( 2 ^ - 3 ) + ( 2 ^ - 1 ) = 0 / 

Represen tando agora por Q e R o quociente e o resto da 
divisão do producto dado 

o ( a + l ) ( a + 2 ) . ' . . ( o + « ) . . . ( a + 2 / » - l ) (5) 

composto de 2p números inteiros consecutivos, pela somma 
(2 a + 2p—i)p dos mesmos números 

a + ( a + l ) + (a + 2 ) + . . . + (« + « ) + . . . + ( a + 2 / , - 1 ) (6) 

t e remos 

a ( a + 1 ) ( a + 2 ) . . . ( « + « - ! ) 2 ¾ ' . ( a + a + 1 ) . . . ( a + 2 p - l ) ) 

2 a + 2/ í 1 
(7) 
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OU 

2 a ( 2 a + 2 ) . . . ( 2 a + 2 « - 2 ) ( 2 a + 2 « + 2 ) . . . ( 2 a + 4 p - 2 ) 
_ _ _ _ _ _ 

= Q + 2 O + 2 ^ I 
visto ser 

a + a = 2 2 ^ - 1 .p (9). 

Ora sabemos que o resto da divisão de um producto de factores 
bueiros por qualquer divisor inteiro não muda de valor, quando 
a um ou mais factores se juncta ou tira o divisor ou múltiplos d'este, 
logo se de cada um dos factores do dividendo 

2 a ( 2 a + 2 ) . . . ( 2 a + 2 « - 2 ) ( 2 a + 2 « + 2 ) . . . ( 2 o + 4 / > - 2 ) (10) 

subtrabirmos o divisor 2 a + 2 ^ j — 1 , e attendermos á expressão (4), 
obteremos o dividendo 

r t l 2 . 3 2 . 5 2 . 7 2 . . . [ 2 ( p - a ) - 3 . « [ 2 ( p - a ) - l ] [ 2 ( p - « ) + l ] » 

• • - ( 2 ^ 1 ) 2 

[onde ha um só factor da forma 2 (p — z) — Ij adoptando-se o 
signal superior ou inferior segundo for p impar ou p a r ; e se 
representarmos por Q' o quociente respectivo (não attendendo 
aos signaes), teremos 

l 2 . 3 2 . S 2 . 7 2 . . . [ 2 ( / ) - a ) - 3 J
2 [ 2 ( / } - a ) - l ] [ 2 ( / ) - q ) + l ] 2 . . . ( 2 p - l ) 2 | 

2 o + 2 p — 1 
(12). 

R ( 
= ^ + 2 o + 2 / ) - l ) 

Logo são eguaes os restos das divisões do producto (5) pela 
somma (6) dos seus factores e do producto (11) pelo numero 
2 a + 2 p - 1 . 

( 1 1 ) 
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Sur Vrvalualion approchée des aires planes, par P. Mansion, p ro -
fcsseur à 1'Université de Gand. Bruxelles, 1 8 8 1 . 

Coin este titulo publicou o sr. Mansion nos Annaes da Socie-
dade Scienlifica de Kiiixellas (*) uma Memoria muito impor tante , 
em que se oceupa das principaes fórmulas empregadas pura 
avaliar aprox imadamente as áreas planas, isto é, da fórmula dos 
trapézios, das duas de Simpson, da de W e d d l e , da de Poncelet , 
da do sr. Parment ie r , da do sr. Dupain, da do sr. Catalan e de 
uma fórmula nova. 

Es tas diversas fórmulas suo demonstradas pelo illustre professor 
belga de uma maneira simples, clara e uniforme, com o calculo 
do limite superior do erro correspondente , o que é tanto mais 
importante , que as demonstrações conhecidas d 'es tas fórmulas, 
exceptuando as de Poncelet e do sr. Pa rment ie r , deixavam muito 
a dese jar . 

Termina a Memoria pela comparação das fórmulas precedentes , 
tendo em vista em primeiro logar o rigor e depois a simplicidade. 

D 'es ta comparação conc lue : 
I . 0 Se se I I U I I tem necessidade de uma grande aproximação, 

o melhor é recor re r á fórmula dos trapézios, ou, se o numero 
das ordenadas é impar, á do sr. Parment ie r . 

2 . 0 Se se quer uma exact idão maior , e o numero das ordenadas 
é par , deverá usar-se da fórmula do sr. Catalan. Se o numero 
das ordenadas é impar, usar -se-ha da fórmula do sr. Dupain, ou, 
se se requer grande exact idão, da primeira fórmula de Simpson. 

As outras fórmulas podem ser empregadas em casos part iculares. 

Yê-se que as fórmulas dos trapézios, a primeiru de Simpson, 
a do sr. Pa rment i e r , a do sr. Dupain e a do sr. Catalan são as 
mais importantes na pra t ica . 

(*•) Annales (lc la Sociélé Scientifiquc de Bruxelles. o"" année, 1881, pagg. 
231 a 291. 
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As demonstrações das t res primeiras e da de Poncelet são 
similhantes e muito simples. Resul tam de substi tuir a área pedida 
por medias de tres áreas , que são a do polygono formado pela 
reunião dos trapézios que se obtôm, t irando tangentes á curva 
pelas ex t remidades das ordenadas de ordem p a r ; o polygono 
formado pelos trapézios que se ob têm, unindo suceessivamente 
a primeira ext remidade de ordenadas , as de ordem par e a u l t ima; 
o polygono formado pelos trapézios que se obtèin, unindo succes-
sivamente todas as ex t remidades das ordenadas. Chamando estes 
polygonos M, m, m' e S a superfície pedida, as fórmulas s ã o : 

A consideração da área m', que levou a uma demonstração 
tão simples das duas ultimas fórmulas, ê devida ao sr. Mansion, 
e foi já introduzida no ensino e lementar pelos srs. Rouché e 
Comberousse na ult ima edição que vêm de publicar dos seus 
Eléments de Géométrie. 

A par te e lementar da Memoria a que nos estamos refer indo, 
foi t ambém publicada no j o r n a l — M a l h e s i s (*). 

1 
S = —( M + w) (Poncelet) 

Ji 

1 S = —- (2 M + m) (Parmentier) 

M + m') (fórmula dos trapézios) 

G. T. 

(*) Mathesis — Recueil muthfmatique, publié par P. Mansion e J. Neuberg. 
Gand.—Vol. I, pag. 17. 
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E R !R, ^ V T - A . S 

Na pagina 29, l inha 21, em logar de : diminue indefinidamente até zero, 
quando h vae diminuindo indefinidamente até zero, deve e sc reve r - se : acaba 
por diminuir indefinidamente passando por lodos os valores até zero, quando h 
diminue indefinidamente passando por lodos os valores até zero. 

Na pagina 30, l inha 11, em logar d o : n -\-n', deve e sc reve r - se : nX,n'. 
Na pagina 30, l inha 19, em logar de : da tangente comprehendida entre o 

ponto de contacto e o pé, deve escrever-se : M'T. 
Na pagina 30, l inha 23, em logar d e : MT==MM' cos TMM', deve escre-

ver-se : M1T=MM' sen TMM'. 
Na pagina 31, l inha 13, em logar d e : MT, deve escrever -se ; M T, 
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