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projection les sommets variables des cdnes correspondan(s, nous
n'obtiendrons, pour projection des diverses seelions, qu'une seule
courbe invariable de forme et de position; et, si, en méme temps
et avec les mémes centres, nous faisons la projection centrale
des sections correspondantes de %, nous aurons des cercles variables
en grandeur et en position, mais faciles.a tracer.

Ainsi des points communs des projections centrales ou coni=
ques, de deux sections correspondantes, ou déterminées par un
méme plan auxiliaire, nous déduirons facilement les points homo-
logues de celle-ci, dans le systtme de projection donné.

2.° Nous pouvons encore construire des cones, qui aient, deux
a deux, le méme sommet, et qui aient pour directrices deux
sections horizontales correspondantes de ¥ et ¥'; et ensuile par un
mouvement de translation transporter tous les cones, qui ont pour
directrices les sections de ¥/, jusqua ce quils aient la méme
trace horizontale.

6. Remarque.—Dans cette seconde méthode il y a un avan-
tage: c'est que nous ne faisons point la plupart des constructions
sur les projections des surfaces données, évitant ainsi de charger
la figure d'une multitude de lignes auxiliaires, dont I'ensemble
la rend ordinairement trés-confuse. 4

Soit dans l'une soit dans l'autre méthode, nous voyons que
les centres de projections sont variables.

Si les cones, qui ont pour directrices les sections de X', sont
paralléles, aprés le mouvement de translation, quand ils auront
la méme trace, ils auront aussi le méme sommet, et par suite
ils se confondront: d'oit il résultera une plus grande simplification
dans la construction, car non seulement nous sommes réduits a
avoir une courbe invariable de forme et de position homothétique
aux sections de ¥, mais encore nous n'avons qu'un seul eentre
de projection.

1l y a des cas trés-particuliers ol nous pourrons employer la
projection cylindrique, ¢’est-a-dire prendre le centre de projection
a Uinfini (»). D’ailleurs, on pourra souvent employer & la fois,
et avantageusement, deux systémes de projection oblique.

(+) Par exemple, dans le cas ou les surfaces = et X' auront des seclions

ellipliques homothétiques (lorsque leur direction sera facile de déterminer);

uand les sections de I'une des surfaces seront des ellipses et les correspon-
antes de 'autre seront des lignes droiles ; ele,

*
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3. Observation. — L'application de ces méthodes a quelques
problémes (en entrant dans les détails convenables) se trouvent
dans notre Mémoire de géométrie descriptive, ou I'on pourra voir
la fécondité de ces méthodes, et en méme temps la maniére de
faire disparaitre quelque difficulté, & peine apparente, que l'on
rencontre presque toujours dans I'exécution des épures respectives.

I1

Observations générales

8. La détermination des points de la courbe d'intersection,
ou la tangente est horizontale (»), est tris-souvent convenable
pour connaitre non-seulement la disposition générale de cette
courbe, mais surtout les plans auiliaires limites; évitant ainsi
d’employer ceux des plans qui ne donnent aucun point.

Voici, donc, les moyens d'obtenir ces points :

1.° Lorsque les deux sections horizontales se touchent, les points
de contact seront, dans I'intersection demandée, évidemment ceux
oi la tangente est horizontale. Mais comme le contact doit aussi
exister dans la projection conique ou polaire de ces sections, il
s'ensuit que la question se réduit a la détermination des cereles
ou des droiles auxiliaires, qui touchent la conique invariable,
aussi auxiliaire: et cela s'obtient, en général, aprés un court
essai, qui peut se régulariser par une courbe auxiliaire ou d'erreur.

2.° 8i au lieu des cercles, qui représentent les sections hori-
zontales de I'une des surfaces 3, nous imaginons des cercles con-
centriques avec ceux-ci el (angenles aux sections correspondantes
de l'autre surface X', ces cercles engendreront une troisitme
surface g (=), qui ne coupera évidemment la surface X que sui-
vant des cercles horizontals, qui donnent les points oii la tan-
gente est horizontale, ou les plans auxiliaires limites, et elle tou-
chera la surface 3' le long d'une courbe w, qui passera par ces points.

(«) Les tangentes horizontales sont évidemment paralléles aux asympiotes
du lieux géoméirique des traces horizontales de toules les tangentes & Pinter-
section demandde.

(+«) Cette surface auxiliaire a ne peut dégénérer en plus de quatre sur-
faces distinetes: ear c'est le plos grand nombre de cereles concentrigues,
que puissent étre tangents i une aatre eonique queleonque,
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Donc, pour déterminer les points oi la tangente est horizontale,
et, par conséquent, les plans auxiliaires limites, il suffit de trouver
les points d'intersection du contour apparent de la surface X sur
le plan vertical, avec le contour apparent correspondant de la
surface ¢, lequel se construit aisément (#).

En effet, aprés avoir [ait la projection conique du centre de
chacune des sections circulaires de ¥, nous décrirons, avec ces cen-
tres, des cercles qui touchent la conique ausxiliaire invariable sui-
vant laquelle se projettent les sections horizontales de 3 et ensuite,
passant au systéme de projection donné, nous obtiendrons la gran-
deur des cercles générateurs de la surface ¢, de fagon que réunissant
les extrémités des rayons paralléles au plan vertical par une ligne
continue, eetle ligne représentera le contour apparent demandé.

1i est facile de reconnaitre quels sont les cercles de la surface s,
parmi lesquels sont compris les points demandés, ou les plans
limites, pour n'avoir & déterminer que la partie du contour res-
pectif, qui est seule nécessaire.

Lorsque les sections de la surface X seront des lignes droites,
si nous imaginons des lignes droites qui leur soient paralléles, et qui
soient taugentes aux sections correspondantes de la surface 3’ (# %),
nous obtiendrons une surface auziliaire ¢’ qui coupera évidemment
la surface Z, suivant des lignes droites qui donneront les points
de tangente horizontale. Ces sections rectilignes nous les déter-
mineront en construisant l'intersection des traces verticales de 3
et o'. Mais, si ces traces se coupent hors des limites du dessin,
nous emploierons les traces de ces surfaces sur un plan paralléle
au plan vertical de projection et convenablement choisi.

3.° Les divers points de contact de la conique auxiliaire in-
variable, avec les projections coniques des sections horizontales
de la surface ¢, étant de méme transportés sur les projections
coniques des sections horizontales correspondantes de 3, donne-
ront une courbe (++#) qui, combinée avec la conique mentionée,
nous conduira aussi 4 la détermination des plans limites.

B P P

(=) Iei, les contours apparents de = et o, par rapport an plan vertical, se
confondront évidemment avee les traces de ces surfaces sur leur plan prin-
cipal commum, paralléle an plan vertical de grntertmn

(==) 1l est elair que pour la détermination de ces tangentes nous recour-
rons, comme dans le premier procédé, i la conique auxllmire invariahle.

[---] Cette courbe peut étre prise comme courbe d'errenr dans le premier
pm{:;&gé (Voyez la Correspondance sur U'Ecole Impériale Polytechnique, t. 11,
p- #38)
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Observation. — On voit facilement, selon les cas qui se pré-
senteront, lequel de ces procédés on devra préférer, pour que la
détermination des plans limites soit la plus simple et la plus
rigoureuse ; en cherchant, en tout cas, s'il est possible d'employer
une solution directe, prélérable en général.

9. Quand il ne sera pas possible de disposer convenablement
les surfaces X et 3’ par rapport aux plans de projections nous
emploierons, selon les cas, I'un des moyens suivants:

1.° Nous pourrons recourir & des changements de plans de pro-
Jection, et & des rotations des figures, ce qui n’est au fond que
le méme principe.

2.° Nous peurrons encore déterminer la direction commune des
plans sécants, qui donnent dans I'une des surfaces X des cercles.
Alors, nous appliquerons la seconde méthode (%), c’est-a-dire
que-sur un plan paralléle a ces plans, nous tracerons une courbe
homothétique aux sections correspondantes de I'autre surface ¥,
et nous prendrons des ednes paralléles pour surfaces projetantes
~ de ces derniéres sections; ces cdnes étant transportés par trans-

lation, jusqu'a ce que, ayant pour trace cette courbe auxiliaire,
ils se confondent en un edne unique, et que par conséquent, nous
n'ayons qu'un seul centre de projection w.

Ensuite, sur ce plan (que nous supposons rabattu sur le plan
horizontal ou vertical), nous aurons & déterminer le centre et le
rayon de chacune des projections coniques des sections circulaires
correspondants de X

Pour cela nous construirons, sur le plan considéré, les traces
des droites issues de ce centre unique w, parallélement aux pro-
jetantes des extrémités des rayons convenables de ces sections.

Des points d'intersection des projections centrales de chaque
couple de sections correspondantes, .nous passerons facilement
aux points homologues dans la courbe d'intersecliun des surfaces
proposées X et X'

Dans le cas {rés-particulier ol la surface X pourra étre coupée,
par des plans paralléles, suivant des droiles, les constructions se
simplifient: car, aprés avoir déterminé la direction commune de
ces plans sécants, nous n'avons qu'a choisir convenablement les

(+) La premiére méthode peut étre ﬁ?alamanl applicable, mais les con-
structions seront, en général, plus diffici
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chnes projetants des sections de ¥, et puis & construire, sur le
plan horizontal, une courbe homothétique aux traces de ces cones
que (étant paralléles) nous transporterons parallélement i eux-
mémes, jusqu’'a ce que, ayant pour trace cette courbe auxiliaire,
ils se confondent en un seul cone, et que, par suite, nous n'ayons
qu'un seul centre de projection.

Alors nous n'avons qu'a employer des constructions analogues
a celles qui contituent la seconde méthode.

Si les sections de ', déterminées par les plans sécants
correspondants aux sections rectilignes de ¥, sont des ellipses,
nous pourrons évidemment, en général, recourir & la projection
cylindrique.

3.° La transformation homologique des surfaces données 3 et 3/
peut également, dans certains cas, nous conduire a des constru-
ctions trés-faciles. _

10. Nous devons remarquer que les méthodes que nous avons
présentées pour trouver 'intersection des surfaces du second ordre
sont évidemment applicables a la détermination de l'intersection
de deux surfaces S et S' d'une ordre quelconque, pourva que
I'une S puisse étre eoupée suivant des cercles ou des droites, par
des plans paralléles; les sections correspondantes de 'autre §'
étant des courbes homothétiques; etc. ().

Il est clair que, dans ce dernier cas, nous déterminerons les
points de la courbe d'intersection des surfaces S et 8/, ou la
tangente est horizontale, avec la méme facilité que lorsque les
surfaces données sont toutes deux du second ordre.

Enfin il est facile de voir, selon le cas, laquelle de ces deux
méthodes nous devons préférer, pour que les constructions soient
en méme temps les plus simples et les plus rigoureuses.

{+) 1l est bon de remarquer que par ces méthodes nous pouvons quelque-
fois, mon-seulement trouver I'intersection de quelques-unes de ces surfaces
particuliéres, mais encore démontrer géomélriquement certaines propriétés
de telles surfaces on de leur intersection. s

Comme exemple, nous Erésenmmns le conoide obligue circonserit & une
courbe plane queleconque C, lequel a la propriété d'admettre un mode de
génération gar des courbes planes du meme ordre que celte courbe C. Une
telle propriété se démontre trés-facilement en employant la projection coni-

que: parce qu'ainsi nous somme réduits seulement i comparer des iriangles
semblables pour obtenir les relations convenables (Voyez la Traité de géo-
mélrie descriplive par Mr. Gournerie, art. 667, ol 1l considére le cas de la
courbe C étre du second ordre).
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4. Nous devons observer que, dans les méthodes exposées,
les plans sécants auxiliaires peuvent, dans certains cas, laisser
d’étre paralléles entre eux, quand les projections obliques des
respectives sections satislassent aux conditions exigées dans ees
méthodes, ce qui fait qu'elles soient quelquefois et avantageuse-
ment appliquées méme lorsque la nature des surfaces, ou bien leur
position relative donne lieu & I'emploi des procédés ordinaires ().

12. Nous ne dirons rien de plus, parce que avec ces éléments,
qui ont été l'objet de nos études, nous pensons, que I'on peut
siirement résoudre tous les autres problémes qui en dérivent.

(+) Ainsi, par exemple, dans la théorie des ombres, ol nous avons i con-
gidérer des cines, des cylindres et des plans d'ombre, nos méthodes nous
conduisent & combiner les traces invariables de ces surfaces avee les
ctions coniques ou cylindriques de géndratrices des surfaces éelairées, co

. qui est sans donte préférable, aux procédés ordinaires, toutes les fois que
ces génératrices se projettent suivant des droites ou des cercles,
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W |

SOBRE ALGUNS THEOREMAS DE ARITHMETICA

 PEDRO GoOMES TEIXERA " 4

| Alleres aldino de Artilheria (]

!.

i
TuEOREMA (¥). —Se f0r & um numero da férma 222—1.p—a,
sendo a um inteiro menor que 2p —1, lerd logar a congruencia
sequinle : . i
afat+1)(a+2)...(a+2p—4) =32 35372 >4 jxc
x[2(p—a)—3¥<[2(p—a)—1] x[2(p—a)+1]¥x. ..

< (2p-1)*p,
onde o modulo ¢ igual a

a+a+1+a-_|l-2+-'...-|:a+(2p—1j.

Seja pnis
(1) bdoelou lo=28—1,p—a. . (I
e facamos
2p+4=n |
(2) a(ati)(a+2)...(a+n)=N
(3) at+ati+a+2+at+3+...+

+a+n=p(@a+2p—1)=D.

y

(=) Questio proposta n.* 18.
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De (1) tira-se a+a =2".p, que reduz (2) a
a(a+1)(@+2)...(a+a—1)2pa+as1)...(a+n)=N.

Fazendo agora

a(a+1)(a+2)...(a+a—1)2"(a+a+1)...(a+n)=A

2a+2p—1=8B

teremos )
N iy R A |

d’onde se tira
r R
B . pW
R=pr.
R seré pois eonhecido logo que r o seja.
Posto isto, facamos
_.“L. Al
B+ 1
e vem
A

A
i h-ﬁ-=:l +-ﬁ—,
Al=a(a+1).. .(a+u-—l)%'—1(a+u+1}.l..
(at+p—1)(@a+p+1)...(a+n).

Do mesmo modo, fazendo suceessivameénte:

A ot Al I A ;
< b #Amr ~ A{l}’
B3 "' BFs g T
p—9 -1
2 oy o MERS Alp),

*® ey e S e F ’ ————e e
Brap—s B+(2p—1)
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resullam as igualdades seguintes:

ARG L gAN

A'=a(a+1)(a+2)...(a+a— )22 (a+at1)...
(adp—1)(atptd)..(atn)

A” = B AJ’H
BT

A"=gla+1)...(a+a—1)2-3at+a+1)...
(a+p—1){at+p+3)...(a+n)

o AN 7 AH)
e e (S
B  aii B

AW =a(a+1)...(a+e—1)2—tatat+1)...
(a+p—1)(at+p+4).;.(a+n)

---------------------------------------

(p—2 - —1
Alr ]=A{P_”+[:9.p 3];}\'(9 )

a

Ar=Nl=a(a+1)...2°(a+a+1)...(a+p—1)(a+n)

Alr—1) (2p—~ 1) Alp)
bR 7%y N1 0 e LT el
B AP B

AP=afatl)..(ata—=1)271 a+at1)..(@tp—A)
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Estas igualdades dao

A
icA'+A"+3A'"ri-3.5Ail}+3.5.7Al51+...-i-

3.5.7...(2p—1)Al)

+3.5.7...(2p—3) Al +

B
: ] Alr)
Vamos agora tractar de determinar o valor'de — —.
Fazendo B
Alp .,
=2 A
B !
vem .
Alr) A'l
oy A Sl
BG ok o) B

Aj=afa+1).. -(ﬂ+l'_—-1)2?‘:"(ﬂ+n+l]. . (a+p—2).

Do mesmo modo, l'aze-ndo

> Ap—a—3
B—[2(p—a)—5]

ﬁp—ﬁ—i
B—[2(p—a)—3]

=Ap—a—2,

=Ap—adf,...

vem as igualdades seguintles: :

Ag=a(a+1),\ (a+e—1)2 3 (atat+1).. . (a+p-3)
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As=a(a+1)...[a+a— )P~ (a+atl)...(a+p—4)

: 7A
As W

s e
Ai=afa+1). (ata—1)20—%(atat1]).. (a+p—5)

Ap—u—2=a(u+1)...{u+a—l]‘2“

[2(pr—a)—3]Ap—a—1
B

Ap—a—-t=afat+?)...(ate—1)2¢

Ap—a—2

B =Ap—a—1-

Ap—a—1
B

i Noif o 1P HAMA Pt
B

Apsatt1Lafa®1).. (ata—2) 2!

—at1 ' 9fp—a)+3]Ap—a+2
£t Ba+ =AP—u+E—[ P—e) BJ_ foom

Ap—a+2=afat+1)...(a+a—3)2%2

Ap—a+2 ]}—u)+5]ﬁp—u+3

B -——Ap—u+3—[2(

Ap—at3=ala+1).."(a
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Vem pois
3.5.7...2p—1) AW
B L

A
fazendo B

Q=A"+A"+3A"+3.5A0+...+3.5.7...(2p—3) A,

e

Al Q,+3.5..7...l[ﬂ(_p-—-e}—|3][2(.ﬂ—¢)+”---(2."*‘”
-~ B

fazendo
Q=A1—Ast3A3—3.5A,+3.5.7A;—...%=3.5,..(2p-3).

Conclue-se pois que é

A P11
F=Q+Q -

o B :5'.7’.. . [2(};—;}—3]’{2@»-;%1 [[2(p—=)HP...(2p—1)2
39 B
e portanto

N=3%.5%.7%. ..[2(p—a)— 3] [2(p—a) 1] [2(p—a)+1 2. . .

2p—12.p
sendo o modulo I).
Por exemplo, sendo
a=195,
o que da
P = 3. g = t '
vem

95,96.97.98.99.100=1.3.5.3,

sendo o modulo igual a 585 = 95+ 96 + 97 4 98 + 99 + 100,
como ¢ facil de verificar.
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1

Pelos mesmos principios se resolve a questio seguinte :
Procuremos o resto da divisdo do producto de numeros successivos
A=a(a+1)...(a+n),
sendo agora a e n numeros quaesquer, pelo divisor a —i=B.

Fazendo

" :
ek
B+i 1
R
AN=(a+1)(a+92)...(a+n)
Fazendo depeis successivamente

A : A" Alw)
Al Fany =iy A1)
B+i+i Bit2 B+itn
vird
n

A" +(i+1) %

)
B

A" =(a+2)(a+3)...(a+n)

Arl - : AJ:H
3 =AY+ 5

A"=(a+3)(a+4)...(a+n)
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n-1
ﬁ];i’ —A{l+ll+[;+u)m )
AWM =qa¥n
A.+|=f.
Vira pois AR
£=Q+l(t+n(l+2]...{l+n)
sendo B B

Q=A"+iA"+i(i+1) A"+, . .4 (i+1). .. (i +n—1) A1),

Temos pois a congruencia

A=iiH )] l-{'ﬂ:] (i+n)

sendo o modulo a—1.
Supponhamos agora que queremos dividir A por um numero

B=a+1, sendo i > n.
" Fazendo

=4

B—i

yird y ;
-~ A Al

oty TR g
B "B

(a+l)[a+2 1 {ﬂ+n)

Fazendo depois successivamente

Al s ; AH

= Al

)
Rl o b
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vird
A’ A"
s g ff s £ ) e
B Al 0 (i—1) 3
Al=(a+2)(a+3)...(a+n)
Ai_’ AH!
i el WY ey e
B A" —(i—2) B
A=(a+3)...(a+n)
Aln) Aln+1)
— = Aln41) Lt
B A1) 4+ (i —n) 5 2
A1) — ¢,
Logo sera

A=i(i— 1)(i—2).. (i—n)
sendo o modulo a1, e -

Q=A—iA"+i[i—1)A" —. . %ii—1)...(—n+1).

111

Pelo mesmo meio se podem achar muitos theoremas. Por
exemplo :
1.° Fazendo
A A A/

WinSlE Ly | it BN 4 —__— A ete.
B+i BT N Ry e e

obtém-se a congruencia que contém a precedente como caso
particular

a(a+k) (a+k). . .(a+n)=i(i+k) [i+K). (i+n)

sendo o modulo a—1.
8
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2.° Fazendo
A AF AH’

- Al "

B—i BLi-Fe °  BIGHN

=AY ete.

yem a congruencia
ala+k)(@at+¥)...(atn)=i(i—k){i—F)...(i—n)

sendo o modulo a + 1.
3.° Supponhamos que na pag. 106 é

B=2a+2p— (2i+1).
Fazendo
A

B+2i+1

[

yem
A'=a(a+1)...(a+a—1)2=1(a+a+t1)...

(@+p—1)(a+p+1)...(a+n).

Do mesmo modo, fazendo

Al AH
— AN - AN L
YT oW T 12T S
Alr—2) Alp—1)
= Alp=1) — Al)
TR S e N P YR 9 f
e depois
Al Ay
B.-[2;+1)=““ B—(25+3}‘="‘" o
yem primeiro

A=(2i+1)(2i+3)(2i+5)...2i+2p—1)A®
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e depois a congruencia

A= Qi+ 1)< @i+3x...x[2i+2(p—a)—3]*
x[2s+ggp_a)'#i]'x[aiﬂ{p_a)+1]Ix...x{sp—l)‘t
sendo o modulo B=2a+2p—(2i+1).

Podiamos ainda em [ considerar o caso de ser o divisor
B=2a+2p+2i+1; o caso de o dividendo ser o producto

ala+k)(a+k)...(a+n)

€ muitos outros casos.
O que se faz sempre é nas [racgdes

i Alt41)

B+

dispor convenientemente do | para fazer desapparecer factores
do dividendo.
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QUESTOES PROPOSTAS N.* 19 E 20

Seja N um numero inteiro que nfio contém os factores 2 e 5.
Demonstrar o theorema seguinte :

Se os restos de divisio parcial que resultam da transformagio
. it M A
das fracpoes irreductiveis N ™ fracgdes decimaes, nio formam

sendo dois grupos (), o producto de dois restos de divisdo parcial
ou o resto da divisao que se oblem quando este producto ¢ dividido
por N, estard no mesmo grupo que um dos restos, quando ambos
sdo tomados no mesmo grupo, mas ndo estard no mesmo grupo
que um dos restos, quando elles sio tomados cada um em seu grupo.

Bircer HANSTED.

Resolver com os recursos da Geomeiria elementar a questio
seguinte : :

Sendo dadas tres reclas quacsquer sobre um plano, tirar por
um ponto d'este transversaes, de modo que os segmentos de cada
uma d estas, comprehendidos entre este ponto e uma das rectas dadas,
sejam iguaes aos seus segmenlos comprehendidos entre as outras
duas rectas igualmente dadas; disculir os diversos casos que se
podem dar e dedusir algumas propriedades notaveis das figuras
que nos conduzem d solucio pedida.

A. Scriarpa MONTERO.

(#) A fracgio irreductivel !ﬁ transforma-se em fraccio decimal periodica

simples com k decimaes em cada periodo. Se for MEN—1 e N—1=ak,
0s restos das divisdes parciaes provenienies d'esta transformacio agru-
pam-sé em a grupos, dos quaes cada um contém k, que resaltam da trans-

formagio da mesma fracgdo % em fracgio decimal,
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SOLUCAD DA QUESTAO PROPOSTA N.° 16

POR

A. ScHIAPPA MONTEIRO

Sendo dadas n quantidades pasefwm By % 085 o vy | By
demonstrar que ¢

a|+ag+....+a..} 2&1-11;} : 2ﬂ|aga. i
n n—l} gn-— (n ?.2

i
>Vagag... o
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Se no segundo membro d’esta desegualdade (3) supprimirmos
respectivamente os factores ay, ag, . . ., a,, em cada um dos seus n
productos, e supprimirmos junclamente no primeiro membro os
factores eguaes aquelles, acharemos n desegualdades, que repre-
sentam o numero de modos porque podemos supprimir os factores
considerados, e que sommadas membro a membro, se reduzem
& desegualdade seguinte :

gy +agt. .. Fa\v10 L
n(f! <. ﬂ-.) }agﬂa...ﬂ,‘+ﬂias...ﬂ,+-..

n
+a|ai...ﬂ‘_1 -------------- . (@}
ou
T ble n—1
n(ﬂ1+u‘+ﬂ +a,.,) 3o B0 Qs 4o Pt d ¥ v ets (5)

na qual o segundo membro conterd os n productos distinetos ou
combinagdes que se podem formar com as letras ay, ag, ..., a,
tomadas (n—1) a (n—1).

Da desegualdade (%) tira-se

R L
(G1+ﬂ«r: a) (ag+ag+...+a,)
>0103 ...0a T 0383 ... 0yt ...+ aja3...0,—1 (6)
ou
(ﬁ1+agtl - '+u")‘-!m -+ (d[+ar: - '+ﬂu)..—iﬂt+ il

. >04a3 ... 0.t aga3 ... 4.t ... +ajaz. ., a1 (7).

Se agora no segundo membro, em cada um dos seus n productos
distinctos formados dos factores ay, ag, ..., a, tomados (n—1)
a (n—1), supprimirmos respectivamente estes factores, supprimindo
a0 mesmo-tempo no primeiro membro os factores eguaes aquelles,
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acharemos as (n—1) desegualdades seguintes :

ayFag+. . .+ a\"—?
I‘l( e 4 ) }ﬂaﬂ[..-ﬂ-.+...+ﬂ|ﬂ|...ﬂ,_ga._g

+ag+. . .+ a\ 2
n (cfi.i——?: =1 11 T .ﬂ.+. . .+a1a3.. oy —9ly —1

 (8)

aytag+. . . a2
u( bt - ') > agatg. . g1t - 0100 Gn—30n
que correspondem ao numero de modos de supprimir os factores

considerados.
Junctando, pois, estas desegualdades membro a membro, vem

ﬂi+ﬂ]+- -.+aﬂ n—2
) }Giﬂt.--ﬂl-—i

n(n—i)( .

+agag . orOa1F e srsnenceens (9).

Vé-se, portanto, que no segundo membro devemos ter produ-
ctos ou combinacdes das n letras ay, @z, - .+ Ga tomadas (n—2)
a (n—2); mas sendo o numero de termos obtidos egual a n(n—1),
segue-se que estes productos serao eguaes dois a dois, pelo que
leremos .

o ay
"(n_l}(“'+ﬂ"+. a,) >2.3aya3.. . .ay=2 (10)

ou

nn—1) (ai+ agt...+aa

n—2
W
i3 ) ~Sayag... da—g (11).

n
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Da desegualdade (10) deduz-se a seguinte :

“ e nI—3
_li-_“?,t_'li) (@g+ag+ ... +ay)

1) (%

n
}2.2&;&;...&,_1 ............ (12}
ou :
aytag+...+a)\"=? a -+ ag+.. .+ a3
(mJ{CLJEFL—EJ m+(L_i?———$ @+m]
- b P C AP B e el St (13)

em cujos n productos de cada um dos (n—1) grupos do segundo
membro, formados dos factores ay, g, ..., a, tomados (n—2)
a (n—2), supprimiremos respectivamente estes factores, hem
como 0s faclores eguaes a estes nos n productos de cada um dos
(n—1) grupos do primeiro membro, e teremos as (n—2) des-
egualdades

(i) (a1+ﬂg‘f’;. - .+a,‘)ﬂ—3

.'>¢lgd3. vo flg 9

+ﬂiﬂﬂ---ﬂn—!+...+ﬂ]ﬂg...|‘]n_3

. AP "—3
nn—l}(ﬂ—'@i—n——-‘_f-‘—“) S>a3a5 ... 054
(1%)

-------------------------------------

-------------------------------------

ﬂ(ﬂ—l] (ﬂl+ﬂg+. . ‘l‘ﬂ.

n
tajas...a,+ ... +agay oo o Migeiad

n—3
) >agay ... dy_q

que sommadas membro a membro dio a desegualdade

atagt...+a\n=3
n

n[n—l)(n——ﬂ](

>33 ... gzt g8y . ou @zt .u. ounn.. (15)
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cujo segundo membro se comporé de productos ou combinacdes
das n letras aq, ag, ..., ay tomadas (n—3) a (n—3); e como o
numero de lermos obtidos é egual a n (n—1) (n —2), estes pro-
ductos seriio eguaes seis a seis, e logo

ay+ag+. . .+an\—3

n(n—1)(n—2) (

>2.32%aja3. . .05 —3 {I ﬁ)

n
ou
n(n—1) (n—2) ray+ast. ..+ ap\"—?
1.2.3 ( n ) >3ajag ... a—3 (17).

Procedendo de modo analogo sobre esta desegualdade, e assim
successivamente, chegaremos & expressdo geral

n(n—1)(n—2)(n—3).. .{ﬂ—p+l).(ﬂ1+ﬂg+. A +a,)"-‘l’

1.2.3.4...p n

S>ZAUA <« a Opeprssvaamssnscs [18]
onde o segundo membro é composto da somma dos productos

distinctos das n letras ay, aa, . . ., ay tomadas (n—p) a (n—p).
Do mesmo modo teremos a expressdo geral

n(n—1)(n—2)(n—3). oo (n—(n—p)+1) (a|+a,!—|—_ . _+a.)n—~{n—p}
1.2.3.4,..(—p) :

n

>Zayag ... Gy—e(n—p)
ou

nin—1)n—-2)n—3)...(p+1) (ﬂ1+ﬂg+. . .+a,‘)ﬁ
1.2.3.4...(n—p) i n

> 20108 ¢ s o Ops » s's v b e bade (19)

onde o segundo membro é a somma das combinagdes d'estas
mesmas letras tomadas p a p.
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Fazendo p=n—2 na f6rmula (18) ou p =2 na férmula (19),
teremos emfim

n(n—1) ay+ag+...+and
1.2 ( —) > a0

e com effeito, sendo
A >dy; A1>a35 Q1> A55 o 0j G >dy)
Ga>ag; 3> Ag; «a i 03>y
3> 053 v oo} O3>0 (1)

-----------------

serd tambem

a1 +ag?>2. aqa9; at+ag?>2. aqag; ada2>2 . a4ay;. . .3
ﬂ1"‘|’ﬂ¢’}2 «Ayfly

ag?+ag?>2 . agay; agd+a2>2 agay;. . .;
ag*ta,*>2. aga,

agta?>2. azag;. . .;) (22)
ag*a,2>2 agay

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

---------------------

ay—13+a,2>2. 4y 1a,
ora n'estas desegualdades (22) entram evidentemente (n—1) vezes

os quadrados a?, ag?, . . ., a,?, e portanto, sommando-as membro
a membro, teremos a desegualdade

(n—1)(a®+ag?+...+a,) >2.3a109..... (23)
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d’onde : '
(n—1) [ay+ag+. . .+a242.2aqa3]>2 .n. Zayay (24)
e logo

n(n— i)(ﬂ1+ag+. coFan?
1.2

n

Ainda podemos chegar a0 mesmo resultado do modo seguinte.
Sendo
ﬂ1!+¢i‘ = 2.{11 ilg

ou
ay + ag\? - say+ag?
(’% ):’“‘“‘”(lg a)::u,ag; ...... (22)
teremos
a + ag\? | ray+ag\? p—1+ an\?
5+ V4.4 (25
>a|ag+ulﬂ3+...u...1a,, ......... (25)
ou -
ﬂ,‘+ﬂg’+2.ﬂ1ﬂ+ﬂ|‘+ﬂ3‘+2.&1 ﬂ’+.”
4 4
2L,
P +"":2'“"“'““> Y a4 a5} bk (26)
d'onde
(n—1) (g +ag +. ..+ a.Y)>23ap03.. ... (23)
logo, etc.
Da desegualdade (20) deduziremos ainda
(n— 1}ﬂ|+u’t' L34 (ay+ag+. . .+aa) >22a1ag (27)
ou
s +ag+. ..+
(n_i)[ﬂ?_’;_tﬂ.aﬁ“‘ o 3 a'.ag+...:|




e supprimindo no segundo membro respectivamente os factores
@y, g, . . ., ax Nos productos distinctos de cada um dos seus (n—1)
grupos, ¢ supprimindo junctamente os factores eguaes a estes
no primeiro membro, ficaremos reduzidos & identidade

ay+ag+...+a,
n

n(n—1) =(n—1)3a..... (29)

a ﬂ|+ai+. .o tay

=E0] e aeananas (30]

& qual chegamos tambem, fazendo p=n—1 em (18) ou p=1
em (19); e teremos assim provado elementarmente que quando
a somma de n quantidades aq, ag, ..., a, € conslante, a somma
dos seus productos distinctos ou combinagdes, tomando-as duas a
duas, tres a tres e em geral p a p, serd wm maximum, logo que
estas quantidades sejam eguaes enlre si ().

Por um processo inverso chegamos & desegualdade (19) e por-
tanto & desegualdade (1), partinde da identidade (30) ou da des-
egualdade (20).

Com cffeito, formando n'esta identidade os productos das n
quantidades ou elementos ay, a@s, ..., a, tomados dois a dois,
vem a desegualdade (20); e se os n productos de cada um dos
seus (n—1) grupos do segundo membro d’esta desegualdade
forem multiplicados por cada um dos (n—2) factores ou elementos
restantes, de modo que estes se achem dispostos na ordem natural,
e egualmente multiplicarmos os n productos de cada um dos seus
(n—1) grupos do primeiro membro pelos n lactores ay, as, . . ., @y,

(%) A demonstragio directa d'este theorema dada pelo emprego da theoria
dos mazximos e minimos (recorrendo ao ealeulo infinitesimal) permittir-nos-ia
pagsar immediatamente d'esta identidade para as exp s geraes (18)
e (19).
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teremos as (n— 2) desegualdades seguintes :

ﬂl+ﬂi+-f-+ﬂ. ‘ﬂ'l"_'ﬂﬁ'l'- la+all'
n( -*1}( - ) ;

Saqagagtajagag+. .. 1{
+ay

2
n(ﬂ_t)(ﬂrll-ug-:. = .+¢I.|,) tl|+ar|;. e

Sayagagtajagaz+. .. ?

----------------------------------

(ari- as+. . +a.) atagt...+a,

_1) =

:>u;agn,.+a1 aga,+...
que sommadas membro a membro dio a desegualdade

|+ﬂg+ +ﬂ.) >aqdadg Hliasarl'

n

;(n_i) (n—2)(

1)

- (32)

sendo o segundo membro composto de productos ou combinagdes
das n letras a4, aa, . . ., a, tomadas tres a tres; e como 0 numero
de termos obtidos ¢ egual a n(n—1)(n—2), estes productos

serlio eguaes seis a seis, e portanto serd

nn—1)(n—2) (“1"'“2‘:- ot a.)‘

ou

nn—1) nﬁﬂ)(a1+ag+ .+a )::-Iata,ag

 1.2.3

>2.3%a1a3a3 (33)

. (38).
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Procedendo por modo similhante sobre esta desegualdade, e
assim por diante, chegaremos & desegualdade geral

n(n—1)(n—2)...(n—p+1) ay+ag+. . .+ ag\?
1.33...p ( n

> 2 ¥y T Y o5 sl (35)

tendo para segundo membro a somma dos productos distinctos
ou combinagdes das n letras ay, aa, ..., a, tomadas p a p.
- Teremos, portanto, tambem a expressao geral (fazendo p=n—p)

n(n—1)(n—2)...(p+1)a+ag+. ..+ anr—r
1.23...n—p) \ "

}Eaiai“'aﬂ—P oooooooooo ...(36]

cujo segundo membro é composto da somma das combinagdes
d’estas mesmas letras tomadas (n—p) a (n—p).

Estas duas ultimas desegualdades serdio pois respectivamente
identicas s desegualdades (19) e (18), ou teremos como se sabe

nin—1)(n—2).. .[n-—-p+l]nﬂ[n—i}(n—2]. - (p+1) (37)
19.8.,.9-0 % 1.2.3.,.00—p) ‘

Fazendo p=n em (35) ou p=0 em (36), teremos a expressio (1).
Assim teremos a seguinte serie de expressdes :

~ > VImas. ... .. )
ﬂ|+ﬂg+...+aﬂ m e —

3
n !
n v BV, I i b S

LR R R A R LR LR A

AEE W R R E WA (B N NN NN
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a+agt...+a, P/mn—1).. .(n—p+1)_p——
ot/ T Vi 0

P m—1).. .(n— g R
at+¢|-+;‘...+ﬂ- \/“(;‘jﬂ.(P(_T;”P)}H:”ﬂiﬂi---“ﬂ-‘ (9)

---------------------------------------------

.............................................

a;+ast...+a,n—1

. v"n:: V’xmug oY)

dyrk e b deg o), ol (2) (#)-
n

D'estas expressdes consideremos duas quaesquer (p) e (g),
e facamos
[ﬂ{ﬂ* ) o (n —p+i)]
1.8...0

ln(n—i). o(n—p)
R we (1)

e
+1
d’onde

nn—t)...o—p+1) (PH1P iy

(n—p)r 1.2...p
e portanto seré
e K>1

’ n{n—‘l) {n—p+1) pH n(n-rl} .(n—p)

. (38)

ou

(%) Como veremos n'outra occasiio, a applicagiio exclusiva das desegual-
dades (24) que nos conduziu s dese es (22) e (25), e portanto i
deseguaidade pedida (20), péde tambem dar-nos directamente todas estas

ex
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Assim teremos a desegualdade

ﬂ1+ag+...+a,.[ ?/n(n—1)...(n—p+1) _ﬁc/'n{n—i}...(n—p)]
n i.2...p 1.2...(p+1)

?/n(n—1)...n—p+1) PTV/nn—1)...(n—p)
}\/ e \/1.2...{p+1}(m]

da qual evidentemente o primeiro e segundo membros represen-
tam respectivamente os limiles superior e inferior ou os valores
maximo ¢ minimo da differenca entre os segundos membros das
desegualdades (p) e (¢), em vista do que teremes forcosamente

ﬂj"‘ﬂg"". . o+an

n

ffz::;ag...a —H:-’Izﬂjﬂg... 1
s - R o)

Pam—1)...m—p+1) "nln—1)...n—p)
4 12..» =V 1.2...0p+1)

d’onde

Pan—1)...n—p+1)

: V
SRR

ool st 42

H:"’}:ﬂlug...ﬂp.[_t H":/'ﬂ[n—i;!...(ﬂ——p) ( )

1.2...(p+1)

ff'zaj ag...dy

e por conseguinte

P 3$ay43...0, p 30103, .0y 1
\'/n{n—ﬁh. .(n—p——i)} nin—1)...(n—p) (43).
1.2...p 1.2,..(p+1)
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Logo

a1+ag+...+u.>‘/__};a,a-;: ________ (a)

2 ; m‘.—_—ﬂ y Bhety

A 1 g ATy Y "2 i DB 2T 2
Saes Y Basass @)

n(n—1) n(n—4)(m—2)" 100 00

1.2 1.2.3 1y

......................... | |

---------------------------

? 1“1“” <Oy V lﬂ; a1...0p41 (a)

_(ﬂ_—ll___&:rH) nmn—1)...(n—p)
P 1.2...(p+1)
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Observagio

b |

Em vista do que,_acrhamoJ de expor, vé-se que a differenca entre
os termos da serie composta dos primeiros membros (successivamente
decrescentes) das expressies (a), (b), (¢), - - -, (), (@)s - - -+ (¥) € (=),
e 0s termos correspondentes da serie formada dos segundos membros
(equalmente deerescentes) d'estas, mesmas expressies ird crescendo
successivamente a partiy de zero, a

Esta propriédade, fue se pide réconhecer | priori, podia
servir-nos de base piira:chegarmos tambein 4 expressio geral (43).

Nio entramos no estudo das interessantes propriedades das
expressdes consideradas, sobretudo com relagio 4 theoria geral
das equagdes algebricas, para ndo sahirmos do campo restricto

da questao proposta, . . . . ..
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NOTE SUR LA LIGNE DE STRICTION DE L'HYPERBOLOIDE

FAR

A. ScHIAPPA MONTEIRO

. Mr. Chasles, pour déterminer la ligne de striction de I'hy-
petrboloide, o la ligne des points centraux des génératrices des
deux systémes, cnnndue cette ligne comme intersection de cette
nnrl'm'e avec le cdne (Co) représenté par Iéq'uallon '

bt (a“+c*)‘—— +a"(b"+c‘ c‘{ '—b‘"‘—- —-—-0 (l]

"b*

laquelle il ‘a obtenue (Correspondance mathématique et physique,
tome XI, page 67), & I'aide du calcul différentiel, et en regar-
dant le point central comme le point de la commune perpendl-
culaire & la génératrice considérée ét & la génératrice voisine.

L'étude analytique de cette ligne de striction est faite par
Mr. Jules de la Gournerie, dans la note du n° 720 de son Traité
de Géométrie' descriptive, publié en 1862, en partant de l'équa-
tion (i}, sans la dﬂdulre, en faisant remarquer seulement qu'on
y arrive & peu prés aussi facilement en cherchant le point de la
génératrice o le plan tangent est perpendiculaire au plan tan-
gent “a Finfini, et qu'alors -I'algébte ordinaire suffit pour les
caleuls, qui ne sont que la traduction analylique de la ﬁgure
respeclive. 19

2. D'aprés cela nous avons,erii devoir présenter nos humhles
recherches ‘sur “ee point Arés-intéressant, que nous avons aussi
étudié seulement a l'aide de I'algébre ordinaire.

Considérons le plan tangent (P} en un point quelconque I de
I'hyperbolorde (H), et les dem& généralrlces LA et IB, qui pas-
sent par ce point,: -+

L




I
i

132 JORNAL DE SCIENCIAS

Comme nous savons, les plans asymptotes (s) et (s') menés par
ces génératrices toucheront le cone asymplote (S) suivant deux
génératrices Va et Vb paralldles a celles-la; et le plan (p) dé-
terminé par ces génératrices du cone sera le plan polaire du
point L, ou le plan diaméiral copjugué au demi-diamétre V1. .

Alors les angles = et = du plan polaire (p) avec les ‘plans
asymplotes (s) et (s') seront complémentaires des obliquités o et b
du plan tangent (P) par rapport aux génératrices IA et IB; et
par conséquent les liewx géométriques des points des deux systémes
de génératrices de I'hyperboloide ot Vobliquité du plan tangent est
donnée seront les intersections de celte surface avec les surfaces
coniques, engendrées par les diamétres conjugués aux plans, qui
coupent continuellement le cone asymplole sous un angle constant,
complémentaire de, U'obliquité consdérée, ¥

On voit aussi que les obliquités 4 et & sont lices de manigre
que, l'une étant donnée, on trouve immédiatement 'aulre.

8. Fo désignant par @, y, ' et &', y", 2’ les coordonnées
des points a et b des génératrices Va et Yb du cone (S), dont
I'équation ‘est

PLINEY
"a_‘+.ﬁ“"'c?i'_0-ll-ti.a.ncc-- [2]-.

les. ﬁuationﬁ, de ces génératrices seront

1 %

.$=§-.5.I....--|-ult-l--tl .ta}v

-~

s

z

 da'es ¥ = Salatds £ $ARD

3

e y—

xH
L= alsjops s s s s s st s tse {u}’

zH’

=_— [ EEEEE RN T Rl A ('
. i ©
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ou, en faisant

x y T
?=P" *zr:qf' 7T=P” et 5 e i
z=p % Sln v v T (1),
yﬂq' P B I LRI (8}-.
et
Lo P o Kyws e v iansaeodas (9),
yﬁq”.s.i..a--|‘ ----- b ('0’)-
Sotent maintenant : by Jae !
A.z+B y+C.5=0....0.cn... (11)
Et f \
Az+B.y+C.z=0....00000u. (12)

les équations de deux plans qui passent par la génératrice Va.
L'angle t de ces deux plans sera détermingé par la formule

AA+B.B+C.C
VAT WS G VAR B CP
ol -
i (AB-ABRHACCACH B.C-B.O 4y
A @A.AFB.RFC.CpF '

cos = 100D,

et, puisque ces plans fmssmt par la génératrice Va, nous auront

A'-P"Ful-']'l‘f [ Y | {16}.
done
(ALB—A B (1 +p%+9")

ol i T e o s s s | ".-
€T IAA—C.p) + BB HC . q)]* a7
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D'ailleurs si nous considérons le cas oii le plan (12) est fan-
gent le long de Va, on aura

A A

E —-u'i' _p' ............... [18:],
et

B 2

C" ﬁ' rq lllllllllllllll (19]-

En effet, si I'équation (12) représente un plan sécant quel-
conque, passant par V, les génératrices suivant lesquelles il coupe

le cone (S) auront pour équations
£ 5

a.A',C'— b B”m‘ A+ 52, I_i"—f:’ C"

DOl b B O ALY at, AR B, B 2, Ot 53
g AT B sy
et
a. A.C'+b. B’V’a’ ARf 2, B”-—c‘ cr?
iyt @ AT BT * @)
b.B.C4+ 0. AVat. AR b BE_A.C%
o ot AT+ BR o,

et, quand ce plan dgviendra tangent, ces deux génératrices coin-
cideront, et par conséquent on aura

At AT BY 0. ..., (28),
ou
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d.{'".-l 1 h 1 R i il ab a4 nayioT 1wp
a® A’
.‘B=—?.-ﬁ;:z ............. [:26)..
" B
y:—rc-‘-.E;.z ............. (27),
ou 0

b Ve.CP—at.A®
y=l_—,'_?—‘ _{:T-._.*-_-:.‘_v.:.-.." {28},

f
fio b

qui sont les équations de la génératzice de contact, qui, cofneidant
avec Va,. donnera s <
@ N

PFE“—ET- C " C tinenpdenos | ﬁ??-lf

Fp 't W
q =—-c—‘ .-—‘:—' .............. (30‘)!
wrab €10 ; | i)
et 'équation du plan tangent respectif (s) sera
N LR e Sy (31).

gt b

&

Autrement. — Le plan donné par I'équation (12), passant par
la génératrice’ Va du cone (8), étant sécant, représentons gar
' fl,(A ob evgalay 2o} (T4) o tmauitiodes o%ag)

,.y=—-q;.=..f.....’ ..... I..._.{33}
s :
les équations de Vautre génératrice d'intersection Vay, et nous
avons I'équation de condition

X SpgBtg R OOl ... oL (34),
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qui retranchée de I'équation (16) donne

i

!

Or, & cause de I'équation (2), nous aurons

: : at. bt
b’.p"’+a’.q"==b‘-p‘1+ﬂ‘-q’|=' S ees
d'on :

v s < iy, B L o8 37)
@ gd+q  pp :

'e'!”par conséquent y
A b2 P'+P1
-‘B—r - ? - ﬁ ....... L (38)-

Quand on aura p'=py et ¢ =g, ou le plan (12) deviendra
tangent au cdne (8), on trouvera . -

A ey

et de la combinaison dé celte équation m'ép,'l'_!équatiun (16]- nous
déduirons les équations (18) et (19) ou (29) et (30). Done, etc.
En substituant en (17) les valeurs de A’, B' et C/, il vient

ctlad. Ag/ — 0L B.p R (1 +pt+ )

tg¥t=
T @A G By

... (§0)
“ou

o @+ AP+t 4B gt
0K B U+ g

)
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ou ] f 0y i ir .8
. . % (P24t :
tg b= = s b b 3 bk s g §2)
¢ at.A.¢—B.B.pW1+pt+ g2
et de méme s

NS LoV i ol £
Le2(at. A.q¢"—02.B.p") Vi+ ptqt

.. (43)

en prenant pour origines des angles les plans normaux (n) et (n'),
le long des génératrices Va et Vb de la surface (S).
Le plan (I 1) passat par les génératrices Va et Vb, on a

AP¥FBg+C=00.0 00 ity (e8y,
A B FC=0.. N0 ()

Si maintenant dans les équations (35) et (38) nous faisons
A=A, B =B, p =p"et qg=¢q', il vient '

A ’“_ 11

& =—;,_::3 ............... (45)

ou
Ap+B.gd=Ap'+B.g'=—C....u.. (46)

et

A B p4p”

L A e &

B ut f,'""" q'.r t. 7)

ou

A ALg' VB = (ALY B p). . (48).
Donc, l'obliquité ' sera aussi donnée par la formule

e b (et e Apl et (B¢ B.g
g \ )A.p @189 ).
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4. Maintenant nous allons voir comment nous obtenons, én
fonction de a,'d, ¢, p'; ¢' et &, les valears ‘des coeflicients A, B
et C de I'équation (11), qui représentera les plans polaires
correspondants. -

La formule (42) donne

+ e (at. A.q — L. B.p)VI+ph4 g2 agh
= (a*+NAp'+a (0¥ +A).B.q...... (50)
ou
[ @ g VIF P+ qag 02 (a4 &)y A,

i@ PV PR Ag = bk ) ) BLL - (51)

et en ¢liminant B entre celte équation et I'équation (15), on aura

: 2 2 2 3} | — B a2t N\
A [ip'+E e _q:_‘j.it__{i:_-ljﬁfﬁﬁ_iri E.j_f )'P}'g'-' -—C (52)
4 .. p'Vi4p+qgt.ghta?(bt+cY)g
oil

Bt p'V b p g2 g b at (B :hﬂ"‘}q' . t (53\.

A= —
[(a®. g2+ b2 p ) VI + pt+ g2 1gh == (a®—bY)p' . ¢'

mais pour le point a I'équation (2) donne

o TR R TR s
'ﬂ"T'-I-"E"TE"c_! ooooooooooooooo {54}
ou i
| a*. ”
dnnc ﬂ!'q&_i—b"‘Pm:_ci_ ---------- (50]

O ] A 01 L, S ) AR )

at.pr Vi +pt 4 gtagh = ta—bp'.¢

En substituant cetle valeur de A en (51}, on aura

ui.c’.q'ﬂ -l:pa-_!-r?‘.lgﬁ = 0¥ a4 oY) p/

B== o |
aibt Vi + gt g = 'c'(.{;!“- W p.q
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D'aprés cela Péquation (11) deviendra
.. pVTTpitgt.igh = apt+ g 2
+lat. g ViFpi+gttgh = (@ +Yp  y
= [a?. % vﬁ}?ﬁaﬁ.m § = c® (a*—18)p' .q]= (58)

{qui représentera |'une ou I'autre des deux plans polaires (p), (p),
passant par la génératrice Va, suivant que nous prenons les signes
supérieurs ou inférieurs.
Cela posé soient
L (59)

B=M.Yecssersasascnnnss [:ﬁﬂ:l

les équations d’une génératrice VI des surfaces coniques deman-
dées; et, puisque les plans tangents le long des génératrices Va
et Vb du cone (S), lesquelles déterminent son plan polaire, doivent
se couper suivant cetle droite, nous aurons

@ ¥ b &

St Beg (61)
et '

.a.:ﬂ' yﬂ z'f |

F‘G—F'ﬁ‘s:c_".r ........... (ﬁ?-),

et en supposant &', y', =’ et 2, y", 5" (en supprimant les lignes),
il vient

iiden doup R IS DO ST

at b c?
ou
2 2
m —!z+n.3-§-.y=: ....... (64)
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Or, étant identiques les équations (11) et (64), on aura

¢t c? 4
'\A=mn?, BﬂnoF. el =“'"l
done 1 3 L1
m=Ef.A et nrsb—i.]].
2 C C

et en substituant A et B par leurs valeurs (56) et (57), les équa-
tions des polaires V1 et VI' des plans (p) et (p), en fonction de
ﬂ!'bn ¢ 'Ptn ‘T' el ‘1 seront {

a® B pVI+pttgtagh=a (Bt

e g (65)
€ g B2 "m-igﬂ‘ic‘@‘-—b‘}p',q‘
i ST
C 0tV gt b B (et o)y (66)

& alp V] +pttgttgh = a2 . ¢

‘et par ‘suite

a‘ b!.ai_p’ !1+P,g+q]l‘tg -.'J - a! Lb’—i—cg‘l q’ 4

a=— - T8 . (o7

L'élimination de p’ et ¢’ entre les équations (54), (65) et.(66",
nous donnairait les relations entres les variables «, & et y, ou
les équations des surfaces coniques demandées.

Nous n’aborderons point iev la déduction de ces équations
générales, qui est tout a fait en dehors de notre sujet; en nous
réservant pour plus tard faire nos recherches générales sur ce
point, ansi que sur autres surfaces gauches (¥); cependant dans

A e S T RS LS S i

(%) Nous résérvons aussi pour plus tird démontrer synihétiqguement que
toule surface gauche engenurée par une droilé que se meul en §'appuyant
sur trois directrices reclilignes est du second ovdre; et déduire de méme les
propriétés plus remarquables de ees surfaces, el des figures respectives.
Mr. Jules de la Gonrnerie s'est anssi oceupé en spéeial de ces surfaces, daps
son Traité de géométrie deseriptive (1862); mais sans recoorir exelusivement
4 la méthode synthétique.




MATHEMATICAS £ ASTRONOMICAS 141

ce émoire nous enlrerons dans ces recherches générales sur
l'hfpgrhuhﬁdu de revolution (n® 7} vu la facililé avec laquelle nous
y arrvons. : b g

®. Considérons donc le cas tout parficulier ol les plans po-
laires (p) et (p') se confondent avec le plan normal (n) & la sur-
face comique (S).

Dans ce cas étant b =0 I'équation (58) deviendra

b+t at g* e ot '
e Y

qui représantera le plan normal {n).
Les équations (63), (66) et (67) de la polaire respective
deviendront

2+t o

a 'ﬂ"""__btat’:‘_"l}';.,c‘fsuo---uaﬂ Wiwisin) {ﬁu;
a4t e

B=._ﬂ!—_-f;i_5-l-'—q—:."". e s ee s enEE . (70)
B4 alg

K= +c g -q .3 » {TI)

o o ) SRR

et 'élimination de p' et ¢ entre les équations (54), (69) et (70)
donnera
ab (b? e e A {‘_l!_t‘&}? . 1 ) .
o8 (a? —BE) o " 8 (a*— b Bt 2 e S8
ou '
‘ a? 4t LR ot BY
b‘ L'ai+c!}lﬁ-'i.'_E‘i_+u‘(b!+cifﬁ'_.g_l_cl(ﬂ,_b!ﬁ;i'ﬁ=u (73}.

Telle est donc I'équation du cone (Co) qui coupe Ihyperbo-
loide (H) suivant sa ligne de siriction. :

En remplagant a, { ety parz, y el 5, on-aura I'équation (1)
donnée par Mr. Chasles,
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Obsewalmu.-——Nous pouvons aussi déduire dlreclunent I'équa-
tion de ce cone, comme nous allons voir,

@. Les équations des plans tangents (s) et (s') au cone (8)
le long des génératrices Ya et Vb étant (n° 3)

v )

' y z
-—-3}""' be yz}?.z ............ {7*‘)
a z"
m+ﬁ‘y sasenansiss (T8)
et étant (n° &)
@ MY novie il ool = sy b (59)
O KT R RS | - (60)

les équations de leur intersection VI, on aura

Si dans ces équations nous considérons comme variables o, v, 2/
ety y', z" (en supprimant les lignes), nous aurons I'équation

* E
'&-'i. b—!oy"“"&? =W st s 608 ann

qui sera évidemment celle du plnn polaire du point 1, ou de la
droite VI.

Ce plan étant, par exemple, normal a (S) le long de la géné-
ratrice Va, ou perpendiculaire au plan tangent respectif, on doit
n\olr Ia rela!mn

a

at

@ ¥ by
T Ry L Tk T e OERARERS (1)

2|




et semblablement

a®+ct b -
13 =—a—2;b—!-.c‘:'q,.'r ........... g I:Tﬂ'}.

L'¢limination de p' et ¢ entre les équations {54), (69) et (70)
donnera de méme 1'équation (73).

Autvement. — Pour que les plans tangents (s) et () M'ent pour
intersection la droite VI, on aura les relations

c‘ I ' s
- +_,.,_ g =10, o0 o omiene ( 0)
o BRI

A 0 B

* Maintenant faisons paisf,'r par la génératrice Va un plan normal
a(8)
Az+B.y+C.z=0.....00000s. (11)

lequel doit satisfaire & la_condition

ApABg At Cm0onnssnessasr (15)
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pour contenir cette génératrice, et a la condition
gt 2 I Gk
ﬁ.&ip +B-f;‘—.q—c=0 ....... (82:] E%)

pour &tre normal & (8) le long de cette méme génératrice,
Alors les équations (15) et (82) donnent

B840 gt "

SRR TP 8. ssrivavived (.33)
a4+t b2
B= W'E‘._q"ﬁ .......... (8.4_}

donc I'équation (11) du plan normal (n) deviendra

2+ a? at+c® B Al
‘——b"c‘-‘p"-z-_ ‘—@':’.q"y—'z.— il

“'En cm.n.ldérant comme varlables a:' y et s" IEquatum (80}

deviendra

t.m ct.n
e 2+ b'—-.y—z=l]l ........... (85)

qui sera I'équation du plan palmre (p) ou (p') qui se confonde
maintenant avec le plan normal (n).

“Ainsi- les équations ' (68) et (85) étant identiques, il vieat,
par la comparaison des coeflicients

i b...l_:‘ nl . H
Y m= m.a‘; ............. (86)
i . i
et
at o4 Db
n=—ﬂ.ﬁ—€,......— ..... a [87]

'{u;- C'est le numérateur de la foromle (42), qtu donne la valeur de 1g 6.
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done
b+t ot
X = a‘___ﬁ'p_"?_i ‘Il'. ssm e s RAR N {69}
et
a4+ Bt

3=_‘m-ﬁ- o alhin e AN e (70)

d'oit nous déduirons, comme précédemment, I'équation (73).

Recherches sur 'hyperboloide de révolution

9. Comme on sait, étant a=b, on aura I'hyperboloide de révo-
lution (H),; et en représentant par r le rayon du cercle de gorge,

r .
et par s le rapport 7o I'équation de cette surface et celle de

son cone asymptote (S), seront
4 at=rt 2 L (88)

et

En portant ces valeurs dans les équations (58), (65) et (66),
on aura |'équation .

(p’.lg‘)iq'v’l + B a+(g g p VI + st)y=st.1g0<z (58)

ﬂ“i sera celle des plans diamétraux paralléles aux plans tangents
ont I'obliquité est @ ; et les équations

Vit
us(PF:t:g. < )7 ........... (65),
Prazs
1+
3_(9J¢ ? —lg _)T .......... (66),

10
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qui seront les équations des respectils diamétres conjugués i ces
plans diamétraux, ou de leurs polaires. L’équation (67) deviendra
aussi

g g VT A

g agbp Vi +st
L'élimination de p’ et ¢' entre les deux équations (65),, (66),

et |'équation

B QP ey, oo i s s nsces LI

qui résulte de I'équation (54), donne I'équation

; st
taltfl= e e weme .. (B9)

laquelle représente une surface conique de révolution (€g)y, con-
centrique & la surface conique asymplote (S, coupant les géné-
ratrices rectilignes des deux systémes de I'hyperboloide aux points
it I'obliquité & des plans tangents respectifs est donnée.

Ainsi en combinant les équations (88) et (89), nous aurons
les équations
tgth+ 1452

u‘!_|_ai=.,-i'__'+—"_._

e |

et

yl Pl Lot d Uy g

lesquelles représentent le liew géométrique des points des généra-
trices des deux systémes ot I'obliquité § des plans tangents est donnee.

Ge lieu géométrique sera done composé de deux paralléles (=)
et (=') équidistants du cercle de gorge (g), ainsi qu'il était facile
de le prévoir.

8. Duns le point de rencontre I, de deux génératrices de
systémes différents le plan tangent auwra par rapport a chaque
génératrice des obliquités égales et de sens opposé.
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En effet, les formules (42) et (49) pour @ =b=r deviennent

V1452
tg) =5 - S LT A os (42
g & A.¢—B.p o (42)r
Vit st
t EII: '_‘:——'.[: ......... W ( )
E A . q'_ e “ P Higfr
et par suite
tgh=—1tgh'.

®. Pour b —0 les équations (90) et (91) deviendront
PLE SCL Y L R o0
s=0.0..00 ARG .. +(98)
d'oir il résulte que le cercle de gorge de Uhyperbolvide de révolution
sera la ligne de striction dans les deux sysiéimes de généralrices.
Dans ce cas I'équation (58, deviendra

g E—P gm0, ceeaaana i (OF)

qui représentera le plan normal au cdne (S); le long de la géné-
ratrice Va,, ayant pour équations

z=p .3

y=9q-.s
et alors dans les équations (63) et (66) étant évidemment y=0,
I'équation (67) donne
: ' S aleied ot ot son wllat ol

ce qui montre, comme on sail, que le plan normal et sa polaire
se coupent orthogonalement, celte droite décrivant le plan &y
ou le plan du cercle de gorge.

L
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10. L'intersection des plans des paralléles (=) et (=) de
I'hyperboloide (H), avec le cone asymptote (S),, étant les paral-
leles (@) et (&') de celui-ci dopnées par les équations

it yt= 1-+s‘-‘~ L b L gL .. (98)
tg2h
5= c‘i.!+s! ........ Y

et la distance & du point central d'une génératrice de (H), aux
points de cette droite ou les plans tangents ont une obliquité
donnée O étant égale & la longueur de la génératrice paralléle
de (S), depuis le sommet jusqu'aux paralitles () et (&), nous

aurons

On voit, done, que la distance du point central d'une généra-
trice rectiligne de I'hyperboloide de revolution;, aux points de cetle
droite ot les plans tangents ont une obliquité donnée, est propor-
tionnelle a la tangente de cette obliquité.

Etant 6 —45° la distance § deviendra le paramétre k des
génératrices, et nous aurons

R 00000 0000sadsns s c 8NN

et par conséquent le paramétre k des génératrices dans Uhyperbo-
loide de révolution est égal au demi-axe non transverse de cette
surface.

A4. Si dans une surface gauche nous considérons une géné-
ratrice rectiligne quelconque G, ainsi que la génératrice qui lui
est infiniment voisine, nous pouvons évidemment prendre une
droite telle que les hyperboloides de raccordement le long de G,
déterminés par ces droites, soient de révolution.

Les centres de ces hyperboloides seront donc sur la normale
au point central de la génératrice G, ou sur le plan tangent &
l'infini, et tous les demi-axes non transverses seront égaux au
paramétre K de cette génératrice, considérée sur la surlace gauche.
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D'aprés cela I'équation (97) montre immédiatement que la
tangente de Uobliquité du plan tangent en un point d'une généra~
trige rectiligne d'une surface gauche est proportionnelle a la distance
de ce point au point central de cette génératrice ().

De méme nous pouvons aussi énoncer d’autres théorémes
relatifs aux surfaces gauches recourant aux hyperbolordes de
révolution avec lesquels se raccordent tout le long d'une généra-
trice rectiligne quelconque.

Observation. — 1l est clair que nous pouvons aussi arriver
directement i cette étude de I'hyperboloide de révolution d'une
maniére trés-facile.

£2. Passons maintenant A déterminer la surface conique
enveloppe des plans diamétraux paralléles aux plans tangents
d'obliquité donnée 6, ou la surface conique polaire (C,) du
cone (Co) par rapport au cone (S)r- &

En ordennant 1'équation (58), par rapport i p’ et ¢, on a
(z.1gh=zyV1 53 o +(y . tgh=aV 1+ %) ¢ =st. 1ghxs . (99).

En représentant par

Y=q1:3:0::0sas002. ‘enn (33)r

les équations d'une autre génératrice du cone (S), |'équation
des plans diamétraux passant par cette droite étant ordonnée
par rapport a py et gy, sera

(@.tghryV1+ %) prt(y. g +aV 1+ ) gy =s*.tghxz (100).

Maintenant on peut substituer & I'une des équations (99)
et (100), a la seconde par exemple, I'équation

(p'—p) (. tghxyV 1+ s9)+(¢'—q1) (y . tg0=xV 1+ s2=0) (101)

(O PrTrY

(lé;;)llr. Jules de la Gournerie — Traité de géomélrie descriplive, n.° 622
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obtenue en retranchant ces équations membre & membre; mais
étant

PR YEp Rt L (3
on a

7+q  pp

Ptm. 4

et par suite
(o) ty agh =2V 1+ (g +qy) (2. 1g gy V1 +57)=0(102).

Si l'on fait diminuer (p'—py) et (¢'— qq) les deux couples de
plans diamétraux se raprocheront indéfiniment, et leurs inter-
sections s'aprocheront d'uné limite, qui est la génératrice de la
surface conique enveloppe demandée, ou la caractéristique de

celte enveloppe; et pour cetle limile I'équation (102) deviendra

(ytghaV i+ p —(x.tg0 = yV1+s% ¢=0 (103).

En éliminant les paramétres p’ et ¢, entre les équations (99),
(36}, et (103), on aura pour équation de I'enveloppe demandée
I"équation

)

o oo = p ol ol e
i A P T Y W O s

qui représente un ¢dne de révolution (Cy) , qui sera le cone polaire
demandé. X
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— P

SOLUCAO DA QUESTAD PROPOSTA N I5

PR

ALFREDO ScHIAPPA MONTEIRO

Dada uma figura plana composta de um hexagono reqular sobre
os lados do qual estao seis oulros hexagonos regulores congruendes
ao primeiro, quer-se saber como se pirle corlar esta fiyura por Ares
linhas rectas que @ dividam em partes congruentes ow incongruentes,
de modo que com estas paries se possa formur um hexagono reqular.

Seja abede[ o primeiro hexagono regular, cujo centro re-
por oy e abmlkj, begpn, cdisrq, demvut,
efgsyx, fajihg os oulros seis hexagonos regulares, tendo
cada um d’elles um lado commum com o primeire, € cujos cen-
tros representaremos rrs{wcti\amente por g, 03, 04y 035 Ogy 07«
Se R e r designarem respeclivamente os raios ou lados do
hexagono pedido (H) e dos sete hexagonos que compoem a fignra
dada (F); e por A e a representarmos as suas areas, leremos
evidentemente

i
e LS
d’onde
R-——I"W-

Sendo P e Q os pontos de interseccdo da recla 040y com 0§
lados ab e ki dos hexagonos componentes abedef e abmlky,
teremos que oq () serd egual i somma dos apolhemas oy Py P og,
02Q; mas é ¢
0|P=Png=0g0=-iv'3
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0102*‘;‘3‘/3
logo '
: D|I=v-ﬂ-;-d!+@i=r.w=i{.

Assim os vertices I, n, Py 1y 8 4, v, y, 3, h, i, k do polygono
dado ghijklmnpgrstuvays ou (F) estio sobre uma circum-
ferencia de raio R=r /7, e por conseguinte os seis vertices
L p s v, 3,4 e os seis verlices k, ¢, 7y u, y, h, determinam
dois hexagonos regulares (H)' e (H)" inscriptos n'esta cireum-
ferancia, e portanto eguaes ao hexagono pedido (H).

Se considerarmos, por exemplo, o hexagono (H), as suas dia-
gonaes laoydv, pBojez e syoygi representario um systema
de tres rectas que dividem o polygono :ﬂldn (F) em partes con-
gruentes, e que reunidas convenientemente formam o hexagono (H).

Com effeito, se fizermos girar em torno de i a parte igo,Jvayzgh,
formada da reunidio das duas partes congruentes igojezgh e
ze0y1dvxy, até que os verlices h, g, z, venham coincidir com
0s vertices j, k, I, os pontos o, e v virio delerminar dois vertices
o'ye v’ de (H); e fazendo depois girar a parte pR ojd vutsr q,
composta da reunido das duas partes congruentes pBoyysrgq
e syoydvut, de modo que os vertices ¢, r, s venham coincidir
com os vertices n, m, [, o ponto 0; determinaré outro vertice o',
de (H), e os vertices y, #, v da primeira parte igojvaysgh
coincidirlo com os vertices ¢, u, v d'esta segunda parte. Tal é,
pois, um dos modos de formar o hexagono pedido, no caso de
serem congruentes as partes em que se divide a figura ou poly-
gono dado (F).

Consideremos agora a divisdo d'este polygono em partes in-
congruentes.

Tiremos a recta pmogt que cérta bm e jk em = e =;
a recta wogpg que cortaIm e aj em w e ; e finalmente a
recta g e, que forma com woggg um angulo de 120° e cérta
hiexyem3j e a: donde resulta que os pontos p, oy, g serlio
evidentemente tres vertices do hexagono pedido.

Em virtude do tracado d’estas tres rectas, teremos um dos
modos de dividir o polygono em partes incongrutes goapgrstuvas,
tkluog, syzg, ghd, grijrog e ogomnp.
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Se agora destacarmos a segunda parte (kluog, e fizermos
coincidir os seus pontos =, k, | com os pontos g, z, v da primeira
parte gogpqrstuvzs, o ponto og determinard o quarto ver-
tice o'y de (H). Collocando a terceira parte cyz g, de modo que
0s seus pontos y e z coincidam com os pontos v e u da primeira
parte, e o ponto ¢ coincida com o ponto » da segunda parte,
na sua mova posicio, o ponto g determinaré o quinto vertice g’
de (H). :

Tomando a quarta e quinta parte reunidas, isto é, a parte
ghij v og, facamos coincidir os pontos g, h, i, j com os pontos
ﬁ'. u, , 5, e a posi¢io do ponto og determinaré o sexto vertice o'y

e (). |

Finalmente transportando a sexta parte ogumnp, de modo
que se confundam os pontos o3, w, m, n, p com o0s pontos 0"y,
%, ¥, ¢, p, acabaremos de formar o hexagono pedido.

Como se vé&, ha grande numero de modos de fazer a decom~
posicio do polygono dado (F) em partes congruentes e incon=
gruentes, para com ellas se formar o hexagono pedido (H);
mas julgamos sufficiente as decomposicoes que indicdmos, que
mostram bem a marcha geral que se deve seguir na solugio da
questdo proposta.
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BIBLIOGRAPHIA

Notes sur I'dquations aux dérivées partielles, par P. Mansion,
professeur & I'Université de Gand.

Estas Notas foram publicadas nos Annaes da Sociedade Scienti-
fica de Bruzellas, 5° ann¢e, 1881.

Na primeira demonstra o illustre mathematico belga, d'uma
maneira rigorosa e simples, o processo conhecido para, integrar
as equacdes ds derivadas parciaes lineares de primeira ordem,
cujas demonstracoes anteriores o sr. Gilbert tinha atacado recente-
menlte nos mesmos Annaes. Considera uma funcgdo indeterminada u
de x e y. Serd, pois, y funcgdo de « e u, e portanto

Eliminando p entre esta equacio e a proposta, e determinando u
de modo que na equagio resultanie seja nullo o coefficiente de ¢,
obtem as duas equacdes differenciaes conhecidas, cujos integraes
v=a, w="4, sendo « e % funccdes arbitrarias de u, dao pela
eliminacio de u a equacio F (u, w) = 0, que representa o miegra!
pedido.

Esta demonstracio é muito simples, e applicada és equacdes
de segunda ordem conduz a0 methodo de Monge. Basta para isso
eliminar na proposta r e t por meio das equacdes

I d d
bl IR dr; P |

dz dz dz dx

O fim da segunda Nota do sr. Mansion & dar um methodo
para integrar a equacdo as derivadas parciaes das superficies
regradas mais claro e rigoroso do que o apresentado por Monge
para o mesmo fim.
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Sur une propriéé de la fonction de Poisson et sur la méthode de
Jacobi pour U'intégration des équations aux déreées partielles
du premiére ordre, par M. Ph. Gilbert, professeur a I"Université
de Louvain.

Comeca o sr. Gilbert por estabelecer uma relagio importante
a que deve satisfazer a funcgdo de Poisson, e depois deduz d'ella
alguns theoremas fundamentaes na theoria de Jacobi sobre a
integracdo das equacgdes s derivadas parciaes. Expde depois
algumas difficuldades que se encontram no methodo de Jacobi,
e mostra como desapparecem quando se usa dos principios por
elle” desenvolvidos. Esta Nota dese ser lida por todos os que
estudam a bella Memoria de Jacobi — Novus methodus ete.

Kste trabalho foi publicado no mesmo volume dos Annaes da
Sociedade Scientifica de Bruxellus, em que foi publicado o pre-
cedente. \

Estudo sobre o deslocamento de um solido invariavel no espago,
por Luiz Porfirio da Motta Pegado. Lisboa, 1881.

N'esta Memoria, publicada nas Memorias da Academia das
Sciencias de Lisboa, tracta o illustre professor do movimento mais
geral, pelo qual um solido péde passar d’uma posicio do espago
para outra, seguindo um methodo geomelrico differente d'aquelle
que seguiu para o mesmo fim o sabio geomelra francez, o sr.
Chasles, na sua Memoria classica — Propriétés relatives ele.

Para chegar a este resultado teve o sr. Pegado de estabelecer
alguns theoremas novos, requeridos pela marcha que seguiu para
tractar a questiio proposta.

Nos capitulos I e II tracta dos diversos movimentos de rotacdo,
pelos quaes uma recta pode passar de uma posicho para oulra,
que sio em numero infinito ou ndo, segundo sio ou nio dados
os pontos homologos da recta nas duas posicdes, e cujos eixos
no primeiro caso estao sobre um paraboloide hyperbolico isosceles.

Nos capitulos 1V e V tracta’da mesma questdo, suppondo o
movimento da recta helieoidal, e mosira que o numero dos eixos
centraes ¢ sempre infinilo, e que estio sobre a superficie d'um
conoide elliptico quando ha pontos homologos.
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No capitulo VI tracta do movimento helicoidal d'uma figura
invariavel obrigada a passar por duas posigdes dadas, e mostra
que ha s6 um eixo central do movimento que esté na intersecqiio
de dois conoides ellipticos determinados.

Em todos estes capitulos e no capitulo 1l tracta de muitas
proposicdes de Geometria, de que precisa para as questdes de
que se occupa, ou que sdo consequencia d'ellas.

Observagdes sobre o magnetismo terrestre na ilha de S. Thomé,
por Guilherme Augusto de Brito Capello. S. Thomé, 1881.

Estas observacdes feitas de 4 a 26 de maio de 1881 pelo
sr. G. Brito Capello, um dos membros d'essa notavel familia que
tantos servigos lem prestado ao paiz, aproveitando as occasides
que lhe deixava livre o seu logar de commandante da canhoneira
Sado, referem-se & intensidade magnetica, & declinagio e &
inclinacio.

G. T.

QUESTAO PROPOSTA N 21

Achar as solugdes inteiras da equagio XY= y* sem recorrer aos
logarithmos.
A. Scuapra MoNTEmRO.
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SOBRE UMA FORMULA DE EULER

POR

J. M. RODRIGUES

A formula de Euler

2 hi

h / |
fcpxda:-——h21.x+—2—.1u:r—[3|qa:r.ﬁ-qu x.m—. .

& uma formula fundamental do Caleulo Integral.
A serie de Euler

E . 'z s +799" ¥ CPTAL ¥ -+
= -, gz > . b e —— we sy
g W PIP B ST B gy e T 1 9 3.4.5.0

onde 8y, Ba, B3, ... designam os numeros de Bernouilli, ¢ uma
serie muito notavel pela sua lei de geraclo.

Os integraes indefinidos, os integraes das differencas ou sommas
finitas e os integraes definidos slio os tres algorithmos primitivos
e fundamentaes do Calculo Integral, e constituem um modo uni-
versal da geragdo theorica das quantidades reaes ou imaginarias,
immanentes ou transcendentes, pela sommacgio finita ou indefinida
das suas partes elementares.

A formula de Euler, na sua accepgio philosophica, constitue,
como demonstraremos, a expressio algorithmica da unidade logica
entre os tres algorithmos theoricos, primitivos e fundamentaes

do Calculo Integral.
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Serie Ele Euler

Consideremos a serie de Euler decomposta em duas partes

h
E=—lgoz—hE,,
onde 2
h h?
Ey=%¢x.——3
e Y S i (@)
ou i
Ei=Ti—Thah+Ts—-Ty+.. .+ 1)+ T, +...
sendo
: 2n—1g 2 h2n—1
= ST ()
dzirml 02,3, .. 2a=1),2n

a expressio do seu termo geral.
Para achar a lunc¢lio generatriz da serie de Euler seja

i ﬁ*fs h'lta ’
s(ethty—t)=gathty—1.go—15.¢'a—y/— 1 oo Tt
e
h!! h3£3
ooy bty gl b by A B g

d'onde se deduz

Q-L,'_—,—-L?(:r-+w-n—+(x—w—i)]=

h B B

=¢-l-,q.-a:—-£ 33 N :r+£'l-~———93 N Y.
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por consequencia, lullilllilll.,dllllfl por

di "
7 e integrando entre
os limites 0 e oo, resulta

wi

L [Te@thty—)—g(@—hty—1) .
2‘./—] ) ﬂiﬂf I a
h = tdi h® = 34y
i et . s s i b
i 19‘“'.Iue'i=1—1 193t TJ, i (8)
ou
b ‘ @(:r+h;;f—_}_ o (@ —hty—1) e
2‘/—1 e-ﬂ'l_l
=1-;1__T_-e+-]-f3__Tri+. ..+(—l)ﬂ+l.Trl+..'
onde
Jl\jn_l d!"_‘¢x I!“_Ifil y
e — : - S bh!'
Ts 1. .3...-::211_1}'11‘55‘.‘!1—1 Jﬂ 0g. | Wi
Ora

(bt me—t -t P Lt 10k, . .,

por musequunciu
23 v -

’ fei_l‘_:_’.:.}"“uf.-—‘ e—7.sp=Vdz+ | =22 zp—1d sl
[ : o} i

L

+J e—3z p—1ds
0

) (c)s
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mas o integral euleriano de segunda especie

F[p)=f et p—1ds
0

dé pela mudanca de z em mz

r(p)=mw.f e—me gp—1d 3,
0

d'onde 0

J E_“’.:,'P_|d;=@;
0 mp

logo, dando a m os valores
m=]s 2! 3: ‘i's ssay
a serie (¢) transforma-se em

' 1. 31 3
f:l:!?;.— I]"l.z?’—iduz(! +§+‘:§+E+- ...:].I‘uﬁl}

oun

j:{e"—i)—l.s?_‘ dz=S8,<T(p)
sendo

: B e
Sy L i b

Esta serie notavel tem sido objecto de muitas investigagdes.
Quando p=2n sabe-se que

Qin—l_:!n
1.2.3...2n—1)2n

Si! =?’n .

r2n)=1.2.3...2n-1),
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SE—————— A

por consequencia

B' .
— 91, pln A
S:u}{r{ﬂﬂj} 22n SR on

logo

o - 2 z)in B,
ﬁ (e‘—l)".z'*'—ldz=£'—;~]-—.§;

onde 2, designa o numero de Bernouilli da ordem n.
Fazendo pois 3=2x{, o que ndo altera os limites da inte-
gracio, resulta finalmente

Pty 1 B
Jl} 21 1 2 2

Logo, substituindo o valor d’este integral definido na expressio
do termo geral da serie (), resulta

| ket d"—lg2

T;ﬂ=_' - ¥
2 Fi"l.2.3...2u dain+1

e pela comparagio com o termo geral da serie (a) vem

Ty -;— Ty
Temos pois

El ~——‘T1-—TQ+T3—T; s -+(_n'+"Tl+' .

1 g (z+hty/—1)—o(z—hty/—1)
2/ ‘j: gt I @t

i i | i .
“‘E'TI—? '.T-|+'§' ‘T’HE .Ti+- . .+E~—')'+I |—§'T‘+- e

11




Logo

. f“’ ¢@+hty—1)—9p (zr M",_l).dt

eiwl__q

& a funccio generalm da serie de Euler, a que chamaremos —
transcendente euleriana.
A formula de Euler transforma-se pois em

fqazdzrz‘ﬁzllix'I‘%.gw—

(@ +hty—1)—g(z— hw’—l} 1
Y= 1J fri| (@)

mas

1 1
19.:+E.1,xm£[1>a:+ i.a?m]ri-lhz+f(3+h)]-

logo h -
f?:rd:c=—2—.2[9z+tp(x+h]]-

h q;[z+ht|/—1) ¢ (x—=hty—1)
iy 7 . T L dt ().

A esta transformada da férmula de Euler chamaremos —
férmula euleriana, a qual, depois da integrado effectuada, se
deve completar com uma conslnnte arbitraria.

|

Férmulas integraes '
Seja

bed -
f 2 T . = r__'___ Mo _L_ n, \
platay—1)=gpztay—1 .9'x 9% V' 11.2.3‘9 x+..

e

a?
L] L .f”
a:*—a'y"-rl}=9m—¢|/~—l epz-i 3 laty/~ 1123 z+...
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' Sommando e subtrahindo resulta i

Lo e +aytt) Vo (o—ayt))=

2
2 i
i b T Il i
=S =gyl SN nEaEp -
e
—[ (@+ay—1)—¢(z—2y/—1)] =
2/~
Loyl s, C & hne, Lo
e 3 A % XV A it
Ora
(e!li_i_z!)—‘ﬂe—gll_z!_e—-l‘l‘-i-zi_e—-ﬁ'i_

onde 6§ designa um angulo e i o imaginario primitivo i =y/—1 ;
por consequencia

kit S —40i oh 14
—_ — 1 N 1 ¥ ﬂl‘__
24 20 : R
e
___._..'E“ 3 3 L —50
—_ag—ti__ =~ ii =0 fLi
A v Lot LN LN e LA S o AN
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Multiplicando estes dois desenvolvimentos por ¢ (@-+reé)jd 0
e integrando entre os limites 0 e 2 x, vem

¢ (@+rei) f" .
j: g™ Fwn ."‘dﬂ=[ 3 ¢(z+ret)db

—:ffq'*p (@+retd) . e—20id0
0

"w
+z'J o (@+reti).c=hoidp
0

L i
f iﬂ'—%— ardamf (z+re).e—id
e !
—32|  o(ztre).e—30id0
0

+3'jﬁ'q:(z+reﬁ':l.e—"‘”dﬁ
0

------------------------
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Mas pela notavel formula de Cauchy

! d‘?w i_-2.3- ' |}
dz® = 2xmmv

ozt ren).e—midy
0

os termos geraes d'estes dois desenvolvimentos sdo

. ; 2 xwrin d""q:.u
i 2ng = :
.f: L AR A P o T T

e

in : il L diatlgy
e~ gy o : :
o PO R o T T Bl danH

por consequencia

| “g(z+retd) Mgy z‘.r‘ b gl
'E:fi P TR AR T e

datrd) R I
Errf A 0 =Yoot g 2315? T,

[ S
Fazendo agora zr=a ou 5= — resulla
r

r (Aeg(mFret) o o al :
_f T R i b T e O . B0 i

r “p(z+retd) o ¥ 9.2 al
el AR T “‘”‘”:23“ “12345“’ forte

logo
r? ‘hq(:c +re*f) Y
= 0 alrielti’

di=g(@+a\/—1)+p(z—ay/—1) (a)

ay—1 [P=p(z+trei
5 Jo atbriemi’

ret id)=g(ztzy/—1)—plz—ay/—1) (B).
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Estas duas férmulas exprimem a geracdio theorica d'um grande
numero de integraes definidos.

A féormula (3) conduz immediatamente a uma transformacio
da formula euleriana. Com effeito, pondo a = th, multiplicando

Por ey © integrando entre os limites 0 e oo, resulta, atten-

dendo & independencia das variaveis ¢ e § e dos limites de inte-

graclo,
h (2% g(@+ireti) o
?f “]‘h‘+rleui‘ei'“—l Addtdb=

o 2+ hty—1)—o(xz— hty"—i}d
y’—l L | *

A férmula euleriana transforma-se pois em

fq:.rda:=% Zlpztg(z+h)]—
):

e . p(ztret) red
f o AR it w4040

Esta transformada da formula euleriana primitiva (¢) delermina
uma nova classe de integraes definidos duplos.

Ora
1 : 1
?-E[FT+T{$+h}j="¢II‘+-§‘.951

por consequencia, attendendo & independencia das variaveis ( e 9,
a formula (¢) da

fga:dm=hz¢a:c+%.?z—

M o ros eﬁdef” Shtgr ) ]
—:-f;} [p{m e o (BT el (e2ni1) )
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mas pela formula de Cauchy

q-x—éi;.‘[: ¢(@+rei)ds,
por consequencia

W
do=h39o+—. - a4 radidy—
Sewdz=hza+5.5-] ¢ )

= ',:j.f: '['P @+reéire idftﬂ EE r*‘c:'l‘) lf-“‘*”] ;

logo
h eI
fq;:rdm—-h!,*{-:c+;2—;j pletredi).0do (¢")
0
sendo
| W e tdt
Lo L L Bi y
g 2 iy Jo (Bh3+riettd) (et=i_1)

Esta segunda transformada (¢") da formula euleriana (¢) mostra
claramente o valor philosophico da formula de Euler, e por isso
deve denominar-se — a férmula euleriana principal.

O integral definido

i | e
Ezﬁ'}; 9{z+rc").(-}dﬁ
& a funcclo generatriz da serie de Euler, e a [érmula euleriana
principal

ix
fqaxdm=h2?-x+£.[“ ¢(x+rei).odb

liga pelo algorithmo primitivo da symmagdo os tres algorithmos
fundamentaes do Calculo Integral,
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111

Integraes definidos

A integraglo das differengas finitas pelas funcgdes elementares
¢ ainda mais limitada que a integragio das funcgdes differenciaes;
e, pelas faculdades algorithmicas, succede o contrario, a inte-
gracdo das differencas é mais geral, porque na [ormula de Wronski
o integral indefinido exprime-se em funcgdo d'um integral definido,
cuja determinagdo ¢ puramente contingente.

Esta dupla propriedade caracterisa, pois, os dois primeiros
algorithmos fundamentaes do Calculo Integral. 3

Ora, como é sabido, a geragdo theorica do algorithmo inverso
das differencas X ¢ 2, pelas funcedes elementares, ¢ s6 possivel,
quando ¢z tem uma das f6rmas seguintes :

I ga=x(xLh)(z2h). . (wEtn—1hk)xfz;

[z

l px= :
Z(@ch)(22h)., . (z2n—1h)

Ml epr=amxfz;
IV  gz=sen*z.cos"zx<fx; '

onde fx designa um polynomio racional e inteiro e m e n quanti=
dades positivas: por consequencia a formula euleriana

2
.z[q;.z+?(x+-h}}=T.Jqlxdz+

2 [(*p(a+hty—)—g(z—hty—1) ,
+y’—1'[o it A
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ou

h
-é-.z[(p$+?{$+ﬁﬂ =fgxdx+

I TelzHy—1)—e@—bty—1) &
1 ;/—i'.fu i b

determina um grande numero de integraes definidos para cada um
dos quatro casos em que ¢ possivel a integracio das differencas.
As mesmas consideracdes sdo applicaveis &s outras trans-
formadas da f6rmula euleriana. :
No que vae seguir-se fazemos sémente algumas applicagdes
d’esta frmula (a). '

I Seja gz =e%; serh

h 1 [ ZealeH0y/=1) apale=by/=1)
— . 3[erotetleth)— fersdart ——. di;
mas
h
[+ tloHh)] = (14 08h) 3 8% = :h-'-: N
: .
eas[eﬂﬂy’—i_g—ﬂ‘:«’"‘l]_iw—f.ﬂ'ﬂeﬂﬂa;
logo
; hooethdl 4 “Isenal
B L 1 e
d’onde
2senab , h A4 |
i .dl="“‘—-"'h___'
a ﬂ‘!‘ﬂl—l 2 E‘ s a

ntegral definido j& conhecido.
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A férmula (b) onde suppozemos h=1 transforma-se em

L

1 941404 * Dgenal

——— i w—

2'ea—1. a ul-!"“—c—"

e—=0dn;

mas
pr z
sen hyp z = 3
n .
2o
cotg hyp z = WS
logo | .

i 2 senalf)
. o - p—=h
cotg hyp g +5!‘.f:‘—sm Y= e | d,H

ou, mudando 4 em 2z,

. : 1 r" sen2zxh
=— e et 5~ 8 0. § N.
cotg hyp = % +2 R =0 )

Il Seja -:pz =gsenaz; sera

%.3{5&n'~am+sen"a(m+h}]= -
& senasdnd i sena(a:-ﬁﬁpf_tu)‘_n sena (x—0y/ 1)@3‘

V=1 2l I

Convertendd o seho ém exponenciaés pela“formula de Euler

.[eﬂ.*f—l_?‘—r&!}f—ij

senax=
2
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resulta
3[senaz+sena(z+h)] =
=#l U+eah-,.f—1}_,}'_¢¢uf--|_(l..{-e——nhv":—l)zg—uxyf-d]
i erhy' —141 e—ohy'— 144 '
A0 PRV N e o agy —1
2y I[f"’"v*‘—l LEL e-ﬂh’-"—l'r ]
1 erhvi =144 edhy' =141 .
et Sl ] sV =14 Le—asy/ =1
Ey’—ll_e“-"‘w’"—‘ R AT ]
i edhy/ =141 i y
= R B : :
s Rl v 08 a !
logo
hy/—1 12 O/
ip_l__e"j‘___-ﬂ_ +”_J 2sena V’ 1 st
3 -1 eshv—i_| VALl vy
ou

b erhv=141 | '”’Esmﬂﬁy’ L

iy .dh,
ST e i YR

expressio analoga & expressio (b), e da qual se pndm deduzir,
pela simples mudanga de a em ay—1. ;

Temos pois
{ esv—141 ‘ "“Qsenaﬁ‘/’ N e
2 av—i—{ ""i=_+'/ boifs iEe et S 0
mas -
senafy/—1=y—1.senhypat
e

aev—i41
cntg?z_r—ﬁ—i.—_‘l- ‘/—1|
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logo
a 2 " senhypat
—_—=—3 - .e—Tidi,
cotg 2 a - Jy senhypswt 4y
ou
1 sen hyp 26
=—-——2 —_— . =8 i .
i o o senhyprx® oy ®)

As expressdes (b') ¢ (b") mosiram a analogia e a intima relagio
que existe entre as funcgdes circulares e as luncedes hyperbolicas :
a primeira exprime a colangente hyperbolica em funccio de um
seno circular; a segunda exprime a colangente circular pelo
integral definido de uma func¢do de senos hyperbolicos.

Os integraes definidos

** sen20z

A i =
Jn senhyp = 6 L bl

¢~/ -k PR

o senhyp=f

exprimem. as propriedades theoricas das cotangentes hyperbolica
e circular, € constituem as funccdes generatrizes do desenvolyi-
mento em serie de uma cotangente, isto ¢, constituem o limite
da serie a partir do segundo termo.

Das férmulas (b') e (b") deduz-se a relagdo importante

Isen20m+ senhyp26

cotg hjpz—cotga:=2f

=0 40
0 senhyp = 6 .

logo a differenca entre uma cotangente hyperbolica e uma co-
tangente circular exprimes=se pelo integral definido entre zero e
o infinito de uma fincgho da somma do sefio circular com o seno
hyperbolico,
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IV
* Transcendentes

A funcclio transcendente

rz+1)
Y2 5.t ty

==

tem sido objecto de investigagdes d'um grande numero de geo-
metras, e goza de propriedades importantes no Calculo Integral
e na Theoria dos Numeros; o seu logarithmo nepereano tem por
desenvolvimento a serie notavel

" Br 1 3 1_+Tig 1
=12z 3.%'z3 5.6 z5

dada pela formula de Stirling.
Cauchy exprimiu esta func¢io no integral definido

a formula euleriana di tambem da funcgiio Iy, duas transformadas.
;s 1
Com effeito, as funcgdes elementares | = e he sio duas funccoes

integraveis; mas no Calculo das Differengas siio duas transcen-
dentes irreductiveis e inintegraveis.
A formula euleriana da para estas funcedes

i_,;gﬁ:wh,]_fdm:ﬂv;ijni il R
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R
?'2[—_+x+h1 r§ fm*-!—ﬁ'! . ;+’"

isto &, reduz os seus mtegmes Xa lnlegraes def‘ntdus, qug ex-
primem propriedades da transcendente .. ul 4
E, com effeito,

W |
I+

g(@+0 »/--l}w{w—w— 9 b
v’—l-} A=

e" '.__,1

| L .

T 2 e DS
=g m'l-2-3-1+§3? £-1.2.3‘4.--5.-.6 1929

h
“Heeli’s

1 .
portanto, para g x=1lx e g #=—, resulta
e 7

A e

iR e e
A T B3y z ) =X
e
Rl B i By i v B Bl s B h o
AP e bl O R R
logo
17 [=+by/—1 d
e

d 1y - 9-]“. ] db
Vda - N UL L LB
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Ora, para 'z =3, 15,;=05 por consequencia, mtegrando esta

segunda expressio, resulta

t fe ]
e arc tang T

Ix,=-'ﬂjo :—E;I_I—.dﬂ,

ou
i 1 x
lye= QJB—E;;-"_—{—'.JE,
ou ainda
I
o ArC tang —
B _ — =0 §
Lye QJB senhyp = 0 $
e

&
o0 ATC cotg —

-5 AT T t 1]
Iya Ejn v, do.

Convertendo as funcgdes logarithmicas em exponenciaes, a
funcgio I' (z+1) converte-se no producto

1J“! :.c+0,/~—l) db
I‘(x+1)=;.f2n.:n”+';xr‘+_f 0 (:x:—ﬂv’—i Tetwh_{
ou T

arc tang —

=25, 28+ t=+!f—_——. =0
I (z+1)=y28.2%Taxe— Y e—=0d0)

...... ..-...........----l-t-nunqalo---o-io;

etc.

e passando aos logarithmos resultam outras tantas expressdes
exactas de [T (z+1) para qualquer valor positivo de x, real ou
imaginario, commensuravel ou incommensuravel,
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A funcglio I (z+ 1) exprime o integral euleriano de sequnda
especie
I'(a:+1}==fr’.z*dz;
0

por consequencia as formulas precedentes mostram outras tantas
propriedades d’este celebre integral.
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NOTA SOBRE A TRANSFORMAGAO D'UM INTEGRAL DEFINIDO

POR

J. A. MARTINS DA SiLva

No ultimo artigo que publicimos n'este Jornal, na pag. 65
d’este volume, vem o seguinte caso .de transformacio obtida
pelos contornos

0 V1—2a cua.t’l + ot

i cosndb A sen?ngdyg
J =gt J o e
0 V1 —asen?y

Agora vamos chegar ao mesmo resultado deduzindo-o elemen-
tarmente, o que'é facil, insistindo de novo, visto a importancia
que tem na reducclio de varias expressdes.

Seja

1

|
V1i—2acost +at

=(1—aeV—N)—Fx (1 —ae=dv=1)—}

mas

Uhxg.w—t)—;-zi+i”ta,,r—i+j_'3_,ie-:!w-l+
2 2.4

1.3.8 1.3.6...(2n—1) o

b adeuedlf P 77 MR n gt/ =1t |,

BN X i e SR TGN T _

12
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e como fazemos

1.3 3.5
3
3% adcos3g+. ..+

1.
a%cos 29+ 2 4.6

p=1+-%—amsﬂ+

1.3.5...(2n—1)
2.4.6...2n

a'cnsn&+..-.

+

sl

1 1.3 i b
- e e 2 o 3 -
v 2'““34'2.5“ sen25+2.4.ﬁu senJo+.. .+

1.3.5...@2n—1)

P 5 5 S T RRG sh
Yem
(l—d# IV—I:]—.';:';-I-\!V;'—I
(1 —mem?V—N—f—p—vy/—1
logo
i a4t
—_— =
I"i—‘.’.uws&+¢'
a2 1.3.5...@0—1) 2
gliid oo 2 i P S
) (a)
mt.3.5...{2n—|) e
Hidrsts 0 '
/|

=T=-P0+P1cm&+l’gmsﬂﬂ +...FPyeosnb+. ..
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--------------------------------------------

--------------------------------------------

P=%"32.4.6...2n
i 241 13 (2n+1)(2n+3)
e 5 i | "o i
U+ 5 onTn)® A A tD) btk

Precisamos conhecer apenas Py e Py para ficarem determinados
os outros coefficientes, porque de (a) tiramos, derivando em ordem

af,

asenfj;n?.cowﬂ=(l—2=cosﬂ+u‘)§.nP.sennH
0 0

logo
p ~ 2(n—1) {;a‘-}- )P—1—(2n—3)2Ps_2
e 3 2n—1)a :

*
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Como sabemos, ¢ este um caso particular da funccio pertur-
badora

(1220080 +a¥)* = a‘:{;} bli); cos i ¥
]

2

; s(s+1) )5+2)... {H—t—i‘
b9, = 2ai [ LE TS T E)e
: “[ 1,203:..G—1)

+31.

s{s+1]{3+‘2}...{s+:}m! :I
1.9,3...(G+1) !

do s = —
suppondo s 3

Por outro lado obtemos

- AR | S sl

EJ“" cnanﬂdﬂ
0 V1—2xcosh+ 22

1 i 1.3
So Ll g EAE s Y ik Ind
l—i-ga sulﬁ+l.iusm b+...+

V1—atsen?t

3L (20— 4
if-.‘. “_" l:.I:‘!H suni.ﬂ !J
2.4.6...2n

0 lf?; 2 2sents 2 4.6.

IJ”" sen®t 6.d6 1345, (2n4)

120 L 4B @A) @nAB) e
14+— o _
Iy 2 2n+2" +2 i (En-i-"’l.ﬂn+43 -

visto ser

= 1.3
J sen"fd b = -ﬁ—
0
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e como tambem

| | 1

‘2“'1.2.3...[;1—”:: 2.5.6..".2n

resulta afinal

"" cosnBdf M sen?®f d b
—— —— =n

VO VL _Qacoshta YU V1_atsen?

Applicacao. — Seja x = cos 0, temos
Ay _

: 2 41 cos [narc (cos=zx) dx
Pu=Xy= J i l ‘] e
TS =1y '11+:ri;:——2a.'r-—[I+a*‘;_.r*+‘2a;::3

g J’+' (1—a¥r—sdw

~Wi— e (1 —a)

representando X, as funccdes de Legendre.
Este ultimo integral da-nos um meio muito simples e rapido
ha®

para exprimir X, no producto de por uma expressiio da lorma

| a+1 2 Vi— a2
Uﬂ' - C — e e — - ——————— — re——
i 'lr;l —_— u.! i 2 ad

(n_,‘_ ,,__:_*) 3 3Vt (q_-x fwr SR, _)
n 2 2 " = Vi—at

1.2 §.ab
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Com effeito, pela férmula

fyn—-l_sfg_yu—!_ '-’fﬂ.‘+yi_m—2 " H_dy
V’m (m—1) m—1" m

obtemos
J" dy [u G y + "Em
Vit 0

Vat+ o

m,—+y_,_ M AN T S0
Vil + at
xl:y'fa’-i'y‘ ulugy+ §+a:l
* b d : 3 Rl
LY 5 yﬁ'.-"a*-[-y"——r ay?Vai+y*+
Va?+y? '
3.5 —_— y+Vatty?

| Vat+yt — Rl st i
+2.¢.ﬁ“[5' e it b b ]

...........................
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Fazendo agora

a -=I—:i‘
y=ax
dy=ﬂdxs
temos
™ dz a1

J e == =log —
0y1—at(l —ab Vi—at
1 % '

f — . Is[c—v"i—a"xlog—ﬁlfl_
Wi—a(i—at) %° Vi—a
1 aldx i

-

< [u.a— -3—[12_—: (a-—’lr 1 —a? log —“ A ,)]

1 abdx |

= — »
oVi—a(i—a8 O

x[uﬁ_%lsb"i'—?‘-i—;—:i-v’m(a—ﬁ—u‘ s9g:.f ‘_l)]

Vi—a
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e como
(| —a¥)—sdz dx

T T 2

j" eidax er
OVi—a®(1—2%) |

fica portanto demonstrado o que pretendiamos.
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SOBRE A MULTIPLICACAO DOS DETERMINANTES

POR

F. Goumes TEIXEIRA

No Tratado dos determinantes do sr. Dostor, para demonstrar
o theorema da multiplicagio, dé-se primeiro um lemma, que la
se demonstra por induc¢io que nio ¢ facil de completar.

Demonstra-se este lemma muito simplesmente do modo que
vamos expér.

Quer-se demonstrar a igualdade

ay Il, €y .....+0‘ 0 0

n by I Sy | 0 0
Gnt1 bag1 Capteccecotgt  Bagt Tatt

,al b' c‘ ana ”ﬂ+t "3"+' Tﬁ-’—'lt " .
as ba eg i | Bage Tadeiens

COU BB BN B B B A I BB A CRUR B BN B B T R LB

ay bn Cn R “2y ﬂig Yin v
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Com effeito, no desenvolvimento do primeiro determinante,
o factor que multiplica um termo da columna de ordem menor
que n e da linha de ordem maior que n é nullo, porque o de-
terminante menor que o multiplica, sendo desenvolvido, deve
conter em cada termo um elemento de cada linha e um elemento
de cada columna; logo das n primeiras linhas, cujos elementos
sdo zeros da columna de ordem n—1 em diante ndo podem entrar
em cada termo mais de n—1 elementos significativos, isto é,
deve entrar em cada termo pelo menos um elemento nullo,

Péde pois substituir-se o primeiro determinante pelo seguinte:

ay b| 81...0 0 0 ...|
A el e ek

By hge e i D 0 0 ...I
0 0 O0...a¢p 1 PButt Yaft-se

0 0 0 .c.appn Bagt Yaf2.s.

L I R I O T R R A )

0 0 0...oa9, Ban T2n

Para desenvolver este determinante temos de no termo principal

ay by 3. .. kn 2ai1 Bags vadd oo dan

permutar os indices e sommar os termos resultantes, tendo em
vista a regra conhecida dos signaes. Mas como as letras romanas
niio podem ter indices superiores a n, nem as gregas podem ter
indices inferiores a n, basta permutar separadamente os indices
1,2,3...nen+1,n+2...2n, e collocar diante de cada
uma das permutacdes do primeiro grupo cada uma das do segundo.
Isto equivale evidentemente a multiplicar o determinante, cujo
termo principal é a; by ¢3 .. . ky, pelo determinante, cujo termo
principal € ay41 Bays ... y2 d'onde se conclue o theorema
enunciado.

e P TR
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Sl]I.U[,‘iOlI}I QUESTAD PROPOSTA N. 14 ()

rom

A. Scuiarra MoxTEIRO

Sendo por hypothese 2 <2p— 1, teremos

at(aH1)+... Hata—a)t...+H(at —1)+Hata)Hatat )+
+i . Hataty)t. . HeH2p—1)=at{at ). .+ (1)

+(a+p—1)+Hat+p)+. . .+{at+2p—1)=(2a+2p—jp
d’onde
2a+{2a+2)4-. . .+(2a+22—22)+. . .+

+(2a+20—2)+(2a+22)+2a+2. F2)+. . .+ @)

H2a+242y)+ . . .4 2a+ip—2)—(2a+2p—1)2p=0)

ou |
(2pA)—(2p-B)— . . —(2p—a)—(R 1)} =
—(2(p—aH - [2p-a) {23 . .—
—[2p—a)H 2yt )] . .+ ’ ) (3).
+(@p—3)+2p—1)=—(2p—1)—~(2p—3)=. . .—

753 AH1+3+5+T+. . . +(2p—3)+(2p—1)=0

(¥) Esta solugiio foi recebida guando estava no prélo a solugdio dada a
pag. 103, e porisso <06 agora é publicada.




188 ' JORNAL DE SCIENCIAS

Assim se, por exemplo,
—Bp-o—-R2a+1]]. e —[2(p—a}+2y+1)]
sdo termos equidistantes dos extremos, sera
—2(p—a)+(22+1)—~2(p—a)—(2y+1)=0
s Ry+1)=—4(p—a)+(2a+1)
e portanto teremos
—(2p—1)-(2p3)—
~{R(p—a)H]—[2(p—a}—1]-{2p—a)-3]-
—T—5-3A+14+3+5+7+. . .+ ) (B).
+[2(p—u)—3]4[2[p—uj—l]+[2{;a— e HH. ..+
+(2p—3)+(2p—1)=0

Representando agora por () e R o quociente e o resto da
divisao do producto dado

afa+1)(a+2)...(a+a)...(a+2p—1)..... (5)

composto de 2p numeros inteiros consecutivos, pela somma
(2a+4-2p—1)p dos mesmos numeros

a+[a+l}+(a+ a)Fond (a -I-a)-l-. i .-+-(u-§- Ep—l) {6)
teremos
a(a+1) (a+ ) (n+¢—-!.129r—| {ti'_{-;.-l-[:] e [:a+2p—|‘}
2a+2p—1

R :
=t arapi
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ou .
2a(2a+2)...(2a+2a—2) (2a+22+2)...(2a+4p—2)
S g ST TN A
. (8)
= S etap—1
visto ser
GVl g e vivias o nints D)

Ora sabemos que o resto da divisiao de um producto de factores
inteiros por qualquer divisor inteiro ndao muda de valor, quando
a wm ou mais factores se juncla ou tira o divisor ou multiplos d'este,
logo se de cada um dos factores do dividendo

2a(2a+2). . .(2a+2a—2)(2a+2a+2)...2a+4ip—2) (10)

subtrahirmos o divisor 2a+2p—1, e attendermos i expressio (4),
obteremos o dividendo

+1%,32 5172, . . [2(p—a)—3 2 [2(p—a)—1] [2Ap—a)t 1]

(11)
.o (2p—1)2

[onde ha um s6 factor da forma 2(p —=2)—1  adoptando-se o
signal superior ou inferior segundo for p impar ou par; e se
representarmos por Q' o quociente respectivo (ndio attendendo
a0s signaes), teremos

12,32 5278, [9(p2)-3 Y2 p-a)=1] [2(p-a)+1]%....2p— 1)
2a+2p—1 b

R
2a+2p—1

(12).
Logo sio eguaes os restos das divisdes do producto (5) pela

somma (6) dos seus factores e do producto (11) pelo numero
2a+2p—1.
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BIBLIOGRAPHIA

Sur I'évaluation approchée des aires planes, par P. Mansion, pro-
[esseur & I'Université de Gand. Bruxelles, 1881.

Com este titulo publicou o sr. Mansion nos Annaes da Socie-
dade Scientifica de Bruxellas (+) uma Memoria muito importante,
em que se occupa das principaes [érmulas empregadas para
avaliar aproximadamente as dreas planas, isto ¢, da férmula dos
trapezios, das duas de Simpson, da de Weddle, da de Poncelet,
da do sr. Parmentier, da do sr. Dupain, da do sr. Catalan e de
uma [6rmula nova.

Estas diversas [6rmulas sio demonstradas pelo illustre professor
belga de uma maneira simples, clara e uniforme, com o calculo
do limite superior do erro correspondente, o que é tanto mais
importante, que as demonstracdes conhecidas d'estas formulas,
exceptuando as de Poncelet e do sr. Parmentier, deixavam muito
a desejar.

Termina a Memoria pela comparagdo das [ormulas precedentes,
tendo em vista em primeiro logar o rigor e depois a simplicidade.

D'esta comparacio conclue :

1.° Se se ndo tem necessidade de uma grande aproximaglo,
o melhor é recorrer & formula dos trapezios, ou, se o numero

das ordenadas é impar, & do sr. Parmentier.
© 2. Se se quer uma exactiddo maior, e 0 numero das ordenadas
¢ par, devera usar-se da formula do sr. Catalan. Se o numero
das ordenadas € impar, usar-se-ha da f6rmula do sr. Dupain, ou,
se se requer grande exactiddo, da primeira formula de Simpson.

As outras formulas podem ser empregadas em casos particulares.

Vé-se que as [ormulas dos trapezios, a primeira de Simpson,
a do sr. Parmentier, a do sr. Dupain e a do sr. Catalan sdo as
mais importantes na pratica.

”&i} g;ljmm de la Société Scientifique de Bruzxelles, 5= annde, 1881, pagg.
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As demonstragdes das tres primeiras e da de Poncelet sio
similhantes e muito simples. Resultam de substituir a drea pedida
por medias de tres dreas, que sdo a do polygono formado pela
reunido dos trapezios que se obtém, tirando tangentes & curva
pelas extremidades das ordenadas de ordem par; o polygono
formado pelos trapezios que se obtém, unindo successivamente
a primeira extremidade de ordenadas, as de ordem par e a ultima;
o polygono formado pelos trapezios que se obtém, unindo succes-
sivamente todas as extremidades das ordenadas. Chamando estes
polygonos M, m, m’ e S a superficie pedida, as formulas sio :

S= % ( M+m) (Poncelet)
| .
Se= 5 (2M+m) (Parmentier)
b, : .
Seray ( M+m) (formula dos trapezios)
I ! .
Ser- (2M+m) (Simpson).

A consideragdo da drea m', que levou a uma demonstragio
tio simples das duas ultimas formulas, é devida ao sr. Mansion,
e foi ja introduzida no ensino elementar pelos srs. Rouché e
Comberousse na ultima edigdo que vém de publicar dos seus
Eléments de Géomélrie.

A parte elementar da Memoria a que nos estamos referindo,
foi tambem publicada no jornal — Mathesis (#).

G. T.

L

(#) Mathesis — Recuedd malhimatique, publié par P. Mansion e J. Neuberg.
Gand. —VYol. I, pag. 17. '
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Sobre a mulliplicacio dos d-efmn!a. por F. Gomes Teixeira, paf.
o da questito a n.¥ 14, por A. Schiappa Monteiro, 87.

Solug
Bluu:r'upha , pagg. 156 e 4190, 7
Questies propostas, pagg. iﬁ 116, 1356,

ERRATAS

gina 29, linha 21, em logar de: diminue indefinidamente até zero,

qﬂmiga h vae diminuindo mdeﬁmdam alé zero, deve escrever-se : acaba
por diminuir indefinidamente passando por todos os valores até xm,qumuta h
diminue indefinidamente passando por todos os valores alé o

Na pagina 30, linha i1, em iugar de: n4n', deve ascremr 30 1 1<,

Na pagina du linha 19 em logar de: da ttmrm comprehendida enfre o

de anl-!ac-w e 0 pé, deve escrever-se

Na pa.gun 30, linha 23, em logar de: MT=MM cos TMM, deve escre-
ver-se: M T=MM sen TMM.

Na pagina 34, linha 13, em logar de: MT, deve escrever-se: M'T,

e
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