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BIOGRAPHIA DO DR. RODRIGO RIBEIRO DE SOUSA PINTO (*) 

POR 

ANTONIO JOSÉ TEIXEIRA 

No dia 14 de setembro do corrente anno falleceu em Penafiel, 
em casa de sua filha, a ex . m ' sr.a D. Maria Magdalena de Ma-
cedo Sousa Pinto, este distinctissimo lente jubilado na faculdade 
de Mathematica, o único dos nossos professores da Universidade, 
a quem a morte havia até agora poupado. 

A similhança da numerosa e illustrada familia dos Navarros, 
que deu seis doutores para as differentes faculdades académicas, 
a familia Sousa Pinto tinha em Mathematica o sábio astronomo 
e analysta que pranteamos, outro irmão mais velho, Basilio 
Alberto de Sousa Pinto, doutor em Leis, lente de Direito, Re i -
tor da Universidade e depois visconde de S. Jeronymo, e um 
terceiro, Joaquim de Sancta Clara Sousa Pinto, que foi lente de 
Cliimica na Academia Polytechnica do Porto. 

Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto era filho de José de Sousa 
Ribeiro Pinto, e tinha nascido em Ferre i ros de Tendaes, con-
celho de Sinfães, districto de Vizeu, a 24 de janeiro de 1811 . 
Vindo para Coimbra, e feitos os preparatórios, malriculou-se na 
faculdade no anno de 1 8 2 5 , n'ella concluiu com brilho o seu 
curso em 1830, e a 13 de julho de 1 8 3 6 recebeu o gráu de 
doutor, sendo convidado pelo decreto de 1 de setembro d'esse 

(#) E x t r a h i d a do Instituto de Coimbra, 1893. 



4 JORNAL DE SCIENCIAS 

anno, que o declarou oppositor, a reger cadeira, e concorrendo 
com outros collegas para a resolução de uma das diversas crises, 
por que passou aquella corporação académica. Em portaria de 
22 de maio de 1837 Ioi chamado para assistir aos actos. 

Pelas promoções da Universidade coube-lhe uma das cadeiras 
de Astronomia. N'essa sciencia produziu o estudo admiravel inti-
t u l a d o — Calculo das ephemerides— onde examinou e discutiu 
as formulas, que desde o fundador do Observatório tinham pas-
sado sem demonstração de uns para outros calculadores, sendo 
muito duvidoso se algumas se encontravam exactas. Este excel-
lente livro mereceu os mais justos applausos das pessoas com-
petentes, e até na camara dos deputados o lente, que fôra da 
faculdade, Guilherme José Antonio Dias Pegado, lhe teceu ras-
gados elogios, chamando ao auctor um dos primeiros mathema-
ticos de Portugal. 

Já antes, supprindo a deficiencia do compendio de Besout, 
que não continha os necessários subsídios para se poderem 
entender as obras de Poisson e Laplace, adoptadas nos últimos 
ânuos da faculdade, a congregação o encarregara conjunctamente 
com o seu collega, Francisco de Castro Freire, da traducção do 
Curso completo de malhemalicas puras, de L. B. Francoeur, que 
era, n'essa epocha, incontestável melhoramento para o ensino. 
Os traductores desempenharam-se com esmero da incumbência, 
introduzindo bastantes materiaes, que não tinham sido tractadas 
pelo auctor, de que resultou na segunda e terceira edição, que 
aperfeiçoaram cada vez mais, o livro antes parecer trabalho 
novo, que traducção de original francez. Durante algum tempo 
foi adoptado na Eschola PoIytechnica de Lisboa e na Academia 
Polytechnica do Porto. 

A pag. 70 do n.° 1 do Instituto, de julho de 1890, escre-
vemos o seguinte, em apontamentos para a biographia de José 
Monteiro da Rocha: 

«Á faculdade de Mathematica pertenciam quatro cadeiras de 
conegos magistraes: uma na sé de Leir ia; outra na de Miranda, 
transferida depois para Bragança; a terceira e a quarta nas sés 
de Elvas e Portalegre. As duas primeiras conservaram-se para 
os lentes, que fossem ecclesiasticos; as duas ultimas foram 
transformadas, pela bulia scientiarum omnium do papa Cle-
mente XIV, em commendas da ordem de Christo, e destinadas 
aos lentes seculares. 
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«José Monleiro da Rocha obteve em 1774 provimento n 'nma 
d'cllas, na cadeira de conego magistral da sé de Leiria, como 
professor ecclesiastico. Foi a maior das recompensas dos seus 
valiosos serviços por occasrôo da reforma da Universidade, e 
dos seus assiduos trabalhos na organisação da faculdade de 
Mathematica, a cada passo lembrados ao grande ministro pelo 
animo generoso de í ) . Francisco de Lemos. E quando este foi 
pela segunda vez nomeado reitor reformador da Universidade, 
como premio de serviços e pro\a de estima, conseguiu-llie a 
commenda de Christo e a carta do conselho do príncipe re-
gente». 

Os prémios recebidos pelo fundador do Observatório Astrono-
mico da Universidade foram conferidos também ao professor, 
(pie mais tempo esteve dirigindo aquelle estabelecimento, e que 
tanto se distinguiu nas investigação das formulas do calculo das 
ephemerides, e nas observações alli feitas com os poucos e 
fracos instrumentos fornecidos pelos governos. Assim, ao dr. Ro-
drigo Kibeiro de Sousa Pinto foi dada a commenda da ordem de 
Christo e a carta do conselho de Sua Majestade; e coube a 
honra de ser nomeado socio da Academia real das sciencias de 
Lisboa, socio honorário do Instituto de Coimbra, e membro de 
outros institutos o sociedades scientificas extrangeiras. Não sol-
licitou directa nem indirectamente estas distincções, que vieram 
ao encontro do seu grande merecimento. 

Outra publicação, com que enriqueceu as sciencias mathema-
lioas foi a que impropriamente se denominou— Complementos 
de geometria descripliva—e que é um livro de alta analyse, 
tractando por esse modo alguns problemas resolvidos na geome-
tria descripliva de Fourcy, que era em 1854 o compendio ado-
ptado na faculdade para o ensino d'esta sciencía. 

Como professor da cadeira de Astronomia fez também o va-
lioso sen iço de compor o livro de ensino, que se tornava indis-
pensável para substituir a volumosa obra de Biot, que por muitos 
annos serviu ao estudo na Universidade. Os Elementos de Astro-
nomia, que na parte estudada encerram a ultima palavra da 
sciencia, são apenas dois volumes de 4.° , de 2 1 8 e 126 pagi-
nas, oscriplos coin o rigor que distingue todos os trabalhos 
mathematicos do auctor, e suficientes por em si conterem as 
matérias do programma. 

Falámos da exactidão e do rigor, que havia nas publicações 
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de Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto; mas se n'ellas em conse-
quência d'essa virtude podia acaso transparecer alguma sombra 
de obscuridade, a assimilação com que abrangia todos os assum-
ptos, e a clareza com que os desenvolvia, tornaram-no o primeiro 
lente da faculdade, e o mais eloquente expositor das doutrinas 
mathematicas. Nunca deixou de ser entendido por todos aquelles 
a quem ensinava ou a quem se dirigia, e de se lhes impôr pelo 
brilho da sua palavra inspirada. 

As obras de Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto foram publicadas 
nas seguintes datas: 

Curso completo de mathematicas puras, por L. R. Francoeur, 
traduzido do francez, em collaboraçâo com o dr. Francisco de 
Castro Freire . Coimbra, na Imprensa da Universidade, 1838 e 
1839 , 2 vol. em 8.° gr. Segunda edição mais correcta e conside-
ravelmente augmentada. Ibi, 1 8 5 3 - 1 8 5 8 , 8.° gr., 4 vol. Geome-
trio analylica de L. R. Francoeur, 3." ed. Ibi, 1871. Álgebra 
Superior, do mesmo auctor, 3. a ed. Ibi, 1871. Calado diferen-
cial e calculo integral, do mesmo auctor, 3." ed. Ibi, 1878. 

Additamento ás Notas do calculo differencial e integral de 
Francoeur. Coimbra, na Imprensa da Universidade, 1845. 4.°, 
de 48 pag. quasi todo introduzido nos legares respectivos da 
2." edição do Curso completo de mathematicas puras acima 
referido. 

Calculo das ephemerides astronómicas de Coimbra. Ibi, na 
mesma Imprensa, 1849, 4.°, de 182 pag. 

Das refracções atmosphericas. Lisboa, na Imprensa Nacional, 
1850 , 8.° gr. , de 24 pag. com uma estampa. IVaqui sahiu a 
seguinte: 

Memoria sobre as refracções atmosphericas apresentada á Aca-
demia real das sciencias. Foi em sessão de 5 de julho de 1854 
mandada imprimir na Nova serie das Memorias da Academia. 

Complementos da Geometria descriptiva de Fourcy. Coimbra, 
na Imprensa da Universidade, 1853 , 4.°, de 100 pag. 

Apontamentos de trigonometria spherica. Ibi, na mesma Im-
prensa, 1854, 4.° gr. , de 8 pag. No Instituto, vol. iii, pag. 130 
a 1 3 3 ; e 185 a 188. 

Apontamentos de óptica. Ibi, 1856, 4.° gr. , de 18 pag. com 
estampas. No Instituto, vol. III, pag. 2 6 4 a 2 6 7 ; vol. ív, pag. 
2 5 a 2 8 ; 7 2 a 7 5 ; 167 e 1 6 8 ; 179 e 1 8 0 ; 2 0 3 . 



MATHEMATICAS E ASTRONÓMICAS 7 

Elementos de astronomia. Primeira parle. Ibi, 1858 . Supple-
mento com estampas. Ibi, 1859 , 4.°, de 2 1 8 pag. Segunda edi-
ção, tom. i, 4-.°, de 4 1 6 pag. com um supplemento e addita-
mentos á primeira parte, 54 pag. e sete estampas. Ibi, 1872 . 

Elementos de astronomia. Segunda parte. Ibi, 1860 , 4.°, de 
124 pag. e mais 2 irinumeradas e uma estampa. Segunda edição, 
tom. ii, 4.°, de 2 2 6 pag. e doze estampas. Ibi, 1872. 

Eclipse solar de 18 de julho de 1860. Memoria apresentada 
ao excellentissimo ministro do reino pela commissão portugueza. 
Coimbra, na Imprensa da Universidade, 1860 , 4.° , de 39 pag. 
com 4 mappas em que vem o resultado das observações no cabo 
de Oropesa. No Instituto, vol. x, secção official de 1861 , pag. 
57 a 66 . 

Relatorio sobre a visita dos observatorios de Madrid, Paris, 
Bruxellas e Greenwich, apresentado ao ministro do reino em 9 
de novembro de 1860 , 4.°, de 30 pag. e mais uma innumerada 
no fim. No Instituto, vol. x, secção official de 1861, pag. 67 
a 77 . 

Elementos de Geometria de L. B. Francoeur, traduzidos pelos 
lentes da faculdade de Mathematica, Francisco de Castro Freire 
e Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto. Coimbra, 1856 . Depois de 
vários accrescentamentos foram publicados com o titulo de 
Geometria elementar theorica e practica, por Francisco de Castro 
Freire e Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto, lentes da faculdade 
de Mathematica da Universidade de Coimbra. Coimbra na 
Imprensa da Universidade, 1859 . Novas edições em 1 8 6 3 
e 1866. 

Additamento ao calculo dos eclipses. Coimbra, na Imprensa 
da Universidade, 1868 , folio, de 11 pag. 

Breves reflexões sobre as parallaxes das estrellas, e sobre os 
instrumentos do observatorio de Coimbra. No Instituto, vol. i, 
pag. 45 e 46 . 

Cometa de agosto de 1862. No Instituto, vol. x i , pag. 120 . 
Ecclipse do sol em Io de março de / 8 5 8 . No Instituto, vol. vi l , 

pag. 2 2 e 2 3 . 
Nota sobre a parallaxe equatorial do sol, e additamento a 

ena nota. Coimbra, na Imprensa da Universidade, 1869 , folio, 
de 4 pag. 

Noticia sobre um cometa que se observou em abril de 1854. 
No Instituto, vol. íii , pag. 3, 4 e 5. 
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Observação do cometa de 1861. No Instituto, vol. x, pag. 2 0 4 
a 2 0 6 . 

Observações feitas em 1858 no observatorio de Coimbra para 
a determinação da sua longitude. No Instituto, vol. vi , pag. 2 1 5 , 
2 1 6 , 2 i 0 , 2 5 3 e 2 7 3 ; no vol. vi i , pag. 60 , 8 i . 108, 168, 
2 0 4 e 2 6 8 ; no vol. v iu , pag. 3 2 e 2 1 2 ; e vol. ix , pag. 128 
e 160 . 

Posição geographica do observatorio da Universidade de Coim-
bra. Coimbra, na Imprensa da Universidade, 1867. No Instituto, 
vol. i x , pag. 2 4 e 25 . 

Taboas para a correcção das passagens meridianos no obser-
vatorio astronomico da Lniversidade e intervallos equatoriaes dos 
fios do retículo do circular meridiano de Coimbra. Coimbra, na 
Imprensa da Universidade, 1867 e 18()8. 

Uso do instrumento de passagens pelo primeiro vertical com as 
taboas dos ângulos horários e das distancias zenithaes nas passa-
gens pelo primeiro vertical do observatório astronomico da Uni-
versidade de Coimbra. Coimbra, na Imprensa da Universidade, 
1870 e 1871. 

Nota sobre a carta de M. ^Vils Ihown na qual se indica um 
novo methodo para o calculo das distancias lunares observadas no 
mar. No Instituto, vol. v, pag. 10 e 11. Mostra que a formula 
é a mesma que deu o lente de Mathematica, Francisco de Paula 
Travassos, no Methodo de reducção publicado em Coimbra no 
anno de 1805. 

Collimação do polo de um circular mural de Fortin. No Ins-
tituto, vol. i, pag. 198. 

Biblingraphia. Taboas da lua reduzidas das de Iiurckhardt 
pelo sr. Florêncio Mago Barreto Feio. No Instituto, vol. i, pag. 
2 5 8 . 

Tratado elementar de Mathematicas, por I). AciuIo F. Vallin e 
Huotillo, calhedratico en la Universidad de Madr id. No Instituto, 
vol. ii, pag. 166, 167, 186 e 187. 

Bibliographia. Taboas auxiliares para o caindo das epheme-
rides astronómicas do observatorio da Universidade de Coimbra, 
pelo sr. Jacome Luiz Sarmento. No Instituto, vol. ii , pag. 2 9 6 . 

Noticia dos pequenos planetas descobertos em 1855 e 1856. 
No Instituto, vol. III, pag. 291 e 2 9 2 ; e vol. v, pag. 128 e 129. 

Influencia da lua nos terramotos. No Instituto, vol. III, pag. 
116, 117, 118, 195 e 196. 
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Programma da cadeira de astronomia. No Instituto, vol. m, 
pag. 2 6 e 27 . 

Duas consultas de 27 de abril de 1857: a primeira pedindo a 
mudança do Observatório para o sitio do Castello, onde para este 
fim se fizeram noutro tempo sol idos alicerces; a segunda a creação 
de uma nova cadeira na faculdade. No Instituto, vol. vi , pag. 
37 e 38 . 

O dia 18 de julho de 1861. No Instituto, vol. ix , pag. 130 . 
Estudos instrumentaes no observatorio astronomico da Univer-

sidade de Coimbra. Coimbra, na Imprensa da Universidade, 1887 , 
folio, de 86 pag. e mais uma innumerada e uma estampa. 

Continuação dos estudos instrumentaes. Coimbra, na Imprensa 
da Universidade, 181)0, folio, de 21 pag. com uma estampa. 

Observações feitas no primeiro vertical do observatorio astro-
nomico da Universidade com o instrumento de passagem transpor-
tarei de Repsold. Coimbra, na Imprensa da Universidade, 1882 , 
folio, de x u - 8 8 pag. e mais tres innumeradas. 

Demonstração elementar das leis do movimento uniformemente 
variado. No Instituto, vol. X V I I , pag. 57 a 59 , e 2 4 8 . 

Taboa de interpolação para o meio dia do intervallo. Coimbra, 
na Imprensa da Universidade, 1874, folio, de 2 pag. 

Supplemeuto ao calculo das ephemerides. Coimbra, na Imprensa 
da Universidade, 1887, 4.° , de S pag. 

Observação do cometa de 1881. No Instituto, vol. xx ix , pag. 
I l l e l 12. 

Adopção de um meridiano universal. Sessão do Instituto de 
13 de janeiro de 1883. No Instituto, vol. x x x , pag. 3 0 4 a 
306 . 

Taboas de-r = --sen (II + ytj para o calculo dos eclipses e 

occultações. São 30. paginas publicadas em 1877, as 5 primeiras 
em portuguez e em franeez, explicando a formação de umas 
taboas compostas: uma pelo dr. Agostinho José Pinto de Al-
meida; outra pelo dr. Kufino Guerra Osorio, ambos lentes da 
faculdade de Mathematica; a primeira ainda inédita, e a segunda 
publicada na epheineride para 1844 . 

Taboa dos factores L, A, C para a correcção das passagens 
meridianas no Observatorio astronomico de Coimbra. Instituto 
de agosto de 1892, pag. 129 e 130. 
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Noticia sobre LE VERRIBR. NO Jornal de sciencias malhema-
ticas e astronómicas, 1 vol., 1877, pag. 86 a 89 . 

Apontamentos de mathematica. Coimbra, na Imprensa da Uni-
versidade, 1893 , 8.° , de 21 pag. 

Mais de meio século de constantes labores, durante o qual 
foram publicados t3o esplendidos estudos, como os que deixamos 
aqui brevemente descriptos, tornou conhecido e apreciado dentro 
e fóra do paiz o abalisado geometra e insigne astronomo, que a 
Universidade e o Observatório acabam de perder. 

Aos cultores da sciencia mathematica, aos alumnos e profes-
sores da faculdade, e á desolada familia do nobre extincto, en-
viamos sentidos e cordeaes pesames. 



MATHEMA TICAS E ASTRONÓMICAS 11 

BiBLIOGRAPHIA 

G. Peano: Lezioni di Analisi infinilesimale, Torino, 1893. 

Consta esta obra de dois volumes, que contém o curso profes-
sado pelo auctor na Universidade de Turin. Os assumptos consi-
derados são os que ordinariamente se encontram em obras d'esta 
natureza e são expostos com clareza, simplicidade e com aquelle 
rigor que o illustre geometra costuma empregar em todos os 
seus trabalhos. Para simplificar e dar maior precisão á linguagem, 
emprega o sr. Peano alguns signaes da Lógica, como tem feito 
em muitos dos seus trabalhos anteriores. Faz tamb*em, no se-
gundo volume, um grande uso de algumas das operações sobre 
segmentos da recta introduzidos por Hamilton, Grassmann, Mo-
bius, etc., e que tanta importancia vão adquirindo na actualidade ; 
esta circumstancia fazendo com que o modo de expôr as doutrinas 
consideradas n'este volume diffira consideravelmente do modo 
como são expostas nos manuaes de calculo mais espalhados, dá 
a esta parte da obra um interesse considerável. Além d isso, em 
muitos pontos, taes como na theoria das funcções interpolares, na 
doutrina relativa ao calculo por approximação dos integraes defi-
nidos, na theoria das equações differenciaes, etc., o auctor expõe 
o resultado das suas próprias indagações. 

Vamos indicar resumidamente o objecto de cada capitulo. 
No capitulo l . ° são estudadas as propriedades fundamentaes 

das derivadas das funcções, são procuradas as derivadas das fun-
cções elementares e faz-se applicação das doutrinas estudadas á 
theoria das tangentes ás curvas planas. 

No capitulo 2.° trata o auctor do desenvolvimento das funcções 
em serie ordenada segundo as potencias crescentes da variavel, 
das formulas de interpolação, da determinação dos verdadeiros 
valores das funcções indeterminadas n u m certo ponto. Faz depois 
applicação dos princípios estudados n'este capitulo á theoria dos 
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pontos de inllexào das curvas planas, â theoria das asymptotas e 
á theoria dos contactos. 

No capitulo 3.° é estudada a noção de integral, tanto definido 
como indefinido, e é feita depois applicaçâo da doutrina exposta 
á theoria das áreas, á theoria da rectificação das curvas e á theoria 
dos volumes. 

No capitulo 4.° são apresentados os methodos geraes de inte-
gração ; em seguida são integradas as funcções racionaes e as 
funcções irracionaes e transcendentes que é uso considerar em 
obras d'esta natureza. 

No capitulo 5.° são estudados os principios geraes da theoria 
das series e dos productos infinitos e os methodos de integração 
por series. 

Com o capitulo 5.° termina o primeiro \olume da obra. O 
volume 2.° consta de quatro capilulos. No primeiro são estudados 
os números complexos dependentes de duas ou mais unidades, a 
representação d'aquelles por vectores, as series compostas de 
termos complexos, etc. No capitulo seguinte é extendida a for-
mula de Taylor ao caso dos números complexos e faz-se appli-
caçâo da theoria dos números complexos a varias questões de 
geometria relativas ao plano osculador, á curvatura das linhas, 
etc. Termina-o a theoria da integração no caso dos números 
complexos. 

O capitulo 6.° é consagrado ao estudo das funcções de muitas 
variaveis. Ahi são estudadas as propriedades das derivadas par-
ciaes e ahi são consideradas algumas questões de Analyse e de 
Geometria que dependem d'estas derivadas. N'este capitulo são 
considerados também os integraes múltiplos. 

No capitulo 9.° é finalmente estudada a integração das equa-
ções dilTerenciaes nos casos mais elementares. 

Cada um dos assumptos considerados n'esta obra excellente é 
seguido por numerosos e bem escolhidos exercicios, para que os 
alumnos se habituem a manejar com facilidade os methodos estu-
dados. 

Lintermédiaire des mathématiciens, Paris, G. Villars. 

Com este titulo vêm de fundar os srs. Laisant e Lemoine um 
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novo jornal, que tem uin programma completamente dilTerente 
dos outros jornaes matlicmaticos existentes e que deve ser da 
maior utilidade para os geómetras. O fim d'este jornal é pôr em 
relação dois mathematicos, cada vez que um necessita de uma 
informação que o outro lhe possa dar. Paia isso, cada numero 
consta de duas secções, a primeira das quaes contém as questões 
que são dirigidas aos directores do jornal pedindo informações 
sobre os assumptos a respeito dos quaes os auctores desejam ser 
informados; a segunda contém as respostas enviadas pelos geó-
metras que estejam no caso de dar cada informação pedida. Nos 
quatro números que até hoje foram publicados vêm questões e 
respostas assignadas por muitos dos maiores geómetras da actua-
lidade. 

M. d'Ocagne: Sur la déterminalion géomélrique du point Ie plus 
probahle donnépar un système de droites non convergentes (Jour-
nal de l'Ecole Polyteclinique de Paris, IS93). 

O objecto d'esta memoria importante é a resolução do seguinte 
problema : Suppondo que um ponto é determinado pelo encontro 
de muitas rectas cujo traçado depende de elementos dados por 
observações, não é possível fixar com exactidão a posição d'este 
ponto por causa dos erros das observações; determinar porém a 
sua posição mais provável. 

Ch. de la Vallée Poussin: Mémoire sur l' intégration des iquations 
differenlielks (Mémoires de VAcademie des Sciences de JU-Igique, 
1893). 

N'esta bella e importante memoria o auctor extende o theorema 
fundamental de Calculo integral, relativo á existencia de integral 
das equações difíerenciaes, a casos em que nas equações difleren-
ciaes figuram funcções discontinuas. O methodo empregado para 
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esse Gm é uma generalisaçSo do melhodo empregado por Cauchy 
no caso das funcçôes continuas. 

P. Pizzetti: Gli odierni sludi sulla figura delia Terra, Génova, 
1895. 

Contém este opusculo um discurso muito interessante, pronun-
ciado pelo sr. Pizzetti na Universidade de Génova, na inauguração 
solemne do anno académico de 1 8 9 2 a 1893 . O objecto d'este 
discurso é, como o seu titulo indicá, o que actualmente se sabe 
a respeito do problema que tem por fim determinar a figura da 
terra . 

G. B. Guccia: Rieherche sui sistemi lineari di curve algebriche 
piane dotati di singolaritá ordinarie (Rendiconti dei Circolo mat. 
di Palermo, 1895). 

Não é possivel dar em pequeno espaço noticia de todas as 
proposições importantes que se encontram n'esta memoria. Limi-
tar-nos-hemos porisso a dizer que o auctor se baseia principal-
mente nos trabalhos de Cremona e Jonquières e que, depois de 
algumas definições e explicações preliminares, estuda os systemas 
lineares k vezes infinitos determinados por / ¢ + 1 curvas dadas, 
os systemas lineares k vezes infinitos com uma singularidade 
ordinaria, o jacobiano de Ires curvas dadas, o de uma curva e de 
um feixe e o de uma rêde, etc. 

J. A. Serrasqueiro: Tratado elementar de Cosmographia, Coim-
bra, 1895. 

Contém este volume a parte da Cosmographia exigida pelos 
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programmas officiaes para o ensino d'esta sciencia nos Lyceus. 
Está dividido em cinco partes em que são respectivamente es tu-
dadas as estrellas, a terra , o sol, a lua e finalmente os planetas 
e os cometas. Sem sair do ponto de vista elementar, o auctor 
apresenta a respeito da constituição physica, posições relativas e 
movimentos d'estes corpos, bastantes informações. 

S. Pincherle: Sull' interpolazione (Memorie delia R. Accademia di 
Bologna, 1893). 

N'esta memoria occupa-se o sr. Pincherle do problema que 
consiste em determinar uma funcção por meio do conhecimento 
dos valores que ella toma para um dado systema de valores da 
variavel. Suppondo que A representa a collecção de valores dados 
á variavel independente, que A' representa a collecção derivada 
des ta , segundo a nomenclatura de Cantor, examina o sábio geo-
metra italiano as questões seguintes: 

1.° Pode-se construir, por meio dos valores dados, uma ex -
pressão arithmetica que tome os valores dados nos pontos da 
collecção A + A ' ? 

2.° Quaes são as condições para que exista uma funcção ana-
lvtica, regular nos pontos de A e que tome os valores dados nos 
pontos de A + A' ? 

Sur la génération de systèmes récurrenls au moyen d'une 
équalion linéuire différenlielle (Acta mathematica, 1893) . 

Entre outros assumptos, o auctor trata n'esta memoria do des-
envolvimento das funcções em serie ordenada segundo as funcções 
de um systema recorrente de que se conhece a escala de relação. 

Annuaire pour l'an 1894 publié par Ie Bureau des longitudes, 
Paris, G. Villars. 

Contém este Annuario, além das informações que é uso conter 
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esta publicação periódica, as noticias seguintes: A luz e a electri-
cidade segundo Maxwell e Hertz, por Poincaré ; A origem e o 
emprego da bússola marítima chamada hoje compasso, por F leu-
r ia is ; Quatro dias de observação no vértice de Monte-Branco, 
por Janssen ; Discursos pronunciados nos funeraes do Almirante 
Páris, por Faye, Bouquet de Ia Grye e Fleuriais; Discursos pro-
nunciados na inauguração da estatua de Arago, por Tisserand, 
Cornu e Mouchez. 

L. C. Almeida: Primeiras noções sobre o calculo das quantidades 
geometricas, Coimbra, 1895. 

Na pagina o do tomo xi d'este jornal deu-se noticia de um 
opusculo do mesmo auctorcom o mesmo titulo. O presente opús-
culo é a continuação do anterior e contém a doutrina das series 
dc termos imaginarios e os primeiros princípios da theoria das 
funcçòes exponenciaes, logarithmicas e circulares de uma variavel 
imaginaria. 

J. Bruno de Cabedo: Princípios fundamentaes da theoria dos 
números limites, Coimbra, 1893. 

Partindo da definição de numero irracional adoptada por IIeine 
e Cantor, o auctor expõe n'este opusculo, com todo o rigor e cla-
reza, a theoria d'estes números. 

Gino Loria: Della varia fortuna di Euclide in relazione com i 
problemi deWinsegnamento geometrico elementare, Roma, 1893. 

N'este bello opusculo faz o auctor a historia do papel que os 



MATHEMATICAS E ASTRONÓMICAS 17 

Elementos de Euclides têm representado no ensino da Geometria 
elementar. Este estudo leva-o a dar informações de grande inte-
resse sobre o modo como na actualidade é ensinada a Geometria 
nos diversos paizes e sobre a natureza e qualidades dos livros 
mais empregados para esse fim. 

J. Pedro Teixeira: Sur Ies nombres bernoullien» (Jornal da Aca-
demia das Sciencias de Lisboa, 1895). 

N'este artigo o auctor apresenta uma expressão dos números de 
BernouIIi por meio de um determinante. 

L. Grillibes: Elude des modifications apportées par la rotation 
diurne de la terre aux Iois de 1'équilibre et du mouvement des 
corps pesanles, Paris, Nony, 1895. 

O auctor estuda primeiramente a influencia da rotação diurna 
sobre a direcção do fio de prumo e sobre a intensidade da a t t ra -
cção terrestre, e em seguida trata, por meio da consideração dos 
movimentos absolutos, a questão dos desvios que soffrem os cor-
pos pesados durante a sua queda. 

Ch. de la Vallée Poussin: Sur Ies applications de la notion de 
converyence uniforme dans la théorie des fonctions d une varia-
ble complexe (Annales de la Société scienlifique de Uruxelles, 
1895). 

2 
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M. d'Ocagne: Sur la construclion des cubiques cuspidales par 
poinís et tangentes (Nouvelles Annales de Malhematiques, t. xi). 

Surune classe de transfurmations dans Ie triangle etc. (Item, 
t. xii). 

Remarque sur la déformation des surfaces de révolution (Bul-
letin de la Société malhématique de France, t. xxi). 

— Sur la sommation d'une certaine classe de séries (Comptes 
rendus, 1895). 

P. Mansion: Sur Ies príncipes fondamentaux de la Géométrie, de 
la Mécanique et de VAstronomie, Paris, G. Villars, 1893. 

R. Guimarães: Sur 1'évaluation de cerlaines aires coniques (As-
sociativa française pour l avancement des sciences, 1892). 

M. Lerch: Généralisàtion du théorème de Frullani (Bulletin de Ia 
Société R. des Sciences de Bohíme, 1893). 

Sur une fonclion transcendente (Item). 
Sur un point concernant la théorie de Ia fonclion gamma 

(Item). 
Sur deux transcendentes considérées par Legendre (Item). 
Sur un théorème de Kronecker (Item). 

G. Vivanti: Sulle serie di polenze (Annali di Matematica, 1895). 
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SUR LES SURFACES RÉGLÉES 

NOTE DE 

GEMINIANO PIRONDINI 

(ú Parme) 

§ 1 

Je rappelle ici quelques formules connues de la théorie des 
surfaces réglées. 

Soient m, £ Ies coordonées d'un point quelconque P d'.une 
Iigne A (directrice); cos A, cosB, cos G Ies cosinus directeurs 
d'une droite R (génératrice) passant par Ie point P; v une portion 
quelconque de R comptée à partir de P; i Kinclinaison de R 
sur A; <r 1'arc de A ; X, Y, Z Ies coordonnées d'un point quel-
conque de la surface réglée Iieu des droites R. On a 

(1) X = £ + vcos A, Y = » + v cos B, Z = £ + t c o s C 

(2) A d ^ cos i = 2 cos A . —. 
da 
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Et si l'on pose 

(3) M - - S ^ V i N = 2 / d C 0 S A d e 

da da da/' 

la plus courte distance d A entre la génératrice (1) et la sue-
cessive est donnée par 1'équation 

d A = 

d j di\ dS 
d a da da 

cos A cos B cos C 

d cos A ticos B d cos C 

da da da 

da ¥ 

Mais, en force des égalités (2) et (3) et des identités 

(d ' \ s 

W A - I 1 l M - 1 

on dédui t 

d j d 7) d r 

da d a da 

cos A o s B cos C 

d cos A d cos B d cos C 

" d c T d a 

i cos i N 

cos » 1 0 

N 0 M 

=M2SiniI-N2; 
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on a donc 

/ M « s i n 2 t - N 2 , 
d A = — da. 

M 

Soil ro la distance entre Ie point P de A et Ie point ou la gé-
nératrice rectiligne R passant par Ie pòint P est coupée par la 
plus courte distance entre cette génératrice et Ia successive. En 
posant 

cos B cos C 

d cos B d cos C 
da dt 

da, b — 

cos C cos A 

d cos C d cos A 

da da 

cos A cos B 

d cos A d cos B 

d'J da 

da, 

on a 

»0 = 

d í . d cos A , 
— cos A H da a 
da da 

dn d cos B 
— cos B + — a a b 
da da 

d Z „ d cos C , 
— cos L H d a c 
aa aa 

1 

' a 2 + 62 + c s 

a 2 + 62 + c s = M2 . d o2 
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Si donc on néglige Ies infíniment petits, on peut écrire 

Il suit que 1'équation 

exprime que la surface réglée (1) est développable et 1'autre 
équation 

exprime que la directrice A est la ligne de striction de la sur-
face réglée (1). 

Rapportons Ies points de la surface (1) aux lignes coordonnées 
<j = const. (génératrices rectilignes) et r = const . ; Iadis tance 
d S entre deux points de la surface infíniment rapprochés est 
donnée par 1'équation 

(7) d S4 = (Mst>2 + 2 N v + 1 ) d c 2 + 2 c o s i . d c d r + dt>2. 

Ie trièdre trirectangle T formé par la tangente (cos a, cos (3, 
cosy), Ia normale principale (cos>, cosjj., cosv) et Ia binor-
male (cos l, cos m, cosn). Soit P un point lié au trièdre T et 
li une droite passant par P. 

Désignons par U, V, W Ies coordonnées de P, par cosa, 
cos b, cosc Ies cosinus directeurs de R par rapport au trièdre 
T; et sur la surface réglée 2» Iieu des droites H, prenons pour 
directrice A Ie Iieu des points P. Cela posé, Ies coordonnées 

(5) M 9 s i n 2 í - N 2 = 0 

(6) N = O 
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d'un point quelconque de 2 sont exprimables par Ies équations 

X = (x -f U cos a + V cos > + W cos l) + 

+ » (cos a cos a + cos b cos X + cos c cos l), etc. 

La comparation entre ces équations et Ies autres ( í ) donne 

\ = x + U cos a + V cos X + W cos Z; 

cos A = cos a cos a + cos b cos X + cos c cos l, etc. 

Si donc on désigne par s, p, r l 'arc, Ie rayon de courbure 
et Ie rayon de torsion de L, on a 

\ /d cos a c o s 6 \ 2 /cos a d cos 6 c o s c \ 2 

M i = H - + - — + _ _ + + 

(8) 

ds P / \ P ds 

^ I d cos c c o s è ^ 2 j ^ d s ^ a 

N = ] ( ™ _ r _ ] ( l + U ' - T ^ + 
d cos a cos b\ 

ds p / V " p 

/ c o s a ^ d c o s b cos c \ / U 

\ p ds r 
+ ( ^ + + - > - ) ( E + V ' + + 

\ p ds r / \ p r / 

/d cos c c o s ò \ / , V \ j / d s \ 2 

\ d s r ) \ ~ 7 / i \ d í / 

:os i = | + U' - y ^ c o s a + + V' + ^ c o s 6+ 

+ 

/d<s\2 / y \ 2 / u w \ 2 / v \ 2 

~ ( 1 + 7 ) + ( 7 + V ' + r ) + í ( w 7 ) 
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§ 3 

Considérons la surface réglée 2 que l'on obtient en déplaçant, 
parallèlement à sa direction, une des trois droites tangente, nor-
male principale et binurmale d'une courbe L, Ie Iong des autres. 
La directrice A soil, dans tout cas, Ie Iieu des points ou Ies gé-
nératrices de 2 coupent Ies droites principales de L, suivant Ies-
quelles on fait Ie déplacement. 

Io) Si l'on fait glisser Ies tangentes Ie Iong des normales prin-
cipales, on a 

U = W = O, a = O, b = c= ; 
JL 

si donc on a recours aux équations (8), Ies conditions (5), (6) 
deviennent 

1 1 1 
- . - Y = O, — V ' = 0. 

P r P 

Et puisque la solution — = 0 est à refuser, on voit que la sur-
P 

face 2 est développable lorsque — = 0 (la ligne L est plane) ou 
r 

V = O (2 est la développable osculatrice de L). 
La courbe A est la ligne de striction de 2 lorsque V = 0; Ie 

déplacement des tangentes Ie Iong des normales principales doit 
donc être constant. 

Il0) Si I'on fait glisser Ies tangentes Ie Iong des binormales, on a 

U = V = O, a = 0, i = c = | , 
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et Ies équations (5), (6) deviennent 

1 
. W = O, — . — W = O. 

P r P 

La surface 2 est donc développable lorsque Ie déplacement W 
est constant. 

1 
La courbe A est la ligne de striction de 2 lorsque — =O (Ia 

ligne L est plane) ou V = O (2 est la développable osculatrice 
de L). 

Dans Ie cas que l'on vient de considérer on a la formule r e -
marquable 

IIIo) Si 1'on fait glisser Ies normales principales Ie Iong des 
tangentes, on a 

COS L • 
ds 
da 

V = W = O, a —c = ^ - , b = O, 
/ ^ 

et Ies équations (o) (6) donnent 

1 
( 1 + U ' ) = 0 , — ( 1 + U ' ) = 0 . 

1 

r P 

La première équation a Ies solutions 

1 = 0 , i + U' = 0 . 
r 
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La solution — = 0 démontre que la ligne L est p lane; 1'autre 
r 

1 + U' = 0 est une solution de la deuxième équation. La ligne 
A est dans ce cas une développante de L. 

IV) Si l'on fait glisscr Ies normales principales Ie Iong des 
binormales, on a 

U = V = O, a = c = , b = c, 

et l'on obtient Ies équations 

i w ' i w „ 
= 0, — + — = 0. 

r o P r 

La surface 2 est donc développable lorsque 

W = J y d s + const. 

La courbe A est la ligne de striction de 2 lorsque 

W = — f— ds+const. 
J P 

Vo) Si l'on déplace Ies binormales Ie Iong des tangentes, il 
résulte 

V = W = O, a = 6 = y , c = 0 
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et l'on a Ies conditions 

— (l + U') + 0, J L . J - U = O. 
r p r 

La surface 2 est donc développable si la ligne L est plane, ou 
bien si la ligne A est une développante de L. 

La c o u r b e A est la l igne de striction de 2 lorsque L es t plane 
ou bien lorsque Ia Conditionv U = O est vérif iée (2 est , dans ce 
cas, Ia surface Iieu des binormales de L) . 

II est bon de remarquer que, dans ce cas, on a cosi = O, 
quelle que soit U. 

Par conséquent «Si l'on déplace, suivant une Ioi arbitraire, Ies 
binormales d 'une ligne quelconque, parallèlement à Ieur direction, 
Ie Iong des tangentes, Ia ligne A. Iieu des exlrémités de ces dé-
placements, est une trajectoire orthogonale des génératrices de 
la surface réglée engendrée». 

VIo) Si l'on déplace Ies binormales Ie Iong des normales prin-
cipales, on a 

U = W = O , a = 6 = - J - , c = 0, 
2 

et I'on déduit Ies conditions: 

- L ( , - T ) _ 0 , - l y - o . 
r \ p / r 

La surface 2 est donc développable lorsque - = O ( L e s t p l a n e ) , 

ou V = P (la surface 2 est la développable polaire de L). La 
directrire A est la ligne de striction de 2 lorsque Ia ligne L est 
plane, ou bien lorsque Ie déplaeement des binormales Ie Iong des 
normales principales est constant. 
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§ 4 

Sur chaque plan osculateur d'une ligne L conduisons une droite, 
ayant 1'inclinaison 9 sur la tangente; et soit 2 la surlace réglée 
que l'on engendre, et A Ie Iieu des points ou Ies droites menées 
rencontrent Ies tangentes de L. 

Puisque dans ce eas on a 

Ies équations (5), (6), par 1'application des égalités (8), donncnt 

Y = W = O , a = 9, 6 = 
2 

(9) 
U ) sin Ô 

(1 + U') sm 0 cos Q = 0 

(10) (1 + U') sin 6 cos 0 
U 

P 
« 

La condition (9) se dédouble comme il suit 

1 
= 0, ( 1 + U O sin G cos 9 = 0 . 

U 
0 = 0, 

r 

La solution 9 = 0 donne la développable osculatrice de L; Tau-
1 

tre — = 0 n'a pas d'importance, la ligne L étant, dans ce cas, 
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plane. La troisième solution vérifie aussi 1'équation (10), et la 
surface développable 1 a pour arèle de rebroussement la ligne A. 

La détennination de U revient h 1'intégration d'une équation 
différentielle linéaire du premier ordre, ce qui nous donne 

U = \ a — J e ds/ e , 

a étant une constante quelconque. 
L'équation (10) se dédouble dans Ies autres 

(1 + U ' ) s i n 9 - — cos 6 = 0 , ^- + — = = 0 ; 
p as p 

la première solution vérifie aussi 1'équation (9) et la deuxième 
donne 

- - J r 

Donc «La condition nécessaire et sufFisante pour que la ligne de 
striction de la surface gaúche, Iieu d'une série de droites menées 
sur Ies plans osculateurs d'une ligne L, soit Ie Iieu des points ou 
ces droites coupent Ies tangentes de L, est que la différentielle 
de 1'inclinaison des droites sur Ies tangentes soit égale à 1'angle 
de 

contingence de L» . 
Supposons U = O et l'on a un théorème de M Catalan (*-). 
L'équation (7), p o u n u que l'on y substitue Ies valeurs de AÍ, 

N, COSÍ, donne Ie carré de 1'élément linéaire de la surface gaú-
che; et si l'on pose la condition dorthogonali té entre Ies lignes 

(#) Bulletin de la Société Philomalhiquej 1848. 
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coordonnées s = constant (génératrices rectilignes) et v = constant, 
on a 

( U ) (1 4- U') cos 0 + — sin 0 = 0 
P 

I T i L P COS 6 \ p cos 6 \ds p / _ 

2) 

í/s9 + (Ivi. 

On sait d'ailleurs que Ie carré de 1'élément linéaire de la surface 
Iieu des normales principales d'une ligne Lj (sj, p l f »-]) est 

Vj2 / t j N 2 ! 
(13) dSS = j - ^ + ^ 1 - - 1 ) 1 ^ 2 + d v 

L'identification des expressions (12), (13) conduit aux conditions 

(14 ) 

U Ur , U , 
PI = , r\ = — : - , ds\ = ds. 

(. , a t ) \ , p sin 6 cos o pcoso 
\ ~ds) C0S 

D o n c : 
«La surface réglée dont il s 'agit est applicable sur la surface 

gaúche des normales principales de la ligne L| dont Ies rayons 
P1, r j , de courbure et de torsion sont exprimables en fonction de 
l'arc par Ies équations (14), U, p, 6 étant liés entre eux par la 
condition (11)». 

Exemple. Lorsque U est une constante, 1'équation (11) donne 

p = — U t a n g ' j ; 
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si donc on suppose que 0 soit une constante, il résulte 

Pl sin 
T1 

sin2Ô ' 
ds\ 

sin il 

Les rayons de courbure p et pi sont donc constants. 
Par conséquent «Si sur Ies tangentes d'une ligne L à courbure 

— constante on prend des distances constantes U et par leurs 
P 

extrémités P on mène, dans Ies plans osculateurs, des droites 
inclinées sur Ies tangentes de 1'angle 0 défini par 1'équation 

p 

tangO*= —, Ies génératrices de la surface réglée 2 que I'on 

obtient sont perpendiculaires à la ligne A Iieu des points P. 
Si l'on déforme 2 par ílexion, de manière à réduire A à une 

ligne asymptotique de Ia surface réglée déformée, la ligne A se 
réduit à une ligne Lj à courbure constante. La torsion et 1'arc 
élémentaire de cette ligne L\ ont un rapport constant à Ia torsion 
et à 1'arc élémentaire de L» . 

§ 5 

Sur chaque plan normal d'une ligne quelconque L traçons une 
droite inclinée de 1'angle (j sur la normale principale, et considé-
rons la surface réglée 2 que I'on vient de former. 

Soit A Ie Iieu des points ou Ies droites menées coupent Ies 
normales principales de L. Nous avons 

U = V = O , a = ^ - , 6 = 6 , c = Y ~ e 
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et Ies conditions (5), (6) deviennent 

^16) ( f - v ) ( V ' s i n ô + 7 - c o s 0 ) + 

Celles-ci sont des équations différentielles linéaires du premier 
o rdre ; on peut donc effectuer Ieur intégration et résoudre d'une 
inanière complèté Ies problèmes correspondants. 

Cas particulier. Soit V = p ; la ligne A est alors Ie Iieu des 
centres de courbure de L et Ies équations (15), (16) deviennent 

(15') ^ V s i n 6 + cos 6^ cos 6 = 0 

(16') ( V sin ô + 1 cos 1 ) = 0. 

Les solutions de 1'équation (Io i) sont 

w V 
6 = —, V ' s in 6+ — cos 6 = 0. 

2 r 

La première donne Iieu à Ia développable polaire de L; la deu-
xième conduit à la développable osculatrice de A, car cette solu-
tion vérifie 1'équation (16'). 

Donc : «Par la ligne A Iieu des centres de courbure d'une 
ligne quelconque L, passent deux surfaces développablés, dont 
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Ies génératrices sont dans Ies plans normaux de L; ce sont la 
développable polaire de L et la développable osculatrice de A-

Si l'on remarque que 

est une des solutions de 1'équation (16'), on a: 
«Par la ligne A, Iicu des centres de courbure d'une ligne quel-

conque L, passent deux surfaces réglées ayant A pour ligne de 
striction, et dont Ies génératrices sont dans Ies plans normaux 
de L. Ces surfaces sont la développable osculatrice de L, et celle 
dont Ies génératrices sont inclinées sur Ies normales principales 
de L de Tangle 0 donné par 1'équation 

Au moyen d'un calcul analogue à celui du n.° 4, cherchons Ie 
carré de 1'élément linéaire de Ia surface gaúche dont il s 'agit, et 
posons ensuite la condition que Ies lignes coordonnés s = const. 
(génératrices) et v — const. soient orthogonales. 

On a 

V cos ô sin 6 = O 
r 

(18) 

3 
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En comparant l'équation (18) à la (13), on trouve pour con-
ditions d'identité 

p s V ' 2 + ( p - V ) 2 s i n * 6 
Pl , -

p2 V' _ - L ^ + ( p - Y) sin e cos 0 

p2 V'2 + ( p _ V ) s s i n 2 Ô 1 

SLDT 

r i /db 1 \ . * P sin 6 
V cos Ô — (p —V) — j sm 6 

^ p 2 V a - ( p —V) 2 s i n a e , 
ds\ = — ^ . ds. 

p sin 6 

On peut, à 1'aide de ces équations, détenniner Ia ligne L j 1 pourvu 
que l'on rappelle la condilion (17). 

Exemple. Soit 

V = p et 6 = constante; 

Ies formules que l'on vient d'écrire deviennent 

— rp' pp' p' 
PL = - T - T , RI = — — R , dsi = — ds. r sin 6 sin O cos 6 sin(j 

La condition (17) se réduit à l au t r e 

p'cos6 —— siníl = 0, r r 
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d'ou il suit 

— = p'cot6. 

P Si donc — est constant, p' est aussi constant et la ligne L est 

une hélice cylindro-conique. Et puisque Ies formules précédentes 
démontrent que p' et rj sont des fonclions linéaires de Sj, on 
conclut que la ligne Lj est elle-mÊme une hélice cylindro-conique. 

Donc : «Si l'on mène, par Ies centres de courbure d'une hélice 
cylindro-conique L, et dans Ies plans normaux, des droites incli-
nées sur Ies normales principales d'un angle Q défini par 1'équa-
tion 

p'r 
tangô = —, 

la ligne A, Iieu des centres de courbure de L, est une trajectoire 
orthogonale des génératrices de la surface gaúche engendrée. Si 
l'on déforme par ílexion cette surface de manière que la ligne A 
devienne une ligne asymptotique de la surface gaúche déformée, 
cette ligne (qui, comme on sait, est une hélice cylindro-conique) 
devient une nouvelle hélice cylindro-conique». 

§ 6 

Sur chaque plan rectifiant d'une ligne L traçons une droite 
coupant la tangente sous 1'angle 0; soit 2 la surface réglée que 
l'on vient d'engendrer et A Ie1 Iieu des points ou Ies droites m e -
nées coupent Ies tangentes de L. 
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Oll a 

V = W - = O , o = 0, b = ~ c = ~ 

et Ies équations (5) (6) donnent 

U „ , ITÍ , / c o s ô , s i n ô \ . , 
(19) T _ + ( 1 + U 0 ( — + — ) s , „ ô 

t*i\ • * U / c o s ô , s inÔ\ „ 
(20) ( l + U ' ) S 1 n ô . - - + - ) = 0 . 

L/integration de ces équations s'effectue tout de suite. 
Si l'on suppose U = O, Ies équations (19), (20) deviennent 

/ c o s 5 , siri Q \ . A 
' + — _ ) sinô = 0 , s in6 .0 = 0 . 
\ P 

Ces équations ont la solution cominune ô = 0, et dans ce cas 2 
est la développable osculatrice de L. L'autre solution de la pre-
raière équation est 

r 
tang 0 = , 

P 

et la surface 2 est la développable rectifiante de L. 
L 'aut re solution de Ia deuxième équation est Ô = const., ce 

qui démontre un théorème bien connu de M. Bonnet sur la ligne 
de striction géodéçique d'une surface gaúche. 

En revenant au cas général, calculons Ie carré de 1'élément 
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linóaire de la surface gaúche, et posons ensuite la condition que 
Ies lignes coordonnées 

S = COiiSt., v = const. 

soient orthogonales ; on obtient 

(21) (1 + U ' ) .cos9 = 0 

( 2 2 ) d S * - J ( l + l T - « . « n 0 . 6 0 » + [ T " + » ( " 5 ^ i 

+1) 8 cos2 0 . d s * + dt>2. 

La condition (21) se dédouhle de la manière suivante 

6 = 1 + U ' = 0 . 

Nous nous bornons à la première solution. 
Les droites menées sont, dans ce cas, parallèles aux binor-

males de L et 1'expression (22) de dS 2 se réduit à 1'autre 

(23) dS* = j ( l + UOs + ( J + 7 ) ^ d s * + 
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Supposonsensui te U = O et 1'équation 

(24) dsi1 = (l + - 1 * ) dsf- + dt>,4, 

à laquelle se réduit 1'équation (23), donne 1'expression du carré 
de 1'élément linéaire de la surface gaúche des binormales d'une 
ligne Li (sj , p i , r i ) . 

Pour identifier Ies expressions (23), (24) posons 

t'i = v + k, 

k étant une constante, et l'on obtient Ies Irois équations 

— ds4 = - ^ d s l
1 ; I d s 2 = I r f s ] 4 

pr r I i r l »•]-

qui nous donnent 

ds, = + 

Lorsque la ligne L est donné, p et r sont des fonction connues 
de s et Ies formules précédentes donnent la construction de la 
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ligne Li dont Ies binormaíes engendrent une surfacc gaúche ap-
plicable à la surface gaúche donnée. 

Exemple, a) Si l'on suppose 

P 
— = constante, 

r 
on a 

</s i = ds, r i = r . 

On obtient donc Ie théorème: «Si sur Ies tangentes d'une hé-

Iice quelconque L on prend des distances constantes k —, et par 

Ies extrémités on conduit des parallèles aux binormaíes, la sur-
face réglée que 1'on obtient est la surface gaúche des binormaíes 
d'une ligne L i , dont Ie rayon de torsion et 1'arc élémentaire sont 
égaux au rayon de torsion et à 1'arc élémentaire de L. La dis-
tance entre Ies points correspondants des Iignes L, Li est k» . 

6) Si 1'on suppose que ri soit proportionnel à r, on a 

( f ) ' = const.-i-, U = /^-1- + 6^. 

La condition 

1 - = 1 + 6 
r a 

nous apprend que Ia ligne L est une géodésique d'un cône (*). 

( *) Studi geometrici relalivi specialmente alie superfície gobbe. Journal de 
M. Battaglini, 1855. 
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Donc: «Si sur Ies tangentes d'une géodésique d'un cone 

on prend des distances 

U = + b 

et par Ies extrémités 011 conduit des parallèles aux binormales de la 
ligne, la surface réglée (pie l'on obtient est Ia surface des binor-
males d'une ligne L1 dont Ie ravon de torsion et l'arc sont liés 
au rayon de torsion et à 1'arc de L par Ies éqiiations 

La distance entre Ies points correspondants des Iignes L, Li est/c.» 

§ 7 

Faisons tourner d'un angle 9 Ies binormales d'une ligne L, 
autour des points de cette courbe, et dans Ies plans normaux. 
Á Ia surface gaúche 2 que l'on vient dobtenir , on peut appliquer 
Ies formules du § 2, pourvu que Ton y suppose 

U = V = W = O, a = J , & = -^-8> c = ô -
/ A 
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On a donc 

, , . . . sin«6 ( d h 1 \ 2 ^ t sing 
d s = d<r; A l s = — _ + _ + _ ; N = . 

P 
2 V ds r 

Et si l'on fait usage de l'équation (4) du § 4, on arrive au théo-
rème : 

«La condition nécessaire et suffisante pour que Ia surface 2 
que l'on vient de construire soit Ia surtace gaúche des binormales 
d'une Iigne Lj est exprimée par 1'équation 

(25) 

sin Q 

P 
sin2 6 

+ 
ds r 

= k, 

k étant une constante». 
Si donc O n'est pas constant, chaque ligne L donne Iieu à une des 

surfaces gaúches 2 que Ion vient de considérer. La construction 
de Ia ligne L j , ayant pour binormales Ies génératrices de 2. 
n'offre pas de difficulté, puisque k désigne précisément la distance 
entre Ies points correspondants des courbes L, L j . 

Si 6 est constant, 1'équation (25) donne 

(26) i = A s j n 9 . 2 . + - i _ . - i . 
p c sin O r s 

Donc: «Les ligues gaúches L dans Iesquelles Ies rayons de cour-
bure et de torsion sont liés entre eux par l'équation (26), (dans 
laquelle 1; et 0 sont des constantes) sont caractérisées par la pro-
priété que, si l'on fait tourner les binormales de 1'angle 0, avec 
la condition qu'elles ne sortent pas des plans normaux, la surface 
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gaúche que 1'on obtient est Ie Iieu des binormales d'une aulre 
ligne L j . 

La distance entre Ies points correspondants des lignes L, Lj 
est &». 

Si 1'on suppose (t =' , on a 1'équation 

caractérisant (*) Ies lignes L dans lesquelles Ies normales princi-
pales sont Ies binormales d'une autre ligne. 

Parme, novembre, 1892 . 

(#) Journal de M- Battaglini, 1. c. 
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CONGRESSO DE CAEN 
(Extracto de uma carta do sr. R. Guimarães) 

Entre as varias questões discutidas na 1.* e 2.® secções (scien-
cias mathematicas) do Congresso que a Association française pour 
Vataneement des sciences realisou na cidade de Caen de 9 a 14 
do corrente, uma ha, que 6 digna de menção, principalmente 
pelas resoluções tomadas. É a seguinte : 

«Estudar os meios a seguir para facilitar as relações entre os 
mathematicos das diversas nações e contribuir para o progresso 
das sciencias mathematicas e aperfeiçoamento dos methodos». 

As resoluções tomadas pelo Congresso, e que me apresso a 
transmittir-lhe, afim de as tornar conhecidas dos leitores do seu 
Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas, são as se-
guintes : 

1.° Empregar todos os esforços para a realisação de congres-
sos de mathematica internacionaes que terão logar com intervallos 
de alguns annos. E provável que o primeiro d'estes congressos 
tenha Iogar em Genebra ; 

2.° Approvar completamente a ideia do professor Mansion pelo 
que respeita à redacção do Vocabulario mathematico e felicitar 
o major de engenharia sr. Brocard, pelos serviços que já tem 
prestado com relação ao vocabulario francez; 

3 .° Fazer votos para que o projecto do sr. Jacques Boyer, r e -
lativo ao Diccionario mathematico, seja levado a cabo tanto em 
França, como nos outros paizes; 

4.° Chamar a attençâo para as notáveis memorias sobre ma-
thematicas puras que ultimamente se têm publicado na Alle-
manha, e que bom seria que se traduzissem para diversas linguas; 

5.° Considerar que os grandes esforços empregados pelo pro-
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fessor Peano, da Universidade de Turin, e vários outros dos seus 
compatriotas, pelo que respeita á propaganda da Lógica mathe-
matica e á publicação de um formulário matJhematico, são de 
natureza a contribuir para a realisaçâo do fim em vista; 

6.° Applaudir a publicação da Revue semestrielle des publica-
tions mathématiques, devida á iniciativa de um grupo de mathe-
maticos hollandezes á frente dosquaes se acha o professor Schoute, 
da Universidade de Groningue, e felicitar a commissão de pre-
paração do Repertoire bibliographique, pelo estado de adianta-
mento em que se encontram os t rabalhos; 

7.° Chamar a attenção para os grandes serviços prestados pele 
lntermédiaire des mathématiciens, pelo que respeita ás relações 
entre os mathematicos entre si, felicitando ao mesmo tempo os 
fundadores de tão importante revista, os srs. Laisant e Lemoine, 
membros da associação franceza. 

8.° Tomar em consideração a ideia apresentada pelo sr. L e -
meray com relação á creaçâo de bibliothecas mathematicas, tendo 
por fim pôr os seus livros á disposição dos estudiosos que residam 
fóra dos grandes centros scientificos. 

Além d'estas resoluções, a secção resolveu que a questão, tal 
qual foi este anno apresentada, continue a fazer parte das ordens 
do dia no proximo Congresso da associação franceza, o qual terá 
Iogar na cidade de Bordéus em 1895 . 

Caen, 14 de agosto de 1894 . 
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NOTA SOBRE EL TRIANGULO 

POR 

DON JUAN J . DLTRAN LORIGA 

Capitan de ArtilIeria 

Las espresiones 

„ 2 + J 2 + c 8 f a
2 + 6 ¾ - C 2 , . . . , 

• 

que se presentan en muchas formulas relativas al triangulo son 
susceptibles de una interpretacion geometrica muy sencilla. 

Consideremos el triangulo A B C y Ia circunferência descrita 
sobre el lado BC = a, como diâmetro. La potencia dei punlo A 
respecto á esta circunferência tiene por espresion A B'. AB ó Io 

2 fi-
que es lo mismo wT - - , y poniendo en lugar de ma su valor 

en funcion de los lados resulta, llamando pa à la potencia, 

6 2 + c 2 - a 2 

P " = — ^ — ; 
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dei mismo modo se obtiene 

a2 + C3 — 62 
pb = 

o 2 -t- ò2 — c2 

Sumando miembro á miembro las tres igualdades y llamando P á 
Ia suma, resulta : 

p _ a 2 + 62 + c2 

2 ' 

Llamaremos á esta cantidade P potencia dei triangulo, asi como 
6 Pa > Pb y Pc potencias parciales relativas á cada uno de sus ver-
tices, ó brevemente, potencia parcial de A, de B ó de C. 

La consideracion de las potencias simplifica muchas formulas 
dei triangulo, ya haciendo mas sencilla su estructura, ya facili-
tando su retencion por médio de regias mnemónicas—, y no por 
la sustitucion de letras convencionales como abreviacion de los 
trinomios de que liemos hablado al principio, sino por cantidades 
que tienen completa interpíetacion geometrica y pueden figurar 
como élementos de los triângulos para la resolucion de problemas 
que pueden proponerse haciendolos entrar como datos. 

La enunciacion de algunos teoremas adquiere una forma mas 
sencilla; p. e. el fundamental de los triângulos oblicuangulos se 
traduce en las siguientes igualdades: 

pa — bc cos A, pi = ac cos B, pc = ab cos C, 

esto es, en todo triangulo la potencia de un vértice es igual alpro-
ducto de los lados que en el concurren por el coseno dei angulo que 
forman, resultando por consiguinte que Ia potencia es positiva, 

• 
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nula, ó negativa, segun el angulo correspondiente sea agudo, recto, 
ó obtuso, hecho que igualmente se deduce de la definicion geo-
métrica. 

Es bien fácil obtener, en vista de nuestra definicion de potencia, 
las relaciones siguientes 

p • + ^ + p I + J » * - » 4 + ^ + ® 4 , 

Jtang A _ pi, 
tang B pa' 

apa _ bpb CPc 
cos A cos B cos C ' 

diciendonos la 2 . a que en todo triangulo las potencias de los 
vertices son inversamente proporcionales á las tangentes de los ân-
gulos correspondientes y la 3." que los productos de los lados por 
las potencias de los vertices opuestos son proporcionales á los cose-
nos de los ângulos correspondientes. 

La altura de un triangulo en funcion de las potencias de los 
vertices tiene por espresion 

Pb+Pa-Pc+Pb-Pc 

y por consiguiente el area 

P\, +P a'Pe + Pb'Pc 
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Para los valores de los ângulos se t i ene : 

cos A = , tang A = —. 
br Pa 

De las definiciones dadas y de formulas conocidisimas relativas 
á los triângulos, se deducen inmediatamente vários corolários; 
citaremos algunos: 

1.° En los triângulos equivalentes y de la misma potencia total 
(equipotenciales) el angulo de IJrocard es constante. 

2.° Si en un triangulo se fijan las potencias de los vértices (con 
lo que se determina un lado), el lugar geometrico dei tercero es 
una perpendicular á diclio lado. 

3 .° Si se marca Ia potencia total y la de un vértice (con Io que 
tambien se fija un lado), el lugar geometrico dei tercer vértice es 
una circunferência. 

4 .° Si un triangulo variando de forma y posicion se mantiene 
inscripto en una circuferencia pero moviendose el centro de gra-
vedad segun otra concêntrica, se conserva equipotencial (igual 
potencia total). 

5.° Una propriedad analoga se verifica respecto al ortocentro. 
6.° Cuando un triangulo conserfa un angulo fijo en magnitud 

y posicion y constante la potencia dei vértice, el tercer lado en-
vuelve una hipérbola. 

7.° Si vários triângulos son equipotenciales, tambien lo son 
entre si los formados con las medianas de ellos. 

8.° Cuando vários triângulos equipotenciales son inscriptibles 
en una misma circunferência, se verifica : I .0 La suma de los cua-
drados de las distancias dei centro de esta á los lados es cons-
tante. 2.° Lo mismo sucede respecto á la suma de los cuadrados 
de los rádios de los circulos inscriptos y exinscriptos. 3.° Los ejes 
orticos de todos estos triângulos son tangentes á una misma cir-
cunferência. 

9.° Si vários triângulos son equipotenciales y equivalentes, la 
suma de los inversos de los cuadrados de los rádios de los circulos 
inscriptos y exinscriptos, es constante. 

10.° Cuando un triangulo manteniendose inscripto en una cir-
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cunferencia pivotea al rededor de un vértice conservando fija Ia 
potencia en este punto, el tercer lado es tangente á una cónica 
y Ias alturas que correspondeu á Ios vertices moviles son tangentes 
á una parabola. 

11.° La potencia de dos circunferências (*) no es mas que Ia 
parcial dei triangulo formado por la linea de centros y los rádios 
que van à uno de los puntos de interseccion, y con respecto á 
dicho punto. 
En ciertas formulas de Ia geometria moderna del triangulo puede 
ser comodo para retenerlas, hacer entrar las espresiones poten-
ciales; asi tenemos p. e. para las coordenadas normales absolutas 
del ortocentro 

ò a _ 2S~ ' à b ~ 
•, 5r — • 

del centro del circulo circunscriptò 

5a — Sb — • 
4S 

del reciproco del ortocentro 

5a — „ » — 5c 
aP 

(#) Sobre la definicion de potencia de dos circunferências, vease: 
R. Lachlan.—An elementary Treatise on modem puré geometry, pag. 189. 
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Las coordenadas baricentricas de Ios vertices dei 2.° triangulo de 
Brocard son 

La ecuacion dei eje de homologia dei triangulo dado y el 2.° de 
Brocard es 

etc. , etc. 
Podria ahora proponerse como ejercicio: 1.° La demonstracion 

geometrica de los corolários que hemos deducido. 2 .° Diversos 
problemas de construccion de triângulos en que figurasen entre 
los datos, adernas de ciertos elementos de los mismos, las poten-
cias totales ó las parciales de sus vértices. 

B 2 

C2 

A 2 . . .. «: {J: v = 2pa:b*: c*, 

. . a : £ : y = a 2 : 2/¾: c2 , 

. . a : p : 7 = a 2 : &2: 2pc. 

O 
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BIOLiQGBAPHlA 

E. Cesaro: Corso di Analisi algébrica con introduzione al calcolo 
infinitesimale. Torino, Bocca, 1894. 

Contém este volume o curso que sobre analyse algébrica pro-
fessou o sr. Cesàro na Universidade de Palermo nos annos de 
1886 a 1891 . Obra de um geometra illustre, recommenda-se 
pelo rigor, clareza e elegancia com que está escripto, pela quan-
tidade de assumptos interessantes que n'elle são considerados e 
pela maneira original coin que muitas questões alii são tratadas. 

Abre O livro por uma exposição muito bem feita da theoria 
dos determinantes, á qual se segue a da parte mais importante 
da theoria das formas lineares e das formas qúadraticas. Depois 
é exposta com a maior clareza a theoria dos números irracionaes. 
Segue-se o estudo da noção de limite, a respeito da qual o auctor 
não só expõe os tbeoremas que geralmente se encontram nas 
obras que tratam d'este assumpto, mas outros de natureza mais 
elevada e menos conhecidos, de que elle tem tirado partido em 
muitas das publicações com que tem enriquecido a sciencia. 

Ao estudo da noção de limite segue-se o estudo das series, em 
que os theoremas demonstrados anteriormente a respeito d'esta 
noção têm a sua primeira applicação. A este respeito o auctor 
não só apresenta os theoremas de maior importancià que têm sido 
enunciados pelos geómetras, mas, estudando intimamente estes 
theoremas, apresenta a respeito del les muitas notas e observações 
importantes que os escurecem, e fixam o alcance de que são sus-
ceptíveis. 

Estuda depois o sr. Cesàro os princípios geraes da theoria das 
funcções de variaveis reaes e a theoria do seu desenvolvimento 
em serie; como applicação, são estudadas as funcções que em 
obras d'esta natureza é uso considerar. 

Nos cinco capítulos seguintes são estudados os fundamentos da 
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theoria dos números complexos, as series compostas de números 
complexos, a theoria das funcções hypeibolicas, os quaterniões, 
etc. 

Os doze capítulos seguintes da obra sào destinados á theoria 
das equações. N'elles sào expostos os methodos clássicos para a 
resolução das equações numéricas e para a resolução algébrica 
das equações do 3.° e do 4.° grào e 6 demonstrada a impossibi-
lidade da resolução algébrica das equações de grão superior ao 
quarto. 

Os dois restantes capítulos são destinados um á theoria da inter-
polação e o outro á theoria dos productos compostos de factores 
em numero infinito. 

Não terminaremos esta rapida noticia sem nos referir aos exer-
cícios que terminam muitos dos capitulos da obra. Escolhidos com 
grande cuidado, estes exercicios sào todos interessantes e alguns 
mesmo originaes. 

G. Papelier: Leçons sur Ies coordonnées tangenlielles, Paris, Nony, 
1894. 

Depois das coordenadas cartesianas não ha systema de coorde-
nadas que tenha mais importancia do que o das coordenadas tan-
genciaes. Da combinação dos dois systemas resulta com effeito o 
jprincipio da dualidade, um dos mais fecundos da geometria. Para 
que os alumnos possam empregar este poderoso meio de indaga-
ção geometrica, torna-se necessário familiarisarem-se com este 
systema de coordenadas, excitando-se no seu manejo ; e para 
esse fim nada melhor do que, depois de estudarem a geometria 
analytica cartesiana, estudarem a geometria analytica tangencial 
desde os seus primeiros elementos. Para este fim, a obra do sr. 
Papelier é um excellente auxiliar. Eis o objecto de cada um dos 
quatorze capitulos em que se divide: 

I. Ponto e recta. II. Generalidades sobre as curvas e princi-
pio de dualidade. III. Posição de uma curva relativamente ás suas 
tangentes. IV. Tangentes e normaes. V. Classificação das curvas 
de segunda classe. VI. Pólos e polares. VII. Centros, diâmetros 
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e eixos. VIII. Reducção (3a equação geral do segundo gráo. 
IX. Fócos e directrizes. X. Tangentes communs a duas cónicas. 
XI. Cónicas inscriptas no quadrilátero das tangentes communs a 
duas cónicas. XII. Hcctas que têm o mesmo pólo relativamente 
a duas cónicas. XIII. Coordenadas trilateraes. XIV. Propriedades 
de duas e de tres cónicas. 

A exposição dos assumptos é feita com a maior clareza e mui-
tas questões são n'esta c«bra pela primeira vez tratadas com o 
auxilio das coordenadas tangenciaes. 

C. Ihirali-Forti: Lógica matematica, Milano, Hiepli, 1894. 

Pela precisão e fixidez que permitte dar ao enunciado das pro-
posições, a lógica mathematica vae attrahindo cada vez mais a 
attenção dos geómetras dos diversos paizes. Tem sido o objecto 
de obras extensas, onde é exposta desenvolvidamente esta scien-
cia, antiga na origem que remonta a Leibnitz, mas moderna no 
seu desenvolvimento, iniciado por Hoole e continuado por Schrei-
der, Peirce, Nagy/Peano, etc.; os seus svmbolos têm sido appro-
veitados em trabalhos importantes, para escrever com concisão e 
de um modo intelligivel para os mathematicos de todos os paizes 
as proposições n'elles consideradas; tem sido mesmo introduzida 
no ensino em algumas Universidades da Europa e da America. 
Tornava-se porisso extremamente desejável a redacção de uma 
obra resumida, onde sem grandes esforços nem emprego consi-
derável de tempo se podesse estudar o que é mais importante 
»'esta sciencia. A este objecto satisfaz plenamente o excellente 
livro que vem de publicar o sr. Burali-Forti l o qual em pequeno 
espaço e com a maior clareza apresenta o que é essencial conhecer 
para se poder usar a Lógica mathematica. 

Accrescentaremos que o livro, a que vimos de nos referir, faz 
parte da importante collecção de manuaes que, com o nome de 
Maiiwili Hoepli, está publicando a casa editora IIoepli de Milão. 

Accrescentaremos ainda que os symbolos de Lógica mathema-
tica têm sido empregados no Formulário geral das mathematicas 
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que, debaixo da direcção do sr. Peano, es lá publicando a Hivisia 
di matematica e na redacção do qual (em tomado uma parte im-
portante o sr. Bura l i -For t i . 

A. Rebitre: Les femmes dans la science, Paris, Notiy, 1894. 

Contém este opusculo uma conferencia muito interessante que 
foi feita pelo sr. Rebière no Cercle Saint Simon de Paris em li 
de fevereiro de 189 S-. a qual teve por objecto dar noticia de 
algumas mulheres que cultivaram com successo as sciencias ma-
thematicas . N'elle se refere o auctor a Hypatia de Alexandria, 
a Emil ie du Chàtelet, a Maria Agnezi, a Sopliie Germain, a Mary 
Somerville, e a Sophie Kowalevski . 

A respeito de todas estas mulheres celebres apresenta o sr. 
Rebière informações chciíis de interesse que tornam a leitura do 
seu opusculo das mais agradaveis. 

M d'Ocagne: Le calcul simplifiê par les procedes mécaniques et 
graphiques, Paris, G. Villars, 1894. 

Contém este opusculo algumas conferencias que foram feitas 
no Conservatorio das artes de Paris pelo sr. M. d 'Ocagne, a res-
peito dos processos mecânicos e graphicos que têm sido empre-
gados para executar os cálculos numéricos. 

Estes processos foram classificados pelo auctor nos grupos 
seguintes : 1.° Instrumentos e machinas ari thmeticas ; 2." Instru-
mentos logarithmicos ; 3." Traçados graphicos ; 4.° Taboas numé-
r icas ; 5." Taboas graphicas. 

A primeira conferencia refere-se aos processos pertencentes ao 
primeiro grupo. N'eila são descriptos o addicionador de Troncet, 
o multiplicador de Neper, as machi«as de Pascal, Roth, .Thomaz, 
Bollée, Babbage , Tehebichef, etc. 
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A segunda conferencia refere-se aos processos pertencentes ao 
segundo, ao terceiro e ao quarto grupo. Dos instrumentos Ioga-
ritlimicos sào n'ella considerados as regoas, os circulos, as hélices 
e os cylindros. 

Na terceira conferencia considera o auctor os processos per-
tencentes ao ultimo grupo, isto ê os abacos. A theoria geral d'estes 
processos de calculo foi ainda ha poucos annos constituída pelo 
auctor, que a respeito d'elles escreveu um livro importante do 
qual se deu noticia 110 tomo xi d e s t e jornal. Na conferencia actual 
o auctor dá, sem o recurso da Analyse, indicações precisas sobre 
o emprego e vantagens dos diversos abacos. 

Encontra-se ainda no opúsculo, a que nos estamos referindo 
uma nota muito interessante, contendo a primeira descripção deta-
lhada da importante machina de calcular devida a Tehebichef, a 
respeito da qual o seu auctor tinha apenas publicado uma 
nota muito succinta. D'esta machina ingenhosa existe um único 
exemplar, que está depositado no Cônsmator io das artes de 
Paris. 

Com a publicação em ojiusculo des tas conferencias fez o sr. M. 
d'Ocagne um grande serviço. Muitos são na verdade os indivíduos 
q u : exercem profissões sociaes que os levam a effectuar sueces-
sivos cálculos numéricos; esles encontrarão ne l le os meios para 
simplificar tão fastidioso trabalho. 

G. Vivanti: Il conceito d'infinitesimo e la sua applicazione alia 
Matematica, Mantova, 1894 . 

N'este bello e interessante trabalho faz o auctor a historia do 
conceito que da noção de infinitamente têm feito os philosophos 
e os malhematicos, e faz o estudo critico das diversas opiniões a 
este respeito apresentadas. E dividido em duas partes, na primeira 
das quaes é a noção de infinitamente pequeno estudada debaixo 
do ponto de vista philosophico e na segunda debaixo do ponto de 
vista da sua applicação â mathematica. 

A primeira parte consta de quatro capítulos onde são conside-
rados os diversos modos como têm sido concebidos os infinitamente 
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pequenos, já como rigorosamente nullos, já como grandezas con-
stantes, já como grandezas intensivas. N'esta parte é lambem con-
siderada a questão do angulo de contado, celebre nos séculos xvi 
e XVII, á qual 6 consagrado um capitulo muito bem feito. 

A segunda parte do opusculo consta também de quatro capi-
tulos onde são considerados os methodos de exaustão, dos indi-
visíveis, dos infinitamente pequenos e dos limites. 

O resto do opusculo é occupado por 21o notas, contendo infor-
mações históricas e bibliographicas, cheias de interesse. 

Jubile de M. Hermite, Paris, G. Villars, 1895. 

Contém este bello opúsculo a mensagem que foi dirigida ao 
sr. I lermite pelos geómetras de todas, as nações no dia 24 de 
dezembro de 1892, na occasião do seu septuagesimo anniversa-
rio, e os discursos proferidos na sessão solemne que n esse dia 
teve logar na Sorbonne. É adornado com um excellente retrato 
d'este eminente geometra. 

F. Canu: Précis de Météorologie endogène, Paris, G. Villars, 
1894. 

A presente obra trata de uma parte da physica da globo, cujo 
estudo é recente, a qual tem por objecto os phenomenos que tém 
sua origem na crusta terrestre e que são produzidos pela acção 
das forças naturaes, calor, electricidade, etc. Estes phenomenos 
podem revelar-se á superfície da terra, ou por mov imentos d'esta 
crusta, como tem logar com os terramotos, erupções vulcanicas, 
etc.. ou pela influencia que elles exercem sobre o estado da atmos-
phera. 

No seu muito interessante livro, o sr. Canu faz uma exposição 
d'esta sciencia nova tão completa quanto possível, e reúne e cias-
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sifica os trabalhos importantes, mas muito espalhados, que a este 
respeito têm sido publicados. 

C. A. Laisanl: Recueil de problèmes de mathématiques, Paris, G. 
Villars, 1894. 

Nas paginas 83 e 125 do tomo xi d'este jornal referimo-nos 
aos tres primeiros volumes d'esta obra. O presente volume é con-
sagrado â Geometria elementar, a duas e a tres dimensões, e 
abrange os problemas que se pretende que sejam resolvidos por 
methodos puramente geometricos. E dividido em oito capítulos 
onde são respectivamente enunciados: 1.° problemas relativos a 
pontos, rectas e ângulos; 2.° problemas relativos a figuras circu-
lares ; 3." problemas relativos aos triângulos; 4.° problemas rela-
tivos aos polvgonos; o.° problemas relativos ás cónicas e outras 
curvas ; 6.° problemas relativos a planos no espaço e a polyedros ; 
7.° problemas relativos aos corpos redondos; 8.° problemas de 
Geometria descriptiva. 

G. Arnoux: Arithmélique graphique. Les espaces arithnétiques 
hypermagiques. Paris, G. Villars, 1894. 

A theoria dos quadrados mágicos 6 uma theoria difficil de 
arithmetica de que se têm occupado muitos mathematicos illus-
tres. E d'esta theoria que trata o sr. Arnoux no seu interessante 
livro. Para se apreciar a importancia dos methodos empregados 
pelo auctor, transcreveremos de uma communicação feita a este 
respeito pelo sr. Laisant á Sociedade mathematica de França, 
as palavras seguintes: 

«Ha uma tal originalidade, um tal poder de invenção nos me-
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thodos referidos, que eu ficaria muilo admirado S£ a arithmetica 
os não utilisasse um dia, ou para obter demonstrações mais sim-
ples de verdades conhecidas, ou para descobrir verdades novas... 
As construcções de quadrados mágicos, ou de espaços mágicos 
em geral, nào foram para o auctor senão uma occasiâo de utilizar 
ideias geraes, tendo um alcance bem diíferente do de um simples 
recreio arithmetico». 

R. Guimarães: O vigésimo segundo Congresso da Associação fran-
ceza para o adiantamento das sciencias, Lisboa, 1893. 

Contém este interessante opusculo o Relatorio, apresentado á 
Academia Real das Sciencias de Lisboa, dos trabalhos do Con-
gresso da Associação franceza para o adiantamento das sciencias 
que teve logar em Besançon no anno de 1893. O auctor apre-
senta primeiramente uma noticia sobre a origem e fins d'esta 
util sociedade, refere-se depois aos trabalhos das vinte e quatro 
secções que a compõem, a muitas das quaes foram por elle apre-
sentados trabalhos enviados por auctores portuguezes, e finalmente 
dá noticia das conferencias, das vizitas e das excursões que foram 
realizadas pelos membros do Congresso. 

Jorge F. d'AviUez: Sobre a representação da terra pelas projecções 
orthogonaes (Jornal de Sciencias malhematicas, physicas e ualu-
raes, 1893). 

O objecto d'este artigo é o estudo da representação da terra 
por meio de cartas geographicas, obtidas por projecções ortho-
graphicas orthogonaes. 
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O auctor estuda a fórma d'esta projecção, tanto no caso de o 
plano de projecção ser paralleto ao equador como no caso de ser 
parallelo a um meridiano; deduz as formulas que dão a posição 
na carta de qualquer ponto cuja colatitude e longitude sejam co-
nhecidas ; considera as deformações d'estes systemas de projecção 
e apresenta as condições em que é util empregal-os. A exposição 
do assumpto 6 feita com clareza e simplicidade. 

A. Macfarlane: On the definitions of lhe trigonometric functions, 
Boston, 4894. 

The principies of elliptic and hyperbolic analysis, Boston, 
1894. 

Contêm estes importantes opúsculos duas communicações feitas 
pelo auctor, no Congresso de Mathematica que teve logar em Chi-
cago em 1894. No primeiro o sr. Macfarlane, depois de apre-
sentar e analysar as diíícrentes definições que têm sido dadas das 
funcções circulares, estende geometricamente estas definições, por 
meio de considerações ligadas á theoria dos quaterniòes, de modo 
a obter funcções que abrangem as precedentes e outras com re-
presentação na ellipse, na hyperbole e em outras curvas. No se-
gundo opusculo o auctor, empregando estas funcções, cònstitue as 
trigonomelrias spherica, ellipsoidal e hyperboloidica. 

E. Mosnat: Prohlhnes de Géométrie analytique. t. ih, Paris, Nony, 
1894. 

Deram-se n'este jornal, na pagina 21 do tomo x e na pagina 5 
do tomo xi, noticias a respeito dos dois primeiros volumes d'esta 
excellente collecção de problemas. No presente volume o auctor 
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occupa-se dos problemas de Geometria analytica a tres dimensões 
e apresenta a este respeito 128 problemas com as respectivas 
soluções e 4 0 0 problemas simplesmente enunciados. Estes pro-
blemas referem-se á parte elementar da Geometria analytica. A 
sua escolha foi feita, como nos volumes anteriores, com um grande 
cuidado. 

Ch. Hermile: Sur la généralisalion des fractions continues algé-
briques (Annali di Matematica, 1893). 

S. Pincherle: Contributo alia generalizzazione delle frazioni 
continue (Memorie delia R. Accademia di Bologna, 1894). 

N'estas duas importantes memorias é estudado o problema 
seguinte : Dadas n series ordenadas segundo as potencias de uma 
variavel x, determinar os polynomios X j , X2 ,..., Xn dos gráos Jn1, 
Wi2,..., mn de modo que seja 

S 1 X 1 + S 2 X 2 + ... + S a X b = Saj
mI +»»j+-- + m » + n i , 

onde S é uma serie da mesma natureza que as séries dadas S1 

S 2 , etc. 

E. Picard: Sur Vinversiondes inlégrales des fonctions à tnullipli-
cateurs (American Journal of Mathematics, t. x\i). 

O auctor resolve a questão seguinte: 
Representando por f [ x , y) = 0 uma relação algébrica e por 
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h(x, y) uma funcção racional de x e y, em que casos a equação 

dá para x e y funcções uniformes de u ? 

E. Picará: Sur une équalion aux dérivées parlielles de Ja théorie 
de la propagation de Véleclricilé (Bulletin de la Sociélé mathé-
matique de France, 1894). 

O auctor estuda, por meio do methodo geral de Riemann, a 
equação ás derivadas parciaes 

R. Marcolongo: Sopra due moti di Poinsot concordanlt (Annali di 
Malemalica, 1894). 

E. Lemoine: Notes de Géométrie (Associalion française pour Ia-
vancement des sciences, 1893). 

Application au tétraèdre de la Iransformation continue (Item). 
Complements de Géometrographie (liem). 

d 1 U d 2 U 

d f 2 dx* 
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G. de Longchamps: Nolice nécrologique sur E. Catalan (Journal 
de Malhémaliques élémentaires, 1894). 

Larithmitique avec Ies figures négalives (Associalion fran-
çaise pour Vavaneemenl des sciences, 1893). 

Un théorème de Géomélrie des masses (liem). 
L'espace infinitésimal aulour d'un point d'infléxion (Item). 
Sur Ie Iriseeteur. 

G. de Longchamps: Sur certaines généralisations de 1'équation de 
Pell (Journal de Math. élémentaires, IS94). 

Sur la eonstruction des tangentes aux courbes et sur la tan-
gente à Vatriphtaloide (Item). 

Gino Loria: Sludiintorno alia logística greco-egiziana (Giornale 
di Matematiche, Napoli, t. xxxn). 

La Iogique mathématique avant Leibnitz (Bulletin des scien-
ces mathématiques, 1894). 

P. Gunther: Die Vntersuchungen von Gauss in der Theerie der 
elliplichen Functionen (Nach. der K. Gesellschaft der Wissens-
chaften zu Gõttingen, 1894). 

Partialbruchrerlegungen in der theorie der elliplichen Funclio-
nen (Journal fúr die reine und aug. Mathematik, t. 113). 

M. Lerch: Noitvelle analogie de la série théla et quelques séries 
hypergéométriques particulières de Heine. 

Sur quelques ihéorhnes d'Arillimétique (Bulletin de la Sociélé 
R. des Sciences de Prague, 1894). 

Sur une inlégrale définie (Giomale di Malhematiche, Napoli, 
t. XXXI). 
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Lampe: Zur mechanischen Quadralur (Verhandhungen der Gesells-
chaft Deulclier Nalurforscher, 1893). 

D. André: Sur Ie Iriangle des séqucnees (Comptes rendus de VAea-
démie des Sciences de Paris, 1894). 

Sur Ie partage en quatre groupes des pérmutalions des n pre-
miers nombres (Rulletin de la Société mathématique de Paris, 
1893). 

P. Pizzetti: Sulla espressione delia gravita alia superfície del geoide, 
supposlo ellissoidico (Rend. delia R. Aceademia dei Lincei, 
1894). 

G. li. Guccia: L na definizione sintética delle curve polari (Rend. 
del Circolo mat. di Palermo, 1893). 

G. Cantor: Sopra una questione elementare delia teoria degli ag-
gregati (Rivisla di Matematica, 1893). 

E. Cesaro: Sulla determinazione assintotica delle serie di potenze 
(Rend. delle R. Accademia di Napoli, 1893). 

La serie di Lambert in Aritmética assintotica (Item). 
Le formole di Codazzi negli ipcrspazii (Rend. delia R. 

Accadetnia delle Scienze di Napoli, 1894). 
Sulla Geometria intrínseca degli spazii curvi (Atti delle R. 

Accademia delle Siense di Napoli, 1894). 
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C. Burali-Forti: 1 numeri negativi (Rivista di Matematica, 1895). 
Sulle classi derivate a destrua e a sinistra (Alti delia R. Acca-

demia delle Science di Torino, 1S94). 
Sidle classi ordinate e inumeri transfiniti (Rend. dei Circolo 

MathJdi Palermo, 1894). 

M. d'Ocagne: Sur la composition des Iois d'erreurs de situation 
d'un point (Comptes rendus des séanees de 1'Acad. des Sciences 
de Paris, 1894). 

Abaque général de la Trigonométrie sphérique (Bulletin 
astronomique 1894). 

G. Vivanti: Theorie degli Aggreyati (Rivista di Matematica, To-
rino, 1894). 

C. A. Laisant: Sur Ies tableaux de sommes (Association française 
pour Vavancement des sciences, 1893). 

Figuration graphique de quelques nombres combinatoires. 
[Item). 

Príncipes de la methode de M. Arnoux concernant Vetude des 
espaces arithmétiques hypermagiques (Bulletin de la Société ma-
thématique de Paris, 1894). -

G. T. 
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Dl ALCUNE FORMOLE RELf lTIVE ALLA 
FUNZIONE SFERICA P n 0 ) 

NOTA DI 

DAVIDE BESSO 
i 

Profeasore nella Università di Modena 

L'equazione differenziale lineare omogenea dei second ordine 

R 2 y " + Ri y' + Roj / = 0 

si può, come è noto, t rasformare nella 

(OR2 y' + (b ( R 1 - R ' a ) - ô' R 2 ) y)' + ^ y = O 

in cui Q significa una funzione arbi t rar ia , ed è 

| = R2 o" + (2R's - R 1 ) Ô' + (R 0 - R ' i + R a")ô. 

V 

Ed in modo analogo si può t rasformare un'equazione differen-
ziale lineare omogenea d'ordine qualunque. 
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Questa trasformazione è applicata, nella presente Nota, alia 
dimostrazione d'alcune formole conosciute, e forse di qualche altra, 
che si riferiscono alia fur.zione sferica P n ( # ) . 

1 . Dall'equazione 

(1—®2) t/'' —2a»y + n (n + 1 ) y = 0 I 
t 

che, per n intero e positivo, è soddisfatta dalla Pn (x), si deduce 

J i f y d x = (1 - z 2 ) (í/6' -1 / '6 ) + cost. II 
in cui è 

*[> = ( 1 - X*) 6'' - 2x 6' + n (n + 1)6. 

Posto 
l 

y = Vn(x), 0 = 1, 

risulterà 

e in particolare 

0 per Ji pari 

n—1 n ( n + l ) ~ " v ~ ' ] ( _ l ) 2 3 . 5 . . . » . . 

P«(») dx = - T I - t t Pn(O) = j 

8 . Colla sostituzione 

6 = P m (¢), t n ^ n 
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si ha 

<J» = [n (n + 1 ) — m (m + 1)] P m (x), 

e quindi 

[ « ( » + i ) - m ( m + i)y^m{x)Pn(x)dx={i-a*[Pn{a)Pm(a) 

~ K W Pm («) Pn (O) Pm,(O) + Pn (0) Pni (0) (2) 

e in particolare, supponendo che m + n sia un numero pari, 

f*?m(x)?n[x)dx = 0 (3) 

e, quando sia m pari ed n dispari (> 1), 

I . 

m-\-n—1 

V (X)V(X) dx ( - 1 } * i - M m - l ) 3 . 8 . . . « 

8. Posto 

6=íc, 
i 

si trova 

( n - 1 ) ( » + 2 ) ) f o
a x P n (x)dx=(i-a*)[ Pfl (a) - a P ' n ( a ) ] - P , ( 0 ) ( 5 ) 
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e quindi 

O 

x Pfl (x) dx -
M ) 2 

per n dispari ( > 1 ) 

1 . 3 . . .(n —1) 

(»-l)(n + 2) 2.4... n 
per n pari. 

E colla sostituzione 

si ottiene 

> 
O = ^f 4 , [X = 2, 

^-i)J\^?n(x)dx+[n{n+i)-lL^+lj]J'^ ^Pn (x) dx 

(6) 

Si ha quindi la relazione 

p ( ( J L - I ) ^ o V - 2 P n ( a O d s ~ ( p L - n ) ( | i + n + l ) j y ? n ( x ) d x (7) 

mediante la quale, e i valori d e l i ' i n t e g r a l e ^ x? Pn (x) dx per 

(A = O e per ,a = 1, si otterrà la nota formula che dà il valore 
di quest' integrale per ogni valore intero e positivo di f / . > w ; e, 

in particolare, per n ^ 2 r , 

J1
ijXn-*-P n(x)dx=0. (8) 
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La (7) non vale a determinare 1'inlegrale per JA = n. Ma si può 
arrivare al noto risultato mediante la formola che da quella si 
deduce 

Jo ' (n + 1 ) ( n + 2 ) . . . (n • + 2 4 - 1 ) (n + 2 k ) 

(2 n + 2k+l)flxn+ikPn(x)dx 
J o 

(9) 

cercando il limite a cui tende il secondo membro quando k tende 
ali'infinito. A tale scopo osservo dapprima che Ia frazione, che 
ivi si trova, è eguale a 

. 2 . 4 . . . 2h (2n + 2 ) ( 2 n + 3) . . . 2k 

( n + l ) ( n + 2) . . . ( 2 n + 1) ' (2» + 2 ) (2n + 3) . . . 2k 

(2¾+1) ( 2 f c + 3 ) . . . (2k + 2 n - l ) 

' (2A + 1) ( 2 / i + 2 ) . . . ( 2 / r + «) ' 

epperò ha per limite 

2 . 4 . . . 2 n 

(n + ! ) ( « + 2 ) . . . (2n + l)* 

Posto poi 

Pn(X) = A n i C ^ A n - S X " - 2 + . . . + A , * * X = ^0 
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si ha 

m I xm Ptl [x) dx 
o m + n +1 

m 

e quindi 

Iim [mj o xm Pn (a) dx]m==x = An + A „ _ i + . . . + Ax = 1. 

Preciò dalla (9) risulta 

Mediante questa formola e la (8) e rammentando che il coefficiente 
di xn nella Pn (x) è 

1.3.6... (2n-l) 

1.2.3.. .« ' 

si ottiene quella di Legendre 

(10) 

(11) 
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<&. Colla sostituzione 

O = -
{l+gx^ 

si ha 

, 4 X (X 4 1 ) (ff 4 1 ) 21 [ ( 2 X + 1 ) g + 4 x + 1 ) ] 
V {i + g x * ) ^ * ( l + g » « ) M - i 

a 

( n + 2 X ) ( n - 2 X + l ) 

+ " (1 +gx*p ' 

e ponendo 

r Pn (x) 
1O (1 + gxifdx-Y*>*« 

si trova 

—4X (X+1) (ff + 1 ) Vx+2, & a+2X [(2X4-1) ff+4X41 ] Y x + i , g>, 

4 ( n • 4 2X)(n—2X41) Vx, ?„« = - ( 1 9 a P « ( a ) 1 ( 1 2 ) 

4 ( 1 4 f f a 2 ) p ' n ( a ) ] + p ' n (0) 

Per ff = — 1 questa relazione diviene 

W V v f I j - . , , 0 + ( n + 2 X ) ( n - 2 X f l ) V x , _ 1 ) a = ^ - i ^ [ 2 X a P n ( a ) 

- ( 1 - a«) P^ (a)] 4 P > ) . 

(13) 
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Posto anche 

2 r + 1 / > „ 
a = l , X = 2 V = 

ii 2r+1 
V_ = / o ( 1 — ^ 2 ) 2 Pn ( ^ ) d x = T r i 

si ottiene 

(2r + 1 )2 T r . ! + (n - 2 r - 1) (n + 2 r + 2) T r = P'n (0) (14) 

dalla quale, per n dispari (> 1), risulta 

f \ - " - 1 

(— 1) 2 3 . 3 . . . « 
2 . 4 . . . ( n — 1 ) 

5. Dalla (14) si ricava, per n pari, 

(2r-» + l)(2r + n + 2)T 
l r - 1 _ ( ã ^ M ) » r 
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e quindi 

. f M t J - + 1 ) » ^ 
JqVx-X1 12 

( - n + l ) ( n + 2 ) ( - n + 3) (n + 4) 
l 2 . 3 2 1 

( — n + l ) ( n + 2 ) ( — n + 3 ) ( n + 4 ) . . . ( - n + 2 r + l ) ( n + 2 r + 2 ) 
! l 2 . 3 4 . . . (2r + l ) 2 Tr 

• f 1 . 3 . B . . . ( n - l ) ( 2 r + 4 ) ( 2 r + 6 ) . . . ( 2 r + n + 2 ) 

^ 1 2 . 4 . 6 . . . » ' ( 2 r - n + 3 ) ( 2 r - n + 5 ) . . . ( 2 r + l ) | 

2 . 4 . 6 . . . (2r + 2) 

' 1 . 3 . 5 . . . ( 2 r + l ) r 

dalla quale risulta 

(16) 

\ / l - x t v ' 2 . 4 . 6 . . . « \ 1 . 3 . 5 . . . ( 2 r + 1 ) , 

Ora, posto 

! r / y x < ) 
2 . 4 . 6 . . . ( 2 r+2 ) r 1 — 

V J=ílr e D r / ( 1 - z 2 ) 2 x™ dx = U r i f c l 1 . 3 . 5 . . . ( 2 r + l ) 

si ha 

U r , O = Tp Ur, f c+i = Ur> f c — — U r + i , f c 
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e, in conseguenza, qualunque sia 1'intero positivo k, 

Iim (Urlfc)r=OC = O. 

Risulta da ciò che, indicando con L(x 2 ) qualsivoglia funzione 
intera di x'2, si ha 

r , 2r-H -, 
WmUlrJ (i-x*) 2 L[x*)dx =— L(O), 

e in particolare, per n pari, 

/ 7t _ n , ..-r- 1 . 3 . 5 . . . ( V i —1) 
T '> = 5 P" t°> = 1 < - ' ) 8 2 . 4 . 6 . ' . „ ' 

Sostituendo questo valoie nella (16') si ottiene la formola 

f m d * = / 1 . 3 . 5 . . . ( n - l ) y , 
J o V 7 I - X 2 V 2 . 4 . 6 . . . n / 2 v ; 

che è stata trovata per tutt ' altra via dal Bauer (*), e pure per 
via diversa, dimostrata dei Catalan (**). 

(#) Giornale di Crelle — Tomo LVI, anno 1859, pag. 110. . 
(##) Sur Ies fonctions X11 de Legendre, second Memoire (présenté a la 

classe des sciences dans la séance du 6 aoilt 1881) pag. 82. 
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6. Posto 

e quindi 

si trova 

ra 1 -I- /r 1-4-a I 
»(n + 1)) j P n (*) Iog — dx = 2 P n (a) - (1 - a s ) P'„ (a) Iog — 

— 2 Pn (O) ] 

e, in particolare, 

r1 14- x 2 2 
/ Pn (a;) Iog dx = — TT — — - P n ( O ) . (19) 

J 0
 W n ( n + 1 ) n ( n + l ) K J K ' 

Colla posizione 

G = Iog (I — Xi) 

che dà 

<J/ = n (n-f 1) l o g ( l —a;4) — 2, 

e applicando la formola (1), si ottiene 

Ja
0Pn(X) Iog ( I - X 4 ) dx = [ P ' n ( 0 ) — ( l — a s ) P ' n (a)] 1 

(13) 

" T ^ T T T T [ ( l - « 4 ) P ' » ( « ) I o g ( l - a s ) 4 2 a P B ( o ) ] ] 

I - I o g 1 z i 

^ = n ( n 4 1) Iog - j - ^ - , 
1 OC 
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la quale, per a— 1, diviene 

o g ( i - , « ) ( 2 , ) 

Dalle (18) (20) si ricava, per n pari 

/ 1 P . W i o g O + . ) ^ — j ^ j P - . w l 

e, per n dispari, 

y — a n (Tl -+- 1) (n + 1) w e I - a 

(22) 

+ - T ^ r 7 T P n ( a ) n (n +1) 

QuaIe caso particolare delia (22) si ha la formola 

f \ (X) Iog ( 1 + x ) dx= ( - I ) " " 1 - ^ (23) 

che è stata trovata per altra via dei Catalan (*). 

(#) Sur Ies fonctions Xn de Legendre, premier Mémoire (présenté à la 
classe des sc iences dans la séance du 5 octobre Í879), pag. 58. 
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9. É noto che 1'equazione differenziale 

(l—xi)y" — 2xy'+m(m + 1) y = 0 I' 

è soddisfatta, per m intero e positivo, dalla funzione 

1 + a; 
Pm (») Iog + Rm.! (x), 

1—X 

in cui R m _ i (x) significa una funzione intera di x dei grado (m—1) 
la quale contiene Ie sole potenze pari o Ie sole potenze dispari 
di x. Perciò posto 

1 + x 
6 = Pm (x) Iog + R m _ i (x), 

1 — OC 

sarà 

<j» = [n (n + 1)'— m (m + 1)] &, 

e dali' equazione fondamentale II risulterà 

n + m + l ) ^ P n ( ® ) Pm (x) Iog dx+ (n-m)(n+m+1)^Pn(x)R(x) 

= - P n ( O ) [2Pm(O) + R m - 1 ( 0 ) ] + P ' n ( 0 ) R m _ ! (0) + 2 

Se ora supponiaino m dispari ed n pari e > m — t, sarà R m _ i (x) 
una somma di termini delia forma C r a; r con r pari e < n, epperò 
sarà eguale a zero il secondo integrale dei primo membro ; e si 
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conchiuderà 

f p n ( x ) P m ( x ) l o g l ± ^ d x = - T T T T - T r v ( 2 B ) 
J 0 1 — x (n — m) (n + m + 1 ) 

8. La nota equazione 

H i - ^ + a - m ^ - h - o , 

soddisfatta dali' integrale ellittico completo di modulo k, si tras-

forma, colla sostituzione 

/ 1 - x 

1 
nella stessa I, quando vi si ponga n = — — . Perciò posto 

si ottiene 
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e dalla II si ricava 

2 í*a j s / j f ) 

2 ^ 2 Z l - a 

+ P 

Applicando ora la formola che dà la K' in funzione di K e di E, 
ed osservando che, dalla relazione 

K E ^ K 1 E - K K I = 

risulta 

E \ ^ 2 / 2 K V ^ 2 4 K 
• 2 

Ia precedente diviene 

- E I 
1 — a 

/ 2 

+ P n ( O ) K f -
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e in particolare 

/ 2 « + 1 \ 2 r 1 

V 2 / J 0 

P n ( ^ ) K l « - " Y , * p » ( ° ) ^ \dx=-
2 y 4 

OSSLÃ 

Pn (®) K | 
i - x 

( - 1 ) * 
1 . 3 . . . ( n - 1 ) 1 

dx = { 

( 2 n + l ) « 2 . 4 . . . « R f 1 x 

y ã j u s T ) 

^ = 1 4 (-1) 2 
3 5 . . . « _ / 1 

K 
( 2 / 1 + l ) 2 2 . 4 . . . ( n - 1 ) \ / 2 
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SOBRE OS COEFFIC IENTES DA SERIE DE FOURIER 

POR 

J . B R U N O D E C A B E D O 

Professor da 'Universidade de Coimbra 

Consideremos as formulas 

1 l i 
9 (x) = —— a0 + — (a„, cos mx + bm sen mx) (1) 

2 it R i 

^ (x) = 1T" aO + ~ ~ S («'m cos mx + b'm sen mx) (2) ÂK 77 J 

rX r X 
om — I <p (x) cos mx dx, bm= <p (x) sen mx dx, 

J X0 J X0 

a'm = ^ t y (x) cos mx dx, b'm = f -J/ (x) sen mx dx, 

e supponhamos que as funcçôes <p (x) e | (x) satisfazem no inter-
vallo (x0, X) ás condições de Dirichlet. 

Se o segundo membro da primeira equação, por exemplo, for 
uniformemente convergente no intervallo considerado, attendendo 

G 

I 
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a que é finito o integral í | ^ («) j dx, vem immediatamen-
J X0 

te (*), multiplicando por vjí (x) e integrando 

r\ i c^ í v T rx 

/ 9 (xWx) dx = -—- a0 <\{x)dx + -—ZJ I am / <{i (x)cos mx dx 
I X0 ^ J X0 ^ i L J X0 

+ ^m j" 1I* (®) sen mx dx^ 

OU 

r x Í i v 
/ 9 («) <|< (®) dx — —— a0 a'0 4 - — 2 (am a'm + bm b'm). (3 ) 
' ír0

 71 1 

Se nenhum dos segundos membros de (1) e (2) é uniforme-
mente convergente em todo o intervallo" (x0, X), ainda tem logar 
a relação que acabo de apresentar. 

Com effeito, decomponha-se este intervallo em um determinado 
numero de intervallos (a, (3) taes que o segundo membro de (1), 
por exemplo, seja uniformemente convergente nos domínios que 
se obtêm isolando um dos pontos extremos a e (3. 

Como, para as series de Fourier, esta decomposição é sempre 
possível, a generalidade da formula precedente acha-se demons-
trada, fazendo ver que é 

f <p (x) ij/ (x) dx — -~a0 f <? (x) dx + — S Tatn f ty(xjcosmxdx 
Ja 2 K J a n 1 L J a. 

+ bm j ^ (®) sen mx dx^ 

(# ) Gomes Teixeira, Curso de Analyse, tom. n, pag. 88. 
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ou, (*) designando por y um dos números a e (3, uniformemente 
convergente a serie 

i rt \ r rt 
— a 0 / A (ar) dx + — Z> am »J» (x) 
r. 1I » i L 

I cos mx dx 

+ b m j " <J< (#) sen mxdx J (4) 

no dominio (a, (3) da variavel t. 
Para isto, note-se que existe um numero positivo A, indepen-

dente de m e t, para o qual é ( * * ) 

A r 
Cm, bm < — , 

m h 
A (x) (cos mx, sen mx) dx 

r ' 

Logo, tem logar a relação 

rt M -I 
Om I ^ i x ) t o s mx ^x i (x) sen mx dx 

T ' T ' 

< 
tn 

1 — 2 
\ v 2 A a 

T. N M* 

da qual se conclue a uniformidade de convergência da. serie (4) 
em toda a extensão do intervallo («, ji). 

Fazendo em (3) ^(aj) = *]» (®)» vem a formula 

f . 
<p2 (*) dx = «o* + — 2 (flm2 + 6m2) T w 15 1 

(#) Gomes Teixeira, op. c i t , tom. n, pag. 92. 
(##) Picard, Traité d'Analyse, tom. i, pag. 233. 
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OU 

± f \ < W d . - j L ^ « „ > + K ' + f c f l 

que dá o valor da serie formada pelos quadrados dos coefficientes 
de uma serie de Fourier . 
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BiBLIOGRflPHIfl 

E. Picard: Traité d'Analyse, t. n, Paris, G. Villars, 1893. 

Quem observa o movimento scientifico moderno, na parte que 
se refere ás sciencias mathematicas, nota, com verdadeiros senti-
mentos de satisfação, que muitos dos geómetras mais eminentes, 
que com suas descobertas e trabalhos originaes mais concorrem 
para o progresso d'aquellas sciencias, tomam sobre si também o 
encargo de em obras didacticas divulgar as suas descobertas e as 
dos outros geómetras, fazendo assim á sciencia um serviço consi-
derável. É com estes sentimentos de satisfação que se abre a 
obra do sr. Picard. 

Do l . ° volume d'esta obra importante deu-se noticia na pa-
gina 106 do t. x d'este jornal. 

O volume 2.° abre por dous capítulos muito interessantes, em 
que o auctor expõe a theoria das luncções de variaveis complexas 
pelo methodo de Riemann. Sabe-se que as funcções de variaveis 
reaes u e v que entram n'uma funcçâo analytica u + iv de uma 
variavel complexa x + iy, satisfazem á equação ás derivadas par-
ciaes de Laplace 

d 2 U + d * U _ 0 

dx4 dyt 

quando substituídas no logar de U. D'esta circumstancia resulta 
que as propriedades da funcção u + iv podem ser deduzidas das 
propriedades dos integraes d'esta ultima equação. O sr. Picard 
estuda porisso as propriedades dos integraes d'esta equação, por 
um methodo analogo ao que tinha empregado para o estudo dos 
integraes da equação de Laplace a tres variaveis, no tomo i da 
mesma obra, e tira d'estas propriedades as propriedades da 
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funcção u-\- t r . N'estes mesmos canitulos são estendidos os 
resultados obtidos para a equação de Laplace a outras equações 
ás derivadas parciaes lineares de segunda ordem mais geraes. 
Com a doutrina d'estes capitulos está ligada a doutrina dos capi-
tulos IIi e ív, onde são expostos os bellos e importantes trabalhos 
dos srs. Schwars e Poincaré sobre a resolução do problema de 
Dirichlet no caso do espaço a duas dimensões; no capitulo I tinha 
já sido dado o methodo de Neumann para o mesmo fim. 

No capitulo v é estudada a theoria das funcções analyticas pelos 
methodos clássicos de Cauchy. No capitulo vi faz o sr. Picard 
applicação do theorema de Cauchy, que serve de base á theoria 
dos resíduos, á determinação de alguns integraes definidos, ao 
desenvolvimento das funcções em serie de funcções racionaes, á 
theoria das equações e á theoria das series periódicas. Esta ultima 
applicação constitue a parte mais importante d'este capitulo. O 
sr. Picard estuda ahi profundamente o methodo dado por Cauchy 
para 'obter a serie de Fourier e outras series analogas, dando-lhe 
todo o rigor e clareza. 

No capitulo vi l occupa-se o auctor da representação por inte-
graes duplos do numero de raizes communs a duas equações 
simultaneas. N'elle expõe o sr. Picard os trabalhos de Kronecker 
e os seus proprios sobre este assumpto interessante. 

No capitulo v i u é exposta com a maior clareza a theoria dos 
integraes das funcções não uniformes. 

No capitulo ix são estudadas as funcções analyticas de muitas 
variaveis independentes. Assignalaremos em especial n'este capi-
tulo a extensão, devida ao sr. Poincaré, do theorema de Cauchy, 
relativo aos integraes tomados ao longo dos circuitos fechados, 
aos integraes múltiplos de muitas variaveis. 

No capitulo x é estudada a representação conforme, e é com-
pletada a exposição do methodo de Schvvars para a resolução do 
problema de Dirichlet, o qual é fundado no problema da repre-
sentação conforme. 

Nos capitulos xi e xu são estudados os theoremas geraes sobre 
a existencia dos integraes das equações differenciaes. Encon-
tram-se n'este capitulo as demonstrações dadas por Cauchy do 
theorema fundamental da theoria das equações differenciaes, e a 
demonstração, tão simples, d'este theorema, para o caso das varia-
veis reaes, que o auctor tinha encontrado pouco tempo antes da 
publicação d'este volume da sua obra. 
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Nos capitulos XHI a XVII é feito o estudo das funcções algé-
bricas, das superfícies de Riemann, dos integraes abelianos, etc. 
Este estudo diílicil é feito com a maior clareza e de modo a vêr-se 
que o papel que as superfícies de Riemannrepresentam na theoria 
das funcções multiformes é fundamental e não se reduz a simpli-
ficar a exposição da theoria das funcções algébricas. 

São estes, em resumo, os assumptos de que o sr. Picard se 
occupa no tomo u da sua obra. Só nos resta accrescentar que a 
elegancia da exposição, a profundeza com que são considerados 
os assumptos, a originalidade, quer no fundo, quer na fórma, que 
se encontra em muitas passagens em que o auctor expõe os resul-
tados das suas próprias descobertas, a feliz escolha dos assumptos 
considerados, todos interessantes pela variedade das combinações 
analyticas e profundeza de methodos a que dão origem, collocam 
a obra do eminente geometra entre as mais bellas obras d 'Ana-
lvse. 

Ch. Mera.)/: Lrrnns nouvelles sur I'Analyse infínitésimale, Paris, 
G. Villars, 1894. 

N'um pequeno volume, publicado em 1872, com o titulo de 
Nouvcau Pre'cis d'Analyse infinhésimale, expoz o sr. Méray, de 
um modo muito difTerente do que então era usado, as theorias 
da Analvsc infinitesimal. Seguindo uma ideia ou t ro ra apresentada 
por Lagrange, o auctor reduz toda a Analyse infinitesimal á theoria 
das funcções que podem ser desenvolvidas em series inteiras. As 
funcções que não estão n'estas condições são por elle svstemati-
camente postas de parte, e para justificar esta exclusão funda-se 
na circuinstancia de não terem ellas applicação alguma no estudo 
dos phenomenos phvsicos. Para constituir debaixo d'este ponto 
de vista a Analyse, estuda o auctor as propriedades das series 
inteiras e os diversos algorithmos que dão origem a funcções que 
possam ser desenvolvidas em series inteiras. 

As ideias apresentadas no Nouveau Précis não chamaram a 
principio a attençâo que mereciam, e foi necessário que passassem 
annos e que muitos pontos de vista apresentados pelo auctor d'este 
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opusculo fossem novamente encontrados por outros geómetras 
para que fosse notado o trabalho do sr. Mérav. 

Aproveitando a corrente favoravel às suas ideias, que se vae 
manifestando, e fortalecido por novos estudos feitos no longo inter-
vallo de tempo que vae desde a publicação do seu opusculo até 
á epoclia actual, o anctor vem de principiar a publicação de uma 
obra considerável sobre a Analyse infinitesimal e suas applicações 
geometricas, onde as doutrinas serão expostas segundo o seu modo 
de considerar esta sciencia. 

A obra constará de quatro volumes, dos quaes acaba de ser pu-
blicado o primeiro. N'elle são estudados os principios geraes da 
theoria das funcções e os algorithmos geraes que dão origem a 
funcções no sentido considerado pelo auctor, ficando para os vo-
lumes seguintes as applicações geometricas e o estudo das fun-
cções especiaes. O estudo a que nos estamos referindo é sempre 
feito com a maior generalidade possível, não separando o auctor 
o caso das variaveis reaes do caso das variaveis imaginarias, nem 
o caso de uma só variavel do caso de muitas variaveis. 

Abre a obra por uma exposição muito clara da theoria dos 
números fraccionarios, dos números negativos, dos números irracio-
naes e dos números complexos. Estas ditferenles especies de 
números são introduzidos como symbolos necessários para tornar 
possíveis todas as operações da Álgebra. O methodo empregado 
para a exposição da theoria dos números irracionaes coincide com 
o que se attribue a Heine ; o auctor faz porém notar no prefacio 
que, antes de lleine, o havia eile já publicado na Revuc des So-
ciétés savantcs, em 1869 . 

Estuda em seguida o auctor as propriedades geraes das series 
e as propriedades especiaes das series inteiras, e munido coin 
estes conhecimentos passa ao estudo das propriedades geraes das 
funcções consideradas no sentido a que jâ nos referimos, isto é, 
das funcções representáveis na visinhança de cada ponto por series 
inteiras. Este estudo leva o auctor à noção importante de prolon-
gamento de uma funcção definida por uma serie inteira fóra do 
circulo de convergência d'esta serie, noção que os trabalhos do 
sr. Weierstrass tornaram classica, mas cuja primeira ideia parece 
pertencer ao sr. Méray. 

As doutrinas a que nos estamos referindo occupam a primeira 
metade do volume. 

A outra metade é dedicada ao estudo das condições de exis-
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tencia e propriedades geraes das funcções dadas por integraes 
das equações differenciaes ou das equações ás derivadas parciaes, 
estudo que é feito de uma maneira muito completa e profunda. 
Um capitulo especial é consagrado também á theoria das funcções 
implícitas, cujo estudo o auctor liga com o estudo da theoria das 
equações differenciaes. 

Terminando esta rapida noticia devemos dizer que, pelos pontos 
de vista novos que encerra e pelo modo largo e geral como sào 
considerados os assumptos, a obra do sr. Méray parece-nos ext re-
mamente digna da attençào dos geómetras. 

Ch. Henry: Abrégé de la théorie des fonctions elliptiques, Paris, 
Nony, 1895. 

Contém este opusculo um resumo da parte mais essencial da 
theoria das funcções ellypticas. 

Na exposição do assumpto o auctor dá o primeiro logar ás 
notações de Weiers t rass ; não deixa porém de relacionar com 
ellas e de estudar depois as notações de Jacobi e Abel, habili-
tando d'este modo para a leitura dos trabalhos em que são em-
pregadas umas e outras nolações. 

È dividido o opusculo em quatro partes, sendo na primeira 
estudados alguns princípios geraes da theoria das funcções dupla-
mente periódicas; na segunda as funcções pu, Xu, cu de Weiers -
trass; na terceira as funcções snw, cnw, dnw; na quarta as fun-
cções fI de Jacobi. De todas estas funcções são estudadas as pro-
priedades mais importantes. Para introduzira funcção^u, o auctor 
recorre á serie dupla de Weiers t rass ; as funcções (u e Iog au são 
definidas por integrações de pn e 'Qi; as outras funcções conside-
radas são definidas pelas suas relações com as anteriores. 

A clareza com que está exposto o assumpto torna este opus-
culo muito proprio para o primeiro estudo dos princípios mais 
essenciaes da theoria das funcções ellipticas. 
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E. Pascal: Lezioni Ji Calcolo infinitesimale, Milano, Hoepli, 
1895. 

A pnrte mathematica da importante collecção de manuaes pu-
blicados pela livraria Hoepli, de Milão, acaba de ser enriquecida 
com mais dous volumes. Um (Telles é dedicado ao Calculo d i f e -
rencial, o outro ao Calculo integral e são devidos ao illustre pro-
fessor na Universidade de Pisa, sr. E. Pascal. 

Os assumptos que estes livros contêm são aquelles que o auctor 
ensina no seu curso, e são elles os que se costumam ensinar n'um 
curso regular de calculo infinitesimal. Percorrendo-os com cuidado 
vê-se que estão escriptos com a maior clareza e com aquelle rigor 
de que o auctor tem tão bons exemplos dentro do seu paiz nos 
trabalhos de Dini, Peano, etc. Todos os princípios, todas as obser-
vações, que hoje se julgam indispensáveis para dar á Analyse infi-
nitesimal o rigor que deve ter, são n'estes livros cuidadosamente 
apresentadas, e isto é feito de tal modo que nem a clareza nem 
a precisão são jamais sacrificadas. 

0 primeiro volume está dividido em seis capitulos dedicados 
aos assumptos seguintes: 

1 Funcções reaes de variaveis reaes (principios geraes, limite 
das funcções, continuidade, etc.). II Derivada das funcções. III 
Desenvolvimento das funcções em series. IV Estudo do andamento 
de uma funcção na visinhança de um ponto (máximos e mínimos, 
etc.) . V Algumas applicações analyticas (indeterminações, deter-
minantes funccionaes, etc.) . VI Applicações geometricas (tangen-
tes, curvatura, contato, envolventes, etc.). 

0 segundo volume contém os assumptos seguintes: 
1 Integraes definidos e indefinidos. II Integrabilidade das fun-

cções. III Calculo dos integraes definidos e indefinidos. IV Inte-
graes múltiplos. V Integrações das differenciaes totaes. VII Equa-
ções differenciaes. 

G. Maupin : Queslions d'Algèbre, Paris, 1895. 

A collecção de questões d'Algebra, que acaba de publicar o 
sr. Maupin, ofíerece um interesse que não se encontra ordinaria-
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mente nas collecções d'esta natureza. Este interesse resulta da 
boa escolha que o auctor fez das questões que apresenta (que são 
sempre relativas a assumptos que prendem a atlenção e para 
obter muitas das quaes o auctor recorreu às obras dos grandes 
mestres da sciencia), da elegancia das soluções e das informações 
liistoricas que acompanham muitas d'ellas. Todo o alumno que 
resolver todas as questões apresentadas, terá adquirido no fim 
grande desenvolvimento no manejo dos methodos da Álgebra e 
grande copia de conhecimentos úteis. Os professores mesmo en-
contrarão decerto n'este livro informações e resultados que os 
interessarão. 

Das quçstôes apresentadas, cujo numero é superior a 1 :300, 
muitas sào resolvidas pelo auctor, outras são simplesmente enun-
ciadas. Referem-se á a na Iyse combinatória, á theoria dos Ioga-
rithmos, dos imaginarios, das series, dos infinitamente pequenos, 
das derivadas, dos máximos e mínimos, dos determinantes, das 
fracções racionaes, á resolução numérica das equações, aos inte-
gracs definidos e indefinidos, ás applitfações geometricas do Cal-
culo infinitesimal, ás fracções continuas, á interpolação, á theoria 
das probabilidades, etc. 

B. Niewenglowski: Coiirs de Géométrie Analytique, t. i, Paris, 
G. Villars, 1S94. 

A obra, cujo titulo acabamos de indicar, constará de tres volu-
mes, sendo o primeiro dedicado á linha recta, ao circulo e a uma 
parte da theoria das cónicas, o segundo á theoria geral das curvas 
planas e á continuação da theoria das cónicas e o terceiro á Geo-
metria a tres dimensões. 

0 primeiro volume acaba de ser publicado. As doutrinas que 
encerra estão dispostas em vinte capítulos, onde são considerados 
os assumptos seguintes: 

1 Preliminares. II Linha recta. III Coordenadas homogeneas. 
Coordenadas trilineares. IV Invariantes. V Feixes de rectas. 
VI Circulo. VII Logares geometricos. VIIi Curvas do segundo 
grau. IX Theoria do Centro. X. Theoria dos diâmetros. XI Re-
ducção da equação do segundo grau, com eixos rectangulares, 
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XII Comprimento dos eixos de uma cónica. Theorema de Apol-
lonius. XIII Figuras homotheticas. Figuras semelhantes. XIY 
Theoria das tangentes e das normaes. XV Theoria das envol-
ventes. XYI Pólos e polares. XVII Curvas polares reciprocas. 
XVlII Curvas passando por pontos dados ou tangentes a rectas 
dadas. XIX Theoria dos fócos. XX Secantes communs a duas 
cónicas. 

Flntre estes assumptos encontram-se todos os que fazem parte 
dos programmas de Geometria analytica das nossas escolas e 
muitos outros; porisso os alumnos do primeiro anno dos nossos 
cursos superiores de Mathematica encontrarão no livro que acaba 
de publicar o sr. Nievvenglowski um excellente auxiliar para os 
seus estudos, os professores um excellente modelo para o seu 
ensino. 

Z. G. de Galdeano: Geometria general, Zaragoza, 1895. 

Está publicada a primeira parte d'esta obra, que é consagrada 
á exposição e critica dos theoremas e problemas fundamentaes 
em geometria e dos methodos geometricos. E um trabalho inte-
ressante, em que o illustre professor da Universidade de Saragoça 
expõe, debaixo de um ponto de vista ao mesmo tempo historico, 
philosophico e mathematico, tudo o que é fundamental na sciencia 
da extensão. Abre por uma introducção, em que o auctor segue 
rapidamente, debaixo do ponto de vista indicado, o movimento 
progressivo de aperfeiçoamento d'esta sciencia desde o tempo de 
Euclides ató á actualidade. Vêm depois no livro l .° estudos Iogico-
mathematicos sobre os meios de raciocinar empregados em geo-
metria e sobre a significação de certas palavras que esta sciencia 
vae buscar á Lógica. Encontra-se aqui em particular um estudo 
da natureza dos methodos de indagação e de demonstração svn-
thetico e analytico, estudo bastante desenvolvido na parte que se 
refere ao primeiro d'estes methodos, cujo papel no progresso da 
sciencia geometrica o auctor indica. No livro 2.° são estudados 
os diversos methodos de indagação geometrica. O auctor consi-
dera o methodo euclideano, o methodo trigonométrico, os me-
thodos da geometria projectiva (methodos de Poncelet, de Mobius, 
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de Chasles, etc.), os methodos analytico geometricos (methodos 
de Argand, de Bellavitis1 de Grassmann, de Hamilton, etc.). 

V. Balbin: Tratado de Estereometria genetiea, Buenos Ayres, 
1895. 

A Estereometria genetiea é, como diz o auctor, uma extensão 
da geometria elementar no espaço, que ensina a gerar, segundo 
uma certa lei, todos os corpos geometricos elementares e muitos 
outros, e a calcular os seus volumes por meio de uma formula 
única. 

Ao corpo cujo estudo fórma a base da Stereometria genetiea 
chama o sr. Balbin poliedroide. Este corpo tem por base figuras 
situadas em planos parallelos; cada vertice (ou cada ponto) de 
uma das bases está ligado por meio de uma recta (ou por meio 
de uma curva de lei determinada) com o correspondente da outra 
base, ou com o correspondente e o contíguo a es te ; e as suas 
faces lateraes sào geradas por uma recta que se move apoiando-se 
sobre duas arestas contiguas e conservando-se parallela aos planos 
das bases. 

A Stereometria genetiea tem sido unicamente estudada na Alle-
manha, onde têm sido publicados vários trabalhos a respeito d'ella. 
No presente volume expõe o auctor tudo o que de mais impor-
tante se tem publicado a este respeito, completando o com as 
suas próprias indagações. Com esta publicação fez o sr. Balbin 
um bom serviço, tornando este ramo da geometria elementar 
accessivel a muitos que não conhecem a lingua allemã. 

V. Balbin: Geometria plana moderna, Buenos Ayres, 1894. 

Este opusculo é a traducção de outro, publicado em inglez 
pelos srs. G. Richardson e A. Ramsey, com o titulo de Modem 
plane geometry. E uma continuação dos Elementos de Euclides e 
ao mesmo tempo um livro de preparação para o estudo da Geo-
metria descriptiva das cónicas e dos pontos imaginarios, redigido 
segundo um programma para o desenvolvimento do ensino da 
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Geometria plana, elaborado pela Associação Britannica. São estu-
dados n'elle as propriedades do triangulo, do quadrilátero com-
pleto, de uni ou mais círculos, os máximos e mínimos geometricos, 
as relações inharmonicas, a involução, as polares reciprocas, a 
theoria das projecções, etc. Todos estes assumptos são conside-
rados debaixo do ponto de vista elementar, de modo a poderem 
ser estudados pelos que conhecem somente os Elementos de Geo-
metr ia . É um livro de uma utilidade incontestável, pela natureza 
dos assumptos que encerra e pela clareza com que está escripto; 
porisso o sr. Balbin fez um bom serviço traduzindo-o para a lingua 
hespanhola. 

Ch. Brisse: Coursde Geomèlrie descriptive à iusage des eleves de 
Venseignement seeondaire moderne, Paris, G. Villars, 1895. 

O presente livro é um guia excellente para principiar o estudo 
da Geometria descriptiva. Não contém todos os assumptos do pro-
gramma para o ensino da Geometria descriptiva nas nossas Escolas 
Polytechnicas; todavia pode ser consultado com grande vantagem 
pelos alumnos d'estas escolas, para o estudo da parte do pro-
gramma que n'elle se encontra. 

Está dividido o volume em duas partes. Na primeira parte são 
estudados, os princípios geraes, o methodo das rotações e dos 
rebatimentos, e a Geometria descriptiva da recta e do plano. Na 
segunda parte são considerados o cone, o cylindro e as superfícies 
de resolução. N'um appendice são apresentadas as primeiras no-
ções de perspectiva. 

As figuras estão dispostas no texto, o que facilita muito a lei-
tura d'este volume. 

F. Castellano: Lezioni di Meceanica razionale, Torino, 1894. 

A litteratura mathematica italiana está sendo continuadamente 
enriquecida com obras didacticas excellentes, relativas aos diversos 
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ramos d'esta sciencia. Ent re estas podemos collocar o Manual de 
Meckanica racional, que acaba de publicar o sr. Castellano, professor 
na Real Academia militar de Turim Contém os assumptos que 
constituem o programma de um curso regular de Mechanica ra -
cional, e estes são n'elle expostos com a maior clareza e simpli-
cidade. 

Para dar uma ideia da natureza dos assumptos considerados 
n'esta obra e da sua disposição, vamos dizer o objecto de cada 
um dos vinte e um capítulos em que eila está dividida: 

1 Movimento de um ponto. Velocidade. Acceleração. II Cine-
mática dos svstemas de fórma invariavel. III Movimentode rotação 
de um corpo a roda de um ponto. IV Movimento composto. V Mo-
vimento geral de um corpo. VI Forças applicadas a um ponto. 
Statica do ponto. VII Dynamica do ponto livre. VIII Dynamica 
do ponto não livre. Movimento de um ponto sobre uma linha. 
IX Movimento do ponto sobre uma superíicie. X Attricto. XI Svs-
temas materiaes. Calculo da massa. XlI Centros de gravidade. 
XIII Momentos de inércia. XIV Statica dos svstemas materiaes. 
Equilíbrio dos svstemas de forças. XV Equivalência e reducção 
dos svstemas de forças. XVI Equilíbrio dos svstemas ligados. 
XVIl Poiygonos funiculares. XVIII Dynaniica dos svstemas. Equa-
ções geraes do movimento de um systema. XIX Dvnamica dos 
svstemas rígidos. XX Theoria tias forças instantaneas, da per -
cussão e do choque. XXI Principio das velocidades virtuaes. 

Na exposição o auctor faz largo uso da theoria dos vectores, 
a qual é resumidamente exposta n u m a introducção. 

Cada capitulo é seguido por uma lista de exercidos bem esco-
lhidos. 

X. Antomari: Cours de Mécanique, Paris, Nony, IS95. 

N'este pequeno volume são expostos de uma maneira muito 
simples e muito clara os primeiros princípios de Mechanica ra -
cional. 

Abre por um capitulo onde são estudados alguns principios de 
Geometria analytica a três dimensões, dos quaes o auctor faz 
depois uso. Segue-se a Stãtica, a Cinematica e finalmente a Dy-
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namica. Da Stalica vem a theoria da composição das forças e dos 
binários, o estudo do equilíbrio do ponto e do solido invariavel, 
a theoria dos centros de gravidade, e a theoria das machinas cha-
madas simples. Da Cinematica vem a parte que se refere ao 
movimento do ponto. Da Dynamica vêm a theoria do movimento 
do ponto, á applicação d'esta theoria ao movimento dos projecteis 
e algumas noções geraes relativas á theoria das machinas em 
movimento. 

Este livro é destinado aos candidatos á Escola militar de Saint-
Cyr, e contém porisso só os assumptos exigidos para a entrada 
na referida Escola. 

X. Antomari et C. Laisant: Questions de Mécanique, Paris, Nony, 
1895. 

Esta excellente collecção de problemas é destinada aos alumnos 
que se querem familiarisar com os primeiros princípios da Me-
chanica racional. Porisso os auctores tiveram o cuidado de não 
apresentar problemas de grande difficuldade. Muitos d'elles têm 
sido propostos nos exames oraes para a entrada na Escola Poly-
technica de Paris. 

A classificação dos problemas é feita em capítulos, havendo em 
cada capitulo problemas que são acompanhados das respectivas 
soluções e outros que são simplesmente enunciados. Cada capi-
tulo principia por um resumo das fórmulas e theoremas perten-
centes â theoria a que os problemas que vão seguir se referem. 

Termina o volume um resumo, muito bem feito, da Geometria 
vectorial, cuja importancia em Mechanica, hoje aliás reconhecida, 
os auctores tornam evidente por meio de algumas applicações. 

G. T. 
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SOBRE LOS CÍRCULOS RAOICALES 

POR 

D O N J U A N J . D U E A N L O R I G A 

Comandante de Artilleria 

Se sabe que el lugar geometrico de los puntos tales que sus 
potencias con relacion á dos circunferências fijas guardan la rela-

m . r • 

cion — es una circunferência, y si suponemos m — — n, esta linea 

tambien será el lugar de los puntos que tienen respecto á otras 
dos de esta clase potencias iguales y de signos contrários, que 
la analogia nos conduce á IIamarIa circunferência radical (*) de 
las propuestas. Es muy fácil determinar su centro y radio. 

Llamemos P<j y Po- Ias potencias de un punto P dei plano res-
pecto á las circunferências O y O'. Se tendrá Po = - P o / à lo que 
es lo mismo, llamando l y I1 las distancias de P á los centros y 

(*) Algunos autores, en particular los ingleses , llaman «circulo radical» 
(radical circle) al que corta ortogonalmente á otras tres pero nos parece 
preferible la denominacion m a v usada de «circulo ortotomico» y llainar 
circulo radical al que es objeto de este estúdio. 

7 
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d la distancia OO', 
* 

Z S - R 2 = R ' 2 - / ' * e s decir W 2 = R 2 H - R ' 2 . 

El centro de la circunferência que buscamos será por consi-
guinte el médio de OO' y su radio será 

Para que la circunferência radical exista, es preciso que se 
tenga 

esta condicion se cumple siempre, cuando las circunferências son 
tangentes (ya exteriores ó interiores), secantes ó interiores, pero 
si son exteriores podrâ existir ó no la circunferência radical. 

Cuando Iascircunferencias son secantes, teniendo evidentemente 
que pasar la circunferência radical por los dos puntos de corte 
(de potencia cero), podrá describirse inmediatamente. 

Cuando son tangentes exteriores, la circunferência radical será 
tangente interior á Ia de m a j o r radio y en el punto de tangencia 
de las dadas (puesto que este punto tiene potencia cero respecto 
á ambas) y como su centro es en todos los casos el médio de la 
linea de centros, es tambien su trazado inmediato. Si se qniere 
numericamente determinar su radio sin recurrir al hecho visto á 
priori, se liará d = R + R' en el valor de p y resulta como es 

1 
consiguinte p = — (R — R'). 

M 
Si son tangentes interiores, tambien resultará la circunferência 
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radical tangente à las dadas y su radio será p = — (R + R'). 

Si las circunferências son concêntricas, tambien lo será con ellas 
la radical y su radio se obtendrá haciendo d = O en el valor de p, 
con lo que resulta 

P = I y / 2 ( R * + R'S). 

Para el trazado gráfico de la circunferência radical de dos 
exteriores (cuando existe) ó de dos interiores, se utilizaran las 
consideraciones que vamos â exponer. 

Consideremos tres circunferências O, O' y O'', llamemos ir00/ la 
circunferência radical de O y O' y t 0 0 „ la de O y O"; si estas 
circunferências se cortan, se tendrá en los puntos de interseccion 

(Po = -Po' 
l por consiguinte P 0 / = P 0 " 
(P0 = - P 0 " 

es decir que el eje radical de O' y O'' lo es tambien de ir00, v X00//. 
Cuando las circunferências radicales no se cortan, tambien es 

Iacil dar una demonstracion geometrica, y aun mas sencillo de-
monstralo analiticamente, como liaremos mas adelante. 

Esta observacion sugiere el médio de encontrar la circunferência 
radical de dos exteriores (si existe) ó de dos interiores O y O'. 
Cortense por una tercera O", determinese la circunferência radical 
de O y O'' y el eje radical de O' y O" y se tendrá uno ó dos puntos 
de la circunferência que se quiere determinar y de Ia que el centro 
es conocido. 

La circunferência O" debe elegirse de un modo conveniente 
para que se corten el eje y circunferência radical auxiliares, lo 
cual es fácil conseguir. 

Puede verse graficamente si existe la circunferência radical en 
el caso de ser las dadas exteriores (único caso en que puede haber 
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imposibilidad) por Ia siguiente construccion (*). Levantase en el 
extremo dei radio OA la perpendicular AB igual al radio R' de 
Ia otra circunferência, unase O con B, tracese la perpendicular 
BC = OB y si la circunferência descrita con el radio OC envuelve 
el centro 0' la circunferência radical existe. 

La sencillez de esla construccion evita otras esplicaciones. 
Cuando dos circunferências son ortogonales, se ve claramente 

que Ia radical pasa por los centros de ellas, como se deduce tam-
1 

bien dei valor de p, pues siendo R 2 + R ' 2 = OO'2 , resulta p= — OO'. 

La reciproca es tambien cierta, como se ve facilmente. 
La consideracion de circunferências radicales permite resolver 

inmediatamente el siguiente problema: 
Se tienen dos circunferências tangentes, por ejemplo interiores, 

O y O' de rádios respectivos R y R' por el punto de tangencia p 
se trazan secantes, tales como pam y se toma en sentido con-
trario una longitud am' — am. Cual es cl lugar geometrico de 
el punto m ' ? 

Tracemos la circunferência O" que tenga por circunferência 
radical respecto á la O, Ia O' y se tendrá en valor absoluto 
ap.am = ap.am' y por Io tanto am' = am; el lugar buscado es 

por conseguiente la circunferência O". Para determinar su radio a1, 
1 

notemos que se tiene Pv' = — (R — x), de donde se deduce 

x = R — 2R ' . La circnnferencia encontrada es tangente exterior 
ó interior ã la O segun sea R — 2 R ' ^ 0 . Si Ia circunferência O' 

pasa por el punto O, el lugar geometrico se reduce al punto p 
lo cual es evidente. 

l iemos dicho anteriormente que si se tienen tres circunferências 
O, O' y O" y se determinan las radicales de dos grupos OO' y OO'' 
por ejemplo, el eje radical de estas circunferências radicales es 
el mismo que el de las dei tercer g rupo .— Esto permite demos-
t rar con grau sencillez que las circunferências descritas sobre las 
medianas de un triangulo como diâmetros, tienen de dos en dos 

(#) Se ruega al lector haga las figuras. 
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por eje radical las alturas de dicho triangulo. Observemos en 
efecto que si sobre los lados de un triangulo como diâmetros se 
describen circunferências, las radicales de estas sou las trazadas 
sobre las medianas (asi p. e. Ia correspondiente á las descritas 
sobre b y c es Ia que tiene por diâmetro la mediana relativa al 
lado a); resulta pues, en virtud de nuestra observacion, que Ios ejes 
radicales de las ultimas seran los mismos que los correspondientes 
á las primeras, es decir las alturas dei triangulo. Tenemos pues 
seis circunferências que tienen por centro radical comun el or to-
centro dei triangulo dado. 

Si consideramos ahora las circunferências descritas desde los 
médios de los lados como centros con un radio igual á las medianas 
correspondientes y á las que hemos Ilamado por ciertas razones, 
que en otra ocasion espusimos, circunferências potenciales (vease 
nuestra nota dei Progreso matematico, tomo v, pag. 70) , es evi-
dente que dichas circunferências son las descritas tomando como 
diâmetros Ias medianas dei triangulo anticomplementario, pero 
por otra parte, en virtud de lo anteriormente dicho, estas circun-
ferências son las radicales de las descritas sobre los lados de este 
último triangulo, podemos en consecuencia decir que Ias circun-
ferências descritas desde los vertices de un triangulo como, centros 
con rádios iguales á los lados opuestos tienen por circunferências 
radicales las potenciales de dicho triangulo, y que por Io tanto su 
centro radica! es el ortocentro dei triangulo anticomplementario 
dei propuesto. 

Tenemos pues un segundo grupo de seis circunferências que 
tienen el mismo centro radical. 

Hemos dicho que, cuando dos circunferências son ortogonales, 
Ia circunferência radical tiene por diâmetro la linea de centros y, 
como el circulo de Longchamps es ortotomico de los descritos 
desde los vertices como centros con rádios iguales â Ios lados 
opuestos, resulta que las circunferências que tienen por diâmetros 
las rectas que unen el ortocentro de un triangulo con el de su 
complementam son las radicales dei circulo de Longchamps y de 
los otros tres de que hemos hecho mérito. 

EI mismo critério puede servir para encontrar las circunfe-
rências radicales de algunas otras dei triangulo, pero en todos los 
casos puede recurrirse á Ia geometria analitica, es en efecto evi-
dente que si C = O y C = O son las ecuaciones de dos circunfe-
rências, la de la radical será C+ C ' = O va se trate de coorde-
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nadas cartesianas ó trilineales; así la circunferência radical de las 
representadas por las ecuaciones 

y si en particular se toma por eje de las X la linea de centros y 
una de ellas tiene el suyo en el origen (suponemos rectangular el 
sistema) la circunferência radical s e rá : 

resultado que comprueba lo que anteriormente hemos dicho, que 
para que la circunferência radical exista tiene que ser la distancia 

de centros menor que V^ 2 (Il2 + It '2 . Si esta distancia es 

v2 ( R 2 + R 2 , la circunferência se reduce á un punto situado en 
lá linea de centros, interiormente à la circunferência de major 
radio y á una distancia de su centro igual á la anterior cantidad 
radical dividida por dos. 

Si se tratà de coordenadas baricentricas y las circunferências 
dadas son 

x i + y i + 2 A x + 2By + C' = 0 , 

a2 + 2/2 + 2Á'x+2B'y + C ' = 0 , 

es la siguiente: 

z 2 + y2 + (A + A') x + ( B + B') y + — (C + C' = O), 
JL 
1 

2 ( R 2 + R'2) - a 2 

4 ' 

x S u x — 2 « V / = o 

x 2 M ' a - S a V / = o 
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la circunferência radical es 

S « . S ( t t + « 0 ^ S a i P Y = 0 -

Es muy fácil probar analiticamente un hecho que anteriormente 
hemos consignado y es que si tenemos tres circunferências O, O', 
O" y las agrupamos de dos en dos, el eje radical de las circunfe-
rências radicales de dos grupos lo es dei tercer grupo. Tenemos 
en efecto Mamando 

C = O . . C = O . . C" = 0 

las ecuaciones de las tres circunferências dadas 

( C = O ( C + C = 0 
LacircunferenciaradicaIdel esC-f C ' = 0 \ E j e radical de] e s C ' — C " = 0 

(C' = 0 ( C + C " = 0 

( C = O ( C = O 
La » v de es C + C " = O j E j e » de es C - C ' ' = O 

C " = 0 C " = O. 

Si despues de encontrar las circunferências radicales de tres 
dadas operamos lo mismo (cuando es posible) con las que sucesi-
vamente vamos obteniendo, podran resultar series triples de cir-
culos sometidos á ciertas ligazones cuyo estúdio puedese r curioso. 

La consideracion de circunferências radicales en la geometria 
dei triangulo relacionando las relativas á círculos notables de este, 
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con otros circulos, rectas y puntos ligados al mismo, podrá quizas 
dar lugar á resultados interesantes, pero faltos hoy de tiempo para 
hacer un estúdio detenido solo hemos apuntado ideas, que nos 
proponemos desarrollar en otra ocasion. 

La Coruna, Junio, 1 8 9 5 . 



MATHEMATICAS E ASTItONOMiCAS Í05 

RÈGLE D ANALOGIES DANS LE TRIANGLE 
OU TRANSFORPIIATION CONTINUE ET TRANSFORMATION 

ANALYTIQUE CORRESPONDANTE 

PAR 

E . L E M O I N E 

On rencontre nombreuses propriétés da triangle ayant entre 
elles des analogies évidentes; pour n'en citer que 1'exemple Ie 
plus simple: à chaque propriété ou entre Ie cercle inscrit corres-
pondent des propriétés analogues pour chaque cercle ex-inscrit, 
mais toutes Ies fois qu'un géomètre trouve une proposition nou-
velle, il ne peut arriver à décernir Ies propositions analogues 
qu'après certains tâtonnements; nous nous proposons d'indiquer une 
Ioi qui donne explicitement sans aucun calcul, pour un três grand 
nombre de formules ou de théorèmes, Ies formules ou Ies théorè-
mes analogues. 

Nous appellerons A, B, C, a, b, c, p, p — a,p — b,p — c, S, R, 
r.> f\> rc> r, 8, » , <$c, o» etc. Ies angles, Ies cotés, Ie demi-
périmètre, Ies quantités 

b+c—a c+a—b a+b—c 

2 ' 2 ' 2 ' 

la surface, Ie rayon du cercle circonscrit, Ies rayons des 3 cercles 
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ex-inscrits, Ie rayon du cercle inscrit, Ies quantités 

4 R + r , 4 R — r„ , 4 R - r t ) 4 R - r c , 

1'angle de Brocará, etc. 
Théorème: 
Si dans une formule entre Ies éléments du triangle on change 

A, B, C, a, b, c, p, (p — a), (p — b), (p—c), S, R, ra,rb, rc,r, 
5» » ^ > »w etc., respectivement en — A, tu — B, t — C, a, —b, 
— c, —(p — a), —p, (p — c), (p — b), — S, — R , r , — rc, — rb, 
ra, — S a - à, — — , — to, etc. , on aura une formule exacte, 
quelquefois identique à la première, quelquefois différente. 

Cela revient, au fond, à ceci, qui est évident: 
Si 1'on a 1'identité 

f(a, b, c) = 0 

on aura aussi 1'identité 

f(a, -b, —c), 

mais Ies consequences sont extrêmement fécondes pour la Géomé-
trie du triangle. 

Si 1'on a démontré par exemple la formule: 

a 2 ra + ò 2 rb + c2 rc = 4/) ' (R — r) 

on en tire immédiatement 

— a 2 r + ò 2r e + c 2 r t = 4 ( ^ - o ) 2 (R + r.), 
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de même de 

2 (6 — a)2 (c — a)2 = ( j > » - 3 r j ) > 

on dedu i t : 

(ib + a ) 2 ( c + a)2 + (b -f a)'2 ( 6 - c)2 + (c + a ) 2 (6 - c ) 2 = 

= [ ( / > - « ) 2 + S r A ] 2 

formules qu'il eut été impossible de deviner à priori. 
Nous appelous cette transformation la tranformation continue 

en A, à cause de la manière dont nous y sommes primitivement 
parvenus en considérant un triangle ABC et en cherchant ce que 
deviennent par continuité Ies éléments en faisant mouvoir A sur 
BA dans Ies sens BA après que A est poussé à 1'infini. Il y a évi-
demment aussi la transformation continue en B et la t ransforma-
tion continue en C. 

Le même ordre d idées donne Iieu à une transformation analy-
tique fort curieuse. 

Soient x, y, z Ies coordonnées normales absolues d'un point M 
relatives à un triangle de référence ABC, coordonnées que nous 
supposons fonctions des éléments du triangle. 

Soit K une expression quelconque fonction de ces éléments; 
nous désignerons par K0 ce que devient 1'expression K Iorsque i'on 
fait subir à ses éléments Ia transformation continue en A. 

Cela posé, on demontre : il y a un point Ma dont Ies coordonnées 
normales absolues sont: — xa, y„, za \ c'est Ie transformé continu 
en A du point M. 

Si maintenant 

(1) f(%, y, z, K, K'...) = O 

représente un certain Iieu dépendant de M, Iieu correspondant 
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par conséquent á une propriété P de M 

(2) f ' - x , y , z , H a K ' a . . . ) = 0 

représentera Ie Heu que Ton obtiendrait en transformant continue-
ment en A la propriété P, propriété nouvelle que j 'appelle Pa. 

Nous dirons que (2) est la transformée continue en A de l 'é-
quation (1). 

Conséquence : 
Si une propriété P a été établie par une série de calculs ou de 

raisonnemenls, on trouvera immédiatement la série de calculs (ou 
de raisonnemenls) quil faudrait faire pour élallir directement P0, 
en transformant conlinuement en A chacune des équatious qui for-
ment Ie calcul qui conduit à P. 

Il n'est du reste nullement besoin de repasser par ces inter-
médiaires et de P on déduit immédiatement P0. 

Exemples : 
I . 0 Si H, O, O 0 , K sont Ie point de concours des hauteurs, Ie 

centre du cercle inscrit, Ie centre du cercle ex-inscrit tangent 
au côté BC et au prolongement des deux autres, Ie point de 
Lemoine d'un triangle, on a: 

Surface H O K = ^ ^ 
24 p cotg w 

on en déduit immédiatement: 

H 0 K + + 
24 (p — a) cotg o 

2.° L'hyperboIe Ha qui a pour foyers B et C et passe en A 
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a pour équation: 

{P ~ b) (P ~ c) (Pi !/2 + e' Zi) - bcyz [(p - c2)2 + (p - 6)2] + 

+ abe (c — 6) x [y — z) = 0. 

La transformation continue en A reproduit Ie même résultat, 
mais la transformation en B donne 1'ellipse E a , qui a pour foyers 
B et C et passe en A 

p [ p - a ) (ò2 y2 + c2 2«) + bcyz[p* + (p - a) 2 ] + 

+ abe {c + b)x(z + y) = 0. 

Nous ne pouvons entrer ici dans de plus longs détails, que l'on 
trouvera par exemple dans Ies comptes rendus des congrès de 
1'Association française pour Tavancement des Sciences; disons seu-
lement en terminant que la transformation continue s'applique au 
tétraèdre et que, si a et a1, b et b', c et d sont Ies groupes d 'a-
rêtes opposées du tétraèdre ABCD, Ia transformation continue 
en D revient à changer a, b, c, a1, b', c' en a, b, c, — a', —b', 
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SOBRE UMA FÓRMULA DE ANALYSE 

POR 

JOÃO AREZ 

O sr. dr . F. Gomes Teixeira deu 110 tomo x v m do jornal do 
sr. Battaglini uma demonstração da fórmula (*) 

„ n! d™f > a , 

i 2 

/ « V / " \ 3 ' / W V 

onde yW é a derivada da ordem n de y em ordem a x, sendo 

y = /"(«! , « a , . . . «(), M1 =91(3;) , M2 = 92'®), ui = <fi(x), 

(#) Vide também o Calculo differencial do sr. G. Teixeira, 2." edição, 
pag. 215. 
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onde o sommatorio se refere a todas as soluções inteiras e posi-
tivas da equação 

<* + 2;3 + . . . + » X + «' + 2 ^ ' + . . . + n x ' 

+ . . . + «(*-!) + 2 ^ - 1 ) + . . . nXÍi-D = m 

* 

e onde é 

« + (3 + . . . + X = a , a ' + P ' + . . . + * ' = & . e t c . 

e 

a+ b + c+ . . . =m. 

É esta a fórmula que pretendemos aqui deduzir como appli-
cação da fórmula de Taylor. 

Com effeito a fórmula de Taylor pôde escrever-se 

f[u\ + h\ , U.2 + / l 2 ) . . .) — / ' ( « ! , M 2 , . . ,) 

1." I b 

_ K dmf 
a! ' 6! ' ' ' dau\ duh%. 

onde 

m = a-\-b + c+ . 
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as quantidades A1 , A2 . . . , A; sendo dadas pelas relações 

h\ = çi (x + A) — <pi (x) = 2 " f ^ p 

Ass = ? 2 (x + A) - <P-2 (x) = S «2° "Tf ' 

hl = <fi(x + h)- <fi(x) = 2 uf -Jf-

i 
Mas por ser por hvpothese y uma funcção de x, temos 

hn 

f{ux + A1 , uz + hz,. . . ) - f [ u t , M 2 . . ) = 

Logo será 

1 2 

\ 

desenvolvendo as potencias do 2 . ° membro d'esta egualdade, tere 
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mos de eíTectuar as operações n'elle indicadas 

- S a
7 y W = S — - t T il 3 , a , b n~ du" du . . 1 Z 

^ a ! f t ! . . J ! st! . . . l ' \ . . . - - " U r J W • • 

onde é 

« + p + . . . + > = a 

+ . . . + X ' = 6 

EguaIando os coeficientes das mesmas potencias de h em 
ambos os membros d'esta ultima egualdade e notando que para 
isso basta pôr 

a + 2 (3+ . . . + n x + « ' + 2(3 '+ . . . + n V + . . . + «( '-*) 

+ 2 ? ( ' - ! ) + . . . + n x ( * - l ) = n 

achamos a fórmula (a) que pretendiamos demonstrar. 
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NOTE SUR LA GÉOMÉTROGRAPHIE 
OU ART DES CONSTRUCTIONS GÉOMÉTRIQUES 

PAR 

E. LEMOINE 

M. Haton de la Goupillière a présenté pour nous à Ia séance de 
1'Académie des Sciences de Paris du 16juil let 1888 une note sur 
un mode d'évaluation de la simplicité dans Ies constructions géo-
métr iques; Ie sujet s'esl beaucoup étendu depuis nos premières 
études et ce sont Ies résultats obtenus dans cette voie que nous 
nous proposons de signaler. Nousrappelons que Rj , R2 représen-
tent respectivement 1'opération qui consiste à faire passer Ie bord 
de la règle par un point placé et l'opération qui consiste à tracer 
Ia droi le ; que C j , Cs , C3 représentent respectivement 1'opéra-
tion qui consiste à mel t re une pointe du compa» en un point du plan, 
l 'opération qui consiste à mettre une pointe du compas en un 
point indéterminé d'une ligue tracée et l'opération qui consiste à 
tracer Ie cercle. Il y a encore avec Ie compas une autre opération 
élémentaire possible, c'est celle <jui consiste à fixer en b sur une 
Iigne tracée une des pointes R du compas — lorsque la pointe A 
est fixée elle méme en 1111 point a — pour tracer un cercle de rayon 
ab sans se s e n ir autrement de b, ou pour fixer la pointe A ou 
un point d'une ligne tracée. 

Cela se présenterait par exemple dans Ie problème suivant: 
Prendre une lonyueur qui soit k fois une Iongueur donnée, mais 
nous n'avons pas ajouté un symbole spécial pour cette opération 
parce que cela aurait, sans avantages à notre avis, compliqué Ia 
méthode. 
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Toute construction effectuée par Ia règle et Ie compas peut 
donc se représenter par Ie symbole 

op: (mi R 1 + m j R a + «j C1 + n2 C2 + ng C3), 

nous appellons: simplicité ou coefficient de simplicité, Ie nombre 
total : Jn1 + + M1 + n2 + «3 des opérations élémentaires R 1 , 

-R 2 , C 1 , C2 , C3 e t : Exaclilude ou coefficient d'exactitude Ie 
nombre tnj + «1 + H2 Texactitude variable de la construction ne 
dépendant évidemment en somme que des opérations de prépa-
ration m\ , Ji1 , et non, à proprement parler, des opérations 
de tracé 

.11 ne serait pas exact de dire que W1 + Wi2+ «j +% + ?¾ est 
une mesure de la simplicité, en donnant au mot mesure Ie sens 
ordinaire du mot en mathématiques, car Ies opérations élémen-
taires R1 , R2 , Ci , C 2 , C3 sont des unités différentes. Mais ce 
mot de mesure est commode à employer et la pratique de la 
méthode montre bien qiTil correspond réellement au but que Ton 
se propose quand on décompose une construction en ses opéra-
tions élémentaires. Il faut encore remarquer que nos évaluations 
ne peuvent suivre exactement la pratique, car des opérations théo-
riquement identiques sont rendues soit impossibles quelquefois 
soit três difficiles à cause des longueurs des rayons des cer-
cles, des positions des droites, etc. Ce que nous faisons c'est une 
évaluation ralionnelle, rien de plus, mais qui, toutes proportions 
gardées, est à une évaluation réelle, impossible je crois, ce que 
Ia mécanique rationnelle est aux applications de !'industrie. 

Nous rTavions eu d'abord que Tidée d'évaluer la simplicité des 
constructions, mais comine la notion de Ia durée des opérations 
nécessaires à une construction n'entre pas directement dans notre 
évaluation, nous avons éié bientôt conduit íl évaluer théoriquement 
1'éxactitude; là encore nous avons évidemment aussi une évalua-
tion seulement ralionnelle puisque nous ne tenons pas compte 
des anglos sous Iesquels Ies lignes se coupent, etc.; enfin Tappli-
cation que nous avons Iaite de noire méthode à de nombreux 
exemples nous a conduit à trois résultats principaux dont Ie pre-
mier est tout à fait inattendu : 

I . 0 Presque toutes, pour ne pas dire tou tes—tan t il y a peu 
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d'exceptions — Ies constructions données séculairement dans Ies 
Traités de Géométrie pour Ies constructions fondamentales sont 
trop compliquées; mème : mener par un poinl donné une parallèle 
à une droite donnée. Les unes un peu trop comine celle que nous 
citons, Ies autres de plus de moitié, comme : eonstruire la moyenne 
proportionnelle entre drux longueurs données et nous en avons donné 
de plus simples. La cliose tient à ce que Ies Grecs, de qui nous 
tenons la Géométrie, Ia traitaient uniquement au point de vue 
spéculatif, ils ne faisaient point d'épures, et nous avons continué 
leurs routes. 

2.° Il y a un art propre des constructions géométriques que 
nous avons appelé la GéoméIrograpkie et qui a ses méthodes et 
son élégance particulières. 

3.° La simplicité didactique de 1'exposition géométrique n'a 
aucun rapport avec la simplicité et par suile avec Ia probabilité 
d'exactitude de la construction effectuée. 

Celie ci doit être étudiée à part au moyen de la Grométrogra-
phie; nous n'en citerons que deux exemples. La solution si élé-
gante (et donnée dans Ious Ies traités de Géometrie anah tique) de 
Charles pour Irouver en grandeur el en position Ies a ores d'une ellipse 
dont o/i connaít deux diamèlres conjugues en grandeur et en posi-
tion est plus compliquée à construire que d'autres moins con-
nues. 

L'admirable solulion de Gergonne et de Bolillier du problème 
d'Apollonius: mener Ies cereles tangenls à irois cereles donnés con-
duit à une construction de beaucoup la plus compliquée parmi 
celles du mème problème que nous avons analysées. 

En résumé, c'est Ia simplicité spéculative et didactique que Ies 
Géomòtres ont toujours considerée jusqui'ici. La Géomélrographie 
s'occupe au contraire uniquement de Ia simplicité de la constru-
ction effectuée. 

La règle et Ie compas sont Ies seuls instruments que la Géo-
métrographie pure admet et elle s'occupe alors sur un point de vue 
des problèmes spéculatifs que Ies Giecs appelaint Ies questions 
résolubles par la droite et Ie cercle, ce qui contient evidemment Ia 
Géométrie de la règle seule el la Géométrie du compas. Si on 
applique la Geomelroyraphie aux épures de Ia Géométrie descn-
ptive on est conduit à admettre 1'usage d'un autre instrument: 
1'équerre, on n'a pour cela qu 'a jouter à l í j , Ra , Cj , C» , Ca 
Ie symbole E qui désigne Toperation consistant à faire glisser 1 e-
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querre Ie Iong de la règle j u squà ce que son bord passe par un 
point donné. 

Si on appiique la Géomélrographie aux constructions de la Mé-
canique 011 à Ia Statique graphique, il faut admettre Temploi des 
régies divisées ce qui introduit l'idée générale tlu nombrer, c'est 
à tlire 1'arilhmologie, mais il n'y a pas besoiu de nouveaux sym-
boles et !'opération de prendre entre Ies branches d'un compas 
un certain nombre donné de divisions sera 2Cj comme cela serait 
pour prendre une longueur donnée, seulement la différenee théo-
riqueest essentielle. Ainsi: diviser une droite donnée dans Ie rap-
port de deux Iongueurs données est un problòme de Géométro-
graphie pure qui se résout aisément; et diviser une droite donnée 
dans Ie rapport de deux nombres donnés m et n est un problème 
qui pour I romer sa solution générale Ia plws simples possible quels 
que soient m et n, conduirait par Ia géométrographie pure à une 
question d'arithmologie que je ne crois pas résolue car il faudrait 
dabofd savoir résoudre la suivante: trouver, Ie plus simplement 
possible, une longueur qui soit k fois une longueur donné et I'on 
verra facilement que cette dernière revient à une question tout à 
fait analogue à celle-ci: quel est Ie nombre minimum de multipli-
cations nécessaires pour élever un nombre A à la puissance p, ques-
tion non résolue. L'err>ploi de la règle dívisée s'impose pratique-
ment donc en stalique Graphiaue pour la construction des centres 
de gravité de n points, etc. 

Nous ne pouvons traiter ici en détail Ies questions dont nous 
venons de parler et nous renvoyons à notre mémoire développé qui 
a paru dans Ies comptes rendus du Congrès de Pau de l'Asso-
ciation Française pour I avancement des sciences, 1892 . 
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BiBLIOGRAPHIfl 

F. Porro : Astronomia sferica elementarmente exposta, Roma, 
1894. 

0 presente livro foi escripto pelo sr. Porro, professor de Astro-
nomia na Universidade de Turin, nào só para servir aos seus dis-
cípulos a fim de aprenderem os primeiros elementos d'esta scieneia, 
necessários para estudarem depois os pontos mais elevados d'elia 
que fazem parte do curso, mas ainda áquelles que se queiram 
preparar com os conhecimentos astronomicos necessários para o 
estudo da Geographia, da Geodesia, da Physica, da Meteorologia, 
da Engenheria e da Navegação. 

Nem sempre os livros de Astronomia apresentam esta sciencia 
debaixo de fórma attrahente que concorde com a belleza d'ella. 
Ao livro que acaba de publicar o illustre professor italiano não se 
pôde fazer este reparo ; lê-se com prazer e com proveito. E pe-
queno no formato, mas contém muito assumpto, e este é muito 
bem escolhido e muito bem exposto. N e s t a exposição o andor 
leva as suas referencias até aos trabalhos mais modernos e 
acompanha cada doutrina considerada de notas históricas cheias 
de interesse. 

Os assumptos estão dispostos em dez capitulos, onde são consi-
deradas as matérias seguintes: 

1 A esphera celeste e o seu movimento diurno. !I O movi-
mento annual do Sol. III Transformações das coordenadas. IV A 
medida do tempo. V O movimento da Lua. VI A parallaxe diurna 
c a refracção. VII As variações dos planos fundamentaes. VIII A 
aberração e a parallaxe annual. IX A reducçâo dos logares estel-
lares e os movimentos proprios. X O systcma solar. 
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E. Lucas: Récréations mathématiques, l. ir, Paris, G. Villars, 
1894. 

Quando dêmos noticia do apparecimento do tomo in das Ré-
créations mathématiques, 110 volume anterior d'este jornal, dissé-
mos que E. Lucas publicou em vida dous tomos d'esta obra e 
que, depois da sua morte, foram encontrados nos seus papeis dous 
tomos promptos para serem impressos. O 2.° d'estes volumes, o 
4.° da obra, acaba de ser publicado e é, corno os anteriores, viva-
mente interessante. Eis os títulos dos recreios que contém: 

I O calendariu perpetuo e o calendario automatico dos resíduos. 
II A Arithmetica em bolas. IlI A Arithmetica em paus. IV O 
jogo das palhetas 110 século 13.° V Os quadrados mágicos de 
Fermat. VI A Geometria das rêdes e o problema dos dominós. 
VIII A Geometria das regiões, o problema geographico das quatro 
côres e as rêdes de pontos triplos. VIII A machina para marchar. 

Johann G. Hagen: Synopsis der hoeheren Mathematik, t. 11 (Geo-
metrie der algebraischen Gebilde), Berlin, Felix L. Damas, 1894. 

Deu-se no tomo x, pagina 109 d'este jornal, uma breve noticia 
a respeito do 1.° volume d'esta obra importante. Ahi dissémos 
que é ella uma vasta encyclopedia mathematica, em que são apre-
sentados, segundo a ordem lógica, os differentes assumptos que 
fazem parte das sciencias mathematicas. 

O 2.° volume, que acaba de ser publicado, é consagrado á Geo-
metria. N'elle são considerados todos os ramos da Geometria, a 
respeito dos quaes são enunciadas as mais importantes proposi-
ções, fórmulas, methodos, regras, etc., que têm sido apresentadas 
pelos geómetras, tudo disposto segundo a ordem lógica dos assum-
ptos e acompanhado de indicações bibliographicas preciosas. Para 
o estudo de cada questão o auctor recorreu aos trabalhos dos 
geómetras mais eminentes de todos os paizes, e principalmente 
áquelles que são considerados como fundamentaes; porisso a obra 
está inteiramente á altura do estado actual da sciencia que consi-
dera. 

O volume considerável de que estamos dando noticia está divi-
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dido em treze partes, onde são respectivamente estudados os fun-
fundamentos da Geometria, a Geometria projectiva, os diversos 
systemas de coordenadas, os systemas de linhas de I 0 e 2.° grau, 
a Geometria vectorial (methodos de Argand, Grassmann, Hamilton, 
etc.), a theoria geral das curvas planas, as curvas planas de se-
gunda ordem, as curvas planas de terceira ordem, as curvas planas 
de quarta ordem, a theoria geral das curvas empenadas e das 
superfícies, as curvas empenadas e as superfícies de segunda ordem, 
as superfícies de terceira ordem, as superfícies de quarta ordem. 

Como o anterior, este volume revela no auctor uma erudição 
admiravel, tal é a quantidade de factos geometricos que, a respeito 
de cada um dos assumptos que acabamos de enunciar, elie contém. 

A Synopsis der hoehren Mntliematik é uma obra de grande uti-
lidade, que deve fazer parte da bibliotheca de todo o mathematico, 
que de certo terá frequentes vezes occasião de a consultar, para 
saber a respeito de cada assumpto as principaes proposições conhe-
cidas, quaes os auctores que as estudaram, etc. 

Répertoire bibliograpliique des sciences matliématiques (fiches I à 
100), Paris, Gauthier Villars et Fils, 1894. 

No volume ix d'este jornal deu-se noticia da resolução, tomada 
pelo Congresso de Matliematica que teve Iogar em Paris em 1889, 
de publicar um Repertorio bibliographico das sciencias mathema-
ticas, contendo os tilulos de todos os trabalhos mathematicos 
publicados em todos os paizes desde o principio d'este século, 
l ío je temos o prazer de annunciar que uma primeira serie de 100 
folhas do Repertorio acaba de ser publicada. 

Contém esta serie a indicação de perlo de mil trabalhos ma-
thematicos, publicados em diversos paizes, entre os quaes bas-
tantes dos publicados nas collecções periódicas do nosso paiz. 

É desnecessário indicar a importancia de semelhante publicação, 
tão evidente ella é. Todos os que trabalham sobre sciencias ma-
thematicas sabem que a cada passo lhes apparece occasião de 
necesssitarem conhecer o que sobre algum ponto d'estas sciencias 
tem sido publicado. 
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Pnr meio do Repertorio bibliographico obtêm immediatamente 
as indicações que necessitam. 

Devemos observar que, para fazer uso do Repertorio biblio-
graphico 6 necessário possuir o index de st a publicação. D'este 
index foram publicadas já duas edições, sendo a ultima publicada 
em 1893 . Eis o seu t i tulo: 

Index du Répertoire bibliographique des sciences mathématiques, 
Paris, G. Villars, IS95. " 

D. F. G. Arias: Coleeción de problemas, teoremas, etc., destinados 
á estúdios de aplication de las ensenansas de Geógrafa y Fisica, 
Barcelona, 189í. 

Contém esta obra dous volumes. O primeiro volume é consa-
grado a problemas, exercicios e notas relativas á Cosmographia, 
á Geograpbia e á Nautica. O segundo contém também problemas, 
exercicios e notas relativas á Mechanica e á Physica. Os proble-
mas sào na sua maior parte simples, elementares e de utilidade 
pratica. 

5. Pincherle: Delle funzioni ipergeometriehe e di vari queslioni 
ad esse attinenli (Giornale di Matematiche de Hattaglini, 
t. WXir. 

Contém esta excellente me.moria uma parte considerável de um 
curso, que sobre as funeções hypergeometricas fez o sr. Pincberle 
na Universidade de Bolonha, no anno lectivo de 1 8 9 3 a 1894. 
N'ella o sábio geometra italiano faz derivar de uma fonte commum 
varias theorias relativas a estas funeções, anteriormente apresen-
tadas como distinctas, e sem.ligação alguma. A exposição d'este 
assumpto dá—Ihe occasiào de applicar alguns resultados importantes 
a que chegou em trabalhos anteriores. A simplicidade com que 
é tratado o assumpto e os elementos que o auctor apresenta, para 
facilitar a sua comprehensào, tornam este trabalho muito proprio 
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para se fazer um estudo assaz desenvolvido da theoria das funcções 
hypergeometricas. 

R. Perrin: Sur Ie sous-discriminant (ou cotariam biquadratique 
lié à V avanl-dernier lerme de Véquation aux carrés des diffé-
vences, (Journal des mathématiques, 4.a serie, t. x). 

Sendo U a fórma binaria geral de ordem n e V a equaçSo aos 
quadrados das differenças das raizes de U, cada coefficiente de Y 
é origem de um certo covariante de U. O covariante do qual é 
origem o penúltimo coefficiente de V, é o objecto de que se 
occiipa o sr. Perrin n'esta importante memoria. 

N'ella estuda o auctor as propriedades d'este covariante, ensina 
um methodo para o calcular e faz applicaçào d'este methodo ás 
fórmas binarias de 3. a , 4 . a , 5." e tí." ordem. 

E. Picard: Sur l'application des méthodes d'approximalions suc-
cessives à l élude de certaines équations di/férenlielles ordinaires 
(Journal des malhématiques, 4." serie, t. ix). 

N'esta memoria apresenta o eminente geometra francez um 
methodo importante de approximaçào, que permitte obter os inte-
graes dos systemas de equações differenciaes de 2. a ordem, quando 
estes integraes têm valores dados para dous valores da variavel, e 
faz d'este methodo applicações interessantes. 

M. d'Ocagne: Mémoire sur Ies suites récurrentes (Journal de 
IEcole Polytechnique de Paris, 189í). 

O auctor des ta bella memoria simplifica consideravelmente a 
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theoria das series recorrentes, reduzindo todas as series, que têm 
a mesma escala, a uma d'ellas, a que dá o nome de fundamental, 
e que escolhe de modo a simplificar as formulas de transformação, 
e substituindo á formula conhecida de Lagrange, que dá o inte-
gral das series recorrentes no caso de a equação generatriz ter 
raizes múltiplas, outra que não exige a distincção do gráo de mul-
tiplicidade das raizes d'aquella equação. A memoria contém uma 
exposição da theoria das series recorrentes feita no sentido que 
acabamos de indicar e ainda muitos resultados novos relativos a 
estas series, de que não podemos dar noticia em pequeno espaço. 

Lia Predella: Sulle soluzioni singolari delle equazioni differenziali 
ordinarie di I.° ordine (Giornale di Malhematiche, t. xxxui). 

Abre esta bella Memoria por uma noticia rapida, mas muito 
completa, dos trabalhos que têm sido publicados a respeito das 
soluções singulares das equações differenciaes de 1." ordem. Assim 
a auctora refere-se rapidamente aos trabalhos de Taylor, Euler , 
Lagrange, etc., e aos trabalhos modernos de Darboux, Cayley, 
Casorati, Kapteyn, Hamburger , etc. Depois, entrando no objecto 
principal do seu trabalho, a auctora, fazendo notar que nenhum 
geometra fez ainda uma exposição completa da theoria das soluções 
singulares, encarrega-se ella d'esta exposição, reunindo os resul-
tados espalhados por differentes memorias, coordenando-os, preen-
chendo as lacunas, fazendo a critica dos resultados, etc. 

Não se limita porém Lia Predella a uma exposição do que é 
conhecido a respeito do assumpto de que se occupa. IIa pelo 
contrario muitos pontos em que ella apresenta os resultados das 
suas próprias indagações. 

A memoria está dividida, em duas partes. 
A primeira parte é consagrada ao estudo das soluções singu-

lares das equações differenciaes do gráu n relativamente á deri-
vada que n'elle entra. N'esta parte a auctora completa algumas 
proposições relativas aos discriminantes da equação differencial 
relativamente á derivada e da equação integral relativamente á 
constante arbitraria, dá demonstrações novas de alguns theoremas 
de Cayley, continua os estudos de Workman sobre a soperpo-
sição dos logares singulares, etc. 
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Na segunda parte são estudadas primeiramente as equações do 
1.° grão relativamente á derivada ; depois as equações do 2.° grão 
relativamente á mesma derivada, a respeito das quaes a auctora 
expõe os trabalhos de Casorati, simplificando-os e aperfeiçoan-
do-os; finalmente um grupo de equações do 3.° grão relativa-
mente á derivada ao qual Lia Predella pôde estender alguns theo-
remas que até agora só eram demonstrados para o caso das 
equações do 2.° grão. 

Por esta rapida noticia vê-se que o nome de Lia Predella é 
mais um a junctar á lista, não muito numerosa, das mulheres que 
cultivam com successo as sciencias mathematicas. 

E. Pascal: Un capitulo di Calcolo differenziale (Rivista di Mate-
matica, 1895). 

Refere-se esta nota á expressão do resto da serie jde Taylor 
dada por Cauchy: 

hn (T — e i » - 1 

b - = 4 ^ n i - / * ( * + « " > • 

Mostrou Pringsheim que, apezar de 9 ser funeção de n, é con-
dição necessaria para que a serie de Taylor convirja para f(x) que 
esta expressão, sendo considerada como funeção de duas variaveis 
independentes 9 e n, tenda para O quando n tende para o infinito 
e Ô varia entre O e 1. É este resultado que E. Pascal demonstra 
no seu interessante artigo. 

E. Pincherle: Sulle operazioni funzionali destribulive (Rend. delia 
R. Acad. dei Lincei, 1895). 

. Sulle operazioni destribulive commutabili con una operazione 
data (Atti delle R. Acad. di Torino, 1895). 
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E. Guallart: Apuntes de Analisis infinitesimal, Zaragoza, 1895. 

M. Lereh: Vber eine arithmetische Relation (Sitzungsberichte der 
K.• Gesellschaf der Wissenschaften, I'rag, 1894). 

Annuaire pour Van 1895 publié par Ie Bureau des Longitudes, 
Paris, G. Villars. 

Contém este volume as informações que é uso apresentar esta 
interessante e util publicação periódica e além d'isso as noticias 
seguintes: 

1.° Ondas atmosphericas lunares, por M. Bouquet de la Grye; 
2 .° Sobre o Congresso geodesieo d Jnsprúck, por M. Tisserand ; 
3.° O Observatório doThlonte Branco, por M. Janssen; 
4.° A Photometria photographica, por M. Janssen; 
5.° Relatnrio sobre a unificação dos dias astronomico e civil, 

por M. Poincaré. 

D. Besso: Sopra alcune equazioni differenziali ipergeometriche 
(Rend. delia R. Accademia dei Lincei, 1894). 

G. Peano : Estensione di alcuni teoremi di Cauchy sui limiti (Atti 
delia R. Accademia di Torino, 1894. 
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E. Weyr : Uber einen symbolischen Calcul auf Tràgern vom Ges-
chlecliate Eins und seine Avwendung (Sitzungs. der K. Akade-
mia der Wissenschaften in Wien, 1894). 

J. Deruyts: Surles formes à plusieurs séries de variableS (Bulle-
tins de VAcadémie R. de Belgique, 1894). 

D. André: Sur Ies permutations alternées (Comples rendus de 
VAcadémie des Sciences de Paris, 1894). 

E. Carvallo: Perfeclionnemenls à la méthode de M. Moulon pour 
Vélude du speelre calorijique (Journal de Physique. Paris, 1895). 

Speclres calorifiques (Annales de Chirnie el de Physique, 189o). 
Cas paradoxal de réflexion crislalline (Journal de Physique, 

1895;. 
Théorie du pied équilibrisle du Gyreseope Gervat (Bulletin 

de la Société malliématique de France, 1895). 
Tliéorèmes de Mécanique (Nouvelles Annales de Malhémati-

ques, 1895). 
— Nouveau théorème de Mécanique (Item). 
— Sur Ies surfaces minimes (Bulletin des sciences math., 1894). 
— lntégration des équations de la lumière dans Ies milieux trans-
parents et isotropes (Comples rendus de VAcad. de Paris, 1894)• 
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E. Cesaro: Sulla Geometria intrínseca delle congruenze (Rend. delia 
R. Accademia di Napoli, 1894). 

G. Enestrõm: Om reppkomsten af teclcnen + ocli — samt de matema-
tiska lermerna PLUS och MINVS (Bullelim da Acad. de Slockholm, 
1894). 

Om Taylors och Nicoles imbõrdes fórtjànster bettrãfande diffe-
renskalky Iens fôrsta utbildande (Item). 

H. G. Zeuthen: M. Maurice Cantor el la Géométrie supérieure de 
Vantiquiti (Bulletin des Sciences math., 1894). 

E. Picard: Sur la détermination des intégrales des équations aux 
dérivées partielles du second ordre par certaines conditions aux 
limites (Bulletin de la Sociélé math. de Francet 1894). 

Sur une classe de trancendentes nouvelles (Acta mathemalica, 
t. 18). 

Remarques sur Ies équations différentielles (Jtem, t. 17). 
De Véqualion Au = keu sur une sur face de Riemann fermée 

(Journal des mathématiques, 4* serie, t. íx). 

D. Z. G. de Galdeano : El concepto dei imaginarismo en la ciência 
matematica, Zaragozat 1894. 
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G. B. Guccia: Richerche sui sislemi lineari di curve algebriche 
piane dotati di singolarità ordinarie (Rend. dei Circolu matemá-
tico di Palermo, 1894)-

Sulle involuzioni di specie qualunque dotate di singolarità 
ordinarie (Item). 

R. Guimarães: O Congresso de Caen (Rev. de Educação e en-
sino, 189 4). 

P. Mansion: Notice sur Ies recherches de M. de Tilly en Metagéo-
métrie (Revue des questions scientifiques, 1895). 

G. T. 
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SUR OIVERSES FORMULES D A R I T H M É T I Q U E 

p a r 

M. LEHCH 

(à Prague) 

Représentons, comme il est (1'usage, par E (x) ou [x] Ie plus 
graud nombre entier ne surpassant pas Ia quantité positive x, et 
posons E (x) = O lorsque x est négative. Nous aurons d 'abord la 
formule 

dans Iaquelle m, u, v représentent des quanti tés positives quelcon-
ques. On 1'obtient aisément par la voie géométrique en observant 
que Ies deux membres exprirnent Ie nombre des points aux coor-
données entières et positives, contenus dans 1'aire limitée par Ies 
axes et par Thyperbole équilatère 

(u + x) (® + y) = m. 

La démonstration purement ar i thmét ique, équivalente au fond 
au raisonnement géométr ique, est aussi faci le : Il est clair que la 

9 
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quantité E ^—— ty représente la totalité des nombres entiers 

Ttl 
positifs |3, pour IesqueIs ou bien m ^ ( « + «)( t '+f í) . 

u + a 
Le premier membre dnns (1) représente donc Ie nombre des com-
binaisons a, |3 (a, , 6 = 1 , 2 , 3 , . . . ) qui satisfont à 1'inégalité 
m = (M + 5) (v + P)- I' est clair que Ie mémc nombre est esprima-
ble par Ie deuxième membre de 1'équation (1), qui se trouve ainsi 
démontrée. 

Dans cette équation prenons m = n—na, u — ra, v =sa, ou a, r, 
s, n sont des entiers positifs, et faisons la somme pour c = 0, 1, 
2 , . . . Dans 1'équation qui résulte 

S S E 
o=0 a=l 

n — a-rs — (a + as) a 
ra + a 

= S S E 
O=O a=l 

L — a-rs — (<j + ra) a x 

sa + a . 

transformoiis Ies deux membres en introduisant comme Ies Índices 
des quantités ra + a, sa -f a, respectivement sa + a, »'a + ff, ce qui 
donne 

(2) 

OO 

S 2* E 
a=ra-J-I o=sx 

'm — ca 

a =Si 

oo 
V S _ 

=sa-}-1 o=i'a 

(m — ca^ 

ou m est un entier positif quelconque, remplaçant lexpression 
n — a 2 rs . 

Les conditions sommatcires dans Ie premier membre étant 

c / . > r a , ou bien r a < a < — > » > ras, la quantité consi-



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 131 

derée s'écrit 

v /m—<xa\ 
E Í J, (<r > rsa, r 

et nous aurons 1'égalité 

(2') 

Ies conditions sommatoires étant 

a > rsa, ra < a ^ s a < a = P " " ] ' 

Cliangeons m en m — í et retranchons, il vient 

. \ X <C>rsa 1 N 

m — <ra \ ^m - era — 1 )l 

= 2 E 
a> rsa , ^ n 

' w - < r a \ £ / w - ^ a - l / m~<r'a—\ \ j X o7 /1 

Cela étant, remarquons que la différence 

m — ca—i 
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ne diffère de zero que lorsque a est un diviseur de m — ca, dans 
ce cas sa valeur étant l'unité, et que par conséquent la somme 

1 E /OT — g a \ E / m - c a - l \ ) 

^ < r ° ra<«= -

équivaut au nombre des diviseurs de la quantité m — ca qui sont 

supérieurs à ra et ne surpassent pas j~—J. 

Si nous représentons par ^ (p, q) Ie nombre des diviseurs de p 

supérieurs à q, notre quantité sécrira | (m—ca, ra) — ^ i^m— 

et il s'ensuit que nous aurons 1'équation 

c a / ) , 

U ( m — 91, ra) — A (m — ca, — V 
^rsal \ 

ou bien 

= ^ j (m — ca, sa) — <]/ ( m — «ra, — 
</>nsa ' 

(3) S | (m — ca, — ) + $ (m — ca, ra) 

I »1 — ca, —^ + | (»i — ca, sa) j, (c > rsa). 

On obtient un résultat de forme différente en prenant pour 
point de départ 1'équation (2), dans Ie cas de s = O, ou elle ne cesse 
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pas d 'êlrc vraic : 

s s r ^ . s 2 E 
a = 0 a=í ' ff l+l x " ' * = i <r=?'* 

Remarquons que Ies conditions §ommatoires dans Ie second mem-

bre peuvent s'écrire <j> 0, 0 < a ̂  — J , et que par conséquent 

2 E 
m — ca 

En y changeant m en m — 1 et retranchant Ies résultats, il vient 

\ ^ / m — <j'a\ „ /m — ca— 1 Ir I 1 I. I S E ( ^ ) - E < 

Le premier membre est évidemment égal à la somme 

S <{» (m — aã, ra), (ff = 0, í, 2 , . . . ) 
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et Ie deuxième sera donné par 1'expression 

S / í » - . ' ® , - , ( o ' > 0 ) , 

en convenant de représenler par y (p, q) Ie nombre des diviseurs 
de p ne surpassant pas q. Nous aurons donc 1'équation 

Retranchons Ies deux membres de 1'identité 

S e (m — ca) = ^ (m, 0) + S B (m — c'a), 
0> <7'>0 

=O 

ou 0( f t )= t j> (k,0) représente Ie nombre total des diviseurs de k; 
il vient de Ia sorte, en employant l'ídentité évidente / (p, q) 
+ *(/>, Ç ) = 0 ( p ) : 

x (•» — ra) = ty (m, 0) + 2J 'j 
ff> a'>0 

^ ( m — ca, — 

ou bien 

( 4 ) : 
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C'est Ie cas de r = I que nous avons considéré antérieurement (*) , 
à savoir 

Vm—1 
L a 

(o) S ty(m—Ga,a)= 2 x ( m — ® a » a ) ; 

CT=O ( 1 = 0 

ím—1 

il est intéressant de remarquer que, inversement, 1'équation (4) 
se déduit aisément de (5). Soit en effet r un entier supérieur à 
un; nous pouvons prendre o = ^r + p, ou p = 0 , 1 , 2 , . . . r— 1: on 
a ainsi 

( ' H w i - aa,— j= S S (m—pa— 
R J P = O f 4 = O 5 I 5 S , . . . 

et à cause de 1'équation (5) cette quantité peut s'écrire 

r—í 

P = O { X = 0 , 1 , 2 , . . . 

y (m — pa — lJra, ra), 

ou bien 

S x(m~aa>ra)' 

ce qui en effet coincide avec Ie second membre de (4) . 

(*) Au sujet des fonctions ^ et y v. deux notes dans Ie Bulletin de M 
Darboux, année 1888, puis trois articles parus dans Ie Bulletin de la So-
ciété des Sciences de Boheme, 1894. 
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Á tilre d 'exemple considérons 1'équation (5) dans Ies cas de 
a = 2; Ies nombres ^ (m — 2c , 2) seront égaux à 2 ou à 1 sui-
vaiit que m est pair ou impair. Lorsque m est pair, Ie deuxième 

membre sera alors 2 — m, lorsque m est impair . i l sera égal 
, w + 1 , 2 
a — - — ; on a donc 

. , ~ x 3m + 1 , . , . m -
4 v ' 4 

¢ = 0 , 1 , 2 , . . . 
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SOBRE URI THEOREMA DE GEOMETRIA SUPERIOR 

POR 

JORGE FREDERICO DE AVILLEZ 

(Visconde de Reguengo) 

Se dividirmos num mesmo numero de parles eguaes os tres lados 
d um triangulo, e tirarmos pelos pontos de divisão de cada um 
d'estes lados perpendiculares sobre os outros dois, as rectas que unem 
os pés d'essas perpendiculares envolvem tres parabolas tangentes duas 
a duas nos vertices do triangulo. 

Seja ABC o triangulo dado ; imaginemos dividido em n partes 
o lado BC e por cada ponto de divisão tiremos perpendiculares 
sobre os outros dois. Os pontos assim obtidos dividem os lados 
AB e AC em partes proporcionaes, logo as rectas que unem os 
pontos homologos situados sobre estes dois lados envolvem uma 
parabola Pj , que passa pelos pontos B e C e é tangente n'esses 
pontos ás perpendiculares B H j e CH3, tiradas sobre AC e AB. 

Effectuando o mesmo em relação a cada um dos outros lados, 
obteremos mais duas parabolas, uma Pj passando por A e C e 
cujas tangentes n'esses pontos são A H j e CH3, e outra P3 pas-
sando por A e B, e cujas tangentes são A H j e B H j . 

A recta A H j é tangente commum ás parabolas Pj e P3, B H j é 
tangente commum ás parabolas Pj e P3 , e CII3 ás parabolas P1 

c P j ; as tres parabolas serão pois tangentes duas a duas nos ver-
tices do triangulo dado. 

I)'este theorema conclue-se immediatamente que, as tangentes 
communs ás tres parabolas, nos vertices do triangulo, corlatn-se no 
orthocenlro H d'este triangulo. 
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As equações das tangentes ás três parabolas, serão pois (*) 

x cos A = y cos B = z cos C 

e as coordenadas triangulares do ponto em que ellas se cortam 
são evidentemente, sendo S a area do triangulo ABC, 

abe „ 
x = —— cos B cos C, 

Zij 

abe 
y — —— cos C cos A, 
* 2 S 

abe , „ 
z = —— cos A cos B. 

Se unirmos H com os meios dos lados do triangulo, os pontos 
l, m, n, que dividem ao meio as rectas A'H, B'H, C I I , pertencem 
respectivamente ás parabolas Pi , Pa , P3, e as tangentes tiradas 
por elles ás cónicas são parallelas respectivamente aos lados BC, 
AC e AB. 

Podemos obler os fócos e as directrizes das tres parabolas pelo 
methodo de d'Ocagne ou pelo de Rouché. AppIicando este ulti-
mo (**), o fóco Fj da parabola P] é o segundo ponto de inter-
secção de dois círculos, dos quaes um passa por B e toca em H 
a recta HC e o outro passa por C e loca em H a recta HB. Os 
fócos F2 e F3 das outras duas parabolas determinam-se do mesmo 
modo. 

Segundo o methodo de Rouché, obtém-se a directriz da para-
bola PJ , tirando por H e B perpendiculares a HC, e por H e C 
perpendiculares a H B ; estas rectas formam um parallelogrammo; 

(#) Koehler, Exrrcicrii de Gromrlrie Analytique rt Géométrie Supérieure, 
;. 1. 

(#*) Rouché et Dc Comberousse., Traité de Géomctrie, 1.11. 
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a diagonal d'este parallelogrammo, que não passa por H, será a 
directriz da parabola P j . 

Como temos porém já a posição do foco Fj , a directriz ob-
tem-se mais facilmente construindo os pontos svmetricos de F j , 
em relação ás tangentes B I f 2 , CH3; a recta que passa por elles 
é a directriz Aj da parabola P j . 

Da mesma Iorma construindo os pontos svmetricos de F2 e F3 
com relação ás tangentes A H i , CII3 e AHi» B H 2 , obtemos as 
directrizes A 2 , A3 das outras duas parabolas. 

As perpendiculares E i , E 2 , E3 tiradas dos fócos sobre as dire-
ctrizes respectivas são os tres eixos das parabolas P i , P 2 , P3. 

Como já dissémos as tres rectas T, T' , T" são tangentes ás tres 
parabolas e parallelas aos lados do triangulo dado; estas tres 
rectas formam um triangulo Ai Bi Cj , cujos vertices estão sobre 
as alturas do triangulo fundamental, que tem por orthocentro o 
ponto H e cujas alturas são evidentemente eguaes a metade das 
alturas do triangulo ABC. Os lados do triangulo Ai B j Cj também 
são eguaes a metade dos lados de A B C ; os dois triângulos são 
pois homotheticos, e temos, representando por Si a area de Ai 
B1 C 1 , 

S = 4St. 

Unindo os pontos A' com B j , C' rom A j e B ' com C» , obte-
mos tres rectas que são evidentemente parallelas ás alturas CII3, 
B l I 2 , A H 1 ; o triangulo a|Jy formado por ellas é pois semelhante 
ao triangulo fundamental e circumscripto ao triangulo Aj Bi C 1 , 
tangente ás tres parabolas. 

Os pontos A', B', C', H j , H 2 , H3, A j , B j , C] estão sobre o 
circulo dos nove pontos do triangulo ABC, cuja equação em coor-
denadas triangulares normaes (*) é 

Xi sen 2A + t / 2 sen 2B 4- z2 sen 2C — 2yz sen A — 

— 2 z x sen B — 2xy sen C = O 

(#) Koeler j I ludem. 
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e em coordenadas tangenciaes, entrando o seu raio, 

. / 

\ sen A cos (B—C) + s e n B cos (C—A) + y sen C cos (A—B) = 

= —— sen A sen B sen C. 
4S 

O triangulo formado pelos tres arcos de parabola AB, BC, CA, 
tem os seus lados tangentes aos do triangulo Aj Bj Cj. Da mesma 
fórma os triângulos Bj H Cj , Aj H C j , Aj H Bj têm os seus lados 
tangentes às parabolas P j , Pç , P3. O orthocentro do primeiro 
d'estes triângulos é evidentemente o ponto A i , e da mesma fórma 
os orthocentros dos triângulos Aj H Cj e Aj H Bj são os pontos 
B 1 e C1 . 

Podemos pois dizer q u e : o circulo dos nove pontos do trian-
gulo fundamental é o circulo circumscripto ao triangulo Aj Bj C j , 
cujos lados são tangentes ás tres parabolas, e a circumfereneia d'este 
circulo passa pelos orthocentros dos tres triângulos, cujos lados são 
tangentes a cada uma das tres parabolas P j , P j , P3. 

Também se vê immediatamente que : o circulo dos nove pontos 
do triangulo Aj Bj Cj é o circulo circumscripto ao triangulo Imn 
cujos vertices estão sobre as tres cónicas. 
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H. Faye: Sur 1'origine du monde. Théories cosmogoniques des an-
ciens et des modernes, 5.® ed., Paris, G. Yillars, 1896. 

A obra de que vamos dar noticia é altamente interessante, 
já pela natureza do assumpto, já pela íorma elegante e superior 
como está redigida. N'ella considera o eminente sábio francez as 
theorias cosmogonicas que têm sido apresentadas pelos primeiros 
sábios tanto da antiguidade como dos tempos modernos, termi-
nando-a pela exposição da sua própria theoria, tão bella e inte-
ressante. É consagrada á memoria do illustre Arago, o mestre do 
auctor, que o introduziu na carreira astronómica, e na verdade tão 
bellas paginas são dignas do nome a que são consagradas. 

Abre o livro por urna pequena introducção sobre a ideia que 
se deve fazer de Deus á Iace da sciencia, á qual se segue a pri-
meira parte, que é consagrada ás ideias cosmogonicas dos primeiros 
tempos, ideias expostas por Moyses no Genesis, o mais antigo 
monumento da sciencia primitiva. 

A segunda parte da obra 6 destinada á exposição das ideias 
cosmogonicas dos antigos, as quaes, graças á influencia das via-
gens e dos observatorios construídos nos templos para a observação 
dos astros, se foram aperfeiçoando, passando-se da concepção da 
terra como um vasto disco chato, coberto por uma aboboda so-
lida, á concepção da terra como um corpo redondo immovel, cercado 
por uma aboboda formada por sete espheras solidas transparentes, 
encaixadas umas nas outras, movendo-se á roda da terra e arras-
tando comsigo a lua, as estrellas e os cinco planetas então conhe-
cidos. Estas ideias cosmogonicas dominaram até ao século xvi, 
em que, com Copérnico e Kepler, a Astronomia entrou na sua 
phase scientifica. 

Todavia, como faz observar o sr. Faye, já um dos maiores phi-
losophos da antiguidade, Pythagoras, ensinava aos seus discípulos, 
na intimidade da escola, a rotação da terra á roda do seu eixo e 
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a sua translação á roda do sol, expondo comtudo ao publico as 
ideias correntes da epocha, provavelmente para não ferir susce-
ptibilidades religiosas. N'esta parte da obra são também expostas, 
em capitulos especiaes, as ideias de Platão, Aristóteles, Cicero, 
Lucrécio, Ovidio e Virgilio a respeito do mundo, sendo transcri-
ptas e analysadas as passagens das obras d'estes homens celebres 
onde as suas ideias são expostas. 

A terceira parte do livro é consagrada ãs theorias cosmogonicas 
dos modernos. Abre pela exposição das ideias de Copérnico e de 
Kepler, em que principia o triumpho das ideias pylhagoricas, e 
apresenta depois em quatro formosos capitulos as ideias cosmo-
gonicas de Descartes, Newton, Kant e Laplace. 

A quarta parte da obra occupa quasi metade do volume e é 
consagrada ás theorias cosmogonicas do século íx e especialmente 
á bella hypothese imaginada pelo proprio auctor da obra. Antes 
de a expor, menciona o sr. Faye quaes as descobertas scientificas 
modernas a que se deve attender para formar uma theoria cosmo-
gonica, descreve n'um largo capitulo o que se conhece a respeito 
dos mundos, que compõem o universo, e estuda finalmente n'outro 
largo capitulo a constituição physica do sol. 

Preparado o leitor com estes elementos, expõe-lhe 110 capitulo 
seguinte a sua theoria cosmogonica, explicando como, com maté-
ria, que primitivamente estava 110 estado cahotico, se formaram as 
estrellas isoladas, as estrellas duplas, o svstema solar, os anneis 
circulares, os planetas, os satellites e os cometas. N'um outro 
capitulo mostra-se a concordância da theoria exposta com a geo-
logia. O capitulo seguinte, ultimo da obra, é consagrado ás hypo-
theses relativas á existencia da vida nos corpos celestes e ao des-
tino final do mundo actual. 

Terminaremos esta rapida noticia repetindo que a leitura da 
obra do sr. Faye ó das mais agradaveis, e acrescentando que está 
escripta de modo a poder ser lida por quem possue aspenas uma 
instrucção geral regular. 

II. Vogl: Leeons sur la résolution algébrique des équations, Parisi 

Nonyf 1895. 

A theoria das equações algébricas, da qual foram fundadores 
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Lagrange, Gauss, Abei e Galois, é uma theoria difícil c ext rema-
mente interessante, que tem dado logar a trabalhos do mais alto 
interesse da parle de alguns dos maiores geómetras modernos, 
como Kronecker, Netto, Jordan, etc. Expor didacticamente esta 
theoria e indicar o que ha de mais essencial nas memorias que 
a respeito d'ella têm sido publicadas 6 o objecto principal do livro 
interessante e util que vem de publicar o sr. Yogt. N'um livro que 
tem este destino, as duas qualidades que principalmente se devem 
apreciar são, além da boa escolha dos assumptos, a clareza e a 
concisão; estas qualidades tem-as na verdade a nova obra, e por 
isso é ella muito própria para servir para o primeiro estudo da 
doutrina a que é consagrada. 

Eis os assumptos dos treze capitulos em que o livro está divi-
dido : 

I Dosgrupos de substituição. Il Dos «ob-grupos. Grupos sim-
ples e compostos. IlI Das funcções racionaes de muitas variaveis 
independentes. IV Relações algébricas entre as funcções racio-
naes de muitas variaveis. V Dus funcções cyclicas e metacyclicas 
de muitas variaveis. VI Dominio de racionalidade. Keductibili-
dade das funcções inteiras. /11 Das funcções racionaes das raizes 
d'uma equação. Grupo d'uma equação algébrica. VlII Das equa-
ções do segundo, terceiro e quarto gráo. Indagações de Lagrange. 
IX Da resolução algébrica das equações. X Das equações abe -
lianas. XI Das equações da divisão do circulo. XII. Das equações 
resolúveis irreductiveis do gráo primo. XIII Do grupo d'uma 
equação. 

H. Laurent: Traité d'Algibre (Complements), Paris, G. Villars, 
1894. 

N'este opusculo o auctor estuda as propriedades fundamentaes 
das funcções inteiras de muitas variaveis, a theoria das funcções 
symetricas e a theoria da eliminação. A fórma empregada para 
estudar estas theorias, fundada n'um theorema importante de Ja-
cobi, demonstrado no primeiro capitulo, é muito clara e simples. 
Os assumptos estão distribuídos por cinco capitulos, cujos títulos 
são: I Theorema de Jacobi. II As funcções symetricas e a eli-
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minação. III Equações homogeneas. IV Propriedades das solu-
ções. V Equivalências algébricas. 

D, Nieivengloioslii: Cours de Géométrie analylique, t. 11, Paris, G. 
Villars, 1895. 

Deu-se na pagina 91 d'este volume uma breve noticia a res-
peito do tomo i d'este excellente curso. O volume presente é con-
sagrado á construcção das curvas planas e ao complemento da 
theoria das cónicas. 

Nos primeiros septe capitulos considera o auctor diversos as-
sumptos de Geometria infinitesimal relativos á theoria geral das 
curvas planas, principalmente das algébricas. Nel les sào estudadas 
a theoria dos pontos de inflexão, a theoria dos pontos múltiplos 
e dos pontos singulares, a theoria da curvatura, a theoria das 
asymptotas, os theoremas de Newton, Maclaurin e Carnot relati-
vos ás transversaes que cortam uma curva algébrica qualquer, as 
regras para a construcção das curvas, etc. 

Os capitulos viu e íx são destinados o primeir o ao estudo geral 
das curvas unicursaes e o segundo ao estudo de algumas curvas 
notáveis (cubicas unicursaes, ovaes de Cassini, hypocycloide com 
tres reversões, etc.:. 

Em todas as questões anteriores o auctor usa das coordenadas 
cartesianas e algumas vezes das coordenadas trilineares. No capi-
tulo x sào consideradas as coordenadas polares e applicadas ao 
estudo das principaes questões anteriormente consideradas e ainda 
a algumas outras onde estas coordenadas são de preferencia usadas. 

Os capitulos xi a xv são respectivamente consagrados a com-
pletar a theoria da ellipse, da hyperbole e da parabola, cujo estudo 
havia sido principiado no tomo anterior. N'elles é estudada a cur-
vatura das cónicas, a theoria das normaes a estas curvas, a theoria 
dos diâmetros, as propriedades focaes, a determinação das cónicas 
por meio de condições dadas, etc. 

O capitulo xvi é consagrado á resolução graphica das equações 
e finalmente o capitulo XVII á applicação dos imaginarios á geo-
metria analytica. 

Todos os assumptos considerados n'esta obra são expostos com 
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muita clareza, rigor e desenvolvimento. São além d'isso acompa-
nhados por muitos exemplos e exercícios muito bem escolhidos. 
Por todos estes motivos recomeiidal-a-hemos vivamente aos pro-
fessores e alumnos das nossas escolas, que terão n'ella um auxi-
liar excellente os primeiros para o seu ensino, os segundos para 
o seu estudo. 

G. Papelier: Leçom sur Ies coordoiuiées tangentielles, l. 11, Paris, 
Nony, 1895. 

Deu-se na pag. 52 d'este volume uma rapida noticia a res-
peito do tomo i d'esta obra. no qual é considerada a Geometria 
plana, e n'esse logar apreciámos a utilidade de uma tal publicação. 
No volume presente occupa-se o auctor da Geometria no espaço, 
distribuindo por onze capítulos os assumplos de que tracta, como 
vamos ver. 

O capitulo i é consagrado aos primeiros princípios da theoria 
que é o objecto do volume, isto é ao estudo da representação do 
ponto, do plano e da recta por meio de coordenadas tangenciaes 
e á resolução de diversos problemas fundamentaes, em que figu-
ram somente estas tres entidades geometricas, por meio d'estas 
coordenadas. 

O capitulo li é destinado á exposição da theoria geral das 
curvas e das superfícies. N'ella occupa-se o sr. Papelier da repre-
sentação das curvas e das superfícies por meio de equações entre 
coordenadas tangenciaes, mostra que as superfícies planificáveis 
são representadas por duas equações e que as curvas e as super-
fícies empenadas são representadas por uma só equação, acha a 
condição para que uma equação entre coordenadas tangenciaes 
represente uma c u n a , estuda a transformação das coordenadas 
ponctuaes para coordenadas tangenciaes, determina a classe das 
curvas, etc. Depois no capitulo m são estudadas as superfícies 
planificáveis, e é estendida ao espaço a theoria, tão fecunda, da 
dualidade, que no tomo anterior tinha sido com muito cuidado 
estudada no caso da Geometria plana. 

No capitulo i\ são considerados diversos problemas relativos aos 
planos tangentes e aos planos normaes, que apparecem habitual-
mente nos livros de Geometria analytica. 

10 
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Expostos os princípios geraes da theoria das curvas e das su-
perfícies, são elles, nos capitulos seguintes, applicados á theoria 
dasquadricas, que são estudadas com grande desenvolvimento,sendo 
o capitulo v consagrado á sua classificação, o capitulo vi á theoria 
dos pólos e das polares, o capitulo vn á theoria dos centros, diâ-
metros, planos diametraes e eixos, o capitulo vm ao estudo da 
reducção da equação geral do 2.° grão, o capitulo íx ao estudo 
das coordenadas tetraedricas, o capitulo x á theoria dos fócos e 
das superfícies homogeneas, o capitulo xi ao estudo das proprie-
dades dos systemas de duas quadricas. 

Terminando diremos ainda que a redacção de toda a ohra está 
feita com grande cuidado e que, pela clareza com que está escri-
pta, a sua leitura é extremamente fácil. 

G. Pesci: Trattalo elementare di Irioonomelria piana e sferica, 
Livor no, 1895. 

Contém esle livro excellente um tractado bastante extenso de 
Trigonometria plana e espherica, e^cripto com muita clareza e 
bom methodo. 

Abre por uma inlroducção, onde o auctor expõe de uma ma-
neira rapida e simples algumas noções relativas á medida dos 
arcos e dos ângulos, ao uso dos signaes na medida dos segmentos, 
e ao uso das coordenadas para determinar os pontos de um 
segmento, de( uma circumferencia e d'uma esphera. 

Segue depois a parte primeira da obra, que é consagrada á 
exposição da theoria das funcçôes trigonométricas Estas funcções 
são definidas por meio das coordenadas cartesianas das extremi-
dades dos arcos, meio o mais simples para as definir e para re-
presentar na memoria as suas variações. 

A parte segunda é destinada á exposição da resolução dos 
triângulos planos e a parte terceiro á resolução dos triângulos 
esphericos. Na exposição d'estes assumptos o auctor emprega, 
quanto possível, o mesmo methodo para t ractar as questões de 
Trigonometria plana e as de Trigonometria espherica que são 
analogas. 

Em todas estas partes da sua obra o sr. Pesci faz com todo o 
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cuidado as discussões das questões, que vae considerando, e apre-
senta muitas observações sobre as circumstancias a que é neces-
sário attender para bem applicaros resultados obtidos. Além d'isso 
não apresenta somente as Iormulasde Trigonometria mais usadas; 
apresenta também algumas de uso mais especial. Contém ainda 
a obra a que nos estamos referindo, além dos exemplos que vêm 
"iio fim de cada doutrina para a esclarecer, uma collecção de 2 0 2 7 
exercícios, dispostos gradualmente segundo a ordem da sua diffi-
culdade, que augmentam o seu interesse, tornando-a muito util 
para os alumnos e professores. 

Termina o volume por um appendice, onde é estudada com 
sufficiente desenvolvimento a doutrina relativa aos cálculos numé-
ricos sobre números approximados, de que se faz uso em Tr igo-
nometria, o meio de empregar as taboas trigonométricas e as 
precauções a tomar para obter os resultados do calculo com appro-
ximação determinada, etc. 

Terminando diremos que a obra do sr. Pesci, assaz desenvol-
vida, debaixo do ponto de vista theorico, é completa debaixo do 
ponto de vista pratico. 

C. A. Laisant: Recueil de problemes de Mathématiques (Algèbre. 
Tliéorie des nombres. Probabililés. Géomélrie de siíuation), Pa-
ris, G. Villars, 1896. 

Deu-se em alguns números anteriores d'este jornal noticia dos 
quatro volumes d'esta importante collecção de problemas, até 
agora publicados, e disse-se que ella contém os enunciados dos 
problemas que têm sido propostos nosjornaes de mathematica que 
apresentam aos leitores questões a resolver. Os problemas publi-
cados no presente volume referem-se á Álgebra, á theoria dos 
íiumeros, á theoria das probabilidades e á Geometria de situação, 
e estão dispostos em 15 capitulos classificados do modo seguinte: 

I Calculo algébrico. Il Derivadas, series, limites. III Equa -
ções. IVr Funcçòes. V Identidades e desigualdades. VI Proble-
mas diversos. VlI Numeração decimal. VIII Decomposição dos 
números em sommas. IX Divisibilidade arithmetica. X Números 
primos. XI Analyse indeterminada. XIl Propriedades de números 
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particulares. XUI Series, identidades, questões diversas. XiV Cal-
culo das probabilidades. XV Geometria de situação. 

l)e novo recommendaremos esta collecção de problemas, que 
são quasi todos interessantes e muitos d o i d o s a geómetras emi-
nentes, devendo ainda notar-se que bastantes d'estes problemas não 
foram ainda resolvidos e outros podem dar Iogar a novas indaga-
ções (uns e outros são indicados); o sr. Laisant encarrega-se de 
mandar publicar as soluções que Ibe forem enviadas dos proble-
mas que estão nas circuiustancias precedentes). 

\ 

Ed. Hrahy: Exercices mélhodiques de Caleul integral, Paris, G. 
Vill ar s, 1895. 

F.sta collecção de problemas é muito própria para os alumnos 
se exercitarem nos methodos e regras de Calculo integral, porque 
os problemas apresentados estão dispostos de uma maneira muito 
bem graduada, principiando pelos exercícios que são uma simples 
applicação das regras de calculo e seguindo-lhes outros cada vez 
menos fáceis, sem jamais atlingirem um gráo de diííiculdade que 
os torne improprios para as pessoas a quem são destinados. Todos 
estes exercícios estão dispostos em 18 capitulos, que abrangem os 
assumptos que fazem parte de um curso regular de Calculo inte-
gral, principiando cada capitulo por um resumo do theorema ou 
methodo que vae ser applicado nos exercícios que contém, o capi-
tulo. Os assumptos d'estes capitulos são: 

1 Integração immediata. II Integração por transformações algé-
bricas. IlI Integração por partes. IV Integração das fracções 
racionaes. V Racionalisação. VI Integraes definidos. VlI Quadra-
tura das superfícies planas. VIII Rectificação das curvas. IX \ o-
lumes. X Quadraturas das superfícies curvas. XI Integração das 
funcções explicitas de muitas variaveis independentes. XII Inte-
gração das equações differenciaes de primeira ordem a duas varia-
veis. XIII e XIV Integração das equações lineares de ordem su-
perior á primeira. XV Integração das equações não lineares de 
ordem superior á primeira. XVl Integração das equações lineares 
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simultâneas com cocfíi> ientes constantes, XVII Integração das 
equações ás derivadas parciaes. XVIII Integração por series. 

Terminando diremos que este livro mereceu o elogio do illustre 
geometra E. Catalan, que diz d'e!le : il est fort bienfait et pourra 
remire de grands ser-ices. 

B. d'Engelhardt: Observalions astronomiques, l. in, Dresde, 1895. 

Demos já noticia n'este jornal dos dois primeiros volumes d'esta 
obra importante, que contém as observações astronómicas feitas 
pelo eminente astronomo sr. B. d 'Engelhardt no seu observatorio 
particular, situado em Dresde. 

O terceiro volume, que vem de ser publicado, abre por uma 
serie de observações micrometricas de satelites de Saturno, feitas 
no principio do anno de 1890 . Seguem-se depois observações do 
eclipse de sol de 17 de junho de 1890 , do eclipse da Iua de 23 
de maio de 1891, das occultações de Júpi ter e seus satellites pela 
lua de 7 de agosto de 1889, de passagem de Mercúrio sobre o 
disco do sol de 9 de maio de 1891 , etc. 

Vêm depois muitas observações de cometas feitas no intervallo 
de tempo que vae desde 1889 até 1894 e algumas observações 
dos planetas Themis e Diana feitas no mesmo intervallo. 

Os volumes anteriores continham uma grande collecção de 
observações de nebulosas. Xo presente volume continua o sr. B. 
d'Engelhardt estas observações, constituindo assim um catalogo 
com as posições de 4 2 1 nebulosas, que foram por elle determi-
nadas por meio de 1126 observações de ascenções rectas e 1107 
observações de declinação. A estas observações segue-se a lista 
das estrellas que serviram para comparação 

Termina o volume uma grande coilecção de medidas microme-
tricas de estrellas com movimento proprio, feitas no intervallo de 
1871 a 1874, e uma collecção de novas medidas micrometricas 
de estrellas de Bradlev, que são a continuação de outras publi-
cadas no volume anterior. 
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A. J. da Silva Banlo: Sobre a equação de Laplace a Ires varia-
reis, Coimbra, 1895. 

A equação de Laplace 

d 4 V iPY d9- V 

Htf dy* 

é uma das que figuram na lista das equações particulares de maior 
importancia, que se consideram no Calculo integral, já por causa 
do seu uso em Physica mathematica, já por causa dos bellos e 
profundos trabalhos a que tem dado logar. Por isso foi muito feliz 
a ideia que teve o sr. Silva Basto escolhendo-a para objecto da 
sua Dissertação inaugural, que constitue uma boa monographia, 
onde está exposto com elegancia e clareza o que de mais impor-
tante se tem escripto a respeito d'esta equação celebre. 

No primeiro capitulo são estudadas as propriedades geraes dos 
integraes da equação de Laplace, que são uniformes, finitos e 
contínuos n u m volume dado, as quaes são obtidas por meio da 
formula de Green. No capitulo segundo são estes integraes des-
envolvidos em serie. 

No capitulo terceiro são dadas as primeiras indicações sobre 
o problema de Dirichlet, isto é, sobre o problema que tem por 
fim determinar uma funcçâo que nos pontos de um volume dado 
represente um integral da equação de Laplace e que tome valores 
dados nos pontos da superfície que limita este volume; n'este mesmo 
capitulo é resolvido este problema no caso da esphera. 

O objecto do capitulo quarto é a transformação da equação de 
Laplace por meio de um systema de coordenadas curvilíneas, 
devido a Lamé, e a resolução de um problema celebre conside-
rado por este grande geometra, que o sr. Bastos estuda de uma 
maneira mais rigorosa do que a que 6 habitualmente empregada. 

Os tres últimos capitulos são consagrados o primeiro á repre-
sentação conforme no espaço, o segundo á exposição do methodo 
dado por C. Neumann para resolver o problema de Dirichlet e 
finalmente o terceiro ao methodo dado para o mesmo fim por 
Poincaré, o qual o auctor simplifica muito. 
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A. dos Sanctos Lucas: Transformações de contacto, Coimbra, 1895. 

A theoria das transformações de contacto é uma theoria toda 
moderna, que tomou em poucos annos um grande desenvolvimento, 
graças aos trabalhos successivos do seu fundador, Sophus Lie, e 
dosdiscipulos d 'estegeometra eminente. Por isso bem fez osr . Lucas 
em publicar o seu trabalho, onde é exposta de um modo resu-
mido e claro a parte fundamental d'esta doutrina. 

O opusculo está dividido em quatro capitulos. No primeiro é 
estudada, em alguns casos particulares, a equação differencial de 
Pfaff 

Fi Cte1 + . . . + F n dxn = O, 

onde F 1 , . . ., Fn representam funcçôes das variaveis x\,. . .xn, 
e são apresentadas algumas noções preliminares de que se faz 
uso na theoria considerada. No capitulo segundo dá o auctor a 
definição das transformações de contacto e as suas propriedades 
fundamentaes. No capitulo terceiro continua o estudo das proprie-
dades das transformações de contacto e expõe um processo para 
a determinação d'estas transformações, que é independente de 
qualquer integração. Finalmente no capitulo quarto vêm as appli-
cações da doutrina exposta nos capitulos anteriores ao problema 
da integração das equações ás derivadas parciaes de primeira 
ordem com qualquer numero de variaveis independentes e ao pro-
blema de Pfaff. 

Antonio Cabreira: Analyse geometrica de duas espiraes, Lisboa, 
1895. 

O auctor d'este interessante opusculo estuda n'elle as espiraes 
definidas pela equação 
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ás (jinies dá o nome de espiraes parabólicas de ordem w, consi-
derando mais especialmente as espiraes de primeira e segunda 
ordem, das quaes apresenta um grande numero de propriedades. 
Os resultados achados são applicados á solução approximada do 
problema que tem por Iim a quadratura do circulo e a cubatura 
da esphera. 

D. Zoel G. dr Galdeano: Diaeurso leido en la IJniversidad de Za-
ragoza en la solemne apertura drf curso académico de 1895 a 
1896, Zaragoza, 1895. 

Contém este opusculo o bello discurso inaugural do anno aca-
démico de 1895 a 1896, pronunciado pelo sr. Galdeano na Uni-
versidade de Saragossa, o qual versa sobre o caracter e o estado 
das mathematicas na epocha presente. E um trabalho ao mesmo 
tempo historico e philosophico, em que o distincto professei- hes-
panhol examina a origem dos diversos ramos que constituem as 
sciencias mathematicas e as relações que e Hes têm uns com os 
outros. Contém ainda o opusculo 16 notas em que o auctor dá 
informações interessantes sobre alguns pontos que no seu discurso 
apenas pôde indicar. 

Annuaire pour I an 1890 publié par Ie Tiureau des longitudes, 
Paris, G. Villars. 

Foi publicado em 1795 o primeiro volume d'esta importante 
e bem conhecida collecção de annuarios e desde então até hoje 
nem um só anno deixou de ser publicado o volume respectivo. 
O volume d'este anno vem, como nos annos anteriores, muito 
interessante. Contém, além das informações que todos os annos 
apresenta, as seguintes noticias scientificas: 

1.a As forças a distancia e as ondulações, por M. A. Cornu. 
2." Os trabalhos de Fresnel em Óptica, por M. A. Cornu. 
3." Sobre a construcção das nossas cartas magnéticas do globo, 

por M. Bernardières. 
4." Sobre uma terceira ascenção ao observatorio do vértice do 
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Monie Branco e os trabalhos executados em 1895 nesta monta-
nha, por M. J. Janssen. 

5.a Noticia sobre a vida e os trabalhos do contra-almirante 
Fleuriais, por M Bernardières. 

6." Discursos pronunciados nos funeraes de M. Urunner, por 
MM. Janssen e Tisserand. 

Staluts de la Société belge d'Astronomie, Bruxelles, 1895. 

Com o titulo de Société belge d'Astronnmie foi fundada em Bru-
xellas uma sociedade, que tem por fim a vulgarisação e o ensino 
mutuo de Astronomia e das sciencias que têm relação com ella. 
No Conselho geral des ta Sociedade figuram muitos dos principaes 
astronomos belgas. 

Bullrtin de Mathématiques élémentaires. 

O jornal interessante que com este titulo principiou este anuo 
a publicar-se em Paris é dirigido pelo sr. Nievvenglowski, inspe-
ctor da Academia de Paris, e pelo sr. L. Gérard. A publicação 
é feita pela Société des édilions scientifiques em fascículos que 
apparecem nos dias 1 e la de cada mez. Os assumptos conside-
rados sào aquelles que constituem o programma das mathemu-
ticas que se ensinam nos nossos lyceus. Em todos os números são 
propostas questões, cujas soluções apparecem nos números se-
guintes. 

D. E. Guallart Elias: Pantógrafo planimetro, Madrid, 1895. 
\ 

N'este opusculo é desfripto pelo auctor um instrumento enge-
nhoso que serve ao mesmo tempo para a reducção ou amplifi-
cação de um desenho e para determinar o valor das areas planas. 
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Este instrumento tem, como mostra o auctor, algumas vantagens 
sobre o planimetro de Amsler. 

A. R. Forsylli: Obituarij Nolice. Arthur Cayley (Proceedings of 
the Royai Society, vol. 58). 

Contém este opusculo uma noticia muito desenvolvida e muito 
interessante sobre a vida e os trabalhos do grande geometra inglez 
A. Cayley, do qual um excellente retrato adorna a primeira pa-
gina. " 

Cayleynasceuem Hichmond em 16 de agosto de 1821 e morreu 
em 26 de janeiro de 1895 . Cultivou todos os ramos da Mathe-
matica e em todos elles deixou vestígios do seu génio profundo. 
O numero de memorias que publicou é considerável e são todas 
de um alto valor. Na noticia dada pelo sr. Forsyth encontram-se 
a respeito d'ellas valiosas informações. 

A. Rassani: Sulle funzioni determinanti e generatrici di Abel (Atti 
delia R. Accademia delle Scienze di Napoli, série 2.\ vol. vir). 

N'esta memoria importante estuda o auctor a dependencia e 
as propriedades das duas funcções ligadas pela equação. 

o integral sendo tomado ao longo da curva fechada Como ap-
plicação determina alguns integraes definidos e alguns desenvol-
vimentos de funcções analyticas em serie d'outras funcções. Acom-
panha o assumpto um resumo da historia das indagações a que 
tem dado logar a equação precedente. 

J /1 — XZ 

F (z) dz, 
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Emory McCIintock: Tlieorems in the Calculas o/ Enlargment (Ame-
rican Journal of Mathematics, vul. xvil). 

O novo ramo de calculo, que é objecto da presente memoria, 
foi exposto pelo auctor numa memoria importante publicada no 
vol. li do American Journal of Mathematics. Este calculo é uma 
extensão do calculo das diíferenças finitas e constitue uma especie 
de algebra formal na qual a theoria da differencinção corresponde 
á theoria dos logarithmos na algebra ordinaria. Na presente me-
moria o auctor apresenta as series que no novo calculo corres-
pondem ás series de Lagrange e Laplace para o desenvolvimento 
das funcções implícitas. 

Emory McClintock: A Methocl for Calculaling Simultancously ali 
the Roots of an Equation (American Journal of Mathematics, 
vol. A'YIiJ. 

N'esta memoria 6 apresentado pelo auctor um methodo para 
determinar simultaneamente todas as raizes de uma equação algé-
brica qualquer dada. Para esse fim apresenta o auctor series ás 
quaes chega por meio do calculo a que nos referimos na noticia 
anterior. Assim, por exemplo, para resolver a equação 

;rfi = — 1 — x, 

apresenta a serie 

1 * 1 ^ 1 4 

- r ^ t d f T w 2 i f 8 r t ó • • • 

onde w representa as seis raizes de — 1. 

li. Mareolongo: Deformazioue di una sfera isotropa (Annali di 
Malematica, serie t. xxiir. 

Depois de algumas noções históricas a respeito do estudo da 
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deformação de uma esphera isotropa, o auctor resolve dous novos 
problemas relativos a esta questão, suppondo a esphera solicitada 
por forças quaesquer e que não são dadas, sobre a superfície 
limite, nem todas as componentes do deslocamento nem todas as 
componentes das forças. Na segunda parte da sua bella e impor-
tante memoria dá o sr. Marcolongo ás equações em coordenadas 
polares do equilibrio de um corpo elástico isotropo uma fórma 
nova muito simples, por meio da qual demonstra e generalisa as 
formulas dadas por Borchardt para resolver por meio de integraes 
definidos o problema da deformação da esphera e os desenvolvi-
mentos em series dados por Chree para resolver o mesmo pro-
blema. 

S. Pincherle: L'Álgebra delle forme lineari alie differenze (Memorie 
delle R- Aecademia delle Seienze di Bologna, serie 5.a, I. \). 

O assumpto d'esta memoria pertence ao calculo a que o auctor 
chama Calculo funceional, isto é a um genero de calculo em que 
as funcções representam o papel que os números representam nas 
operações da Álgebra ordinaria. A presente memoria é o primeiro 
d'alguns trabalhos que o eminente geometra italiano tenciona con-
sagrar ao estudo das operações funccionaes, que gosam da proprie-
dade distributiva, e n ella é considerada a mais simples d'estas 
operações, isto é, aquella cujo eífeito sobre uma funeção é aug-
mental-a de uma unidade. Esta operação é designada por O, de 
modo que temos 

6 f ( x ) = f ( x + 1), t°{fx) = f{x + a), 

e dá logar a formas lineares 

F = a 0 + O1 Q + o 2 O2 + . . . + Om 9'" , 

onde Oq , «| , a>,. . . são funcções de x, que representam a ope 
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ração por meio da qual a funcção f ( x ) se converte em 

aof(x)+a\f(x+ 1) + . . . + am f [ x + m), 

as quaes são estudadas tanto no caso de m ser finito como no caso 
de ser infinito. 

M. Lerch: Bemerkunqen úber eine classe arithmelischer Lehrsàtze 
(Sitzungsberichte der konigl. bõhmischen Gesellschaft der Wis-
senschaflen, 1S94). 

Zur Theorie der Kronecker, schen Doppelreilie Ser (ç, u, v, 
w) (Monatsheft fur Mathemalik, t. r). 

Gulzmer: Ueberdenanalytischen Ausdruck des Huygenschen Prin-
cips (Journal fur die reine und angewandle Mathematik, I. 114). 

Zur Theorie der linearen homoyenen Dijfcrenlialgleichungen 
Cliem, t. 115). 

M. d'Ocagne: Solulion géométrique complete de la troisième partie 
duprohlème d'admission à 1'Écnle Polytechnique (Nouvelles An-
nales, 5." série, t. xiv). 

Sur la composition des Iois de probabililé des erreurs de silua-
lion d'un poial sur un plan (Bullelin de la Société malhémali-
que de France, t. xxm). 

Sur une applicalion de la théorie de la probabililé des erreurs 
aux nivellements de haute précision (Comptes rendus de ItAca-
démie des Sciences de Paris, 1895). 
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C. A. Laisant: Note sur Ies invarianls des polynômes entiers (Rend. 
dei Circolo mateinatieo di Palermo, t. vu). 

Extension de l expression de la dérivée logarithmique d'un 
polynôme entier (Associalion française pour l avancemenl des 
sciences. Congrès de Caen, 1894). 

Pirondini: Qaelqnes propriétés de Ihyperbole (Mathésis, 2.' série, 
t. ui). 

Di aleune superfície ehe ammellono un sistema di linnee eguali 
o simili (Annali di Matemal[ca, 1894). 

E. Pascal: Sulle funzioni a ellittiche pari (Rend. dei R. Jsl. Lomb, 
1895). 

E. Carvallo: Sur la dépolarisation de la lumière dans Ie vaisinage 
des axes optiques des crislaux biaxes (Journal de Physique, 
5.' série, t. ir). 

E. Lemoine: Elude sur Ie Iriangle et sur certains poinls de Géo-
mélrograplde (Proceedings ofthe Edinburgh Malhemalical Society, 
vol. xm). 

C. Ilurali-Forli: Sul limite delle classi variabili (Atti delia R. 
Accademia di Torino, 1895). 
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G. Pesci: Errori prodotti dalla inlerpolazione simplice nell' uso 
delle tavole logarithmo-trigonometriche (Rivisla marítima, 1895). 

G. Vivanti: Preliminari per lo sludio deite funzioni di duevaria-
bili (Reiul. dei Circolo matematico di Palermo, I. ix). 

Uber gewisse der Jkosaederirrationalitat analoge irraliona-
litàten (Monstshefte fúr Mathematik, t. ri). 

Sulle superfície a curvatura media constante (Rend. dei R. 
Ist. Lombardo, 1895). 

Macfarlane: On lhe units of Iight and radialion (American Ins-
titule of Elctrical Engineers, 1895). 

D. Resso: Di una formula relativa ali' inlegrale ellitiico completo 
di prisma specie, conlenuta in una precedente Nota IRend. delle 
R. Accademia dei Lincei, 1895). 

G. B. Guceia : Sur tine question concernant Ies points- singuliers 
des courbes gaúches algébriques (Comptes rendus de l'Académie 
des Sciences de Paris, 1895). 

Sur Ies points doublcs d'un faisceau de surfaces algébriques 
(Item). 

Sur une expression du genre des courbes gaurlws algébriques 
douées de singularilés quHconques (Rulletin de la Société ma-
thémalique de France, 1895). 
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G. Peano: Sopra lo spostamenlo dei polo sulla terra (Alli delia 
R. Academia di Torino, 1895). 

Gino Loria: Per Lean Battista Alberti (Bibliolheea mathematica 
de Enestróm, 1895). 
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SUR UN CAS PARTICULIER DU IYIOUVEMENT 
D UN CORPS SOLIDE DANS UN L IQUIDE INDÉFINI 

p a r 

R. MARCOLONCO 

(Professem- à 1'Université de Messina) 

Les équations du mouvement d'un corps solide dans un liquide 
indéfini, données par KirchliofF (Jorn. Crelle T. 71) , ont été trans-
furmées par Clebsch (Math. Ann. T. in) dans Ies suivantes: 

dx , ST ST 
—-- = X3 x» — ; etc. 
dl óyi Sys 

1) 
(Jyi ST ST , ST ST 
dl Sx2 Sx 3 * Sy2 Sy2 

I est la force vive du liquide et du corps et est une fonction 
homogène quadratique positive des six variables x, y. 

C'est un système de six équations différentielles du premier 
ordre, dont on connalt Ie dernier multiplicateur, égul à l 'unité, et 
Ies intégrales: 

2T=*=/; Xi
t+ x| + ^ = = W i ; x, y{ + x2 y2 + X3 = n, 

I i 
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Le problème est résolu si l'on peut trouver une quatrième inté-
grale indépendante du temps. Clebsch cherche si Ie système 1) 
admet une intégrale linéaire en x et y et il trouve que cela est 
possible seulement dans uu cas ; et puis si Ie méme système admet 
une intégrale fonction homogène du second ordre en x et y; 
ce qui est possible dans deux cas, dans lesquels 1'intégration se 
fait par Ies fonctions hyperelliptiques. Ces cas ont été trai tés par 
M. W e b e r (Math. Ann. , T. xiv) et puis par M. K o t t e r F . (Journ. 
Crelle, cix). 

Il y a cependant un autre cas échappé à 1'analyse de Clebsch 
et signalé par M. StekloiT (Math. Ann. , T. x u i ) . 

Dans Ie premier cas la quatr ième intégrale e s t : t/3 = const. 
Alors il Iaut q u e : 

AT ST ÂT $T 
Xa b y a Vl — = 0 . 

"àyi 

Donc T est une fonction d e : 

2 2 2 2 

^ i + a V V i + y s
; X l y*+ x - y i ; 

et encore de et y3 ; on doit donc pouvoir donner à T Ia forme : 

2T + + p'x\ + 2 q (X11a + Xi yz) + iq' xs y$ + 

+ r(y\+y^ + r'yl, 

ou p, p', r, r\ q, q' sont des cons tantes ; Ies quatres premières 
sont positives. 

C'est c e q u o n prouve en effet par un choix convenable desaxes . 
Dans ce cas 1'intégíation se fait par Ies fonctions elliptiques ; 

Halphen (Fonct. Ell ipt . T. 11) Ie traite avec sa superiorité habi-
tuelle, et puis déduit, d 'une manière assez pénible, Ie cas particu-
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Iier ou l'on a p—p', três intéressant pour Ies analogies qu'il 
présente avec Ie mouvement d'un corps grave de révolution sus-
pendu par un point de son axe. 

Je me propose de traiter directement ce cas ; beaucoup des 
simpliíications obtenues peuvent aussi s'oblenir dans Ie cas gé-
néral. 

Soient (x() t/0 5O) Ies axes fixes; (x\ y\ Z1) Ies axes mobiles avec 
Ie corj>S; M1 ,.V1, icj Ies composantes sur Ies axes mobiles de la 
translation du corps; p\,q\, r\ Ies composantes, sur Ies mêmes 
axes, de Ia rotation instantanée du liquide par rapport au corps. 
Si l'on se rappelle q u e : 

Ies trois premières équations du svstème 1) montrent aussitôt que 
J 1 , x i , X3 sont proportionnelles respectivement à: 

De sorte q u e : 

x\ — m cos 5o); x^ — m cos (y\ 5o); x« = m cos (S1 zo). 

Le svstème 1) peut ê t re remplacé par Ie suivant: 

$T ST ST 

cos («1 S 0 ) ; cos («/! 5 0 ) ; cos (zt z0). 

d Iog (^1 + ixj) 

c It 

2) - ^ r i X z y l - X l y2) 

t) i I t i - - X i 
,*2 

n 
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On a ceíte propriété: après avoir déterminó 0-3 en Ibnction du 
temps, 1'intégration du système s'achève par une quadrature. 

«l + ÍWj 
En eífet la troisième équation nous donnerà :— ; et la pre-

O1
1+ (X2 

mière, avec une quadrature, Xi + ix% ; X\ — ix% se déduira tout 

de suite aussi, car 011 connalt Xj + a| = J n 2 - X g ; etr puisque de 

1'intégrale 21 = 1 on tire 

2 S 2 (q1 - q) Y 3 

fi+ y-i=
 r (mI-^a) 

ou wii e s ^ constante, de la valeur de,j / i + iy», on déduira celle 
de J/, —iyç>. 

La d e u x i è m e équat ion nous donne 

W+^DW+s'!)"^ x*+yi 3/2)5 

c'est à d ire 

,ON 1 / d ^ Y W - q ) y S i . / 2 2 \ , N 

2í'í/3 , ,J 

Donc X3 est une fonction elliptique du temps. 
B 

Disons 3h Ie coefficient de x" dans Ie poiinôme entre paren-
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thèse, o la constante d'homogénéité ; si nous posons: 

'P rVilA. u= / + c o n s t ; 
s 

S = m / § 3 F V q'-q 
1'on a : 

1 , 

«3 = — — h + ?pu. 

Soient a, a i , trois constantes telles que : 

x"3 — m2 = p~(j>u—pa) (pu—pai); Xz — I n 1 = p (pu—pa2); 

h, m, m\, s 'expriment au moyen de a, a t , a 2 , par Ies formules 

h = 2p [jpa + pa\); 2m = p (pa —pa\); Zml = p ( 2 p a ^ — p a —pa\) 

Par conséquent 

x3 — m^f(pn—pa); Xi + m = p (pu—pai), 

o <T2 A1 O- (m — a) O- (u + ff) + CT2 aa (u —a\) cr (u + a\) 
" 2 (T-a CT2CT1 0% 

í 2 , CT (m —ff) a (?< + f f ) a ( « — O;) a (íí + ffj) 
3 P CT Sff, CT̂ a1 ff^í 
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L'équation (3) se transforme ainsi: 

P 

Faisons 

§ 
<P (») =p'u - - ( X s - H1), 

et iious aurons 

ç (m) 9 (— u) = — í (pu—pa) (pu —pai) (pu —pai). 

Le premier membre est une fonction entière de pu; elle a Ies 
zéros ±za; ± a\; =t et LinHni sextuple M = 0; donc <f(u) a 
Ies zéros — a, — a\, a*> = a + A1; d'oíi il suit que : 

2 a (u + a) o- (u + ai)a(u — a — a\) 

ca ^a1 cr (a + a\) 

<f(-Ú) 
2 a(u — a)a(u — ai)a(u + a + ai) 

(rã Cra1 a (a + A1) 0 ¾ 

Mais ip(?<) a aussi la forme 

Apu + Bp'u + C, 
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et avec Ies méthodes connues on trouve 

A J ^ - P ' " . , B = I ; 
pu\ —pa 

c _ pap'a\-pa\p'a 

pa —pa\ 

On peut donc aussi exprimer Ies deux constantes s, ri\ au moyen 
de a et a i . Ainsi : 

I - C - O h I — 1 . 
pa^—pa p 

Enfin, observons q u e : 

a (u — a — a j ) a ( u + a + a ^ ) 
X3 — »«i = — p • 

CT2í< o-2 (a + a i ) 

r s 2 

2 t 4 P y3 c t (M —a — a i ) a ( u - f a - f a i ) 
J / , + JZ2= ^ a2 UC2 (a + ã i ) -

Vj 4* 2 Vs 
Comme il a été observé, il faut expr imer — — — en fonction 
de u. O r : ^ + 

Íp2 ) P i V3 

— p'u - (X3 -Ml) = —— <t («) , 

«g 
( y i — m ) + ixz) - —— ? (— M)> 
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d'oii; 

t/i +iyi 2t/n (Tacal oua{u — a — a\) 

íxa s a ( a + ai) O-(M—a)cr(w—ai)* 

Maintenant on peut détérminer x\ + ix2; en eífet la première 
équation du svstème 2) devient : 

d ( l o g ^ + Í X Í ) 2p p sr1 

^ + —p u = — (»a + va\) + 
du s s p r 

aaaaicrucrÇu — a — «í) 
— (2pu — pa — paj) 

a (a + ai) a (u— a) a (u — a\) 

Il s 'agit de décomposer Ie second membre , qui est une fonction 
rationnelle de pu et p'u, en éléments simples. Les pôles s o n t : 0, 
a, ai ; elle a donc la forme 

« + A ' ( ( w — a ) + A i £ (M —ai ) + B£M. 

Les valeurs des constantes se trouvent a i sément ; elles sont: 

A = A 1 = I ; B = ~ 2 ; 

. « = ^a+ ^ai+ -*-(pa + pcn)+ —— 
s p r 
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Donc : 

d l o g ^ j + ííca) 2 ?pu d v (u — a) a (u — a\) 
+ a + — Iog 

du s du ^1U 

En intégrant et disposant convenablement de la constante, 
on a : 

GacrcnviU 

Les formules suivantes s'en déduisent auss i tô t : 

X\ — IXn = • 
p o - ( í í + a ) o - ( ? 4 + a i ) \ s / 

E era ca i ¢7¾ 

Çw+au) 
2p 2/3E o-(« — a — a i ) ' 

!/1 + iy-1 = , v— e s t (a + a j ) a u 

— s w + 0 1 " ! 
2© j/3 o-(u + a + a i ) / 

V\ '2/2 — v 7—; v e 

Pour achever la solution il faut déterminer Ies composantes de la 
rotation, Ies cosinus des angles des axes mobiles, Ies coordonnées 
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de 1'origine en fonction de u. P u i s q u e : 

Pl = qxi + ryi; 

q\ = qxi + ryi; 

r j = 5 ^ 3 + ^ 3 

e t : 

Fl + <'?i= q + íxí) + r(y,+ iy») 

la détermination des composantes de Ia rotation n o f f r e de difli-
cul té . Pour Ies cosinus observons q u e : 

COS \X\ Zo) ± I COS (t/1 Zo) *= — — t ^i ) -

m 

D o n c : 

COS (x\ Zo) + i COS (j/l Zo) = 

2 E aaaã] <T(M— a)<r(u—AJ) (_í ' 1 ) 
T~"' • . ., • _ Q 

a (aj+a) a-(ai —a) o2u 

cos («izo) —tcos (t/jzo) = 

2aacrat a (u + a) a ( u + a i ) - Ç í &•+•*) 

£ 0 - ( 0 1 + 0 ) 0 - ( 0 1 - 0 ) TiU 

2pu—pa—pa\ 

e 

cos (zi zo) = -
pa —pa\ 
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Rappellons maintenant la fo rmule : 

d , . , i | (cos Z0X1+i cos Z0 »/i) (Pl—i</i) 
— Iog (cos ;ro a i+ tcosy i«o) l + C O S Z o 2 l 

^ (cos Z Q X j - icos Z0 y i ) (J9 t+ iq\)) 

I - C O S Z O Z I J 

Le second membre est égal à : 

+ r(yi + «yí)]j. 

ou encore à: 

r r p y 3 í <p(u) ? ( — « ) ) 
iqm — j — — — 

2s (pu — pa pu—pa\\ 

Considórons la fonction : 

1 <p(ii) aa o-(u + 0))<r(« — a — aj) 

2 pu—pa a « | ( r ( a + a j ) ff (u — a ) a u 



172 JORNAL DE SCIENCIAS _ 

Les pôles étant O, a, Ies z é r o s - a i , a + au on la met sous h 
forme : 

et par conséquent : 

d 
Iog (cos z0 X1 + i cos z0 t/i) = 

= a , , a - A i o g « - ( — - a M i + a Q 
S ( dw ° a«M 

Donc: 

COS ZfiXx +l COS Z0 í/j = 

— iqtm 

= 2 E e o-aaa i o- (m — a) a (w + O1) (Sa—Ç«i)« 
a (a—a 1 )o - ( a+a 1 ) Ã 6 

COS Zo Xl — i COS Zo y i = 

iqmt 
2 e g«i <r(M+a)(r(M—O1) -(Ça— 

Ea (a — aj)a(a + aj) 0¾ C 

Represcntons enfin par X, Y, Z Ies coordonnées de !'origine des 
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axes mobiles. KirchhofT a prouvé que : 

] i ) 
X = — j/i cos (xi j/o) + Vi cos (j/| y0) + J/3 cos (z, j/0) , 

1 ; 
Y = - — j J/l cos («! xo) + J/-> cos (j/l Z0) + J/3 cos (z, j 0 ) 

d'ou: 

X + t Y = 

i 1 
= jyi (cosxjaro + i cos x\ j/o) + t/o(cosj/i Jo + + » c o s y\ j/0; + 

+ J/3 (cos Zi O1
0 + íCOSZiJ/o)|. 

Or on a : 

(cos X\ Xo + i COS X] J/o) "f" i (cos J/l Xo + I COS J/l J/o) = 

(cos Z1 Xq + i cos zi j/0; (cos x\ zo + i cos j/] zo) 

1 + COS Zi Zo 

(cos x\ xo + i cos x\ j/o) — i (cos j/i a"o + i cos y jj/0) = — 

(cos Z) Xo + I COS Z i J/o) (cos X1 Z-O — I COS J/l Zo) 

1 — COS Z i So 

Donc: 

v i 1 - v ' , \(cos j 1 z 0 + í c o s y x zo) ( y i ~ I y i ) 
X + i \ — c o s z , y 0 + » c o s zi j/0 • — 

2 m ( 1 + cos zi Z 0 

(cos J i Z 0 - i cos J/l zo) ( j / l + iyi) \ 
+ 3 • T" -í-J/3 1 

1 — COS Zl Zo ) 
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On pourra donc regarder comme connus Ies binómes X ± i ¥ ; 
la recherche de Z n'ofíre de difficulté. 

Si 1'on rapproche Ies formules qui donnent co szoz i ; cos zo 
± i cos zo t/i , avec Ies formules analogues dans Ie mouvement 
d'un corps grave de révolution suspendu par un point de son axe 
de symétrie, on conclut que Ie mouvement de 1'axe du corps dans 
un liquide et de l 'axe d'un corps grave de révolution diffèrent par 
une rotation uniforme dont la vilesse est mq. 

Messina: mars 1896 . 
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B i B L I C G R A P H I A 

F. Klein: Leçons sur certames questions de Géométrie élémentaire. 
Redaction française par J. Griss, Paris, Nony, 1896. 

Contôm este opusculo uma serie de conferencias feitas pelo 
eminente professor da Universidade de Gottingen, F. Klein, du-
rante as ferias da Paschoa de 189 4-, n'aquella Universidade. 

O objecto d'estas conferencias, vivamente interessante e magis-
tralmente t ratado pelo auctor , é o estudo de alguns problemas de 
Geometria e lementar que se tornaram celebres em virtude dos 
esforços empregados pelos geómetras antigos para os resolverem. 
São e l les : 

1 . ° 0 problema da duplicação do cubo, também chamado pro-
blema de D é l o s ; 

2 . ° O problema da trisecção do angulo ; 
3 .° A quadratura do circulo. 
A respeito de cada um d'estes problemas o auctor examina as 

condições da possibilidade ou impossibilidade de uma solução geo-
metrica, e para esse fim não emprega outros meios que os pura-
mente e lementares , isto é os que possuem os alumnos das nossas 
escholas superiores de mathematica no fim do 1.° anno. 

Os geómetras antigos procuraram resolver os problemas, a que 
vimos de nos refer i r , por meio da rúgoa e do compasso ord iná-
rio, isto é por meio do traçado de rectas e circulos, sem o pode-
rem conseguir. A falta de successo dos esforços empregados para 
os resolver por este meio levou depois os geómetras a considerar 
como provável a impossibilidade de um tal modo de solução, sem 
todavia a demonstrarem, continuando por isso a haver quem se 
occupasse d'elies. Só modernamente foi esta impossibilidade de-
monstrada, e é a esta questão que é principalmente consagrado o 
livro de Klein. 

Para conseguir este fim, estabelece pr imeiramente o auctor que 
é condição necessaria e sulliciente para que uma expressão ana-
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Iytica possa ser construída por meio da régoa e do compasso, que 
ella se deduza das grandezas conhecidas por meio de operações 
racionaes ou por meio de raizes quadradas em numero finito. 
Depois mostra que esta condição não se verifica nos problemas 
enunciados. 

Contém o livro a que nos estamos refer indo uma introducção. e 
dez capitulos. 

Na introducção menciona o auctor resumidamente o objecto do 
seu t rabalho. 

No capitulo i são apresentadas algumas proposições, t iradas da 
theoria das equações algébricas, as quaes são relativas á reso-
lução d'estas equações por meio de radicaes. Es tas proposições 
são usadas no capitulo n para se demonstrar a impossibilidade de 
resolver por meio da régoa e do compasso o problema da dupli-
cação do cubo (construcção d um cubo duplo d 'um cubo dado) e 
o problema da trisecção do angulo. 

O capitulo in é dedicado ao theorema celebre de Gauss, segundo 
o qual é condição necessaria e sufficiente para que o circulo possa 
ser dividido em p partes iguaes por meio da régoa e do compasso, 
p representando um numero primo, que este numero seja da 
lorma 2 2 " ' + 1. O caso de ser m = % isto é o caso da divisão do 
circulo em 17 partes iguaes, é desenvolvidamente estudado no 
capitulo iv, onde é exposto o meio de executar esta divisão. 

No capitulo v apresenta o auctor algumas general idades sobre 
a construcção das expressões algébricas por meio de cónicas e 
por meio de curvas de ordem superior, quando o problema não 
pôde ser resolvido por meio de rectas e circumferencias. 

Passa depois o auctor a estudar o problema da quadratura do 
circulo. Para preparar para este estudo, demonstra em primeiro 
logar a existencia de números transcendentes. Demonst ra depois 
o theorema de Hermite , segundo o qual o numero e, base dos 
logarithmos neperianos, é t ranscendente, e finalmente o theorema 
a que Lindemann foi levado por uma extensão da demonstração 
dada por Hermi te do theorema precedente, segundo o qual o 
numero TT é também transcendente. Para demonstrar estas pro-
posições notáveis, emprega Klein um methodo muito elementar, 
devido a Gordan. Como conseqnencia do theorema de Lindmann 
resulta que o numero ir não pôde ser construído com régoa e 
compasso, nem portanto por meio d'estes instrumentos pôde ser 
resolvido o problema da quadratura do circulo. Termina o livro 
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um rápido exame d'um instrumento inventado por um engenheiro 
russo, Abdank-Akalcanowicz, por meio do qual se pôde traçar, 
por um movimento continuo, uma curva transcendente que deter-
mina o numero rc. 

Todas as questões tratadas no Lello livro de Klein sào acom-
panhadas de informações históricas do maior interesse. 

E. Goursat: Leçons sur Iintegralion Jes équalions aux dérivées 
partielles du seeond ordre, Paris, t. i, A. Hermann, 1896 

IIa alguns annos publicou o sr. Goursat um volume importante 
sobre a integração das equações ás derivadas parciaes, no qual se 
occupava unicamente das equações de 1." ordem. 

No volume actual continua o sábio geometra os seus trabalhos 
sobre este assumpto importante, considerando agora as equações 
de 2.a ordem, das quaes promette continuar ainda a occupar-se 
n u m segundo volume. 

O auctor dividiu o seu bello e importante trabalho em quatro 
capitulos, do assumpto dos quaes vamos dar uma noticia resu-
mida. 

No capitulo i são consideradas cm primeiro logar as equações 
ás derivadas parciaes das superfícies geradas pelas curvas d'um 
complexo ou envolvidas pelas superfícies d 'um complexo. Em 
seguida é considerada a questão que tem por fim determinar uma 
superfície integral d'uma equação ás derivadas parciaes F(ac, y. 
z, p, q, r, s, t) — O dada, que passa por uma curva dada e é tan-
gente ao longo d'esta curva a uma superfície planificavel lambem 
dada, questão a que o auctor dá o nome de prol/lema de Caueliy, 
por estar ligada com a theoria da existencia dos integraes, con-
siderada por esle grande geometra. Fundado nos resultados d'este 
problema, define o auctor com precisão o que se deve intender 
|>or integral geral das equações ás derivadas parciaes de 2." ordem. 

No capitulo il estuda o sr. Goursat desenvolvida e profunda-
mente a equação IIr 4- zKs -+- Li + M + N (rt — s-) = O, (II, K, L, 
51, N representando funeções de x, y, z, p, q), conhecida pelo 
nome de equação de Monge e Ampere, por ter sido considerada 
primeiramente por Monge, no caso de ser N = O, e em seguida 

12 
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|tor Ampère em duas memorias celebres publicadas no Jornal da 
Escola Polytechnica de Paris. A respeito d'esta equação o auctor 
considera o problema de Cauchy, os methodos de integração de 
Monge e Ampère, a applicação d'estes methodos á integração da 
equação das superfícies minimas, etc. Para dar mais generalidade 
ás theorias expostas, o auctor estende a definição de integral, 
seguindo o caminho aberto por S. Lie para o caso das equações 
de l . a ordem. 

No capitulo in faz o auctor muitas applicações interessantes dos 
methodos expostos nos capítulos anteriores. Assim, determina as 
superfícies de Joachimslal, isto é as superfícies em que as linhas 
de curvatura d um dos systemas são curvas planas, cujos planos 
passam por uma recta fixa; determina as superfícies de Monge, 
isto é as superfícies em que as linhas de curvatura d'um dos sys-
temas estão situadas sobre espheras concêntricas; determina as 
superfícies para as quaes a representação espherica d'um dos sys-
temas de linhas de curvatura se compõe de circulos passando por 
dous pontos fixos da esphera; procura as superfícies que admittem 
uma representação espherica dada, etc. 

No ultimo capitulo o auctor extende a noção de característica, 
primeiramente definida só para a equação de Monge e Ampère, 
a equações de fórina qualquer, estuda profundamente esta noção 
e de s t e estudo tira consequências do maior interesse para a 
theoria a que o livro 6 consagrado. 

Todos os assumptos d'esta obra importante são tratados com 
muita elegancia, clareza e originalidade. 

P. Painlevé: Leçons sur Ie frottemenl, Paris, Hermann, IS95. 

Contém este volume algumas bellas lições feitas na Faculdade 
das Sciencias de Paris pelo sr. P. Painlevé. Nel las se occupa este 
illustre geometra do movimento dos systemas dotados de attricto, 
considerando os systemas formados por pontos materiaes isolados 
e os systemas formados por corpos contínuos, cuja posição só 
depende d'um numero finito de parametros. 

As primeiras 57 paginas do volume são destinadas á exposição 
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da lheoria. Encontram se n'eslas paginas a definição das forças 
de attricto e as suas leis e propriedades, o estudo da combinação, 
compatibilidade e superabundancia das ligações dos systemas, a 
enumeração das ligações simples entre solidos, etc. 

As 51 restantes paginas do volume são consagradas ás appli-
cações. N'ellas é considerado o movimento d'um ponto sobre uma 
curva em diversas circumstancias; o movimento dos systemas cujo 
centro de gravidade descreve uma curva dada ; o movimento dos 
systemas que comprebendem uma curva movei sobre a qual es-
correga um ponto do systema; o mov imento d um ponto sobre 
uma superfície em diversas circumstancias; o movimento dos 
systemas cujo centro de gravidade descreve uma superfície; o 
movimento dos systemas que encerram uma superfície solida movei 
sobre a qual escorrega um ponto do systema; o movimento dos 
systemas de solidos cujas reacções dependem das leis do attricto, 
etc. Exemplos muito liem escolhidos contribuem para esclarecer 
alguns dos assumptos considerados. 

r/i. Meray: Leçans nouvelles sur /'Analyse infinilésimale et ses 
applications géométriques (Deuxième parlie), Paris, G. Villars, 
1895. 

Deu-se em um dos números anteriores d'este jornal uma no-
ticia a respeito do I . 0 volume d'esta obra importante. Como dis-
sémos, n'elle occupa-se o auctor dos princípios, methodos e 
theoremas geraes da theoria das funeções, deixando para o volume 
seguinte o estudo das funeções particulares. Hoje temos o prazer 
de annunciar que o volume consagrado a estas funeções parti-
culares, complemento indispensável do anterior, está já publicado, 
e que graças ao desenvolvimento e generalidade com que foram 
tratadas as doutrinas expostas no volume 1, se marcha rapida-
mente na leitura dos assumptos mais particulares expostos no pre-
sente volume. 

Dividiu o sr. Méray o 2.° tomo da sua obra em 13 capitulos, 
de cujo assumpto vamos dar uma noticia resumida. 

O capitulo i é consagrado á theoria das funeções a que o auctor 
dá o nome de olotropas (funeções holomorplias), funeções cuja 
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theoria é a continuação da theoria das funcções algébricas intei-
ras. Nota-se n'este capitulo uma demonstração engenhosa do theo-
rema fundamental da theoria das equações inteiras. 

No capitulo li occupa-se o auctor da theoria das funcções me-
romorplias, doutrina que é o seguimento natural da doutrina rela-
tiva ás fracções racionaes, que se estuda em Álgebra. 

No capitulo in são estudadas as funcções definidas por um 
radical simples. Este estudo é feito sem a intervenção de consi-
derações trigonométricas, que o auctor considera como estranhas 
á Analyse pura. 

O capitulo ív é consagrado ao estudo das funcções implícitas 
definidas por uma equação única. Nel le estende o auctor ás raizes 
das equações olotropas a theoria celebre de Puiseux relativa ás 
funcções algébricas. 

No capitulo v são considerados o logarithmo e a exponencial. 

O logarithmo é definido pela equação diflerencial —= — e 
dx x 

pela condição de ser u = O quando x=\. A exponencial é defi-
nida como funcção inversa do logarithmo. 

O estudo das funcções circulares é o objecto dos capitulos vi e 
vil. Este estudo é feito sem a intervenção de considerações geo-
métricas, recorrendo o auctor para as definir á inversão dos inte-
graes em que a dilferencial é composta racionalmente da variavel 
de integração e da raiz quadrada d um trinomio do segundo gráo. 

A theoria das funcções ellipticas é estudada nos capitulos viu 
a xii. O ponto de partida para introduzir estas funcções é a con-
sideração da equação diflerencial primitivamente empregada pelos 
geómetras para este fim. Para preparar o leitor para este modo 
de exposição, tinha já o sr. Méray, nos capitulos anteriores, em-
pregado, como vimos, para iniciar o estudo das funcções Ioga-
rithmicas e circulares, a consideração das equações differenciaes a 
que ellas satisfazem. 

O capitulo xiii, ultimo do livro, é consagrado á theoria das 
funcções eulerianas. 

No modo de tratar os assumptos que são considerados ha, 
n'este volume da obra, uma grande originalidade, como a havia 
a nbem, já o dissemos, no volume anterior. 
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E. Pascal: Teoria delle funzioni eUiUiche, Iloepli, Milano, 1896. 

Este .volume faz parte da importante collecção de manuaes 
publicado pela casa Iioepli de .Milão, a que por varias vezes nos 
temos referido n'este jornal. Contém elle uma exposição muito 
bem feita da theoria das funcções ellipticas, onde se acha o que 
ha de mais essencial n'esta importante doutrina. 

O ponto de partida do auctor é a theoria das funcções 6 de 
Jacobi, ás quaes liga depois as funcções p e n de Weiers t rass e 
as funcções snw, cnn , dnw. 

O livro está dividido em seis capitulos, onde são considerados 
os assumptos seguintes: 

No capitulo i estuda o auctor as quatro funcções b de Jacobi. 
Define-as por meio das series periódicas descobertas por este 
eminente geometra, procura as relações entre ellas, determina as 
equações diflerenciaes a que satisfazem, desenvolve-as em produ-
ctos infinitos, etc. 

No capitulo li estuda o sr. Pascal as funcções ellipticas sn u, 
cnw, dnw e as relações d'estas funcções com as funeçães 6. 

O capitulo in é consagrado ao estudo das funcções c de Weiers-
trass, que são definidas pelas suas relações com as funcções 8. 

No capitulo iv occupa-se o auctor da funeção p (u) de Weiers-
trass, que é definida pela equação que a liga á funeção a (u). 

O capitulo v é destinado ao estudo dos integraes ellipticos de 
l .°, 2." e 3." especie e ás suas relações com as funcções ellipticas. 
N'este capitulo, e depois no capitulo vi, encontram-se resultados 
do mais alto interesse a respeito d'um integral introduzido na 
theoria das funcções ellipticas por Klein. 

Terminaremos dizendo que, pela clareza com que está escripto, 
pelo bom methodo de exposição e pelo ponto de vista moderno 
em que o auctor se collocou, é este excellente livro muito proprio 
para se estudar a parte essencial da theoria das funcções elli-
pticas. 

E. Rouché el Ch. de Comberouse: Leçons de Gcométrie. Vremibe 
par lie. Paris, G. T rUIars, 1896. 

Solulipns detaille'es des exercices et problèmes énoncés (lans Ies 
leçons de Géomélrie. Premibe par lie. Paris, G. Villars, 1S96. 
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Os programmas para o ensino secundário moderno, em França, 
sendo diíferentes dos programmas para o ensino secundário clás-
sico, os srs. Rouché e Comberousse vêem de publicar os dous 
volumes a que acima nos referimos, para servir de texto aos alu-
mnos que seguem o primeiro d'estes ensinos. A estes volumes, que 
são destinados aos alumnos de 4.a classe, seguir-se-hâo outros 
destinados aos alumnos de 3 . \ 2." e 1." classe. 

O primeiro dos volumes annunciados está dividido cm trinta 
lições onde são considerados os assumptos seguintes: 1 Introducçâo 
(primeiras noções). 11 Ângulos. Ângulos verticalmente oppos-
tos. IlI Rectas perpendiculares. Igualdade dos ângulos rectos. 
IV Triângulos. V Egualdade dos triângulos. VI Outras proprie-
dades dos triângulos. VII Perpendiculares e obliquas. VIII !igual-
dade dos triângulos rectângulos. IX Logares geometricos. X e 
XI Parallelas. XiI Ângulos cujos lados são respectivamente paral-
Ielos ou perpendiculares. XHf Somma dos ângulos d'um trian-
gulo, d um polvgono convexo. XIV Pontos de intersecção notáveis 
no triangulo. XV Propriedades dos parailelogrammos. XVl Figu-
ras symetricas re la t ivamene a uma recta ou a um ponto. XVl Uso 
da régoa e do compasso. XVIIl Circumferencia do circulo Inter-
secção d'utna recta e d uma circumferencia. XlX Propriedades 
dos arcos e das cordas. Diâmetros perpendiculares a uma corda. 
XX Tangente e normal á circumferencia. Parallelas no circulo. 
XXI Tres pontos não em linha recta determinam uma circumfe-
rencia. Posições relativas de duas circumferencias. XXII Recor-
dações das noções de Arithmetica relativas á medida das grande-
zas. XXIII Medida dos ângulos. XXlV Logar dos pontos d'onde 
se vò uma recta debaixo d um angulo dado. Quadrilátero inscri-
ptivel. XXV Uso da régoa e do compasso. Construcção dos ân-
gulos. Divisão da circumferencia. XXVI, XXVll e XXVIII Pro-
blemas elementares. XXIX Círculos circumscriptos e inscriptos. 
XXX Tangentes communs a duas circumferencias. 

No fim de cada lição vem uma collecçâo de exercícios corres-
pondentes, dispostos segundo a ordem da sua difiiculdade. No se-
gundo dos livros annunciados vêem as soluções d'estes exercidos, 
Para obrigar os alumnos a um trabalho proprio e ao mesmo tempo 
auxilial-o n'este trabalho, são apenas esboçadas as soluções dos 
exercícios simples e completamente indicadas as soluções dos 
exercícios mais difiicc.s. 

A respeito das qualidades dos livros mencionados não é neces-
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sario dizer cousa alguma. Os livros de Geometria publicados ante-
riormente pelos srs. Rouché e Comberousse sào, com effeito, muito 
conhecidos e apreciados pelos professores c os actuaes em nada 
são inferiores áquelles. 

E. Carvallo: Methode pratique pour la résolution numérique des 
équations algébriques ou transcendentes, Paris, Nony, 1896. 

O fim d'este trabalho importante é completar o methodo inven-
tado por Gratl' em 1839 c continuado por Encke em 1841, para 
resolver as equações numéricas. Graff limitou-se a determinar as 
raizes reaes e os módulos das raizes imaginarias, quando estas 
raizes não tcem módulos eguaes. Encke completou este methodo 
determinando as raizes imaginarias, mas o meio que para isso 
empregou, theoricamente exacto, não tem nada de pratico. Na sua 
Memoria o sr. Carvallo, estudando profundamente o methodo de 
Graff, mostra como elle pôde dar immediatamente e sem novos 
cálculos tanto as raizes imaginarias, quer tenham quer não módulos 
iguaes, como as raizes reaes. Além d'isso estende este methodo 
âs equações transcendentes. 

O auctor trata o assumpto com toda a clareza c rigor, de modo 
a concorrer para que este methodo notável seja introduzido no 
ensino, e além d'isso insiste sobre as observações de caracter pra-
tico próprias para simplificar a applicação do methodo. Para escla-
recer as considerações que expõe e para mostrar quanto o me-
thodo é pratico, são resolvidas no trabalho, a que nos estamos refe-
rindo, algumas equações. 

E. Picard : Sur Ies groupes des transformations des équations diffè-
rentielles linéaires (Comptes rendus de 1'Académie des Sciences 
de Paris, 1894). 

O auctor estende n'este trabalho importante a theoria de Galois, 
relativa ás equações algébricas, ás equações diflercnciaes lineares. 
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7i. Carvallo: Principe (!'Iluygens clans Ies corps isolropes (Com-
ptes rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, I SOoJ. 

Como as demonstrações conhecidas do principio de Huygens 
Scio baseadas em algumas hvpolheses que o tornam inaplicavel a 
algumas theorias d'Optica, o auctor dá uma nova demonstração 
d'cste principio, em que se não recorre a estas hvpolheses. 

L. F. Marrecas Ferreira: Esludo sobre o planimetro de Amsler 
[Revista de obras publicas, t. xxv). 

N'este artigo, muito util e interessante, o auctor expõe de uma 
maneira clara, simples e completa a theoria do planimetro de 
Amsler, hoje muito empregado pelos engenheiros. Parte para isso 
do esboço d'essa theoria, apresentado por Resal 110 tomo 111 do 
seu importante Traite de Mecanique generale, que examina com 
attenção e que corrige em alguns pontos. 

C. A. Laisant: Note relative aux asymptoles et aux cercles de cour-
bure (Bulletin de la Société malhémalique de France, t. xxm). 

O auctor demonstra que, se uma curva plana C tiver uma asym-
ptota e transformarmos a figura por inversão relativamente a um 
ponto O do plano, a curva transforma-se n'outra curva Cj, que 
passa pelo ponto O, e a transformada da asymptota é o circulo 
de curvatura da curva Ci no ponto O. Esta proposição muito 
interessante estabelece uma ligação entre a theoria da curvatura 
e a theoria das asymptotas. 

G. Lazzeri: Sulla teoria delle equivalenza geomelrica (Periodico 
di Matematica, t. x). 
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O auctor expõe a theoria da equivalência geometrica, para as 
tres classes de grandezas constituídas por polygonos planos, po-
lygonos esphericos de uma mesma esphera e prismas, indepen-
dentemente de qualquer postulado especial para esta theoria, da 
consideração de áreas negativas e de noções arithmeticas ou algé-
bricas, evitando assim postulados ou considerações extranhas ao 
assumpto, empregadas pelos auctores que se têm occupado d'esta 
theoria. 

M. d'Ocagne: Abaque en poinls isoplèthes de 1'équation de Kepler 
(Rulleliu de la Société mathématique de Franee, 1894). 

O auctor applica á equação de Kepler 

u — e sen u = nt 

as doutrinas expostas na obra importante intitulada Nomographie, 
da qual se deu noticia n um dos volumes anteriores d'este jornal. 

P. Mansion: Príncipes fondamentaux de la géomélrie non euclidienne 
de Iíiemann, Paris, G. Villars, 1895. 

A memoria que é o objecto principal d'este opusculo foi apre-
sentada pelo auctor no Congresso scientifico internacional dos 
catholicos. Es tá escripta com muita simplicidade e clareza, e 6 
porisso muito própria para o primeiro estudo da Geometria de 
Riemann. Contém ainda o opusculo quatro notas muito interes-
santes, a primeira relativa á historia da Geometria não euclideana, 
que n'elle é resumidamente exposta, a segunda ás indagações de 
Schering sobre a Metageometria, a terceira relativa ao alcance 
philosophico da !Metageometria, o quarto relativo aos primeiros 
princípios d'esta sciencia. 



186 JORNAL DE SCIENCIAS _ 

J. L. V. Jensen: Sur une cxpression simple du reste dans la for-
mule d'interpolation de Neiclon (Bulletin de 1'Âcadémie des Scien-
ces de Danemarli, 1894). 

Seja F (as) uma funcção da variavel real ou complexa x e g (x) 
uma funcção inteira do gráo n, que se torne egual a F (x) quando 
x toma os valores X1 , x 2 . . . , xn. A formula demonstrada pelo 
sr. Jensen é a seguinte : 

onde > representa uma quantidade cujo modulo 6 inferior á uni-
dade e O0, Oj..., ON^1 são números positivos menores do que a 
unidade. O modo como a ella chega o iilustre geometra dinamar-
quez é muito simples. 

E. Carvallo: Sur Vintegralion d'une équation aux dérivées par-
tielles de la Physique mathémalique (Bulletin de la Société ma-
thématique de France, 1894). 

A equação estudada pelo auctor 6 a seguinte: 

F [x) = g(x) + X 
(x -x 0 ) . . . (x—x„) 

F("+D [B0 x0 + Oi X1 + . . . 

+ 0« xn + Bn+i#]. 

(MJ d% U 
- U = F (x, í) , 

anteriormente estudada pelo sr. Poincaré no caso particular de 
ser nullo o segundo membro. 
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J. M. Colaxc: Alexandre Mucfarlane (The american malhematieal 
Monthly, 1895). 

Biographia d'este illustre phvsico e mathematico, de cujos t ra -
balhos temos dado noticia em diversos números d'este jornal. 

Slouff: Sur Ies rapports entre la théorie des équalions aux déri-
vées partielles du second ordre et la théorie des surfaces (An-
nales de TEcole Normale saperieure de Paris, 1896). 

O objecto d'esta interessante memoria é a applicação da for-
mula de Taylor á solução do problema de Plateau generalisado 
para uma equação ás derivadas parciaes qualquer de segunda 
ordem. As indagações n'ella contidas tôm relação com os t raba-
lhos de Schwarlz relativos ás superfícies minimas e com os t r a -
balhos de Darboux relativos á theoria das características das 
equações ás derivadas parciaes de segunda ordem. 

S. Piticlierle: Sopra alcune equazioni simbolielie (Memorie delle 
R. Aceademia di Bologna, 1895). 

O auctor chama operação funccional distribuitiva a operação 
que, sendo applicada a uma funeção analytica, dá outra funcçâo 
analytica e que é tal que sendo representada por A, gosa das 
propriedades 

A ( ç + + ) - A ( 9 ) + A(+) f A (a<p) = aX (9), 

a representando uma constante ef eiji duas funcçôes analyticas ; 
chama derivada funccional de A a operação A' determinada pela 
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equação 

A' (?) = A (<©) — J A (çp), 

t representando a variavel que figura em cp e A, e chama equação 
diflerencial symbolica toda a equação em que entram estas opera-
ções e suas derivadas. O objecto da presente memoria é dar as 
propriedades e as soluções d'algumas d'estas equações difíeren-
ciaes symbolicas. 

Della validiíá effeliva di alcuni sviluppi in serie di funzioni 
(Rend. delia R. Aceademia dei Lincei, 1896). 

E. Pascal: Sopra dne relazioni rimarcheveli fra i valori delle 
derivate delle funzioni Ô elliltiche per argumento zero (Annali 
di Matematica, 1895). 

A. Botelho: Estudo sobre os systemas de forças girantes, Lisboa, 
1894. 

O objecto d'este trabalho é o estudo da rotação das forças em 
volta dos seus pontos de applicação, ao qual o nosso eminente 
geometra, Daniel A. da Silva, consagrou uma bella e importante 
Memoria, cheia de originalidade, que foi publicada nas collecções 
da Academia Heal das Sciencias de Lisboa. No presente trabalho 
o sr. Botelho expõe com clareza a parte principal d'esta theoria 
importante, fundando-se principalmente nos trabalhos d'aquelle 
geometra. O livro está dividido em cinco capitulos, sendo os dous 
primeiros consagrados ás configurações planas, os tres seguintes 
ás configurações no espaço, e sendo em cada um d'estes casos 
considerados os systemas em que ha resultante e os systemas em 
que a não ha. 
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F. Gerbaldi: Sulle serie di funzioni analitiche (Rivista di Mate-
malica, 1896). 

Un teorema sulle singularitá delia jacobiana di quattro super-
fície algebriclie (Rend. (lei Circolo Matematieo di Palermo, 1896). 

Guldberg: Sur Vintégration des équalions di/férenlielles ordinaires 
(Comptes rendus de IAcademie des Sciences de Paris, 1895). 

Om diIferenlialliguinger, derbesidder fersle fundamenlal-inle-
graler, Chrisliania, 1895). 

E. Carvallo: Ahsorplion de la lumière par Ies crislaux (Annales 
de Ch. el de Pliysique, 1896). 

Bettazi: SulIa calena di un enle in un gruppo (Atti delia R. Acca-
demia delle Scienze di Torino, 1896). 

Gruppi finili ed infinili di enti fitem). 
Teoria dei limite. Parte vil dei Formulário publicato dalla 

Rivisla di Matemalica. 

G. Veronese: Inlorno ad alcune osservazioni sui segmenti infmili e 
infinilesimi atluali [Mathematische Annalen, 47 Bamlej. 

A. Bassi: Sulle radice delia derivala di una funzione olomorfa di 
genere qualunque (Rend. dei R. Instituto lombardo, 1895). 
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A. Bassi: Sulle radiei delia derivata di una funzione olomorfa di 
genero zero ed uno (Item). 

Burali-Forti: Sur quelques propriétés des ensembles d'ensembles et 
leurs applications à la limite d une ensemble variable (Mathe-
matische Annalen, 41 Bande). 

F. Klein : Salle spirito aritmético nella MatenrItica (.Rend. dei Cir-
colo matematico di Palermo, 1896). 

G. Cantor: Beilràge zur Begrtindung der transfiniten Mengenlhere 
(.Mallieinatisclie Annalen, 46 Bande). 

G. T. 
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