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NOTE SUR LA GEOMETROGRAPHIE
_OU ART DES CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES

PAR

E. LEMOINE

M. Haton de la Goupilliére a présenté pour nous a la séance de
I'Académie des Sciences de Paris du 16 juillet 1888 une note sur
un mode d'évaluation de la simplicité dans les constructions géo-
métriques ; le sujet s'est beaucoup étendu depuis nos premiéres
études et ce sont les résultats oblenus dans cette voie que nous
nous proposons de signaler. Nous rappelons que Ry, Ry représen-
tent respectivement I'opération qui consiste & faire passer le bord
de la régle par un point placé et Iopération qui consiste & tracer
la droite; que Cq, Ca, Cg représentent respectivement I'opéra-
tion qui consiste & mettre une pointe du compas en un point du plan,
I'opération qui consiste & mettre une pointe du compas en un
point indéterminé d’une ligne tracée et I'opération qui consiste A
tracer le cercle. Il y a encore avec le compas une aulre opération
élémentaire possible, c'est celle qui consiste & fixer en b sur une
ligne tracée une des pointes B du compas — lorsque la pointe A
est fixée elle méme en un point a — pour tracer un cercle de rayon
ab sans se servir autrement de b, ou pour fixer la pointe A ou
un point d’une ligne tracée.

Cela se présenterait par exemple dans le probléme suivant :
Prendre une longueur qui soit k fois une longueur donnée, miis
nous n’avons pas ajouté un symbole spécial pour cette opération
parce que cela aurait, sans ayantages a notre avis, compliqué la
méthode.
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Toute construction effectuée par la régle et le compas peut
done se représenter par le symbole

op: (my Ry +mg Rg+nq Cy+ ny Cy + ng Cy),

nous appellons: simplicité ou coéfficient de simplicité, le nombre
total : 'my -+ mg + ny + ng -+ ng'des opérations élémentaires Ry,
“Ra, Cy, Cq C3 et: Ezactitude ou coiflicient d’exactitude le
nombre mq + ng + na ; I'exactitude variable de la construction ne
dépendant évidemment en somme que des opérations de prépa-
ration my , ng, ng et non, & proprement parler, des opérations
de tracé

Il ne serait pas exact de dire que my + mg + ny + ng + ng est
une mesure de la simplicité, en donnant au mot mesure le sens
ordinaire du mot en mathématiques, car les opérations élémen-
taires By, Ry, Gy, Ca, Cq sont des unilés différentes, Mais ce
mol de mesure est commode & employer et la pratique de la
méthode montre bien qu'il correspond réellement au but que I'on
se propose quand on décompose une construction en ses opéra-
tions élémentaires. 1l faul encore remarquer que nos évaluations
ne peuvent suivre exactement la pratique, car des opérations théo-
riqguement identiques sont rendues soit impossibles quelquefois
soit trés difficiles & cause des longueurs des rayons des cer-
cles, des positions des droites, etc. Ce que nous faisons ¢’est une
évaluation rationnelle, rien de plus, mais qui, toutes proportions
gardées, est & une évaluation réelle, impossible je erois, ce.que
la mécanique rationnelle est aux applications de |'industrie.

Nous n'avions eu d'abord que I'dée d’évaluer la simplicite des
constructions, mais comme la notion de la durée des opérations
nécessaires & une construction n'entre pas directement dans notre
évaluation, nous avons été bientot conduit & évaluer théoriquement
I'éxactitude ; la encore nous avons évidemment aussi une évalua-
tion ﬂ.eu]umenl rationnelle puisque nous ne tenons pas compte
des angles sous lesquels les lignes se coupent, etc.; enfin I"appli-
cation que nous avons faile de notre méthode A de nombreux
exemples nous a conduit & trois résullats principaux dont le pre-
mier est tout & fait inattendu :

1.° Presque toutes, pour ne pas dire toutes—tant il y a peu

L)
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’exceptions — les constructions données séculairement dans les
Traités de Géométrie pour les constructions fondamentales sont
trop compliquées ; méme : mener par un point donné une paralléle
a une droite donnée. Les unes un peu trop comme celle que nous
citons, les autres de plus de moitié, comme : construire la moyenne
proportionnelle entre dviix longueurs données et nous en avons donné
de plus simples. La close tient & ce que les Grecs, de qui nous
tenons la Géométrie, la traitaient uniquement au point de vue
spéculatif, ils ne faisaient point d’épures, el nous avons continué
leurs routes.

2.° Il y a un art propre des constructions géométriques que
nous avons appelé la Géométrographie et qui a ses méthodes et
son élégance particuliéres.

3.° La simplicité didactique de I'exposition géométrique n’a
aucun rapport avec la simplicité et par suite avec la probabilité
d'exactitude de la construction effectuée. ;

Celle-ci doit étre étudiée & part au moyen de la Géométrogra-
phie; nous n'en citerons que deux exemples. La solution si élé-
gante (et donnée dans tous les traités de Géometrie analytique) de
Charles pour trouver en grandeur el en position les axes d’une ellipse
dont on connait deux diamétres conjugués en grandeur et en posi-
tion est plus compliquée & construire que d'autres moins con-
nues.

L’admirable ‘solution de Gergonne et de Bobillier du probléme
d’ Apollonius : mener les cercles tangenls a trois cercles donnés con-
duit 4 une construction de beaucoup la plus compliquée parmi
celles du méme probléme que nous avons analysées.

En résumé, c'est la simplicité spéculative et didactique que les
Géométres ont toujours considerée jusqui'ici. La Géométrographie
s’occupe au contraire uniquement de la simplicité de la constru-
ction effectuée.

La régle et le compas sont les seuls instruments que la Géo-
métrographie pure admet et elle s'occupe alors sur un point de vue
des problémes spéculatifs que les Grecs appelaint les questions
résolubles par la droite et le cercle, ce qui contient evidemment la
Géométrie de la régle seule et la Géométrie du compas. Si on
applique la Géométrographie aux épures de la Géométrie descri-
ptive on est conduit & admettre I'usage d'un aulre instrument :
I'équerre, on n'z pour cela qu'ajouter a Ky, Ry, Ci, Ca» F:'.
le symbole E qui désigne 'operation consistant a faire glisser l'es
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querre le long de la régle jusqu'a ce que son bord passe par un
point donné.

Si on applique la Géométrographie aux constructions de la Mé-
canique ou i la Statique graphique, il faut admettre 'emploi des
régles divisées ce qui introduit I'idée générale du nombrer, c'est
a dire I'arithmologie, mais il n'y a pas besoin de nouveaux sym-
boles et I'opération de prendre entre les branches d'un compas
un certain nombre donné de divisions sera 2C; comme cela serait
pour prendre une longueur donnée, seulement la différence théo-
rique est essentielle. Ainsi: diviser une droite donnée dans le rap-
port de deux longueurs données est un probldme de (zéométro-
graphie pure qui se résout aisément; et diviser une droite donnée
dans le rapport de deux nombres donnés m et n est un probléme
qui pour trouver sa solution générale la plus simples possible quels
que soient m et n, conduirait par la géométrographie pure a une
question d'arithmologie que je ne crois pas résolue car il faudrait
d'abord savoir résoudre la suivante : trouver, le plus simplement
possible, une longueur qui soit k [ois une longueur domié et I'on
verra facilement que cette derniére revient i une question fout i
fait analogue & celle-ci: quel est le nombre minimum de mullipli-
cations nécessaires pour élever un nombre A d la puissance p, ques-
tion non résolue. L'eniploi de la régle divisée s'impose pratique-
ment donc en stalique Graphique pour la construction des centres
de gravité de n points, etc.

Nous ne pouvons traiter ici en détail les questions dont nous
venons de parler et nous renvoyons i notre mémoire développé qui
a para dans les comptes rendus du Congrés de Pau de I'Asso-
ciation Francaise pour I'avancement des sciences, 1392.
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F. Porro: Astronomia sferica clementarmente exposta, Roma,
1894.

O presente livro foi escripto pelo sr. Porro, professor de Astro-
nomia na Universidade de Turin, niio s6 para servir aos seus dis-
cipulos a fim de aprenderem os primeiros elementos d’esla sciencia,
necessarios para estudarem depois 0s pontos mais elevados d'ella
que fazem parte do curso, mas ainda dquelles que se queiram
preparar com os conhecimentos aslronomicos necessarios para o
éstudo da Geographia, da Geodesia, da Physica, da Meteorologia,
da Engenheria e da Navegacdo.

Nem sempre os livros de Astronomia apresentam esta sciencia
debaixo de forma attrahente que concorde com a belleza d'ella.
Ao livro que acaba de publicar o illustre professor italiano ndo se
péde fazer este reparo; lé-se com prazer e com proveito. E pe-
quenv no formato, mas conlém muito assumplto, e este & muito
bem escolhido e muito bem exposto. N'esta exposi¢ho o auctor
leva as suas relerencias até aos trabalbos mais modernos e
acompanha cada doutrina considerada de notas historicas cheias
de interesse.

Os assumptos estio dispostos em dez capitulos, onde sdo consi-
deradas as materias seguintes :

I A esphera celeste e o seu movimento diurno. 11 O movi-
mento annual do Sol. 1l Transformacdes das coordenadas. 1V A
medida do tempo. V O movimento da Lua. VI A parallaxe diurna
¢ a refracgdo. VII As variacdes dos planos f[undamentaes. VIII A
aberrago e a parallaxe annual. IX A reducclo dos logares estel-
lares e os movimentos proprios. X O systema solar.
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E. Lucas: Récréations mathématiques, t. rv, Paris, G. Villars,
1894.

Quando démos noticia do apparecimento do tomo m das Ré-
créations mathématiques, no volume anterior d’este jornal, dissé-
mos que E. Lucas publicon em vida dous tomos d'esta obra e
que, depois da sua morte, foram encontrados nos seus papeis dous
tomos promptos para serem impressos. O 2.° destes volumes, o
4.° da obra, acaba de ser publicado e é, como os anleriores, viva-
mente interessante. Eis os titulos dos recreios que contém :

1 O calendario perpetuo e o calendario automatico dos residuos.
Il A Arithmetica em bolas. Il A Arithmetica em paus. IV O
jogo das palhetas no seculo 13.° V Os quadrados magicos de
Fermat. VI A Geometria das rédes e o problema dos dominds.
VIII A Geometria das regides, o problema geographico das quatro
cres e as rédes de pontos triplos. VIII A machina para marchar.

Johann G. Hagen : Synopsis der hoeheren Mathematik, t. 1r (Geo-
metrie der algebraischen Gebilde), Berlin, Felix L. Damas, 1894.

Deu-se no tomo x, pagina 109 d’este jornal, uma breve noticia
a respeito do 1.° volume d'esta obra importante. Ahi dissémos
que & ella uma vasta encyclopedia mathematica, em que slio apre-
sentados, segundo a ordem logica, os differentes assumptos que
fazem parte das sciencias mathematicas.

0 2.° volume, que acaba de ser publicado, & consagrado & Geo-
metria. N'elle sdo considerados todos os ramos da Geometria, a
respeito dos quaes slo enunciadas as mais importantes proposi-
coes, formulas, methodos, regras, etc., que tém sido apresentadas
pelos geometras, tudo disposto segundo a ordem logica dos assum-
ptos e acompanhado de indicagdes bibliographicas preciosas. Para
o estudo de cada questdo o auctor recorrcu aos trabalhos dos |
geometras mais eminentes de todos os paizes, e principalmente |
aquelles que sdo considerados como fundamentaes ; porisso a obra
esth inteiramente 4 altura do estado actual da sciencia que consi-
dera.

O volume consideravel de que estamos dando noticia estd divi-
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dido em treze partes, onde sio respectivamente cstudados os fun-
fundamentos da Geometria, a Geometria projectiva, os diversos
systemas de coordenadas, os systemas de linhas de 1.° e 2.° gran,
a Geometria vectorial (methodos de Argand, Grassmann, Hamilton,
etc.), a theoria geral das curvas planas, as curvas planas de se-
gunda ordem, as curvas planas de terceira ordem, as curvas planas
de quarta ordem, a theoria geral das curvas empenadas e das
superficies, as curvas empenadas e as superficies de segunda ordem,
as superficies de terceira ordem, as superficies de quarta ordem.

Como o anterior, este volume revela no auctor uma erudigiio
admiravel, tal é a quantidade de factos geometricos que, a respeito
de cada um dos assumptos que acabamos de enunciar, elle contém.

A Synopsis der hoehren Mathematik ¢ uma obra de grande uti- |
lidade, que deve fazer parte da bibliotheca de todo 0 mathematico,
que de certo terd [requentes vezes occasidio de a consultar, para
saber a respeito de cada assumplo as principaes proposigdes conhe-
cidas, quaes os auctores que as estudaram, etc.

Répertoire bibliographique des sciences mathématiques (fiches 1 d
100), Paris, Gauthier Villars et Fils, 1894.

No volume 1x d'este jornal deu-se noticia da resolugdo, tomada
pelo Congresso de Mathematica que teve logar em Paris em 1889,
de publicar um Repertorio bibliographico das sciencias mathema-
ticas. contendo os titulos de todos os trabalbos mathematicos
publicados em todos os paizes desde o principio d'este seculo.
Hoje temos o prazer de annunciar que uma primeira serie de 100
folhas do Repertorio acaba de ser publicada.

Contém esta serie a indicaciio de perto de mil (rabalhos ma-
themalicos, puhl[mdus em diversos paizes, enlre os quacs bas-
tantes dos publicados nas collecgoes periodicas do nosso paiz.

E desnecessario indicar a importancia de semelhante publicagio,
tao evidente ella é. Todos os que trabalham sobre sciencias ma-
thematicas sabem que a eada passo lhes apparece occasiio de
necesssitarem conhecer o que sobre algum ponto d’estas sciencias
tem sido publicado.
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Por meio do Repertorio bibliographico obtém immediatamente
as indicacdes que necessitam.

Devemos observar que, para fazer uso do Repertorio. biblio-
graphico € necessario possuir o index d'esta publicagio. D’este
index foram publicadas ja duas edi¢des, sendo a ultima publicada
em 1893. Eis o seu titulo:

Index du Répertoire bibliographique des sciences mathématiques,
Paris, . Villars, 1895. b

D. F. G. Arias : Coleccidn de problemas, teoremas, ete., destinados
d estudios de aplication de las ensefiansas de Geografia y Fisica,
Barcelona, 1894.

Contém esta obra dous volumes. O primeiro volume é consa-
grado a problemas, exercicios e notas relativas & Cosmographia,
4 Geographia e & Nautica. O segundo contém tambem problemas,
exercicios e notas relativas & Mechanica e & Physica. Os proble-
mas slo na sua maior parte simples, elementares e de utilidade
pratica.

S. Pincherle : Delle funzioni ipergeometriche e di vari questioni
ad esse attinenti (Giornale di Matematiche de Battaglini,
l. xxxir).

Contém esta excellente memoria uma parte consideravel de um
curso, que sobre as func¢des hypergeometricas fez o sr. Pincherle
na Universidade de Bolonha, no anno lectivo de 1893 a 1894.
N'ella o sabio geometra italiano faz derivar de uma fonte commum
varias theorias relativas a estas lunccdes, anteriormente apresen-
tadas como distinclas, e sem.ligaciio alguma. A exposiglo d’este
assumpto di-lhe occasido de applicar alguns resultados importantes
a que chegou em trabalhos anteriores. A simplicidade com que
¢ tratado o assumpto ¢ os elementos que o auctor apresenta, para
lacilitar a sua comprehensiio, tornam este trabalho muito proprio
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para se fazer um estudo assaz desenvolvido da theoria das funccdes
hypergeometricas.

R. Perrin: Sur le sous-discriminant (ou covariant biquadralique
lié & I'avani-dernier terme de I'équation aux carrés des diffé-
rences, (Journal des mathématiques, 4." serie, . x).

Sendo U a férma binaria geral de ordem n e V a equacfio aos
quadrados das differencas das raizes de U, cada coefficiente de Y
& origem de um certo covariante de U. O cov ariante do qual é
origem o penultimo coefficiente de V, & o objecto de que se
occupa o sr. Perrin n'esta importante memoria.

N'ella estuda o auctor as propriedades d'este covariante, ensina
um methodo para o calcular e faz applicacio deste methodo és

{6rmas binarias de 3.%, %.%, 5." e 6.* ordem.

E. Picard: Sur l'application des méthodes d’approximations suc-
cessives @ I'étude de certaines équations différentielles ordinaires
(Journal des mathématiques, 4." serie, {. Ix).

N’esta memoria apresenta o eminente geometra [rancez um
methodo importante de approsimaciio, que permilte obter os inte-
graes dos systemas de equacdes differenciaes de 2.* ordem, quando
estes integraes 1&m valores dados para dous valores da variavel, e
faz d'este methodo applicagdes interessantes.

M. d Qcagne: Mémoire sur les suites récurrentes (Journal de
I'Ecole Polytechnique de Paris, 1894).

O auctor d'esta bella memoria simplifica consideravelmente a
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theoria das series recorregtes, reduzindo todas as series, que tém
a mesma escala, a uma d'ellas, a que d4 o nome de fundamental,
e que escolhe de modo a simplificar as formulas de transformagdo,
e substituindo & formula conhecida de Lagrange, que déa o inte-
gral das series recorrentes no caso de a equaglio generatriz ter
raizes mulliplas, outra que ndo exige a distincgdo do grio de mul-
tiplicidade das raizes d’aquella equagdo. A memoria contém uma
exposigio da theoria das series recorrentes feita no sentido que
acabamos de indicar e ainda muitos resultados movos relativos a
estas series, de que ndo podemos dar noficia em pequeno espago.

Lia Predella : Sulle solusioni singolari delle equazioni differenziali
ordinarie di 1.° ordine (Giornale di Mathematiche, t. xxxiu).

Abre esta bella Memoria por uma noticia rapida, mas muito
completa, dos trabalhos que tém sido publicados a respeito das
solugdes singulares das equacdes differenciaes de 1." ordem. Assim
a auctora refere-se rapidamente aos trabalhos de Taylor, Euler,
Lagrange, etc., e aos trabalhos modernos de Darboux, Cayley,
Casorati, Kapteyn, Hamburger, etc. Depois, entrando no objecto
principal do seu trabalho, a auctora, fazendo notar que nenhum
geometra fez ainda uma exposi¢io completa da theoria das solugdes
singulares, encarrega-se ella d’esta exposigio, reunindo os resul-
tados espalhados por differentes memorias, coordenando-os, preen-
chendo as lacunas, fazendo a crilica dos resultados, ete,

Nio se limita porém Lia Predella a uma exposicio do que é
conhecido a respeito do assumpto de que se occupa. Ha pelo
contrario muilos pontos em que ella apresenta os resultados das
suas proprias indagacdes.

A memoria esti dividida,em duas partes.

A primeira parte é consagrada ao estudo das solugdes singu-
lares das equagdes differenciaes do griu n relativamente & deri-
vada que n’elle entra. N'esta parte a auctora completa algumas
proposigdes relativas aos discriminantes da equacdo differencial
relativamente & derivada e da equacdo integral relativamente 4
constante arbitraria, dd demonstracdes novas de alguns theoremas
de Cayley, continua os estudos de Workman sobre a soperpo-
sigio dos logares singulares, etc,
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Na segunda parte sio estudadas primeiramente as equagdes do
1.° grio relativamente 4 derivada ; depois as equagdes do 2.° grio
relativamente & mesma derivada, a respeito das quaes a auctora
expde os trabalhos de Casorati, simplilicando-os e aperleigoan-
do-os; finalmente um grupo de equagdes do 3.° grio relativa-
mente & derivada ao qual Lia Predella pdde estender alguns theo-
remas que até agora s6 eram demonstrados para o caso das
equacdes do 2.° grio.

Por esta rapida noticia vé-se que o nome de Lia Predella &
mais um a junctar 4 lista, nio muito numerosa, das mulheres que
cultivam com successo as sciencias mathematicas.

E. Pascal : Un capitulo di Calcolo differenziale (Rivista di Mate-
matica, 1895).

Refere-se esta nota & expressio do resto da serie de Taylor
dada por Cauchy:

(] —p)n—1
b,
(n—1)!

f* (@ + bh).

Mostrou Pringsheim que, apezar de 6 ser funccdo de n, € con-
digio necessaria para que a serie de Taylor convirja para f(z) que
esta expressio, sendo considerada como funicglo de duas variaveis
independentes § e m, tenda para 0 quando n tende para o infinito
e 0 varia entré 0 e 1. E este resultado que E. Pascal demonstra
no seu interessante artigo.

E. Pincherle : Sulle operazioni funsionali destributive (Rend. della
R. Acad. dei Lincei, 1895).

Sulle operazioni destribulive commutabili con una operazione

data (Auti delle R. Acad. di Torino, 1895).
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E. Guallart: Apuntes de Analisis infinitesimal, Zaragoza, 1895.

M. Lerch: Uber eine arithmetische Relation (Sitzungsberichte der
K. Gesellschaf der Wissenschaften, Prag, 1894).

Annuaire pour l'an 1895 publié par le Bureau des Longitudes,
Paris, G. Villars.

Contém este volume as informacdes que é uso apresentar esta
interessante e util publicacio periodica e além d'isso as noticias
seguintes :

1.° Ondas atmosphericas lunares, por M. Bouquet de la Gr}e .

2.° Sobre o Congresso geodesico d'Inspriick, por M. Tisserand ;

3.° O Observatorio do Monte Branco, por M. Janssen ;

4.° A Photometria photographica, por M. Janssen;

5.° Relatorio sobre a unificagdo dos dias astronomico e civil,
por M. Poincaré.

D. Besso: Sopra alcune equazioni differenziali ipergeometriche
(Rend. della R. Accademia dei Lincei, 1894).

G. Peano : Estensione di aleuni teoremi di Cauchy sui limiti (At
della R. Aecademia di Torino, 1894.
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E. Weyr : Uber einen symbolischen Caleul auf Trigern vom (res-
chlechate Eins und seine Auwendung (Sitzungs. der K. Akade-
mia der Wissenschaften in Wien, 1894).

J. Deruyts: Sur les formes G plusieurs séries de variables (Bulle-
tins de I' Académie R. de Belgique, 1894).

D. André: Sur les permutations alternées (Comples rendus de
I’ Académie des Sciences de Paris, 1894).

E. Carvallo: Perfectionnements a la méthode de M. Mouton pour
I'étude du spectre calorifique (Journal de Physique. Paris, 1893).
—— Spectres calorifiques (Annales de Chimie et de Physique, 1895).
Cas paradoxal de réflexion cristalline (errnrtf de Physique,
1893). .
Théorie du pied équilibriste du (Gyrescope Gervat ( Bulletin
de la Société mathématique de France, 1895). *
Théorémes de Mécanique (Nouvelles Annales de Mathémati-
ques, 1893).
Nouveau théoréme de Mécanique (ltem).
— Sur les surfaces minimes (Bulletin des sciences math., 1894).
Intégration des équations de la lumiére dans les milieux trans-
parents et isotropes (Comptes rendus de I' Acad. de Paris, 1894).
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E. Cesiro : Sulla Geometria intrinseca delle congruenze (Rend. della
R. Accademia di Napoli, 1894).

G. Enestrom: Om reppkomsten af tecknen + och — samt de matema-
tiska termerna prus och smivus (Bulletim da Acad. de Stockholm,
1894).

—— Om Taylors och Nicoles imbirdes fartjinster bettrdfande dife-
renskalky lens forsta utbildande (1tem).

H. G. Zeuthen : M. Maurice Cantor et la Géométrie supérieure de
Uantiquité (Bulletin des Sciences math., 1894).

E. Picard: Sur la détermination des intégrales des équations aux
dérivées partielles du second ordre par cerlaines condilions aux
limites (Bulletin de la Société math. de France, 1894).

—— Sur une classe de trancendentes nouvelles (Acia mathematica,
t. 18).

—— Remarques sur les équations différentielles (Jiem, t. 17).

De U'équation Au=ke* sur une surface de Riemann fermée

(Journal des mathématiques, 4.° serie, L. 1x).

D. Z. G. de Galdeano : El concepto del imaginarismo en la ciencia
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tico di Palermo, 1894).
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SUR DIVERSES FORMULES D'ARITHMETIQUE

PAR

M. LErcu

(2 Prague)

Représentons, comme il est d'usage, par E () ou [z] le plus
grand nombre entier ne surpassant pas la quantité positive z, et

posons E (x) =0 lorsque & est négative. Nous aurons d'abord la
formule

o Zr(i-)-Za(E-)

a—=]

dans laquelle m, u, v représentent des
ques. On l'oblient aisément par la voie géométrique en observant
que les deux membres expriment le nombre des points aux coor=

données entiéres et positives, contenus dans 'aire limitée par les
axes et par I'byperbole équilatére

quantités positives quelcon-

(uta) (v+y)=m.

La démonstration purement arithmétique, équivalente au fond

au raisonnement géométrique, est aussi facile : 11 est clair que la
9
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quantité E( .
"R

— v) représente la totalité des nombres enliers
o

= m :

positils 3, pour lesquels po A —v~ ou bien m = (u+a) (v+5).
Ute = =g

Le premier membre dans (1) représente donc le nombre des com-
binaisons &, f (a, =1, 2,3,...) qui satisfont & l'inégalité
"ﬂz (w4 =) (v+ ). Il est clair que le méme nombre est esprima-
ble par le deuxime membre de I'équation (1), qui se trouve ainsi
démontrée,

Dans cette équation prenons m =n—aa, u =ra, v =5a,00 4, 1,
s, n sont des entiers positifs, et faisons la somme pour g =0, 1,
2,... Dans I'équation qui résulte

SIS —a¥s—(a+
ELE(H a*rs — (¢ us)_a)

—b a1t ra+a«

SRS 1—a¥rs—(a+ra)a
> EE(' ..“1__;_",..__“:_.)

O=f) g=i

transformons les deux membres en introduisant comme les indices
des quantités ra + «, sz + o, respectivement sa + a, ra + o, ce qui
donne

% oapay Tt Mo "
@ X LE(m—;ﬂ)= = EE('" "“)

:,::ra+l g==ix a=ga41 a=rz =

ot m est un entier positil quelconque, remplagant I'expression

n—a®s.
Les conditions sommatoires dans le premier membre étant

U . .
a>ra, ¢~ sa ou bien ra<a :[T_]' &> ras, la quantité consi-




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

131

derée s'écrit

. /m—ca "o T
> E (—————), (cr‘;:.rsa. ra< -:‘:[i. D
a 5

et nous aurons I'égalité

% S (m_— _"_'1) -SE ('?‘_,'::u‘)‘

\ x

les conditiong sommatoires élant

o’ @
o>ria, ra<a f: [—J. sa<a S [—J
3 g r

Ch.'m;;cnns m en m— 1 et retranchons, il vient

E E l{E(m—fcru')__Em—Ua—l
o >Tsa = _|f * 15
<[]

- { . /m—c'a /m—ca—1{
- > -i'E(- --_—-—)—la( o A _)

o >Tia ! 8

8 1"{:-‘--2.}
™

Cela étant, remarquons que la différence

(e
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ne differe de zero que lorsque  est un diviseur de m — aa, dans
ce cas sa valeur étant l'unité, et que par conséquent la somme

e whee

équivaut au nombre des diviseurs de la quantité m —oa qui sont

race S LE l

s_l

. 1]
supérieurs & ra et ne surpassent pas [—s- ]
Si nous représentons par 4 (p, q) le nombre des diviseurs de p
supérieurs @ g, notre quantité s'éerira § (m —sa,ra) —-.}u(m——aa,'—:) ;

et il s’ensuit que nous aurons I'équation

> l-'t;»(m-— a1, ra)— (m-——
o >rsa

- 4 PR o s
::;.:m § (m — ca, sa) q;(m casr

ou bien

(3) P} }-!tIa (m — ca, ;) +§ (m—oa, ,.a)!;

-2 ’4 (m —aa, ;)-Jr Y (m — ca, sa]%‘. (s > rsa).

On obtient un résultat de forme différente en premant pour
point de départ I'équation (2), dans le cas de s =0, ol elle e cesse
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pas d'étre vraie :

o o0 m—ca 2.2 ] m—ca
o z (_E_)=E > E( )
o=0 a=ra-+1 - a={ g=ra -

Remarquons que les conditions sommatoires dans le second mem-

bre peuvent sécrire >0, 0 < n:';: [; , et que par conséquent

o —da '6=0,d>0,
Zu(27)-2 () (2000

\a>ra, 0 <a’<[9;] )

En y changeant m en m— 1 et retranchant les résultats, il vient

Zja o) aemmt
* ”%E(m—;u) E(m—ua—l):.

o'y

Le premier membre est évidemment égal a la somme

2 4 (m—ca, ra), (s =0, i, 2,...)
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el le deuxiéme sera donné par l'expression

GF
> A (m —o'a, }—), (a' > 0),

a’

en convenant de représenter par y (p, q) le nombre des diviseurs
de p me surpassant pas q. Nous aurons donc I'équation

¥ (m—qa, ra) = E e (m——aa, ir)
o >0

VM

I
[

Retranchons les deux membres de 1'identité

5.6 (m—eca)=4¢(m,0)+ IR (m— d'a),
o> a'>0

ot @ (k) =1 (k,0) représente le nombre total des diviseurs de k;
il vient de la sorle, en employant I'identité évidente y (p, q)

+¢(p 9 =0(p):

p> ¥, (m —sa, ra)=1{4 (m, 0) + P (F (m — 6a, i),
o> a’>0 .

=0

ou bien

(#) 2 (m — od, %) =2 ¥ (m—sa,ra);(c=0,1,... [E:—ED
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C'est le cas de r =1 que nous avons considéré antérieurement (+),

A savoir

il est intéressant de remarquer que, inversement, I'équation (4)
se dédvit aisément de (5). Soit en effet r un entier supérieur &
un; nous pouvons prendre g =pr+p,olip=0,1,2,...r—1: on
a amns

r—i
p (Mm—ca,i) > 2 (m—pa—pra,p),
o = p=0 p=0,1,3,...

s

et i cause de I'équation (5) cette quantité peut s'écrire

r—1
> p> ¥ (m—pa— fira, ra),
=0 p=0,1,2,... 1

ou bien

S 1 (m —ea,ra),

a

ce qui en effet coincide avec le second membre de (4),

Rt e e e T

S;g Au sujet des fonctions ¥ et ¢ v. deux notes dans le Bulletin de M
Darboux, année 1888, puis trois articles parus dans le Bulletin de la So-
ciété des Sciences de Boheme, 1894
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A titre d’exemple considérons I'équation (5) dans les cas de
a=2; les nombres y (m — 24, 2) seront égaux 4 2 ou & 1 sui-
vant que m est pair ou impair. Lorsque m est pair, le deuxiéme

membre sera alors 3 2 =m, lorsque m est impair, il sera ¢gal

) m+1 y p
—5—# on a donc

E Y (m— 20,6 = ..3"1: 1 m— 1

=0, 4,2,...
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SOBRE UM THEOREMA DE GEOMETRIA SUPERIOR

POR

JorGE FREDERICO DE AVILLEZ

(Visconde de Reguengo)

Se dividirmos n'um mesmo numero de parles equaes os tres lados
d'um triangulo, e tirarmos pelos pontos de divisio de cada um
d'estes lados perpendiculares sobre os outros dois, as rectas que unem
os pés d'essas perpendiculares envolvem tres parabolas tangentes duas
a duas nos vertices do triangulo,

Seja ABC o triangulo dado; imaginemos dividido em n partes
o lado BC e por cada ponlo de divisdo tiremos perpendiculares
sobre os outros dois. Os pontos assim obtidos dividem os lados
AB e AC em partes proporcionaes, logo as reclas que unem os
pontos homologos situados sobre estes dois lados envolvem uma
parabola Py, que passa pelos pontos B e C e é tangente n'esses
pontos &s perpendiculares BHy e CHy, tiradas sobre AC e AB.

Effectuando o mesmo em relacdo a cada um dos outros lados,
obteremos mais duas parabolas, uma P passando por A e C e
cujas tangentes n'esses ponlos slo AH; e CHj, e outra Py pas-
sando por A e B, e cujas tangentes sio AH; e BHj;.

A recta AHj é tangente commum és parabolas Pg e Py, BH; é
tangente commum éas parabolas Py e Py, e CHy s parabolas Py
e Py; as tres parabolas serdo pois langentes duas a duas nos ver-
tices do triangulo dado.

D’este theorema conclue-se immediatamente que, as tangentes
communs ds tres parabolas, nos vertices do triangulo, cortam-se no
orthocentro H d'este triangulo.
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As equacdes das tangentes &s Lres parabolas, serfio pois (¥)

xcos A=y cos B=23cos C

e as coordenadas triangulares do ponto em que ellas se cortam
sio evidentemente, sendo S a area do triangulo ABC,

b
.r=i:2-§ cos B cos C,

b
Y= % cos C cos A,
zmt-:%cos A cos B.

Se unirmos H com os meios dos lados do triangulo, os pontos
I, m, n, que dividem ao meio as rectas A'H, B'H, C'H, pertencem
respectivamente 4s parabolas Py, Py, Py, e as tangentes tiradas
por elles &s conicas sio parallelas respectivamente aos lados BC,
AC e AB.

Podemos obter os f6cos e as directrizes das tres parabolas pelo
methodo de d'Ocagne ou pelo de Rouché. Applicando este ulti-
mo (##), o f6co Fy da parabola Py ¢ o segundo ponto de inter-
seccio de dois circulos, dos quaes um passa por B e toca em H
a recta HC e o outro passa por'C e toca em H a recta HB. Os
f6cos Fy e Fy das outras duas parabolas determinam-se do mesmo
modo.

Segundo o methodo de Rouché, oblém-se a directriz da para-
bola Py, tirando por H e B perpendiculares a HC, e por He C
perpendiculares a HB; estas rectas formam um parallelogrammo ;

L i R S P ey

(#) Koehler, Exercices de Géométrie Analytique et Géométrie Supérieure,
t1
(##) Rouché et De Comberousse, Traité de Géométrie, t. 1.
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a diagonal d’este parallelogrammo, que ndio passa per H, serd a
directriz da parabola Py.

Como temos porém j& a posigho do foco Fy, a directriz ob-
tem-se mais facilmente construinde os pontos symetricos de Fy,
em relacdo &s tangentes BHs, CHy; a recta que passa por elles
é a directriz Ay da parabola Py.

Da mesma [6rma construindo o0s pontos symetricos de Fge Fy
com relacdio 4s tangentes AHy, CHy e AH;, BHs, obtemos as
directrizes Ag, Ag das outras duas parabolas.

As perpendiculares Ey , Eq, Ej tiradas dos f6cos sobre as dire-
clrizes respectivas sdo os tres eixos das parabolas Py, Ps, Pj.

Como j dissémos as tres rectas T, T, T" sdo tangentes 4s tres
parabolas e parallelas aos lados do triangulo dado; estas tres
rectas formam um triangulo Ay By C;, cujos vertices estdo sobre
as alturas do triangulo [undamental, que tem por orthocentro o
ponto H e cujas alturas sio evidentemente eguaes a metade das
alturas do triangulo ABC. Os lados do triangulo A; By C; tambem
sio eguaes a metade dos lados de ABC; os dois triangulos sio
pois homotheticos, e temos, representando por S; a area de A4
Bl CE ’

§ = 48,.

Unindo os pontos A’ com By, C' com Ay e B’ com Cy, obte-
mos tres reclas que sio evidentemente parallelas &s alturas CHjy,
BHg, AHy; o triangulo a3y formado por ellas & pois semelhante
ao triangulo fundamental e circumseripto ao triangulo Ay B; Cy,
tangente s tres parabolas.

Os pontos A', B, C', Hy, Hg, Hg, Ay, By, C; estio sobre o
circulo dos nove pontos do triangulo ABC, cuja equaglio em coor-
denadas triangulares normaes (») é

x* sen 2A + y? sen 2B + 22 sen 2C —2yz sen A —

—2zzsen B — 2xy sen C=10

A A I P P PP A

{*¥) Koeler, Ihidem.
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e em coordenadas langenciaes, entrando o seu raio,
asen A cos (B—C) + p sen B cos (C—A) + y sen Ccos (A—B) =

~ % sen A sen B sen C.

O triangulo formado pelos tres arcos de parabola AB, BC, CA,
tem os seus lados tangentes aos do triangulo Ay By Cy. Da mesma
forma os triangulos By HCy, Ay HCy, Ay H By tém os seus lados
tangentes 4s parabolas Py, Py, P3. O orthocentro do primeiro
d’estes triangulos é evidentemente o ponto A, , e da mesma f6rma
os orthocentros dos triangalos Ay HCy e Ay H By sdo os pontos
By e G.

Podemos pois dizer que: o circulo dos nove ponios do Irian-
gulo fundamental é o circulo circumscripto ao triangulo Aq By Cq,
cujos lados sdo tangenles ds tres parabolas, e a circumferencia d'esle
circulo passa pelos orthocentros dos tres triangulos, cujos lados sao
tangentes a cada uma das tres parabolas Py, Py, Pj.

Tambem se vé& immediatamente que : o circulo dos nove pontos
do triangulo Ay By Cy € o cireulo circumseripto ao triangulo Imn
cujos vertices estdo sobre as tres conicas.
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H. Faye: Sur l'origine du monde. Théories cosmogoniques des an-
ciens el des modernes, 3.° ed., Paris, (. Villars, 1896.

A obra de que vamos dar noticia é altamente interessante,
ji pela natureza do assumpto, ja pela f[érma elegante e superior
como estd redigida. N'ella considera o eminente sabio [rancez as
theorias cosmogonicas que 1&m sido apresentadas pelos primeiros
sabios tanto da antiguidade como dos tempos modernos, termi-
nando-a pela exposi¢io da sua propria theoria, tio bella e inte-
ressante. E consagrada & memoria do illustre Arago, o mestre do
auctor, que o iutroduziu na carreira astronomica, e na verdade tio
bellas paginas sdo dignas do nome a que sio consagradas.

Abre o livro por uma pequena introducgio sobre a ideia que
se deve fazer de Deus & face da sciencia, & qual se segue a pri=
meira parte, que é consagrada és ideias cosmogonicas dos primeiros
tempos, ideias expostas por Moyses no Genesis, o mais antigo
monumento da sciencia primitiva.

A segunda parte da obra ¢é destinada & exposi¢io das ideias
cosmogonicas dos antigoes, as quaes, gracas 4 influencia das via-
gens e dos observatorios construidos nos templos para a observagio
dos astros, se foram aperfeicoando, passando-se da concepgio da
terra como um vasto disco chato, coberto por uma aboboda so-
lida, & concepgaio da terra como um corpo redondo immovel, cercado
por uma aboboda formada por sete espheras solidas transparentes,
encaixadas umas nas outras, movendo-se & roda da terra e arras-
tando comsigo a lua, as estrellas e os cinco planetas entdo conhe-
cidos. Estas ideias cosmogonicas dominaram até ao seculo xvi,
em que, com Copernico e Kepler, a Astronomia entrou na sua
phase scientifica.

Todavia, como faz observar o sr. Faye, ji um dos maiores phi=
losophos da antiguidade, Pythagoras, ensinava aos seus discipulos,
na intimidade da escola, a rotagio da terra & roda do seu eixo e
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a sua translacio & roda do sol, expondo comtudo ao publico as
ideias correntes da epocha, provavelmente para ndo ferir susce-
ptibilidades religiosas, N'esta parte da obra sdo tambem expostas,
em capitulos especiaes, as ideias de Platdo, Aristoteles, Cicero,
Lucrecio, Ovidio e Virgilio a respeito do mundo, sendo transcri-
ptas e analysadas as passagens das obras d’estes homens celebres
onde as suas ideias sdo expostas.

A terceira parte do livro é consagrada és theorias cosmogonicas
dos modernos. Abre pela exposiciio das ideias de Copernico e de
Kepler, em que principia o triumpho das ideias pythagoricas, e
apresenta depois em quatro formosos capitulos as ideias cosmo-
gonicas de Descartes, Newton, Kant e Laplace.

A quarta parte da obra occupa quasi metade do volume e é
consagrada s theorias cosmogonicas do seculo 1x e especialmente
i bella hypothese imaginada pelo proprio auctor da obra. Antes
de a expor, menciona o sr. Faye quaes as descobertas scientificas
modernas a que se deve atlender para formar uma theoria cosmo-
gonica, descreve n'um largo capitulo o que se conhece a respeito
dos mundos, que compdem o universo, e estuda finalmente n’outro
largo capitulo a constitui¢io physica do sol.

Preparado o leitor com estes elementos, expde-lhe no capitulo
seguinté a sua theoria cosmogonica, explicando como, com mate-
ria, que primitivamente estava no estado cahotico, se formaram as
estrellas isoladas, as estrellas duplas, o systema solar, os anneis
circulares, os planetas, os satellites e os cometas. N'um outro
capitulo mostra-se a concordancia da theoria exposta com a geo-
logia. O capitulo seguinte, ultimo da obra, ¢ consagrado s hypo-
theses relativas & existencia da vida nos corpos celestes e ao des-
tino final do mundo actual.

Terminaremos esta rapida noticia repetindo que a leitura da
obra do sr. Faye ¢ das mais agradaveis, e acrescentando que esld
escripta de modo a poder ser lida por quem possue aspenas uma
instrucglio geral regular.

H. Vogt : Leons sur la résolution algébrique des équations, Paris*
‘Nony, 1895.

A theoria das equagdes algebricas, da qual foram fundadores
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Lagrange, Gauss, Abel e Galois, ¢ uma theoria difficil e extrema-
mente interessante, que tem dado logar a trabalhos do mais alto
nteresse da parle de alguns dos maiores geometras modernos,
como Kronecker, Netto, Jordan, ete. Expor didacticamente esla
theoria e indicar o que ha de mais essencial nas memorias que
a respeito d’ella tém sido publicadas ¢ o objecto principal de livro
interessante e util que vem de publicar o sr. Vogt. N'um livro que
tem este destino, as duas qualidades que principalmente se devem
apreciar sdo, além da boa escolha dos assumptos, a clareza e a
concisio ; estas qualidades tem-as na verdade a nova obra, e por
1550 € ella muito propria para servir para o primeiro estudo da
doutrina a que é consagrada.

Eis os assumptos dos treze capitulos em que o livro esta divi-
dido : :
I Dos grupos de substituicio. 1l Dos seh-grupos. Grupos sim-
ples e compostos. Il Das funcgdes racionaes de muitas variaveis
independentes. IV Relagdes algebricas entre as funcgdes racio-
naes de muitas variaveis, Y Das luncgdes cyclicas e metacyclicas
de muitas variaveis. VI Dominio de racionalidade. Reductibili-
dade das funcgdes inteiras. VIl Das funccdes racionaes das raizes
d’uma equagao. Grupo d'uma equaglo algebrica. VIII Das equa-
¢oes do segundo, terceiro e quarto gréo. Indagacdes de Lagrange.
IX Da resolugio algebrica das equacdes. X Das equagdes abe-
lianas. XI Das equagdes da divisdo do circulo. XII. Das equacdes
resoluveis irreductiveis do gréo primo. XIII Do grupo d'uma
equaciio.

H. Laurent: Traité d'Algébre (Complements), Paris, G. Villars,
1894.

N'este opusculo o auctor estuda as propriedades fundamentaes
das luncgdes inteiras de muitas variaveis, a theoria das funcgbes
symetricas e a theoria da eliminagdo. A [6rma empregada para
estudar’ estas theorias, fundada n’um theorema importante de Ja-
cobi, demonstrado no primeiro capitulo, é muito clara e simples.
Os assumptos estao distribuidos por cinco capitulos, cujos titulos
$80: 1 Theorema de Jacobi. II As funcgdes symetricas e a eli-
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minacio. 1l Equagdes homogeneas, 1V Propriedades das solu-
gdes. V Equivalencias algebricas.

B, Niewenglowski : Cours de (Géométrie analytique, t. 11, Paris, .
Villars, 1895.

Deu-se na pagina 91 d’este volume uma breve noticia a res-
peito do tomo 1 d’este excellente curso. O volume presente é con-
sagrado & construcgdo das curvas planas e ao complemento da
theoria das conicas.

Nos primeiros septe capitulos considera o auctor diversos as-
sumptos de Geometria infinitesimal relativos & theoria geral das
curvas planas, principalmente das algebricas. N'elles sio estudadas
a theoria dos pontos de inflexdo, a theoria dos pontos multiplos
e dos pontos singulares, a theoria da curvatura, a theoria das
asymptotas, os theoremas de Newton, Maclaurin e Carnot relati-
vos s transversaes que cortam uma curva algebrica qualquer, as
regras para a construc¢do das curvas, ete.

Os capitulos viu e 1x sdo destinados o primeiro ao estudo geral
das curvas unicursaes e o segundo ao estudo de algumas curvas
notaveis (cubicas unicursaes, ovaes de Cassini, hypocycloide com
lres reversdes, elc.).

Em todas as questdes anteriores o auctor usa das coordenadas
carlesianas e algumas vezes das coordenadas trilineares. No capi-
tulo x sdo consideradas as coordenadas polares ¢ applicadas ao
estudo das principaes questdes anteriormente consideradas e ainda
a algumas outras onde estas cobrdenadas sdio de preferencia usadas.

Os capitulos x1 a xv sdo respectivamente consagrados a com-
pletar a theoria da ellipse, da hyperbole e da parabola, cujo estudo
havia sido principiado no tomo anterior. N'elles é estudada a cur-
vatura das conicas, a theoria das normaes a estas curvas, a theoria
dos diametros, as propriedades focaes, a determinacdio das conicas
por meio de condigdes dadas, etc.

O capitulo xvi1 é consagrado & resolucdo graphica das equagdes
e finalmente o capitulo xvu & applicagdo dos imaginarios & geo-
metria analytica.

Todos os assumptos considerados n'esta obra slio expostos com

)
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muita clareza, rigor e desenvolvimento. Sao além d'isso acompa-
nhados por muitos exemplos e exercicios muito bem escolhidos.
Por todos estes motivos recomendal-a-hemos vivamente aos pro-
fessores e alumnos das nossas escolas, que terdo n'ella um auxi-
liar excellente os primeiros para o seu ensino, os segundos para
o seu estudo.

(. Papelier : Legons sur les coordonnées tangentielles, t. 11, Paris,
Nony, 1895.

Deu-se na pag. 52 d'este volume uma rapida noticia a res-
peito do tomo 1 d'esta obra, no qual & considerada a Geometria
plana, e n'esse logar aprecidmos a utilidade de uma tal publicacao.
No volume presente occupa-se o auctor da Geometria no espago,
distribuindo por onze capitulos os assumptos de que tracta, como
Yamos ver.

O capitulo 1 & consagrado aos primeiros principios da theoria
que ¢ o objecto do volume, isto é ao estudo da representacio do
ponto, do plano e da recta por meio de coordenadas tangenciaes
e & resolucdo de diversos problemas fundamentaes, em que figu-
ram somente estas tres entidades geometricas, por meio d’estas
coordenadas.

O capitulo u ¢ destinado & exposicio da theoria geral das
curvas e das superficies. N'ella occupa-se o sr. Papelier da repre-
sentaglio das curvas e das superficies por meio de equagdes entre
coordenadas tangenciaes, mostra que as superficies planificaveis
sio representadas por duas equagdes e que as curvas e as super-
ficies empenadas sdo representadas por uma s6 equacdo, acha a
condi¢io para que uma equagdo entre coordenadas tangenciaes
represente uma curia, estuda a transformaglo das coordenadas
ponctuaes para coordenadas tangenciaes, determina a classe das
curvas, ete. Depois no capitulo m sdo estudadas as superficies
planificaveis, e é estendida ao espaco a theoria, tio fecunda, da
dualidade, que no tomo anterior tinha sido com muito cuidado
estudada no caso da Geometria plana.

No capitulo 1v sdo considerados diversos problemas relativos aos
planos tangentes e aos planos normaes, que apparecem habitual-
mente nos livros de Geometria analytica,

10
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Expostos os principios geraes da theoria das curvas e das su-
perficies, slio elles, nos capitulos seguintes, applicados & theoria
das quadricas, que sio estudadas com grande desenvolvimento, sendo
o capitulo v consagrado a sua classificagio, o capitulo vi & theoria
dos polos e das polares, o capitulo vu 4 theoria dos centros, dia-
metros, planos diametraes e eixos, o capitulo vir ao estudo da
reduccio da equacdo geral do 2.° gréo, o capitulo 1x ao estudo
das coordenadas tetraedricas, o capitulo x & theoria dos focos e
das superficies homogeneas, o capitulo x1 ao estudo das proprie-
dades dos systemas de duas quadricas.

Terminando diremos ainda que a redacclio de toda a obra estd
feita com grande cuidado e que, pela clareza com que esti escri-
pta, a sua leitura ¢ extremamente facil.

G. Pesci: Trattato elementare di Trigonomelria piana e sferica,
Livorno, 1895.

Contém esle livro excellente um tractado bastante extenso de
Trigonometria plana e espherica, escripto com muita clareza e
bom methodo.

Abre por uma introduccdo, onde o auctor expde de uma ma-
neira rapida e simples algumas nocdes relativas 4 medida dos
arcos e dos angulos, ao uso dos signaes na medida dos segmentos,
e ao uso das coordenadas para determinar os pontos de um
segmento, de, uma circumferencia e d’'uma esphera.

Segue depois a parte primeira da obra, que é consagrada &
exposi¢io da theoria das funcgdes trigonometricas. Estas funcgdes
sio definidas por meio das coordenadas cartesianas das extremi-
dades dos arcos, meio o mais simples para as definir e para re-
presentar na memoria as suas variagbes.

A parte segunda ¢ destinala & exposiclio da resolugdo dos
triangulos planos e a parte terceirs & resolucio dos triangulos
esphericos. Na exposicio d'estes assumptos o auclor emprega,
quanto possivel, o mesmo methodo para traclar as questdes de
Trigonometria plana e as de Trigonometria espherica que sio
analogas.

Em todas estas partes da sua obra o sr, Pesci [az com todo 0
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cuidado as discussdes das questdes, que vae considerando, e apre=
senta muitas observagdes sobre as circumstancias a que é neces~
sario attender para bem applicar os resultados obtidos. Além d'isso
ndo apresenta sémente as formulas de Trigonometria mais usadas:
apresenta tambem algumas de uso mais especial. Contém ainda
a obra a que nos estamos referindo, além dos exemplos que vém
1o fim de cada doutrina para a esclarecer, uma collecciio de 2027
exercicios, dispostos gradualmente segundo a ordem da sua diffi-
culdade, que augmentam o seu interesse, tornando-a muito util
para os alumnos e professores.

Termina o volume por um appendice, onde & estudada com
sufficiente desenvolvimento a doutrina relativa aos caleulos nume-
ricos sobre numeros approximados, de que se faz uso em Trigo-
nometria, o meio de empregar as taboas trigonometricas e as
precaugdes a tomar para obter os resultados do calculo com appro-
ximac¢do determinada, ete. *

Terminando diremos que a obra do sr. Pesci, assaz desenvol-
vida, debaixo do ponto de vista theorico, ¢ completa debaixo do
ponto de vista pratico.

C. A. Laisant: Recueil de problemes de Mathématiques (Algébre.
Théorie des nombres. Probabilités. Géométrie de situation), Pa~
ris, G. Villars, 1 896.

Deu-se em alguns numeros anteriores d'este jornal noticia dos
quatro volumes d'esta importante collecgio de problemas, até
agora publicados, e disse-se que ella contém os enunciados dos
problemas que tém sido propostos nos jornaes de mathematica que
apresentam aos leitores questdes a resolver. Os problemas publi-
cados no presente volume referem-se & Algebra, & theoria dos
fumeros, & theoria das probabilidades e & Geometria de situacao,
€ estdo dispostos em 15 capitulos classificados do modo seguinte:

I Caleulo algebrico. II Derivadas, series, limites. Il Equa-
¢des. 1V Funcgdes. V Idenlidades e desigualdades. VI Proble-
mas diversos. VII Numeragio decimal. VIII Decomposi¢lio dos
fumeros em sommas. IX Divisibilidade arithmetica. X Numeros
primos. XI Analyse indeterminada. XII Propriedades de numeros

L)
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particulares. X111 Series, identidades, questdes diversas. X1V Cal-
culo das probabilidades. XV Geometria de situagdo.

De novo recommendaremos esta colleccdo de problemas, que
sio quasi todos interessantes e muitos devidos a geometras emi-
nentes, devendo ainda notar-se que bastantes d'estes problemas niio
foram ainda resolvidos e outros podem dar logar a novas indaga-
¢des (uns e outros sio indicados) ; o sr. Laisant encarrega-se de
mandar publicar as solucdes que lhe forem enviadas dos proble-
mas que estdo nas circumstancias precedentes).

Ed. Brahy: Exercices méthodiques de Caleul im‘r‘gmf: Paris, G.
Villars, 1895.

Esta collecgio de problemas é muito propria para os alumnos
se exercitarem nos methodos e regras de Caleulo integral, porque
os problemas apresentados estao dispostos de uma maneira muito
bem graduada, principiando pelos exercicios que sdo uma simples
applicacdo das regras de calculo e seguindo-lhes outros cada vez
menos faceis, sem jamais atlingirem um gréo de difficuldade que
os torne improprios para as pessoas a quem sdo destinados. Todos
esles exercicios estio dispostos em 18 capitulos, que abrangem os
assumptos que fazem parte de um curso regular de Calculo inte-
gral, principiando cada capitulo por um resumo do theorema ou
methodo que vae ser applicado nos exercicios que contém o capi-
tulo. Os assumptos d’estes capitulos sdo:

I Integragdo immediata. Il Integracdo por transformagdes alge-
bricas. I Integracdo por partes. IV Integracdo das fraccdes
racionaes. V Racionalisagiio. VI Integraes definidos. VII Quadra-
tura das superficies planas. VIII Rectificagio das curvas. IX Vo-
lumes. X Quadraturas das superficies curvas. X1 Integragio das
funcgdes expliciths de muilas variaveis independentes. XII Inte-
araciio das equagdes differenciaes de primeira ordem a duas varia-
veis. XIII e XIV Integragdo das equagdes lincares de ordem su-
perior & primeira. XV Integracio das equagdes ndo lineares de
ordem superior & primeira. XV1 Integragio das equagdes lineares
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simultaneas com coefficientes constantes, XVII Integracio das
equagdes bs derivadas parciaes. XVIII Integragao por series.

Terminando diremos que este livro mereceu o elogio do illustre
geometra E. Catalan, que diz d'elle : il est fort bien fait et pourra
rendre de grands services.

B. d’ Engelhardt : Observations astronomiques, t. i1, Dresde, 1895

Demos ji noticia n'este jornal dos dois primeiros volumes d’esta
obra importante, que contém as observacdes astronomicas feitas
pelo eminente astronomo sr. B. d’Engelhardt no seu observatorio
particular, situado em Dresde.

O terceiro volume, que vem de ser publicado, abre por uma
serie de observacdes micrometricas de satelites de Saturno, feitas
no principio de anno de 1890. Seguem-se depois observagdes do
eclipse de sol de 17 de junho de 1890, do eclipse da lua de 23
de maio de 1891, das occultagdes de Jupiter e seus satellites pela
lua de 7 de agosto de 1889, de passagem de Mercurio sobre o
disco do sol de 9 de maio de 1891, etec.

Vém depois muitas observagdes de cometas feitas no intervallo
de tempo que vae desde 1889 até 1894 e algumas observacoes
dos planetas Themis e Diana [eitas no mesmo intervallo.

Os volumes anteriores continham uma grande collecgio de
observagdes de nebulosas. No presente volume continua o sr. B.
d'Engelhardt estas observacdes, constituindo assim um catalogo
com as posigdes de 421 nebulosas, que foram por elle determi-
nadas por meio de 1126 observagdes de ascencdes rectas e 1107
observagdes de declinaciio. A estas observacdes segue-se a lista
das estrellas que serviram para comparacio !

Termina o volume uma grande collee¢in de medidas microme-
tricas de estrellas com movimento proprio, leitas no intervallo de
1871 a 1874, e uma colleccio de novas medidas micrometricas
de estrellas de Bradley, que sdo a continua¢do de outras publi-
cadas no volume anterior.
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4. J. da Silva Basto: Sobre a equagio de Laplace a tres varia-
veis, Coimbra, 1895.

A equaciio de Laplace

AP
dxt | dyt  ds

é uma das que figuram na lista das equagdes particulares de maior
importancia, que se consideram no Calculo integral, ja por causa
do seu uso em Physica mathematica, j& por causa dos bellos e
profundos trabalhos a que tem dado logar. Por isso foi muito feliz
a ideia que teve o sr. Silva Basto escolhendo-a para objecto da
sua Dissertagdo inaugural, que constitue uma boa monographia,
onde estd exposto com elegancia e clareza o que de mais impor-
tante se tem escripto a respeito d'esta equagdo celebre.

No primeiro capitulo sio estudadas as propriedades geraes dos
integraes da equaclio de Laplace, que sio uniformes, finitos e
continuos n'um volume dado, as quaes sio obtidas por meio da
formula de Green. No capitulo segundo slo estes integraes des-
envolvidos em serie.

No capitulo terceiro sio dadas as primeiras indicacdes sobre
o problema de Dirichlet, isto é, sobre o problema que tem por
fim determinar uma funcgdo que nos pontos de um volume dado
represente um integral da equacdio de Laplace e que tome valores
dados nos pontos da superficie que limita este volume ; n'este mesmo
capitulo é resolvido este problema no caso da esphera.

0 objecto do capitulo quarto ¢ a transformagio da equacio de
Laplace por meio de um systema de coordenadas curvilineas,
devido a Lamé, e a resolucio de um problema celebre conside-
rado por este grande geomelra, que o sr. Bastog estuda de uma
maneira mais rigorosa do que a que ¢ habitualmente empregada.

Os tres ultimos capitulos sdo consagrados o primeiro & repre-
sentagho conforme no espago, o segundo & exposigio do methodo
dado por C. Neumann para resolver o problema de Dirichlet e
finalmente o terceiro ao methodo dado para o mesmo fim por
Poincaré, o qual o auctor simplifica muito.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 151

A. dos Sanctos Lucas: Transformagdes de contacto, Coimbra, 1895.

A theoria das transformacdes de contacto é uma theoria toda
moderna, que tomou em poucos annos um grande desenvolvimento,
gracas aos trabalhos successivos do seu fundador, Sophus Lie, e
dos discipulos d’este geometra eminente. Por isso bem fez o sr. Lucas
em publicar o seu trabalho, onde é exposta de um modo resu-
mido e claro a parte fundamental d’esta doutrina.

O opusculo esta dividido em quatro capitulos. No primeiro é

estudada, em alguns casos particulares, a equacio differencial de
Plaft

Fy dzy+...+F, dz,=0,

onde Fy,..., F, representam funccdes das variaveis zy,. . .aq,
e sio apresentadas algumas nocdes preliminares de que se faz
uso na theoria considerada. No capitulo segundo da o auctor a
definicdo das transformacdes de contacto e as suas propriedades
fundamentaes. No capitulo terceiro continua o estudo das proprie-
dades das transformagdes de contacto e expde um processo para
a determinaclio d'estas transformacdes, que é independente de
qualquer integracio. Finalmente no capitulo quarto vém as appli-
cagdes da doutrina exposla nos capitulos anteriores ao problema
da integragio das equacdes 4s derivadas parciaes de primeira

ordem com qualquer numero de variaveis independentes e ao pro-
blema de Pfaff.

Antonio Cabreira: Analyse geometrica de duas espiraes, Lisboa,
1895.

O auctor d’este interessante opusculo estuda n’elle as espiraes

definidas pela equagdo
r=\“/'ﬁ,
I
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fis quaes da o nome de espiraes parabolicas de ordem n, consi-
derando mais especialmente as espiraes de primeira e segunda
ordem, das quaes apresenta um grande numero de propriedades.
Os resultados achados sio applicados & solucdio approximada do
problema que tem por fim a-quadratura do circulo e a cubatura
da esphera.

D. Zoel G. de Galdeano : Discurso leido en la Universidad de Za-

ragoza en la solemne apertura del curso academico de 1895 d
1896, Zaragoza, 1895.

Contém este opusculo o bello discurso inaugural do anno aca-
demico de 1895 a 1896, pronunciado pelo sr. Galdeano na Uni-
versidade de Saragossa, o qual versa sobre o caracter e o estado
das mathematicas na epocha presente. E um trabalho a6 mesmo
tempo historico e philosophico, em que o distincto professer hes-
panhol examina a origem dos diversos ramos que constituem as
sciencias mathematicas e as relagdes que elles tfm uns com os
outros. Contém ainda o opusculo 16 notas em que o auctor di
informagdes interessantes sobre alguns pontos que no seu discurso
apenas pdde indicar,

Annuaire pour Uan 1896 publié par le Bureau des longitudes,
Paris, . Villars.

Foi publicado em 1795 o primeiro volume d’esta importante
e bem conhecida collecgio de annuarios e desde entio até hoje
nem um s6 anno deixou de ser publicado o volume respectivo.
0 volume d'este anno vem, como nos annos anteriores, muito
interessante. Contém, além das informacdes que todos os annos
apresenta, as seguintes noticias scientificas :

1.* As forcas a distancia e as ondulagies, por M. A. Cornu.

2.* Os trabalhos de Fresnel em Optica, por M. A. Cornu.

3.* Sobre a construccio das nossas cartas magneticas do globo,
por M. Bernardidres.

4.* Sobre uma terceira ascengio ao observatorio do verltice do
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Monte Branco e os traballhos executados em 4895 n'esta monta-
nha, por M. J. Janssen,

5." Noticia sobre a vida e os trabalhos do contra-almirante
Fleuriais, por M. Bernardiéres.

6." Discursos pronunciados nos funeraes de M. Brunner, por
MM. Janssen e Tisserand.

Statuts de la Société belge d’ Astronomie, Bruxelles, 1895.

Com o titulo de Soeiété belge d” Astronomie foi fundada em Bru-
xellas uma sociedade, que tem por fim a vulgarisacdo e o ensino
mutuo de Astronomia e das sciencias que tém rela¢io com ella.
No Conselho geral d'esta Sociedade figuram muitos dos principaes
astronomos belgas.

Bulletin de Mathématiques élémentaires.

O jornal interessante que com este titulo principiou este anno

a publicar-se em Paris é dirigido pelo sr. Niewenglowski, inspe-
ctor da_Academia de Paris, e pelo sr. L. Gérard. A publicagao
¢ leita pela Société des éditions scientifiques ¢m [asciculos que
apparecem nos dias 1 e 15 de cada mez, Os assumptos conside-
rados sio aquelles que constituem o programma das mathema-
licas que se ensinam nos nossos lyceus. Em todos os numeros siio
propostas questdes, cujas solugdeés apparecem nos numeros se-
guintes,

D. E. Guallart Elias: Pantégrafo planimetro, Madrid, 1895,

N'este opusculo ¢ descripto pelo auctor um instrumento enge-
nhoso que serve ao mesmo tempo para a reducgio ou amplifi-
cagio de um desenho e para determinar o valor das areas planas.
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Este instruments tem, como mostra o auctor, algumas vantagens
sobre o planimetro de Amsler.

A. R. Forsyth: Obituary Notice. Arthur Cayley (Proceedings of
the Royal Society, vol. 58).

Contém este opusculo uma noticia muito desenvolvida e muito
interessante sobre a vida e os trabalhos do grande geometra inglez
A. Cayley, do qual um excellente retrato adorna a primeira pa-
gina.

Cayley nascen em Richmond em 16 deagosto de 1821 e morreu
em 26 de janeiro de 1895. Cultivou todos os ramos da Mathe-
matica e em todos elles deixou vestigios do seu genio profundo.
O numero de memorias que publicou & consideravel e s@io todas
de um alto valor. Na noticia dada pelo sr. Forsyth encontram-se
a respeito d'ellas valiosas informacdes.

A. Bassani: Sulle funzioni determinanti e generatrici di Abel (Atti
della R. Accademia delle Scienze di Napoli, série 2.%, vol. vii).

N'esta memoria importante estuda o auctor a dependencia e
as propriedades das duas funcgdes ligadas pela equacdo.

Cp e
1;(.:{.-——2?:[;& F (s) ds,

o integral sendo tomade ao longo da curva fechada 3. Como ap-
plicacdo determina alguns integraes definidos e alguns desenvol-
vimentos de funcgdes analyticas em serie d’outras funcgdes. Acom-
panha o assumpto um resumo da historia das indagagdes a que
tem dado logar a equagldo precedente.
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Emory MeClintock : Theorems in the Calculus of Enlargment (Ame-
rican Journal of Mathematics, vol. xvir).

(0 novo ramo de calculo, que é objecto da presente memoria,
foi exposto pelo auctor n'uma memoria importante publicada no
vol. 1 do American Journal of Mathematics. Este calculo é uma
extensio do calculo das differencas finitas e constitue uma especie
de algebra formal na qual a theoria da differenciagiio corresponde
& theoria dos logarithmos na algebra ordinaria. Na presente me-
moria o auctor apresenta as series que no novo calculo corres-
pondem és series de Lagrange e Laplace para o desenvolvimento
das funcgdes implicitas.

Emory McClintock : A Method for Caleulating Simultaneously all
the Roots of an Equation (American Journal of Mathematics,
vol. xvir).

N'esla memoria ¢ apresentado pelo auctor um methodo para
determinar simultaneamente todas as raizes de uma equacao alge-
brica qualquer dada. Para esse fim apresenta o auctor series &s
quaes chega por meio do calculo a que nos relerimos na noticia
anterior, Assim, por exemplo, para resolver a equagio

= | —1,

apresenta a serie

| i |
— i i Y A e gl
.E—-m‘l'Fu’ ﬂim +Hlm e

onde w representa as seis raizes de — 1.

R. Marcolongo : Deformaszione di una sfera isotropa (Annali di
Matematica, serie 2.°, t. xxm. ’

Depois de algumas nogdes historicas a respeito do estudo da

L]
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deformagiio de uma esphera isotropa, o auctor resolve dous novos
problemas relativos a esta questio, suppondo a esphera solicilada
por forcas quaesquer e que nlo sdo dadas, sobre a superficie
limite, nem todas as componentes do deslocamento nem todas as
componentes das forcas. Na segunda parte da sua bella e impor-
tante memoria di o sr. Marcolongo &s equagdes em coordenadas
polares do equilibrio de um corpo elastico isotropo uma férma
nova muito simples, por meio da qual demonstra e generalisa as
formulas dadas por Borchardt para resolver por meio de integraes
definidos o problema da deformagio da esphera e os desenvolvi-

mentos em series dados por Chree para resolver o mesmo pro-
blema.

S. Pincherle : L’ Algebra delle forme lineari alle differenze (Memorie
delle R. Accademia delle Scienze di Bologna, serie 5.%, 1. v).

0 assumplo d'esla memoria pertence ao calculo a que o auctor
chama Caleulo funccional, isto é a um genero de calculo em que
as funccdes representam o papel que os numeros representam nas
operagoes da Algebra ordinaria. A presente memotia é o primeiro
d’alguns trabalbos que o eminente geometra italiano tenciona con-
sagrar ao estudo das opéracdes funccionaes, que gosam da proprie-
dade distributiva, e n'ella é considerada a mais simples d’estas
operagdes, isto ¢, aquella cujo effeito sobre uma funcglo ¢ aug-
mental-a de uma unidade. Esta operacio é designada por §, de
modo que temos

0f(@)=f(@+1), 8 (fx) = f(z+a),
e da logar a férmas lineares

F=ay+ayi+ab+...+a,bm,

onde a,, ay, ay,. .. sdo funcgdes de z, que representam a ope-
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ra¢do por meio da qual a luncglo [(x) se converle em
ﬂﬁf{$)+ﬂ|f{m+ l}'l"- i ﬂmr{il-'+m:l¢

as quaes sdo estudadas tanto no caso de m ser finito como no caso
de ser infinito.

M. Lerch : Bemerkungen dber eine classe arithmetischer Lehrsiitze
(Sitzungsberichte der komigl. bohmischen Gesellschaft der Wis-
senschaften, 1894).

Zur Theorie der Kronecker, schen Doppelreihe Ser (E, 7, u, v,
w) (Monatsheft fiir Mathematik, t. v).

Gutzmer : Ueber den analytischen Ausdruck des Huygenschen Prin-
cips (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. 114).
——— Zur Theorie der linearen homoyenen Differentialgleichungen

(ltem, t. 115).

M. d’Ocagne : Solution géométrique compléte de la troisiéme partie
du probléme d'admission & I' Ecole Polytechnique (Nouvelles An-
nales, 3.° série, t. xiv).

—— Sur la composition des lois de probabilité des erreurs de situa-
tion -d'un point sur un plan (Bulletin de la Société mathémati-
gue de France, t. xxii).

—— Sur une application de la théorie de la probabilité des erreurs
aux nivellements de haute précision (Comptes rendus de I'Aca-
démie des Sciences de Paris, 1895).
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C. A. Laisant : Note sur les invariants des polyndmes entiers (Rend.
del Circolo matematico di Palermo, (. vur).
Extension de Uexpression de la dérivée logarithmique d'un
polyndme entier (Association frangaise pour [l'avancement des
" sciences. Congrés de Caen, 1894).

Pirondini : Quelques propriétés de Uhyperbole (Mathésis, 2. série,
t. i)

—— Di alcune superficie che ammettono un sistema di linnee equali
o simili (Annali di Matematjea, 1894).

E. Pascal : Sulle funzioni ¢ ellittiche pari (Rend, del R. Ist. Lomb,
1895).

E. Carvallo : Sur la dépolarisation de la lumidre dans le voisinage
des axes optiques des cristaux biaxes (Journal de Physique,
3." série, L. 1v).

E. Lemoine: Etude sur le triangle et sur certains points de Géo-
métrographie(Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society,

vol. xim).

C. Burali-Forti: Sul limite delle classi variabili (Auwi della R.
Accademia di Torino, 18935).
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G. Pesci: Errori prodotti dalla interpolasione simplice nell’ uso
delle tavole logarithmo-trigonometriche ( Rivista maritima, 1895).

G. Vivanti : Preliminari per lo studio delle funzioni di due varia-
bili (Rend. del Circolo matematico di Palermo, !. rx).

—— Uber gewisse der Ikosaederirrationalitat analoge irrationa-
liditen (Monstshefte far Mathematik, t. vi).

Sulle superficie a curvatura media constante (Rend. del R.
Ist. Lombardo, 1895).

Macfarlane : On the units of light and radiation (American Ins-
titute of Elctrical Engineers, 1895).

D. Besso: Di una formula relativa all' integrale ellittico completo
di prisma specie, conlenula in una precedente Nota (Rend. delle
R. Accademia dei Lincei, 1895).

G. B. Guecia: Sur une question concernant les points singuliers
des courbes gauches algébriques (Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences de Paris, 1895).

—— Sur les points doubles d'un [aisceau de surfaces algébriques
(Item).

Sur une expression du genre des courbes gauches algébriques
douées de sinqularités quelconques (Bulletin de la Sociélé ma-
thématique de France, 1895).
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G. Peano : .*fnpr{ll lo spostamento del polo sulla terra (Al della
R. Academia di Torino, 18935).

(rino Loria: Per Lean Baltista Alberti (Bibliotheca mathematica
de Enestrom, 1895).
G. T.
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SUR UN CAS PARTICULIER DU MOUVEMENT
D'UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI

PAR

R. Mancoroxgo

(Professeur i I'Université de Messina)

Les équations du mouvement d'un corps solide dans un liquide
indéfini, données par Kirchhoff (Jorn. Crelle T. 71), ont été trans-
formées par Clebsch (Math. Ann. T. m) dans les suivantes:

—“T=.T3{E;— ,4_3 ele
i)
dyy 3T 3T 3T AT
e o STV i el
dt dxa dxy dys 3y

T est la force vive du liquide et du corps et est une fonction
homogéne quadratique positive des six variables z,

C'est un systéme de six équations différentielles du premier
ordre, dont on connait le dernier multiplicateur, égal a I'unité, et
les intégrales :

2T =1 a‘?+x§+m:=rir!; Yy tasyatagys=n,
i
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Le probléme est résolu si 'on peut trouver une quatriéme inté-
grale indépendante du temps. Clebsch cherche si le systéme 1)
admet une intégrale linéaire en et y et il trouve que cela est
possible seulement dans un cas ; et puis si le méme systéme admet
une intégrale fonction homogéne du second ordre en x et y;
ce qui est possible dans deux cas, dans lesquels I'intégration se
fait par les fonctions hyperelliptiques. Ces cas ont £té trailés par
M. Weber (Math. Ann., T. x1v) et puis par M. Kotter F. (Journ,
Crelle, cix).

Il y a cependant un autre cas échappé @ T'analyse de Clebsch
et signalé par M. Stekloff (Math. Ann., T. xuu).

Dans le premier cas la quatriéme intégrale est: yg= const.

Alors il laut que:

3T 3T aT 3T

g— — & — +ya——Y1 - =0.
bt YT T y'-?!h y"?ya

Done T est une fonctlion de:
| PN N |
a tag Yty o y1+aayes

et encore de xg et yg; on doit donc pouvoir donner & T la forme :

2 9 | : ;
2T=P($l+$i)+p x;;"'?’f(xlyi +Iiy£,‘+ Eglr:]ys_l_

¥ L |
+rl::yt+y!)+r'ya.

oit p, Py 7y ¥y ¢, ¢ sont des constantes; les quatres premiéres
sont positives,
('est ce qu'on prouve en effet par un choix convenable des axes.
Dans ce cas 'intégfation se fait par les fonctions elliptiques ;
Halphen (Fonct, Ellipt. T. n) le traile avec sa superiorité babi=
tuelle, et puis déduit, d’une maniére assez pénible, le cas particu-
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lier oit I'on a p=p', trds intéressant pour les analogies qu’il
présente avec le mouvement d’un corps grave de révolution sus-
pendu par un point de son axe.

Je me propose de traiter directement ce cas; beaucoup des

simplifications obtenues peuvent aussi s'oblenir dans le cas gé-
néral.
Soient (af y, zo) les axes fixes; (@ yy 1) les axes mobiles avee
le corps; ug, vy, wy les composantes sur les axes mobiles de la
translation du corps; py, g1, ry les composantes, sur les mémes
axes, de la rotation instantanée du liquide par rapport au corps.
Si I'on se rappelle que:

Mg st
h Sy fn 3y ’ dys’

les trois premiéres équations du systéme 1) montrent aussitdt que
a4, &y, ag sont propertionnelles respectivement & :

cos (xq 39) ; cos (yy 20); cos (31 zq).

De sorte que:

@y =m cos (xy 39); 23 =mecos (y; 59); Tg=mcos (31 ).
Le systéme 1) peut &tre remplacé par le suivant:

ti]l'l" Wy - l.l'g

y1 +iys

=i(q —q)xg t+ir'yg—irxy o

‘h I
2) d—:-f (w03 y1 — 21 ¥3)
B
yitiya _ (it iys) ( 1—*'-1‘!)=w wEha dt

@1+ iy il :.-:; i T x;
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On a cette propriété : aprés avoir déterminé xg en fonction du
temps, l'intégration du systéme s’achéve par une quadrature.

2 x 1+iye
En effet la troisiéme équation nous donnera V172 ot 1a pre=
4+ 1y
midre, avec une quadrature, xy+irg; y—ixg se déduira tout
" X B
de suile aussi, car on connait x, +;1';=m!—:r§;

l'intégrale 2T =1I on tire

ete puisque de

et 2(9'—q)ys
y: t y!=‘ Z <= -[:m[—;r;l:}

oll my est constante, de la valeur de yy +dys, on déduira celle

de yq “"l!f'i_' :
La deuxi¢me équation nous donne

'd

T s e 2
= krt""‘”:) (yl B y:)—{il't xs+y1 ya)s
c'est & dire

®

1 (dws)": (g —q)ys |

A#(a) == (A(h-mt) @—m)-

..9.!‘ A
- (gg—m )%t
q—q L !

e

Done zg est une fonction elliptique du temps.
Disons 3h le coefficient de :r; dans le polindmé entre paren-
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thése, ¢ la constante d’homogénéité ; si nous posons :

_ iy
§

s=iy /208"
‘ 7—q

I'on a:

1
Ty=— Th + ppu.

Soient a, ay, ag, Lrois constantes telles que:

.::: —m?=p® (pu— pa) (pu—pay); x3—my=p (pu— pag);
h, m, my, s'expriment au moyen de a, a;, ag, par les formules
h=2¢ (pa+pay); 2m=p (pa—pay); 2my=p(2pag—pa—pay)
Par conséquent

Ty—me=p(pu—pa); x3+m=p (pu—pa),

¢ odaqyo(u—a)o u+u}+-:r*nafrt-—a1} o(ut u”

.T-ll—-—-»

o%a 0%y o¥u

c(u—a)o(u+a)o(u—a;)e(uta)
a%q o2y oly g

2 2
T, — m? = p
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L’équation (3) se transforme ainsi :

si
p"u«-—PT}(ra —ny) =& (pu— pa) (pu — pay) (pu— pas).

Faisons
8
¢ (4) =pu—— (23 —m),

el nous aurons

¢ (4) 9 (—w) =— 4 (pu—pa) (pu— pay) (pu — pas).

Le premier membre est une fonction entiére de pu; elle a les
2éros = a; == ay; == ag et I'mfini sextuple u=0; donc ¢ (u) a
les zéros —a,—ay, ag=a + ay; d'oit il suit que:

2 ( (M—a—a)
o (1) o(uta)o(uta)o(u—a—a

caoayo(a+ ay) oSu

o(u—a)o(u—a)o(u+a+ ay)
~ cacayo(atay) ady .

Mais ¢ (u) a aussi la forme

Apu+ Bp'u+ C,
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et avec les méthodes connues on trouve

JHI; —Pﬂ Rl
pay —pa’

pap'ay—payp'a
pa—py

On peut donc aussi exprimer les deux constantes s, %y au moyen
de a et a;. Ainsi:

play — p s
— =2 (at+a))—La—lag{=——-
g i{(a+ay) 1| .

Enfin, observons que:

nfu—a-ﬁa“nku+a+a1)
g — M ===—p— oty o? ’a+u|)

T, 1 doty, glu—a—ay)o (u+a+ﬂ1)

yj+yg=—__5'g'_ otuc?(a ‘I"ﬂj:]
; . + i
Comme il a éé observé, il faut exprimer V1T en fonction
oy + 123

de u. Or:

2 2.
£ pu— (s —m)| = e ),

(y1 + iyg) (2 —imy) = % '|

(y1—iye) (w1 + ixg) =— 9_5'_ 9 (— u),
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yH“ l.yi 9_!,'3 odody olT {u—a—m}

Maintenant on peut détérminer 2y + ixs; en effet la premidre
équation du systéme 2) devient :

P, sr'
pu - (pa-+pay) or

d (log (zy+ izq) : 2
du ]

caca ous(u—a —aj)
Tt a)o (o a)e )’

—(2pu— pa—pay)

1 s"agit de décomposer le second membre, qui est une fonction
rationnelle de pu et p'u, en éléments simples. Les péles sont: 0,
a, a; ; elle a donc la forme

atAf(u—a)+ AL (u—a)+BZu.
Les valeurs des constantes se trouvent aisément ; elles sont :

AmAi=t; B —2;

r—
v a=la+ag+ T“[;m-h:a,)—lns“rr r}‘
P
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Donc:

tﬁag'(;__xj+ia:g) 2ppu+ +:: A zr(u—t‘l)rr[:tl—ﬂl).

du oy

En intégrant et disposant convenablement de la constante,
on a:

- Akl (!—ptu-i-:u)
- ,ULU"—‘E}U]H—'(‘]) s
Ty + tra=p E e .
s oaoa o2y

Les formules suivantes s'en déduisent aussitot :

p
—(:‘-‘._' t—’—:rn)
p o(uta)o(utay) 8
Iy —I.I'-i B —

E oa oay o2u

Zp y-;E o ( = — al} (QL "ﬂ--—:u)

yiti= $ _.(Tt;-l- a;) ou
— | == Cut-a
29y3 n(u—l-a+a[j (‘ o *)
N e e e :
Y1 — Y3 sE a(u+u,)cru

Pour achever la solution il faut déterminer les composantes de la
rotation, les cosinus des angles des axes mobiles, les coordonnées
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de T'origine en fonction de wu. Puisque :

P1=qx+ 1Yy ;

g1 =qra+rys;

ry=q'zg+riys

et:

P11+ igr=q (zy + izg) + r (y1+ iys)

la détermination des composantes de la rotation n'offre de diffi-
culté. Pour les cosinus observons que :

; : o ey
08 (21 2p) == icos (yy 3) = 3 (@) = ixg).
Donc :
cos (zy zg)+ i cos(yy 3¢) =

; =t ','M—'—:.I‘!)
2E oa aily a iu‘— a)cr (H—m:} (,’ :
e

o (ay+ a)o(a; —a) o2y

cos (xy3q) —1icos (y,39)=

2 1.
20a0a, o (u+a)o (utay) '_(-‘ a8 ")
Eo (ay+ @) o (ay—a) oy
9 pu — pa —
cos (24 5p) = s e

pa—pay
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Rappellons maintenant la formule :

i | (cos zgz;+icos zoyr)(P1—ig1)
;Y i3

d .
=7 log (cosxo z,+|cosy1zu)=— 1 4+ cos 39 51

(cos zo 24— i 008 s091) (Prt ig1)]
{— cos 3p 51 |

Le second membre est égal a:

=' m+m|
2 |m+wg "

(awy—iza)+ry1—iye)] + {‘I (aey+ ixe)+

rlyi+ :'ys)]{-

ou encore & :

irpys | o) _ (-w|
25 (pu—pa pu—pm)

Considérons la fonction :

1 :p(u) oa G("iu‘] (u—a—a,‘h

2 pu—pa _—.-.:ra]—g(ﬂﬂ_lf]_.  o(u—a)ou
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Les poles étant 0, a, les zéros —a; , a+aq, on la met sous la
forme :

Car—2(a+a)—7(u—a)—Lu

el par conséquent :

— log (cos z) oy + i cos 59 yy) =

di
rpys g(t—a)o(uta
="-lqm-.. sy 'i:ca‘_z —*_Iﬂg ( jiuf ]) A
Donc:
€oS 39 q + {cos 5 yy =
— iqtm
2Ee cacay o (u—a)o(u+ ap) e(:‘a—‘:ﬂl}u
cr{a-—a,)tr{cl+a;) o?u :
COS Zg &1 — 1 COS Zp g =
qmit
LA 2¢ ocaoay o(uta)o(u—a;) —(la—lnu
AL Ay (@a—aj)o(a+ay) oy 4 :

Representons enfin par X, Y, Z les coordonnées de I'origine des
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axes mobiles. Kirchhoff a prouvé que :

S 1 ;
X= e Y1 cos (24 yo) + ya cos (yy yo) + yg cos (31 y,) %

1 : "
Y=— o :y, cos (g ag) + ya cos (yy 5¢) + y3 cos (34 xo) g.
dol:
X+:1¥=
= '; y1 (cosxyzg + i cos &y yo) + ya(cosyrg+ + tcos yy yo) +
+ yg (cos 3y a9 + i cos 34yg) ).
Orona:
(cos 2y 29 + 1cos xy yo) + i (cos yy 2+ i cos yy yo) =

(cos 3y &g + 1 c0s 31 yg) (cos 2y 39 + i cos Yy Zq)
1+ cosz 3

(cos @y g + i cos @y yo) — 1 (cos yy ap + i cos yyy,) = —

(cos 3y g -+ 1 cos 3¢ yg) (cos 2y 29 — i cOs Yy 3p)

1—cos zq 2
Donc:

, \(cos @y zg-hicos yy z0) (y1—iya)
J i 1+ cos 31 3

Bl i :
l+l\——:l—I;I|Lc05 syt icos 3y

cos 2y 2p— 1 cOS Yy Zg) (yy + tya
(cos 2y z0— i cos y; 20) (11 __9’;)_*_25'3!_
1—cosz 5 )
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On pourra donc regarder comme connus les bindmes X =iY;
la recherche de Z n'offre de difficulté.

Si l'on rapproche les formules qui donnent cos zg 343 cos g 2y
“=1dcos sp Y1, avec les formules analogues dans le mouvement
d’un corps grave de révolution suspendu par un point de son axe
de symétrie, on conclut que le mouvement de I'axe du corps dans
un liquide et de 'axe d'un corps grave de révolution différent par
une rotation uniforme dont la vilesse est mg.

Messina : mars 1896.
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F. Klein: Lecons sur cerlaines questions de Géomélrie élémenitaire.
Redaction frangaise par J. Griss, Paris, Nony, 1896.

Contém este opusculo uma serie de conferencias feitas pelo
eminente professor da Universidade de Gottingen, F. Klein, du-
rante as ferias da Paschoa de 189%, n'aquella Universidade.

0 objecto d’estas conferencias, vivamente interessante e magis-
tralmente tratado pelo auctor, é o estudo de alguns problemas de
Geometria elementar que se tornaram celebres em virtude dos
esforgos empregados pelos geometras antigos para os resolverem.
Sio elles:
1.° O problema da duplicagio do cubo, tambem chamado pro-
blema de Délos ;

2. O problema da triseccio do angulo;

3.° A quadratura do circulo.

A respeito de cada um d’estes problemas o auclor examina as
condigdes da possibilidade ou impossibilidade de uma solugio geo-
metrica, e para esse fim ndo emprega outros meios que 0s pura-
mente elementares, isto ¢ os que possuem os alumnos das nossas
escholas superiores de mathematica no fim do 1.° anno.

0s geomelras antigos procuraram resolver os problemas, a que
vimos de nos referir, por meio da régoa e do compasso ordina-
rio, isto & por meio do tragado de rectas e circulos, sem o pode-
rem conseguir. A falta de successo dos esforgos empregados para
os resolver por este meio levou depois os geometras a considerar
como provavel a impossibilidade de um tal modo de solu¢iio, sem
todavia a demonstrarem, continuando por isso a haver quem se
occupasse d’elles. S6 modernamenteé foi esta impossibilidade de-
monstrada, e ¢ a esta questio que ¢ principalmente consagrado o
livro de Klein. :

Para conseguir este fim, estabelece primeiramente o auctor que
¢ condigdo necessaria e sufliciente para que uma expressio ana-
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Iytica possa ser construida por meio da régoa e do compasso, que
ella se deduza das grandezas conhecidas por meio de operacies
racionaes ou por meio de raizes quadradas em numero finito.
Depois mostra que esta condigio ndio se verifica nos problemas
enunciados.

Contém o livro a que nos estamos referindo uma introdueciio, e
dez capitulos.

Na introducgdo menciona o auctor resumidamente o objecto do
seu trabalho.

No capitulo 1 sio apresentadas algumas proposigdes, tiradas da
theoria_das equacdes algebricas, as quaes sdo relativas & reso-
lugo d'estas equagdes por meio de radicaes. Estas proposigdes
slio usadas no capitulo u para se demonstrar a impossibilidade de
resolver por meio da régoa e do compasso o problema da dupli-
cagdio do cubo (construcgdo d'um cubo duplo d’um cubo dado) e
o problema da trisec¢iio do angulo.

O capitulo i & dedicado ao theorema celebre de Gauss, segundo
0 qual ¢é condigiio necessaria e sufficiente para que o circulo possa
ser dividido em p partes iguaes por meio da régoa e do Compasso,
p representando um numero primo, que este numero seja da
forma 2%+ 1. O caso de ser m =2, isto é o caso da divisao do
circulo em 17 partes igudes, ¢ desenvolvidamente estudado no
capitulo 1v, onde ¢ exposto o meio de executar esta divisdo.

No capitulo v apresenta o auctor algumas generalidades sobre
a construccio das expressdes algebricas por meio de conicas e
por meio de curvas de ordem superior, quando o problema nao
péde ser resolvido por meio de rectas e circumferencias.

Passa depois o auctor a estudar o problema da quadratura do
circulo. Para preparar para este estudo, demonstra em primeiro
logar a existencia de numeros transcendentes. Demonstra depois
o theorema de Hermite, segundo o qual o numero e, base dos
logarithmos neperianos, ¢ transcendente, e finalmente o theorema
a que Lindemann foi levado por uma extensdo da demonstragio
dada por Hermite do theorema precedente, segundo o qual o
numero % é tambem transcendente. Para demonstrar estas pro-
posigdes notaveis, emprega Klein um methodo muito elementar,
devido a Gordan, Como consequencia do theorema de Lindmann
resulta que o numero = nfio péde ser construido com régoa e
compasso, nem portanto por meio d’estes instrumentos pode ser
resolvido o problema da quadratura do circulo, Termina o livro
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um rapido exame d'um instrumento inventado por um engenheiro
russo, Abdank-Akakanowicz, por-meio do qual se pade tracar,
por um movimento continuo, uma curva transcendente que deter-
mina 0 NUmero x.

Todas as questdes tratadas no bello livro de Klein sio acom-
panhadas de informacdes historicas do maior interesse.

E. Goursat: Legons sur Uintégration des équations aux dérivées
partielles du second ordre, Paris, t. 1, A. Hermann, 1896

Ha alguns annos publicou o sr. Goursat um volume importante
sobre a integraclio das equagdes 4s derivadas parciaes, ho qual se
occupava unicamente das equacdes de 1." ordem.

No volume actual conlinua o sabio geometra. os seus trabalhos
sobre este assumpto importante, considerando agora as equagdes
de 2." ordem, das quaes promette continuar ainda a occupar-se
n'um segundo volume.

0 aucter dividiu o seu bello e importante trabalho em quatro
capitulos, do assumpto dos quaes vamos dar uma noticia resu-
mida,

No capitulo 1 sio consideradas em primeiro logar as equagdes
is derivadas parciaes das superficies geradas pelas. curvas d'um
complexo ou emolvidas pelas superficies d’um complexo, Em
seguida ¢ considerada.a questdo que tem por fim determinar uma
superficie integral d'uma equagio 4s derivadas parciaes F (x, y,
5 Py o 1y 8, £) =0 dada, que passa por uma curva dada e ¢ tan-
genle ao longo d’esta curva a uma superficie planificavel tambem
dada, questio a que o auctor dd o nome de problema de Cauchy,
por estar ligada com a theoria da existencia dos integraes, con-
siderada por este grande geometra. Fundado nos resultados d’este
problema, define o auctor com precisiio o que se deve intender
por integral geral das equagdes &s derivadas parciaes de 2." ordem.

No capitulo 1 estuda o sr. Goursat desenvolvida e profunda-
mente a equaglio Hr + sKs+ Lt+M+N (rt—s% =0, (H,K, L,
M, N representando funcgdes de z, y, =, p, q)» conhecida pelo
nome de equagio de Monge e Ampére, por ter sido considerada
primeiramente por Monge, no caso de ser N=0, e em seguida

i2
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por Ampére em duas memorias celebres publicadas no Jornal da
Escola Polytechnica de Paris. A respeito d'esta equagio o auctor
considera o problema de Cauchy, os methodos de integraciio de
Monge e Ampére, a applicacio d’estes methodos & integraciio da
equacio das superficies minimas, ete. Para dar mais generalidade
4s theorias expostas, o auctor estende a definicho de integral,
seguindo o caminho aberto por S. Lie para o caso das equagdes
de 1.* ordem.

No capitulo i faz o auctor muitas applicagdes interessantes dos
methodos expostos nos capitulos anteriores. Assim, determina as
superficies de Joachimstal, isto ¢ as superficies em que as linhas
de curvatura d’um dos syslemas sio curvas planas, cujos planos
passam por uma recta fixa; determina as superficies de Monge,
isto & as superficies em que as linhas de curvatura d'um dos sys-
temas estdo situadas sobre espheras concentricas; determina as
superficies para as quaes a representaciio espherica d'um dos sys-
temas de linhas de curvatura se compde de circulos passando por
dous pontos fixos da esphera; procura as superficies que admittem
uma representacio espherica dada, ete.

No ultimo capitulo o auctor extende a nogdo de caracteristica,
primeiramente definida s6 para a equagio de Monge e Ampére,
a equacdes de [orma qualquer, estuda profundamente esta nogio
e d'este estudo lira consequencias do maior interesse para a
theoria a que o livro ¢ consagrado.

Todos os assumplos d’esta obra imporlante sdo tratados com
muita elegancia, clareza e originalidade.

P. Painlevé : Lecons sur le frottement, Paris, Hermann, 1895,

Contém este volume algumas bellas licdes feitas na Faculdade
das Sciencias de Paris pelo sr. P. Painlevé. N'ellas se occupa este
illustre geomelra do movimento dos systemas dotados de altricto,
considerando os systemas formados por pontos materiaes isolados
e 08 systemas formados por corpos conlinuos, cuja pu.-ail;liu'sﬁ
depende d'um numero finito de parametros.

As primeiras 57 paginas do volume sdo destinadas exposigio
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da theoria. Encontram-se n’estas paginas a definigio das forcas
de attricto e as suas leis e propriedades, o estudo da combinagaio,
compatibilidade e superabundancia das lizacdes dos systemas, a
enumeracdo das ligacoes simples entre solidos, etc.

As 5% restantes paginas do volume sio consagradas is appli-
cagdes. N'ellas é considerado o movimento d'um ponto sobre uma
curva em diversas circumstancias ; o movimento dos systemas cujo
centro de gravidade descreve uma curva dada: o movimento dos
systemas que comprehendem uma curva movel sobre a qual es-
correga um ponto do systema; o movimento d'um ponto sobre
uma superficie em diversas circumstancias; o movimento dos
systemas cujo centro de gravidade descreve uma superficie ; o
movimento dos systemas que encerram uma superficie solida movel
sobre a qual escorrega um ponto do systema; o movimento dos
systemas de solidos cujas reacgdes dependem das leis do attricto,
ete. Exemplos muito bem escolhidos contribuem para esclarecer
alguns dos assumptos considerados. :

Ch. Mévay : Lecons nouvelles sur UAnalyse infinitésimale et ses

applications géométriques (Deuiéme partie), Paris, G. Villars,
15895,

Deu-se em um dos numeros anteriores d'este jornal uma no-
ticia a respeito do 1.° volume d'esta obra importante. Como dis-
sémos, n'elle occupa-se o auctor dos principios, methodos e
theoremas geraes da theoria das funcgdes, deixando para o volume
seguinte o estudo das funccdes particulares, Hoje temos o prazer
de annunciar que o volume consagrado a eslas funcgdes parti-
culares, complemento indispensavel do anterior, esté Ji publicado,
€ que gracas ao desenvolvimento e generalidade com que foram
tratadas as doutrinas expostas no volume 1, se marcha rapida-
mente na leitura dos assumptos mais particulares expostos no pre-
sente volume. :

Dividiu o sr. Méray o 2.° tomo da sua obra em 13 capitulos,
de cujo assumpto vamos dar uma noticia resumida.

O capitulo 1 ¢ consagrado & theoria das funccdes a que o auctor
& o nome de olotropas (func¢des holomorphas), funcedes cuja
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theoria & a continuacio da theoria das funcgdes algebricas intei-
ras. Nota-se n'este capitulo uma demonstra¢io engenhosa do theo-
rema [undamental da theoria das equacdes inteiras.

No capitulo 11 occupa-se o auctor da theoria das funcgdes me-
romorphas, doutrina que é o seguimento natural da doutrina rela-
tiva 4s fracgdes racionaes, que se estuda em Algebra.

No capitulo m siio estudadas as funcgdes definidas por um
radical simples. Este estudo ¢ feito sem a intervenclo de consi-
deragdes trigonometricas, que o auctor considera como estranhas
# Anpalyse pura.

O capitulo 1v é consagrado ao estudo das funcgdes implicitas
(definidas por uma equaciio unica. N'elle estende o auctor is raizes
das equagdes olotropas a theoria celebre de Puiseux relativa ds
funcgdes algebricas. '

No capitulo v siio considerados o logarithmo e a exponencial.

4 s ; St 1
O logarithmo € definido pela equagiio differencial {FE —e
£

pela condigio de ser u=0 quando z=1. A exponencial é defi-
nida como funccio inversa do logarithmo.

0 estudo das funcgdes circulares é o objecto dos capitulos vi e
vir. Este estudo é feito sem a intervengio de consideragdes geo-
metricas, recorrendo o auctor para as definir 4 inversdo dos inte-
graes em que a differencial ¢ composta racionalmente da variavel
de integracdo e da raiz quadrada d'um trinomio do segundo gréo.

A theoria das funcdes ellipticas ¢ estudada nos capitulos vu
a xii. O ponto de partida para introduzir estas funcgdes € a con-
sideracio da equacio differencial primitivamente empregada pelos
geometras para este fim. Para preparar o leilor para este modo
de exposicdo, linha ji o sr. Méray, nos capitulos anteriores, em-
pregado, como vimos, para iniciar o estudo das funcgdes loga-
rithmicas e circulares, a consideraciio das equacdes differenciaes a
que ellas satisfazem.

O capitulo xm, ultimo da livro, ¢ consagrado & theoria das
funcgdes eulerianas.

No modo de tratar os assumplos que slio considerados ba,
n’este volume da obra, uma grande originalidade, como a havia
a nbem, ja o dissemos, no volume anterior,
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E. Pascal : Teoria delle funzioni ellittiche, Hoepli, Milano, 1896.

Este volume faz parte da importante colleccio de manuaes
publicado pela casa Hoepli de Mildo, a que por varias vezes nos
temos referido n'este jornal. Contém elle uma exposicio muito
bem feita da theoria das funcgdes ellipticas, onde se acha o que
ha de mais essencial nesta importante doutrina,

O ponto de partida do auctor ¢ a theoria das funccdes 6 de
Jacobi, 4s quaes liga depois as funcgdes p e 5 de Weierstrass e
as funccdes snw, cnn, dnu.

O livro esti dividido em seis capitulos, onde siio considerados
08 assumptos seguintes :

.No capitulo 1 estuda o auctor as quatro funcedes § de Jacobi,
" Define-as por meio das series periodicas descobertas por este

eminente geometra, procura as relagdes entre ellas, determina as
equagdes differenciaes a que satisfazem, desenvolve-as em produ-
clos infinitos, elc.

No capitulo i estuda o sr. Pascal as funcgdes ellipticas sn u,
cnw, dau e as relagies d'estas luncedes com as funccies 6.

O capitulo 1 é consagrado ao estudo-das funcgdes ¢ de Weiers-
trass, que slio definidas pelas suas relagdes com as funccies §.

No capitulo 1v occupa-se o auctor da funcgio p (v) de Weiers-
trass, que é definida pela equaglio que a liga & funcgo o (u).

O capitulo v & destinado ao estudo dos integraes ellipticos de
1.%, 2." e 3." especie e 4s suas relagdes com as funcgdes ellipticas.
N'este capitulo, e depois no capitulo vi, encontram-se resultados
do mais alto interesse a respeito d'um integral introduzido na
theoria das funccdes ellipticas por Klein.

Terminaremos dizendo que, pela clareza com que esta escripto,
pelo bom methodo de exposi¢do e pelo ponto de vista moderno
em que o auctor se collocon, ¢ este excellente livro muito proprio

para se estudar a parte essencial da theoria das funccdes elli-
plicas,

E. Rouché et Ch, de Comberouse : Lecons de Géométrie. Premitre
partie. Paris, G. Villars, 1896.

Solutions détaillées des exercices el problémes énoncés dans les

lecons de Géométrie. Premiére partie, Paris, G. Villars, 1896.
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Os programmas para o ensino secundario moderno, em Franca,
sendo differentes dos programmas para o ensino secundario clas-
sico, os srs. Rouché e Comberousse véem de publicar os dous
volumes a que acima nos referimos, para servir de texto aos alu-
mnos que seguem o primeiro d'estes ensinos. A estes volumes, que
sho destinados aos alumnos de 4.* classe, seguir-se-hde outros
destinados aos alumnos de 3.%, 2." e 1.* classe.

O primeiro dos volumes annunciados esti dividido em trinta
licies onde siio considerados os assumptos seguintes: I Introducgio
(primeiras nogdes). II Angulos. Angulos verticalmente oppos-
tos. Il Rectas perpendiculares. Igualdade dos angulos rectos.
IV Triangulos. V Egualdade dos triangulos. VI Outras proprie-
dades dos triangulos. VII Perpendiculares e obliquas. VIII Egual-
dade dos triangulos rectangulos. IX Logares geometricos. X e
XI Parallelas. XiI Angulos cujos lados sio respeclivamente paral-
lelos ou perpendiculares. XIII Somma dos angulos d'um trian-
gulo, d'um polygono convexo. XIV Pontos de interseccio notaveis
no triangulo. XV Propriedades dos parallelogrammos. XVI Figu-
ras symetricas relativamen'e a uma recta ou a um ponto. XVI Uso
da régoa e do compasso. XVII Circumferencia do circulo. Inter-
secglo d'uma recta e d'uma circumferencia. XIX Propriedades
dos arcos e das cordas. Diametros perpendiculares a uma corda.
XX Tangente e normal & circamflerencia. Parallelas no circulo.
XXI Tres pontos niio em linha recta determinam uma circumfe-
rencia. Posicoes relativas de duas circumferencias. XXII Recor-
dacdes das nocdes de Arithmetica relativas & medida das grande-
zas. XX!I Medida dos angulos. XXIV Logar dos pontos d'onde
se vé uma recla debaixo d'um angulo dado. Quadrilatero inscri-
ptivel. XXV Uso da régoa e do compasso. Construccio dos an-
gulos. Divisio da circumflerencia. XXVI, XXVII ¢ XXVIHI Pro-
blemas elementares. XXIX Circulos circumscriptos e inscriptos.
XXX Tangentes communs a duas circumferencias.

No fim de cada licio vem uma collecciio de exercicios corres-
pondentes, dispostos segundo a ordem da sua difliculdade. No se-
gundo dos livros annunciados véem as solugdes d'estes exercicios,
Para obrigar os alumnos a um trabalho proprio e ao mesmo tempo
auxilial-o n'este trabalho, sio apenas eshocadas as solucdes dos
exercicios simples e complelamente indicadas as solugdes dos
exercicios mais diffices.

A respeito das qualidades dos livros mencionados nio & neces-
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sario dizer cousa alguma. Os livros de Geometria publicados ante-
riormente pelos srs. Rouché e Comberousse sdo, com effeito, muito
conhecidos ¢ apreciados pelos prolessores e os actuaes em nada
sio inferiores aquelles,

E. Carvallo: Methode pratique pour la résolution numérique des
équations algébriques ou transcendentes, Paris, Nony, 1896.

0 fim d’este trabalho importante & completar o methodo inven-
tado por Graff em 1839 e continuado por Encke em 1841, para
resolver as equacdes numericas. Graff limitou-se a determinar as
raizes reaes ¢ os maodulos das raizes imaginarias, quando estas
raizes ndo téem mddulos eguaes. Encke completou este methodo
determinando as raizes imaginarias, mas o meio que para isso
empregou, theoricamente exacto, nio tem nada de pratico. Na sua
Memoria o sr. Carvallo, estudando profundamente o methodo de
Graff, mostra como elle péde dar immediatamente ¢ sem novos
calculos tanto as raizes imaginarias, quer tenham quer nido madulos
iguaes, como as raizes reaes. Além d'isso estende este methodo
as equagdes franscendentes.

O auctor trata o assumpto com toda a clareza e rigor, de modo
a concorrer para que este methodo notavel seja introduzido no
ensino, e além d'isso insiste sobre as observagdes de caracter pra-
tico proprias para simplificar a applica¢io do methodo. Para escla-
recer as considera¢des que expde e para mostrar quanto o me-
thodo ¢ pratico, sdio resolvidas no trabalho, a que nos estamos refe-
rindo, algamas equagdes.

E. Picard : Sur les groupes des transformations des équations diffé-
rentielles linéaires (Comptes rendus de I Académie des Seiences
de Paris, 1894).

O auctor estende n'este trabalho importante a theoria de Galois,
relativa &s equagdes algebricas, s equagdes differenciaes lineares,
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E. Carvallo : Principe d'Huygens dans les corps isotropes (Com-
ples rendus de I Académie des Sciences de Paris, 1895).

Como as demonstracdes conhecidas do principio de Huygens
stio baseadas em algumas hypotheses que o tornam inaplicavel a
algumas theorias d'Optica, o auctor di uma nova demonstracio
d'este principio, em que se nio recorre a eslas h”'rnl]u!sf's.

L. F. Marrecas Ferreira: Estudo sobre o planimetro de Amsler
(Revista de obras publicas, t. xxv).

N'este artigo, muito ulil e interessante, o auclor expde de uma
maneira clara, simples e completa a theoria do planimetro de
Amsler, hoje muito empregado pelos engenheiros. Parte para isso
do esboco d’essa theoria, apresentado por Resal no tomo m do
seu importante Traité de Mecanique genérale, que examina com
attengio e que corrige em alguns ponlos.

C. A. Laisant: Note relative aux asymploles el aux cercles de cour-
bure (Bulletin de la Société mathématique de France, . AX 1)

O auctor demonstra que, se uma curva plana Ctiver uma asym-
ptota e transformarmos a figura por inversio relalivamente a um
ponto O do plano, a curva transforma-se n'outra curva Gy, que
passa pelo ponto O, e a transformada da asymptota ¢ o circulo
de cwrvatura da curva C; no ponto O. Esta proposicio muito
interessante estabelece uma ligacio entre a theoria da curvatura
e a theoria das asymptolas.

G. Lazseri: Sulla teoria delle equivalenza geometrica (Periodico
di Matematica, 1. x).
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O auctor expde a theoria da equivalencia geometrica, para as
tres classes de grandezas constituidas por polygonos planos, po-
lygonos esphericos de uma mesma esphera e prismas, indepen-
dentemente de qtmlquer pusluladn especial para esta theoria, da
consideragio de Areas negativas e de nogdies arithmeticas ou alge-
bricas, evitando assim postulados ou consideragdes extranhas ao
assumplo, empregadas pelos auctores que se tém occupado d'esta
theoria.

M. d' Ocagne : Abaque en points isopléthes de I'équation de Kepler
(Bulletiu de la Société mathématique de France, 1894).

O auctor applica & equaglo de Kepler

u—e sen u=nl

as doutrinas expostas na obra importante intitulada Nomographie,
da qual se deu noticia n'um dos volumes anteriores d’esle jornal.

P. Mansion : Principes fondamentaux de la géométrie non euclidienne
de Riemann, Paris, G. Villars, 1895.

A memoria que & o objecto principal d’este opusculo foi apre-
sentada pelo auctor no Congresso scientifico internacional dos
catholicos. Esta escripta com muita simplicidade e clareza, e &
porisso muito propria para o primeiro estudo da Geometria de
Riemann. Contém ainda o opusculo quatro nolas muito interes-
santes, a primeira relativa 4 historia da Geometria no euclideana,
que n'elle ¢ resumidamente exposta, a segunda s indagagdes de
Schering sobre a Metageometria, a terceira relativa ao alcance
philosophico da Metageometria, o quarto relativo aos primeiros
principios d'esta sciencia.
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J. L. V. Jensen: Sur une expression simple du reste dans la for-
mule dinterpolation de Newton (Bulletin de I Académie des Scien-
ces de Danemark, 1894).

Seja F (z) uma funccdo da variavel real ou complexa z e g (x)
uma funcgdo inteira do grio n, que se torne egual a F (z) quando
x toma os valores xq, xa..., &,. A formula demonstrada pelo
sr. Jensen é a seguinte :

(z—2y)...(2—a,)
(n+.1)!

F(a)=g()+2 22 Bk [0, 20+ 01 21 + ...

-+ Hl‘l I + ﬂn_|_1$].

onde 3 representa uma quantidade cujo modulo & inferior & uni-
dade e 0, ..., 0,11 sAo numeros positivos menores do que a
unidade. O modo como a ella chega o illustre geometra dinamar-
quez ¢ muito simples.

E. Carvallo: Sur U'intégration d'une équation aux dérivées par-
tielles de la Physique mathématique (Bulletin de la Société ma-
thématique de France, 1894).

A equaglo estudada pelo auctor ¢ a seguinte:

U d*U
F — Ez—in-U=F(§l’f’,!},

anteriormente estudada pelo sr. Poincaré no caso particular de
ser nullo o segundo membro.
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J. M. Colaw : Alexandre Muacfarlane (The american mathematical
Monthly, 1895).

Biographia d'este illustre physico e mathematico, de cujos tra-
balhos temos dado noticia em diversos numeros d’'este jornal.

Stouff': Sur les rapports enire la théorie des équations aux déri-
vées partielles du second ordre et la théorie des surfaces (An-
nales de I'Ecole Normale superieure de Paris, 1896).

O objecto d'esta interessante memoria & a applicacio da for-
mula' de Taylor & solu¢do do problema de Plateau generalisado
para uma equacho s derivadas parciaes qualquer de segunda
ordem. As indagacdes n'ella contidas tém relacdo com os traba-
Ihos de Schwarlz relativos &s superficies minimas e com os tra-
balhos de Darboux relativos & theoria das caracteristicas das
equacdes s derivadas parciaes de segunda ordem.

S. Pincherle: Sopra alcune equasioni simboliche (Memorie delle
R. Accademia di Bologna, 1895).

O auctor chama operaciio funccional distribuiliva a operagdo
que, sendo applicada a uma func¢@io analytica, dé outra funcglo
analytica e que é tal que sendo representada por A, gosa das
propriedades

Alp+4)=A () +A®), Alag)=aA (o)

a representando uma constante e ¢ ¢ ¢ duas funcgdes analyticas ;
chama derivada funccional de A a operagio A’ determinada pela
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equagio

Al(p)=A(t3)—=2A (9),

t representando a variavel que figura em ¢ e {, e chama equagio
differencial symbolica toda a equagio em que entram estas opera-
¢bes e suas derivadas. O objecto da presente memoria & dar as
propriedades e as solugdes d’algumas d’estas equacdes differen-
ciaes symbolicas.
Della validitd effetiva di alcuni sviluppi in serie di funzioni
(Rend. della R. Accademia dei Lincei, 1896). :

E. Pascal : Sopra dne relazioni rimarcheveli fra i valori delle
derivate delle funzioni § ellittiche per argumento zero (Annali
di Matematica, 1895).

A. Botelho : Estudo sobre os systemas de forcas girantes, Lishoa,
1894.

O objecto d’este trabalho é o estudo da rotaciio das forcas em
volla dos seus pontos de applicagdo, ao qual o nosso eminente
geomelra, Daniel A. da Silva, consagrou uma bella e importante
Memoria, cheia de originalidade, que foi publicada nas collecgdes
da Academia Real das Sciencias de Lisboa. No presente trabalho
o sr. Botelho expde com clareza a parte principal d’esta theoria
importante, fundando-se principalmente nos trabalhos d'aquelle
geometra. O livro esta dividido em cinco capitulos, sendo os dous
primeiros consagrados &s configuracdes planas, os tres seguintes
4s configuracdes no espago, e sendo em cada um d'estes casos
considerados os systemas em que ha resultanle e os sysiemas em
que a ndo ha,
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F. Gerbaldi : Sulle serie di funzioni analitiche (Rivista di Mate-
matica, 1896).

——— Un teorema sulle singularitd della jacobiana di qualttro super-
ficie algebriche (Rend. del Circolo Matematico di Palermo, 1896 ).

Guldberg : Sur I'intégration des équations différentielles ordinaires
(Comptes rendus de U Académie des Sciences de Paris, 1895).

—— Om differentialliguinger, derbesidder ferste fundamental-inte-
graler, Christiania, 1895).

E. Carvallo: Absorption de la lumiére par les cristaux (Annales
de Ch. et de Physique, 1896).

Bettazi : Sulla catena di un ente in un gruppo (Atti della R. Acca-
demia delle Scienze di Torino, 1896).

Gruppi finiti ed infiniti di enti (Item).

— Teoria dei limite. Parte vir del Formulario publicato dalla
Rivista di Matemalica.

;. Veronese: Intorno ad alcune osservasioni sui segmenti infinili e
infinitesimi attuali (Mathematische Annalen, 47 Bande).

A. Bassi: Sulle radice della derivata di una funzione olomorfa di
genere qualunque (Rend. del R. Instituto lombardo, 1895).
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A. Bassi: Sulle radici della derivata di una funzione olomorfa di
genero zero ed uno (Item).

Burali-Forti : Sur quelques propriétés des ensembles d'ensembles et
leurs applications a la limite d'une ensemble variable (Mathe-
matische Annalen, 47 Bande).

F. Klein : Sulle spirito aritmetico nella Matematica (Rend. del Cir-
colo matematico di Palermo, 1896).

G. Cantor : Beitrige sur Begriindung der transfiniten Mengenlhere

(Mathematische Annalen, 46 Bande).
G.T.
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