JORNAL

DE

GENGAS MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

PUBLICADO

FELD

DR. F. GOMES TEIXEIRA

Professor na Academia Polytechnica do Porto,
Antigo Professor na Universidade de Coimbra,
Socio da Academia Real das Sciencias de Lisboa, etc,

VOLUME IX

COIMBRA
IMPRENSA DA UNIVERSIDADE

1889







SOBRE A REPRESENTACAO PARAMETRICA
DAS CURVAS DO PRIMEIRO GENERO

FOR

DuantE LEITE

(Professor na Academis Polvtechnica do Porto)

As curvas algebricas de grau n qualquer, cujo genero ¢ egual
i unidade, sdo definidas como tendo singularidades equivalentes
agn (n=3) pontos duplos, e d’este facto resulta que se podem
translormar wunideterminativamente n'uma cubica sem ponto du-
plo (#).

O problema da representaciio parametrica d’estas curvas re-
duz-se, pois, o do da cubica geral.

No que segue temos em vista mostrar como as lunccdes elli-
pticas de Weierstrass apparecem naturalmente na resolucio d'este
problema, com decidida vantagem sobre as de Jacobi, Ja anterior-
menle empregadas por varios geometras para o mesmo fim (x#).

1. Na sua Enumeratio linearum tertii ordinis, demonstron New-
ton que qualquer cubica se péde deduzir projectivamente d’uma
das cinco parabolas divergentes comprehendidas na equaciio

y = ard+ ba* + cx + d;

® para que ndo haja ponto duplo, basta que as tres raizes do se-
Rundo membro sejam deseguaes (#2e).

e A P A A

(#) Clehsch, Legons sur la Géometrie, tom. i, pag. 343
t#%) Clebsch, op. eit., tom. i, pag. 358 e seg.; lom. m. pag. 320.

CUL.' *#) Vid. Salmon, Higher plane curves, a proposito da elassificagio das
ICas.
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Suppondo que isto tem logar, se transportarmos conveniente-
mente a origem sobre o eixo dos z, reduziremos a equagiio pre-
cedenle a esta outra

yr=4i? (423 — gez—gg).

O exame d'esta egualdade suggere logo o emprego da funccio
pu de Weierstrass; effectivamente satislaz-se-lhe fazendo

z=pu, y=kpu

Se remontarmos da parabola & cubica primitiva, invertendo a
serie de operagdes projectivas effectuadas, teremos as novas ex-
pressdes das coordenadas que seguem

ayp'u+ bypu+ ¢ agp'u+ bapu -+ ¢y
X = — AR | T e e v H
agpu+bgpu-+eg J agp'u+ bypu-+ ¢y

ou empregando as coordenadas homogeneas
p&i=a;p'u+ bpu+ ¢, (1)
qualquer que seja o triangulo coordenado.

2. Sem nos demorarmos aqui em desenvolver as inleressantes
consequencias que para as cubicas se deduzem d’esta [6rma de
representaclio, passaremos ao caso mais geral d’'uma curva do pri-
meiro genero.

Designemos pelo symbolo F; uma funcgo algebrica homogenea;
entdo as coordenadas d'um ponto da curva serdo dadas por

yyi=Fi (@, a8, 23),

visto que ella provém da cubica (1) por transformacio unideter-
minativa.

I evidente que estas coordenadas sdo funcgdes inteiras de pu
e p'u; e podemos por

Oyi=fi (pu) + i (pu) . p'u. @
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Eis-nos, pois, chegados indirccta mas simplesmente & repre-
sentaclio desejada; ella justifica plenamente o nome de ellipticas
dado 4s curvas de que nos occupamos.

Ainda podemos dar 4s coordenadas uma [6rma mais elegante.
Effectivamente toda a funcgdo inteira de pu e p'u pode reduzir-se
ao seguinte typo («)

s(u—%)o(u—%)...a(u=>%)
ahy

=0 mod (20, 2.

Nio ¢ difficil inferir d’aqui os valores que seguem para as co-
ordenadas

pyr=0(u—2) a(u—>2g) ...au—>,

Py =o (=)o (u—pa) . ..o (u—p)

pYs=c(u—vy) c(u—vg) ...0(u—v,)

12 =20, =3%=0 mod {Em, Emr}.

Quanto ao numero n, vamos mostrar como se péde egualar ao
grau,

Fazendo y; = 0, concluimos para u os valores 3, salvos mul-
tiplos dos periodos. Parte d'elles sio os argumentos dos pontos
tom que a recta yy =0 corta a curva; os restantes sio extranhos
a esta, e devem portanto annullar simultancamente as coordena-
das, se os houver.

Incluam-se no factor de proporcionalidade; entio, substituindo
@ u um novo parametro que diffira d'elle na media arithmetica
das raizes 7;, ou w;, ou v, cujo indice exceder o grau, chegare-
mos s equacdes (3), em que n tem o valor annunciado.

(%) Halphen, Traité des fonctions ellipliques, (om. 1.
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3. Os lados do triangulo coordenado cortam a curva n'uma
serie de pontos, cujos argumentos sommam zero ou multiplos dos
periodos. Esta propriedade serhi exclusiva d’estas tres rectas?

Vamos ver queé tem logar para qualquer recta, e mafs ainda,
para qualquer curva algebrica.

Seja, de feito,

f(y1s Y2, y3)=0

a equacdo d'uma curva algebrica de grau m; obtemos o argumento
dos mn pontos de seccdo, substituindo n'ella as expressdes (2)
ou (3).

Resulta uma equaciio cujo primeiro membro é uma funcglo de
pu e p'u. Ora sabe-se (+) que entre os argumentos w; que annul-
lam nma funcghio d’esta natureza existe a relagdo

Zui=0 mod (2w 2.

Se, portanto, applicarmos esta propriedade ao nesso, conclui-
remos o seguinte theorema:

Os argumentos dos pontos em que uma curva algebrica corta
uma curva elliptica sommam zero, ou multiplos dos periodos.

Deve-se attribuir este theorema a Clebsch, que o demonstrou
com generalidade para os argumentos das funcgdes ellipticas de
Jacobi, representando as coordenadas da curva como producto da
funcgio H (u) (%=).

Por meio d'esta propesicio resolvem-se todos os problemas de
contacto com extrema facilidade, seguindo o caminho indicado
pelo illustre geometra que citimos.

Porto, setembro de 1888.

B 0

(#) Halphen, op. eit., tom. 1, pag. 215.
(##) Clebsch, op. cit., tom. 1, pag. 393; tom. m, pag. 332.
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DEMONSTRACAO DO THEOREMA DE CAUCHY

PFOR

Josk Bruxo pE CABEDOD

{(Professor na Universidade de Coimbra)

Seja [(z) uma func¢do continua e bem determinada, assim
como as suas derivadas successivas até & ordem n ao longo de
uma linha L.

Considerando as suas extremidades z e 34, a noglio de derivada
da logar &s equagdes seguintes

[ 3= (s1)= (5= ) (31) + *.
[ (8) = [ (31) = (3~ 31) [" (31) # &4

[ (&) = ()= (53— 21) /" (31) + tat |
onde ¢, ¢, ... sio funcgdes continuas e bem determinadas da
variavel z em toda a extensdio da mesma linha.

Entre estas funcgdes ha relacdes simples que vamos deduzir.
Para isto, derivando a primeira das equacdes precedentes em re-

lagho a 3, vem
[(5)=[(z1)+¢,
d'onde se tira, attendendo & segunda,
¢ = (z—5)["(51) + 8.

Integrando agora ambos os membros d’esta equagdo ao longo




8

JORNAL DE SCIENCIAS

de L no sentido 2y 3, e attendendo a que ¢ e=0 para 3=7z,
acha-se
(=

_51)! qi i
¢ i3 f (21)4-];:1:1..
Do mesmo modo as restantes equagdes dao

(5— =9)*

0= T )4 [ el

(5 —3)* i !
1= _]-é_ (l,?] +JL En—1 ds.

Finalmente, eliminando entre estas equacdes as funcgdes ¢,
£y + .y YEIN @ EXpPressio

(5 — 3)

2 L a ‘
l-_I_”‘é._r”(z’]-lﬂ ...+1(.2.—.%:f"(5ﬂ+’lwll...- I b1 05

Lo L5

que, substituida na primeira das equacdes (1), da a formula de
Taylor, que nos vae servir para demonstrar a celebre proposicio
de Cauchy.

Seja entdo f(z), assim como a sua derivada, uma funcgio con-
tinua e uniforme no interior de uma area onde se acham descri-
ptos os contornos by e by com as mesmas extremidades s e 3y
Designando por F (z) a sua primitiva, o seu accrescimo na passa-

gem de 3y para z é respectivamente em relacio aos conlornos
considerados




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 9

d'onde resulta

Ap, — Bp,= ,‘ e dz —J & ds.
(= b] bg

Posto isto, como & & um infinitamente pequeno de segunda
ordem em relagio a z — 3y, péde por-se

¢ =(5—5)¢(3),

sendo o (z) uma lunc¢dio finita e bem determinada em toda a ex-
lensdo da regido considerada.
Teremos pois

mod -"b ¢y dz=mod ’b (5—21)2p(2)ds = fb mod (s —z;)*mod ¢ (3) ds

= % n s 3

designando por ry a maior distancia a que a variavel 3 se acha
de =4 no seu curso ao longo de by, por My o modulo maximo de
% (z) sobre a mesma linba cujo perimetro ¢ sy, e attendendo a que,
pela propriedade da linha recta, & ry <sy.

Analogamente o segundo integral da

T -1 8 3
modj gy dz = Mys,,
by ;

d'onde se conclue

mod (8, — 84) SM, 5§ + M, 2N, .57 .,
designando. por 51,9 0 maior dos s e fazendo My + Ma= Ny,
Dividamos agora um contorno L;, tomado na mesma area, em
p partes b'y, by, ... taes que os seus perimetros tenham um
mesmo valor 8. Deformando depois estas partes, de modo que
5¢ conservem fixas as suas extremidades e figuem ainda com os
Seus perimetros de uma mesma grandeza sy, obtem-se um novo
contorno Ly dividido egualmente em p partes b's, 6”3, . .. pelos
pontes communs com o primeiro.
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A applicacio da formula precedente dard entao

mod (A1, — Av,) =mud( : “L)=mod ([h— .LJF Jb—[b +.

— 2
<N’*’:%+Nu l! o <NjgSye8

designando por Ny,s 0 maior dos N e attendendo a que pela nossa
construcgo p.sy,q € egual ao maior dos per:melms Ly e Lg que
representamos por Sy,q.

Fazendo para maior simplicidade Ny,g Sy,0 = Py,9, teremos

— 2
mod (Ar, = Ar) <P, 44, 5

Por p deformacies infinitesimaes do mesmo perimetro péde de
Ls derivar-se um outro contorno Ly, de modo que s6 tenha de
commum com L; as suas extremidades e com o primeiro p+ 1
pontos communs que o dividam em p partes cujos perimetros sejam
eguaes entre si.

Sendo assim, a formula anterior dard

mod (A, — Ar,) Z mod (J:, “"f;_) ot Oi—fa)

= 2 T = 2
<Pty tPys8:<Q 35y

fazendo Py,g+ Pg,3=0Qy,3 e designando por sy,3 o maior dos s.
Finalmente de Lg deriva um contorno Ly do mesmo modo que
o primeiro resultou de Ly, e assim successivamente até se obler
um contorno Lapi 1.
Pela comparagdo dos dois contornos extremos teremos entdo

— L ?
mod {':‘I-. — Bgp) < 01,3 59 T Q:i,s San +

= Q1,3p41 > S1.9p41 X 81.3p41,
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designando por Qy 951 0 maior dos Q, PoOT $1,3p41 0 maior dos s, e
por b1 3p-+1==P.81,3541 0 maior dos perimetros de Ly, Ly, etc.
A relagdo precedente demonstra, pois, o theorema de €auchy,
por ser $;3p41 uma quantidade que se pade tornar tdo pequena
quanto se quer.
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J. Pedra Teizeira.— Estudo sobre funcgies duplamente periodicas.
— Coimbra, 1888.

Desde que Abel e Jacobi descobriram a dupla periodicidade
das funcgdes ellipticas, a attengdo dos geometras foi chamada para
a theoria geral das funcr;ﬂcs duplamente periodicas, das quaes se
tiron como consequencia a theoria das funcgdes ellipticas. Muitos
sho os trabalhos que até hoje téem sido publicados a respeito
d’este bello assumpto. O sr. Pedro Teixeira no seu livro, apre-
sentado 4 Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra
como dissertacdo inaugural, expde de um modo claro e metho-
dico o que n'elle ha de mais importante.

Principia o auctor por algumas definicdes e principios geraes
relativos & natureza e numero de periodos das funcgdes mono-
dromas, ao parallelogrammo dos periodos, ete. Demonstra em se-
guida alguns theoremas fundamentaes n'esta doutrina e passa &
deduccdo das formulas que dao as expressdes analyticas das func-
gdes duplamente periodicas, com os infinitos em evidencia, con-
siderando primeiro as funccdes que téem sémente polos, e em
seguida as funcgdes que téem polos e pontos singulares essenciacs
isolados. Termina a primeira parte do livro por alguns theo-
remas relativos as funcgdes periodicas ligadas por uma equacio
algebrica.

Na segunda parte do seu trabalho occupa-se o auctor das func-
¢oes duplamente periodicas de segunda especie, deduzindo as ex-
pressdes analyticas d'estas !'um'r;ﬁes que tornam evidentes os seus
zeros e os seus infinitos.

L. Viglione. — Leciones de Geometria Analitica.— Buenos-Aires,
1888.

Contém esta obra importante as excellentes prelecgdes feitas
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pelo auctor, na Universidade de Buenos-Aires, nos annos de 1885
e 1886.

Principia o primeiro volume por uma introduegiio, onde o au-
clor define os systemas de coordenadas mais usados, isto é, os
systemas carlesiano, polar, trilinear, superficial e tangencial.

Em seguida vem a primeira secgdo, destinada ao systema car-
tesiano, onde o auctor se occupa da representagio dos logares geo-
metricos por equacdes, das mudangas de coordenadas, da theoria
da linha recta e da theoria das conicas. Muitos e bem escolhidos
exercicios véem espalhados por estes capitulos, para que o leitor
se¢ familiarise com o manejo das coordenadas cartesianas, e com
as questdes geometricas de que se vai occupando. Merece espe-
cial attengdo n'esta parte da obra a parte relativa & classificacio
das conicas, que o auctor expde pelo methodo empregado pelo
illustre geometra italiano E. d’Ovidio.

Na segunda sec¢lo occupa-se o auctor do systema de coorde-
nadas polares. Ensina o meio de transformar as equagdes referi-
das a coordenadas polares em equagdes referidas a coordenadas
carlesianas, e deduz as equagdes polares da recta e das sec¢des
conicas.

Na secgdo terceira e quarta vem um estudo rapido dos sys-
temas de coordenadas trilinear, superficial e tangencial.

Segue-se a Geometria Analytica a tres dimensdes, que o au-
ctor divide em quatro partes, nas quaes se occupa dos principios
geraes d’este ramo da Geometria, e da theoria da linha recta, do
plano e das quadricas. Como na Geometria plana, o auctor acom-
panha a exposiciio com bons exercicios.

D. D. Bucas ¢ D. R. Escandén. — Teoria elemental de las deter-
minantes.— 1888.

N'este livro, escripto principalmente debaixo do ponto de vista
d_itlncli(!n. & exposta com toda a clareza e rigor a parte da theo-
Ma dos determinantes mais necessaria para estudar com fructo
08 tratados modernos de Analyse, de Geometria e de Mechanica.

Dividiram os auctores o seu tratado em dois livros. No pri-
meiro expdem os principios fundamentaes da theoria dos deter-
Minantes e os theoremas necessarios para os caleular, desenvolver
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¢ combinar. No segundo fazem applicagao d'estes principios i Al-
gebra e & Trigonometria, occupando-se successivamente da re-
soluglio das equagdes do primeiro, segundo e terceiro grio com
uma incognita, dos systemas de equacdes do primeiro grée, dos
systemas de duas equagdes do segundo e terceiro gro, ete.

A exposigio das doutrinas & acompanhada de exercicios, para
que o leitor se familiarise com o emprego dos determinantes,

D. Z. G. de Galdeano. — Critica y sintesis del Algebra. — To-
ledo, 1888.

Lé-se com verdadeiro prazer este trabalho interessante, em
que o illustre professor do Instituto de Toledo revela extensos
conhecimentos de Analyse moderna e elevado criterio philosophico.
Nio ha questdo alguma importante de Algebra de que o auctor
se niio occupe para lhe discutir os fundamentos, analysar os metho-
l]US e resumir a lllhtlﬂ'iﬂ

E assim que, a respeito do conceito de numero, se relere aos
principios mais importantes da Arithmetica superior, mencionando
0s trabalhos de Fermat, Euler, Lagrange, Legendre, Gauss, Di-
richlet, Kummer, etc.

Occupa-se em seguida do conceito de continuidade, mencio-
nando differentes assumptos em que se manifesta este conceito.

A respeito do conceito de qualidade em Algebra, occupa-se 0
auctor da theoria das quantidades complexas, da theoria das func-
¢bes analyticas para expdr os trabalhos de Cauchy, Riemann,
Weierstrass, Cantor, Bois-Reymond, ete.; e do mecanismo das leis
do Caleulo para expdr os trabalhos de Mobius, Bellavitis, Gras-
smann, Hamilton, etc.

Vem em seguida o estudo sobre o conceito de qualidade ma
applicagiio da Algebra & Geometria, referindo-se o auctor prin-
cipalmente & correlagio das figuras de Carnot.

Finalmente vem o estudo do conceito de combinagio e ordem
em Algebra, e a este respeito refere-se o auctor aos trabalhos
relativos & resolughio algebrica das equagdes, 4 Algebra das for-
mas, & theoria dos determinantes, etc.

Na segunda parte do livro o auctor indica quaes os doutrinas
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ue, no seu modo de ver, devem constituir a Algebra, e o modo
¢ as expor e ensinar.

M. Lerch. — Sur une méthode pour obtenir le développement en
série trigonométrique de quelques [fonctions elliptiques (Acta Mathe-
matica, t. xn).

N'este trabalho importante apresenta o auctor um methodo di-
recto para desenvolver em serie trigonometrica a funcgo

fo [z + w)
O (u)
sendo

Bo (W) =1+2 % (—1)"¢g¥cos2num, g=e".
n=1

L. Niesen.— Sur U'aspect physique de la planéte Mars ( Bulletins
de I' Académie R. de Belgique, 1888).

N'esta noticia interessante da o sr. Niesen, astronomo no Ob-
servatorio de Bruxellas, noticia das observagdes que fez sobre o
aspecto physico de Marte durante a opposicio de 1888. O auctor
compara as suas observacbes com as do sr. Perrotin, [eitas du-
rante esta opposigio e a de 1886, para notar que, em quanto
que o sr. Perrotin achou differencas consideraveis no aspecto d'este
planeta nas duas epochas das observagdes, as suas lhe apresen-
taram Marte com um aspecto semelhante ao observado pelo sr.
Perrotin em 1886.

Em seguida o sr. Giesen chama a attencio sobre algumas pre-
caugdes que & necessario tomar para torndr comparaveis as observa-
¢oes d'esta natureza.

Ch. Hermite. — Remarques sur la décomposition en éléments sim-
ples des fonctions doublement périodiques (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, t. ).

E bem conbecido o papel importante que representa na theo=
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ria das funcgdes periodicas a decomposi¢iio em elementos simples
da funcgdo F(x), cujos periodos sdo 2k e 2ik e cujos pélos sio
[ el

H(@—a)  H (z—a)
H (z —a) s H(z—a)

!

N'esta decomposigio a quantidade ]l-: -(Lx)-). que representa o
papel de elemento simples, niio é duplamente periodica, em quanto
que as suas derivadas o sdo. Por isso n’esta bella memoria o grande
geometra [rancez apresenta uma outra decomposiciio de F(z) em
que ndo entram mais do que os elementos duplamente periodicos
sniz e sua derivada. Em seguida considera o caso particular das
funcgdes com dois periodos 2k e 2ik, que se reproduzem com
mudanga de signal quando se ajuncta  variavel z um dos semi-
periodos ik, k+ik', k, a respeito das quaes faz algumas observa-
¢Oes do maior interesse. Finalmente considera as funccdes cujos
periodos sdo 4k e 4ik' para mostrar que podem ser decompostas
em elementos simples formados por meio das quantidades snz,
eng, dnz.

F(z)=C+3A

H. G. Zeuthen. — Note sur I'usage des coordonées dans I'antiquilé
et sur Uinvention de cet instrument (Bulletin de I' Académie Da-
noise des Sciences, 1888).

No livro notavel que o sr. Zeuthen escreveu ha alguns annos,
para expor a theoria das conicas segundo o methodo dos antigos,
fez um uso continuo das coordenadas e notou que se prestavam
tanto & exposicio dos methodos empregados pelos antigos, que
foi levado a concluir que elles conheciam este instrumento de -
dagacdes geometricas. Tendo porém o sr. Ganther attribuido
a Fermat a descoberta do uso e utilidade das coordenadas, 0
sr. Zeuthen faz uma analyse dos trabalhos de Fermat, onde este
grande sabio emprega as coordenadas, para fazer vér que foi pro-
curando reconstruir os dous livros perdidos de Apollonius sobre
os logares geometricos planos, que Fermat foi levado ao emprego
das coordenadas, e que 0s antigos ndo s6 sabiam fazer as mesmas
applicacdes das coordenadas que levaram o sr. Ganther a atlr-
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buir a Fermat a descoberta da utilidade d'este instrumento, mas
ainda outras. Para o sr. Zeuthen, o grande merito do Isagoge de
Fermat esté na exposicio clara do methodo das coordenadas, e
o grande merito de Geometria de Descartes esti na base alge-
brica que deu & Geometria e a todas as mathematicas.

(rino Loria. — Notisie storiche sulla Geomelria numeraliva (Biblio-
theea Mathematica de G. Enestrim, 1888).

Consta de oito paragraphos esta interessante noticia. No pri-
meiro define o auctor o objecto de Geometria numerativa. No
segundo di noticia dos trabalhos que prepararam este ramo de
Geometria. No terceiro refere-se & sua fundagio por Chastes, &
longa serie de memorias que este grande geometra escreveu sobre
este assumplo, e & sua theoria das caracteristicas dos systemas
de curvas e superficies. No quarto, quinto e sexto refere-se aos
theoremas de Geometria numerativa obtidos pela ligagio da
theoria dos systemas de curvas ou de superficies com a das equa-
¢hes differenciaes, pela generalisaglo da theoria das caracteristicas,
¢ pela theoria da correspondencia. Finalmente nos paragraphos
selimo e oitavo expde as indagagoes de Halphen e de Schubert
a respeilo d’este assumplo. Acompanha este trabalho historico
uma lista de 137 memorias sobre Geometria numerativa.

E. Cesiro. — Remarques sur la théorie des roulettes (Nouvelles
Annales de Mathématiques, 3*™ série, t. vi).

O auctor mosta ecomo os principios fundamentaes da Geome-
tria intrinseca conduzem facilmente aos principaes resultados co-
nhecidos relativos 4s curvas geradas pelo movimento de uma curva
gyrando sobre outra.

S. Pincherle. — Sulle funzioni ipergeometriche generalizsate (Ren-
diconti della R. Accademia dei Lyncei, Roma, 1888)

As funcgdes hypergeometricas, definidas por Riemann como
9
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integraes de certas equagdes differenciaes lineares de segunda
ordem, foram generalisadas em duas direcgdes differentes por
Pochhammer e Goursat, O objecto do trabalho do sr. Pincherle
¢ mostrar. que entre as duas familias de transcendentes des-
cobertas por aquelles auctores existe uma. ligagho. Mostra, com
effeilo, que as transcendentes de Pochhammer téem a sua origem
n'uma equagdo &s differengas finitas, e que as transcendentes de
Goursat léem a sua origem n'uma equacdo differencial linear, e
que entre estas equagdes existe uma ligagio tal que a uma pro-
priedade de uma corresponde uma propriedade correlativa da
oulra. )

(z. de Longchamps. — Sur la transformation orthotangentielle dans
le plan et dans U'espace (Bulletin de la Société R. des Sciences
de Bohéme, 1888§).

Seja XY uma recta fixa, U uma curva dada, A uma tangente
a esta curva, e A’o ponlo em que esta tangente corta XY. Se
pelo ponto A se tirar uma perpendicular A’ a A, a envolvente de
', quando A se move, & uma curva U', que é a transformada
orthotangencial da curva U. O objecto do artigo do sr. Long-
champs é o estudo analytico d’esta transformagio no systema
Cartesiano.

A. Giitzsmer. — FEin satz iiber Potenzreihen (Mathematische Anna-
len, t, xxX11).

E. Cesaro.— Sur une proposition de théorie asymplotique des
nombres (Annali di Matematica pura ed applicata, 2." serie,
t. Xv1).

Sur une distribution des signes (Rendiconti della R. Acca-

demia dei Lyncei, Roma, 1888).

Gino Loria. — Sul concetto di volume in uno spasio lineare qua=
lunque (Giornale de Batiaglini, t. xxvI).
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Ch. Hermite. — Sur la transformation de Uintégrale elliptique de
seconde espéce (Mémoires de la Société R. des Sciences de Bo-
héme, T série, t. m).

— Demonstration nowvelle d’une formule relative auz intégrales
Eulériennes de seconde espéce (Bulletin de la Société royale des
Sciences de Prague, 1888).

G. B. Guecia. — Sur U'intersection de deur courbes algébriques en
un point singulier (Comples rendus de I' Academie des Sciences
de Paris, 1588).

G. T.
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EXTRACTOS DAS ULTIMAS PUBLICACOES

Sobre um desenvolvimento em serie de =
Soads

A serie que figura no desonvolvimento conhecido

{ ® (P {2v—1)
g AR :

ndio ¢ absolutamente convergente. Para remediar este inconve-
niente o sr. Weyr transforma esta serie por meio da [érmula

" 1 i |
— =] - e L P
4 3 5 7
que da
i o (=1
7 AT i U
-u‘_gl 2v—1
na serie
1 S A=A By=1) o At
pider g : : Sy /5
CoST L 1:2 A s 2v—1

=1 gt (2, 1,:!_’;
que di a formula

bt * — 1Y
P AT (1)

* (2v—1)] 22— (2v—1)? “:J

cOs.r
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A serie que entra no segundo membro d'esta formula é abso-
lutamente convergente.

(Ed. Weyr: Eztrait d'une lettre @ M. Hermite (Bulletin des
Sciences Mathématiques, 2° série, L. xn) .

Uma questio de maximos e minimos

Os theoremas sobre o maximum d'um producto de factores
positivos cuja somma é constante e sobre o minimum da somma
de termos positivos cujo producto ¢ constante demonstra-se facil-
mente por meio da desigualdade

< R
,y_.,__:;(‘ffy___z _),

n

a qual mostra que, quarido a somma é dada, o producto ¢ ma-

Ximum, ¢ que, quando o producto é dado, a somma ¢ minimum,
no caso de ser r=y=z=.,.

{Ch. Bioche: Sur les minima des sommes, etc. (Nouvellés Anna-
les de Mathématiques, 1888)].

1l
Sobre uma formula de Raabe

A formula de Raabe

+] I
J I“gP(I'FH)d==u|ﬂgu—u+?lugﬂn
0

¢ demonstrada do modo seguinte pelo sr. Lerch:
Pondo no integral

|
] log' (x4 u) dx = F (u),
o 0
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onde u & real e positivo, &+ u =2z, vem

~|—|—‘I
F (u) —Ju‘ logI' (z) dz
d'onde se tira
dF(u)Elug (u+ )

I TE) =logu

e portanto
F(u)=C+ulogu—u.

Para determinar a constante C note-se que ¢&

C=j:iog I (z)dz,

e que da formula

se lira

Og I' x I == llg (19 0 ennxdr— O !‘ - I
fl{l ( ] j“ i JQ (

EJ log I' (x) de=log = —J log sen x x dx = log 2=,
visto ser
f::lng[‘(l —x) dx = f:lngl‘(:} dax.
Temos pois;
C= % log 2.

Substituindo na expressio de F (1) vem a formula de Raabe.

(M. Lerch: Démonstration élémentaire d'une formule de Raabe
(Giornale de Rattaghing, t. xxvr)].
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IV

o
Valor do integral J e dz
0
o]
Péde deduzir-se o valor do integral ! e dx da expressio

do numero % devida a Wallis, como fur \Cr o sr. Méray.
Pondo, com effeito,

o
Su = f Irl' [!‘-.I' !L}C
v )

a integracio por partes da

-+
Saﬁ {-ﬂ=u =P 3 Sn
¢ portanto
1.3...28m—1) _ ’ 2.5...8m—-2) 1|

.
Doy =

T e it g ATTT 5 R K
Por outra parte, a substituiciio

1
u—1 Y
==("5)

feita no integral, da

onde
z:—,‘ 'f's!'f‘_'; N {-l'y

Mas jror ser eye—Y (\ 1, temos Topyq < Top < Tom—1, d'onde

| < I!m FI"‘llu—l
Sia
TEm- I"ru'l
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Mas ¢é facil de vér que ¢

IR

lim e e i i o [
M=o TR | o ¢

logo serd tambem

ou, substituindo Tsy € Tap g pelos seus valores

g 2 5,2
lim —— it et —
M=xe(l 1 )im 2m—1 2m+ 1

™ 2m  2m

12.32.5% .. Cm—1)2 (2m + 1) I
A6 @mt

ou, altendendo a formula de Wallis,

Sp= : xe_""dx=—1— V=,
0 2

[Méray : Valeur de Uintégrale, etc. (Bulletin des Sciences mathe-

matiques, 2° série, t. xn)].

Definigiio geometrica das funcgdes ellipticas

O sr. G. Peano appresenta a seguinte definigio geometrica
das funcgoes ellipticas :
i b
Seja —+ S =1a equagio da ellipse referida a eixos ortho-
a* b2

gonaes O, e 0,. Sujn P um ponto d’esta ellipse e M e N dous
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pontos do raio vector OP taes que PM=—-:}.-. PN=..L‘ [l re-
presentando um cumprimento dado.

Se P variar sobre a ellipse, o5 pontos M e N descrevem duas
curvas e o segmento MN descreve uma drea plana, Sendo U a
drea descripta por MN quando o angulo POz =« varia desde O
alé a, ou quando o angulo & (suppondo z==acosf, y=asenh)
varia desde o raio até g, as formulas conhecidas dao

da

"

U_—.maJ adial B .
0 Vbtcosta + atsenta

| db

U=IﬂbJ Sy __f__'t

0 Va2costh + b2 sen?d

Como os dois integraes precedentes sdo integraes ellipticos de
primeira especie, estas formulas podem servir para definir as
funcgdes ellipticas.

. V’u‘"—b’
Assim, por exemplo, suppondo a > b e e= ek temos

. 16
U=mj wIh o MO
0 V1 —etsenth

e, pondo — =u,

Ib

b=amu, z=aenu, y=bsnu, r=adnu.

[G. Peano : Definizione geometrica delle funzioni ellitiche (Gior-
nale di Matematiche de Battaglini, t. xxvi1)].
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REMARQUES SUR DIVERS ARTICES CONCERNANT
LA THEORIE DES SERIES ()

M. E. CesAnro

Professeur i I"Université de Palermo

f. M. Mathyas Lerch a signalé des séries qui se prétent i
des considérations intéressantes. C'est spécialement la série dont
le terme générale est

ot
=1z 2, (0<g<i<a)

que M. Lerch a fait connaitre dans le Jornal de Sciencias mathe-
malicas e astronomicas, vol. vi, pag. 79. On a représenté par v

: u
le nombre des chiffres de n. Le nombre —"_, généralement égal
Up—p

a ¢, devient 2" lorsque n=10"—1, Il en résulte que, si 'on fait
parcourir & n la succession des puissances de 10, le rapport consi-
déré finit pour surpasser toute limite. Cependant la série est con-

vergenle, car Vu, tend vers qg< 1. M. Lerch dit, en outre, que

; e 1 ; A ;
z doit étre inférieur a — Curieux de savoir le pourquoi de cette
q
condition inutile, j'ai ét& conduit & penser que M. Lerch, vou-
lant se borner & faire connaitre quelque exemple particulier de
séries construites avec une grande généralité, a involontairement
échangé entre elles les conditions relatives & deux cas particuliers

S s e 8 S S 3 e

(#) Este artigo & extrahido das Nourelles Aunales de Mathématiques (3.°
serie, . vi, 4888). Pnblicamol-o aqui por se referir a alguns artigos pulbli-
cados n'este jornal,
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difiérents. Soit f(n) une fonction telle que f(n)—[(n—1) aug-
mente avec n au dela de toute limite. Si 7 (n) est la totalité des
nombres entiers, non superieurs 4 n, qui jouissent d'une pro-
priété ©, appartenant i une infinité de nombres entiers, la série

dont le terme genérale est
=gt D<g<i<a)

[ (m)]

est certainement convergente, si === tend vers zéro, bien que
5 n

u b
le rapport —"— surpasse toute limite lorsque n parcourt la suc-

=1
cession des nombres entiers doués de la propriété Q. La série
est encore convergente lorsque ~—=——- tend vers une limite finie
; n

autre quezéro; mais, dan ce cas, x ne peut étre aussi grand qu'on
le veut. En particulier, la série, dont le terme générale est

5 |
ty = g xl(Vn J?, (0<:q<: 1<z< q-).

. u R
ost convergente, bien que le rapport e surpasse toute limite
Uy

lorsque n parcourt la succession des carrés parfaits. C'est proba-
blement cette série que M. Lerch avait en vue, ou plutdt la série
qui a pour terme générale
i pd
g == gl ] 2 W VALY,
Quoi qu'il en soit, il est certain que, si la propriété € cessait

d'étre infiniment rare parmi les nombres entiers, la série perdrait
sa convergence.

2. Jai donné dans le méme Jornal, vol. yu, pag, 172, des
exemples moins compliqués. Les voici:

| vy iced |

a+pi+ad++.i. (O<a<p<i)
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M. A. Gatzmer dit que ces exemples sont moins remarquables
que celui de M. Lerch. Cette appréciation est inexacte. Voici
pourquoi. Dans le série de M. Lerch les valeurs de n, qui font

croltre ——— au deld de toute limite, deviennent de plus en plus

Uy
rares. Dans mes exemples, comme dans d’autres séries de M.
Lerch, il est tout aussi probable de voir " tendre vers l'infini
thy—1

que vers zéro. Clest justement sur cette observation que M.
Giitzmer s’appuie pour dire que la série de M. Lerch est la plus
remarquable de toutes. Or il me semble que la convergence d'une
série est d autant plus surprenante que les symptomes de divergence
5’y manifestent plus frequemment. On devrai plutét s'attacher a
multiplier ces symptomes d’autant que possible, en s'efforcant
d’obtenir, melgré cela, une série convergente. Il est certain qu’on
peut construire des séries dans lesquelles u—u"-— surpasse loute
n—1
limite pour des valenrs de n, dont la fréquence parmi les nom-
bres entiers est aussi considérable quon le veut. 1l suffit de
prendre la série

i r r-1 r4-2 or 1
ql+q!+...+qr,+ql+ +q.!+ +...+¢q +qf'+ S s

oll
I<qi<qp<...<gr<1.

lci la convergence est manifeste. Cependant, la probabilité de

Uy,

surpasser toule limite est 1 —-—: elle est aussi voi-
Uy r

sine de I'unité qu’on le veut. Est-il possible de construire des sérics
convergentes dans lesquelles les valeurs de n, qui ne font pas croitre

voir

Un s S : s G
—— a linfini soient mﬂmmen! rares?
Un—1

3. Dans le Jornal de Sciencias Mathematicas, vol. vin, p. 33,
M. Gitzmer a montré que les singularités de la série de M.
Lerch pauvent étre enlevées par IIFI.;_‘;['Hrrfli'n](‘Ilf convenable des
termes, Ce [ait est vrai pour toutes les séries convergentes.
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J'ai établi cela, en faisant voir par des considérations analogues
a celles dont on fait usage pour démontrer le théoréme de Rie-
mann, comme on doit s’y prendre pour calquer, pour ainsi dire,
une série convergente sur une progression géométrique donnée.
Mais M. Weyr, dans le méme.Jornal, vol. viu, pag. 97, vient
d’arriver au méme résultat par des considérations beaucoup plus
simples que les miennes. Je vais les reproduire en les modifiant
quelque peu. Soit

S=ut+ugtuz+...

s R n g
une série convergente a4 lermes !mmllf:l. Le rappﬂrt —Ii—- croit a
A

I'infini avec n, et, par suite, on peut loujours assigner une valeur
de n a partir de laquelle on ait constamment ¢S, >R,, ¢ étant
positif. Cela est encore vrai, si I'on considére la série & partir de
I'un queleonque de ses termes. 1l en résulte qu'on peut grouper
les termes de la série

u;—i—u§+u3+. .y

en les laissant dans l'ordre on ils se trouvent, de maniére i for-
mer une nouvelle série

Dj+ﬂﬁ“ﬁ'ﬂ3+- .e
dont les termes satisfont & l'inégalité
goa>Oupt t Vet o3 t. ..

; v el b

On voit que —— sera constamment inférieur au nombre positif
Tu—1

¢» arbitrairement petit. Plus généralement, ayant pris des nom-

hrt_'s quelconques, positils el finis, la remarque de M. Weyr con-

duit d affirmer qu'il existe une suite de nombres positifs gy, g2, ¢3---

non supérieurs aux nombres donnés, et tels que 'on puisse écrire

Sq1qeqs--- 1
(14 (1 +q9). .. (1+ )

1:”-=

Au moyen de cette égalilé, nous pouvons faire en sorte que
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e

Uallure de la série donnée se modele, d'autant que possible, sur
celle d’une autre série.

4. On a reproduit dans le méme Jornal, vol. vuu, pag. 116,
quelques-unes de mes |m-u'*dcnle'«' remarques (Nouvelles Annales,
pag. 50, 1888). A propos de I'une d’elles, je -lrrnnleral une géné-
ralisation asses intéressante. Si la fontion a® croit sans cesse et
indéfiniment, on sait, d’aprés Cauchy, que I'on a

@151+ (a3 —ay)Sa+ ... +(aa—an1) S,

lim =8,
[ ™
ou bien
{ dMusg+asug+ ...+ a,_ i
I|m(S.‘— 1 Uy + as ug - +a, 'u')zu,;
ty
d'on .
e ay Uz S o s u-;+ +ﬂn_| Uy 0:
an o -
car lim u, =0. Donc
aguy+agus+. .. +au,
m < =10.

ay
Yoici une curieuse conséquence de cette égalité. Si la série

1 | 1
—_—t — 4+ —+.
I ag ajy

n'est par moins divergente que la série harmonique, on peut
substituer n au dénominateur a,. 8i I'on prend ensuite ayu, == 1,
on arrive & cette condusion : pour que la série

soit convergente, il faul que les signes— s'y présentent aussi fré-
quemment que les signes+. Cela ﬂi*némhue une prupmlllﬂn
énoncée p,rl‘:('édt'mment [ Nouvelles lnﬂafes, pag. 57, 1888).




MATIHEMATICAS E ASTRONOMICAS 31

5. Il vient de peraitre dans les Nouvelles Annales, pag. 196,
1888, un théoréme de convergence que son auteur, M. J. L.
W. V. Jensen, croit nouveau. On a ['habitude d'enoncer la
premidre partie du théoréme de Kummer comme il suit : Soit a,
une fontion positive de n. La série

uytugtugt...
d termes posilifs, est convergente si

Uy

tin — G4

LA |

lend, pour n infini, vers une limite positive. Cet énoncé a le défaut
d'étre plus restrictil*que ne 'exige la démonstration; car, dans
celle=ci, on commence par admettre I'existence d’'une limite pnsi-

’ u
live & pour a,-—
Uy pq

celte expression finit par surpasser tout mombre positif k infé-
rieur & A. M. Jensen a donc raison d’énoncer le théoréme de
Kummer comme il le fait, mais on ne saurait accorder i son
article des Nouvelles Annales d'autre valeur que celle d'une utile
remarque. Voici comme je démontre dans mon Cours, depuis
deux ans, le théoréme en question. L'inégalité

— @y 41 dans le seul but den conclure que

g Uy — Gy g Un iy > Kk tinyy,

qui a lieu a partir d'une valeur de n, montre d'abord que la
lonction positive a,u, finit par décroitre, Donc a,u, admet une
limite fime, et, par suite, la série

(@) uy —ag ug) + (ag ug — ag'us} + (agug —agug) +. ..

est convergente. La série donnée converge donc aussi, puisque ses
lermes, multipliés par la constant k, finissent par étre inférieurs
ux termes correspondants d'une série convergente d termes posi-
lifs. Quant @ la seconde partic du théoréme, jobserve que, si
lexpression considérée devient négative a partir d'une certgine
valeur de n, la fonction a, w, croit au-dessus de quelque nombre
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positif k. 11 en résulte que la série donnée est divergente, puisque
ses termes limssent par surpasser les terimes c0|-1*1'spnnda|nls de la
série

k k k
o F + 5 + ] + LR
ay as ag

qu'on suppose divergente.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 33

NOTA SU DUE APPLICAZIONI ALGEBRICHE hELL'EIIIIHlIIUHE

Dl

Gino Lenia

Sia data un’ equazione algebrica ad un’ incognita

fel=aar+aj2*+ ...+ a,=0.

Il problema piu generale che si pud proporre relativamente
ille funzioni simmetriche algebriche razionali semplici delle sue
radici consiste nel determinare in funzione dei coefficienti agay ... ay
la somma degli n valori che prende la funzione

¢ (@) _ boaP+byar—+...+b,

Y (@)  coaP+teari+4,.. + ¢

quando al posto di z si meltano successivamente le n radici del-
I'equazione proposta. Ora questo problema si pud risolvere im-
mediatamente ricorrendo alle teoria dell'eliminazione.

Notiamo anzitutto che si pud suppone p<<n |:{:n:]|¢} ove questa
condizione non fosse verificata dalle funzioni ¢ () e ¢ (z) si po-
trebbero far scomparire le potenze di esponente eguale o supe-
rore ad n tenendo conto dell'equazione [ (z) = 0.

Se ora poniamo

—

)

o
¢

y=

L~

—

x)
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ed eliminiamo z fa le due equaziom

[(z)=0, y}(z)—9¢(x)=0

ottenemo un’equazione in y le cul radici sono 1 valori assunti
dalla funzione T—(? quando z si fa eguale successivamente alle
l
radici di f{;r:]=li. onde la somma delle radici dell’equazione ri-
sultante sard appunto la cercata funzione simmetrica.
Quest'equazione si scrive immediatamente sotto forma di un
determinante d’ordine n+ p applicando il metodo dialitico e si
vede senza stento che in essa:
I, il coefficiente di y" non & che il risultante R'di f(x) e (),
I, il coefficiente di —y*—1 & la somma degli n determinanti
che nascono da R scrivendo successivamente in ciascuna delle sue
prime n orizzontali, invece dei coefficienti delle funzione § (z), gli
omologhi della ¢ (x);
onde si conclude tosto I'espressione della funzione richiesta.
Cosi p. es. se

f(x)=apa+ a1z + ag, ¢ (x)="box+ by, § (z)=coz+cy,
il valore di quella funzione &

b{] b|0 €y €4 0
Ut“ﬂt‘.‘1 + 0 bnf.i]

a @y ag| |ag ay ag| 2agbiey—ay(byey+eoby)+ 2azbocy
ek, s s

il'n q 0 ap)2— 2ayepeq + asry
|0 & €4

|
|ap @ as

Osserviamo che se si calcolano le somme dei prodotti r Ell'l r
dell’anzidetta equazione in y si ottengono i valori di funzioni
ple delle radici di f(z)=0 del tipo seguente

2 ? [&-ﬁ) —e. ? {xilr‘}

NOREID)

iy i ..
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Lo studio delle equazioni algebriche particolari esige che si
sappia risolvere il problema: Trovare la relazione fra i coefficienti
di un’equazione algebrica, necessaria e sufficiente affinché fra due
radici di essa passi una relazione algebrica prestabilita.

Or anche questa questione si pud sciogliere invocando la teo-
ria dell’eliminazione. Infatti se y ¢ z sono due radici della data
equazione [(z) =0, alfinche [ra esse passi una relazione

F(y,5)=0

bisogna e basta che coesistano le tre relaziom

[5)=0, [@&=0, Fly,z)=0;

quindi il risultante di queste tre equazioni col suo annullari an-
nuncera ['esistenza della prestibilita relazione fu due radici della

equazione data.
Esempio 1. Condizione affinché I'equazione

ape* + a1+ ... tay=0

abbia due radici eguali e di segni contrarii.
Dovranno coesistere le tre relazioni

ay'+ayt+ ... ta=0

y+z=0
ﬂ05“+a12“_-1 + e n +ﬂ‘-=0
o le due equivalenti

ay*+ a1+ ... tapqyta,=0

ay y"* — ay yn—1+ ilule +(—]:]“_|ﬂn_ly+{— I]"a,.=0.
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Se n=2k queste due equazioni equivalgono alle altre

gyt t+agy—1+4 ... + ag—sy + agr=0

a1+ ... +apgy+an—1=0

ed hanno per risultante

Gp ay ag . Gy ag—2 ag 0

0 ap as

ay ag ay . Asp—3 ay—1 0 0

0 ay a3 . a5 ag—g ag—q 0

. 0 0 0 0

o Q3k—g A—§ Tajp—3 A3 . 0 0 0 0

. Gi—j Gk azx 0

. G3p—g dak—§ O3k—2 A%

. 0 0 0 0

5 + Gy—5 Ogk—3 Aze—p 0

o A3p—7 A3p—5 Ap—3 A2k—1

se invere n=2k+ 1 le dette equazioni equivalgono a

any"+agy“—1+ Lo +uﬁ_gy+am0

ayyt+agy*=14 ...+ agg—q1y +ag =0




ed hanno

|Gy Og Of . A2p—f A2—3 A9k 0 .0 0 0 0

|

(0 agay . ay_gagy_gay say .0 0 0 0
Tk i ERed TESE
000 .ap as a5 ag .axgay-zay O

U 0.0 .0 iy g iy o Mag—p @agp—§ Aog—9 Tag

|

\ay ag dy . A3 A1 agiq 0 .0 0 0 0

0 ajag . ag_sasy gas; yayq .0 0. 0 O
000 . L] ag ay 7 « G383 G3k—1 B3k 11 0 l
000 .0 a ag a3y .ay_3a_3 Ga_q G
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per risultante

Il Esempio. Condizione affinché I'equazione

gz +an—14 ... +a,=10

abbia due radici reciproche.
Dovranno coesistere le tre relazioni

Huy'"‘i—ﬂtyﬂ_f"f‘ sastay=10
yz=1
Ggx*t+az1+...+a,=0

equivalenti alle due

ay+ta y—1+...tap_1y+a,=0

At a, gz 14 ... +a; z+4ap=0.
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Ne viene che la condizione domandata &

agay 'ag . aplsanqa, 0 0 $00 10 0
0 a a s Oglls dy b dg gy 0 0 0 0
00 - -ay - g Oyogty9aeyayg =070 :-0
00 0 i ay ay ity ag . Gp—3 Qg—1 Qg
On Ot Oug's ag'tag Vo ag 10 D nis . 00
0 ay Ay—1 - a3 ag aq ay 0 ¢+ 0 0
00 iy, g g ay ay ag 0 0 0
| 040 0 0 @y (g3 Gz—9 A5_3 a3z ay ay

Genova 19 Aprile 1889.
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ALGUNS PONTOS DA THEORIA DOS INTEGRAES DEFINIDOS

(Fragmentos de um Curso de Analyse)
POR

F. Gomes TEIXEIRA

I

Valores medios dos integraes definidos

1. Tugorema pE TcuesyCHEFF. — Se f,r( e g (z) represen=
tarem funecdes, cada uma das quaes varia n "wm :h sterminado sen-
tido, quando x varia desde x =a até x=X, a expressao

!\'.

[X—d)ﬁx?(x)- (z) dr—j #)da. [ (x)da

¢ positiva se as duas funcgdes variam no mesmo sentido e negativa
se variam em sentido contrario.

Este theorema importante foi demonstrado por Franklin, n'um
artigo publicado no American Journal of Mathematics (t. vir), do

modo seguinte:
Integrando relativamente a # ambos os membros da identidade

[v(@)— 5 )] [¥ (@)= (9)] =9 (2) § (=)
—¢@¥ W) —2 @)+ W)
X 1 . f X
¢ (@) —o )] [¥ @) —¢ (W)]de=| ¢(2)}(z)de

v

WX X
—Mmju ¢ (z) rfr—w:ynju (@) de+ (X —a) ¢ (y) ¥ (v).
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Integrando de novo esta segunda identidade relativamente a y
e lomando os integraes entre os limites a e X, vem

X ~X X
S8 tole)—4 ) (o)~ ) de=(X—a) [ ool e

—[Ceway. [Te@ e ["oway. [*o s

L=

X
+(X—a) | o0)¥(y)dy
o i
e portanto

X X
Sty [ r@—e 0] 14 @)~ 9 )

A

20 [ sy l@do—2 y@ie. [ 4@ de

[

Se as duas funcgdes ¢ (z) e ¢ () variam no mesmo sentido
quando x cresce desde a até X, as duas differencas ¢ (z) — ¢ (y)
e 4 (z)—¢(y) ttem o mesmo signal, e o primeiro membro da
identidade precedente ¢ uma somma de termos positivos. Logo
o segundo membro da mesma identidade é positivo, o que de-
monstra a primeira parte do theorema.

Se as luncgdes ¢ (@) e § () variam em sentido contrario quando
x cresce desde a até X, as differencas ¢l@)—2(y) e d(x)—4y)
tém signaes contrarios, e o primeiro membro da egualdade pre-
cedente ¢ uma somma de termos negativos. Logo o segundo mem-
bro da mesma egueldade ¢ negativo, o que demonstra a segunda
parte do theorema.

Vejamos algumas consequencias d’este theorema.

1) Por serem as funcgdes

| —k2a?

VIl—2% (1 —ka?)
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uma crescente e outra decrescente, quando x varia desde 0 até
{, temos

X1 iRat X d
Vi-Ba, [ (1—Rat)do [ —— oSis L il
0 yYi—a® 0 (1—a¥ (1 —ka?)

quando X < 1, ou

. 0" 1 —k2at | "k dzx
IRl W]y G ,.2;:!) 165 e R TR
¢ ( 31 X J

0 Vi- 0 Y {1—a%) (1—ka?)

d'onde se tira a relacdo seguinte entre os integraes ellipticos de
primeira e segunda especie de Legendre

F(k ¢)—E(k¢)> % Itsenq F (K, 9).

2) Se X e a forent positivos e maiores do que a maior das
raizes reaes da equagdo do gréo n

=(m--—rx) (#—8) ... {.-r—',\)=0.

temos a relagiio seguinte entre os integraes hyperellipticos de pri-
meira e segunda especie

{K—rl} & .r'"d;:: <J adx . ’ —

.J!

No fim do seu trabalho sobre o theorema de Tchebycheff apre-
senta o sr. Franklin uma lista de desegualdades interessantes que
se obtéem por meio d’este theorema. Il esta lista vamos extrahir
algumas,




JORNAL DE SCIENCIAS

amsenx{%(v’ir#z-l- Vi—z—V/1—2*—1).

. 1+a2
(arc sen ) < — log .
2 "1—=

lu"a:::-E (.r}t}
z—1
log:r-c:%m. (z<1).

—1
logz < “ =, (> 1).
V’.r

Fa@+4re+1)<r(ato).

dx
X :
Ju V(1 —a%) (1 — ka2

i dx X dx
<Jn¢u_ (1_kqjuwulxut+hf'

"X dx X
s [ f

9) Eko)F(ke) >¢

2. A desegualdade de Tchebycheff da s6 um limite superior

X
ou 6 um limite inferior do intcgraIJ ¢ () §(x) dz. A desegual-
a
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dade seguinte, que nés publicimos no Bulletin des Sciences Mathé-
tiques (2.° serie, t. xu1),

~X

3 2
REICE

IR

dé a0 mesmo tempo um limite superior e um limite inferior do

mesmo integral.
Para a demonstrar, parto da identidade

fp@) ¥ (y)—¢ W) ¥ (@] =22 $* W)
—2¢(2) b () o (y) ¥ (v) + o (y) V* W),

que, integrando ambos os membros relalivamente a x entre 08
limites @ e X, dé

X = ~X
[t G-ty Nt = ) | ) s

X X
~29() 4@ | 2@e@detetl)] Ve)dn

a

w

Integrando esta segunda identidade relativamente a y, vem a
egualdade

-I aX WX 3 1 -
5/ d (p@)—e)¥ @]z
nx ."1 ﬂ:\r o
= [ e | a,!{x}dx—[] s»(-rmfwfx]-

da qual se tira o theorema enunciado, visto que o primeiro mem-
bro ¢ uma somma de termos positivos.
Por meio da desegualdade que vimos de deduzir acha-se um

limite superior

o=

= A% X
+ _Jﬂ q:-‘(z]dx)ﬂ 4;‘{.1‘)-.&]




&4 JORNAL DE SCIENCIAS

e um |limite inferior

"=

[ [ e, [ ieyae]

-

do integral I i 9 (#)§ («) dz, em quanto que a desegualdade de

Tchebyehefl da s6 um limite superior ou s6 um limite inferior
d'este integral.

Por ser, em virtude do theorema de Tchebycheff,

{: 9% (z) dz > {1_—0 (_Cx? () !ht)!

’{:‘ 2 (x) dz > ﬁ (f;x ¢ (z) d.z)g

temos

B | =

[[X ¢ () ds f (@) Er.r_J

>x—’a.i.ﬁx”“3"“‘1

X l
[

d'onde se conclue que a desegualdade de Tchebycheff dé um li-
X
mite mais proximo de f % () § (z) dz do que a nossa desegual-
[P |
dade, que por isso deve ser empregada conjunctamente com a de
Tchebycheff para calcular aquelle dos limites que esta ndo da.

Assim, por exemplo, se no caso do integral elliptico

X iz

V=R
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onde X <1, a desegualdade de Tchebycheff da

dz }1 ‘I dx X dx
Vi X, viea ), vicee

¢ a minha desegualdade d4

1
2

X dx {( X dx [" dx )
Jn l"(ﬁl—_xq?l_—f.fz!) o 1—2% . o 1 —Ka2?

Do mesmo modo,
ridx = X2 "X dzx
J Vil—a (1— b 3Ju V{I=2%) (1—i*a?)

1
X xdx 8 \/f‘i5 ( "’K dx )'2
J o V(1 —a?) (1 —kta?) 5 \Jo(l—a%) (1 —ka¥)/ ~

O integral

L e—-Idx
U= Pk
1 o
da
.1..
T rt dg 2
u<( ey, I --;)
| J1 &
€ portanto

s © g

e
A
T
o
I:J
I
| &
-]
i
~
=
|
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Deduz-se d'aqui que u & finito e determinado quando ¢ 2=,
porque u augmenta com x e é

o e—a gy |
<

Differenciagfio dos integraes definidos

: df (z, ;
3. Se a funcgdo [(z,y) e sua derivada —'r—{I -Y) slio conli=
€
nuas nos intervallos de z=aaxz=Xede y=0bay=Y, e se
no primeiro intervallo a func¢io ¢ () € continua ou discontinua
n'um numero limitado de pontos, é

~X
d J =t (@) [(=xy)dy . df (@, y)
P A T o
y ¢ 6

¥

mesmo quando uma ou ambas as quantidades a e X sio infimtas,
se 08 integraes

X X x,
[le@ldn [ s@ Eﬂdyy}“‘

siio finitos e determinados nos intervallos considerados.
Com effeito, a férmula de Taylor com a expressio do resto de
Lagrange da

df (x, y + k)
N

[(@y+h)=[(zy)+h
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onde O representa uma quantidade comprehendida entre zero e a
unidade; e portanto temos

X df(z,y+oh)

’{;xf(.:c.y-i- ) da = Erf(_:r, ) d.z:+h‘la i

d'onde se deduz

X X : f
) e@f@yde | ¢@)|f@y+h)—[(my)de

= lim’

= |im ( - ——dx
’I=n&fﬂ q i dy
X df (z,y) "X
= lim " dr ea(z)dz |.
h—U[Jn ( dy Iu l‘?[: ) ]
df (= y)

Mas, por ser continua a [uncclio ; T a cada valor da
Yy

quantidade positiva «, por mais pequeno que seja, corresponde
um valor hy de h tal que a desegualdade

|df (@, y+6h)  df(z,y)| _ x
! EERET e

¢ satisfeita pelos valores de h inferiores em valor absoluto a hy,
qualquer que seja o valor que se dé a z no intervallo de z=a
A z=X.

Temos pois

X

UK-¢(x)dx‘<f,xi'lloi-'-"fﬂ“”""fa a v
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e portanto
.\X

Iim‘ e (2)dz=0.
h=0+' a

Logo

~X
d| ¢(@)f(zy)de
Ja i "’_J:?(:r) 'dff;'—!ﬂdx+ Iimf:w (z) de

h=0
- J " Y) 4,

4. A demonstragio que precede baseia-se em que toda a
[uncgiio continua & uniformemente continua.

Empregando no desenvolvimento de que se partiu mais um
termo, pode-se tomar a demonstraglo independente d’este theo-
rema, como vamos viér,

Temos primeiramente

' Y :I
fle,y+h)=[(z,y)+h flf Y] e >
oy

suppondo que as funcgdes

df (z.y) df(z,y)
dy '’ dy*

[ (@, y),

sdo finitas e determinadas no intervallo de 2=a a =X e de
y=hay=Y,
Logo

X X
J, Y@@yt Wde=] (@) (xy)dz
i a

,’(:c,y X df(x, y+ k)
AL h‘} e

+h['x9{
/@
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d'onde se tira

X

o r@rmie sy o)

< @

— == |im

dy h=0 ; h

iz y)
=Jﬂg,(_-rj r!y u‘.r-i—lnn h,‘ o (x

Mas, chamando M o maior valor que toma | — y) | quando

z varia desde a até X e y desde b até Y, teﬁms

ld'!f.r y+0h) ‘
n‘y |

¢ portanto

:]ll?vf d2f (z, y+ﬁh)rf¢;|c: d*f (, y+&f;)

P </, te@l 2

o que dé

(X d*f (z, y+Hh (X
Jﬂq:{:r) 'r[:{f;; )d.ru‘HeJ | ¢ (2) | da,

onde ¢ representa uma quantidade comprehendida entre — 1 e
+1.
Logo
rx :
d| ¢la)f(zy)de

o a8

dy

LftﬂWMﬁ
uﬂ? dly

1, X
rf.::+§hmﬁMs’ | 9 () | de.
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X
D'esta egualdade conclue-se que, se o integral ’ | ¢ (x)|dz
v @
tem um valor finito e determinado, é
X "3".' '
d x) f(y,y)dz
Ju ?( ”(‘(y y) X ! dr(x'y'}
P L o T R ¢ (x) ———dx.
dy atil dy

( Continiin).
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BIBLIOGRAPHIA

F. P. Horta.— Estudo elementar dos determinantes, sequido de
uma parte complementar relativa principalmente aos determnan~
tes funccionaes. — Lishoa, 1889.

A colleegiio de obras portuguezas para o ensino das mathema-
ticas vem de ser enriquecida com mais uma, devida ao illustre
professor jubilado da Escola Polytechnica de Lisboa, sr. F. da
Ponte Horta. O distincto geometra, que tanto enriqueceu as col-
lecgdes da Academia das Sciencias de Lisboa com trabalbos im-
portantes, quiz tambem concorrer para o aperfeigoamento do ensino
com o presente trabalho, do qual vamos dar uma noticia rapida.

No capitulo 1.° define o auctor os determinantes, faz conhecer
a notagdo para os representar, e demonstra algumas propriedades
que decorrem immediatamente da definigio.

No capitulo 2." véem os processos para o desenvolvimento dos
determinantes em ordem aos elementos de uma dada columna ou
linha; em ordem aos determinantes menores do gréo p, compre-
hendidos em p columnas ou em p linhas; e finalmente em ordem
40s productos binarios dos elementos de uma dada columna pelos
elementos de uma dada linha.

Nos capitulos 3.°, 4.° ¢ 5.° occupa-se o sr. Horta das opera-
toes sobre determinantes, quando é possivel exprimir o resultado
d'estas operagoes por meig de determinantes, considerando no
primeiro d'estes capitulos a somma e subtraccdo, no segundo a
multiplicagio, no lerceiro a extraccio de raiz.

Passa em seguida o auctor as applicagdes da theoria dos de-
terminantes 4 Algebra e 4 Geometria. Assim no capitulo 6.° vem
@ applicagdo dos determinantes @ resolugio das equacdes do pri-
meiro grao; no capitulo 7.° vem a applicacio dos determinantes
@ algumas questoes de Geometria, taes como a determinacao da
mais curta distancia entre duas rectas, a determinacdo da drea
do triangulo sob differentes condicdes, a determinaclo do volume
do tetraedro, ete.
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Termina a obra por uma parle complementar, em que o au-
ctor se occupa da differenciagio dos determinantes e das proprie-
dades mais importantes dos determinantes funccionaes.

Dada assim uma idéa rapida dos assumptos de que tracta o
sr. Horta no seu bello livro, devemos accrescentar que, pela boa
escolha d’estes assumptos e pela clareza e elegancia com que slo
expostos, deve este livro ser da maior utilidade para o ensino da
theoria dos determinantes nos nossos estabelecimentos de in-
strucgdo.

J. €. Medeiros. — Processo geral de Clairaut para achar o valor
approzimado inicial das raizes da equagdo do 3.° grdo no caso
irreductivel (Instituto de Coimbra, t. xxxV1).

N'este artigo interessante occupa-se o auctor da deducgdo do
valor approximado inicial de uma das raizes da equagdo do 3.°

grio,; o caso irreductivel.
Sendo
at—pr—q=0 (p>0, ¢>0)

a equagdo dada, e pondo para brevidade
i
pY

os valores iniciaes achados sdo

=m,

|

2 1.-"1; 3m Vp

] 3

24 |+3m—3<7.~1)
V3 o
V

3 il

dos quaes o primeiro ¢ maior € 0 segundo menor do que . 0
ri
erro correspondente ¢ menor do que 0,001856. . .> V.




— —————

M. &' Ocagne. — Sur certaines courbes qu'on peul adjoindre aux
courbes planes pour l'étude de leurs propriétés infinitésimales
(Jornal da Academia das Sciencias de Lisboa, t. xn).

Dada uma curya plana ¢ e dous pontos O e P no plano da
curva, se por um ponto M variavel da curva tirarmos a recta OM,
e.se pelo ponto P tirarmos parallelas & normal e & tangente 4
curva ¢ no ponto M, estas rectas cortam a recta OM em dous
pontos H e Hy que, quando M varia, descrevem duas curvas n
e I, que o sr. d’Ocagne estuda na sua importante memoria.

Principia o auctor por deduzir algumas propriedades da curva
n, ¢ em seguida determina quaes slo as curvas ¢ que correspon-
dem a0 caso de n ser uma recta e ao caso de ser um circulo.

No caso de n ser uma recta y =mx +n, a equagho differen-
cial das curvas ¢ correspondentes ¢ homogenea, e integra-se pelos
methodos conhecidos, que levam n'um caso & equaglio

da qual o sr. d'Ocagne tira alguns theoremas interessantes: n'outro
caso, & equacio
pr
Yy — px = ceV—rr;

e ainda n'um terceiro caso 4 equagdo

bax

[/ e
- arc lang ”L—-—

(y+ az)® + b2 x? =ce® bz

Se a curva n ¢ uma circumflerencia, a en;um;ﬁ[i differencial das
curvas ¢ ¢ ainda homogenea, mas a sua integragio conduz a cal=
culos muito complicados. Por isso o auctor limita-se a considerar
Eluu:i casos particulares que levam a resultados interessantes.

Depois de estudar a curva n, passa o sr. d'Ocagoe ao estudo
da curva ¢, a rt':i!I['illI' da qual resolye os mesmos problemas que
para a curva n. Acha d’este modo que a recta e equagdo &

y=mz+n
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corresponde uma familia de curvas ¢, cuja equacio €

yP =C (y — mx).

No caso de ¢ ser um circulo, a integracio da equagdo differen-
cial das curvas ¢ leva a calculos complicados, por isso o auctor
limita-se a considerar o caso importante de o circulo ¢ ter para
centro o ponto O.

J. Peano.— Arithmetices principia nova methodo exposita. — Au-
qustae Taurinorum, 1889,

N'este trabalho, do mais alto interesse, o sr. Peano reduz os
principios da Arithmetica a um numero minimo de nogdes funda-
mentaes, e representa por signaes todas as idéas que occorrem
n'estes principios. D’este modo, cada proposi¢io é escripta sim-
plesmente por meio de signaes, dos quaes uns pertencem 4 logica
outros & arithmetica. De cada proposicdo, escripta com signaes,
sio deduzidas outras por processos comparaveis aos que se em-
pregam em Algebra para resolver as equagdes.

J. Casey.— Tratado de Geometria Analytica (tradusido do inglez
para hespanhol por V. Balbin). — Buenos Aires, 1885.

A originalidade, clareza e concisio com que esta escripto o
Tratado de Geometria Analytica, publicado, em lingua ingleza,
em 1885 pelo sr. J. Casey, professor na Universidade de Dublin,
fazem d’esta obra uma das mais recommendaveis para o ensino
d’esta sciencia. O auctor, além de expdr as proposighes que se
acham geralmente nos tratados de geometria analytica, apresenta
muitas proposi¢des novas e tracta muitas questdes por methodos
completamente novos. Foi por isso escolhida pela Faculdade de
sciencias physico-mathematicas da Universidade de Buenos-Ayres
para servir de texto aos alumnos d’esta Faculdade, e foi para 1850
encarregado de a traduzir em hespanhol o distincto professor d'a-
quella Universidade sr. V. Balbin. Com esta traduccao fez o sr,
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Balbin um servico importante ao ensino das mathematicas, con-
correndo para augmentar o numero das pessoas que possam lér
a obra do sabio geometra mglez.

J. Schlotke. — Elementos de Estitica graphica (traduszidos do alle-
mdo para hespanhol por V. Balbin).

E bem conhecida hoje a importancia que tem o estudo da Es-
tatica graphica para os que se dedicam és profissdes de engenheiro
e architecto. Por isso a Universidade de Buenos-Ayres, seguindo
o exemplo das principaes universidades e escolas technicas da
Europa, a encorporou no plano dos seus cursos. O ensino d’ella
foi confiado ao sr. V. Balbin, que adoptou para texto a importante
obra de Schlotke, traduzindo-a para isso em lingua hespanhola.
Esta obra contém, na verdade, uma exposicio clarissima de todos
os principios de Estatica graphica indispensaveis para o enge-
nheiro e uma serie-de exemplos practicos relativos principal-
mente 4 arte das construccies.

V. Retali.— Richerche sopra I'immaginario in Geometria (Meémo-
rie della R. Aeccademia di Bologna, série v, t. 1x).

Deve-se, como & bem sabido, ao eminente geometra allemao
Staudt a interpretacio do imaginario em Geometria e a consti-
tuicio da theoria das conicas tendo em attenglio os imaginarios.
Depois varios geometras se téem occupado do mesmo assumpto,
sem todavia se preoccuparem com a facilidade das construcgdes
a que leva o methodo de Staudt. No seu interessante trabatho o
st. Retali considera alguns problemas do 1. e 2% grio em que
mtervéem os imaginarios, e dit meios para simplificar as construc-
tdes a que leva o methodo de Staudt quando se applica a estes
p_mhlcmns. Baseia-se, para conseguir este fim, em resultados ob-
tidos nas duas importantes memorias sobre as conicas, por elle
anteriormente publicadas:

Osservazioni analitico-geometriche sulla projezione immaginaria
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delle curve del second’ordre (Memorie della R. Accademia di Bo-
logna, série 1v, t. vu);
Sulle coniche conjugate (Item, t. vi).

A. Rebidre.— Mathématiques et mathématiciens.— Paris, 1889.

Na primeira parte d'este livro interessante o auctor reune uma
serie de conceitos, devidos aos mathematicos e philosophos mais
eminentes, relativamente aos principios, aos methodos, 4 classi-
ficagdio, ao ensino e & historia das mathematicas.

Na segunda parte expde o auctor algumas anedoctas relativas
a mathematicos celebres, que deixam vér o sen caracter, a sua
vida intima, as suas opinides, ete.

Na terceira parte vem alguns paradoxos e alguns resultados
curiosos a que levam as mathematicas.

Finalmente na quarta parte da noticia de alguns problemas in-
teressantes de que se téem occupado os mathematicos.

A. Tartinville. — Cours d’ Arithmétique. — Paris, 1889.

Vamos dar uma rapida noticia d'esta excellente obra.

N'uma introduccio ao livro faz vir primeiramente o auctor
como a medida do cumprimento de uma porgiio de recta leva d
consideragdio dos numeros inteiros, dos numeros fraccionarios e
dos pumeros incommensuraveis.

Em seguida vem o estudo dos numeros inteiros. A este reslmil(ﬁ
occupa-se o auctor das operagdes sobre numeros inteiros, dos cara-
cteres de divisibilidade, da theoria dos numeros primos, etc.

A segunda parte do livro é destinada ao estudo dos numeros
fraccionarios.

A terceira parte é destinada ao estudo dos numeros incomen-
suraveis, que o auctor expde seguindo o methodo de Dedekind.
Principia por definir de um modo elaro e preciso o que se deve
entender por numero incommensuravel, e em seguida expde des
envolvidamente a doutrina relativa as operagdes [eitas com esles
numeros.
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.Na quarta parte vem o caleulo dos radicaes, a doutrina das
razdes e proporgdes, e finalmente o calculo dos numeros approxi-
mados.

Terminando esta breve noticia devemos dizer que a riqueza das
doutrinas, o rigor e clareza com que s¥o tractadas e a boa ordem
com que estdo dispostas tornam este livro muito recommendavel.

Gino Loria. — L'opera sce'erm'ﬁca di Ettore Caporali (Giornale
de Battaglini, 1889).

O fim do sr. Loriy, publicando o seu interessante artigo, €
fazer conhecer o logar que occupa na historia da Geometria mo-
derna o fallecido professor da Umversidade de Napoles, E. Ca-
porali. Refere-se o auctor aos trabalhos de Caporali sobre as
curvas de 3.” ordem, sobre as de 4.* ordem, sobre as de ordem n,
sobre as superficies de 3." ordem, sobre a representagio das su-
perficies sobre um plano, sobre a geometria da recta, sobre a
geometria a quatro dimensdes, sobre a applicaclo geomelrica da
doutrina das [6rmas algebricas, ete. Para fazer vér a importancia
dos trabalhos de Caporali sobre cada um d’estes assumptos, o sr.
Loria da noticia rapida d’aquelles que immediatamente os pre-
cederam e d'aquelles que se lhes seguiram.

F. Folie e L. Niesten. — Nouveaux résultats relatifs a la détermi-
nation des constantes de la nutation diurne (Bulletins de I Aca-
démie de Belgique, 3.° série, t. xvu).

A. Bassani. — Sulle curve 1™ cos m = a™ (Giornale de Battaglini,
L xxav).

Sdo muitos os trabalhos que téem sido publicados até hoje a
respeito das curvas cuja equagio em coordenmdas polares ¢
r“cosmb = a™, a qual comprehende como easo particular muitas
turvas notaveis. Na interessante memoria que o sr. Bassani de~
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dica a estas curvas, reune as principaes propriedades anterior-
mente conhecidas e outras por elle descobertas.

A. Bassani.— Nota di Cinematica (Giornale de Battaglini, t.
XXI). "
Curve piane derivate (Item, t. xx1v).
< Sopra un problema di Analisi infinitesimale delle curve
piane (ltem).
Una formola di Analisi (Item, t. xxv).

S. Pincherle. — I sistemi ricorrventi di prim’ordine e di secondo
grado (Rendiconti dei Lincei, 1889).

Sur le développement d'une fonction analytique en série de

polyndmes (Comptes rendus de I Académie des Sciences de Paris,

1888).

Annales de la Licence és sciences (Session de juillet 1888), Paris,
1888.

Annales de la Licence & sciences (Session de novembre | 888),
Paris, 1889,

Gino Loria. — Nota sur una classe di determinanti (Giornale de
Battaglini, t. xxvi).

O objecto d’esta nota é o caleulo dos determinantes de ordem n
formados com n pntvuci:ts. de expoente inteiro, de n indetermi-
nadas.

Gino Loria.— Sulle curve rasionali normali in uno spazio a n
dimensioni (Giornale de Battaglini, t. xxvi).

——— Intorno alle curve razionali d’ordine n dello spazio a "’.,1
dimensioni ( Rendiconti del Circolo malematico di Palermo, . 11).

(7. B. Guecia. — Sulla classe e sul numero dei flessi di una forma
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algebrica dotata di singolarita qualunque (Rendiconti dei Lin-
cei, 1889).

——— Théoréme général concernant les courbes algébriques planes
(Comptes rendus de ' Académie de Paris, 1888).

Ed. Weyr. — Remarque sur la décomposition des fonctions dou-
blement périodiques en élements simples (Bulletin des Sciences
mathématiques, 2." serie, t. xi).

0 auctor apresenta uma nova demonstragdo da férma de de-
composigdo, devida ao sr. Hermite, de que se deu noticia na
pag. 15.

G T
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NOTE SUR UN POINT DE LA THEORIE DES SERIES (!)

PAR

M. AvcusTE GUTZMER

Dans ses Remarques sur divers articles concernant la théorie des
séries [:9}, M. Cesaro s'occupe de telles séries ol le quotient de
deux termes consécutifs peul devenir anssi grand que I'on vaudra,
bien que la série soit convergente. Peut-8tre n'est-il pas sans in-
térét de constater qu’on connait depuis longtemps des séries jouis-
sant de cette propriété. Ainsi M. Stern dit, dans une Note de
son Lehrbuch der alyebraichen Analysis (3): Wenn die Glieder
theils zunehmen, theils abnohmen, lassen sie sich, wie sich von
selbst versteht, bei der grossen Mannigfaltigkeit der hier moglichen
Fiille, eine allgemeine Regel geben. Cette propriété remarquable
prouve que M. Stern a en vue, en effet, des séries jouissant de
la dite propriété; mais il ne donne aucun exemple.

De méme M. Eugéne Catalan a considéré ces séries et il a
consacré, dans son Traité élémentaire des séries (1), un paragraphe
A des séries a lermes croissants et décroissants. Dans les n.* 40
et 41 de son Livre il dit: Jusqu'a présent, nous avons supposé
que les termes de la série proposée décroissent indéfiniment, du
moins & partir de I'un deux: et nous avons indiqué divers régles
au moyen desquelles on peut, en lout les cas, réconnaitre la con-
vergence ou divergence. Mais il peut arriver que le terme géné-
ral u,, tout en ayant pour limite zéro, soit exprimé par une fon-

e

(1) Extrahimos este artigo dos Nouvelles Annales des Muthématiques (3.
serie, t. vul, p. 22), que se refere a assumplos traetados n'este jornal

(%) Nowuvelles Annales, 3.2 série, L vir, p. 401 a 407.— Jornal de Sciencits
Mathematicas ¢ Astronomicas, L. 1%, p. 3 ¢ seguintes.

(3) Leipzig, 1860, p. 91.

(%) Paris, 1860, p. 27.
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ction de n tantdt croissante et tantot décroissante. Il parait trés

difficile de trouver des régles simples, relatives & ce cas singulier.

Nous nous contenterons d’enoncer la proposition suivante:
TutiorEME XV.— Si les quantites

Uy, Ug, UG, o+ oy Uy, o
en nombre infini, pewvent former des groupes

gi=u; +us +...4u
gg=up+|+up{_g+...+tfg
ga=tigt1tugiat ... +u

que diminuent indéfiniment ['en valeur absolue); les séries

(U) wmptugt..i4ust...
G) g1 +g+...+g+ ..o

sont en méme temps convergentes, divergentes ou indéterminées, De
plus, si elles sont convergentes, elles ont méme somme.

M. Catalan n'a pas énoncé le théoréme démontré par M. E.
Weyr (). Mais il en a donné, dans le n.° 42 de son Traité, trois
exemples. En premier lieu, il considére la série

| i 1 1 1 1
T§+E!+§'*ﬁ +-_“_4_.fﬁ+."

dont le terme général est

Uy
= (n+1+cosng)?

(') Jornal de Sciencias Matkematicas e Astronomicas, 1. v, p. 97,
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En posant généralement

1 i
G=Gisip T @I

M. Catalan conclut que
T

et par conséquent la série (G} est convergente et, d’aprés le théo-
réme cité ci-dessus, de méme la série (U). En second lieu, M.
Catalan démontre, par un groupement analogue, la divergence de
la série dont le terme général est

1

uﬂ=ﬂ+|+t'ﬂsnw'

el, en dernier lieu, il démontre, de la méme maniére, la conver-
gence de la série

e o

S 1
P =3 — :
- oy BTl s e
R »=1 p sin oo

2

Cette remarque littéraire montre qu'on a déja connu depuis
longtemps des séries jouissant de la dite propriété; mais il res-
tait dans la théorie de ces séries une lacune, remplie maintenant
par les nouvelles recherches provoquées par les deux articles de
M. Lerch (). Quant & ces derniers, ajoutons quelques remarques
tirées d'une lettre que M. Lerch m'a adressée.

Dans les Contributions a la théorie des séries infinies, M. Lerch
a employé la notion, un peu généralisée, du dérivée d’un ensemble
de points (Punktmenge), dans le sens de M. G. Cantor, pour les
éléments de la théorie des séries. En particulier, il a considéré

(1) Contributions d la théorie des séries infinies (Comptes rendus des séan-
ces de la Société royale des Seiences de Bohéme, Prague, 13 mars 1885).—
Remarque sur la théorie des séries (Jornal de Sciencias Mathemalicas ¢ Astro-
nomicas, L. vi, p. 79).
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Uit
~T—, oit les u, sont les

Uy

I'ensemble caractérisé par la formule

termes positifs de la série infinie
U=uo+u1+ug+ o ean

1l a reconnu alors que la convergence de la série u n'a pas

il ' g Uy s g
pour conséquence I'existance d’une limite de —1 - (pour v infini),
iy

mais que ce l|u0liunt peut surpasser méme toute quantité donnée,
Il a montré cela pour quelques cas particuliers qui sont de la forme

(1) ag+ b+ 01 by+ ag+ by . . .,

00 2a, et Xb, sont des séries convergentes; les exemples plus
simples de M. Cesaro sont du méme type.

M, Lerch m'a écrit qu'il n'aurai pas publié ces séries-la s'il
navait pas eu, pour son but, un autre exemple. Pour démontrer
le théoréme que la série 2va,2'—1 est convergente dans la méme
région que la série ¥a,2*, on s'appuie sur la remarque (') que
le quotient de deux termes conséeutifs, du moins a partir de I'un
d’eux, doit étre inférieur a I'unité, ce qui n'est vrai. Mais, si I'on
avait pas d’autres séries que celles de la forme (1}, on s'appli-
iilmmi seulement la démonstration & chaqu'un des séries régu-
Itres

ﬂ0+ﬂ;$‘+ﬂgz'1+ .o
hax+ba®+bad+ ...

pour conclure de la convergence de la série

agt+byx+aga+byad+agat +bea¥+ ...

s TP —

(") Voir, par exemple, Harnack, Die Elemente der Differential und Inte-
gralrechnung, Leipzig, 1881.
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celle de la dérivée. C'est pourquoi M. Lerch a construit la série

1
—{logn) (14 (logn]]
(2) 23"—Uns":gﬂt i 1A |ku<3< 1 <g)

ot (logn) désigne la partie entitre du logarithme vulgaire de n
ou le nombre des chiffres de n; et c’est pourquoi celle-ci me
semble étre plus remarquable que celle de la forme (1).

En ontre, les séries de la forme (1) et les séries analogues de
la forme

) @y 0y @ (#)
a, +a" +...+a 4 a, +n:1t +...+a1

+a' + aV+ ...+ a"

ont la propriété que, si le quotient de deux termes consécutifs
peut devenir infiniment grand, il doit aussi devenir nécessaire-
ment infiniment petit. Cette circonstance ne s'offre pas dans la
série (2) de M. Lerch.

La convergence de la série (2) n'exige pas, en effet, la condition

1
ﬂ“:?.

Pour avoir une cxemple d'une série irrégulitre, il sullit de
prendre

Uy = 1—(8) gl <d<i<g),

oit (n) est le nombre des chiffres de n. Mais, si n est de la forme

U g .
10*— 1, on aura 1. = g2+1; par conséquent, le quotient

n
peut surpasser toute quantilé donnée.
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SUR LES LIGNES SPHERIQUES

PAR

GEMINIANO PrroNDINI

(Professeur 4 I'Institut thecnique de Parme)

§. 1.

Formules génerales— Applications. Soit L une ligne placée sur
une sphére dont le rayon est k; désignons par s, s, pgs s R re-
spectivement I'arc, le rayon de courbure absolue, le rayon de
courbure géodésique, le rayon de torsion et le rayon sphérique
de L. On sait que les quantités que l'on vient de considérer sont
lies entre elles pat les relations

! | dp\ 2 R
—= LA el & e | . 5 Wi =k. P i
: A +Pg” k¥==pltp (da) s pg=k.tang (k)' (1)

Qou il suit «une ligne spherique est connue de forme lorsqu’on
domne un de ses rayons ¢, ¢,, v, R en fonction de Uare.»

. Exemples. — Si L est une hélice coupant les génératrices recti-
lignes du cylindre sous I'angle constant 4, il doit étre

k VE* tang?i — s

Pg "

Si L est une lignes dont le rayon de torsion r est constant, on a

5
pg=k . tang (a+:).

@ étant une constante arbitraire.
i)
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Si I'on remarque que des relations (1) il dérive

R=1Fk.arc.tang P—Jf.‘

la dernidre égalité nous donne

1:=k(i+a).
r

Done «toute ligne sphérique dont le rayon sphérique est une fon-
ction linéaire de l'arc, est une ligne 4 torsion constanle.»

§- 2.

Développée sphérique.— La ligne sphérique Ly enveloppée par
les grands cercles perpendiculaires & une ligne sphérique donnée
L, est la développée sphérique de L. Soient A e B deux points
infiniment rapprochés de L et Ay, By les points correspondants
de Ly; si 'on désigne par dey I'angle de contingence gtodésique
de Ly, on a

ds=AB =ksin (5?—1) dey =k sin (%) deq,

aftsinE

1 k

d'olt

D’ailleurs ds; = Aq By =dR, par conséquent

d .. R aR
2 e PR G et
2) T b e

et si I'on a égard aux formules (1)

@) Fh=ka Pg__,ﬁ,@ﬂ;_ka_d_( _l__)
B Hienidn
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On peat donner une interprétation géométrique de la formule
(2); en effet les (1) nous donnent

1 1 ;
r— el
Vidte2 ke K

o étant I"angle sous lequel le plan osculateor de L coupe la sphére;
on a done

3) Fw=_k!dmsﬂ

ds

Par exemple, lorsque pyg=const =a, il vient

dcost a aad a
—thm d’olt ma\‘.’l=b—Fs,

la ligne Ly est un petit cercle de la sphére et sa développante L
est une hélice sphérique.

Donc «la ligne sphérique qui jouit de la propriété que le cosinus
de Uangle sous lequel le plan esculateur coupe la sphére est une fon-
ction linéaire de U'are, est Uhélice sphérique.»

Si I'on désigne par i l'inclinaison de L sur la droite rectifiante,
les (1) nous donnent

2 I
cttigs 5 SN L Wiy
£ Wl
par conséquent
p1g=kecoti

est une autre expression de Pig

Si I'on suppose i constant, la ligne L est une hélice et il ré-
sulte ¢1g constant; donc wune hélice sphérique est toujours une dé-
veloppante d'un petit cercle et vice versd.»

Si I'on suppose —P—=-us+ b, a et b étant des constantes, la li-
r

gne L est une géodésique d'un cone (»), et il résulte

T a3 i o i el e e

(%) Studi geometyici relativi specialmente alle superficie gobbe— Journal de
M. Ei‘:rh‘{rg]ﬁl’l':fl:rg,I4 1885,
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Done «si le rayon de courbure géodésique de la développée sphe-
rique Ly d'une ligne L est une fonction linaire de U'arc de L, cette
ligne L est sur la sphére une géodésiqne d'un cdne, el vice versd.»

Si I'on pose la condition que I'arc s; de L soit proportionnel
a l'arc de L, on a

ads=ds; =dR, d'ou il suit R=as+Db.

Donc «lorsque I'arc d"une ligne sphérique est proportionnel a l'arc
de sa développée sphérique, la ligne est @ torsion constante el vice
versd.»

Si I'on remarque que dsy=dR=Fk.darctang (—T—).

tient par intégration

#) s[+a=-k.arclang($f).

On peut, par le moyen des formules (2'), (4) déterminer la
développée sphérique d’une ligne donnée.
Exemple. — Soit p, = ms I'équation de la ligne L; on a

§= k lﬁli"<51+a)
e o 4

et la ligne Ly a pour équation

. Sj‘i'rl <
?w:m."r.sm( i . COS

S. 3.

Courbes sphériques paralldles. — Les lignes sphériques L, Ly
sont paralléles lorsqu’entre les rayons sphériques R, Ry de ces Ii-
gnes on a la relation

R[ =R+m,

m étant une constante. Soient A et Ay deux points correspondants
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des lignes L, Ly et a, a; leurs projections sur le diamétre de la
sphére qui passc au centre de courbure sphérique des lignes L, Ly.

On a

Aa=ksin—: h|ul=f;sinﬁ-=ksinliﬂ;
k k
i (i{+m)
8 (il T2
1s k
VI ol Vi

Aa £ R )
sin (T

m m R
= —_—— ‘I — == dq,
dsy (cns. T + sin p col k)

et cunséquemment

d’oir par intégration
m . m [ds
sit+a=s.co8 —+k.sin— f—
k kJ pg

¥
a étant une constante. On a d’'ailleurs

m
ktang — + k tang —

k k

I N P
- (k — k tang T tang -%)

3)

m
k — tang T gy
L]

1
prg=ktang — =

c'est-d-dire

k (pu + k tang

Plg=

On peut, moyennant les formules (5), (6) déterminer la ligne
sphérique paralléle & une ligne donnée, lorsqu’on donne la dis-
lance constante de ces lignes.

Courbes sphériques polaires. — Lorsque m =k%‘ les deux li-
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gnes paralléles L, Ly sont polaires et les formules (5) (6) devien-
nent
*ds k2
)  s+a=k|—, (O Leipiae 052
By Po

Ezemples. — Si V'on suppose g, =ms+n, les (5'), (6') nous
donnent

cek —n i
e e

telle est I'équation de la ligne polaire de la courbe sphérique
donnée.
Si la ligne donnée est a torsion constante, on a

L]

pg =k tang (a + i). d'oi.  s=r.arcsin(be”)—ar
r
et I'équation de la ligne polaire est

k =%y
Flg-_g [ ] e —"b!-

§. 4.

Deux lignes sphériques polaires L, Ly peuvent se considérer
comme les indicatrices sphériques respectivement des tangenles
et des binormales d'une méme courbe de I'espace. L'indicatrice
sphérique L; des normales principales de cette courbe est le lien
des extrémités des quadrants géodésiques tangents & la ligne L;
allons déterminer la ligne L;.

Soient Lg In développée sphérique de L et considérons les points
correspondants A, Ay, Ag sur les trois lignes L, Ly, Lg: le poml
A, est le pole de I'arc AA; et conséquemment l'arc de grand cer-
cle AjA; est un quadrant perpendiculaire i Lg; les lignes Ly, La
sont donc polaires.
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Pour la ligne Lg, développée de L, on a
/ ! 1 k2 F,
= )3 79'{"9” -._—.—-—.l; . ( )' ds =='—'g—'d5.
g 3 ' 2
T s s TS #*+ gt
Pour la ligne Ly, polaire de Lg, on a
kt d.s1 j{d&‘g

FI=—-- ~ = '

P29 P2y

et si I'on élimine, entre ces équations, les quantités pgg, dsy on
obtient

(2 + g 1
7 e — L)
@ g kegp's k-dﬁ—( l____)
i \Vire
Li?f-' E
(8) 51+ l’.‘ﬂ[tSl=J B” s,

Les (7), (8) servent & la détermination de la ligne sphérique Ly
lieu des extrémités des quadrants géodésiques Elll{.{l’lll"\ a une ligne
sphérique donnée L.

Ple o3l L3 cragn
Ezemples. — Lorsque L est un hélice, gy = — vV k2 tang* i — 2
$

et conséquemment
f1g= k tang i = const.

Done «lorsque la ligne L est un hélice sphérique, la Ly est un
pelit cercle.»

Si g, est constant, on a gy, = %, ¢'est-i-dire alorsque la ligne
L est un petit cercle, la ligne L; est un grand cercle.»

§. 5.

Tutonime.— « La forme d'une ligne sphérique est conue lor squ’on
ale rayon vecieur sphérique exprimé en fonction de I'are de la ligne. »
Soit L une ligne sphérique quelconque, H le rayon vecteur sphé-
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rique issu d'un point A de la sphére, Ly la ligne que I'on obtient
par la projection de L du point A sur le plan tangent a la sphére
au point B antipode de A.
Si M, M; sont deux points correspondants des lignes L, Ly,
on a
AM . AM; = AB;
et puisque

AM=2ksin%, AM; = V 4k + Hg?,

H; étant le rayon vecteur BM; de la ligne plane Ly, nous avons
la relation suivante entre les rayons vecteurs H, H,

e H
‘ i 1 —_— —
(9) V 4k + Hy2 . sin o 2k.

D’ailleurs la ligne plane L; est l'inverse de L par rapport au
centre A et A la sphére donnée; on a donc

(10) ay _Au

- ds; AM,  &k3+H,2
) ds~ Ap T

ds et dsy étant I'arc élémentaire des lignes L, Ly.

Si 'on suppose que I soit donné en fonction de s, les équa-
tions (9) (10) donnent Hy en fonction de s;; en effet on déduil
de la (9)

H
12 Hy =2k . cot —
(12) ) “ ok
et la (10) nous donne par intégration
* ds
(13) 81 + const = 3
-
sin® —

2k
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Si I'on effectue I'intégration (13), il vient
sg=f(s), d'oit s=g (s),
g élant le symbole d’une fonction convenable; la (12) devient alors

Hy=¢ ()= [¢ (s0)] =8 (s1),

ce qui donne Hy exprimé par s;; cela suffit a la détermination de
la ligne plane Ly (Voir le §. v1), ce qui entraine la détermination
de L.

Exemples.— Déterminer la ligne sphérique H = as, a étant une
constante.

Dans ce cas

a 2k a
H; =2k cot (E.f: s). s + consl =— = cot (ﬁ 3).

ce qui nous donne

a
asy + b=—2k cot (E&" s).
Done

Hy =— (asy + b),

équations d’une spirale logarithmique dont le pole est i I'origine
des rayons vecteurs Hy; la ligne sphérique L, inverse de L;, est
donc une trajectoire isogonale des lignes méridiennes issues du
point A,

~ Donc «l'équation H=as entre le rayon vecteur sphérique H et
l'arc s d'une ligne sphérique caractérise une loxodromie.»

Si I'on calcule par la relation H=as, la longueur de s corre-
kw ; :

spondante A H=k=, on a s=—, Clest I'expression de la lon-
a

gueur totale de la loxodromie sphérique.
Si la ligne sphérique L est donnée par I'équation

H =2k arc sin {as + b),
on a
1 1% 1

i
5+ f=——— as+b=— .
i aas+b Pe asy+e¢
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¢ étant une constante. La courbe plane Ly est done représentée
par |'équation

R — e
Hy =2kl'.0l—2—k = — 2k V’(ﬂﬂ + ﬂ)i-— 1.

Les formules (9), (11) servent i la détermination de la ligne
sphérique L lorsquon connait la courbe plane L;; en effet ces
équations: nous donnent

(12 H =2k arc . sin (L)
VEEE+ Hy2

dsl
d s ey
(13) ot const = 42 [ty

et si I'on suppose d'avoir effectué la quadrature (13), on a

s=[(8y), dou s=g(s),

g 6tant le symbole d'une fonction convenable. La (12') nous donne
alors

Hi=(s1) =  [0(6)] = 6):

c'est I'équation de L.

Exemple.— La ligne Ly soit la développante de cercle Ry =V asy;
nous avons

=
s+ const 1 = L log (asy + ¥k%), doit Vas;+ kd = oV,
a

¢ ¢tant une constante quelconque. :
La ligne sphérique L, inverse de la ligne plane considérée, est
représentée par |'éq|!ﬂti0n

2
ll=2h*nrc.sin( . -t

C
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§. 6.
Les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque d'une
ligne sphérique s’expriment en fonction de I'arc s par les équations

D \/R'! (—D%—D? ds
&= B T—
“"SJ s D
k2 I«—llli —D? ds
y=D. ~|||j\/ : ; %.

z=/IT—D?,

D) étant la distance entre les points de la ligne et 'axe de la sphére
(axe coordonné des 3) et k le rayon de la sphére,

Si I'on remarque que la courbure — de la ligne a pour ex-
- -

\/ d*z ‘3+ d‘y)+(cf‘z 1
() @)t ()

!_(B-D? }DD"(k2— DY) —k*(1—D'*) + D2+ D? | DD¥(k2—D?) -+ k2D w7
# D? (k2 —DY)3

; \/“ )'2)
bl i —n""_!'

et cette formule démontre le théordéme cune ligne sphérique est
déterminée lorsqu'on connait la. distance entre ses, points. et un dia-
metre de la sphére, exprimé en. fonction de l'arc.»

Si dans la formule que l'on vient décrire on passe a la limite
pour k= 2, on obtient l'autre formule

pression

on a

DV1—D?2

14 e . ¥
i P = Do +pr—1"
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qui donne le rayon de courbure d'une ligne plane lorsqu'on a le
rayon vecteur D exprimé en fonction de 'arc.

Application. — Nous allons déterminer les courbes planes re-
marquables de la lamille caractérisée par I'équation

D v as®+ 2bs +c.
Dans ce cas

D as+b D' = ac— b2
(ast + 2bs+ )+ (as® + 2bs + o) 3
et conséquemment
e e T &
Y T T

Pour que cette équation représente une courbe ciclotdale (épi-
cicloide, ciclotde, ipociclorde) il faut que le coefficient de s* soit
négatif; si a est positil, cetle condition est remplie lorsque a>1;
si au contraire a est négatil, la condition précédente est toujours
remplie.

L. soit a> 1. —La courbe représentée par la derniére équa-
tion est une épu:nclmde une ciclorde, une ipocicloide selon que

a
la quantité i est <1, =1, > 1; mais les conditions g <1,
—— —(
a

et 1 donnent respectivement 35389 qui sont en op-

e v aLs (1]
position avec I'autre a > 1; la condition ~—— > 1 donne a> 3,

qui est contenue dans I'autre condition a > 1. Dans le cas a >1
on a done toujours I'ipocicloide.

a une valeur numérque

11.° soit a < 0.— La quantité
l—-a

plus petite que 1 et la courbe est une épicicloide.
Lorsque a =1, il résulte p = oo et la ligne est une droite.
Lorsque a =0, il résulte

p == V' 26s + (c—0%),

équation d'une développante de cercle.
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La ligne est une spirale logarithmique si |'expression de p se
réduit a la forme ms+ n; cela a lieu lorsque 6% —ac=0.
Donc wentre les lignes planes représentées par I'équation

D=yast+2bs+¢

entre le rayon vecteur D et U'arc s, on (rouve:

a) l'ipocicloide lorsque a est positif et > 1,

b) I'épicicloide lorsque a est négatif,

¢) la droite lorsque a=1,

d) la développante de cercle lorsque a =0,

e la spirale logarithmique lorsque b* — ac = 0.»

Exemple. — Comme exemple de la détermination d'une ligne
pIanu moyennant une relation entre le rayon vecteur el I'are, nous
allons résoudre le probléme suivant «déterminer Uhélice qui, dans
une rotation autour d'un axe paralltle aux génératrices du cylindre
qui la contient, forme sur la surface engendrée un systéme de lignes
paralléles.»

Il faut exprimer que les trajectoires orthogonales des lignes
génératrices sont des géodesiques.

Les coordonées d'un point quelconque d'une ligne L de I'es-
pace sont exprimables en fonction de 'arc-s de la projection I de
la ligne sur le plan coordonné z =0 de la maniére suivante:

/1T_D* ~VI—D?
ancos[t l——-—-ds y=D. SNIJHTJ’* 5= (s)

D étant le rayon vecteur de [ et ¢ (s) une fonction arbitraire de s.
Si l'on fait tourner cette ligne autour de l'axe des z, les co-
ordonnées d'un point quelconque de la surface engendrée sont
X=xcosv—ysiny, Y=2zx,.sinv+ycosv, Z=3z,

v élant un paramétre indépendant de s. On en déduit

YRR dxX X :
EEE(E)#EJH[.’: 2—-——[)'/1—1}"'

-5
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et les quantités E, F, G doivent etre liées entre elles par la re-

lation
EG—F?
\/__E__= fonction de v.

Mais dans notre cas E, F, G sont indépendants de v; donc la
fonction de v de I'égalité précédente se réduit & une constante a
et la relation que I'on vient d'écrire nous donne

~ Jad—DED?
j ) = = —_— _ds
$ (s .J\/ Dt g
D'ailleurs L est une hélice, et conséquemment z=35. cot |

étant I'inclinaison constante de la ligne sur les génératrices du
cylindre; en comparant les deux expressions de 3, on a

by
e e

Vat— D*costi

sini

d’oti en intégrant

Pl o

sent cosi

Vatsin®i— (scosti+ b)%,

b étant une constante arbitraire.

Cette équation démontre que «l'hélice demandée est placée sur
un eylindre dont la section droile est une épicicloide.»

La formule (1%) peut étre généralisée de manidre a la rendre
applicable aux lignes sphériques. En effet si L, Ly sont deux li-
gnes de I'espace inverses par rapport a l'origine des axes, les co-
ordonnes 2, yy, 3 d’un point de Ly sont liées aux coordonnées
z, y, 5 du pomt correspondant de L par les relations

at a? a?
L= ——T = - 3 = I,
R ST Ryt !

a étant une constante et Ry le rayon vecteur de Lj.
Si, aprés ces formules, on calcule le rayon de courbure p de L,
on a

i { & d®Ry\ Ry
5) a8 ST Wt o= 1 o
U%'l pg (‘.‘19' l{[ dsﬁ) at
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Mais si I'on a égard & la figure du §. V. et on prend la ligne
sphérique pour ligne L et la ligne plane pour ligne Ly, on a

e

]

a=2k, I’q—v"zi-k‘+ll1. s,-l—cumlﬂj

dHy
. \/I o ( (f3| )
M=
d’l-[t dli|
H — |
st i ( dsy )

Si, aprés ces formules, on calcule les quantités qui paraissent dans
la (15), on peut dive adans une ligne sphérique quelconque le rayon
de courbure ¢ est lié au rayon vecteur sphérigue H par la relation

: HH @ e
) -—C08 — -t{ =) —1
I [ 2ksin Lw 5k dst (r!s) J Mt A L

Rt = e 1 e
p? =[ 2 dil _H all H : ii_u's* 2k
A2 1 <ds) sin ﬂw o sin %

C'est une généralisation de la formule (14).

§. 7.

Distance entre deux cercles osculateurs conséeutifs d'une ligne
sphérique.

Nous allons déterminer la différence entre 'arc infinitésimal ds
d'une ligne -|1|1-. rique et 'are de du grand cercle ayant les mémes
extrémités. Si l'on ill’*l.‘llll pour axes coordonnés la [.][I“'l nte, la nor-
male principale et la binormale d’une ligne L au point O, nous
avons dans ce point

(@)l

d*z d?z d¥y
o(@)e (@) »(@)

p—
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| diz’\ 2
ot (_Hs‘) y
il résulte

dz\? dr diz dx 2z 1
\-l = = I, = —— —_—
(ds) 2% ds dst 2 ds de¢ ot

et puisque

Au point 0 nous avons donc

d'3:r:) Y
s fo Tt
Si I'on désigne par ds I'arc élémentaire de la ligne L issu de 0

et par dx, dy, dz les coordonnées de son extrémité, on a par le
développement de Maclaurin

dx 2z ds? d3z\ ds?
Dt v (e + [ — ) el Peliedll Vi 11
Wi L (ds)gds <d.s'-‘-)g 2 +<(f§“) 6 *
d3zN  ds?
-t . ol
ds + (dﬁ )u 6 =
S a'y) d¥y\  ds? ddy E
(dy)o + (rf S\ 2 Y vl
d ds?
E‘S’ 0 2 EISH 1] ﬁ
dz /diz Yy dst diz\ ds?
Iz = (dz Iy | - Tl—=)—
: ( fu_lh(rfs)u”'-kds’) A (ds“) 6 b
d’z) ds3 e
Soit 4 la corde élémentaire correspondante & I'arc ds; on a

d3z\? dst dty’\? dst
2 — da®+ dy?+ dzt 15t = e e
3 z:+dyt+ ”+(dsﬂ) 3+(ds')gi

1
T 7 Y
252" "
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d'on I'on dérive
dst

A Ty g
Mais si 'on substitue ds & } au deuxiéme membre de cette
égalité, on vient & negliger des infiniment petits d’ordre supérieur;
conséquemment & un point quelconque d'une courbe de I'espace
on a
1

g

ds?.

Cette formule peut aussi s'appliquer au grand cercle qui passe
par les extrémités de l'arc ds de la ligne sphérique donnée L;
on a done '

! _ dg?,

STy

k étant le rayon de la sphére. On en conclut

) ; 1 /ds® dgd '
ES—I‘G=2¥(P!‘-—L_—* o

mais si I'on substitue ds® a de® on vient a négliger des infiniment
petits d'ordre supérieur. On a done

1 71 |

TP ds3,

Cela posé, soit Ly une ligne sphérique quelconque autour de
laquelle on a enroulé un fil; si I'on déroule ce il avec la condition
il soit toujours dirigé suivant le grand cercle tangent & Ly, un
point quelconque du fil engendre une courbe L développante géo-
désique de L,.

Soient A, B deux points consécutifs de L et Ay, By les points
correspondants de Ly; les cercles dont les rayons sphériques sont
les ares A;A, BB, sont deux cercles osculateurs conséeutifs de L;
la différence ByB— A A de ces rayons est rigoureusemert égale
i lare ds; = A4B, de la développée, tandis que la distance sphé-

i
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rique entre les centres de ces cercles est I'arc day du grand cercle
qui a les mémes extrémités de dsy.

Mais doy < ds;, done «deus cercles osculateurs conséculifs d'une
ligne sphérique sonl extérieurs l'un a ['aulre.»

Nous allons déterminer la plus courte distance sphérique A entre
ces deux cercles; si I'on désigne par R, R+ dR les rayons sphé-
riques de ces cercles et si I'on remarque que la distance sphérique
des centres des cercles est dsy, on a

|
A =dR — doy =dsy — dog = ——— dsy3.
1 i 1 24!:19 1

_ Si l'on remarque que (§- 2):

. R\ dR
di' [ dH' P1g= k sin (—k-) a,

dR

1 ds
(17) Avm e — o ds?

2% R
2 an? [ —
ksm(t)

ou bien, par I'application des formules (1),

1 1 dp,
4 R e e 1 l-
(17 ¥ i e

Ces formules.démontrent que la plus courte distance entre deux
cercles osculateurs conséeutifs d'une ligne sphérique est, par rap-
port & I'arc élémentaire ds, un infiniment petit de troisieme ordre.

Exemple. — Si pg=1ms, m ¢lant une constanle, on a

A 1 1

ds® 24m &'
test-b-dire «dans la courbe sphérique dont le rayon de courburt
; } ds? 1
géodésique est proportionnel d I'are, le rapport o esl prepuruunnd
@ la deuxiéme puissance de I'arc.»




MATHEMATICAS £ ASTRONOMICAS 83

Si I'on désigne par d: I'angle de contingence géodésique de L,
on a ds=pyde et la formule (17') devient

i I
5=£99Pg- de?,
d'oil
A | ,
dd - 9% PgP g
Or la formule {2') nous donne

P .
Pyf'y= ‘j__':_ U“ + Fsri]

el d'ailleurs nous avons trouvé au §. 2:

deost
" 9|g=_;‘ d] N

:
.} 9"
U‘ +P9:] CI}HF.I

§ étant I'angle sous lequel le plan osculateur de la ligne coupe la
sphére. On a donc

2
(18) i““.ﬁ_' 1 'dmsﬂ'
de? 24 " cos¥b ds

L'équation (18) donne une relation remarquable entre I'angle
sous lequel le plan osculateur de la ligne coupe la sphére et le

rapport —— de la distance infinitésimale entre deux cercles oscula-
£

leurs conséeutifs & la troisiéme puissance de I'angle de contingence
géodésique.

I’-ﬂ'mpfe — Si — = const =a, 1l résulte

d 3
2%a
cos3 b pres 1L mg&_'__}i" *
d'oi par intégration
8a.s+b
costh k2 :

b étant une constante.
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Donc «dans la ligne sphérigae pour laquelle le rapport aﬂ—z est
e

une constante a, l'angle O sous lequel le plan osculateur coupe la
sphére est défini par I'égalilé
k

cosll = ———.
ViSa.s+b

§ 8.

Lignes planes.— Si I'on suppose que le rayon de la sphére au-
gmente indéfiniment, la sphére a pour limite un plan et la ligne
sphérique une ligne plane; le rayon de courbure géodésique p
de la ligne sphérique a pour limite le rayon de courbure de cette
ligne plane.

Donc «dans une ligne plane deux cercles osculaleurs conséculifs
sont extérieurs I'un a I'autre et la plus courte distance A entre eux
est donnée ainsi
(19) N Lt W ¥

24 ¢* ds

La quantité oy relative a la développée Ly de L est
el puisque
il vient

d'onl

Are

da 1
P ds
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8y et pa étant les rayons de courbure de la développée Ly et de
la deuxiéme développée Lg de L.

Si I'on désigne donc par Ag, Ag, --. An—1, A, les quantités analo-
gues & A relatives aux développés successives Lg, Lg, ... La—1, La
de L, on a les équations

g Mmoo b w St b

A n By oo Bl.t. O Pt

qui par multiplication nous donnent

An P1

A prtt

Donc «le rapport de la distance A relative & une ligne L a la
distance analogue A, relative a I n*™ développée Ly de L est égal
au rapport du rayon de courbure de la premiére développée de L
au rayon de I' (n+ 1) développée de L.»

G A
Si l'on pose _'T=a’ a étant une constante, on a py=daps
1
¢'est-a-dire

d

P1
p1 apq d&'l‘

ce qui nous donne

1
91=?sl+b.

Donc «les lignes planes pour lesquelles A=aAy sont des déve-
loppantes d'une spirale logarithmique.»

..\ R . iMae
Si ==s0 étant une constante, il vient gy =apg, c'est-a-dire
2

dpa d dgy
PI”“P!E;“GP!—dSI (?I d.s,)’
ou bien
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d’oir par intégration

dpy
by L I 5
FI d&j +

La multiplication pour ds; et une nouvelle intégration nous
donnent
§2
prt =~ 4+ 2bs, +¢,
a

b etc ¢ étant deux constantes quelconques.
Donc ales lignes planes pour lesquelles A = a Aq sont des dévelop-

pantes de la ligne définie par I'équation py =\/— + 2bsy + ¢.»

Celte ligne est une courbe cicloidale lorsque a < 0.

; Jari}y b
Si 'on pose la condition 7 Rt K étant une constante, on a
l

d’oil —l~=21u.:+b.

e
-
¥

c'est-d=dire ales lignes planés dans lesquelles le rapport % est une
X

constante, ont pour courbure une fonction lindaire de Uarc.»

La formule (19) qui donne la plus courte distance entre deux
cercles osculateurs consécutifs d'une ligne plane, est analogue &
celle qui donne la plus courte distance entre deux tangentes con-
sécutives d'une ligne a double courbure; en effet si ]'on appelle §
cette distance, on a

g
2 g Soechs g
(20) 3 ) {wd.s

¢ étant le rayon de courbure et r celui de torsion de la ligne.
Les formules (19), (20) peuvent &tre appliquées a la r(‘sull!ttDﬂ
du proljlém[: suivant: «L étant une ligne plane donnée, on veut la
réduire & une ligne @ double eourbure Ly par des rotations infini-
tésimaules du plan de la ftynr anlour ses langenles successives, aec
la condition que la distance infinitésimale entre deux cercles oscula-
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teurs consécutifs de la ligne plane L soit proportionnelle & la dis-
tance infinitésimale entre deux tangentes consécutifs de Ly.»

Si I'on remarque que, dans les rotations infinitésimales susdites,
les quantités s, p restent invariables, les formules (19), (20) donnent

d'oit par intégration

ds
logp=logh+2a =
b étant une constante arbilraire; cette égalités peut s'écrire

ds
(21) O

Telle est la relation entre le rayon de courbure p et celui de
torsion r de la ligne & double courbure Ly que I'on dérive de la
ligne plane L.

Ezemple. — Si I'on suppose que la ligne Ly soit un hélice, on a

r :
— =tang1,

i étant I'inclinaison constante de la ligne sur les génératrices du
¢ylindre, et puisque la (21) nous donne

r 2a

—
2 r?
: P

il vient
P' = 2!1 . cot i.
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d'ou par intégration
p=2a.coti.s+ const.

La ligne plane est donc une spirale logarithmique coupant les
rayons vecteurs issus du pole sous I'angle 6 défini par I'équation

cot =2a . coti.

La ligne L; a laquelle se réduit la spirale L est une hélice
cylindro-conique.

Si la ligne Ly est une géodésique d'un cdne, nous avons (V. la
citation du §. 2.):

L=ms+n.
.

m et n étant des constantes; on a donc dans ce cas

f
_E—-ﬂ].i+ﬂ=—9—‘, [l'Dil p'ﬁﬂams+ﬂﬂﬂ1
r 2a

et en intégrant
(22) p = ams® + 2ans + p.

La ligne plane L est donc définie par I'égalité que I'on vient
d'écrire et la géodésique Ly du cone, & laquelle se réduit L, est
définie par les égalités

ams® + 2ans + p

—=ams®+2an . s+ p,
p=a an.s+p, r i

qui donnent le rayon de courbure et de torsion en fonction de
I'arc.

Entre les lignes planes représentées par I'équation (22) il y a
la chainette; en effet dans la chainette on a

2

5
=a+—,

J a
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relation qui, par le changement de l'origine des arcs s peul
s'éerire

bt 2 I 2
P=“+(s+ A R i el -
a a a a

b étant une constante.
Si 'on compare cette formule a la suivante

p =ms + ns+p,

on voit que la deuxidme se réduit a la forme de la premiére
lorsque

4 (mp—1) =n.

On conclut que la courbe plane L est une chainette lorsque la
constante a est liée aux constantes m, n, p par la relation

an?—amp+1=0.

L’angle de contingence de d'une ligne est donné par I'équation

de = —,
P

ce qui réduit la (19) a la suivante

A 1 dp

s~ 2w s
Donc «la plus courte distance A entre deux cercles osculaleurs
consécutifs dune ligne plane L est, par rapport a Uangle de con-
tingence de, un infiniment petit de troisiéme ordre. Le raport 39
de

est égal @ la 2% partie du rayon de courbure py de la développée
Ly de la ligne donnée.»
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a 1 1
Lorsque Fr] est constant, gy l'est aussi et la ligne L est une

développante de eercle.
En général si 'on suppose

ﬁ L]
o > a1,
0

il vient

= e [ H i
WA \/E e L
0

A
c'est-&?dire «lorsque le rapport s est exprimé par une fonetion de
Pare, algébrique, rationnelle, entiére du dégré n, le rayon de cour-
- 1
bure de L est exprimé par la puissance du dégré = d"une fonction
de l'arc algébrique, rationnelle, entiére du dégré n+ 1.»

§. 9.

Un théoréme général sur les lignes sphériques. — Soit Lg, Ly,
Ls, ... L,—1, L, une suite de lignes telles, que I'une quelconque
L; d’entre elles soit une géodésique de la développable oscula-
trice de la ligne précédente Li_q; on dira que L, est une géodé-
sique de I’ n*me développable osculatrice de Lo. Soient lg, Iy, lg, «--
lo—1, ln les indicatrices des tangentes des lignes données; I'une
quelconque I; d’entre elles est une développante géodésique de la
ligne précédente li_y.

Si I'on suppose que la ligne L, soit placée sur la sphére des
indicatrices, la ligne I, est le lien des extremités des quadrants
géodésiques tangents & L,, et l'indicatrice des binormales de La
est la développé géodésique A, de Lo En effet la tangente a la
ligne L, 4 un point quelconque est paralléle au rayon de la sphére
qui aboutit au point correspondant de I,: au surplus la ligne A
est évidémment la courbe polaire de [,.
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On peat done énoncer le théoréme «lorsqw’on @ une serie de
lignes Lo, Ly, La, ... La_y, Ly telles, que l'une quelconque L;
dentre elles soit une géodésique de la developpable osculatrice de la
précédente Li_y, si la ligne Ly est placée sur une sphére, sa déve-
loppée géodésique A, est la ligne polaire de U'indicatrice |, d'une
géodésique de I'n*™ développable osculatrice de Ly.»

Nous allons appliquer ce théoréme a quelques cas particuliers.

Si la ligne Ly infiniment petite s'éloigne a I'infini, sa dévelop-
pable osculatrice se réduit & un cylindre, Ly est un hélice de cette
surface, Ly une géodésique d'un hélicorde développable (dévelop-
pable dont I'aréte de rebroussement est une hélice quelconque),
Ly est une géodésique de la développable dont I'aréte de rebrousse-
ment est une géodésique d'un hélicorde développable, ete.

Dans ce cas considérons les deux lignes Lo, Ly et supposons
que Ly soit sphérique; I'indicatrice de I'hélice Ly est un petit
cercle et la ligne Ay I'est aussi; la ligne Ly est donc sur lasphére
une développante géodésique de ce cercle.

Donc «les heélices sphériques sont des développantes géodésiques
d'un petit cercle (théoréme connu).»

On peut dire encore «les lignes de U'espace dont l'indicatrice des
tangentes est une hélice sphérique sont des géodésiques d'un hélicoide
développable.»

Que I'on suppose d’avoir les trois lignes Lo, Ly, Ly dont la
derniére est sphérique; la ligne Ly est une géodésique d'un héli-
coide développable et son indicatrice ls est, en force du théoréme
pr(-cfédent, une hélice sphérique; la ligne Aq, polaire de Iy, Vest
aussi.

Donc «les géodésiques des hélicoides développables placées sur une
sphére, sont des développantes géodésiques d'une hélice sphérique.»

On peut dire encore «les lignes de I'espace dont Uindicatrice des
tangentes est une développante géodésique d'une helice sphérique,
sont des geodésiques d'une développable dont l'aréle de rebrousse-
ment est une géodésique d'un hélicoide développable.»

Que I'on suppose d'avoir les quatre lignes Lo, Ly, L3, L dont
la dernidre est sphérique; la higne Ly est alors une géodésique
d'un hélicorde développable et son indicatrice Iy est, en force du
théoréme précédent, une développante géodésique d'une hélice
sphérique; la ligne Ag est de la méme nature.

Donc «les gévdésiques d'une développable dont Uaréte de re-
broussement est une geodésiques d'un hélicoide développable, qui
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sont placées sur une sphére, sont des deuxiémes développantes geo-
désiques d'une hélice spherique.»

On peut dire encore «les lignes de I'espace dont U'indicatrice est
une deuxiéme développante géodésique d'une hélice sphérique, sont
des géodésiques d'une développable dont I'aréte de rebroussement est
une géodesiques d'une developpable dont I'aréte de rebroussement est
une géodésique d’'un hélicoide développable.»

Ainsi de suite.

Parme, mai 1889.
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Mansfield Merviman.— Método de los cuadrados minimos (tradu=-
zido do ingles para hespanhol por V. Balbin).— Buenos-Aires,
1889.

Diz o sr. Merriman no prologo do sen excellente livro:

«0s Elementos do methodo dos menores quadrados foram escri-
plos tendo em vista dois objectos: 1.°, apresentar os principios
fundamentaes do methodo de uma maneira tao clara, illustrando-a
com exemplos tao practicos e simples, de modo a tornal-a acces-
sivel & maior parte dos engenheiros civis que ndo tiverem extensos
conhecimentos das mathematicas; e 2.°, dar uma exposi¢io ele-
mentar da theoria, que satisfaga és necessidades de uma grande
classe de alumnos, cada dia mais numerosa.»

Por satisfazer a estes requisitos foi traduzida pelo sr. V. Bal-
bin, do inglez para hespanhol, para servir de texto aos alumnos
da Faculdade de sciencias exactas da Universidade de Buenos-
Aires.

Consta a obra de dez capitulos.

Nos capitulos I a IV expde o auctor os principios do methodo
dos menores quadrados; nos capitulos V a IX faz applicagdo d'estes
principios a diversas classes de observacdes. O capitulo X contém
um resumo historico, e uma serie de taboas proprias a facilitar
a applicagio do methodo.

Cada capitulo é seguido de uma lista de problemas proprios para
exercicio do alumno.

Gino Loria.— I poligoni di Poncelel.— Torino, 1889.

Contém este interessante opusculo um discurso, sobre os poly=
gonos de Poncelet, pronunciado pelo sr. Gino Loria na occdsidio
da sua recepgiio solemne como Doutor aggregado a Faculdade de
Sciencias da Universidade de Genova.
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Em 1817 enunciou Poncelet pela primeira vez o problema se-
guinte: determinar um polygono de determinado numero de lados
que esteja inscripto n'uma seccdo conica e circumscripto a outra,
Cinco annos depois mostrou este grande geometra que este pro-
blema ndo admitte sempre soluglo, e que, quando admitte solu-
¢lo, admitte um numero infinito d’ellas. E da historia d'este pro-
blema notavel que o sr. Gino Loria se occupa no seu bello tra-
balho.

Refere-se primeiramente aos trabalhos que a este respeito es-
creveu Jacobi. Este grande geometra, associando este problema
& theoria das funcgdes ellipticas, achou por meio d’esta theoria a
relagio que deve existir entre os raios de duas circumferencias
e a distancia dos seus centros para que haja um polygono de um
numero n de lados que possa ser inscripto n'uma e circumscripto
a outra.

Depois de Jacobi occupou-se dos polygonos de Poncelet o seu
illustre discipulo Richelot. Este geometra apresentou uma regra
simples para obter os raios e a distancia dos centros de duas cir-
cumferencias taes que n'uma se possa inserever um polygono de
2n lados circumseripto & outra, quando se conhece a relacio ana-
loga para um polygono de n lados; estendeu & esphera alguns dos
theoremas de Poncelet; e apresentou tres methodos para por
solucio do problema debaixo de férma algebrica.

Quarenta annos depois de Jacobi se occupar do problema .[le
Poncelet, no caso de um systema de duas circumferencias, foi o
seu methodo estendido pelos srs. Rosanes e Pasch ao caso de um
systema de duas seccdes conicas. Estes geometras apresentaram,
com effeito, pela primeira vez uma solucao, por meio das funcedes
ellipticas, do problema que consiste em determinar os coefficientes
de duas seccdes conicas, de modo que um polygono possa ser in-
scripto n'uma e circumscripto a outra.

Refere-se tambem o sr. Gino Loria aos trabalhos de Cayley
sobre este assumpto. O illustre geometra inglez descobriu a férma
geral do invariante simultaneo de duas sec¢des conicas que, quando
se annulla, traz como consequencia que eslas secgdes conicas ad-
mittem polygonos de Poncelet de um numero dado de lados.

Occupa-se depois o sr. Gino Loria dos trabalhos para resolver
o problema de Poncelet por meios puramente algebricos, referin-
do-se aos trabalhos de Mention, Puiseux e Moutard.

Refere-se ainda o auctor a muitos trabalhos, que aqui nio po-
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demos epumerar, tendo em vista dar outras demonstragdes dos
theoremas de Poncelet, applicar a theoria dos polygonos de Pon-
celet & theoria da transformacio das funcgdes ellipticas, desenvol-
ver consequencias d'aquella theoria, ete.

F. Casorati.— Nuova definizione della curvatura delle superficie
(Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie 2., t. xx1),

A nocdio de curvatura de uma superficie n'um ponto dado foi
definida por Gauss na sua memoria fundamental intitulada— Dis-
quisitiones generales circa superficies curvas — do modo seguinte:
Considera uma porgdio infinitesima da superficie que contenha o
ponto dado ¢ uma esphera de raio egual & unidade. Pelos pontos
de contérno da porgio considerada da superficie tira normaes &
superficie, e pelo centro da esphera tira parallelas a estas nor-
maes, que determinam pela sua intersecgiio com a esphera uma
curva limitando uma porgdo infinitesimal da esphera. Posto isto,
chama Gauss curvatura da superficie no ponto considerado o li-
mite para que tende a razao da drea da porglio considerada da
superficie para a drea da por¢aio correspondente da esphera quando
estas dreas tendem para zero. A curvatura de superficie nssim
definida ¢ egual a0 producto das curvaturas das secgdes principaes
correspondentes ao ponto considerado.

Principia o sr. Casorati a sua bella Nota fazendo vér os in-
convenientes d’esta definicio, um dos quaes ¢ levar a considerar
como privadas de curvatura as superficies planificaveis, que toda-
Via se esta habituado a considerar como superficies curvas desde
08 primeiros passos na escola.

Em seguida apresenta um novo conceito de curvatura para sub-
stituir ao de Gauss. Para isso imagina que no ponto O da super-
ficie, ao qual se deve referir a curvatura, se colloca a extremi-
dade de um fio, e que se faz mover a outra extremidade sobre a
superficie conservando o fio sempre tenso. E a drea descripta pelo
fio que o sr. Casorati toma para denominador da fraccdo cujo li-
mite representa a curvatura da superficie no ponto O. Para obter
o numerador da mesma fracglio imagina o auctor que sobre o fio
se lomam cumprimentos proporcionaes aos angulos que a normal
i superficie no ponto O faz com as normaes & superficie na outra
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extremidade do fio. A nova area obtida ¢ o numerador da fracgio
considerada.

Depois de explr as razdes para se adoptar esta definicio da
medida de curvatura da superficie, o sr, Casorati passa a tradu-
zil-a analyticamente, o que o leva & conclusio de que a medida
da curvatura assim considerada é egual & media arithmetica dos
quadrados das curvaturas das secgdes principaes.

Termina o auctor por fazer vér a analogia que ha entre a sua
defini¢dio de curvatura da superficie e a nogho conhecida de curva-
tura de uma linha.

Y. Paszycki. — Extrait d'une lettre adressée @ M. Hermite (Bul-
letin des Sciences mathématiques, 1. xu, 1888).

’ /| LY f: LT

N’esta carla considera o sr. Ptaszycki o integral l F (z, VR) dz,
onde F (z, VR) representa uma funcclio racional de z e de VR,
e onde é R=(x—ay)™ ... (z—a)%, e procura qual deve ser
o radical VR para que este integral seja exprimivel debaixo de
f6rma finita por meio de operacdes algebricas e logarithmicas,

qualquer que seja a funcgiio F. Demonstra o auctor que, para que
isto aconteca, é necessario e sufficiente que o radical VR tenha
uma das {ormas

Tf" LE - ﬂ])"t, :”{E‘J - ﬂ|}“‘! [::,!,'— ai}"“‘"‘l,
G. T.

T e Sy
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SUR UNE FONCTION CONTINUE DONT LA DERIVEE
EST PARTOUT DISCONTINUE

(Extrait d'une lettre adressée & F. Gomes Teixeira)

PAR

M. M. Lercrn

Il peut avoir quelque ntérét de connaitre une fonction finie
et continue dont la derivée soit aussi finie et déterminée, mais
partout discontinue. Une telle fonclion s'obtient & I'aide d'un
principe dit & M. Weierstrass et communiqué par M. G. Cantor
(Math. Annalen, t. 19). Elle é donnée par la série

ax
f(z) = }__z & (@—a.)? sinz_u“

dans laquelle les quantités ¢y, ¢y, ¢3,... sont des termes d’une
strie_absolument convergente et les quantités ay, ay, ag,...
constituent I'ensemble condensé dans toute partie d’un intervalle
donné, par exemple (0. .. 1).

On suppose ensuite que ces quantités a, sont différentes entre
elles et qu'on remplace le produit

(x —a,) - gy

par sa limite zéro, lorsque z=a..
7
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Cela étant la série considérée sera uniformément convergente
et, puisqu'elle se compose de termes continues, la fonction f(z)
sera elle-méme continue.

Posant, pour abréger,

2 — ay)? si
¢ (22— a)) o s

=g (@),

nous aurons

f)="S & (@

v=0
d'on
[+ —(@_ T pEth)—n()
h e Cal h

d’oir nous allons conclure que le premier membre s'approche

d’une limite finie et déterminée lorsque h tend vers zéro.
Jobserve a cet effet que la fonction g, (x) a une dérivé finie

et toujours déterminée. Car celle-ci est donnée par la formule

1':

— W, COS
T—1a, T—ay

(1)  ¢v(@r)=2e(z—a,)sin

en supposant que z différe de a,; mais lorsque z=a, celle dé-
rivée sera, par definition,

W ¥ \I‘_ L] W . -
e D8 +h)—¢ ("}=¢_ i B ™ g
he0 h h=0

elle sera donnée encore par la formule (1) si Ion convient de
n : J e
prendre cos & =0, ce que je [erai dans ce qui suit.

D’aprés un théoréme fondamental de la théorie des fonctions
d’une variable réelle, démontré sous sa forme la plus général par
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M. Dini dans son ceuvre sur les fonctions, chaque interyalle
(z...x+h) contient une quantité a, telle que

o (2+h) — g (@)
h

=g/ (zv),
ce qui donne

h) — P
Crd el BRI

=1

; : b e =
¢ (@ — a,)8in —— —x ¥ ¢, cos -
0 Ty — CI' Ty — O«

I
)
NE-s

v=10

En supposant maintenant que x ne coincide avec aucune des
quantités a, je dis qu'on a

AL )
he=0 h
3) 2 i

=2 ) ¢ (x—a,)sin -—:Ec, cos
=4 r—a, o T—d,

En représentant par A la yaleur du second membee, j'aurai en
effet

h

-t (= —a.}sin;_ G'J
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Etant donné une quantité positive § aussi petite que I'on veut
on peut déterminer un nombre entier p tel que la série

lep) + | pa|Fleptaft...

soit inférieure & §, de sorte que la valeur absolue du reste

Ry (z) == Eépc. I:(m. — @) sin x-:u. — (x—a,) sin z: ﬂ;l

3 % =
— = oy co8 — cos )

=p Ty—0y T— O
sera moindre que

A3 +2x3=(4+2%)3.

[(z+h)—[(2)
h

— A=

p—1 -
— } 2306 [(m. — @) Sin
y=0 Y e

ﬂ'-'u—t"-'-. &=y

_::ch.(cos A T )f+R,(:r)
v=10

et on peut évidemment déterminer une quantité hy telle que I'in-
tervalle (z — hy. . . =+ hg) ne contient aucun des points ag, Ay,
ag,. .. @y, desorte que la parenthése | | sera une fonction
continue dans cet intervalle. g

On pourra done trouver une quantité hy, moindre que ho, telle
que la dite parenthése sera inférieure en valeur absolue & pour
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chaque valeur de h satisfaisant a I'inégalité [h| < hy. On aura
donc pour | h | < hy, I'inégalité

F'fﬁ!%:@_a <(5+2x)8,

ce qui s'exprime par la formule

[@+h)— /()

lim A,

h-"

de sorte que I'équation (3) est démontrée.
Supposons en second lieu que x = a,. Dans ce cas nous avons

f(a+ hi_ (@) _gn(ant h;\ﬁ— () | i@ "1}[— % (2)

ve=()

oit la série 3' ne contient pas le terme v = n. Puisque ay differe
de tous les autres a, on voit comme précédemment que

Ea o (2 +h) —oi(2)

lim =A
h=0 y— h
el comme
n n h —n
Kink mi)_?_@ -0,
h=0
la dérivée

h

L

sera donnée comme précédemment par la formule (3).
La fonction f(z) a, par conséquent, toujours une dérivée finie
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et déterminée, qu'on peut représenter par la formule

20

(3 bis) f['(z)= 215“(3. (z — a,) sin St

=
—:Ec.nos 2

v={

'
Ir—da,

. ™ : e
avec la convention de prendre cos ﬁ=0' Mais on voit immé-

diatement que cette fonction [’(x) est discontinue dans chaque
point a, et par conséquent dans chaque partie de I'intervalle
(0...1).
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SOBRE AS FUNCCOES DUPLAMENTE PERIODICAS
DE SEGUNDA ESPECIE

POR

Josk Pepro TEIXEIRA

As series

™
PE(I'ﬂ} — g

-2ﬁ-l (— 1)* cosec ﬁ (x — 3 — 2n/iK") =

(n—3) o I'il'rllj
eﬂ.h g il

ol 1 T i ¢
eﬂlx ],__qil'l
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K K

. —%p  —w
onde gy e ¢ representam as exponenciaes e K ¢ K sdo abso-
lutamente convergentes em ambos os sentidos, excepto para os

valores de z e = que satisfazem & equagdo
{l).......-.....CE‘—Z*EHK"‘EH;I.KF.
As funcgdes

T ® "
(2:' .. ? (:I‘, 5:] _'lﬂfﬁj zlfﬂsec E;ﬁ (aﬂ—-—z—-ﬂﬂl\.:},

(3) +.91(x2)= -{E 3, cosec ..F;( (20— z—2niK'),

™ w
%) ..0¢(x, 5)=—— ¥, (— 1)"cosec — (2 — 2 — 2niK")
considerando & como constante e z como variavel, tém, no inte-
rior do parallelogrammo dos periodos, como mostra a equagio

(1), o infinito , ao qual corresponde o residuo — 1, e gosam
das propriedades

¢ (x, 5+ 2K) =¢ (2, 2),

¢(z, 2+ 2K )=—¢ (2, 2),

6) Sqq (@, 2+ 2K) = — ¢, (, 2),
.““.'.".!?;{I*5+2!K'=?1(I.3J.

2 (2, 2+ 2K) = — ¢35 (2, 5),

92 (@, 3+ 2UK") = — g4 (2, 2)

jue Ihes permittem servir de elementos simples na iil"-l‘l}ﬂ'llmﬁicﬁ”
as [uncgdes duplamente periodicas cujos multiplicadores sio
+1,—1; —1,+41; —1,—1.
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Seja F(z) uma funcgdio uniforme, que satisfaga a (5), e tome-se
o producto F (3} (x,3) Este producto é evidentemente uma
func¢do duplamente periodica ordinaria, e por isso é nulla a
somma dos residuos relativos aos infinitos que elle possue no in-
terior do parallelogrammo dos periodos.

Sendo B, &3, . . +» 3m 08 infinitos de F(z), dentro do parallelo-
grammo, aquelle producto tem alem d’estes infinitos, o infinito x,
a0 qual corresponde o residuo — F (z). Os residuos correspon-
dentes aos 3 deduzem-se de

Allg (. ;).
fazendo j=1,2,...,m.
Temos entdo
m
B S iaeis s F (z)= 'TS‘,j- Al g (z,3))

Se os infinitos B forem multiplos, e py, pa,. . ., pm seus graus de
multiplicidade, entdo os residuos correspondentes deduzem-se de

P A di— g (z,80)
1 (g1 dpg=t

fazendo tambem j=1,2,...,m, e a formula de decomposigio
serd

U SRS o ey (e ol el &
®) (@ =220 da

Devemos advertir que nesta formula deve tomar-se a unidade
pelo denominador nullo.
~Se F(3) satisfazer a (6) ou (7), as formulas de decomposicdo
ainda s3o as mesmas, mudando g em gy ou em gq.

Appliquemos esta theoria 4 decomposi¢io e desenvolvimento
tm serie das funcgdes ellipticas,
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A funcglio dnz satisfaz a (5) e tem o polo iK', ao qual eor-

responde o residuo _!é-:-"_' sendo § e + as quantidades © (0) ¢
i

H (0): teremos entdo

'I'&'.l',,l l
dna = — ~ 3 :
2“‘1&1:’,’ = 1
sen o (& — iK' —2nK)
ou
% iy |
dng == W .
S T ok
Cos o (x—2nK)

snx satisfaz a (6) e tem tambem o infinito {K', com o residuo
46, :
il ¥ g
oy por 1sso temos
e w0, 1
2K sy n’

aen%{x_{mw 1)iK']

enz satisfaz a (7) e tambem tem o infinito /K, com o residuo

1661 :
— ——; por iss0 temos
nMm

wilfy |

x s '
sen g [ —(2n+1)iK']

Estas formulas differem apenas pela notaglio d'aquellas a que
chegaram Briot e Bouquet seguindo o seu methodo ().

Agrupando os termos dous a dous, os que correspondem a
valores de n eguaes e de signaes contrarios em (9) e a valores

A L P P P P

(#) Théorie des functions elliptiques, pag. 203 o 206.
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de 2n+1 tambem eguaes e de signaes contrarios em (10) e
(11), chegamos a

g" (g + g1*) ]
D gln “J_: in |
1+2q cosﬂ(,-!—q

winy
A e T
2 2K'ﬂ1n’[ mh'+4°"“2.h’2"

wI

a (1 4+ g2H) sen
QrBHIqu g & MoK

me = ——— 3, -
Knin' 1

1 — 2%+ cos % + gint2

T
— i1 |
St e TV T

Ki".f-"li %‘

1 —2¢%+H1 cos % + ¢irt2

As egualdades

1+¢
1+ 2¢"cos s + ¢

=[+ﬁ‘:fmqﬂ(1 +¥P(—1}Pc05pz),

1~ qﬂ ot w0 \ m
—————m = nd v (1 \m1d AT
1—2¢"cos z+¢ l+¥,( mgrn+ En( f)mH e ( 1)++ cospe 5,

que facilmente se demonstram empregando o processo de divisdo,
permittem-nos dar fquellas funcedes os seguintes desenvolvi-
mentos
ki3
Bkio caur LET

gﬂlﬂl'ﬂ'

a0 % X =T
+|_ + ¥ mn( { + _] B oS \t
Q EF C032 Kf Ellq'l | 1 1mq1 ( 21'?'( J*Co8 ;K! ) I\
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EnGﬂtv’EsinE
snx ﬂKf" lil-!-a? gm(2n1) l+§ y.::z:)
e e W }-n e b ¥ COS >

"o o W W Y

2700,V gcos —

=08, geos g

N

K v

-] . + e g
Zng® [! + 2 (— 1) gt + 3 (— 1 mH it 1) 3, (— 4)e-H cos FT“J
1 & 1 " .

A funcglo dnz ainda ¢ susceptivel d'outro desenvolvimento
que ndo vem complicado com imaginarios, como o desenvolvi-
mento precedente; porque

9 !"ﬂa'r,? _:;K_.':r""m'j 5, "
Kty ® o iK))
ngﬂexf Lk l
r&“t e aE! ‘Il"
2K it o
“Kow ¢ 24 =z’
. 1+ g P ek
€ como
i S m +1)n
= e emz
1 + q&n 8‘ 12’“{ l:] q{‘m
serd
,‘ar b {?Il.-i—l]:.‘t
dng om0 I (— ) gOmt e 13K

Kon/

A A AR B
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SUR LA TRANSFORMATION ISOGONAL DE W. ROBERTS

PAR

M. M. p'0OcaGNE

La transformation isogonale de W. Roberts consiste, comme
on sait, & faire correspondre au point M dont les coordonnés
polaires sont ¢ et w, le point M, dont les coordonnés py et wy
sont données par

Fm=k9m¢ Wy =M,

ou, en d'autres termes, au point dont I'affixe est z celui dont
I'affixe est kz™.

Dans un petit Mémoire consacré a cette transformation (=),
J'ai démontré que si n est la normale polaire au point M (c’est-
i~dire la portion de la normale & la courbe que déerit le point
M, comprise entre ce point et la perpendiculaire élevée par le
pole O & OM) r le rayon de courbure correspondant, ny, et ry
les mémes ¢léments pour le point My, on a

(1) o . WS
fa .-

Je vais ici faire connaitre une interprétation géométrique de
cette formule qui permet de déduire trés aisément du centre de
courbure en un point d'une courbe le centre de courbure au
point correspondant de sa transformée.

S e,

(%) Jornal de Sciencias Mathematicas, 1885,
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Remarquons d’abord que la formule (1) peut s'écrire

L ] n—r Fm

=,
r Ny — Ty

ou, en appelant C et Cy, les centres de courbure répondant aux
points M et M,
CN C.M,

CM " C.N.

Des points C et Cy, abaissons sur OM et sur OMy, les perpen-
diculaires CD et Cy,Dy. Nous avons

DO DM,
3) DM Do "

Soit H le point ou la droite DDy, coupe MM,,. Le théoréme
des transversales, appliqué au triangle OMM,,, donne

DO . DM, . l_lM

DM . D,0. 1M,

ou en tenant compte de (2),

HM 1
HM, m’

Telle est la-relation géométrique que nous voulions obtenir.
Elle donne lieu & I'énoncé suivant:

La droite qui joint les projections des centres de courbure C ¢
Cn respectivement sur les vecteurs OM et OM,, divise la droite MMn,
au point H, dans un rapport constand. Les distances du point H
a@ M et @ My, sont proportionnelles a 1 et @ m.

En particulier, pour m=— 1, auquel cas les courbes (M) el
(M) sont (a la symétrie prés par rapport i O) inverses l'une
de l'autre, le point H est le milieu de MMy,
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NOVA DEMONSTRACAO DE UMA FORMULA DE KIRCHKOFF (*)

(Extracto de uma carta dirigida a A. Gulzmer)

roR

M. LErcH

. A formula de Kirchkoff que se refere & serie (=)

o y"
R =3 :
(=, y. 2) % Mg

da qual deu ha pouco uma demonstragio, (»#%) fundada na
serie de Heine, pode ser deduzida da maneira seguinte:

Tomando na serie anterior os valores absolutos de z, y e =
menores do que a unidade, vem evidentemente

R(x,y,5)=3aPy*z8 (¢,£=0,1,2,...)

Divida-se agora os termos d’esta serie absolutamente conver-
gente em dois grupos, o primeiro comprehendendo aquelles em
que a= B, e o segundo aquelles em que «<f. No primeiro
pode-se portanto por a<p+v, B=p, e no segundo a=p,
f=p+v+1, onde » e v representam quantidades quaesquer
ndio negativas. Temos

R (z,y, 5) = 3k y*-+v s+
+ 3ty H1ye e+

s PP e e

(#) O artigo que segue é traduzido do velume do Zeitschrift fiir Mathe-
matik und Physik (Dresde) correspondente a 1888. (G. T.)

(#%) Sitzungsberichie der Kimigl. Academie d. Wissenschaften zu Berlin,
1885, pag. 1007-1013.

(#%x) Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas publicado pelo
Dr. F. Gomes Teixeira, vol. vin, pag. 81-88.
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@ a:!‘y!‘-z!" ® aj‘—f“yi-‘z!‘*(l"f'ﬂ

R':-T.!:'s 5) npi{} i—yZJ"" I‘:!ﬂ { —az»

d'onde se tira finalmente a formula de Kirchkoff:

@ zip L
LY, 5)= 3 I
Ry 8=2 (—am) Ty T

que queriamos deduzir ().

Praga, 15 de maio de 1888.

A P i o R =

(#) O methodo empregado é tirado de uma carta do sr. Hermile ao
sr. Fuchs (Sur les valeurs asymplotiques de qwfrms fonctions numériques ;
Journal fiir die reine und augewandle Mathematik, 1. 99). (M. L.)
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SOBRE 0 INTEGRAL f.. et (z —a) dz

POR

F. Gomes TEIXEIRA

0 1nlu-ral‘} cr:-! & —a)dx tem uma importancia consideravel

na theoria da integraclio das funcgdes racionaes de senx e cosa,
como fez vér o sr. Hermite no seu Cours d" Analyse (pag. 342 e
seguintes), onde determinou este integral por um methodo enge-
nhoso, ¢ em seguida n'um artigo publicado no tom. n d'este
jornal, onde o determinou por um methodo mais elementar. Aqui
vamos apresentar um meio tambem elementar para obter o
mesmo integral, fazendo-o depender do integral

r* [ (x) de
Jo 1+ |f(=)*

Seja a=a+ bi, o que da

jcul (z —a—bi)= f“’s (x—a—bi)dx

J sen(x—a—bi)

~¢os (x— a) cos ib+ sen [:r a) sen ibd.-
* I sen’ [— & — a) cos ib— cos (¢ — a) sen bi
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o, POI" ser
e—b + eb

=

cos ih =

e=b— b

sen ib = :
]

(e + &) cos (w—a) —i (e~ — ) sen (—
Jcm -9 J(P—f’+e’ sen (z—a)+ i (e~ —e?) cos (x— a)

Multipliquemos agora o numerador e denominador da ultima
fracglio por

(et +et) sen (. — a) — i (e—? — ) cos (z — a),
o que da

= 5 off 2sen (z —a)dr
Jcot(x—u)dl?—]e_%_f_e&b_mgﬂ(x—a}

.

—% 3
i (% —e¥) dz
(et + et 2sen® (@ — a) + (e —eb)? cos? (x—a)

SRt 3
| log [e=2 + ¢ — 2c0s 2 (2 —a)]

(£ P (e 9

cos? (x — a)

ﬁe_b )2+ (e + ¢)* tang? (2 — a)

1 i
== log [e=% + 2 — 208 2 (z— a]

> b4 b
] lnng (2 — a)—l

a—b—

T T L
i+ [t;: tang (2 — a‘:l
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Mas por ser
W42,
a funcciio
log [e—2 + 2 — 2 cos 2 (z — a)]

tem um ramo real com valores iguaes no ponto x=0 ¢ z="7.
Logo teremos

213 v ~b4 g
' qf’e- —Pbtungfmuaj]

et

cot(z—a)dr=—1 e UL g
(2—2) =)

b I
0 by I+[é'_h+,;.l“"g {x—a}J

O integral que entra no segundo membro é da forma

= f'(z)dx
j(r i+ -Jr{.'t‘.}_?t-

€ Yamos por isso nppli('ur-lhﬂ o theorema

i ,“; I:T] rfx r ; IIl \ ll' 3\
‘“ i_—i-_'_f{:ui-t]{iz Arctang [ (=) — Arc lang f(0) 4 (n —m) =,

onde n representa o numero de vezes em que a funccio f(x)
passa pelo infinito indo do positivo para o negativo, e m o numero
de vezes que f(a) passa pelo infinito indo do negativo para o
positive. Pondo

f(@) = _——;tang (z—a),

e notando: 1.° que, quamls— a varia desde 0 até =, tang {I-—a)
passa uma s6 vez pelo infinito indo do positivo para o negativo;
2° que a fracglio

et

e
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& positiva on negativa segundo b é menor ou maior do que zero,
conclue-se que [(x) passa uma s6 vez pelo infinito, indo de posi-
tiva para negativa quando b<0, e de negativa para positiva
quando ¢ &> 0.

y 4 i .
sl g J cot (@ —a)dr=ir
0

quando 6> 0, e

f'cot (g—2)dz=—ix
0
quando b < 0.

i A s A
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BIBLIOGRAPHIA

Annaes do Observatorio Astronomico do Rio de Janeiro, t. 11, 1888.

0 assumpto do tomo 1 dos Annaes do Observatorio Astrono-
mico do Rio de Janeiro & a passagem de Venus que teve logar
em 6 de dezembro de 1882. Sabe-se que entre os methodos
empregados para determinar a distancia da Terra ao Sol nenhum
ha que possa competir com o methodo fundado nas observagdes
das passagens de Venus pelo disco selar. Desde que este methodo
foi apresentado por Halley em 1677, quatro foram as passagens
que tiveram logar, e durante todas ellas se fizeram as observagdes
necessarias para deduzir aquelle elemento fundamental da Astro-
nomia.

Entre os paizes que mandaram expedi¢des observar a passa-
gem de 1882 occupa logar importante o Brasil, que mandou tres
expedigdes observar este phenomeno, estabelecendo-se uma na
ilha de S. Thomaz (Antilhas), outra em Puenta Arenas, no estreito
de Magalhaes, outra em Pernambuco,

O tomo m dos Annaes do Observatorio contém os relatorios
d’estas missdes, escriptos em lingua portugueza e franceza.

O primeiro Relatorio ¢ da missio de S. Thomaz e foi escripto
pelo sr. Bardo de Teffé, chefe da expedigiio, director dos traba-
lhos hydrographicos do Brasil. Segue-se o Relatorio da commis-
sdio de Pernambuco, cujo chefe fo1 o sr. J. de Oliveira Lacaille,
astronomo do Observatorio do Rio de Janeiro. Finalmente vem
o Relatorio do sr. Cruls, o illustre director do Observatorio do
Rio de Janeiro, que dirigiu a commissio de Puenta Arenas.

O methodo empregado .pelos astronomos brazileiros para de-
terminar a parallaxe solar foi o methodo dos contactos obtidos
por projecciio, e o methodo fundado na medida da distancia dos
centros do Sol e de Venus obtida por um processo devido ao
antigo director do Observatorio sr. E. Liais. Cada Relatorio traz
as observacdes que n'este sentido se fizeram e as observagdes
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astronomicas e metereologicas que se fizeram para determinar
outros elementos necessarios para a resolugdo do problema pro-
posto, taes como determinaclo das coordenadas do logar, estudo
da marcha dos chronometros, ete.

Além d'isso o Relatorio do sr. Bardo de Teffé contém informa-
cdes interessantes relativas ao paiz em que teve logar a observa-
¢lio, 4 viagem effectuada para 14 chegar, ete.; e o Relatorio do
sr. Cruls é acompanhado por umas interessantes Notas de viagem
em que o sr. L. F. de Saldanha da Gama descreve as regides
visinhas do Estreito de Magalhaes,

O volume publicado pelo Observatorio astronomico do Rio de
Janeiro a respeito da ultima passagem de Venus dé a maior
honra a este importante estabelecimento, ¢ & de patureza a oc-
cupar um logar dos mais distinctos entre as publicacdes relativas
a este phenomeno.

Terminaremos por dizer que a edigdo é primorosa e mostra
quanto no Brasil estd adiantada a arte typographica.

G. de Longchamps. — Algébre, 2.° edition. — Paris, {889.
Supplément. — Paris, 1890.

Na pag. 109 do t. vinx d’este Jornal publicimos ja uma noti-
cia sobre a primeira edicho da Algebra de sr. Lengchamps. A
respeito da nova edigdo d’este livro excellente s6 temos hoje a
dizer que o auctor fez n'elle algumas modificagdes para o tornar
conforme aos programmas para a admissio na Escola Polyte-
chnica de Paris, e o aperfeicoou em alguns pontos. Assim a nova
edigho contém, além das doutrinas que entravam ma primeira,
uma theoria da convergencia das series, nogdes sobre os infinita-
mente pequenos e sobre as differenciaes, alguns principios de
caleulo integral, o theorema de Maclaurin para o desenvolvimento
das funcgdes em serie € sua applicagdo as funcgdes (1 + )™ &,
sen, cosa, log (1 + ), os primeiros principios do caleulo das
differengas, ete. Cada capitulo da obra é seguido por uma lista
de exercicios muito bem escolhidos.

Do Supplemento foi tambem ji dada uma neticia rapida na
pag. 111 do t. vin d’este jornal. A nova edi¢iio contém, como
a antiga, a theoria da convergencia das series, os principios da
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Analyse infinitesimal, a theoria das differencas, ete. Na nova edi-
¢do desenvolveu porém mais o auctor a parte relativa &4 Geome-
tria infinitesimal, e introduziu tres novas liges, uma relativa fs
coordenadas trilineares, outra relativa as coordenadas tangenciaes
¢ uma terceira relativa & interseccio das curvas do 2.° grée.

G. de Longchamps. — Les fonctions pseudo et hyper-Bernoullim-
nes ete. (Mémoires couronnés de I Académie R. de Belgique,
t. Lu).

Principia o auctor a sua bella memoria pelo estudo da lei de
recorrencia

A,.q:(n}=ﬁ| A1+ AsA,_qt...+ A"_.l Ay

(Ay, Ag, etc. representando uma serie composta de um numero
infinito de numeros ¢ ¢ (n) uma funcgdo dada de n), e por fazer
vér que, por meio d’esta relacdo, se pode exprimir a lei de re-
correncia d'algumas series importantes, taes como as series que
representam os desenvolvimentos de %, senz, cosz, elc.

Em seguida estuda o auctor o caso em que g (n) representa a
funcglio an + b, a e b representando numeros constantes, N'este
caso a relacho anteriormente considerada representa a lei de re-
correncia dos desenvolvimentos em serie de tang x, The, @ colz,
etc., e de um integral particular da equagiio de Riccati:

y + Ayt =Ba™.
Este ultimo resultado ¢ principalmente importante, porque 6

se conhecia até aqui o integral d’esta equagdo debaixo da férma
de quociente de dois integraes definidos ou de duas series.

G. Peano. — I principii di Geometria logicamente esposti. —
Torino, 1889.

Nas primeiras linhas do prefacio do seu importante opusculo
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.

expde o auctor claramente qual o objecto que tem em vista. Diz
com effeito, o sr. Peano:

«Quaes sdo as entidades geometricas que se podem definir, ¢
quaes as que se devem acceitar sem definigdo? E entre as pro-
priedades, experimentalmente verdadeiras, quaes é necessario
acceitar sem demonstracglio e quaes se podem deduzir como con-
sequencia.

«A analyse d’estas questdes, pertencentes ao mesmo tempo
Logica e a Geometria, sdo o objecto d'este livro.»

A questio de que se occupa o illustre geometra de Turim é
a mais diflicil de todas as questoes de geometria e tem sido obje-
cto de trabalhos importantes.

Como no opusculo de que se deu noticia na pag. 54, os ter-
mos, pertencentes 4 Logica e 4 Geomelria, para o enunciado das
proposi¢des slio substituidos por signaes, o que permitte enun-
ciar estas proposicdes de um modo rigoroso e que nio di
logar a ambiguidades. No principio do livro vem uma lista d'estes
signaes.

O primeiro paragrapho do opusculo contém os signaes das en-
tidades geometricas que se ndo podem definir.

O paragrapho segundo contém todas as definicdes de que se
faz uso.

Os paragraphos seguintes contém 16 axiomas e os theoremas
que dependem d’estes axiomas. Cada axioma ¢ immediatamente
seguido dos theoremas que dependem d’elle e dos anteriores.

Termina o livro uma serie de notas muito interessantes con-
tendo explicagdes relativas ao assumpto principal.

G. W. Johnson. — Trazade de curvas dadas em coordenadas car-
tesianas (tradusido do inglez para hespanhol por V. Balbin).
— Buenos Ayres, 1889.

O principal objecto d’este livro é a determinaglo da forma das
curvas quando sio dadas as suas equacdes em coordenadas car-
tesianas. O auctor, para tornar o seu livro accessivel a maior
numero de leitores, emprega sémente methodos algebricos. A im-
portancia do assumpto, a clareza com que esth escripto, e a boa
escolba das doutrinas levaram o sr. V. Balbin a traduzil-os em
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lingua hespanhola para servir de texto aos alumnos da cadeira
de Calculo graphico na Universidade de Buenos Ayres.

J. A. Serrasqueiro. — Tratado de Algebra Elementar. — Coimbra,
1890,

Veja-se o que se disse na pag. 46 do t. vin e na pag. 122
do t. v a respeito d'esta obra.

6. Lalbaleitrier. — Trigonometrie rectiligne suivie des principes de
la nouvelle Géometrie du triangle. — Paris, 1889 (lithogra-
phado).

Consta esta obra de duas partes. A primeira contém a Trigo-
nometria rectilinea. N'esta parte expde o auctor as doutrinas que
se encontram habitualmente nos livros que se occupam d'este
ramo da Geometria.

Na segunda parte vem uma exposicio clara e bastante com-
pleta dos principios da nova geometria do triangnlo. E a parte
verdadeiramente interessante do livro de que estamos dando no-
ticia, e que merece ser lida por aquelles que querem ter conhe-
cimento das bellas questdes pertencentes a este ramo moderno
de geometria.

Termina o livro por uma colleccdo de exercicios relativos a
todos os assumptos de que o auctor se occupa tanto na primeira
como na segunda parte.

B. J. Clasen. — Sur une nouvelle méthode de résolution des équations
linéaires et sur Papplication de cette méthode au calcul des déter-
minanis. — Paris, 1889.

Para fazer conhecer o methodo a que se refere o opusculo de




-

122 JORNAL DE SCIENCIAS

que queremos dar noticia, appliquemol-o ae caso de tres equagdes
a tres ncognias

axztby+tecz=d
det+ly+ds=d
0"z + b'y + ¢'s —d".

Por meio d'estas equagdes [orma o sr. Clasen duas novas
equagdes taes que numa d’ellas ndo entre x e na outra nio entre
y, € laes que e y tenham o mesmo coefliciente.

Estas novas equagdes sio

(ab' — ba!)z + (cb' — be') 5 + bd! — db/ = 0
(b —ba')y + (ac' — ca’)z + da’' — ad' = 0.

Depois o auctor multiplica a primeira d’estas equagdes por
—a", a segunda por —b" e somma. os resultados com a terceira
das equagdes propostas para ter a equacho que da 3.

Como se vé& o methodo tem analogin com o methodo de re-
dugdio a0 mesmo cosfficiente, do qual differe todavia em alguns
pontos essenciaos.

No seu interessante opusculo o sr. Clasen expde com toda a
generalidade o movo methodo e faz vér quaes siio as suas van-
tagens. Mostra, com effeito, que, ao contrario do que acontece
com os outros methodos, o novo methodo indica e faz desap-
parecer os factores communs que se introduzem durante o cal-
culo; que o numero das operagdes a executar é menor; final-
mente que faz conhecer, logo que entram em caleulo, as equacdes
incompatives com as usadas anteriormente.

Inauguration de la nouvelle Sorbonne. — Paris, 1889.

Contém este opusculo os discursos pronunciados pelos srs.
Gréard, Hermite, Chautemps e Fallidres no dia 5 de agosio de
1889, pela occasidio da inauguracdo da nova Sorbonne.

No seu magnifico discurso o se. Hermite traca a historia bri-
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lhante do ensino das mathematicas meste estabelecimento de
instrucgdo.

Foi em 1809 que as mathematicas tomaram logar entre os
assumptos ensinados na Sorbonne, e desde entdo até hoje foram
elles ensinados por homens eminentes como Lacroix, Poisson,
Biot, Francoeur, Hachette, Sturm, Poncelet, Delaunay, Le Verrier,
Lamé, Liouville, Serret, Duhamel, Chasles, Cauchy, Puiseux,
Briot, Bouquet e outros que actualmente ainda continuam a obra
de tao grandes mestres.

0 sr. Hermite refere-se a todos estes geometras mostrando o
papel que cada um d’elles representou nas sciencias mathematicas
¢ physicas, e quaes os principaes trabalbos e descobertas com
que concorreram para o progresso d'estas sciencias.

M. Lerch. — Introduction & une théorie élémentaire des intégrales
elliptiques (Annales scientifiques de I Eeole Normale Supérieure,
3.% série, t. v1, 1889,

Deve-se ao sr. Hermite o ter mostrado pela primeira vez o
papel importante que representam certas linhas em que uma
expressdo analytica se torna discontinua (coupures) no estudo
das funcgdes definidas por integraes imaginarios. Approveitando
esta doutrina, o sr. Lerch expde os principios da theoria das
funcgdes ellipticas sem a consideracdo dos integraes curvilineos.
Parte para isso o auctor do integral

"1 adt
‘ oV I=z(1— A7)

onde x representa uma variavel real ou imaginaria, e mostra
que este integral define uma funcgiio analytica de z com quatro
pontos criticos.

Em seguida estuda o auctor a influencia do caminho seguido
pela variavel  sobre o valor da funcglio precedente para mostrar
que a funccho & duplamente periodica.

Estndado o integral precedente, passa o sr. Lerch ao estudo
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da funcgdo inversa da funccdo definida por este integral estu-
dando para isso, como Briot e Bouquet, a equagdo differencial

j—:“ V{1 —2%) (1 =2 aY).

Deve-se observar que em todo o seu bello trabalho o illustre
geometra de Praga ndo emprega outras consideragdes que as que
sdo relativas aos integraes das funcgdes imaginarias de variaveis
reaes e &s series, e que o novo methodo de tractar dos funda-
mentos da theoria das funcgdes ellipticas tém uma superioridade
consideravel, sob o ponto de vista da clareza, sobre o methodo
fundado na consideragdio dos integraes curvilineos.

M. Lerch. — Sur certains développements en séries trigonome-
triques.

O principal objecto d’esta memoria é o desenvolvimento em
serie trigonometrica da funcgio definida pela serie

- 1

2 "—1)
s [(z—m)2+ u}ix

qllﬁ conlém como caso ']('Il'li{'.llll'll' uma outra serie anteriormente

estudada pelo sr. Appell.

P. Appell. — Sur les invariants de quelques équations différen-
tielles (Journal des Mathematiques, & série, t, v).

Nesta impur!nnln memoria occupa-se o eminente geomelra
francez do estudo dos invariantes e dos casos de integrabilidade:
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1.* das equagdes differenciaes da [6rma

apt+agy+ ... tagy"
bﬂ+b|y+...+bpyp

(p<n)

que conservam a mesma [6rma quando se toma uma nova variavel
dependente n e uma nova variavel independente £ ligadas com x
e y pelas relagdes

-

d
y=1u(@)+o(@), = =n(@);

2. das equagdes differenciaes homogeneas relativamente a y e
suas derivadas que conservam a mesma f6rma quando se faz

.
-

y=mu(@), 7> =n(a).

J. Ptaszyclki. — Sur la réduction de certaines intégrales abéliennes
a la forme normale (Mathematische Annalen, t. xxxii).

N'esta Nota importante estende o sr. Ptaszycki aos integraes

que dependem de uma raiz qualquer de um polynomio inteiro um

theorema demonstrado pelo sr. Hermite para o caso dos inte-

graes hyperellipticos, segundo o qual a reduc¢do d’estes integraes

ﬁ forma normal péde ser effectuada por meio de operagdes alge-
ricas.

J. Ptaszycki. — Sur Uintégration algébrique des différentielles algé=
briques (Acta Mathematica, t. x1).

N'este artigo appresenta o illustre geometra russo um theo-
fema importante que lhe permitte resolver de um modo novo o
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problema que consiste em exprimir o integral ﬁ dz (y estando

ligado a x por uma equagio algebrica) por meio de uma funcgio
algebrica de @, ou a mostrar que este integral niio é algebrico.

S. Pincherle. — Alcuni teoremi sulle frazioni continue (Rendiconti
delle R. Accademia dei Lincei, 1889).

O auctor appresenta algums criterios importantes para decidir
da convergencia de algumas fracgdes continuas.

(zino Loria. — Rassegna di alouni scritti sui poligoni di Poncelet
(Bibliotheca Mathematica de . Enestram, 1889).

G. Enestrom, — Meddelande om Svedenborgs matematiska arbeten
(Ofversigt af K. Vetenskaps Akademiens Férhandlingar, 1889).
Bidrag till de matematiska studiernas historia i Sverige une
der femtonhundratalet (Stem),

Eduard Weyr.— O theorii forem. bilinearnych. — Prase, 1889.

Notice sur les travauz scientifiques et littéraires de Aristide Marre.
— Rome, 15889.

G. B. Guccia. — Su una proprieti delle superficie algebriche
dotate di singolarité qualunque (Rendiconti della R. Accademia
dei Lyncei, 1889.
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Sulla intersezione di tre superficie algebriche in un punto
singolare, etc. (ltem).

——— Nuovi teoremi sulle superficie algebriche dotate di singola-
rita qualunque. (ltem).

Sopra un recente lavoro concernente la reduzione dei sistemi

lineari di curve algebriche piane ( Rendiconti del Circolo Matema-

tico di Palermo, t. 111).

Sulla singularita composte delle curve algebriche piane. (ltem).

P. S. Schoute. — Sur un théoréme relatif @ [I'hessienne d'une
forme binaire (Rendiconti del Circolo mathematico di Palermo,
t. ).

(G. Humbert.— Théorémes concernant une classe de surfaces algé-
briques (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. nn).

H. G. Zeuthen. — Note sur les huit points d'intersection de trois
surfaces du seconde ordre (Acta Mathematica, t. xu).

E. de Longchamps. — Sur les égalités a deux degrés (Journal des
Mathématiques élémentaires, 1889).
Sur le cercle de Joachimstal (Mathesis, t. xiu).

F. Engel. — Zur invariantentheorie der Systeme von Pfaffs’schen
Gleichungen (Berichten der Konigl. Sichs Gresellschaft der Wis-
senschaften, 1889).

M. Lerch, — Sur un théoréme fondamental dans la théorie des
quations differentielles (Comptes rendus des séances de la Societé
royale des Sciences de Bohéme, 1889).




128 JORNAL DE SCIENCIAS

S. Pincherle.— Di un’estensione dell’algoritmo delle frazione con-
tinua (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie 2.%, vol. xxn).

C. Pels. — Herr Kiipper und der Pohlke’ sche Beweis der Satres
von Pohlke, Graz, 1889,

E. Cesaro. — Contribution a la théorie des limites (Bulletin des
Sciences Mathématiques, t. xmn).

L. Burmester. — Kinematische Untersuchung der Mechanismen mit
Bandirieb ( Civil-ingenieur, t. XxXV).
G, T.
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DUAS FORMULAS DE ANALYSE

POR

Josg Bruno pE CABEDO

{Professor na Universidade de Coimbra)

Sejam F (), Fy (z) expressdes finitas e delerminadas, e [’ (z),
[1(3) Tuncgdes que gozam da mesma propriedade no intervallo
de z a z+h.

Se, além d'isto, a equagdo Fy(x) + hf7y(3) =0 ndo tem raiz
alguma dentro do intervallo considerado, ter-se-ha

F(z)+/[(@+h)—[(z) Fz)+hf (@+0bh)
Fi(@)+file+h)—[i(z) Fylx)+hf(@+0oh)

designando por & uma quantidade comprehendida entre zero e a
unidade.

Com effeito, fazendo

F (z)+ f(z+ k) — [ () =
Fy(a)+fi (@+h) —f; (z) :

a consideragio da funcgdo

$(8)=F () +f(s+h)—flz)— A [Fy (@) + i (s+h) — f; (3)]
=F(x)—AFy(2) +[(z +h)—Afi (s +h)—[(5)+ Afi (3)

=F (@) — A Fy (2)+h[f s+ 0h)— A [y (s + 0k)]
9
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da, pondo z=2x e notando que é { (x) =0,

F (@) +h[ (@+bh)

"~ Fy(@)+h [ (z+oh)

A proposigio correspondente no calculo integral enuncia-se da
maneira seguinte:

Sejam F (z), Fy () expressdes finitas e determinadas e f(s),
f1 () Tuncgdes que gozam da mesma propriedade no intervallo de
zax+h

Se, além d'isto, a equagio Fy(z)+hfi(z)=0 nio tem raiz
alguma dentro do intervallo considerado, ter-se-ha

- V_H Ay
l" (ﬂ:) +.J; f(.z_l dz _1' _f} af I'ij('r-f :{;P}i l:l:]
"z+-h ] e
x)_{_j.t '(I(z}d; Pi(‘z +hf1{»"ﬂ+ h

]

designando por § uma quantidade comprehendida entre zero e a
unidade.

Para dar uma applicagio da formula que acabamos de dedu-
zir, consideremos as equacdes

[ (@) =[(ao) + (& — ) [ (o) + . ...

(‘z 'Tﬂxn_l s 1 bl n—1 () ¢
A1) _f w’““m—!)!tln.{xmr) 15 (f) dt
. (2
(_{!) {5."1] +l\..t-'—:l’u.) l"”.i!"u. e
+(—-_’E;j“i':,_11~m— (arq) 4 J rz_fm—I Fo (1) d:
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das quaes se tira

(z — xp)!

o | [* (o)

—
O
!
=
g
|
!

]"{I}—F{.Tg:]— 5 L!— .A[:U]
r—ag)HH H (g0) + (z—ap)m—1 Fes ~r - ;
(1) iR, ._l:n_i.hi_r (%) (n IJ!J,U o
= Em— i M7 e
CN R . 3\ S A _(m—1Fm () dt
(k+1)! o, (m—1)! e (m—i;lt.’,;“r'x ‘) )
ou
JLL [:x—;r:;,) ’
f@)~ flao)— ... - =2 g
r --Ié._m |_‘ =
Flo)—Fm)— .. - E2 0 )
-t (z—ag)—1 -
o)t 2 rw+{ A )
_-"Ll M ; [.-_. ‘fm—i Wigh \m i
T R GO e el PR {":" (1= 1Pz +o(z—ay)]

Verificadas as tnlli]ll,ﬁi“i- que permittem fazer uso das equa-
ches (1), (2), acha-se assim demonstrada a notavel formula des-
coberta pelo illustre redactor d'este jornal (#)-

%) Nowuvelles Annales de Mathématiques, 3. serie, lomo v.
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SOBRE AS FUNCGOES ELLIPTICAS

POR

JosE PEDrO TEIXEIRA

As funcgdes duplamente periodicas ordinarias

= % ¥, cosec -E— (2 — 2z~ 2niK’)

" .
onde q—e K , q1=e % considerando z como variavel, tém,

no interior do pm.1l|ulo"rammm dos periodos, a primeira os in-
finitos z, x + K, e a segunda x, #+ iK', aos quaes correspon-
dem, n'uma e n'outra, os residuos — 1, + 1.

Seja F (z) uma l'unu:.‘m duplamente periodica, e tomem-se 03
productos F ()4 (x,3), F(z)¢(x,z) que tém evidentemente 2
mesma propriedade.
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Suppondo que sdo By, 23, ..., B o0s infinitos de F (3), no in-
terior do parallelogrammo acima considerado, e py, pa, « .+ +y Pm
seus graus de multiplicidade, o theorema de Liouville, applicado
bquelles productes, dé immediatamente

mopi A ’
3. Fl@)—Fla+K)=3%3 —odys— g (@ 3))

11—
. 2 m p 1‘[.]'”‘:'
# ... F(z)—F(z+iK)=3;3;— — dgi—1 § (=, 8;).
: 11 (g—1)!

As propriedades indicadas pelas equacdes que acabamos de
achar pertencem a todas as funcgdes duplamente periodicas de
primeira especie.

Em particular, se F (z) satisfizer a

......... F (z+K) =—F (),

------ I"-[,r = — - = d'g—f |'_r. \l:
) 2%)%‘3(3_]:! B P BJJ
:: ............ F(I+iﬁf:l=_F[.rJ|

- fmp AL
..... I' (I) = '2— ?J- ?9’ l:.g _j ‘-i—' {fﬁy'—.l L] (x- B})!
Flz+K)= l
xr —_F—-I‘:II
lllllllllll . r i
F (z+ 1K) iR
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as equagdes (3) e (4) dao

(10).... Flz)=— %;‘ 2, tﬁ d:;_,g_"l Lo (2 25) 1 4 (2 )
)!

Encontram-se muitas func¢des duplamente periodicas perten-
centes s tres classes caracterisadas pelas equagdes (5], (7) e (9),
as quaes poderdo, conseguintemente, ser desenvolvidas em series
trigonometricas de senos e cosenos, ou em series de exponenciaes
pelas formulas que apresentamos.

Tomemos para exemplos as tres funcgdes

d
) ekt 1T R )

’
Shr cne i enx dnx snx dnx

Estas func¢des satisfazem respectivamente is equagdes (5], (7)
e (9). A primeira tem os infinitos o, K, aos quaes correspondem

: kb6 kby! il S o
0s residuos —’. L —-!,J—; a segunda tem os infinitos K, K + iK'

mn n

. ﬂ L - - . aqr/
e 08 residuos — k::lf-. ::;11; a terceira tem os infinitos o, K +iK

: R \
e os residuos ;:'n' y — ﬁ: — (#). As formulas (6), (8) e (10) dao

. kiglm I i 1
F{zj=§-“' K 3 NE T — — Zn " =~
13 e K (x—2niK’) sen _l: (a—K—2niK)
kbyb= |
iN...... Flx)= -
( ) (.‘B) n 'ﬂ'rl{ E"‘

sen ;—(::—QIIEK')

A

(#) & é o modulo; k' 0 modulo complementar ; e 8,n representam © (o), H (0)
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= (r—K) (z—K—iK/
TRAE] [ g 2 K g qteueﬂ.fx i J_“:l

2w i

oK —K—iK/
ﬁ'l’“f"’{z i ‘J':"“r"’“{z i
g
K’ o 3041
------- Fo (o) iis¥y 0 P
: Kgn'K i irg

e P_x"'qIE{nH,

( | J
+
. '-' g i

n ™
sen (x—2niK") sen K |z—(2n+1)iK']

®I "I

e ¥ K g, 20 T g 01
. Myiwm : e" (g 5 e 1
Yo [z*‘"i;é“i+2“"" 'i'""‘]*

byn' K 2 2z
el gyla 1 el ginit_{
0x | nl= quf'
(13).. F =._“£_._~. Y s e
kol e e e MR ) (R
senﬁ(:r—mli} 1 —eK gy

Empregando as operacdes conhecidas, facilmente de (11) de-
duziriamos

kb
F(z )__._"—:‘; o.en%+

. *® i oo m 2
+ fsenr 3, r.t’"l 1 +2mq‘""(l + 3, cos "m)]‘.
K i . 1 1 K
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As formulas (12) e (13) podem tambem escrever-se dos se-
guintes modos:
; (2m-}-1} =z
20 @
F )= — ___.._}_' zme K’ i {2"&-'—]](!1\1—*—”
1(x) Kon'K ", ] '

2uxz\ )

ﬂxm o m
+ &sen— 2, "ll+zm1!"‘“(|+2 cos
K 4 o e ¢

{_!lI—F—1] LF ]

1'-1&1: — =
s e s W K/ (2m4-1)n,
G K 2 Eme q
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APPLICACDES DE UMA FORMULA QUE DA AS DERIVADAS
DE ORDEM QUALQUER DAS FUNCCOES DE FUNCGOES

FOR

F. Gomes TEIXEIRA

Sejam dadas as funccoes

y=/(u), u=g(a).
A formula que vamos applicar é a seguinte:

Y 2uf ()8 < )
(1) YW =2 —— il
albl... (2% ... (nl)

onde o sommatorio se refere 4s solugdes inteiras positivas da
equacio

a+2b43c+ ... +nl=n,
e onde ¢

t=a+b4+...+1L

N'um artigo publicado no tom. vn (pag. 150) d’este jornal
mostrimos como se podiam deduzir d’esta formula algumas for-
mulas conhecidas de analyse, que ¢ costume obter por processos
dw_ﬁrsos. Aqui vamos junctar a estas applicacdes as duas se-
guintes,
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Formula de Waring

Seja
U=Apzm+ Ajz™ 1+ ...+ Ap_yz+An=0

uma equagdo dada e sejam &g, &g, + .., Ty as m raizes d'esta
equacio.
Por ser
U=Ag(z—z) (z—23) . .. (*— Zm)
temos

m
log U=log Ag+ 3 log (2 — xu),
1

e portanto, derivando esta egualdade n vezes relativamente a z,

dloglU .
—az T s 1 ey ']!;m-
o que da
; Lo eis {,_ _I}""" dlogU
1(@—x)® (n—=1)! do*

D’esta egualdade deduziu o sr. M. d'Ocagne, empregando uma
das expressdes conhecidas que dao a derivada de ordem n de uma
funccdo de funcgdo (#), uma formula que da a somma das poten-
cias semelhantes das raizes da equacio proposta em funcgio dos
coeflicientes da equagiio. Empregando para o mesmo fim a for-
mula (1) obtem-se a formula de Waring, como vamos ver.

Por ser

Um+l) =, Ulm+2 =0, elc.,

R

(#) Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas, lomo vii, pag. 133.
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a derivada de ordem n de log U ¢ dada pela formula

d*logU n! {E— 1)! L"—'" Ue...Um
3 (— 1)1, — ;
dxn ald!.. 112D ...( {m Iy

e porlanlo lemos

LAY S I et P L i e
s Gk LS e T (Y] B (1)

-

e, pondo & =0,

(i— 1)1 U~ Uye . . . Ugm!
aldl...ll@2)0...(m!y "

1 .
et i B —
2%.. ni(—1y

Temos porém
l?l] - ﬁlm. Uu’ = ﬂm_.h Uu” =9/ e'l.m_g.

Uy =3I Ap3 ooy o\ u= m! Ap.
Logo

i (= 1) Aw— A%y . . . Ay
—— e e "
xxm" =33 albl.. Il

Applicando agora esta formula & equacio
Apa™+ A|lrn—l-~'-r"'_1 + ... A| -+ A{pzﬂ*

CUJas raizes sio reupmcas das raizes da equagio prlmmramenl‘.e
considerada, temos a formula de Waring

g (— 1)1 A=At ... Al
2 et = dndi e
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onde a, b, ..., I sio as solugdes inteiras positivas da equagio

a+26+ ... 4+mi=n,
e onde &

i=a+b+ ...+

I

Desenvolvimento de sen n¢ segundo as potencias
de cos ¢

Consideremos a funcgio
y=arc lang .

Derivando-a uma vez vem
- i

yery +at

Derivando agora n— 1 vezes y' por meio da formula (1), onde
se deve por
y.__““'_.lv U= I +m2'
vem

il 1 @ P —1—i
Ny e et L (Q:!’M(' 3 Fadt.

onde o sommatorio se refere as solugdes inteiras e positivas da
equagio

a+2b=n—1,
e onde é
i=a+Db;
e portanto
ol i By
POV lrtl bl ot ) 8

> (2)r—1-28 (1 42—,
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ou

Y= (= )= (n— 1)1 X (— 1)F (“* : —3)

> (2z)1-28 (1 + £Y)P—,
onde o sommatorio se refere a todos os valores inteiros positivos
et | . n—
de 3 desde zero até ao maior inteiro contido em g sen é
n—1 1
par, e até » 8¢ m & impar.
Por outra parte, pondo
x=col ¢

lemos

do

— =—sen?g,

dx &
¢ portanto

! l L]
-——— =—gent g,
Y Tt co® v ’
y'=2sengcos g o 8 b sen 2¢ sen? g,
dx
d
y"" =—2sen g (cos g sen p + sen 2¢ cos ) d—?
x

=—2sen? gsen 3.
Continuando as derivagdes acha-se, por inducgdo, a lei seguinte:
yW =(—1)""1(n—1)!sen* ¢ sen ngp.
Para a demonstrar derivemos outra vez, o que da

Y= (—1)*1 (n—1)! n (sen"—! gcos psennp + sen" cosng) -d—xt

=(—1)"nlsen*t'gsen(n+1)g.
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Logo se a lei é verdadeira para a derivada de ordem n, tam-
bem ¢ verdadeira para a derivada de ordem n+ 1. Como se viu,
porém, directamente que ¢ verdadeira para as tres primuirils deri-
vadas, segue-se que ¢ geral.

Comparando agora as duas expressoes de y™, que vimos de
achar, temos a {',:.:uaidudu

n—1—§

" ) (2 cos g)—1—2P,

sennp=seng X (-—I}H(

que }]ﬂ'lt?ll{liilm(ls achar.
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CONGRESSO INTERNACIONAL DE BIBLIOGRAPHIA
DAS SCIENCIAS MATHEMATICAS

Nos dias 16, 17, 18 e 19 de julho de 1889 reuniu-se em
Paris um Congresso internacional de Bibliographia das sciencias
mathematicas, com o fim de discutir um projecto de publicacio
de um reportorio bibliographico d’estas sciencias. Uma commis-
sdo, presidida pelo sr. Poincaré, membro do Instituto, tinha ante-
cipadamente preparado o projecto de classificaciio a seguir no re-
portorio bibliographico. Este projecto foi discutido no Congresso
nos dias 16, 17 e 18; ¢ no dia 19 foram tomadas as resolugdes
seguintes:

Resolugdes votadas pelo Congresso

O Congresso internacional de Bibliogtaphia das sciencias mathe-
maticas, reunido em Paris a 19 de julho de 1889, Loma as re-
solugdes seguintes:

1." Convém publicar um repertorio bibliographico das scien-
cias mathematicas, destinado a poupar aos estudiosos longas e
penosas indagagdes. Este reperlorio deveri conter os titulos das
memorias relalivas 4s mathematicas puras e applicadas, publicadas
desde 1800 até 1889 inclusivamente, assim como dos trabalhos
relativos & historia das mathematicas desde 1600 até 1889 in-
clusivamente. Estes titulos serdo classificados nao pelos nomes dos
auctores, mas pela ordem logica das materias.

2.* Serao publicados successivamente supplementos a este re-
pertorio; o primeiro serh consagrado aos trabalhos publicades
desde 1889 exclusivamente até 1899 inclusivamente, e os sup-
plementos seguintes aos periodos de dez annos que se seguirdo.
Em cada supplemento, as omissoes descobertas no repertorio ou
10s supplementos precedentes serdo reparadas.

3.* Sao excluidas do repertorio as obras classicas que niio con=
liverem resultados originaes e destinadas aos alumnos dos di-
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versos estabelecimentos de instrucclio e aos candidatos aos diversos
exames. Serdio egualmente excluidas as memorias publicadas nas
collecgdes scientificas especialmente destinadas a estes candidatos,
Todavia, como diversas collecgdes scientificas apresentam um cara-
cter mixto e contéem, ao lado de numerosos exercicios que nio
podem ser uteis sendio aos estudantes, alguns trabalhos originaes,
estes ultimos trabalhos serdo mencionados no repertorio depois
de a escolha ter sido feita pela alministracdo d’estas collecgdes
e a commissio permanente instituida pela decima resolugdo ter
dado parecer f[avoravel,

4." Os trabalnos relativos &s mathemathicas applicadas ndo
deverdo ser mencionadas no repertorio, excepto quando elles in-
teressem os progressos das mathematicas puras, Os trabalhos rela-
tivos & astronomia, j& mencionados na Bibliographia de Houzeau
e Lancaster, sdo excluidos do repertorio.

5.* O Congresso adopta para o repertorio a classificagdo pro-
posta pela sua commissdo de organisagio, com as modificagdes
votadas nas sessdes de 17 e 18 de julho de 1889. Os diversos
titulos mencionados serdo repartidos em um certo numero de
classes, subdivididas em subclasses, divisies, seccdes e subseccies.
As classes serdo designadas por uma letra maiuscula: ellas po-
derdio ser subdivididas em subclasses designadas por uma letira
maiuscula affectada de um expoente. As classes ou subclasses
subdividem-se em divisdes designadas por um algarismo arabe,
e estas em seccdes designadas por uma lettra minuscula latina,
as quaes poderdo ainda ser divididas em subsecgdes representadas
por uma lettra minuscula grega. Assim, a subsec¢do a da secgio b,
fazendo parte da divisdo 3 da subclasse L', seré notada assim

[L'libu

6.% Os titulos dos trabalhos escriptos n'outras linguas que nio
sejam a allemd. a ingleza, a italiana, a hespanhola e a latina serdo
seguidos da sua traducciio franceza.

7." Attendendo a que poderd aconlecer que por uma razio
qualquer um sabio entenda dever adoptar um modo differente de
classificagdo, o Congresso faz votos para que este sabio empregue




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 145

uma nota¢do que nlo possa ser confundida com a deseripta na
quinta resoluclio, e evite em todo o caso o emprego do rectangulo
figurado acima.

8.* Attendendo a que o trabalho do repertorio levaré ainda
muitos annos, e que importa fornecer aos indagadores novos in-
strumentos no mais curto praso possivel, o Congresso faz votos
para que as diversas publicacdes periodicas consagradas 4s mathe-
maticas publiquem uma taboa geral das materias contidas nos
seus volumes, conformando-se com a cJassificagiio adoptada acima.
0 Congresso serd muito agradecido aos administradores d’estas
publicagbes se prestarem, quanto poderem, o seu concurso, para
esta classificagdio, 4 Commissdo permanente.

9.* Para facilitar o estabelecimento dos supplementos con-
sagrados aos trabalhos posteriores a 1889, o Congresso faz votos
para que cada auctor faga seguir o titulo da sua memoria da nota-
¢ho definida na quinta resolucio; que se o auctor deixou de o
fazer, os administradores das diversas publicagdes periodicas, ou,
quando estes o nio fizerem, os redactores das publicagdes analy-
licas que derem noticia d'estes trabalhos, queiram encarregar-se
d'este cuidado.

10. E instituida uma Commissio permanente para velar pela
execuco das resolugdes precedentes. Ella é composta dos mem-
bros francezes: srs. Poincaré, Désiré André, Humbert, d'Ocagne,
Charles Henry; e dos membros extrangeiros: srs. Catalan, Bierens
de Haan, Glaisher, Gomes Teixeira, Holst, Valentin, Emile Weyr,
Gueeia, Enestrom, Gram, Liguine, Stephanos. A séde da Com-
missio permanente é em Paris, onde deverdo residir o presidente
e o secretario. Se se derem vagaturas n'esta Commissio, deve
ella completar-se escolhendo novos membros; ella & egualmente
auclorisada a aggregar novos membros em numero qualquer. Esta
Commissio resolverd a respeito das addigdes & classificagdo ado-
plada que os progressos da sciencia poderdio tornar necessarios
¢ a respeito das difficuldades a que der origem a interpretagio das
resolucoes precedentes. No caso de, por uma razao quﬂlquer, lhe
parecer necessaria uma nova conlerencia entre os mathematicos
dos diversos paizes, a Commissio organisaré um novo Con-
gresso internacional, ou em Paris, ou n'outra qun!quer cidade da
Europa.

11." O Congresso faz volos para que tanto em Franca como
00 extrangeiro os diversos jornaes mathematicos déem a maior

10
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publicidade 4s precedentes resolugdes e és decisdes futuras da
Commissdio permanente.

Um resumo das actas do Congresso, contendo as resolugdes
precedentes e a classificaciio das questdes do dominio das scien-
cias mathematicas approvada pelo Congresso, vem de ser publi-
cado em um opusculo.
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BIBLIOGRAPHIA

G. de Longchamps.— Essai sur la Géometrie de la régle et de
U'équerre.— Paris, 1890.

O objecto que o auctor tem em vista n'esta obra & resolver,
usando s6 da régoa ou da régoa e do esquadro, muitos problemas
pertencentes & Geometria practica.

Comprehendo-se facilmente a vantagem que ha em estudar os
methodos de resolver certos problemas de Geometria por meio de
determinados instrumentos. Nas applicagdes d’esta sciencia tem,
com effeito, de se attender aos instrumentos de que se dispde
para esta resoluglio, visto que, em certas circumstancias materiaes,
se ¢ obrigado a resolver os problemas geometricos que appare-
cem usando s6 dos instrumentos de que se dispde ou que sio
applicaveis n’essas circumstancias.

A obra consta de duas partes. Na primeira o auctor apresenta
os principios theoricos de que tem necessidade. Na segunda tracta
da applicagdo d’estes principios a muilos problemas de agrimen-
sura e arte da guerra.

A primeira parte abre por uma introducgdo historica, em que
0 sr. Longchamps dé noticia dos trabalhos de Geometria, publi-
cados anteriormente, que téem relagdo com o assumpto de que
se occupa, referindo-se mais desenvolvidamente 4s Solutions peu
connues de différents problémes de géometrie pratique, de Servois,
livro que, como o auctor diz, mais se approxima do seu. Em se-
guida vem uma série de theoremas relativos 4 theoria das trans-
versaes, muitos dos quaes sdo objectos de generalisagdes e des-
emvolvimentos novos da parte do sr. Longchamps, e que fazem
objecto dos capitulos 1.° e 2.°

Nos capitulos seguintes tracta o auctor dos problemas funda-
mentaes na geometria da régoa e do esquadro; tracta dos metho-
dos para dividir uma recta em partes eguaes; tracta do tracado
das conicas e das tangentes ¢ das normaes a estas curvas; do tra-
¢ado de algumas cubicas (cissoide, estrophoide, tricetriz de Ma-
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claurin, folium de Descartes, serpentina, tridente de Newton,
cubica de Agnesi, cubicas parabolicas e hy perbolicas, ete.); tracta
das curvas do quarto grbo unicursaes, e, em particular, do folium
duplo, do caracol de Pascal, da lemniscata, do trifolium recto, do
folium simples, etc. (capitulos 3.° a 12.°).

Na segunda parte tracta primeiramente o sr. Longchamps dos
problemas de agrimensura, occupando-se do problema que tem
por fim determinar a largura d'um rio, do problema que tem por
fim prolongar uma recta além d’'um obstaculo, do problema que
tem por fim determinar a distancia de um ponto accessivel a um
ponto inaccessivel, do problema que tem por fim achar a distancia
de dois pontos inaccessiveis, e de varios problemas relativos a
pontos, rectas e figuras inaccessiveis.

De todos estes problemas apresenta o auctor mais do que uma
solugiio, visto que, como elle bem diz, quando se opéra sobre o
terreno, as condigdes materiaes que sio exigidas a uma solugdo
podem tornal-a completamente illusoria.

As applicagdes precedentes sio tractadas nos capitulos 1.% a 8.°
Os capitulos seguintes (9.” a 10.°) sdo destinados a problemas
de artilheria, a diversos problemas relativos a um ponto inacces-
sivel no espago, elc.

Limitar-nos-hemos a eslas rapidas indica¢des sobre o bello
livro do sr. Longchamps, cuja leitura é das mais attrahentes e
proveitosas.

Memoria sobre a determinagiao das coordenadas geographicas do
Observatorio do Castello de 8. Jorge, em Lisboa.— Lisboa, 1890.

O Observatorio do Castello de S. Jorge, em Lisboa, ¢ o ponto
d'onde se observou o primeiro arimuth da triangulag@o portuguezd,
e por isso tem-se procurado determinar com a maior exactiddo
possivel as suas coordenadas geographicas. Estas coordenadas
foram determinadas primeiramente por meio de observacdes di-
rectas pelo dr. Ciera no fim do seculo passado, e depois pglﬂ
general Folque em 1837; e mais tarde foram determinadas in-
directamente, deduzindo-as das coordenadas do Observatorio da
Marinha e do Observatorio astronomico de Lishoa, com os quaes
se ligou o Observatorio do Castello de S. Jorge por meio de pe-
quenas triangulagdes. Tendo-se encontrado algumas discordancias
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nos valores obtidos para a latitude d’este Observatorio pelos meios
que vimos de mencionar, resolveram os geodesicos porfuguezes
determinar de novo por meio de observacies directas as coorde-
nadas d’este ponto geodesico importante. A presente Memoria
conlém os resultados d’estas observacdes, que foram feitas nos
intervallos' de 10 de maio de 1886 a 14 de junho do mesmo anno,
e de maio de 1888 a maio de 1889 pelos srs. Brito Limpo, Fer-
nando Costa e A. J. d'Avila.

Abre a Memoria uma noticia historica sobre as determinacdes
anteriores das coordenadas que se pretendem achar. Vem depois
a descripgiio e determinagio das constantes do instrumento em-
pregado nas novas observagdes [eitas em 188G ¢ 1888 a 1889,
que foi um theodolito de Repsold; a descripeio e apreciacio dos
methodos empregados para determinar a latitude, que foram o
methodo das distancias zenithaes e o das passagens pelo primeiro
verlical: as taboas das observacoes, ete. Segue-se uma serie de
taboas contendo o valor da latitude correspondente a cada observa-
¢io e as medias correspondentes s observagdes feitas no mesmo
dia com a mesma estrella. Finalmente vem a discussdo de todas
estas observacdes que levou a tomar para valor da latitude pedida
o numero 30°. 42, £3".631 = 0",036.

0 resto da Memoria refere-se ao azimuth do Observatorio do
Castello de S, Jorge — Serves, e contém a descripgio do methodo
empregado para o determinar (methodo das digressdes da polar)
e uma serie de taboas contendo as observacdes que para esse fim
se fizeram: refere-se 4 determinaclio da differenga das longitudes
entre este Observatorio e o Observatorio astronomico de Lishoa;
e finalmente refere-se rapidamente & determinagao da altitude do
Observatorio do Castello.

J. Neuberg. — Algunos sistemas de barras articuladas; trazado me-
cdnico de las lineas (tradusido do francez para hespanhol por
V. Balbin), Buenos Aires, 1890.

A serie dos trabalhos importantes que o sr. V. Balbin tem tra-
duzido para hespanhol, com o intuito de ser util aos alumnos da
Universidade de Buenos-Ayres, temos hoje de accrescentar aquelle
cujo titulo vimos de enunciar.
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3

Contém o presente opusculo uma conferencia feita pelo illustre
professor da Universidade de Lidge, sr. Neuberg, na Associacio
dos alumnos das escholas especiaes, annexas 4 Universidade de
Liége, em que o auctor se occupa dos mais importantes systemas
de barras articuladas e do tracado mecanico das curvas. Eis os
pontos estudados: pantographos, inversores, apparelhos de Kempe,
ellipsographos, conicographos, pedal de circumferencia, pedal de
parabola, pedal de conica com centro, e compasso analagmatico.

Ch. Hermite. — Sur les polyndmes de Legendre (Rendiconti del
Circolo Matematico de Palermo, tom. v).

N'este artigo apresenta o grande geometra francez uma demon-
stragdo muito elegante das relacdes

1 0 1XI a
f:x“x"‘hz : ./: ey U

partindo do integral

F' 2P dx
—1y1-— Eux-i::.i.
Depois mostra que as relagdes de Laplace e Jacobi

xn_ljﬂ ._d’i__. ’
FJo (w4 Vat—1cosg)

1 =
xﬂz;__“Jo (+ Va*—1cosg)nd?,
podem ser deduzidas muito facilmente da formula
j"’ dt siw
—= A2+Bi+C  pr_AC

demonstrada no seu Cours d'Analyse (pag. 289 e 290).
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G. Enestrom. — Programme d'un Cours Universitaire d histoire
des mathématiques (Bibliotheca mathematica, 1890).

O auctor, depois de expdr algumas consideracdes relativas as
vantagens de introduzir nos cursos universitarios a historia das
mathematicas, e alguns conselhos sobre a orientaclio a dar a estes
cursos para serem proveilosos, expde um programma de um curso
da historia das mathematicas em trinta li¢oes.

Depois vem uma lista das obras e memorias mais importantes
que se devem consultar para a redac¢io de cada ligho.

P. H. Schoute.— Sur les quadruples équianharmoniques ou har-
moniques (Association frangaise pour I'avancement des sciences,
Paris, 1889).

N’esta memoria importante o illustre professor da Universidade
de Groningen extende alguns theoremas relativos aos quadruplos
harmonicos e equianharmonicos a systemas de pontos e de curvas
de ordem mais elevada do que as anteriormente consideradas.
Assim, primeiramente procura a equacio que determina os polos,
cujos systemas polares biquadraticos relativamente a um systema
de pontos dados formam um quadruplo harmonico ou equianhar-
monico. Depois procura a relagio que liga os polos cujos systemas
polares cubicos relativamente a um systema de pontos dados, com-
binados com o ultimo ponto polar de um outro polo relativamente
a outro systema de pontos dados, formam um quadruplu harmonico
ou equianharmonico. Continuando com questdes analogas, combina
depois dois systemas polares quadraticos relativamente a um sys-
tema de pontos com outro systema polar quadratico relativamente
a outro systema de pontos; um systema polar quadrativo relativa-
mente a um systema de pontos com os dois ultimos pontos po-
lares de dois systemas polares quadraticos relativamente a dois
systemas de pontos; ete. Cada theorema demonstrade ¢ seguido
de um problema interessante de Geometria, que se resolve por
meio d’elle.
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H. Bentabal y Ureta.— Introduccion al estudio del Cileulo infini-
tesimal.— Madrid, 1890.

Occupa-se o auctor n'este opusculo das definigoes e dos prin-
cipios geraes que servem de base 4 analyse infinitesimal, con-
siderando nos capitulos 1.° e 3.° a no¢ho de numero e suas dil-
ferentes especies, no capitulo 2.° a nogho de limite, no capitulo 4.°
a noclio de funccdo e a classificacio das funcgdes, finalmente no
capitulo 5.° os limites das funcgdes e os principios do methodo
infinitesimal.

Gaston Tarry.— Géomélrie générale (Association pour I'avance-
ment des sciences, Paris, 1889).

Na Geometria analytica ha elementos visiveis correspondentes
as solucdes reaes das equacdes, e elementos invisiveis correspon-
dentes &s solucdes imaginarias. O objecto que o sr. Tarry tem
em vista na sua interessante memoria é constituir uma sciencia
que permilta representar por symbolos visiveis os elementos visi-
veis e invisiveis de uma figura, e é a esta sciencia que chama
Geometria geral. Para isso define as principaes entidades geo-
metricas (ponto, linha recta, ete.) de modo que tanto as equagdes
com coeflicientes reaes como as equagdes com coelficientes imagi-
narias tenham representacio geometrica.

(. Peano.— Sull integrabilita delle equazioni differenziali di primo
ordine (Alti della R. Accademia delle Scienze di Torino, t. xx1).

N'este trabalho apresenta o auctor uma demonstracio muito
simples e elegante do theorema relativo & existencia dos integraes
da equagiio y' = f(z, y), collocando-se n'um ponto de vista mais
geral do que os geometras que anteriormente se tinham occupado
d'eat? theorema, pois que impde & funccio f{x.y) unicamente a
condicho de ser continua.
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Geminiano Pirondini. — Di due superficie rigate che si presentano
nello studio delle curve ({riornale de Rattaglini, t. xxvin).

As superficies regradas consideradas sio a superficie que é o
logar geometrico das rectas que junctam os pontos de uma curva
de dupla curvatura com os centros correspondentes das espheras
osculadoras, ¢ a superficie que é o logar geometrico das normaes
principaes da mesma curva. O auclor apresenta uma serie de theo-
remas importantes, relativos principalmente & deformacio das
superficies e das linhas, em que figuram principalmente estas su-
perficies.

Emile Vigarié. — Esquisse historique sur la marche dw développe-
ment de la Géométrie du triangle {Association francaise pour
l'avancement des sciences, 1889}.

Contém este artigo um resumo muito interessante da historia
do moderno ramo da (zeometria, conhecido pelo nome de Geo-
metria do triangulo, que tem sido objecto, nos ultimos annos, de
tantos trabalhos importantes.

O auctor occupa-se primeiramente dos trabalhos anteriores a
1873, dando noticia dos principaes elementos do plano do trian-
gulo até essa occasilio considerados.

Depois considera o auctor os trabalhos posteriores a 1873,
epocha a que, como elle diz, é necessario remontar para encon-
trar o germen de estudos seguidos e o cuidado de ajunctar e fazer
concordar os resultados que se referem aos elementos notaveis
do plano do triangulo.

Finalmente apresenta o sr. Vigarié um supplemento & noticia
bibliographica das publicacdes relativas & Geometria do triangulo,
publicada pelo sr. Lemoine em 1885.

H. Burkhardi.— Ueber eine hyperelliptische Multiplicatorgleichung
(Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaflen,
ete., 1889).
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P. H. Schoute.— Zum Norinalen problem der Kegelschnitte (Sitzun-
gsberichten der K. Akademie d. Wissenschaften in Wien, 1889).

G. Peano. — Sulla definizione dell” area d'una superficie (Rendi-
conti della R. Academia dei Lincei, 1890).

Integrazione per serie delle equazioni differenziali lineari

(Atti della R. Academia delle Scienze di Torino, t. xxm).

Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane (Mathe-
matische Annalen, t. xxxV1).

———~ Teoremi su massimi e minimi geometriche, e su normali a
curve e superficie (Rendiconti del Circolo Matematico di Paler-
mo, t. 11).

- Sur les Wronskiens (Mathesis, L. 1x).

G. Enestrom.— Note historique sur la somme des valeurs inverses
des nombres carrés (Bibliotheca mathematicu, 1890).
G. T.

e




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 155

EXTRACTOS DAS PUBLICAGOES RECENYES

Resto da formula de Taylor

Se uma funcgdo [ (x) admitte derivadas de ordem 1, 2, ..., n—1,
para todos os valores de & comprehendidos entre g e a9+ h, e
admitte uma derivada de ordem n para &= xy, temos

h» n
(1) fl@o Ry =1 (o) +hf! (zo) + .. = f* (o) + e
(2) g ! (@ + 0:‘; — [*—1 (z9) — [* (o)
0<bi<1;

e a quantidade ¢ tende para zero quando n tende para o infinito.
Esta proposi¢io, na qual ndo se suppde nem a continuidade
nem a existencia da derivada de ordem n da func¢do f(z) na
vizinhanga do ponto =y, & devida ao sr. Peano, professor na
Universidade de Turin, que a achou notando que a fraccio

h»
f(@o+h)—f(20) — - - - —— " ()

n!
hn

n!

(R
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é a razdo de duas funccdes de h que se annullam, assim como as
suas derivadas de ordem 1, 2, ..., n—2, para h=0; e por-
tanto que ¢ ¢ egual & razio das derivadas de ordem n—1, para
um valor de h comprehendido entre 0 e h. Obteve assim a for-
mula (2), a qual mostra que ¢ tende para zero quando h tende
para zero.

[G. Peano: Une nouvelle formule du reste dans la formule de
Taylor (Mathesis, t. 1x)].

Sobre o desenvolvimento das funcgdes em serie

Seja
f(@)=utu+... tus—1+R,

uma relacdo verdadeira para todo o valor de n. Ter-se-ha tambem
f[::r:l==u-|]+u|+ e +u-|-._.] '!"‘uﬁ"i‘ e +uﬂ+?‘1+“"+F-
Supponhamos que é

lim (Ryyp— Ry) =0,

=3

qualquer que seja o valor inteiro que se dé a p. Nio resultard
d'aqui necessariamente

hm Rn == 09

f=a0
e portanto ndo se péde escrever
fld)=ug+u +...+u,q+elc.

em serie infinita.
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Exewpro. Se ¢ ¢ (@) =e #, temos, como se sabe,

xﬂt—-l

cto@=1+2+... +{;.-_.i.).i+g“
¥ an+p
Ru“m?‘ + ¢ (z), Ratp= (ﬂ+p}!e'l: + ¢ (a),

9 e 6y representando dois numeros comprehendidos entre zero e
a unidade. Deduz-se d’aqui

I"+P F
Ratp—Ry=-— o ghe
" (n+p)! n!

Mas é lim R,=¢ (), e portanlo nio se pode escrever, em
=3,
serie infinita,

2
e +g(r)=1++ - +ete

A nota precedente nao differe da de Cauchy relativamente &
funcgdo ¢ (z), mas a f6rma ¢ talvez nova.

[:M]:J;;l Bruno de Cabedo: Sur le développement des fonctions en série
athesis, t. x)].

I

Rectificagdo approximada de um arco de circulo

Seja AM um arco de circulo menor do que um quadrante, cujo
centro seja ©; prolongue-se o raio AO de um comprimento OC
egual ao diametro, de modo que seja AC=3R, R representando
0 raio do circulo, e trace-se a recta CM.
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Seja M’ o ponto de intersecclio d’esta recta com a tangente no
ponto A. A recta AM' é sensivelmente egual ao arco AM.

Designe-se por @ a medida do arco AM em partes do raio R;
teremos

dsena
2+ cosa

AN’

Represente-se por eR a differenga arc AM — AM'; temos

e Jsena
Y 2+cosa’

e, derivando ¢ relativamente a a,

, (1 —cosa)®
" @+cosa)t’

Como esta derivada ¢ sempre positiva, « augmenta quando a

varia desde 0 até g

Paraa=-§-. t= 1,8 < 0,0708.

2
= T 3 |
Para a= I, L= ‘E—m ‘:0,00322‘::%‘-
= = 3 1
Para ﬂmE, I—E-——m <0,00023{m-

A differenga entre AM' e arc AM podera desprezar-se, no ponto

[

de vista do desenho, quando R < 1™, se a ¢ menor do que %
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se R<_jﬁi’ a differenga péde desprezar-se, se a ¢ menor do

que Il

[J. E. Pellet: Rectification approximative de l'arc de cercle (Jour-
nal de Mathématiques spéciales, 1890).

v

Sobre um theorema de Cauchy

Para que uma successiio de valores ay, ag, ag, . .. tenda para
um limite finito e determinado, é necessario e sufficiente que dado
0 numero positivo ¢, arbitrariamente pequeno, se possa determinar
um certo indice v a partir do qual se tenha

(1) | Gy — | <

para todos os valores de n' e n” niio inferiores a v.

Péde-se demonstrar do modo seguinte que a condiglio prece-
dente ¢ sufficiente.

Os numeros ay, as, ag, etc. podem ser representados por
segmentos de uma recta. Tem-se, pois, um grupo de pontos que
admittem um numero finito ou infinito de grupos derivados, cada
um dos quaes péde ser constituido por um numero finito ou in-
finito de pontos limites. I)'este modo a successio ay, ag, ag, .. .
& decomponivel em um numero finito ou niio de successdes que
tendem para um limite.

Considerem-se duas quaesquer d’estas successdes:

b'l bﬂ! bﬂ-'l EE
Ciy €34 €3y » » »

que tendem respectivamente para os limites b e c.
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Em virtude de (1) ter-se-ha

|bnr—cn'whc::; e lim (by — ew)=0;
A==00

mas
limb,=b0, logo lime,=0.

Logo todas as successdes de numeros em que se péde decompor
a successdo ay, ag, dg, ... tendem para o mesmo limite,

(Alberto La Maestra: Sopra un teorema di Cauchy (Giornale
di Matematiche, t. xxvi)|.
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SUR LE DEVELOPPEMENT DE sin ng ET DE cos ng
SUIVANT LES PUISSANCES DE cos ¢

(Extrait d'une lettre adressée & M. F. Gomes Teixeira)

PAR

M. M. p’'OcaGNE

... La seconde partie de l'intéressant article que vous venez
de faire paraitre dans votre Journal m'a fait penser & vous com-
muniquer une méthode tout élémentaire dont je me suis servi
pour obtenir le développement de sin ng et de cos ng suivant
les puissances de cos g.

Posons

Un=a"sinng.
Nous avons
Un+pUn—1 + gUs—a =a"2sinng [a?+ap cos ¢ + g cos 2¢]
—a*2cosng [ap sin ¢+ ¢sin 2¢].

Déterminons « et ¢ par la double condition que

a®+apcosg+qeos2p =0,

apsing+ ¢gsin2¢=0.
Nous en tirons
1
{:051p=—-~i|. a=q?2,
2q%

11
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Dés lors, si nous posons

2
UIII

Uy =

R e
. (hg—p?)?

nous \'0]’0115 quﬁ

ug=0, u=1,
ty + ptig—1 + qug9="0.

Par suite, d’aprés une formule connue [voyez Nouvelles Anna-
les, 1884, p. 69, formule (8)]

Uy = (_ i:l""“' 3 [_ |}.1’ Ciu_l__ipnu!—-!i qt
Et conséquemment,

; Us 1 (49—pY
Ell]mp— ~ E-"—;--—Tun

q!

s (_“ |)i 'Giﬂ_l__g <__1P> a—1—2
qi

=sing 3 (— 1';,#‘ Cip—1—i (2 cos ?}n—1—-:i_

Le méme méthode s’applique aussi heureusement pour cos ng.
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NOTE SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SEC.NDE ORDRE ()

PAR

F. Goues TEIXEIRA

. Je vais considérer I'équation aux dérivées partielles du se-
conde ordre

(1) Hr+ 2Ks+ Lt +M+N (rt—s%) =0,

ot H, K, L, M, N représentent des fonctions de xz, y, z, p, ¢,
et oot l'on pose, suivant 'usage

ds dz d¥z diz diz
P_E' ﬁ'—@’ L i’

M. Imschenetesky a fait voir, dans son Etude sur les méthodes
d'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre
(pages 130 et 131 de la traduction par M. J. Hotel), que cette
Eéquation peut étre transformée dans une équation linéaire, quand
on connait une intégrale primitive particulidre avec trois constan-
tes arbitraires.

Ensuite, en se basant sur les importants recherches sur la théo-
rie des intégrales des équations aux dérivées partielles, publiées
par Am;u.re dans les cahiers xvu et xvin.du Journal de I’ Ecole
Polytechnique, il fait voir que cette équation se simplifie consi-

R S e e

(#) Este artigo foi por nos publu‘mh:L no Bulletin de la Société mathéma-
tique de France (tomo xvu, pagina 125).




16% JORNAL DE SCIENCIAS

dérablement qmmd celte intégrale satisfait & un ou aux deux sys-
tdmes d'équations de la caracteristique, auxquels Monge et Am-
pére raménent le probléme de U'intégration de (1).

Comme la théorie de Ampére, qui ne se prﬂte pas aisément
4 une exposition succinte, ne se trouve pas dans les Traités sys-
tématiques de Calcul intégral, je crois qu’il ne sera pas inutile
de voir comme on obtient les mémes résultats par des considéra-
tions directes. C'est le but que nous nous proposons dans cette
Note.

2. Soit
(2) i=o (2, y 2 B 1)

une inrégrale particulier de (1) avec trois constantes arbitraires
a, B, n. Nous avons |'identité

d*w d*w
(3) Hy dx*+2x! /a d +L)—5 pr)

d¥w d!m d*e \*
+ - ey P T -+ T =0
5 Ldmi dy* (d.rdy) ]

oi Hy, Ky, Ly, My, Ny représentent des fonctions de o, 2, y,
do de
de’ dy’

M. Imschenetsky considére ensuite a, 3, n comme variables et
introduit en (1), au lieu de la variable dépendante z, la variable
7 déterminée par (2) et, au lieu des variables indépendantes x
et y, les variables et 2 délerminées par les équations

+ My

dw . dw dn 0
da  dn dx
(%)

dew de dn

g dn 43
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Pour obtenir I'équation daus laquelle se transforme de cette
maniére |'équation proposée, on tire de (2)

d! dp , dp dn\ dz dp  dp dn\ d3
- L :
i (dz T u"n tia.) (d,ﬁ & dn ff,.")

d*w (dp :fp dr, \ .-!: dp dp Jn) dg

-:.!'zdy dn da / d3 d‘ﬂ ds/) dy

¢mi+<dq e dq tf'r) da +(fq+ dq d'ﬁ) dﬁg
dy da d'r dz dp  dq d3/ dy

ensuite on substitue dans les expressions précédentes de r, s, ¢

de d3 du d3

les valeurs de — g S
camsiady P& i dy dy

premier dégré qui résultent de la différentiation des deux équa-
tions (4) par rapport & « et & y: et enfin on substitue les valeurs
qui résultent pour r, s, ¢ dans I'équation (1). On trouve de cette
maniére, ayant égard a (3), I'équation suivante:

que l'on tire des équations du

e d*n d2n
5 A e Y T L =0,
(5) W FAS T o 0

= données par

d
oit R, S, T, U sont des fonctions de «, 3, = ﬁ
da d3

les formules suivantes:

dpy . dpy d'n)

et B (H+Nt;)(dﬂ W
dpy  dpy dn) (t.!'q, dqy dq)
+2KN:](d+d11d?; +d:qd§

dqy , dqy d°
+(L4Nr )(.:u +H'&F ,
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o dpy  dpy dn /dpy dpy dn
N e (e w)

dpy _ dpy dn) dgy , dgy dn
tRNl (T ara) e tas)
dpy | dpy dn)\ [dqy  dqy ﬂ'n)
+(&§+H:{E) (dﬂ: e tf'n dz
r d"'j‘l d?.l) dgy . dqy dy
e }(d ki dy d3 ( ¥ dy dg;):]

: d dpy dg\2
_Tuuwm,}(di' %d:)

dpy | dpy dn\ /dq , dqy dn
2
HR B W}(d +d'.q da ( +d.q du)

+(L+Nr) (dq‘ + ‘;‘i‘ j:)

dpy |, dpy du\ fdqy | dqy dy
w O Rl (ot 2 G )
TS LNC R RO
d,i dy d:/ \da = dn dz
d*e dy d*w\? /dn\?
+R[__+2d¢d.. dﬁ"(}fﬁ) (EE)_]

a2 d*w dy - BPo dq dPw dy d:-.J
d—zﬂ'ﬁ dx E_‘T dn dﬁ?ﬂv J‘nT:f:.d_j'

"t e dy P [do\?]
T 2R GET R, 6.9 (50 5
% Lfﬁ* T a3 (-ﬂfﬁ) J

+25|:
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ol je pose, pour abreger,

dew dew _dim M d*e g E™
Plﬂ(&l qi#@l rl—ar sl—dxdyi 1 dyi'

3. Cela posé, j'entre dans le sujet de cette Note, c'est-i-dire,
je vais considérer le cas ot I'on obtient I'intégrale (2) au moyen
d’une ou de deux intégrales intermédinires parliLulléres de [ )s
avec une constante nrbltr.I!rL chacune.

Soit

[(@,y,5.p q) =2

une intégrale intermédiaire de (1) avec une constante arbitraire a.
On sait que la fonction [ (x,y, z, p, q) satisfait aux équations qlll
résultent de I'élimination de deux des quantités r, s, ¢ entre (1)
et les équations suivantes:

AL
dz F+HEJ—I}

df  df df df
—+ gt —s+——1=0
dy v ds 1" dp 1" dq

e que ces équations sont

p_![(d£+ dx)i’; uj}’; ji pd;)
_QK(dwaqdr)j;-Hl(dD N(:_::-!_qJD 0.
0=H (df) Eded'r+L(d’r)

dq dp dq dp

Mg o) @)
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Soil maintenant |'équation (2) une intégrale particuliére de (6)
que l'on peut obtenir, comme on sait, par la méthode de La-
grange et Charpit. La valeur qu'il donne pour =z satisfait aux
équations précédentes, et par conséquent satisfait aussi & I'équa-
tion suivante :

|
8) (H+ Ny (j—g) _2(1(_»:,)%%
+(L+ N (::D -0,

qui résulte de I'élimination de

df .~ df df  df
BBt S

dans la seconde au moyen des équations (7).
Mais, en différentiant (6} par rapport & § et considérant z, p, g
comme des fonctions de B déterminées par (2), on trouve

df dew dm d'ﬂ) d.f dpl dpj (l'n)
(dﬂm—; Y \® Th e

df /dqy = dq dn>
+—(—=—+— 0,
dg, (\ d3 ¥ dn d3

ou, en vertu des équations (%)

df (dpt 49 'ifn (ﬂ'q: dgy dn
dp, di  dn d; dq, dn d3)

En substituant maintenant dans I'expression de R la quantité

Ap Lg% j'p_;Eq_
d';'! dn d3
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par sa valeur donnée par cette équation, on trouve

‘d dgy d
{ e R

| 2
e A ds . dﬁ'ﬂ !d.-") [f.":"r‘N:t;} (;_f)!

KE) ! Tt

e g df \2
-—2(1(—-1‘!131)%‘;7;-‘"([4 —I—N1r|] (—-‘TPE-) ].

Done, en vertu de la formule (8), nous avons R =0, et I'équa-
tion (5) prend la forme simplifiée suivante:

T e S
2SW+T4—W+U_G'

4. Soient maintenant

@y, 5pq=a
(9) :
Flzy 3p q =8

deux intégrales intermédiaires de (1) avec deux constantes arbi-
traires « et 3. Si chacune delles satisfait & un des deux systémes
d'équations différentielles ordinaires, aux quels la methode de
Monge raméne le probléme de I'intégration de I'équation (1), ou
a un des deux systdmes d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre, aux quels la methode de Boole ramépe le méme
probléme, on sait que les valeurs de p et ¢ données par les équa-
tions (9) rendent
dz=pdzx + qdy

intégrable. De cette intégration résulte I'équation (2).
Dans ce cas, on voit, comme dans le cas antérieur, que R=0.
Ensuite, en ¢léminant dans I'expression de T la quantité

dpy +ﬂf‘. Sy
da dn dz
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au moyen de I'équation

dF (dﬁ dp| dn + dF (dm d'?l dn -0
dpy \ da dn d:) dgy \ da dy da) :

et ayant égard & I'équation qui résulte du changement dans (8)
de f en F on voit aussi que T =0.
L'équation (5) prend donc la forme suivante:

d*n
28 da di +U=0.

&. Soit maintenant
K2 —HL 4+ MN =0,

ce qui arrive quand les deux systémes d'équations de la caracté-
ristique coincident, et soit encore

[(@y,%,p,q)=a,

une intégrale particuliére de (1) avec une constante arbitraire .

En ditlérentiant cette équalion par rapport a « et a 3, consi-
dérant 3, p, ¢ comme des fonctions de a et 3 déterminées par (2),
et ayant égard & (4), on trouve

I (G d o) A (e d )
df (4p1yi G v i 90 VY g
Sl P o

da dn da

. (f"-”t, 4+ m _ffi) PLLs (f‘fn i et

dn da dqy

ﬂ'jﬂ
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En substituant ensuite dans l'expression de 8 les valeurs que
ces équations donnent pour

1.0 %y O

d3 = dq d3’
L P ]
da dn dx’

on trouve

(i ST ) (3 4 80 % )

S — \ da dy da )\ tf_3 dn d§ /
(i)
dp]
k. r dF 2
> [{“] -+ h| !1) (d—':-l->
! df df (d'f )’]

—2(K{—N;s +(L;+N =
( 18) 5 — o + (Ly+Nyry) o

(fudnd)
[/ [/ [/ O]
- “ [ (Hy 4+ Nyty) ——

(“'Pt)
et par conséquent, en vertu de (8),

(@-{- dq,_ dn)

T & a87rT

S0P G df I-{H,+N1r|} df
; dqy

()

1 1
s f + {K[ _— ‘i:sl —{LJ
dqi ipy
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Mais I'équation (8) donne

df K—Ns=/(K—Ng*—([H+N((L+Nr) df

dq H+ Nt “dp
_K—Ns= yK:—HL+MN df
& H+ Nt ~ dp
K—Ns df

~WFNi "
Donc nous avons S = 0, et I'équation (5) prend la forme

d*
T@+U=[}.

A e P o P P
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SUR TROIS FORMULES DE LA THEORIE
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES ()

FAR

J. A. MARTINS DA SILVA

Dans les Acta Mathematica, t. 1, p. 368, M. Hermite a fait
usage des formules qui donnent la décomposition en éléments
simples, des trois quantités

snz.sn(z+a), ecnz.cn(z+aj, dnz.dn(z +a),

pour démontrer une relation remarquable dans la théorie des fon-
ctions élliptiques.

D'une maniére analogue je démontre facilement au moyen de
ces formules les trois relations suivantes. Supposons les quatre
quantités u, v, r, s assujetties & la condition

utov+r+s=0,
on aura
' klsnusnv.cnrcns—
1) —k¥cnucnv.snrsns—
— dnu.dnv+dnr.dns=0,
A .

(#) Este artigo foi publicado por Martins da Silva, poueo tempo antes de
morrer, no Bulletin des sciences mathématiques (tom. X da 2.* série, pag. 78).
Veja-se Jornal de sciencias mathematicas e astronomicas, tom, vI, pag. 194,
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( k*snusnv—k2snrsns+
+dnudnv. enrcns—

—cnucny. dnrdns=0,

snusne , dordns—
(I { —dnudnv . snrsns+

+enrens—cnucny=10.

Ces relations, déduites par M. Smith dans les Proceedings of
London mathematical sociely, vol. x, p. 91, sont symetriques par
rapport aux deux couples de quantités w, v, r, & et aux deux
arguments des mémes couples.

Posons

la relation (I) devient
| —k®snxsn(z+a)cnrcns—
(B)eevian. { —k2cenzen(z+a)snrsns—
— dnzdn(z~+a)+dnrdns=0;
mais les formules du savant géométre M. Hermite sont
. snxsn(z+a)=0,

enzen(z+a)=cna—dna.U,

' dnzdn(z +a)=dna—k2cna.l,
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en suppusant

Unki—:n?[Z{:c)—Z(:c-%-a)-{-Z(d)J:
Z(z)= {t: l(:))‘:

appliquées dans la relation (2) donnent
—k*.U.cnrens—
—k(cna—dna.U)snrsns—

—(dna—#*cna.U)+dnrdns=0,

ou
k.U(—cnrens+snrsnsdna+cna)—

—(k®snrsnscna+ dna—dnrdos)=0.
Il faut alors démontrer les formules

s —cnrens+snrsnsdna+cna=0,

‘ snrsnscna+dna—dnrdns=0.,

Il suffit d'introduire les conditions (1) dans les formules (3), en
attendant I'égalité

Ry e B
a=—(utv);
ou en obtient les formules (%), qui démontrent la relation (I).
Considérons maintenant la relation (11); il vient par un calcul
semblable la relation
— k2. U—k®*snrsns+

+(dna—ktena.U)enrens—

~(cna—dna.U)dordns=0
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l U(=k*—kcnacnrens+dnadnrdns)—

(F*snrsns—dnacnrens+cnadnrdns)=0.

On connait déjit les formules

’ —k*—kcnacnrens+ dnadnrdns=0,
K%snrsns—dnacnrens+cnadnrdns=0;

ce sont les équations dont M. Hermite s'est servi pour obtenir la
relation de M. Cayley (loc. cit.) et qui déterminent aussi la rela-
tion (II).

La relation (I1I) donne

" —U.dnrdns—(dna—k*cna.U)snrsns+

+enrens—(ecna—dna.U)=0.
ou bien

j U(—dnrdas+kcnasnrsns+dna)—

( ~dnasnrsns—cnrens+cna)=0;

les parenthéses comprendent les formules (4) qui demontrent
notre quéstion.
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R. R. de Sousa Pinto.— Continuagdo dos estudos instrumen-
taes. — Coimbra, 1890.

No tomo vin (pagina 132) d'este jornal deu-se noticia de um
opusculo em que o sr. Sousa Pinto se occupa do estudo do cir-
culo meridiano de Repsold que possue o Observatorio astronomico
de Coimbra. No presente opusculo continia o auctor este estudo,
occupando-se do erro de collimagho, da reducgdo de passagens
pelos fios lateraes & passagem pelo fio do meio, do uso do chrono-
grapho nas passagens observadas pelos fios do reticulo, etc.

Coordenadas geographicas dos pontos geodesicos de primeira ordem.
— Lisboa, 1889.

Este opusculo, publicado pela Direcgio geral dos trabalhos
geodesicos, contém as coordenadas geographicas dos pontos de
primeira ordem da triangulacdo portugueza. As longitudes sio
referidas ao meridiano do Observatorio do Castello de S. Jorge
em Lishoa, e as altitudes sdio referidas ao nivel medio das aguas
do Tejo, defronte de Lisboa. Depois das tabellas que contéem as
latitudes, longitudes e altitudes vem uma descripgio rapida de
cada um dos signaes geodesicos.

Gino Loria. — Il periodo aureo della Geometria greca (Memorie
della R. Accademia del Scienze di Torino, série m, t. xc, 1890).

14 por varias vezes temos dado noticia de trabalhos importantes
relativos & historia das mathematicas, devidos ao sr. Gino Loria.
Na presente Memoria o sabio professor da Universidade de Ge-

12
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nova estuda o periodo mais importante da Geometria grega, isto ¢,
o periodo grego-alexandrino, para dar noticia dos geometras mais
eminentes que n'este periodo floreceram, e dos resultados mais
importantes e dos methodos mais engenhosos que lhes sio de-
vidos.

O geometra de que primeiro o auctor se occupa ¢ Euclides.
Na noticia relativa a este geometra considera em primeiro logar
o8 Klementos de (reometria, analysando as differentes partes d'esta
obra celebre, e discutindo a authenticidade e originalidade de
cada uma d'ellas, etc.; considera depois a obra intitulada Dados,
em que Euclides apresenta uma serie de proposigdes em que se
affirma que uma ou muitas cousas de que se fala sio consequen-
cia das hypotheses feitas sem todavia as determinar completa-
mente; considera em terceiro logar a obra intitulada Da divisio
das figuras, em que o grande geometra tracta de dividir figuras
limitadas por linhas rectas ou circulos por meio de uma ou mais
rectas em partes tendo entre si razdes dadas; considera final-
mente as obras que se conhecem apenas pelas referencias que a
ellas fazem os escriptores antigos, Porismas, Logares superficiaes,
Conicas, etc., dando noticia do que a respeito d'estas obras se
sabe ou se conjectura.

Depois de se occupar de Euclides passa o sr. Gino Loria a
occupar-se de Archimedes, abrindo por uma comparagiio d'estes
dois grandes homens. Diz, com effeito, o auctor: «Quem faz um
exame comparativo dos modos. como os homens de sciencia con-
tribuem para o progresso do saber, niio tarda a reconhecer que
taes modos sio de duas especies: uns propondo-se resolver que-
stes isoladas, que elles julgam dignas de estudo, e procurando
methodos originaes applicaveis a bm problema particular ou a
umi classe inteira de questdes; outros, compulsando os maleriaes
scientificos existentes sobre um determinado argumente, pro-
pdem-se distribuil-os harmonicamente e encher as lacunas exi-
stentes entre elles com o fim de eompdr um todo organico. S¢
n'esta ultima cathegoria de homens de sciencia se deve sem du-
vida collocar Euclides, 4 primeira pertence sem contestagio Archi-
medes.»

A respeito de Archimedes o sr. Gino Loria expde o que s
sabe a respeito da vida do grande geometra syracusano, € em st
guida dé noticia das suas obras: Equilibrio dos planos 1, Quadra-
tura da parabola, Equilibrio dos planos 1I, Esphera e cylindro,
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Spiraes, Conoides e Espheroides, Medida do cireulo, etc., analy-
sando cada uma d’ellas, apreciando os methodos empregados, com-
parando estes methodos com o8 methodos modernos, ete.

O terceiro geometra de quem o sr. Gino Loria se occupa é
Eratostene, o geometra que primeiro tentou a medida da terra.
Dé noticia do seu instrumento para inserir duas medias propor-
cionaes entre duas rectas dadas, do seu methodo para formar uma
tiboa de mumeros primos e das conjecturas que t¢m sido feitas
a respeito dos outros trabalhos que Pappo attribue a este geo-
metra.

Segue-se Apollonio, o geometra celebre, de quem Leibnitz
dizia; Quem comprehende Archimedes e Apollonio, pouce se admi-
rard das descobertas dos homens eminentes recentes. O sr. Loria
examina principalmente a obra immortal d’este grande geometra,
intitulada Tractado das secgdes conicas, dando noticia dos assum-
ptos contidos em cada um dos livros em que se divide, distin-
guindo as proposicdes que se podem attribuir a Apollonio das
que eram jA conhecidas pelos geometras anteriores, comparando
os methodos d’este auctor com o methodo cartesiano, para fazer
vér que muitas vezes o methodo empregado por Apollonio é uma
traducglio geometrica do methodo cartesiano, ete.

Véem depois noticias sobre Ipsicles, a quem se attribuem os
dois capitulos xn1 e x1v_contidos nas antigas edigdes dos Ele-
mentos de Euclides, aos quaes se di o nome de Livros de Ipsicles
de Alexandria sobre os corpos regulares; sobre Nicomedes e Dio-
cles, que estudaram respecth‘ﬂmcnle as curvas conhecidas pclr}s
nomes de concholde, cissoide; sobre Perseo, que estudou as curvas
que resultam de cortar o toro por planos parallelos ao eixo de
rotagiio; e finalmente sobre Zenodoro, auctor de um trabalho sobre
0s isoperimelros.

Terminaremos esta rapida noticia sobre a bella Memoria do
¢r. Gino Loria, aconselhando vivamente a sua leitura como das
mais proveitosas e das mais interessantes. Por meio d’ella pode-se,
com pequeno trabalho, tomar um conhecimento bastante extenso
de uma das epochas mais brilhantes da Geometria.
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S. Pincherle. — Saggio di una generalizzazione delle frazioni con-
tinue algebriche (Memorie della Reale Accademia delle Scienze
dell’ Istitwto di Bologna, 1890).

N'esta Memoria importante o auctor generalisa a theoria das
fraccdes continuas algebricas. Suppondo dadas as luncgdes analy-
ticas 6p, Gy, - .., Gp—1, de gréo 0, —1, —2, ..., —(p—1),
mostra como se péde formar uma serie de funcgdes analyticas

G0y Gy =« s Gpy Gpity o« oy Opfns =+

de grao sempre decrescente (a differenca dos grios de duas con-
secutivas sendo em geral egual 4 unidade e podendo ser maior)
que satisfacam & relacdio linear recorrente

oyt a4 Gni1 + ag p pt2 o (p—1 . 9 nt-p—1=Ontp

onde ajy, ..., @1, 580 polynomios ordenados segundo as po-

tencias de .
As fracgdes continuas algebricas ordinarias correspondem ao

caso de ser n=2.
Para mostrar a importancia das novas [racgdes continuas mostra

o sr. Pincherle que, por meio d'ellas, se pode determinar p fun-
c¢des inteiras Ag, Aj, ..., Ap—y taes que as funcgdes g, 615 v
ap—1 estejam ligadas pela relagdo linear

Apspt+ Ao+ ...+ A 10p1=0

com a maior approximaglio possivel, para um grio dado dos A.

B. d' Engelhardt. — Observations astronomiques (deuxiéme partie)-
— Dresde, 1890.

No tomo vm (pagina 26) d’este jornal foi por nés publicada
uma noticia sobre a primeira parte d'esta publicagdio importante.
A segunda parte é em tudo digna da primeira. N'ella contintid
o sr. B. d’Engelhardt a expdr os resultados das observagdes por
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elle feitas no seu Observatorio particular, installado em Dresde,
e contém:

1.° Uma serie de observacdes micrometricas dos satellites de
Saturno, feitas em 1887 e 1888,

2.° Muitas observagdes de cometas (cometa de 1882 1I, co-
meta de 1885 V, cometas de 1886 I, I1, 111, V, VII, VII, IX,
cometas de 1887 1V, V, cometas de 1888 I, III, V, cometa de
1889 1).

3.° Algumas observacdes dos planetas Diana, Sapho e Dresda.
- 4.° Algumas observagBes para verificar o movimento proprio
de duas estrellas.

5.° Uma serie de observagdes de 829 estrellas do catalogo de
Bradley, executadas pelo auctor por proposta do sr. O. Struve, e
feitas no intervallo de 1886 a 1889.

6.° Uma serie de medidas micrometricas de estrellas duplas,
contidas n'uma lista fornecida pelo sr. O. Struve e [eitas por pe-
dido d’este illustre astronomo.

7.° Observagdes de algumas estrellas de comparagdo, feitas
por pedido do sr. W. Schur.

8.° Uma longa lista de observacdes de nebulosas, feitas no in-
tervallo de 1885 a 1888.

A obra, de que o sr. B. d’Engelhardt vem de publicar a se-
gunda parte, parece-nos destinada a figurar distinctamenie entre
as publicagdes dos principaes observatorios. Por ella se vé, com
admiragio, a que altura este illustre astronomo elevou o seu
observatorio particular, dando assim um exemplo brilhante de
dedicagdio & sciencia.

R. Marcolongo. — Sulle geodetiche tracciate sulle quadriche prive
di centro (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1890).

N'esta Nota importante occupa-se o sr. Marcolongo das linhas
gpudesicas tragadas sobre os paraboloides. Integra as equagdes
differenciaes das linhas geodesicas que partem dos pontos umbi-
licaes, por meio de funcgdes exponenciaes, e exprime as coorde-
nadas de um ponto qualquer por meio de funcces exponenciaes
dependentes de um unico parametro. Depois extende ao para-
boloide alguns dos theoremas que téem logar no caso das super-
ficies de segunda ordem com centro. Finalmente integra as equa-
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gbes differenciaes das linhas geodesicas que partem de um ponto
ndo umbilical, por meio das funccdes teta de Jacobi.

R. Marcolongo. — Teorema di Meccanica (Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo, t. n).

O theorema demonstrado é o seguinte:

Todo o problema de Mecanica, no qual a posigio geometrica
do systema depende s6 de tres quantidades e no qual subsistem o
integral das forgas vivas, um dos integraes das éreas e um dos
integraes do centro de gravidade relativo a um dos eixos do plano
sobre o qual tem logar o theorema das éreas, é reductivel a qua-
draturas.

R. Marcolongo.— Aleuni teoremi sulle funzioni cilindriche di pri-
ma specie (Rendiconti della R. Accademia de Napoli, 1889).

N'esta Nota apresenta o auctor algumas relagdes importantes
relativas 4s funcgdes cylindricas de 1.* especie Y, («). Taes sdo
as relacdes

f' Yn (a2) Yot (ax) a

= de = — Swald Yn_; (a] Y"‘H l:&],

dzx=0,

' dY, (az) dY, (b) 'Y, (a2) . Yo (B2)
. dax : dax e +_£ x

f ’ 2*Y,_1 (az) Y, (bz) dx +f'l 2 Yot (az) Yy (b) dz =0,

onde a e b representam duas raizes differentes de Y, (z)=0; e

2 Al ] b
Jlo deah St
0 L

1 21
f 2V, (02) Yy a2)de-+ | 22V, 1 (02) ¥y az) dam's V201 ),
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onde a representa uma raiz de Y, (#) =0 cujo grio de multipli-
cidade é egual ou superior a 2.

G. Vivanti. — Sulle funzioni definita da un’ exprezione algebrico-
differenziale del primo ordine (Annali di Matematica pura ed
applicata, 1888).

- Sulle equazioni algebrico-differensiali del 1.° ordine (Ren~
diconti del Circolo matematico dv Palermo, t. 1v).

—— Sulle equasioni algebrico-differensiali del 1.° ordine (Nota )
(Item).

A equacio considerada n'estes tres bellos trabalhos & a se-
guinte:

fo (w, 3) (—%t;)“+ f1(w, 3) (—ii—l:)m_‘+ esetfu(w,3)=0,

onde fo, f1, fa, etc., representam funcgdes racionaes inteiras de
w e 3. Resolvendo esta equagio obtem-se as m raizes

dw dw
E—‘P-(“’r"}- i) LT (w0, 3),

que, integrando, ddo
w=Fy(z), w=Fg(s), ..., w = Fp (3).

O auctor apresenta uma serie de theoremas importantes rela-
tivos a0 modo como a natureza d’estas funcgdes depende da férma
dos coefficientes da proposta.

-

G. Vivanti.— Fondamenti della teoria dei tipi ordinati (Annali di
Matematica pura ed applicata, 1859).

Um aggregado de elementos, materiaes ou ndo, dispostos em
n sentidos differentes formam um typo ordenado. A theoria dos
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lypos ordenados ¢ devida a G. Cantor, e é d'esta theoria que o
sr. Vivanti se occupa na sua excellente Memoria.

Nos paragraphos I e Il véem algumas definicdes e principios
geraes. No paragrapho IIl vem a theoria das operagdes sobre
typos ordenados. No paragrapho 1V vem o estudo desenvolvido
do problema que tem por fim, dado o numero de elementos de
um typo, achar o numero correspondente de typos. Finalmente
no paragrapho V vem o estudo de alguns typos de natureza par-
ticular.

G. Vivanti.— Sulle equazioni a derivate parsziali del 1.° ordine
(Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. u).

O auctor demonstra o theorema seguinte:
Para que a equagdo

dz dz
l 1 I AR m T3 mesy " = "h
I (xl &3 z i dx,l)

tenha um integral da férma

s=[i (I|)+fg{xg}+ oo fo (a0)

¢ necessario e sufficiente que H satisfaca a uma equacio da f6rma

dz dz ds
1} [91 (llv x‘h El'r_j_)' ?i (lll x!a a:i’:)' "y ?l (IL Ty dx—'_)]—u’

G. T.
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EXTRACTOS DAS PUBLICACOES RECENTES

Sobre a inversfio das derivagdes parciaes

N'uma Nota publicada no Mathesis, o sr. Peano enuncia e de-
monstra o theorema relativo & inversdo das derivacdes do modo
seguinte:

Se ["zy (x,Y) existe na vizinhanga de x =xy, y =Yy, ¢ € conlinua
para x=xg e y=Vyj, ¢ se ['y(x, y) existe na vizinhanca de x=x,,
a derivada ["y5(x.y) existe mmbm e é ["zy(xq, Yo) =" (xo, Yo)-

Seja ¢ uma quantidade positiva tio pequena quanto se queira.
Ponhamos

[y (ot hy yo + k) =" (0, yo) + . (1)

Pois que ["zy (x,y) ¢ continua para z=mzg e y= Yor péde-se
determinar uma quantidade positiva p tal que, se [h| =2, [k|Sp,
se tenha |a| =e. Integremos (1) relativamente a k, de 0 a k;
teremos

[z (xo + h, yo + k) — [Tz (xo + h, yo) = hf" 2y (0, yo) + ka’ (2)

onde &', um dos valores de «, niio serd, em valor absoluto, supe-
rior a s, isto &, |a'| <e.

Integremos (2) relativamente a h, de 0 a h; teremos a f6rmula
bem conhecida

[ (@0 + h, yo + k) — [ (0. yo + k) — [ (0 + h, yo) + [ (0, yo)
= hkf”,-y (xo, yu} -+ hku”.
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e, por ser 2" um dos valores de o', | 2" | = ¢. Deduz-se pois

[(@o+hyot k) —f(zo+h yo) [ (@0 yo+ k) — [ (20, yo)

k k
=h["zy (@0 yo) + ha". (#)

Passemos ao limite, para h=0. Pois que [ (x,yp) existe
temos

i 2090 HB) = (e + B o)
sl k

="y (x0+ h, yo)

. [lxo,yo + k) — ;
E f\xﬂ Yo I): f[:xﬂ Fll} “Fﬂ (z“w yl}]‘

Logo 2" terd tambem um limite "'

ou inferior a &. Tem-se pois

, em valor absoluto, egual

[y (@0 + s yo) — [y (%) yo) = h ["zy (@0, yo) +ha"  (5)
on

[" (o +h, yo) — "y (20, y0) _

7 [z y)+a",  (6)

e para todos os valores de h eguaes ou inferiores a p, em valor
absoluto, «" é, em valor absoluto, egual ou inferior a &. Logo,
pela definicio dos limites, tem-se

) o+ h, yo) — [Ty (0, -
Ilmf!f( 0 W’}l f’!p'( 0 yﬂ}= i.‘;il (xu' y{l]*

h=0

Esté pois provado que [y (o, yo) existe, e que o seu valor &
egual a ["'ay (20: yo)-

| G. Peano: Sur Uinversion des dérivations partielles (Mathesis,

t. x)].
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Sobre o caso duvidoso relativo a certos caracteres
de convergencia das series

N'um artigo muito interessante, publicado nos Nouvelles Anna-
les; vem de demonstrar o sr. Fouret que se a applicacio do cri-
terio de convergencia da serie

wtugt ... Fugt..s

(onde lim u,=0) baseado na consideracio da expressio i.-"’u,. nio
=0t

leva a conclusdo alguma, o mesmo acontece com o criterio fundado

: u
na consideracdo de i

Eis a demonstragio dada pelo sr. Fouret.

Como os termos da serie tendem para zero, péde-se sempre
achar um numero inteiro r tdo grande que u, e os termos se-
guintes sejam todos inferiores & unidade. O mesmo acontece por-

n - ® - -
tanto & expressdo Vuy, visto que as raizes de indice qualquer
d'um pumero inferior & unidade sio menores do que a unidade.

Logo, se a expressio Vu, nio fornece indicacdo alguma relativa-
mente & convergencia ou divergencia da serie, provém isto da im-
possibilidade de assignar um numero menor do que a unidade,
ao qual Vit seja inferior, para os valores sufficientemente grandes
de n.

Posto isto, ndo se pode demonstrar a divergencia da serie (1)

Up4-1

pelo theorema baseado na consideracdo de . Com effeito,

niio & possivel achar um inteiro ¢ tal que, para todos os valores
Up4-1

de n ezuaes ou superiores a g, seja maior do que a uni-
g p ) q

n
dade; visto que, quando isto tem logar, os termos g, ugii, ete.
crescem, o que & contrario & hypothese.
Tambem se nito péde demonstrar a convergencia da serie pelo
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criterio baseado na consideracio de . Com effeito, se, para

: . N, u
valores de n eguaes ou superiores a um certo inteiro T8 s
Uy

U1
Uy

fosse constantemente inferior a um certo numero % < 1, de modo
que se tivesse

Up iy
e T o P PO - 1 S
Up Up 1 Upfh—1
ter-se-hia
Upti < tp 2%,
e portanto

P
Pks u
Vg <) \/%

Dois casos ha agora a distinguir. Suppondo primeiramente

%5 1, ter-se-hia, qualquer que seja k,

PO
Up
w=t
e portanto
’+: HIH.J,'&':;\.
up

Suppondo pelo contrario F}I e representando por p um

numero tomado arbitrariamente entre A e 1, poder-se-hia sempre
achar um numero inteiro tio grande que

HrT
YA

a\/v <K
’HPHP.Fk{F-,

para todos os valores de k eguaes ou superiores a este inteiro.
Logo n’um e n'outro caso poder-se-hia determinar, para o in-
teiro n, um valor tal que, para todos os valores superiores a este,

e a fortiori
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Vu, fosse inferior a um numero determinado menor do que a
unidade, o que & contrario & hypothese.

[G. Fouret: Remarque sur le cas douteuz relatif d certains cara-
ctéres de convergence des series (Novelles Annales de Mathématiques,
1890)].

I

Trisectriz de Maoiaurin

N'um artigo publicado no tomo vi (pag. 13) d’este jornal, con-
siderou o sr. Jodo d’Almeida Lima uma curva que serve para
dividir um angulo em tres partes eguaes. O sr. Longchamps, re-
ferindo-se no seu Cours de Mathématiques spéciales (Supplément,
1890, pag. 114) a esta curva, diz que ella coincide com a tri-
sectriz de Maclaurin (Traité des fluzions, 1749, pag. 198) e ex-
poe um modo de geragdo d'esta curva differente do que empre-
gou o sr. Almeida Lima.

Eis este meio de geraglio.

Imaginemos sobre uma recta pontos equidistantes

010g=0303=0304 =0405=a;

tracemos por O (*) uma transversal arbitraria Oy M, depois abai-
xemos OzM perpendicularmente a esta recta; seja O3l parallela
a OyM e seja MI perpendicular a O;Oy. O logar geometrico de I
é a trisectriz de Maclaurin.

Para mostrar que esta curva serve a dividir os angulos em tres
partes eguaes, emprega o sr. Longchamps o seguinte processo:

Tirando por Oy uma perpendicular a 04Oy e chamando A o
ponto em que esta petpendicular encontra a recta O4M, e repre-
sentando respectivamente por w ¢ ¢ os angulos 10305, 10;0y,
temos

p=0gl=AM=0;M—-0;A =4acosw—

COS @

(#) E facil de construir a figura com as indicagdes dadas,
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0sl 2a
seng  sen(gp—e)

Os angulos ¢ e « verificam pois, para todos os pontos da curva
considerada, a relacio

2sengcosw=(%cos*o—1)sen (p—w).
Esta egualdade péde ser escripta do modo seguinte:
sen g os o (3 — & cos? w) =sen weos g (1 — 4 cos? w),

ou ainda
bsenfw—3senw

tang @ =
97 3cose—4coste’

ou finalmente
tang ¢ =tang 3 w.

Logo o angulo 10305 ¢ a terca parte do angulo 104 0.

No seu importante livro intitulado — Essai sur la Géométrie
de la régle et de I'équerre (Paris, 1890) torna o sr. Longchamps
a occupar-se d'esta curva, que define como cubica circular, pos-
suindo um né onde as tangentes (azem com o eixo da curva an-
gulos eguaes a 60° e 120°.

Entre os trabalhos relativos a esta curva péde ainda vér-se
um do sr. Schoute, que se occupou d’ella nos Archives Neerlan-
daises (tomo xx, 18835), outro do sr. Habich, que se occupou d'ella
na (raceta Cientifica (1885), e dois do sr. Longchamps, publicados
um no Journal de mathématiques spéciales (1885 ), e outro no
Annuaire de I’ Association francaise (1885).

FIM DO VOLUME IX.
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