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R E M A R Q U E S A R I T H M É T I Q U E S 
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C o n s é q u e n c e s a r i t h m ó t i q u e s d ' u n e i d e n t i t é 

1. Hans nutre arlicle aSource d'idenlilés», publié duns Ie 
Malhesls, nous avons déiriontré !'identité 

" v u ^ ( i ) 
« 4 > Z n=l a=l 

OU 

ZnX 
Un-

1 -ZnX 

Or1 observons quo, dans Ie développement du prcmier membre 
suivaiit Ics puissances croissantcs de z, Ie coeflicient de 2" est 

X(n) = x«-\-rf> + xc+ . . . , (2) 
,: . . 

. . . : • , I1 I 
a, b, c, . . . étant tous Ies diviseurs de n. Si, après multiplication 
des deux membres de (1) par í — z, 011 fait 2 = 1, on obtient 

Y 1 , " ^ M ) " + 1 . 1 X (ao ) = 2 - - - — • 71 = loS-
n—1 Il (1— X)* \—X 



4 JORNAL I)E SCIENCIAS 

Il est vrai qu'on arrive plus simplemcnt à ce résultat par ap-
plication des principes cxposés dans 1'article précédent. 

3. Pour x = 1, la formule (1) fournit une intéressante trans-
formation de la série de Lambert. On voit, en effet, que la série 

z 2* 23 

S W - i + 1 T + I a - + ' " ( 3 ) W 1—2 1 — Zt I-Zd 

équivaut á 

2 S3 Z6 

s W = ( T ^ ~ ( i - 2 ) ( 1 - 2 * ) * + ( T - ^ k T - ^ K I - ^ ( 4 ) 

En d'antres termos, si l'on pose 

-n—1 

on peut écrire 

n—x 

2 »n = ^4I ~ flt , 42 + Vi^jtsa — D(VjBgt)i* + . . . . 
n=l 

Pour z compris entre O et 1, on sait que la série (3) est con-
vergente, et que son terme général un va constamment en dé-
croissant, lorsque n augmente. Un calcul facile montre que, á 
partir d'une certaine valeur de n, dépendant de z, et précisément 
à partir de Ia valeur pour laquelle un devient inférieur à z, Ia 
série (4) est plus convergente que la série (3). La série (4), à 
termes alternativement positifs et négatifs, est donc fort utile pour 
1'évaluation approchée de S (2). 

3. D'après (2), on voit que, dans (3), Ie coeffieient de z" re-
présente Ie nombre des diviseurs de n. Vovons quelle est 1'expres-
pression du même coetticient dans Ia série (4). Dans Ie produit 
U] W2U3 . . . m», c'est-à-dire dans 

(2 + 2^ + 23 + ...) (29+2* + 26 + ...) . . . ( « ' + 2 « ' + 23' + ...) 
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Ie coeííicierit dc z" est évidemment égal au nombre r, (u) des so-
lulions enlières et positives de 1'équation 

Si + 2 ^ + 3 = (5) 

Le coefficient de z" dans Ie V me terme de (4) est donc, au signe 
prés, 

c, (n) = T , (n) + T, (n — v) + T , (n — 2v) + . . . . 

Conséquemment, Vexpression 

ci (n) —<r2 (n) + 13 (n) — . . . 

est égale au nombre des diviseurs de n. 
4. Il est, d'ailleurs, facile de voir que <r, (n) représente aussi 

la somme des valeurs que prend la variable £,, dans Ia résolution 
de (5). Si l'on cherche à remplacer, dans Ie dernier énoncé, Ies 
fonction n par Ies fonctions T, on est conduit à poser 

et l'on trouve alors que la somme 

h (») + h (n) + h (»») + • • • 

+ T 1 ( B ) - T 2 ( W ) - T 3 ( n ) — . . . 

est égale au nombre des diviseurs de n. 
5. Reprenons Ia formule (1) dans toute sa généralité, et cher-

chons, dans Ie second membre, Ie coefficient de zn. Ayant une 
solution particulière de (5), on trouve que zn est multiplié par 
une puissance de x, dont 1'exposant est la somme des Par con-
séquent, si A, [n,p) est Ie nombre des solutions entiires et positives 
des équations simultanées 

( & + 2 & + 3 Ç , + = n 

( + li+ C3 + • • • ^ = 
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et si l'on pose 

H, (n,p) = A, ( n , p ) + K (n — v,p) + Ziv (n — 2v, p) + . . ., 

Ie coelficient de 2n provenant du terme, est, en valeur absolue, 
' . . . . < . • • ' . t • í • , ••( - ri , . » • ! - i j 

2 x P H y ( n , p ) . 
v 

Par comparaison avec (2), on voit que la somme 

Hj (f>, p) - Hj (n,p) + H3 (n, ? ) - • • • . 

est généralement nulle, sauf pour n multiple de p: dam ce cas, 
elle est égale à lunilé. 

6. Après avoir posé 

Kn («,/>) = 

on peut dire aussi que la somme 

K,(n ,p ) + K 3 (« , />)+ K 3 (»,/>) + . . . 

+ h, (n,p)-hi (n,p) + hs (n,p)- . . . 

esl égale à l unilé ou à zéro, suivant que p est ou nest pas un 
diviseur de n. 

Dans un autre article nous Utiliscrons certaincs recherchcs de 
MM. Sjlvester et Trudi pour montrer comment on peut repré-
senter analytiquement Ies symboles dont il vicnt d'être question. 
Nons en déduirons, naturellement, la représentation analyliqut du 
caractere de divisibilité de deux nombres. Cette représentation 
peut, d'ailleuts, étre établie directement au moyen des fonctions 
trigonometriques, coinme nous Ie ferons voir dans des reiherches 
ultérieures sur certaines éventualités arithmétiques. 
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o l w o q , o J i f l f b f í t o O 

S O B R E A DECOMPOSIÇÃO D A S F U N C Ç Õ E S C I R C U L A R E S 

POR 

J . C . D ' O U V E I R A R AMOS 

Sendo dada a fracção 

/"(sen x, cos x) 

sen* [x — aj) senB (x — aj) seni (a? — a 9 ) . . . 

em que f(senx, cosa;) é uma funcçào inteira e homogenea do 
grau n — 1, sendo n = a + 3+ y + - . . o numero de factores do 
denominador, provar que é sempre possível a decomposição se-
guinte: 

f(sen x, cos x) A* c o s " - 1 (x — a\) 

sen* (x — ai) senP (x — a2) . . . sen* (x — aj) 

i t .k} o f a i v i l » ; J i n > o f k i i r t •>!> ; / H i i i i i i n iJ 1!' . h h i ,"<ivKf , •«. >-i 

^ A , _ i c o s * - 2 (x — a t ) + + A 8 C o s ( X - Q 1 ) ^ Ai 

sen*—1 (x—O 1 ) ' s e n s ( x —aj ) sen(x—aj) 

BS cosB—1 (x — a%) ^ Bn_ i c o s 8 - 2 (x — a s ) ^ 

senP (x — oj) sen® - 1 (x — az) 

B 8 C O S ( X - A A ) B T 

sen2 (x — 03) sen (x — aj) 
+ 

sendo A«, A « _ i , . . . Bp, Bp_j , . . . quantidades constantes. 
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Esta formula foi achada pelo sr. dr. Gomes Teixeira (*) d'um 
modo indirecto, resolvendo um problema dinterpolação. 

Vamos agora deduzil-a directamente. 
Com effeito, pondo 

2 3 8 A J U D 8 I 3 2 3 0 3 3 1 1 1 1 1 2 A 0 O W a C t W Q a i Q A 3 8 8 0 2 

sen* (x — d)) senS (x — az) • • - =^ [x) — sen* (x — aj) (x) 

em que 

(x) = sen3 (# — 0¾) sen"r (x — 03). . ., 

podemos sempre escrever 
••! . >> . i . j l f ' • ( < ! • I i ' f( senx, cosx) = 1 

= A» cos*—1 (x — aj) (#) + sen (x — ai) f\ (sen x, cos x)J 
. . . ( 1 ) 

o que dá i 
í>») 8'nol')6! íTfffliMÍ O . . . "" I C c H OD/lOíí ,J ti IJiiTv 

• , f (sen x, cos x) — Aa co s* - 1 (x — ai) <J/i (x) 
f\ sen x, cos x) = — — -. — — - 1 — — .. (2) 

sen(x —aj) 

1 * > 0 ' ) > A » « < > • ' , ' v . I 1 9 Í * 

Com effeito, como f ( s e n x , cosx) é funcção inteira, por hypo-
these, para ter logar a egualdade (1) também o deve ser f\ (senx, 
cosx) . Vamos, pois, determinar Aa de modo que a divisSo (2) se 
etfectue sem resto. 

Para isso notemos que de ser /'(sen x, cos x) funcção homo-
genea do grau n— 1, resulta 

><j:> (. ,-ill "L • ^ii-) Vf | 

f (í sen x , t cos x) = tn~1 f (sen x , cos x) 

ou 

»" I 
/ (sen x, cos x) = f (t sen x , t cos x). 

(*) NourHles Annali-s de MathémUiques. 3." s e r i e . t. iv ( a g o s t o de 1 8 8 5 ) . 
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Fazendo I = 
1 COS X 

e u = virá 
sen x sen x 

f (senx, cos x) = sen"—1 x f [ i , u ) ( 3 ) 

Egualmente, desenvolvendo cos(íc—aj), sen (a;—«2)» • • •» ex-
pressões da fórma a sen x + 6 cos x, e designando por a', a", .. . 
b', 6", . . . os respectivos coeflicientes de sen x e cos x, teremos 

cos"—1 (x—ai)<J/j («) = C o s * - 1 (x—ai)senS(íc—02). . .= 

= (a' sen x + b' cos x)a~1 (a" sen x + b1' cos . . . , 
.»'< ^ ' ,'ti ) ' 

funcçâo homogenea do grau a + ( J + . . . — l = n — 1 , podendo 
portanto escrever-se 

representando por F uma funcçSo inteira. 
Vê-se d aqui que, sendo o numerador da expressão (2) uma 

funcçâo homogenea do grau n — 1 e o denominador da fórma 
a sen x + b cos x, funcçâo homogenea do í .°grau, f\ (sen x\ cos x) 
será funcç8o homogenea do grau n — 2. 

Substiluindo os valores (3) e (4) em (2), vem 

Effectuando a divisão d'esta ultima fracção e chamando Q o 
quociente e R o resto, será 

"f r 11 •'!<(. 

f\ (sen x, cos x) = sen"—1 x 
/ ' ( I 1 M ) - A a F ( M ) 

sen x cos ai — cos x sen ai 

cos ai — u sen ai 

f { \ , u) — A* F (u) = (cos a\ — u sen aj) Q + R, 



10 JOHNAL DE SaiBNClAS 

o que dá, para x = a\, 

f ! , ^ - A j H = R = O 
sen a\/ \ sen a\f 

porque f\ (sen x, cos x) deve ser inteira. 
Ora as egualdades (3) e (4) dâo respectivamente, para x ~ a \ 

" di .t)Í ,T >>,.>•) x tm •»!> - >tii'x íiH M> "i"i\y><\'-v\ ".<•• 4 .1A 
cos aA /'(sen aj, cos aj) 

\ sen ( a \ ) sen"—1 O1 

p / c o s f l I 
\ s e n ai 

(«i) \\ x ir 

i a\J sen"—1 ai 
Logo 

/ - ( S e n a B C O S A I ) ','X 

A % ~ + i ( « i ) 1 5 

Fica assim determinado o valor Aa que torna inteira f\ (sen®, 
cosa;), funcçâo homogenea do grau n — 2, e demonstrada, por-
tanto, a egualdade (1). 

Dividindo esta, membro a membro, pela egualdade 
|T.it:,> o.h i;-,: i^ynnnl o ^ i u i ] ty í W í - a. n'/> !• 

<\i (x) = sen® (x — «i) <|>i (x) 

obteremos o resultado 

/'(sen x, cos x) Aacos1lr^1 (x— a i ) f\ (sen x, cos x) 

<J* [x) sen*(a; — ai) sen*—1 (x — a\) <j/] (x) 

Se n'esta egualdade mudarmos f(senx, cosa;) em ft (sena;, cosa;) 
e a em a — 1, o que transforma ^ (a;) = sen" (x — a]) \\ [x) em 
sen"—1 [x — ai) (x), virá 

f\ (sen x, cos x) A x _ i c o s " - 9 (x—Oi) /¾ (sen x, cos x) 

s e n * - 1 ^ - f l i ) i j < i (aí) sen*—1 (« — ai) s e n * — i I x -
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Continuando teríamos, depois de a decomposições, 

/"(sen x, cos x) At cosa—1 (x— aj) ^ A»_i cos*—2 (x— aj) 

i)/ (x) sen*(x — oj) sen* - 1 (x—ai) 

Aj /"» (sen x, cos x) 

sen(.x — aj) <h (33) 

Pondo 

J/j (x) 
(*) = — = sen7 (x-o3).. . 

' SenB(^-O 2 ) 

esta ultima tracção dá por decomposição 

fx (sen x, cos x) /"»(sen x, cos x) Bp cosP - 1 (x — a2) ^ 

4* 1 (x) senS (x — a2) <{/g (x) sen&(x — a3) 

em que 

1H (aa) 

ff (sen a2 , cos a2) 
IIT 4 = , ( O ) 

Continuando a applicar o mesmo processo a todas as fracções 
que forem apparecendo, chega-se á decomposição annunciada. 

D'este modo iamos determinando os coefficientes A», A « _ i , ... 
Bp, Bp—i, . . . á medida que se ia eífectuando a decomposição, 
mas ha formulas que nos dão directamente o valor d'estes coeffi-
cientes em funeção das quantidades dadas. Estas formulas veem 
no artigo dos Nourelles Annales atráz citado. 

II. Se na egualdade demonstrada fizermos a = -= y = . . = 1, 
virá 

f(sen®, cosa;) Aj 
sen {x — «i) sen (x—a2)... sen [x — aj) 

Bi 
+ — T

J r I" . . . 
sen [x— a2J 

(c) 
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As expressões (5) e (6) de A, e Bp dão-nos n'este caso 

/ (sen aj, cos a\) f( sen a\, cos oj) 
<J<1 (aj) sen (ai — ag) sen (aj — 03)...' 

f\ (sen ag, cos ag) f\ (sen ag, cos ag) 
1 4*¾ (a2) s e n (a2 ~ a3) sen (ag — aj)..." 

Mas a expressão (2) de f\ (sen x, cos x) dando-nos então, visto 
ser <|m (ag) = 0, 

/"(sen ag, cos ag) 
fi (sen ag, cos ag) = — — - . 7—, x ' sen(ag —aj) 

o valor de Bj será 

^ /"(senag.cosag) 

sen (ag — aj) sen (ag — a3)... 

Substituindo os valores de Ai e Bi em (c), vem finalmente 

/"(sen x, co sx) /"(sen ai , cosai) 1 sen(®—ai)sen(a;—ag)... sen(ai—ag)sen(ai—03)... sen(«—ai) 
.. .J--JjpA ,jf/ik '.iUiVt!' jll' OyH t'>{? JfITHMZtyttW • O-OH» li 

/"(sen ag, cos ag) 1 

senfag —ai ) sen(a 2 —03)... ' sen(a: —ag) 
+ 

que é a formula dada pelo sr. Hermite (*). 

(#) Cours d'Analyse, page 331. 
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F. M. Costa Lobo. — Estudo de algumas equações de congruência 
e indeterminadas.— Coimbra, 488o. 

N'este trabalho, escripto para o concurso a uma cadeira de 
mathematica na universidade de Coimbra, o sr. Costa Lobo con-
tinua o estudo dus equações indeterminadas principiado na sua 
dissertação inaugural, de que se deu noticia na pag. 101 do 
tom. vi. Nas ultimas partes d'este primeiro trabalho tinha o au-
ctor exposto o melhodo de Wronski para a resolução d'aquel!as 
equações. No actual faz applicação dos princípios expostos no 
primeiro a algumas questões particulares, para os tornar mais 
claros e poder-se apreciar a sua importancia. 

Brito Limpo. — Sobre os nivelamentos applicados á Geodesia.— 
Porto, 1885. 

Principia este interessante artigo por algumas considerações a 
respeito da verdadeira figura da terra, que é differente da figura 
media obtida pelas triangulações geodesicas, por causa das attrac-
ções locaes. Em seguida apresenta e aprecia os dois methodos 
de Willarceau para obter aquella figura, e dá um processo novo 
para vencer uma diíficuidade relativa à refracção que existe num 
delles. 

Duarte Leite. — Integração das differenciaes algébricas. — Porto, 

LN'este importante trabalho, escripto para o concurso a uma 
cadeira da escola polytechnica do Porto, o auctor occupa-se dos 

188 6 
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intcgraes <las funcções algébricas exprimiveis algebricamente ou 
por funcções Iogarithinicas. 

No primeiro capitulo tiacla dos integraes exprimiveis algebrica-
mente, e alii vem o theorema de Abel relativo á fórma d estes 
integraes, o methodo de Liouville para os determinar, e alguns 
tlieoremas riovfts, tal 6 o seguinte: «Para <|iie seja algebricamente 
integrável uma dilferencial racional f[x,y)dx é necessário e suf-
ficiente (juc o sejain separadamente os seus termos, depois de 
tornada inteira e irreduclivel»; e o seguinte, generalisaçào de 
um theorema de Liouville: «Se designarmos por pn e qH duas 
funcções de ordem n, a egualdade 

l l 
— — I m , m 

,>i, i i ! i .''Iitl i.íi ir u IttM 11)0 -I, *,iiit 'tit !;. il)"lii:ii: iiPi')ií' 

tem sempre logar, se o integral for algébrico; e q„ 6 uma Iuiic-
ç?io racional de p„». 

No capitulo segundo tracta dos iulegraes expremiveis por Ioga-
rithmos, e ahi vem o theorema de Abel relativo A relação algé-
brica mais geral e simples entre os integraes algébricos, e como 
consequência a fõrma dos integraes exprimiveis por logarithmos; 
em seguida um esludo muito desenvolvido do Litegral 

rl>dx 

J Tk ' 

principalmente do caso em que é exprimivel por um só Ioga-
rillimo; finalmente uma applicaçilo ao caso cm que é m = 2 , onde 
o auctor emprega um processo novo mais simpies do que os de 
Abel e TchejbicheH'. 

Tanto pelos llieoremas novos que apresenta, como pelas de-
monstrações novas de theoremas conhecidos, 6 extremamente 
precioso o livro do sr. Duarte Leite. 

Ch. Hermile. — Sur quelques applications des fonclions ettipliques. 
— Paris, 1885. 

N este importantíssimo trabalho o eminente geomelra faz um 
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estudo profundo da equação de Lamé, e applica os resultados 
obtidos á rotação de um corpo solido em roda de um ponto fixo, 
quando não ha forças acceleratrizes, á determinação da figura de 
equilíbrio de uma mola e á theoria do pêndulo conico. 

E. Cesaro. — Excursions arithméliques à 1'infini (Annali de Mate-
malica, tomo x m ) . 

É objecto da bella memoria do sr. Cesaro o estudo de uma 
serie de questões de Arithmetiea das mais interessantes, de que 
é dillicil dar noticia em pequeno espaço. 

A primeira questão de que se occupa é do estudo médio do 
maior divisor commum de dous números, e ahi vem uma serie 
de theoremas relativos ao numero médio de divisores comimins 
de dois números, á somma media d'esses divisores, á quantidade 
de pares de números que admittem um menor múltiplo commum 
dado, ele. 

Em seguida ocnipa-se do maior divisor quadrado d'um numero. 
No terceiro capitulo, intitulado Eventualidades da divisão arilh-

metica, o auclor resolve muitas questões interessantes relativas á 
probabilidade de que uma certa circumstancia se dô na divisão, 
como, por exemplo, que o quociente seja antes par do que im-
par, etc. 

No capitulo quarto vem 111110 serie de questões de probabili-
dades relativas ao maior divisor commum de muitos números, e 
no capitulo quinto um estudo profundo da distribuição das quan-
tidades commensuraveis, e como consequência uma serie de que-
stões relativas á probabilidade de que uma funcção de quantidades 
commensuraveis satisfaça a certas condições. 

Nos capítulos sexto, sétimo e oitavo estuda o sr. Cesaro o uso 

da funcção sen para sommar algumas series arithineticas, e 
Jd 

para achar algumas identidades arithmeticas importantes; estuda 
a funcção que representa o excesso das fracções sobre os maiores 
inteiros que ellas contêem; e estuda a funcção que representa a 
menor quantidade que é necessário ajunctar ou tirar a uma quan-
tidade para obter um numero inteiro. 
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Finalmente no ultimo capitulo apresenta formulas da mais alta 
importancia para a reversão de certas series. 

Pela breve noticia que vimos de dar se vê quanto é fecunda 
cm resultados a bella memoria do joven geometra italiano, já 
muito conhecido por memorias importantes de Arilhinetica, publi-
cadas principalmente nas Memorias da Sociedade Heal das Scien-
cias de Liège. 

Ch. Ie Paige. — Correspondance de René François de Sluse (Bul-
letino %e Bibliografia e di Sloria delle Scienze Malematiche de 
B. Boncompagni, tom. xvn). 

Nasceu em Visé em 1622 e morreu em Liòge em 1685 o 
sábio eminente de que se occupa o sr. Paige. Cultivador de muitos 
ramos da sciencia, tornou-se todavia principalmente notável como 
mathematico, e a respeito d'esta sciencia teve correspondência 
com Pascal, Huygens, Wallis, etc. 

O sr. Paige, querendo tornar conhecido do mundo sábio o seu 
illustre compatriota, tractou de recolher toda a sua correspon-
dência, que estava espalhada por diversos paizes, e de procurar 
informações a respeito da sua familia, da sua vida e de seus tra-
balhos mathematicos. 

A estes últimos pontos são dedicadas as primeiras 67 paginas 
do trabalho do sr. Paige; á correspondência são dedicadas as pa-
ginas seguintes. 

Os trabalhos de SIuse referem-se a pontos importantes das 
mathematicas, e tiveram grande influencia no desenvolvimento 
d'estas sciencias; por isso grande serviço fez á historia da mathe-
matica o sábio professor da universidade de Liège com a sua 
publicação. 

Ch. Ie Paige.— Uber die llessesche Fldche der Flãehen drilter 
Ordnung (Sitzb. der Wisseneh., 1885). 

H. Ie Pont. - — Sur une Iransformation polaire des courbes planes 
(Journal de Mathematiques spéciales, 1885).' 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 17 

M. Lerch. — Remarques sur quelques points de la ihéorie des fon-
clious. — Prag, 1885. 

Neste artigo vem uma serie de exemplos muito interessantes 
de expressões analyticas, que em diversas partes do plano repre-
sentam diversas funcções analyticas. 

Mr. Lerch. — Expression analytique du plus grand diviseur de 
deux nombres entiers. — Prag. 1885. 

Bestimmung der Anzahl merkxcurdiger Gruppen einer allg-
meinen Involution n — ler Ordnung k — ter Stufe (Sitz. der 
bõhm. Gesellschaft Wissenchaften, 1885). 

J. M. Rodrigues. — Theoria da retrogradação das trajectórias.— 
Lisboa, 1885. 

N esta importante memoria o sr. Rodrigues estuda as condi-
ções para que os projecteis, no seu movimento no ar, em logar 
de cahirem seguindo uma curva de asymptota vertical, tenham 
movimento de retrogradação. Baseia-se a nova doutrina em alguns 
theoremas relativos á resistência dos lluidos, que fazem parte de 
uma memoria ainda não publicada. 

Principia por procurar as equações fundamentaes do problema 
e as condições para que haja retrogradação; e em seguida pro-
cura as diversas trajectórias que o projéctil pôde descrever se-
gundo a posição do plano de resistência, e as condições a que 
devem satisfazer os projecteis para que haja retrogradação. 

J. M. Rodrigues. — Movimento do solido livre (Jornal da Acade-
mia das Sciencias de Lisboa, n.° x u ) . 

O objecto d'este interessante artigo é o estudo do movimento 
do solido de revolução, quando a resultante das forças exteriores 
existe no plano do movimento determinado pelo eixo da figura 

2 
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e pela tangente á trajectória e varia segundo uma dada funcçâo 
da obliquidade. Por uma analyse das mais elegantes reduz ás 
quadraturas o problema da integração das seis equações do movi-
mento de translação e rotação, e considera o caso em que estas 
quadraturas se obtêem por meio das funcçôes ellipticas. 

Tycho Brahe. — Triangulorum planorum et sphericorum praxis 
arithmetica —1591. 

Existe na bibiiotheca da universidade real de Praga um ma-
nuscripto com o titulo precedente, escripto pela própria mão de 
Tvcho Brahe. Para tornar esta preciosidade conhecida, o illustre 
professor d'aquella universidade, sr. Studnika, mandou repro-
duzil-a por meio da photoleographia, de maneira a offerecer aos 
admiradores do grande astronomo uma imagem tão perfeita quanto 
podesse d'aquelle manuscripto. 

Davide Besso.— Periodico de Malemalica per 1'insegnamento se-
cundário. — Boma. 

É este o titulo de um novo jornal dedicado ás Mathematicas 
elementares que o sr. 1). Besso, professor no Instituto technico 
de Homa, vem de fundar. Publica-se um fascículo cada dois me-
zes. O primeiro fascículo traz um artigo importante do sr. Besso 
sobre o tetraedro de faces eguaes, um artigo do sr. Faifofer sobre 
uma proposição fundamental da theoria das equivalências, etc. 

G . T . 
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S U R C E R T I I N E S D É T E R M I N A T I O N S D E L I M I T E S ; 

M O Y E N N E S L I M I T E S D E D E U X N O M B R E S 

M . MAURICE D' O CAGNE 

l n g è n i e u r d e s p o n t s e t c h a u s s é e s , á R o c h e f o r t - s u r - M e r ( F r a n c e ) 

1. Nous allons d'abord établir une formule générale qui nous 
sera utile dans Ia suite de cette Note. 

Etant donnée une fonction y = 9 (x), prenons arbitrairement 
deux nombres a et (3, et considérons une progression arithmé-
tique de n termes ayant a et [3 pour termes extrèmes, progres-
sion que nous représenterons par xi = a, x j , X3, ... X n - I j X n = S; 
puis, formons I expression 

et proposons-nous de trouver la limite de F (n), Iorsque n croit 
indéfiniment. 

A cet effet, supposons construite, en coordonnées rectangulai-
res, la courbe doni 1'équation est y — 9 (x), et prenons sur cette 
courbe Ies points Pj, P j , . . . Pn , qui ont respectivement pour 
abscisses O ^ i = X j = a , 0 /?2=*2. ••• 0 ^ n _ i = x n _ i , O p n = x „ = [ S . 
Cela posé, nous pouvons écrire Ia valeur de F(n) sous la forme 

F(n) 
9 ( X 1 ) + 9 (X 2 ) + . . . + 9 ( x „ ) 

n 

F ( „ ) = 

yi , yi + ya , ya + y 3 

2 2 2 
y«—1 + y» , y» 

2 2 
n 

* 
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P — a + e 
ou, si p — a = (n— 1) 6, d o u lon tire n = , 

w , (yi + ys)» , ^ . ( y — i + y»)« ^ y * 

F W - T 2 
v 7 p —a + e 

(«Í+J/í+i)Í 
Or, on voit que, d'une manière générale, la quantité 

est égale à la surface du trapèze PijPiJ î-J-I en sorte que, 
si 1'on représente par an 1'aire comprise entre Ie contour poly-
gonal Pi P8 . . . Pn—i P«, l 'a\e Oa; et Ies ordonnées extremes 
PlPi. PnPn, on a 

, (yi + y » ) e 

ffn+ 9 
F («) = 

P ~ a + e 

yj et yn, valeurs de f { x ) pour a; = a et a; = j3, sont des quan-
tités fixes; de plus, lorsqu'on fait croltre n indéfiniment, e tend 
vers zéro, et on a pour limite l'aire comprise entre la courbe 
j/ = f(a;) et 1'axe Oa;, depuis x = a. jusqu'à x = $, c'est-à-dire 

3 
9 (aj) dx. On a donc 

I : 

(1) Lim Fn (a) = 
f j ( x ) dx 

Telle est Ia formule préliminaire que nous nous proposions 
d'établir. 

9. Nous allons maintenant définir ce que nous entendons, 
d'une manié^e générale, par moyenne limite de deux nombres a 
et [3 (a < p). Considérons une série de n termes 
dont la Ioi de formation, d'ailleurs quelconque, sera désignée par 
une certaine Iettre L, ces termes étant astreints aux conditions 
suivantes 

X1 = a a;„ = p XiKXiJr-1, 
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quel que soit i; puis prenons Ies diverses moyennes, arithmétique, 
géométrique, harmonique, de ces termes, moyennes que nous dé-

signerons par Ies notations ALn, GLn, HLn; dans chacune de ces 
notations Ia première lettre rappelle Ia nature de Ia moyenne 
considérée, Ia deuxième, la Ioi de Ibrmation de la série intercalée 
entre Ies nombres « et |J, et 1'indice, Ie nombre des termes de 
cette série, y compris » et JJ; en sorte que 

, < " > i d m ! > m s i ; h - • t i • , t t u U h i - i : < > \ • '>! l i » n < m q if.< .»«» 
X 1 + X i + . . . + X„—i + X n 

AL„ = 
n 

GLn = Vxi 3¾ . . . írn_i x„ 

HLn
 x \ x i x n - l x n 

Les limites de ALn, GLn et IILn, lorsque n croit indéfiniment, 
seront dites des moyennes limites des nombres a et JJ. Nous dé-
signerons ces limites par Ies notations ÀL (a, (J)1 GL (a, fi), 
ÍÍL (a, 3). 

On peut imaginer, en faisant varier Ia Ioi de formation repré-
sentée par la lettre L, un très-grand nombre de moyennes limites 
de deux nombres. Les cas Ies plus simples sont ceux ou la série 
de définition est soit une progression arithmétique (pour Iaquelle 
nous ferons L = A), soit une progression géométrique (pour Ia-
quelle L = G). 

Les moyennes AA (a, JJ), et GG (a, Ji) ne sont, bien visible-
ment, autre chose que Ia moyenne arithmétique et la moyenne 
géométrique des nombres « et J3. 

Nous allons ici nous occuper des moyennes GA (a, p), HA (a, JJ), 

ÃG (a, 3) et HG (a,p). 
3. La définition particulière de la moyenne GA (a, ]J) sera, 

d'après ce qui vient d'être dit, la suivante: 

GA (a, 3) est la limite de la moyenne géométrique des termes 
d'une progression arithmétique ayant pour termes extrèmes a el p, 
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lorsquon fait croitre indéfiniment Ie nombre des lermes de cette 
progrestion. 

Calculons cette limite. Nous avons 

i-r»Jtli 
•uris») G A n = / # 1 2 ¾ . . . xn, 

ou, en prenant Ies logarithmes népériens des deux membres, 

j 7 — - l x \ + I x i + . . . + / x n 
l GAn = . 

Donc, en vertu de la formule (1), à la limite, 
! i , í 

- f l GA (a, p) i -7 ! 

l x . dx 

ou, puisque J l x . dx = xlx — x + C, 

p — a 

dou , en remontant des logarithmes aux nombres, 

1 

e désignant la base des logarithmes népériens. Si 1'on suppose 
• c= 1, la formule devient 

,x 
GA (1,Í3) = . 

e 
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En particuiier, pour 2 = 2 

G Ã ( 1 , 2 ) = — . 
e 

K IlO " i, IUIlM 
On peut donc dire que Ie nombre e est égal ou quadruple de 

tinverse de la moyenne GA des nombres 1 et 2. 
4. Passons à la seconde moyenne. 

IlA (a, [}) est la limite de la moyenne Iiarmonique des termes 
d'une progression arithmétique ayant pour termes extremes i eí |i, 
lorsquon fait croitre indéfiniment Ie nombre des termes de cette 
progression. 

On a 

, - L + - U . . . + . 1 
1 X\ Xi Xn 

HAn 

Ici encore, X\, 3¾, . . . xn formant une progression arithméti-
que, la formule (1) est applicable, et donne 

1 
/"P dx 

J OL x 

d'oú 

IIA (a, P ^ a 

í B — Iu 

HA (a, jâ) = • ^ * 
l ? > - l a 

Cette formule conduit à plusieurs énoncés. On peut dire que 
la moyenne HA de deux nombres est égale au quotient de la diffé-
rence de ces nombres par la différence de leurs logarithmes népériens. 

On peut aussi, remarquant que pour «= 1, la formule devient 
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HA ( 1 , 3 ) = d ire que Ie logarithme népérien d'un nombre 

est égal au quotient de 1'excès de ee nombre sur Vunilé par la 
moyenne HA de ce nombre et de 1'unité. 

Pour JJ = e, on a 

ã. AG (a, (J) est la limite de la moyenne arilhmélique des ter-
mes dune progression geométrique ayant pour termes extremes a 
et |J, lorsquon fait croítre indéfinimenl Ie nombre des termes de 
cette progression. 

Si l'on pose — = qn~on a 

HA ( l , e ) = e— 1. 

a 

AGfl 
a ( l +q*+ . . . - W / " - 1 ) 

n 

« ( T - I ) 
» ( , - 1 ) • 

í p — l a . , 
Mais n = — + 1; donc 

Iq 

AGfl = 

P g - a 

Lorsque n croit indéfiniment, q tend vers 1; de plus, Ies Ioga^ 
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rithmes étant pris dans Ie système népérien, Ia limite de - — -
1 l,l 

est égale, d'après la règle de L/Hopital, à celle de — ou q, 
c'est-à-dire à 1. On a donc, en somme, _ 

AG {«, 3) -

Il est très-remarquable que c'est précisément là 1'expression 

que nous avons précédemment trouvée pour HA (a, 3). Donc, la 
moyenne AG de deux nombres est égale à Ieur moyenne HA. 

O. Enfin, HG (a, 3) est la limite de la moyenne harmonique 
des termes d'une progression géométrique ayant pour termes ex-
tremes a et 3, lorsquon fait crohre indéfiniment Ie nombre des 
termes de cette progression. 

jj 
Posant toujours — = q n ~ o n a 

1 qn^i 

V n ( q - i ) ' 

Or, nous avons trouvé, au paragraphe précédent, que 

q»-i 3-« 
I im — — - — - — . 

n(q— 1) a { l $ — l « ) 
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Nous avons donc finalement 
- • - (>!) ohnni ní ,aftmrçki àetá&w» « mm ínetò ''WiiHn 

Db :.ib'. fi Jiliq» ; : ! j»án<jfi'b ,ales 

ou 

( S ) 
p — a 

l ioi^nar^ 1 iii In^m.Vtrrtiq )*'»'•) f»np SldttupiSWKrMiirU ti 
K ^ r o c h a n t cette formule de la formule (4), ou de la for-

mule (3), on voit que Ie produil de la moyenne AG, ou de la 
moyenne HA de deux nombres, par Ieur moyenne HG, est égal au 
produil de cet deux nombres. 
nV ri<inu)vt sl » vtjuiT» l'u>\ ÍIU w t w l ,£ 5¾ c vvmvo 

.(Unmiyjoiv^ sWv> th um*») 

li lio iTiioiínif hlt^ol 
r 

«OU 

.1 I i 

, itisbàri iq '> q >>13811-q lír. ,èíiioil <110VB Í I I O I I ,1* J 
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Extrait d'une lettre de M. d'Ocagne 
à F. Gomes Teixeira 

Mon ami M. Ernest Cesaro, à qui j'avais communiqué 
Ies résultats de ma Note sur Ies moyennes limites, a trouvé 1'idée 
de ces moyennes assez heurcuse — ce dont je puis, à bon droit, 
me féliciter; — il a pénétré cette idée avcc ia puissance d'ana-
Iyse qui Iui est propre, et m a communiqué ses résultats dans une 
lettre dont je vous adresse des extraits. M. Cesaro, à qui je n'avais 
pas dit de quelle façon j'étais parvenu à mes formules, Ies a éta-
blies de son côté précisément par la môme méthode que moi, 
comme on Ie voit en se reportant à la formule (5) de sa lettre 
qui est la formule (1) de ma Note. Mais il a considérablement 
étendu Ia notion que j'ai imaginée, en la prenant pour base d'un 
calcul symbolique spécial au sujet duquel il nous promet de nou-
veaux développements. Aussi, quoique sur un point, M. Cesaro 
se soit rencontré avec ma Note dont, je ia répête, il ne connais-
sait que Ies résultats, je crois qu il y aura grand profit pour vos 
lecteurs à ce que vous publiez Ies extraits de sa lettre in extenso. 
IIs auront par là une preuve nouvelle de la singuliére pénétra-
tion de ce brillant analyste, et seront préparés à Iire Ies recher-
ches ultérieures qu'il nous promet sur ce sujet 
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Extraits d'une lettre de M. Ernest Cesaro 
à M. d'Ooagne 

Dans votre intéressant article «sur certaines détermina-
tions de limites», vous considérez Ies moyennes arithmétique, géo-
métrique, harmonique, d'un nombre indéfiniment croissant de ter-
mes, insérés entre a et b suivant une Ioi L. Ces moyennes, que 
vous appelez moyennes limites des nombres a et b, sont désignées 

par Ies symboles AL (a, b), GL (a, b), HL (a, 6). En particulier, 
vous supposez que Ies termes intercalas forment une progression 
arithmétique, géométrique, ou harmonique, ce que vous exprimez 
en faisant successivement L = A, G, H. Les relations remarqua-
bles, qui existent entre tous ces symboles, semblent constituer 
un calcul symbolique spécial, dans lequel 1'opération G serait 
fondamenlale, tandisque Ies opérations A et II seraient conjuguées. 
Si l'on représente simplement par A, G, FI, Ies moyennes arith-
métique, géométrique, harmonique, des nombres a et b, on a 

ÃÃ = A, GG = G, HFI = H (!) 

La corrélation des opérations A et II est basée sur ce que l'on 

peut transposer Ies facteurs dans chacun des symboles AH, IIA, 
considérés comme des produits, à Ia condition de remplacer la 
première opération de chaque produit par 1'opération fondamen-
tale. Autrement dit: 

AH = HG, HA = AG (2) 

On a aussi 

Ã G . HG = G2, G Ã . G H = G8 (3) 

Enfin, en vertu de (2), Ia première des égalités (3) devient 

ÃFÍ .HÃ = GS (4) 
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Telles sont Ies relations que je voulais mettre en évidence, et 
que je me propose de généraliser 

Je généraliserai d'abord 1'idée de moyenne, en ap-
pelant moyenne des nombres y\, r/j, .. . j/„ par rapport à Ia Ion-
ction <p, la quantité M défrnie par 1'égalilé 

v<p (M) = 9(3/,) + 9^2) + 9^3) + . .. +ç(y„) -

Je suppose, d autre part, que chacun des nombres y soit moven, 
relativement à la fonction <j/, entre Ie terme qui Ie précède et 
celui qui Ie suit. Cela revient à supposer que Ies valeurs de Ia 
fonction correspondant aux nombres y, forment une progres-
sion arithmétique. En parliculier, si ces nombres y sont insérés 
d'une manière continue entre a et b, la fonction <|i [y) a néces-
sairement la forme mx + n, ou x varie de a à 6, et Ies constan-
tes m, n, sont déterminées par Ies conditions 

(a) = ma + n, ty (b) = mb + n. 

l)'après cela, il est clair que 

(3) 

la fonction y étant défrnie par 1'égalité 

+ W + F Z F + W (6) 

La quantité M peut être représentée, avec vos notations, par 

<pi; mais je poserai, pour abréger, 

9 + ( a , 6) = M, ^ji (a, b) = N. 

Je m'occuperai, plus loin, de la relalion existant entre M et N. 
Je remarque, pour Ie mornent, que, si l'on veut appliquer la for-
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mule (5) au calcul des moyennes limites, que vous considérez dans 
votre artiele, on doit Iaire successivement ^ = A, G, H, en ob-
servant que 

1 
A(«) = ®, G (x) = Iog x, H («) = —. 

x >.•;:.'• »i,H;:>it V. -tithiBiip »». o ti<*iI. 
On trouve: 

— i — i rh<jj (x) 
? { ? A) = J i r - J ^ ( X ) U x t 9 (f G) = - / — dx, 

Iog - J a 

r~u\ a b Cb* ^ dx. 

Par exemple, pour f(x)=x, on obtient 

— a + b —- b — a —— ab , b 
AA = - 5 - , AG == - , A H = - I o g - . 

2 b b—a a 
I o g -

a 

Remarquons aussi que, pour ? = Ia formule (5) donnc 

quelle que soit la fonclion <p. Cela généralise Ies relalions (1). . 

Mais il est utile de transformer Ia formule (o), 
de manière à y introduire définitivement la condition (6). On 
trouve sans peine 

p ) 

,U ' ; 1 V . : ! ! . • • ' : ; : ' I j í ," .><> .1 I 

Ces égalités montrent bien que Ies opérations <p et | ne jouent 
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pas Ie même rôle dans Ie symbole y b . On voit que, si Ia fonction 
4»' (x) n'est pas constante, <p (M) peut toujours être considérée 
comine la valeur moyenne de Ia fonction dans 1'acception ba-
bituelle du mot, mais à Ia conditiori de supposer que Ie chemin 
parcouru par la variable, de a à b, ne soit pas uniformément dense: 
la demite des valeurs possibles de Ia variable, autour de x, doit 
varier comme la fonction <\i' (x). Il est aisé d'appliquer Ies éga-
lités (7) à la généralisation de vos formules. II suflit de prendre, 
dans ce but, 

A (x) = / » , G(^) = IogZ-(X), H(X) = JL 

Nous avons vu que Ies relations (1) ne cessent jamais d'être 
vérifiées. Quant aux relations (3) et (1), elles deviennent 

f(\G)f(HG) = f*(G), f (GA) f (GH) = fi (G), 

f(ÃH). f(HÃ) = f*(G). 

Enfin, Ies relations (2) subsistent telles quelles. D'ailleurs, il 
est facile de voir, au moyen des formules (7), que 1'on a, plus 
généralement, 

M - f + . 

Ies fonctions f, <{i, satisfaisant à la condition 

/ ( x ) 9 ' (x) + (x) = 0. 

Si, par exemple, on fait ip (x) = fr(x), on obtient 

j T r = f - t . r + \ 

en convenant que f° repiésente Iog./". On trouve ainsi, pour 
r — - 1 , 0 , 1 , . . . . 

f . f - i = / - - 1 . Iog f , f . Iog / -= f - K f , f . f - f - i . f * , . . . , 
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ou bien 

AH = HG, AG = HÃ, Ã Ã = H Ã * , HH = A H * , . . . 
I . 

Sans rien ôter de Ieur complète généralité aux fonctions 9 et 
t)(, imaginons deux fonctions inverses quelconques, (x) et 1F' (x), 
de manière que l'on puisse écrire, simultanément, 

? («) - ¢ ' [ + (*)]. + ( » ) - v ' [ ? ( * ) ] • 

Les relations (7) prennent alors Ia forme remarquable que 
voici: 

, ( ^ - • [ • W ] - * » " " . (8) 

Quant à la relation existant entre 91}/ et ^ 9 , Ies 
formules (7) donnent immédiatement 

C'est ce que l'on déduit aussi des égalités (8), en remarquant 
que 

11 est assez curieux que Ie premier membre de la relation (9) 
ne change pas lorsqu'on substitue, aux moyennes limites M et N 
des nombres a et b, Ies moyennes ordinaires de ces nombres, 
prises par rapport aux fonctions 9 et t{/. D après cette remarque, 
Ia relation (9) devient 

( m ) * («) + ? (») U n ] 
? ( m ) 9 — * w o — 

+ r-rn = 0 . 
9 ( 6 ) - 9 (a) K 6 ) - + («) 
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Il est donc permis de poser, simultanément, 

Sous une autre forme: 

^ m L ^ j K N j 

D'après ces égalités, on voit que Ies valeurs de <p(<p<|i) et 
partagent dans uu rapport inverse Ies intervalles <p (6) — <p (a) et 
A (b) — i)í (a). Quant à Ia valeur de X, elle dépend de a et b, au-
tant que de la forme des fonctions 9 et 4/. Lorsque 9 = ^. on a 
X = O, et il n'existe pas d'autre cas, ou X soit constaní. Plus gé-
néralement, il est impossible que X soit une combinaison linéaire 
d'une fonction de a avec une fonction de b. Il est utile, en vue 
de certaines recherches, de calculer Ies valeurs des dérivées par-
tielles de X. On trouve aisément 

da 9 ( 6 ) ( a ) + (&)- + («) ' 

db "9(b)~ 9 (a) + ' 
3 
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De mêmc, 

d ^ d b = [ ? ( 6 ) - ? ( a ) ] N ( 6 ) - + ( 0 ) ] ; 

etc. . . . Je vous reparlerai de ces formules dans une autre lettre, 
quand j'aurai cherché à étendre davantage la notion de moyenne, 
en supposant que 1'on prenne une fonction symétrique quelcon-
que, et que 1'on y remplace toutes Ies variables par une môme 
lettre: celle-ci représente alors une moyenne des variables con-
sidérées 

J'explique mieux ma pensée: la moyenne des nombres 
y, relativement à une fonction symétrique S, sera déíinie par la 
relation 

S (M, M , . . . , RJ) = S (j/i, j/a, . . . , y,) (10) 

Le premier membre de cette égalité est une fonction F de M, 
et l'on peut être curieux de connattre, dans chaque cas parti-
culier, Ia nature de cette fonction. Or, si 1'on représente par S1 

la dérivée partielle de S, par rapport y;, 011 a 

F (M + dftl) = S (M + áM, M + <ÍM, . . . , M + dV), 

d'oii 1'on déduit 
I = V 

F'(M) = 2 S j (M, M M) (11) 
i = l 

sans qu'il v ait besoin de supposer que S soit symétrique. J ai 
été conduit à étudier Ics fonctions S, douées de Ia propriété sui-
vante: 

S [kyu kyt, . . ., ky,) = R (Zc) S (yu y 2 yX 

On reconnalt d'abord que la fonction R doit satisfaire à l'é-
galité 

R ( * y 2 . . . ) = R ( * ) R ( y ) R ( * ) . . . : 
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cela exige que Ion ait K(•£) = £'". Dès lors, la fonction S est 
homogène, de degré m, et Ie théorème d'Euler donne 

t = v 

»I F ( M ) = 2 J/Í S I ( y \ , . ..,».)• 
t=i 

En particulier: 
i=v 

m F (M) = M . 2 S i (M, M, . . . , M). 
i=1 

La comparaison de cette égalité avec (11) montre que l'on 
doit avoir 

m F (x) = x F1 (x), 
dou 

F (ar) = cx'n. 

Si l'on applique cette conclusion à Ia moyenne M, on voit que 
eelle-ci est une fonction homogène, du premier degré, des varia-
bies i/j, í/j, . . yv. Revenons à nos moyennes limites. 

Lorsque v croit indéfiniment, tandis que Ies nombres y restenl 
compris entre a et 6, et qu'ils finissent par se suivre d'une ma-
nière continue, 1'égalité (10) fera souvent dépendre la valeur de 
M d'une ou plusieurs intégrales de la forme 

f í(y)dx, 
J a 

ou y varie avec x suivant une certaine loi. Si cetle Ioi est donnée, 
on Ia caractérise au moyen d'une fonction dont Ia dérivée est, 
à un certain point de vue, Ia densité du chemin parcouru por la 
variable, et qui doit être telle que l'on ait 

4 w - í E í - * W + í E Í M») ( 1 ¾ 

Dès lors, Ies intégrales obtenues prennent Ia forme que voici: 

V ' > r I" f (x)A'(x) dx. 
A (o) — A (a) J a 

* 
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Or, je veux que la série des nombres y soit régie par Ia Ioi 
suivante: — chaque nombre y doit ètre moyen, par rapport à Ia 
fonction symétrique T, entre Ies deux termes qui Tenvironnent. 
Autrement dit: 

T (y>< yi)=T ( y i - i . yi+i)-

Je me propose de rechercher 1'expression générale de Ia den-
sité, en supposant que Ies nombres y finissent par se succéder 
d'une manière continue entre a et b. On doit avoir 

T {y + dy,y + dy) = T(y,y + 2 d y + cPy). 

Donc, si Ion observe que l'ont peut poser 

- ^ - - u f o . w ) . ~ = U f o . * ) . 

tZ4T (Z4T 

dyS dyS 

(ZsT 
W(JZ1jV4) = W(JZ2iJZI), 

(ZJZ, (ZJZ2 

on voit, au moyen du théorème de Taylor, que l'on doit avoir 

u {y, y ) • y" + [V (jz, y) - W (jz, y)] y'* = 0. 

Cela nous amène immédiatement Ia relation 

A'' (a) V (X, x) — W (X, X) 

A' (x) U [x, x) 

pourvu que l'on ait égard à 1'égalité (12). On en déduit 

(13) 

"\(x, x) — W(x, x) 
A ' ( * ) = < / u M 

llx 
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Telle est la densilé cherchée. Elle dépend simplemeut de W 
et de T, Iorsque eette òernière fonction est homogène, de degré 
m ^ O . On a, en effet, dans cette hypothèse, 

O M - I ^ 1 

2 x 

m ( m — i ) T ( x , x ) 
V (x, x) + W (x, x) 

2 X i 

Par suite, 
/-Wt*,*) 

^'(x) = x m - K e m J ; (14 

mais il est possible de préciser davantage; car, en vertu de ce 
qui a été dit, plus haut, sur Ies fonctions homogònes, on peut 
écrire 

T (x, x) = cxm, W [x, x) = m ' m ~ 1 ) (1 - e) . cx'"-2 , 

U ( x , x ) = . cxm 1 , V ( x , x ) = ( ! + • • ) . C X ' " - 2 . 

Conséquemment, Ia formule (14) devient 

A f(X)=Xl"1-')=. 

La densité, pour Ies fonctions homogènes, est donc toujours 
une puissance de x 

Cela posé, je vais appliquer Ies considèrations qui 
précèdent au calcul de la moyenne limite M, dans Ie cas ou Ies 
fonctions S et T sont 

t—i i=» 

2.?(y i) 9 (yi) 
• S = i ^ , T = i ^ i . 

^ I1 (Vi) 1 Q (Vi) 
i=1 i=l 
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On retrouve Ies expressions étudiées plus haut, lorsqu'on sup-
pose que P e Q sont des constantes. Cela étant, on obtient à Ia 
limite 

Ç P (y) 9 (y) dx f'\>{x)v(x) A' {x)dx 

? (M) = ^ 5 = ^ • - (IS) 
f ? ( y ) d x 

./ a 
I P{x) A ' ( x ) 

J a 
dx 

11 nous reste à calculer A'(x). Or, Ies dérivations successives 
de la fonction T nous fournissent Ies résultats suivants: 

T(x,x) = * (*), W(x,x) = - | H ^ - , 

= v (ar,®) = 
Q(x) -Y(x) J 2 • 

Donc, d'après (13) 

H11(Z) Q1 (x) d / ' (x ) 

Ai' ( « ) Q ( x ) V (X) ' 

puis, par intégration, 

A ' ( x ) = Q 2 ( x ) f ( x ) , 

abstraction faite des Iacteurs constants. En eonséquenco, Ia for-
mule (15) devient 

9 (M). 

Ch 

/ P ( x ) Q i (x) 9 ( x ) <J/ (x) dx 
Ja 

I V(X)Q2 (x)f (x)dx 
J a 
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En employant nos premières notations, nous pouvons donc 
écrire 

M = TX (a, b), 
ou 

Nous voyons aussi que Ious Ies résullats obtenus en eommen-
çant subsistent dans Ie cas ou Ies fbnctions P et Q i , au Iieu d'être 
constantes, forment un produit constant; mais, pour bien faire, 
il faut supposer P = Q, et, alors, Ies formules qui précèdent se 
prôtent à des développements d'un certain intérêt, que je suis en 
train d'étudier 
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S O B R E O S C O E F F I C I E N T E S D A F Ú R M U L F T Q U E D Á A D E R I V A D A D O R D E M 

Q U A L Q U E R D A S F U N C Ç Õ E S C O M P O S T A S 

J. C. D'OLIVEIRA RAMOS 

CASIMIRO JKUONYMO DE FARIA 

( E s t u d a n t e s na Escola P o l y t e c h n i c a do P o r t o ) 

T h e o r e m a . — A sovma 

^ 1 
~ a ! | J ! . . . X ! (2.!)P (3 !p . . . (n l)x 

onde a, 3, • • •, >. representam as soluções inteiras positivas da 
equação 

a + 2 p + . . . + » a = n 

tende para o limite zero quando n augmenta indefinidamente (*). 

I. Demonstração de Oliveira liamos. — A expressão analytica 
que nos dá a derivada d ordem n d'uma funcçâo de funcçâo, de-
finida pelas equações 

y=fiu) u=<f(x) 
é 

( 1 ) 

(#) Este theorema é a resposta a uma questão proposta ao curso do 2.° 
anno de mathematiea na Escola Polytechnica do Porto. 
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sendo (*) 

A 

« i p ! . . . X ! (2!)P . . . (n!)*' 

e havendo as relações 

a + 2 p + . . . + n X = n , a + £ + . . . + > = t . 

Se em (1) fizermos 
y = cu U = Cx- 1 

virá, para x = 0, 

( i S a ) - " 

que nos dá a somma de todos os coefficientes relativos á deri-
vada d'ordem n. 

Teremos 

j/ = eeI_l, y' = j/c®, y" = (y + y')^, 

y'" = (y + 2 y' + y") e*, = (y + 3j/' + 3y" + y"') 

Se continuássemos veríamos, como já se observa, que os co-
efficientes seguem a lei do binomio para a potencia inferior d'uma 
unidade á ordem da derivada. Somos assim levados por inducção 
a suppor, para a derivada d'ordem n — 1, 

= « * Y ( " T 2 ) 

0 

t=o \ 1 

(#) Berlrand, Calcul différen/iel. 
Gouies Teixeira, Sur Ies dcrivées d'ordre quelconque (Giornale di Ma-

tematiche, tomo xvni). 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 43 

Para verificar a lei, derivemos. Virá 

!/M = [y + ( » - 2 ) y + . . . + ( \ 2 ) yM +...+y'+...+ 

que, por ser ( V ) + ( ^ ) = d á 

y(«) = ^y + ( „ _ Í ) y> + . . . + y » + . . . J e* = J 

« - ' / n — 1 \ „ 
. . (6) 

«=o \ ' 

Comparando com (a) reco3ihece-se que a lei 6 verdadeira. 
A cgualdade (b) póde-se escrever, destacando o termo corres-

pondente a í = n— 1, 

yW = + V (^n"1) y(i)]-

Dividindo esta egualdade por (a) e fazendo x = 0, vem 

1 + 

t'=0 \ 1 

Ora sabe-se desde a Álgebra que a fracçiio está compre-

hendida entre o maior e o menor valor de —. 
bi 

Aqui esta relaçSo é, em geral, 

n—1 

i J n — 1 
n - 2 \ =

H - 1 - / ' 
i 
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em que o maior valor é o correspondente ao maior valor de t, 
n — 1 , 

isto é, a 1 = 11 — 1 ou —. = n — 1, e o menor a t = 0, o 
n— 1 n — 1 — i 

que dá -— .= 1 . Logo 
n — 1 — t 

ii 

1 

A primeira desegualdade mostra-nos que yo(") augmenta com 
n ! 

n, como já se sabe; a segunda, por ser n = : 7 — d á - n o s im-
(n— 1;! 

mediatamente 

Vow vo ( n - 1 ) 

- , m . o omrii".. obmor. n l ( n ^ 1 ) 1 

, j • • •))!•••!>•: •<( 
y0(n) 2A , 

isto 6, ^ - r - ou —r decresce quando n augmenta. 
n! n! 

Vamos agora achar o limite d'esta relação. 

.1! '111.Ilil Il1J') HlfiT ()hllllli /l< I 
y " 

Como n = 2 dá ^r = 1» será 

n! 

quando 
n> 2. 

: :.J,H. , l.í 
Mas (6) dá, para x = 0, 

n - t / n _ l \ 
yo<"> = 2 . 1/0»; 

t=0 \ * / 
logo 

y„<«) 1 »-1 1 2/0« ^ 1 * ( c ) 
r = — Z -. T-T • —TJ- < — Z T7' • * • v-) n! n i—o (n — 1 — J) ! t! » ^ ( « - 1 - 1 ) ! 
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Consideremos esta expressão no limite. Escrevendo-a segundo 
os valores decrescentes de i, a somma 

1 1 1 , 1 

i £ o ( » - l - t ) ! = 2 Í 3 Í t • • • + 

transfonna-se n'uma serie, que é convergente por ser kl > 2 , i — 

d'onde 

i 1 

1 1 1 1 1 1 2 n — 1 

"2 

e como o segundo membro tende para o limite 2, vem 

1 Í m ( 1 + 1 + è + f ! + - - - ) < 3 -

IVaqui e de (c) se tira immediatamente 

t/0W 3 
V ^ ' n ! n 

que dá para n = cc 

Vo w 

I i m ^ - = O. 
n! 
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II. Demonstração de C. J. de Faria. — Temos 

y = ¢¢'-1 

yi = ee*—i . gX = ¢¢+¢'-1 

j/'' = CxjTe"-1 . (1 + e*) = e^+e3—1 + ¢2^+^-1 

yltl = ¢¢+¢--1 . (1 + ¢¢) + e->a-+e—1 (2 + = 

= ¢¢+¢--1 + 3e^+e—1 + ¢3^+^-1 

y.v = ¢ ¢ + ¢ - - 1 (1 + ¢¢) + 3 e 2 * - M * - i . (2 + e*) + (3 + e*) = 

= ¢¢+¢'-1 + 7 e2.r+ (-- l + 6 e3í+c»-l + jlx+e*—f 

yv = ¢¢+¢'-1 + 1 + + 1 Q* !¢+¢'-1 + ¢!!¢+¢-1 

• lii:niH,)i.;h'>iiin( MiMti ; v id <> m i m <1 
y(n)= ¢ ¢ + ¢ - - 1 4- a e 2 a + « * - l -f j e 3 x + e - - l + ¢ ¢ ! ¢ + ¢ ' - 1 + . . . 

+ fe>(«-2)®+«*—1 + / e(n-l) ¢+¢--1 + ¢.!¢+¢--1. 

Na formação d'estas derivadas observa-se: 
1.° Que o coefliciente de cada termo é egual à somma que se 

obtém junctando ao coefTiciente do termo correspondente da de-
rivada antecedente multiplicado pelo coefficiente de x no expoente 
d'esse mesmo termo, o coefficiente do termo antecedente. 

2.° Que em cada derivada a somma de todos os coeficientes 
dividida pelas permutações correspondentes á ordem da derivada 3 

é menor do que —- sendo n a ordem da derivada. 
n 

3.° Que a relação entre a somma dos coefficientes e as per-
mutações correspondentes á ordem da derivada vai decrescendo 
indefinidamente. 

Vamos demonstrar que estas leis s3o verdadeiras para a ordem 
n+ 1. 
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Para isso temos 

y(n) = fX+er 1 4- Qgix-^ex—1 + 1 + c eU'+t"-l + _ _ + 

+ + /e(n-1 )^+^-1 + gwa+e*-^ 

que dá 

. ( ! + « * ) + (2+e*) + (3 + er) + 

+ ce^-H*-1 (4 + « * ) + . . . + 

4- fe>(«-2)tf+e*-i(n_2+e®) + I e ( « - l ) s + « * - i ( n - I + e*) + 

+ e ^ + ^ - 1 (n+ex) = 

= e*+«*-l + ( 2 a + t ) + ( 3 6 + a) «3*+e*-i + 

+ (4c + 6}efc+«*-i + . . . + 

+ [(»—1)1 + ft] e(«-1)*+e*-l + : „ + / ] gíw+e»—1 + ^«+i )*+**-^ 

Logo a primeira lei é verdadeira. 
Suppondo 

l + a + 6 + c + . . . + A + í + l 3 
< - . 

ri! n 
ou 

N + na + n6 + ÍÍC + . . . + nk + nl + n 3 
< 

(« + O ! n + R 
temos 

1 + ( 2 a + 1 ) + (36+a) + (4c+6) + . . . •+ [ ( « - 1 ) /+ A-J + [n+/] +1 

(n + 1) 1 : 

__ l + 3 a + 46 + 5 c + . . . + ( n - 1 ) / , + nl+(n + i) + 1 3 

( « + 1) í n + l " 

A segunda lei é pois verdadeira. 
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Sendo 

l + a + b + e + ... + k + l+i 1 + « + ft + 7 + ... + X + 1 

t n , 

onde 

o = 2a + l , 6 = 3£ + a, . . . , 

temos 5 i 

l + o + 6 + c + . . . +k + l+ 1 
n ! 

-i. ... i. 1 ..... 1- .,i ' ; , . <- . ., t • • -
( « + ! ) + ( » + l ) q + ( n + l ) 6 + ( n + l ) c + . . . + ( n + l ) f e + ( n + l ) / + ( « + l ) 

( » + 1 ) 1 

> 1 + 3o + 46 + 5c + . . . + (n — f ) ft+'nf + ( n + 1 ) + 1 

( n + 1 ) 

Logo a terceira lei também é verdadeira. 
Posto isto, por ser 

.i»'iiíjbnbi'>' •• 1;iifjiiiiití i; I 
y0W = 2 A - l + 0 + 6 + . . . + 4 + 1 + 1 

5. ' \ • . . , , ; • . 
1 + 0 + 6 + . . . + 6 + / + 1 3 

< _ _ , 
n ! n 

será zero o limite para que tende á medida que n augmenta 
n! 

indefinidamente, como se pretendia demonstrar. ilt < 
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S O B R E A T H E O R I A DO H Y P E R S 0 L 0 I D E 

P O E 

L. F. MARRECAS FERREIRA 

P r o f e s s o r na Escola do e x e r c i t o de L isboa 

O fim principal d'este trabalho é resolver a questão seguinte: 
«Provar syntheticamente que as superfícies empenadas, geradas 
por uma recta que se move apoiando-se sobre tres directrizes 
rectilíneas, são de segunda ordem; e deduzir as propriedades 
principaes d'estas superfícies, especialmente sob o ponto de vista 
deste modo de geração.» 

Esta questão, proposta (*) pelo illustre mathematico, sr. Schiap-
pa Monteiro, importa o estabelecimento da theoria do hyperbo-
loide sobre considerações diversas das que suggere o parallelipi-
pedo de Binet, do qual os geómetras até hoje, que me conste, 
se teem soccorrido para aquelle fim. 

A geometria elementar, como a superior, apresentam-nos ca-
minhos diversos para alcançar o resultado que se deseja; e como 
se tracta agora de expòr de modo diverso uma theoria conhecida 
e fundada em princípios de geometria superior, é claro que as 
soluções elementares, vulgarisando o que ainda não era accessi-
vel á geometria elementar, devem ser preferidas ás outras. 

Por tal motivo recorrerei ao methodo das projecções, empre-
gando apenas um único plano de projecção. Definida a superfície, 
desnecessária é a apresentação d'uma extensa serie das suas pro-
priedades, o que melhor cabimento tem numa monographia que 
lhe respeite; por isso ajunctarei á deducção dos característicos 
d elia quanto baste para indicar como pôde ser explorado o me-
thodo de que lanço mão, no estudo do hyperboloide, e no em-
prego d'esta superfície, como instrumento de pesquiza. 

(*) Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronómicas, t om. iv, pag . 191. 
4 
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I 

Rectas situadas em planos diíFerentes, não parallelas 
a qualquer plano. Hyperboloide de uma folha 

1. Geração de uma superfície contínua. — Por cada ponto de 
uma das rectas e pelas outras duas podemos fazer passar dois 
planos, cuja intersecção, assentando sobre as três linhas A, B e C, 
será uma geratriz. 

A cada ponto de uma das directrizes corresponde, portanto, 
uma geratriz. As tres directrizes definem com o systema de gera-
trizes, assim achadas, uma superfície contínua. 

4 a. Outro processo. — Fazendo gyrar um plano em torno de 
uma das directrizes, A por exemplo, elle cortará as outras duas 
em pontos g e y; a recta gy intercepta A n'um ponto a, e estes 
tres pontos deslocar-se-hâo sobre as directrizes respectivas, de-
finindo uma superfície contínua. 

EiFectivamente a recta movei agy , que passa por todos os 
pontos de uma directriz, não pode passar duas vezes pelo mesmo 
ponto em qualquer d'ellas sem que as duas outras geratrizes exis-
tam no mesmo plano, o que é contrario á hypothese. Assim, por 
cada ponto de qualquer das directrizes passa sempre uma gera-
triz e não mais que uma, sendo contínua a superfície gerada. 

3. Geratrizes parallelas ás directrizes. — Projectando as tres 
rectas sobre um plano perpendicular a A, as projecções de B e 
C hão de cortar-se n'um ponto, diverso do da projecção de A, 
porque não encontram esta geratriz; não situado a distancia in-
finita, porque as directrizes não podem ser parallelas, por hypo-
these, a plano algum. 

A projectante, no crusamento das projecções de B e C, será 
uma recta A', que, encontrando aquellas duas e esta ultima, por 
lhe ser parallela, é uma geratriz. 

Da mesma sorte se demonstra a existencia de geratrizes pa-
rallelas ás outras linhas B e C, podendo concluir-se que ha tres 
geratrizes, A', B', C', respectivamente parallelas ás directrizes. 

A fig. 1 r e p r e s e n t a a projecção da superficie, feita parallela-
mente a A e A' sobre um plano perpendicular a esta direcção. 
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B' e C cortam-se em a, formando n'este ponto um plano tan-
gente; do mesmo modo em g, cruzamento de B e C', haverá um 
plano tangente á superfície, determinado por estas duas linhas. 

Uma geratriz será representada por uma recta, como Aao, 
que une os seus pontos de intersecção A, a, o, com as directrizes 
A, B e C. 

3. Na superfície regrada, directrizes A', B', e C', são as gera-
trizes paraUdas ás da primeira: A, B e C. 

As geratrizes da superfície A'B'C' existem todas n'um plano 
gyrante em torno de A', como as de ABC se acham n'um plano 
gyrante em torno de A. Se os dois planos moveis se conservam 
sempre parallelos obteremos grupos: ao, geratriz de ABC, e a'o', 
geratriz de A'B'C'; de sorte que a uma geratriz corresponde na 
outra superfície uma segunda, situada em plano parallelo ao da 
primeira. Os pontos a e o' existem no plano B'C; a1 e o no plano 
BC', parallelo ao precedente. 

As projecções ao e a'o' são eguaes, bem como as projectantes 
de a c o' (suppondo o plano B C mais elevado que BC'), com-
prehendidas entre os planos BC e B'C. Os ângulos entre as pro-
jectantes e estas projecções são eguaes por terem lados parallelos 
e aberturas no mesmo sentido. 

Logo: são eguaes e parallelos os segmentos das geratrizes, 
projectados sobre ao e a'o', parallelag estas mesmas geratrizes, 
e demonstrada fica a proposição. 

4. Identidade das superfícies ABC e A i B i C (fig. 2 .") .— De-
monstra-se a proposição provando que uma geratriz ab da pri-
meira superfície corta qualquer geratriz ah' da segunda. As rectas 
projectadas em aa' e bb' existem em planos B'C e BC', paralle-
los. Demonstra-se facilmente que as projecções aa1 e bb' são tam-
bém parallelas (*). Logo: as duas rectas, assim projectadas, são 

(#) Dos triângulos similhantes A V / e A V ê vem *b'Xêa' =A'«XA'ê; 
dos triângulos ASa e Abx vem a & X e « = A ' « X A'6; d'onde: aft :*b' ::€«': Za. 
Os triângulos ab'b e Sa'a são semelhantes , e a u parallela a bb'. Como se sabe, 
os pontos a' e b1, a e b formam divisões homographicas, de ijue resultam 
para a superfície interessantes propriedades, que se deduzem pela geome-
tria superior; mas podemos dispensar a noção de homographia para vencer 
o peior escolho, que se apresenta na deducção theorica do hyperboloide 
— a existencia de dois systemas de geratrizes rectilíneas. A exposição ganha 
assim em clareza o que perde em alcance. 

* 
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parallelas, existem ambas no mesmo plano com as geratrizes ab, 
a'b' e estas cortam-se no ponto i. 

Cada ponto, cada recta, de uma das superfícies, existe na 
outra; as duas superfícies são idênticas, e a superfície única, 
que assim nos apparece, admitte dois systemas de geratrizes 
rectilíneas. 

."». Uma recta não pôde cortar a superfície em mais de dois 
pontos. — Suppondo que uma recta ab (fig. 2.") corta a super-
fície em tres pontos, considerem-se tres geratrizes, do mesmo 
systema, A, B e C, passando, respectivamente, por elles. Proje-
ctando sobre um plano perpendicular a A, como a figura indica, 
demonstra-se, á semelhança do que se fez em (4), que uma gera-
triz qualquer, do systema de A, B e C, encontra ab n'um ponto 
i, ou que a recta dada encontra todas as geratrizes d'esse sys-
tema e deve existir na superfície. 

Como o que se diz a respeito de tres pontos se applica a for-
tiori a maior numero d elles, conclue-se que nenhuma transversal 
pôde cortar a superfície em mais de dois pontos. As secções planas 
serão curvas, que não podem, egualmente, ser cortadas em mais 
de dois pontos por uma recta. 

A superfície è de segunda ordem. — Sendo, por definição, 
de ordem n as superfícies, cujas secções planas são curvas, que 
podem ser cortadas por uma recta em n pontos (numero máximo), 
vê-se que a superfície achada é de segunda ordem. Esta propo-
sição, que resulta ainda de diversas outras propriedades que hei 
de deduzir, pôde ser estabelecida já. Kesta agora conhecer se é 
um hvperboloide ou paraboloide. 

A superficie tem um centro. — Na fig. 1." as geratrizes ao 
e a o' são parallelas, bem como as rectas ao1 e a o, intersecções 
do plano d'ellas com os dois planos parallelos B'C e BC'. A figura 
que se projecta em oao'a 6 um parallelogrammo, cujas diago-
naes se interceptam, no espaço, n'uin ponto equidistante dos 
planos B'C e BC'. As diagonaes aa' e oo' cortam-se sobre a ver-
tical de O — ponto médio da recta AA' — tendo, portanto, este 
cruzamento uma posição invariavel, sejam quaes forem os grupos 
de geratrizes parallelas consideradas. 

Ha, pois, para toda a superfície um ponto, o qual gosa a pro-
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priedade de dividir ao meio todas as rectas aa' e oo' . . . que por 
elle passam. Este ponto é o centro. 

D'esta proposição facilmente se deduzem as seguintes: 
J a. O plano de duas geratrizes parallelas passa pelo centro da 

superfície. 
S b. As curvas, resultantes de secções feitas por planos que pas-

sem pelo centro, lerão este ponto como centro commum. 
9 c. Os planos, tangentes á superfície, nos extremos de uma re-

cta que passe pelo centro, são parallelos. 

8. A superfície é hyperboloide de segunda ordem e de uma 
folha. — As únicas superfícies de segunda ordem, que admittem 
dois systemas de geratrizes rectilineas, são: o paraboloide Iivper-
bolico e o hyperboloide de uma folha. Em virtude da proposição 
(7) resulta, pois, evidentemente a proposição de que se tracta. 

II 

Rectas, situadas em planos diffterentes, parallelas ao 
mesmo piano. Paraboloide hyperbolico 

O. Geração de uma superfície continua. — Demonstra-se como 
anteriormente se fez. 

I O . As geratrizes existem em planos parallelos. — Como as tres 
directrizes A 1 B e C são parallelas a um plano, projectando-as sobre 
um outro, perpendicular áquelle, as tres projecções serão paral-
lelas, o que se pôde fazer por uma infinidade de modos diversos. 

Escolhendo para plano de projecção um que seja perpendicular 
a A, por exemplo, reduz-se a um ponto a projecção d'esta di-
rectriz, e as das outras guardam ainda o parallelismo, como in-
dica a fig. 3." 

Sendo a proporcionalidade uma propriedade projectiva, e no-
tando-se ella nos segmentos, separados pelas directrizes e gera-
trizes Acb, Acjftj, Acjèj , . . ., segue-se que se dará ainda nos 
segmentos projectados, e, portanto, as geratrizes serão todas 
parallelas a um plano (*). 

(*) Se projectarmos a superfície sobre uin plano perpendicular a bc, no 
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11. Ha dois systemas de geratrizes rectilíneas. — Um plano, 
parallelo a A, B e C, cortará bc, b\C\ nos pontos m e n; fica de-
monstrada a proposição, provando-se que a recta mn vai cortar 
qualquer geratriz 62c2 n'um ponto t. Com effeito, mn encontra 
o plano vertical de 6.>c2 num ponto x, tal que mn: nx :: cc , : cjc2. 

O logar geometrico d'este ponto é, em virtude da proporção, 
o plano, levado por 6 2c 2 parallelamente ás geratrizes bc e òic, . 
Devendo, por outro lado, existir no plano vertical de ô2c2 , e, 
sendo a intersecção dos dois planos esta geratriz, segue-se que 
a recta mn cortará em i a geratriz ò2

c2! corta, pois, todas as 
geratrizes, existindo sobre a superfície. 

As secções, feitas por planos parallelos a A, B e C, são linhas 
rectas; a superfície admilte dois systemas de geratrizes rectilí-
neas, tendo cada um d elles um plano director. 

1®. Uma recta não pôde cortar a superfície em mais de dois 
pontos. — Se uma recta cortar a superfície em tres pontos, ò2, 
c2, A (fig. 3."), considerando as tres geratrizes do mesmo sys-
tema A, B e C que passam respectivamente por elles, podemos 
projectar o systema d'estas tres linhas e a recta dada sobre um 
plano perpendicular a A. Obtem-se d'este modo a fig. 3." 

Qualquer geratriz mn, do mesmo systema de A, encontra í»2c2 

n'um ponto i; logo: esta ultima recta estará toda sobre a super-
fície e fica assim demonstrada a proposição. 

13. A superfície obtida é de segunda ordem e um paraboloide 
hyperbolico. 

Conclue-se de (12) que é de segunda ordem e de (11) que é 
um paraboloide hyperbolico, por ser esta a única superfície de 
segunda ordem que admitte dois planos directores para duas or-
dens de geratrizes rectilíneas. 

Esta ultima propriedade é característica e bastava para definir 
a superfície. 

ponto em que se projecta esta geratriz, cortam-se as projecções de A1B e C; 
as projecções de ^ c 1 e b2c2 serão parallelas em virtude da proporcionali-
dade notada. Coni ItlC1 e b2c? dá-se o mesmo que se observou com bc; pois 
as reetas bc, IJ1C1, b-,R2.... serão parallelas, e d'ahi a proposição: Se tres re-
ctas, em planos differentes e parallelas ao mesmo plano, forem cortadas por 
outras Ires rectas, estas existem em planos parallelos. 
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1 1 . O que se concluiu ácerca do paraboloide podia ser de-
duzido da theoria do hyperboloide, considerando nas figuras 1." 
e 2.* que a geratriz A' se afastava para uma distancia infinita. 
Todas as geratrizes, do mesmo systema de B, C, se projectavam, 
segundo rectas, parallelas entre si, do que se deduzia immediata-
mente a existencia d'ellas em planos parallelos. E, como por cada 
ponto de uma geratriz ao (fig. 1."), passa uma outra geratriz do 
systema ABC, segue-se que, todos os planos parallelos a duas 
geratrizes B, C, cortarão a superficie segundo rectas, que serão 
geratrizes do segundo systema. Se o hyperboloide não pôde ser 
cortado por uma recta em mais de dois pontos, da nova super-
ficie, que pertence ao grupo dos hyperboloides, também se dirá 
o mesmo. 

Estabelece-se assim a theoria do paraboloide por outro pro-
cesso. 

III 

Rectas não situadas em planos differentes. 
Logares geometricos: planos e rectas (*) 

15. Quando duas directrizes, A e B , por exemplo, se corta-
rem num ponto o Iogar geometrico será o plano que passa 
por (A e C. 

Se o ponto u, se achar a uma distancia infinita, ou A e B forem 
parallelos entre si, o Iogar é o plano, levado por C parallela-
mente ás outras linhas dadas. 

Besulta o plano AC quando A for parallelo a C e B cortar A. 
Exceptuando este ultimo caso, o Iogar geometrico apenas con-

tém uma das rectas. 

flO. Se A encontrar B e C, estando estas ultimas linhas em 
planos differentes, o logar é composto de dois planos: AB e AC. 

Existindo B e C num plano, este, em que se acha egualmente 
A, será o logar pedido. 

(#) O que vai sob esta epigraphe não está comprehendido no enunciado 
da questão proposta, mas, eonjunctamente com o antecedente, no d'esta: 
Logar das rectas que encontram tres rectas dadas. 

Deduzida a theoria do hyperboloide e a do paraboloide, pouco e bem sim-
ples era o que faltava para responder completamente a esta ultima questão. 
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1 9 . As directrizes podem cortar-se num ponto, sendo então 
o Iogar constituído pelo feixe de rectas que por elle passam. 

IV 

Secções do hyperboloide 

1 8 . vis secções feitas por planos parallelos a duas geratrizes 
quaesquer, de systemas differentes, são hyperboles similhantes.— 
A fig. 4.° representa em A e B as projecções de duas geratrizes 
parallelas sobre um plano perpendicular á direcção commum. 
AC e BD, BC e AD são dois grupos de geratrizes parallelas. 

Um plano parallelo aos planos tangentes em C e D cortará a 
recta CD n um ponto O, que supporei comprehendido entre C 
e D, podendo elle ficar, todavia, áquem de D, ou além de C, 
fazendo-se em qualquer d'estes dois últimos casos a mesma de-
monstração que para o primeiro, do qual me vou occupar. 

Uma geratriz A i W será cortada pelo piano secante num ponto 
x, tal que Ix :x W : : CO: OD. Por O e no plano da secção tiro 
duas rectas OX e OY, parallelas ás quatros geratrizes que se 
cortam ein C e I), considerando aquellas linhas como eixos de 
coordenadas, a que vou referir um ponto qualquer da secção x. 
Será xy = Y; xz = \, designando as coordenadas por X e Y . 

Dostriangulossemelhantes tira se tx:xW:: Iv :vB; por hvpo-
these é tv : vB :: Ar: rD; logo: a recta rv passa por W. Ainda, 
por hvpothese, Bv': v'W :: Os : Or; logo: a recta Ov passa por v'. 
Virá, pois, XV1: xv ::0z: zv; ou 

xv' + Oz = C Oz = Y 

xv + zv = X zv - C' 
e 

XY = C . C ' = K, 

sendo C, C' e K constantes. 
A secção é, portanto, uma hyperbole, que a equação nos apre-

senta, referida ás rectas OX e OY, que são assymptotas e tendo 
por centro o ponto O. 

Obtendo-se sempre o mesmo resultado, qualquer que seja a 
posição de O sobre CD, vê-se que todas as secções parallelas a 
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duas geratrizes quaesquer do mesmo systema serão hvperboles 
semelhantes, existindo o respectivo centro sobre o diâmetro con-
jugado. 

Sendo C = Oq; C = O s , a curva projecta-se sobre os pontos 
A e B . 

Visto serem hvperboles as curvas assim achadas, reconhece-se 
que a superfície admitte uma infinidade de modos de geração 
por meio da hyperbole. 

I O . Um plano parallelo a qualquer dos que são determinados 
por duas geratrizes parallelas, corta a superfície segundo uma 
parabola. 

Um plano PP' (fig. 5.*) parallelo às geratrizes A e A ' deter-
mina uma secção, que pôde facilmente ser construída por pontos. 
As geratrizes Ag e A'g, que se cortam em g, dão os pontos Ii e 
h\, situados n'uma corda, dividida ao meio pelo plano vertical de 
Oy. As geratrizes Aa e A'a, cortando-se em a e parallelas ás 
antecedentes, dão os pontos d e d\, n'uma corda, parallela á ante-
rior e dividida ao meio pelo mesmo plano vertical. Duas gera-
trizes, Aaj e A a, passando por a e aj, pontos situados n'uma 
recta do plano AgA', parallela áquellas cordas, vão produzir dois 
pontos de intersecção c e c\, numa corda, também parallela ás 
anteriores e dividida em duas partes eguaes pelo plano \ertical Oy. 

Obteremos, assim, os pontos da secção feita por PP', dois a 
dois, ligados por cordas parallelas entre si e divididas ao meio 
pelo mesmo plano vertical. 

A intersecção dos planos Oy e PP' será na secção procurada 
um diâmetro de todas as cordas obtidas. 

Sem mais estudo podemos deduzir já o seguinte: tomando em 
vez das geratrizes Ag e A g duas outras que se cortem em e 
procedendo para com estas como se fez para aquellas, obteremos 
na secção outra serie de cordas parallelas, tendo por diâmetro a 
intersecção do plano vertical 0<í com PP'. Na curva resultante 
da secção todos os diâmetros são rectilíneos, e esta é, portanto, 
uma cónica. Sendo todos os diâmetros parallelos ás geratrizes A 
e A' são por este facto parallelos entre si, e a curva é uma para-
bola, ficando assim demonstrada a proposição. 

Pela fig. 5." se vê que ccj, corda variavel da parabola, se con-
serva durante o movimento parallela a aaj, corda variavel do an-
gulo AgA'; portanto a tangente á secção na extremidade do dia-



58 J011NAL DK SCIENCIAS 

melro projectado em y é parailela ás cordas conjugadas com este 
diâmetro, deduzindo-se por este modo uma bem conhecida pro-
priedade da parabola. 

A tangente na extremidade do diâmetro y é obtida quando a 
corda variavel aaj desce abaixo de g, tomando uma posição tt\. 
Se a corda variavel descer ainda abaixo d'esta linha, vamos ob-
tendo os mesmos pontos da secção anteriormente achados: o 
ponto c, por exemplo, obtido já por uma única geratriz A 'ac, é 
determinado também por outra geratriz Acoi, a qual vai cortar 
A'b n um ponto w; da mesma sorte A'c| irá cortar Ab1 n'ura 
ponto o>i, e a recta uco], parailela a aa\, como foi demonstrado 
em (4), é corda do angulo AgA' e está situada abaixo de <íj. 

Quando aa\ coincidir com AA' os pontos c e C( vão para o 
infinito, determinando-se os pontos no infinito da secção para-
bólica. 

Conclue-se ainda, fazendo variar a distancia de PP' a AA' e 
substituindo estas geratrizes por outras quaesquer, parallelas entre 
si, que a superficie admitte uma infinidade de modos de geração 
por meio da parabola. 

80. Um plano, não parallelo a qualquer das geratrizes, corta 
a superficie segundo uma ellipse. 

Se o plano PP' (fig. 5.a), em vez de ser parallelo ao plano AA', 
gyrar em tôrno de uma parailela a este plano, tomando uma po-
sição tal que não seja parallelo a nenhuma das geratrizes da super-
ficie, como esta é gerada por urna recta movei em tôrno e sobre 
A, ou A', descrevendo a sua projecção 3()0°, segue-se que a 
curva de intersecção obtida será fechada. 

A linha aa\ origina, como em (19), pelo seu movimento, os 
pontos c e C1, dispostos, dois a dois, nos extremos de cordas 
parallelas. 

Cortando o plano secante as geratrizes A e A', a projecção da 
curva passará pelos pontos de projecção d'estas geratrizes, e por 
isso, quando a corda movei tomar a posição AA', não se obtém 
dois pontos no infinito, como no caso anterior. Resulta um ponto y 
de um lado de AA' e outro do outro lado, unidos por um diâ-
metro, que se projecta segundo Oy, sendo deduzido este diâ-
metro do mesmo modo que em (19). 

Todos os diâmetros obtidos são rectilineos e a curva é uma 
cónica; passam pelo centro da curva fechada, que é uma ellipse, 
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deduzindo-se ainda pela figura, que as tangentes nas extremidades 
dos diâmetros são parallelas às cordas conjugadas com estes. 

2 1 . Tudo o que fica dicto acerca das secções se deduz im-
mediatamente de (o), restando apenas reconhecer se a curva tem, 
ou não, pontos no infinito, e n'este ultimo caso o numero d'elles. 
Em (18) duas geratrizes parallelas dão quatro pontos no infinito 
e a secção é. hyperbolica; em (19) uma geratriz parallela dá dois 
pontos e vem uma parabola; em (20) não ha pontos no infinito 
e a secção é elliptica. 

l'ara a proposição (18) podia-se ter adoptado um modo de 
demonstração analogo.aos que se empregaram em (19) e (20), 
mostrando que as diversas cordas paralleias de uma secção hyper-
bolica são conjugadas com os diâmetros, e que estes são rectilí-
neos. A demonstração adoptada é, todavia, muito breve; a equa-
ção da hyperbole obtida não pôde deixar a minima duvida, e con-
segue-se sem sahir dos limites da geometria elementar, empre-
gando apenas alguns triângulos semelhantes. 

O estudo das secções, já feito, completa o que eu disse ante-
riormente sobre a definição dos Iogares geometricos da questão 
proposta. 

Da proposição (18) conclue-se que para todas as secções de 
planos, [lassando pelo centro, paraílelamente a duas geratrizes, 
as assymptotas tainbem passarão por aquelle ponto. Transportado 
o cone director d'uma posição qualquer, e dando-lhe por vertice 
o centro da hyperboloide, as suas geratrizes serão assymptotas 
das hyperboles, secções d aquella superfície por planos que pas-
sam pelo centro e o cone director tornar-se-ha assymptotico. 

D'esta propriedade deriva o serem homotheticas as secções 
feitas n'elle e no hyperboloide por um mesmo plano, visto que 
os segmentos separados n uma transversal qualquer pelo cone e 
hyperboloide, comprehendidos entre as duas superfícies, são eguaes. 

V 

Diversas propriedades do hyperboloide 

£'<8. Os grupos de geratrizes, convergentes para os extremos 
de cordas parallelas, em qualquer secção plana do hyperboloide, 
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cortam-se respectivamente, além d'esta secção, segundo uma outra 
hyperbolica. 

Sendo toui (fig. 6.a), numa secção plana da superfície, uma 
corda qualquer, definida pelos seus extremos, haverá duas gera-
trizes, Ato e Bw, concorrendo em w; duas outras, Awj e Bwj , 
concorrendo em wj. Awj e Bw cortam-se n'um ponto S1; Aw e 
Bwj cortain-se em à. 

Havendo sempre secções do cone director, homotheticas de 
secções feitas na superfície, ou, por outra, podendo tirar-se sempre 
ao cone director uma tangente parallela a qualquer das cordas 
do hyperboloide, podemos fazer em todos os casos AB parallela 
a ww]. 

As geratrizes ^Aw e cortando-se em S> definem um 
plano, e, sendo parallelas AB e wwj, estarão em linha recta os 
pontos O (médio de AB), a (médio de wwi). O plano A £ ) B 
contém os pontos w e wj, estando n'elle em linha recta os pon-
tos O, £1, (t. 

Acham-se, pois, em linha recta os quatro pontos S, O, Si, p.. 
á e estão 110 plano vertical, levado pelo diâmetro O P . das 
cordas wwi (18, 19 e 20), o qual plano é parallelo a uma gera-
triz A e a outra, cuja projecção passa por B, parallelamente a 
O U . . O plano vertical O J . , diametral de todas as cordas da secção, 
parallelas a wwi, sendo parallelo a duas geratrizes do mesmo sys-
tema, está no caso da proposição (18), e os pontos S e Si acham-se 
11'uma hyperboie. 

2¾ a. N'um quadrilátero qualquer kSi B& (fi. 6."), no qual 
é AO = BO, o ponto médio u. da diagonal exterior wwj está sobre 
a diagonal interior SSMJ é parallela á diagonal AB. 

Esta proposição conclue-se immediatamente da antecedente, 
considerando a figura como composta de projecções de geratrizes 
d'um hyperboloide. Existindo os pontos médios das diagonaes 
d um quadrilátero n uma linha recta, é claro que, passando uma 
das diagonaes pelo ponto médio de outra, aquella passará pelo 
ponto médio da terceira. 

15¾ b. Os grupos de geratrizes, convergentes para os extremos, 
de cordas parallelas a qualquer direcção, cortam-se, além daquel-
Ics pontos extremos, segundo uma hyperboie. 

Uma corda totoi com qualquer outra, que lhe seja parallela, 
determinam um plano, que vai cortar o hyperboloide. O centro 
da segunda corda está no plano diametral Ojx., o qual é constante 
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para todas as cordas parallelas. Todos os pontos à e àj , obtidos, 
existem n'esse plano, cuja secção sobre a superfície é uma hyper-
bole. 

¢3. Dadas sobre um plano duas rectas, MA e MB, bem como 
um ponto O; uma transversal, gyrante em torno d'este ponto, cot -
tará a primeira linha num ponto <x, a segunda em g, variareis 
ambos de posição. O logar geometrico d'um ponto x, tomado sobre 

CC Ot 
a transversal, de modo que — = constante, é uma hyperbole. 

OC ê 

O ponto O e as rectas MA e MB podem ser considerados como 
projecções de tres geratrizes do mesmo systema d'um hyperbo-
loide; o ponto M e a transversal movei em torno de O, como 
projecções de geratrizes de systema differente do das primeiras, 
sendo a e g pontos de cruzamento d'umas com outras. 

O ponto x existe n'um plano parallelo ás geratrizes projectadas 
em MA e MB, sendo a relação das suas distancias aos planos, 
levados por MA e MB parallelamente ao primeiro, a mesma que 
se dá entre os segmentos da transversal. 

O ponto procurado, quer exista entre a e S, quer fóra, está 
num plano parallelo a duas geratrizes do mesmo systema da super-
fície, e, por conseguinte, n'uma hyperbole. 

A cada relação dada correspondem duas hyperboles distinctas: 
uma para o caso de existir x entre a e g, outra quando está fóra 
d este segmento. Em cada hyperbole um dos ramos passa em O, 
outro em M. Este ultimo, se o ponto x caminhava dentro do an-
gulo BMA, estará também dentro do angulo até que aqtielle ponto 
chegue ao vertice, a partir do qual passa para fóra de BMA, con-
tinuando num dos ângulos supplcmentares e então representará 
o logar de x, para uma transversal, que vá cortar o angulo ver-
ticalmente opposto, na liypothese de estar o ponto situado exterior-
mente ao angulo dado. 

l)'aqui se vê que, posto analyticamente o problema, obteremos 
para um mesmo angulo dois ramos de curva, pertencendo a hyper-
boles distinctas, e cortando-se no vertice do angulo. Quer con-
sideremos o ponto dentro do angulo, quer exterior, obtèm-se 
sempre como logar geometrico os mesmos ramos de hyperbole. 

Cada ramo tem, pois, duas partes, contadas do vertice para 
cada um dos lados, tornando-se uma d'ellas parasita numa das 
hypotheses e a segunda parasita na segunda bypothese. 
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É claro que, indo para o infinito o ponto M, ou, tornando-se 
parallelas as linhas MA e MB, a figura representará a projecção 
de uin paraboloide e o logar de x, projecção de uma das gera-
trizes da superficie, é uma recta parailela ás outras. 

A construcção da curva é simples de lazer: sendo dados o 
ponto A e as rectas BG e BD (fig. 4.*), constroe-se o parallelo-
grammo ACBD e sobre a diagonal CD escolhe-se um ponto O, 
tal que a relação dos segmentos CO e OD seja a dada. As re-
ctas, tiradas por O, parallelamente a BC e BD, são as assym-
ptotas de uma das hyperboles. Tomando sobre o segmento recti-
lineo CD outro ponto O', tal que O C e O D guardem a mesma 
relação e por O' parallelas âquellas rectas obteremos as assym-
ptotas da outra hyperbole. 

33 a. Feixes de rectas e de planos. — Se no problema (23) 
em logar de se definirem os pontos a e g, extremos dos segmen-
tos que devem entrar no numerador, ou no denominador, da re-
lação proposta, forem, simplesmente, pedidas as transversaes cor-
tadas por x e as duas linhas dadas em segmentos contínuos, na 
relação proposta, em vez de dois ramos de hyperboles distinctas 
acharemos quatro ramos, pertencendo cada um d'elles a sua 
hyperbole. 

Sendo dadas tres rectas sobre um plano e um ponto, e dese-
jando-se saber quaes são as transversaes, partindo d'este, cor-
tadas pelas rectas em segmentos contínuos, que mantenham uma 
dada relação, temos a considerar os ângulos diversos que as re-
ctas formam e resolver o problema em relação a cada um d'elles. 
Suppondo, primeiramente, que as linhas em vez de existirem 
n'um feixe são lados de um triangulo, o que é o caso mais geral, 
segundo as hvpotheses feitas sobre os segmentos que devem entrar 
no numerador, ou denominador, da relação, assiin as soluções que 
se obteem. IIa a considerar ainda a posição do ponto em relação 
ao triangulo. Se existe no interior deste , para o caso de entra-
rem no numerador da relação os segmentos terminados nos lados 
do angulo, obteem-se seis soluções; outras seis, quando os se-
gmentos terminados nos lados do triangulo entrarem no deno-
minador. 

Se o ponto existe fóra do triangulo haverá quatro soluções 
n'um caso e quatro no outro. 

Não insisto mais n'esta questão, caso geral de uma outra de 
que me occupei no vol. i do Jornal de Sciencias Mathematicas e 
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Astronómicas, pag. 133. Sendo eguaes, como n'esla ultima ques-
tão, os segmentos separados sobre uma transversal pelas tres re-
ctas, o numero de soluções obtido será a metade do que no pro-
blema agora sujeito se acha. 

N um feixe de tres rectas, se a tem de estar sobre uma de-
terminada e g sobre outra, de cada lado do vertice obteremos 
uma solução e não mais do que uma, d'onde se deprehende que 
a relação dos segmentos, determinados pelo feixe sobre uma trans-
versal que passe por um ponto qualquer, varia com a distancia 
d'ella ao vertice do feixe, não passando duas vezes pelo mesmo 
valor em qualquer dos lados que esta referencia nos permitte 
considerar. 

Se o ponto x se deve considerar sobre a primeira recta que 
a transversal corta e « sobre a segunda, haverá ainda uma solução 
de cada lado do vertice, determinada cada uma d'ellas por um 
ramo de hyperbole, distincto do da outra. Facilmente se reconhece 
o modo porque n'este caso as duas soluções se acham relaciona-
das. Considerem-se (fig. 7.a) duas rectas Va, Y6 e um ponto O; 
sejam VM e VN duas rectas, respectivamente parallelas ás trans-
versaes OM e ON. Pelo que se disse em (4) será 

M a x N i Z = M ò x Nc; 

Ma : Mi :: Nc : Nd 
e, finalmente, 

Ma : ab :: Ne : cd. 

Se o ponto M da transversal Ob é uma solução podemos obter a 
outra N, tirando ON, parallelamente a VM, e a linha VN paral-
Iela a OM, sendo o cruzamento o ponto procurado. 

Reputando como a projecção de um hyperboloide a figura, e 
considerando as geratrizes que se cortam em V, obtein-se im-
mediatamente uma propriedade notável, que liga todos os segmen-
tos contínuos, determinados pelas geratrizes OM e ON, do mesmo 
systema e as do outro, cujas projecções passam por V. 

Não sendo possível tirar do mesmo lado do vertice do feixe duas 
transversaes ()M, satisfazendo á condição de ser Ma :M6 = con-
stante (para o mesmo valor d'esta constante), segue-se que as 
rectas MN, ac, hd, não podem concorrer num ponto. 

É claro que se as rectas dadas forem projecções de planos, 
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perpendiculares ao de projecção, em vez de hyperboles haverá a 
considerar cylindros de bases hyperbolicas, e em logar de trans-
versaes as soluções são dadas por planos. 

33 b. Applicação a diversos problemas. — Em logar de tres 
rectas podem ser dadas simplesmente duas e uma curva qual-
quer; obtêm-se as transversaes que devem resolver o problema, 
intersectando a curva pela hyperbole. Só pôde haver solução, pelo 
emprego da régua e compasso, quando iormos levados a cortar 
a hyperbole por uma recta. 

Na hvpothese de um ponto, dois planos e uma superfície, corta-
remos esta pelo cylindro da base hyperbolica, e o cone, com o 
vertice no ponto dado, tendo a curva da intersecção por dire-
ctriz, resolve o problema. 

24. intersecção de Iiyperboloides que Ieem geratrizes communs. 
— A e B (fig. 8.a) representam as projecções de duas geratrizes 
parallelas de um hyperboloide sobre um plano que lhes é per-
pendicular; B e C as do outro. 

a) Caso de uma geratriz commum. — Seja B, como indica a 
figura, esta geratriz. Não é possivel haver mais de dois pontos 
da curva de intersecção sobre uma transversal As ou C t, porque 
qualquer d'estas linhas representa a projecção de uma geratriz 
da respectiva superfície, e as projecções da curva de intersecção, 
que existirem sobre ella, correspondem a pontos existentes sobre 
a própria geratriz. Ora, se houvesse tres pontos sobre a linha 
As, por exemplo, além de A, a geratriz, que sobre ella se pro-
jecta, teria tres dos seus pontos sobre cada um dos dois hyper-
boloides, e, em virtude de (5), estaria em ambos, o que não é 
possivel. 

Sobre BA projecta-se uma geratriz do hyperboloide BC, a qual 
vai ser cortada sobre a geratriz A por uma outra do mesmo hyper-
boloide, a qual se projecta sobre AC. Em C corta-se uma gera-
triz da superfície AB por uma outra da mesma superfície, pro-
jectando-se sobre AC. Assim, em A projectam-se dois pontos da 
intersecção, um dos quaes está no infinito; o mesmo em B. Sobre 
a linha AB, além dos pontos A e B , não pôde projectar-se ne-
nhum ponto da intersecção, visto o haver apenas uma geratriz 
da superfície BC projectada n'aquella linha. Sobre a recta BC, 
do mesmo modo, não pôde projectar-se nenhum ponto de inter-
secção, a não ser em D e C. 
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D'a<jui se conclue que as linhas AB e BC só podem ser cor-
tadas pela curva de intersecção nos pontos A, B e C. 

Na linha AC projectam-se duas geratrizes: uma da superfície 
AB, outra da IiC; ellas podem eventualmente cortar-se sobre a 
geratriz A ou C, mas o caso mais geral é o cortarem-se fóra de 
qualquer d'estas linhas no plano projectante AC, ficando, por-
tanto, esta recta com tres pontos da intersecção, o que 6 possí-
vel, porque correspondem dois d'elles a uma geratriz; um d'estes 
e o outro á segunda geratriz. 

Dado mesmo que se fizesse a intersecção sobre uma das gera-
trizes A ou C, imprimindo a um dos hyperboloides uma trans-
lação ao longo da geratriz commum B, as duas geratrizes exis-
tentes no plano projectante de AC n'elle se conservariam, e o 
seu cruzamento vinha a projectar-se fóra de A ou de C. 

A projecção da intersecção é, pois, cortada pela recta AC em 
tres pontos, excepto em tres casos: quando as geratrizes, proje-
ctadas em AC, se cortam sobre A, sobre C, ou coincidem. 

Quando ellas forem parallelas, a recta AC encontra no infinito 
a curva de intersecção. Do primeiro dos casos anteriores pôde 
passar-se para o segundo por meio de uma translação, segundo 
a geratriz B, dada a uma das superfícies; do terceiro caso — 
coincidência —podemos passar para um quarto—parallelismo— 
por meio também de uma translação, segundo a mesma geratriz. 

Uma transversal, gyrando em torno de B, não pôde cortar a 
curva de intersecção em mais de um ponto, porque ella repre-
senta duas geratrizes, sendo cada uma d'eslas de sua superfície; 
cada ponto de intersecção que a transversal encontrar deve per-
tencer a ambas as geratrizes, sendo a projecção do ponto de 
cruzamento d'ellas. 

Por outro lado, cada transversal, excepto AB e BC, contendo 
as projecções de duas geratrizes de superfícies differentes, deve 
necessariamente ter um ponto de intersecção, e não mais do que 
um. 

A curva de intersecção não pôde ser tangente a qualquer recta 
que passe por B, porque d'outro modo haveria secantes, passando 
também pelo ponto, o que corresponderia a haver transversaes, 
tiradas de B, contendo dois pontos de intersecção, o que é im-
possível. 

A curva também não pôde ser tangente a AC, porque esta 
recta não pôde conter mais de tres pontos, e um ponto de tau-
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gencia é duplo. Exceptua-se o caso de se reunirem dois dos pontos 
sobre A ou C, e a curva tangente n'um d'elles á recta AC será 
ainda cortada por esta linha num ponto. Pôde, pois, concluir-se 
o seguinte: 

Quando dois hyperboloides admiltirem uma geratriz commum G 
a curva de intersecção projecta-se num plano perpendicular a G, 
segundo uma curva do 3." grau, excepto quando admiltirem uma 
outra geratriz do mesmo ou de differenle systema d aquella. 

iYum d'estes casos a geratriz do systema de B (fig. 8.*) pro-
jecta-se sobre AC; no outro ha uma transversal B«, cujo ponto 
de intersecção i está sobre AC. Deduz-se ainda: 

Em duas posições differentes dos hyperboloides, que teem uma 
geratriz commum, o pla>to formado pelas duas geratrizes que nas 
superfícies são parallelas áquella é tangente á curva de intersecção 
do 5." grau. 

A tangente em A, ou C, á curva de intersecção, tem dois 
pontos d'esta curva, e não pôde cm virtude de (o) ter mais algum. 

Devendo o plano gyrante em tôrno de B conter uma geratriz 
de cada superficie, elle será tangente a ambas, em pontos dis-
tinctos, excepto quando estas duas geratrizes se cortarem sobre 
B, caso ao qual corresponde a passagem da curva de intersecção 
pela projecção da geratriz. I)á-se esta circumstancia com os 
pontos que B possue no infinito, sendo todavia distinctos os planos 
tangentes n'esses dois pontos, os quaes se cortam segundo a gera-
triz, tangente á curva de intersecção em ambos, e assymptota, 
portanto, da curva, do que resulta o perder esta dois ramos in-
finitos quando projectada sobre um plano perpendicular á gera-
triz commum. Deduz-se, pois: 

A curva de intersecção Iem dois ramos infinitos de que a gera-
triz commum é assymptota. Projectada a curva sobre um plano 
perpendicular á geratriz será a projecção d'esta um ponto duplo. 

A tangente á curva de intersecção em B, no plano que lemos 
considerado, não é a projecção da tangente, que a curva admitte 
no espaço, em consequência de ser esta a projectante do ponto 
de tangencia, mas pôde determinar-se pelo processo estabelecido 
por Chasles para todos os casos analogos. 

Tirando por um ponto de B rectas parallelas ás geratrizes das 
duas superfícies, formam-se dois cones, com a mesma geratriz 
B, tangente um d'elles ao plano vertical de AB, o outro ao plano 
vertical de BC, tendo ambos o mesmo vertice. Se não forem tan-
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gentes segundo a geratriz commum, devem cortar-se ainda se-
gundo tres geratrizes, ou uma apenas. Sendo tangentes podem 
cortar-se segundo duus geratrizes. 

A tangencia indica a existencia de duas geratrizes coincidentes 
e cortando B, ou a existencia d'uma geratriz do hyperboloide AB, 
parallela a outra do hyperboloide BC; porque d'um d estes casos 
se passa para o outro por meio de uma translação segundo B. 

Cada geratriz de intersecção dos cones indica egualrnente que 
ha numa das superfícies uma geratriz parallela a uma da outra. 
Em qualquer dos casos, do parallelismo de geratrizes resulta a 
existencia de pontos no infinito da curva de intersecção, de ramos 
infinitos. 

Podemos pois estabelecer o seguinte: 
Quando dois cones directores, do mesmo vertice, tiverem, alem 

da geratriz commum dada, mais tres outras geratrizes communs, 
a projecção da curva de intersecção admitlirá um triangulo as-
symptotico. 

O numero de assymptotas é em qualquer caso egual ao numero 
de geratrizes communs áquelies cones. 

As assymptotas só podem passar pela projecção da geratriz com-
mum, quando os hyperboloides admittirem mais geratrizes communs 
de systema differente do d'aquella em cada uma das superfícies. 

Em todo o caso, duas geratrizes parallelas, cortando-se sobre 
B1 determinam dois planos tangentes nos pontos que aquellas li-
nhas teem no infinito, cortando-se segundo uma linha parallela 
áquella e assymptota da curva de intersecção. Além de B devem 
as superfícies admittir, pelo menos, uma outra assymptota para 
a sua intersecção. 

As curvas do 3.° grau admittem: ou tres pontos reaes e dis-
tinctos no infinito, correspondentes a tres ramos hyperbolicos — 
familia hyperbolica; ou um ponto real e simples, correspondendo 
a um ramo hyperbolico — familia elliptica; 011 um ponto hyper-
bolico e um parabolico — familia parabólica. 

A projecção da curva, que estou analysando, não pôde per-
tencer á familia elliptica, porque 11'esta, aiém de um ramo in-
finito ha uma oval. A existencia de um ramo fechado não per-
mitte que haja qualquer ponto sobre o plano, gosando da pro-
priedade possuida por B, do qual, visto ser duplo, todas as trans-
versaes que dispartem, só podem encontrar a curva n u m único 
ponto além d'aquelle. 
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Concluimos, portanto: 
A curva tem, na sua projecção, ou tres pontos hyperholicos no 

infinito, ou um só. Não pôde pertencer á família elliptica das cur-
vas de 3." grau. 

Por isso, sendo D o discriminante da funcçào homogenea de 
3.° grau: 

ax's + 3 bxhj + 3 Cxyi + dyi, 

devemos necessariamente obter na equação da curva sobre um 
plano perpendicular á geratriz commum 

D < 0 ou D = O. 

Os ramos obtidos para a projecção da curva devem cortar-se 
sobre a projecção da geratriz commum. 

b) Caso de duas geratrizes communs.— As geratrizes communs 
podem ser do mesmo ou de dilíerente systema. Considerando 
(fig. 8.a) como geratrizes communs B e Bi, de diííerentes svste-
mas, o que equivale a suppôr que as duas Supe1 ficies admittem 
n'um ponto de B o mesmo plano tangente, será ainda, como 
anteriormente, B um ponto da projecção da curva de intersecção; 
as transversaes, que por elle passam, cortarão esta n'um ponto 
além de B. 

As transversaes, que passam por A, ou por C, encontrando 
todas Bi, não podem cortar a curva em mais de um ponto, a não 
representarem geratrizes communs ás duas superfícies. B e Bi, 
tangentes á curva de intersecção em pontos situados no infinito, 
são assymptotas d'ella, e d'aqui se vê que a curva de intersecção 
deve ter ramos infinitos. Projectando-se, porém, em B dois pontos 
d'ella, situados no infinito, este ponto deve ser duplo para a pro-
jecção d'essa curva. A projecção não pôde ter nenhum dos seus 
pontos sobre os lados do triangulo ABC, excluindo os vertices, 
e, em virtude da propriedade das transversaes que passam por 
A, B e C, não pôde ser de grau superior ao das cónicas. Yê-se 
immediatamente que a hyperboie, única d'estas linhas que ad-
mitte assymptotas, não pôde resolver a questão, porque ella de-
veria existir no plano de B e Bí, ou no plano tangente commum, 
e este só admitte duas geratrizes. Por outro lado deve existir 
evidentemente uma intersecção, por isso que um plano gyrante 
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em tôrno da geratriz B contém duas geratrizes, uma de cada 
superfície, as quaes se cortam; os pontos A e C também devem 
existir na intersecção, não podendo por isso deixar de fazer parte 
d'esta uma geratriz commum, situada no plano projectante de 
AC e encontrando em i a geratriz commum Bi. 

No plano, passando por B, paralielamente ao projectante de 
AC, devem existir duas geratrizes, uma de cada superfície, paral-
lelas á geratriz commum, existente no plano vertical de AC; se-
gue-se d'ahi que esta e cada uma das outras determinam planos 
tangentes á intersecção das superfícies e em dois pontos situados 
no infinito sobre a geratriz AC, esta será, portanto, assymptota, 
cm quanto os dois planos tangentes não se confundirem num só. 
As linhas communs B e B/, que se interceptam e teem a pro-
priedade de assymptotas, representam uma parte da intersecção: 
uma hyperbole que se reduziu ás assymptotas. A recta AC, visto 
não haver uma curva qualquer que represente a intersecção, ou 
não pôde possuir essa propriedade, confundindo-se n'uma só as 
duas geratrizes existentes no plano vertical de B, parallelo a AC, 
ou reduzem-se a uma só duas das geratrizes que se cortavam 
sobre AC, havendo, portanto, uma nova linha, cortando esta e 
gosando da mesma propriedade que ella. Em qualquer dos casos 
podemos estabelecer a seguinte proposição: 

Quando dois hyperboloides admiítem duas geratrizes communs, 
de systemas diferentes, derem admittir ainda duas outras gera-
trizes communs, também de systemas di/ferentes. 

As duas superfícies serão, assim, formadas sobre o mesmo qua-
drilátero empenado. 

Se tomarmos um ponto qualquer do espaço, ou da recta B, 
segundo o que precedentemente se fez, para vertice de cones dire-
ctores das duas superfícies, reconhece-se evidentemente que os 
dois cones só podem ter de commum duas ou quatro geratrizes. 

O caso de duas geratrizes communs corresponde á intersecção 
dos hyperboloides, segundo uma hyperbole, quando a intersecção 
é cónica; logo que os hyperboloides admittam duas geratrizes 
communs, do mesmo ou de differente systema, como vou provar, 
os cones directores devem ter quatro geratrizes communs. 

Se as geratrizes communs forem do mesmo systema e B uma 
d'ellas, será a outra AC, porque esta é a única linha do systema 
que encontra as geratrizes A e C. N'este caso as transversaes, 
que partem de B, não podem conter ponto algum de intersecção, 
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além dos da recta AC, se ellas não representarem geratrizes com-
muns ás duas superfícies. B e AC teem propriedades de assym-
ptotas, e como não pôde a intersecção ser representada por uma 
curva que tenha ramos infinitos, e por outro lado estas duas gera-
trizes se não cortam em ponto algum, segue-se que deve haver 
duas outras geratrizes communs do segundo systema, e a inter-
secção das superfícies, como no caso anterior, será representada 
por duas hyperboles reduzidas ás assymptotas. 

Podemos, pois, estabelecer o seguinte: 
Quando dois hyperboloides admittirem duas geratrizes communs, 

do mesmo systema, admittirão ainda duas outras do outro systema. 

SS5. Da intersecção de paraboloides que teem geratrizes com-
muns.— Se forem diversos nas duas superfícies os planos dire-
ctores dos systemas, ellas não podem admittir nenhuma outra 
geratriz commum, se tiverem uma n'este caso. Sendo P e P' os 
planos directores das duas superfícies, aos quaes ella tem de ser 
parailela, vê-se que deve guardar ainda o parallelismo com a 
intersecção d'aquelles planos, e nenhuma outra geratriz em qual-
quer das paraboloides está n'este caso, por isso que no mesmo 
paraboloide não pôde haver duas geratrizes parallelas á mesma 
direcção. 

a) Caso de uma geratriz commum. — Partindo do principio de 
que a cada recta, traçada sobre um plano director, corresponde 
uma geratriz, do systema a que pertence esse plano director, que 
lhe é parailela, segue-se que, se os quatro planos directores forem 
diversos, havendo uma geratriz commum, necessariamente exis-
tirá outra, ou haverá no segundo systema de uma das superfícies 
uma geratriz parailela a uma outra, existente no segundo sys-
tema do outro paraboloide. A primeira é parailela á intersecção 
dos planos P e P', que lhe respeitam; sobre cada superficie ha-
verá, do segundo systema, uma geratriz parailela á intersecção 
dos outros planos directores Pj e P j. 

Os quatro planos determinam ainda quatro intersecções: as 
duas de P com Pj e P 1 ; as outras duas de P' com Pi e Pr

1; 
resulta d aqui haver quatro geratrizes d uma superficie, ainda, 
parallelas a quatro da outra. 

Projectando os dois paraboloides sobre um plano perpendicular 
á geratriz commum (fig. 5)."), as geratrizes do mesmo systema 
que esta, A, projectam-se segundo rectas parallelas. As projec-
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çòes d'uma fazem-se segundo A, B, C, D, . . . ; e Aj t Bi, Ci, . . . 
para a outra superfície. Uma transversal, partindo de A, repre-
senta as projecções de duas geratrizes d um systema differente 
do de cada um dos grupos anteriores, pertencentes aos dois para-
boloides. Sobre a transversal, além de A, não pôde existir mais 
de um ponto de intersecção, porque esta deve ser dada pelas duas 
geratrizes que se projectam sobre a transversal, e ellas não po-
dem cortar-se em mais de um ponto. 

Sobre AH, parallela a B| , Cj. . . ., projecta-se uma geratriz 
do segundo systema da superfície ABC, a qual deve ser parallela 
á geratriz do systema B|Cj da outra superfície, geratriz que existe 
no infinito; projecta-se também uma geratriz do segundo systema 
da superfície BiCj, que deve ser parailela a uma geratriz do se-
gundo systema da superfície BC. A primeira d'eslas rectas tam-
bém existe no infinito. 

O mesmo se diz Acerca das geratrizes projectadas sobre AI, 
parallela a B, C, . . . 

Para evitar confusões pôde dizer-se que a geratriz A, consi-
derada como pertencendo á superfície B1C], é cortada nos dois 
pontos do infinito por duas geratrizes, parallelas entre si e de 
systemas differentes, as quaes se projectam sobre AH; em AI 
projectam-se duas geratrizes de systemas differentes, existentes 
no infinito e da superfície BC. A geratriz A tem em cada um 
dos seus pontos do infinito um ponto de intersecção, determinado 
por duas d'estas ultimas linhas; para cada um d'elles a inter-
secção dos dois planos tangentes é representada pela geratriz A, 
e, portanto, esta linha será assymptota da intersecção, a qual 
passa, projectada, pelo ponto da projecção, também designado 
por A; sendo, por conseguinte, este um ponto duplo da inter-
secção. 

Pela geratriz A e nos pontos do infinito passam, pois, duas 
geratrizes parallelas de um paraboloide, e duas outras, também 
parallelas, do outro; além d'isso deve passar, em virtude dos ra-
ciocínios precedentes, uma geratriz commum aos dois systemas da 
superfície BC, e uma outra commum aos dois systemas da super-
fície BiCi; a primeira d'estas, parallela ás geratrizes do infinito 
de BjCj, intercepta-as em dois pontos, correspondentes a ramos 
infinitos da curva de intersecção, cuja assymptota será a inter-
secção das duas geratrizes do infinito de BjCi com o plano tan-
gente no infinito da geratriz commum aos dois systemas de BC. 
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Do mesmo modo se determina outra assymptota pelas duas gera-
trizes do infinito de BC, que encontram a geratriz A. 

Cada uma d'estas assymptotas será, portanto, parallela a duas 
geratrizes do infinito de uma das superfícies e a uma geratriz da 
outra. 

IIa ainda uma quarta assymptota, determinada pelas geratrizes 
parallelas à intersecção dos planos P1 e P i

1; suppondo-se que A, 
geratriz commum, é parallela á intersecção de P e P'. Esta as-
symptota é a única que não passa pelo ponto A da projecção. 

As transversaes, tiradas pelo ponto A na projecção da super-
fície, teem além d'este ponto ainda um outro de intersecção, 
resultando por tal facto uma curva de 3.° grau, a qual admitte 
um triangulo assymptotico e tem um ponto duplo em A. Obtem-se, 
assim, um resultado nnalogo áquelle a que se chegou pela inter-
secção de dois hyperboloides, que admittem uma geratriz com-
mum. 

— Se os quatro planos directores, sendo difTerenles, se cor-
tarem segundo rectas parallelas, e para isso basta que uma qual-
quer das seis intersecções seja parallela a outra, em vez de tres 
assymptotas haverá duas geratrizes communs no infinito. 

— As geratrizes parallelas das duas superfícies, não existentes 
no infinito, as quaes vão cortar a geratriz A, podem ser levadas 
á coincidência, desapparecendo a quarta assymptota. Nes t e caso 
ha duas geratrizes communs: A e G (fig. 9."), e como as trans-
versaes, que partem de A, devem ter um ponto commum com a 
intersecção, será esta uma hyperbole, tendo por assymptotas as 
linhas AH e AI. As duas rectas A e G , que se cortam, represen-
tam uma IivperboIe reduzida ás assymptotas. A hvperbole seria 
cortada por uma transversal, partindo de A, em dois pontos, no 
caso de ella n3o estar reduzida ás assymptotas, que é o que se 
dá. A intersecção será composta de geratrizes. 

— Quando os paraboloides admittem o mesmo plano director 
P, os systemas que lhe respeitam terão as suas geratrizes paral-
lelas duas a duas. 

Os dois outros planos directores P1 e 1'¾ intersectam-se mutua-
mente e com aquelle, determinando tres intersecções, as quaes 
podemos considerar como as arestas d'um triedro. A geratriz 
commum pôde ser parallela á intersecção de P1 e P2, ou á de 
qualquer d'estes planos com o plano director commum; no pri-
meiro caso não pertence aos systemas d'este e a projecção exe-
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cuta-se como na figura antecedente, tendo as projecções paral-
lelas de uma das superfícies uma direcção differente das paral-
lelas da outra, e a intersecção será ainda composta de gera-
trizes. 

— Quando a geratriz commum for parallela a qualquer das 
intersecções de Pi e P2 com P, pertence ao systema d'este plano 
em cada um dos paraboloides, e todas as linhas do mesmo sys-
tema em cada superfície se projectam, tendo uma só direcção 
commum: BB), CCi, DDi , . . ., como indica a fig. 10.* Sobre 
uma transversal, que parta de A, ha um único ponto de inter-
secção; o mesmo se diz a respeito de cada uma das parallelas. 
Duas geratrizes, do systema de P, são parallelas á intersecção 
(1'este plano com aquelle dos dois Pj, P2 , a que não é parallela 
a geratriz commum; duas geratrizes do outro systema são paral-
lelas á intersecção de P} com P2. As primeiras projectam-se paral-
Ielamente a BBj, CC), . . . ; as segundas sobre uma recta AM. 
As duas assymptotas resultantes são lambem parallelas a estas 
linhas, e a intersecção que d'aqui provém será uma hyperbole 
reduzida ás assymptotas. A intersecção será ainda composta de 
geratrizes. 

— Quando os planos directores coincidirem, a cada geratriz 
de uma superfície corresponde uma parallela na outra, e teem 
sempre as duas superfícies quatro geratrizes no infinito communs. 
A cada plano director commum correspondem sempre duas gera-
trizes do infinito communs. No caso sujeito, de serem communs 
os planos directores, tendo os paraboloides uma geratriz com-
mum, além das quatro do infinito, podemos levar uma das super-
fícies a coincidir com a outra em certos casos, mas não em 
todos. 

Na fig. 10." a transversal gyrante AM contém n'este caso as 
projecções de duas geratrizes parallelas, e, portanto, sobre ella 
não se projecta ponto algum de intersecção, a não ser que as 
duas parallelas se confundam. 

Do que fica dicto pôde concluir-se o seguinte: 
A intersecção de dois paraboloides, que teem só uma geratriz 

commum e planos directores differentes, é uma curva de 5." grau, 
que admitte um triangulo assymptotico. Em todos os outros casos 
a intersecção compõe-se de linhas rectas. 

b) Caso de duas geratrizes communs. — Duas geratrizes do 
mesmo systema: se os planos directores forem communs, é evi-
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dente que os dois paraboloides coincidem; se forem diversos ad-
mittirão ainda uma outra geratriz commum, parailela á intersecção 
dos dois planos directores, de systema diverso do d'aquellas gera-
trizes. 

Duas geratrizes de svstemas differentes: projectando as super-
fícies sobre um plano perpendicular a qualquer das geratrizes 
communs, as do mesmo systema da escolhida projectam-se se-
gundo rectas parallelas em cada superficie, podendo as de uma 
ter a mesma direcção das da outra, ou direcções differentes, como 
fica indicado pelas figuras respectivas ao paraboloide. É evidente 
pela simples inspecção d'essas figuras, e resulta ainda do que foi 
dicto a respeito do caso, em que ha uma única geratriz commum, 
que as superfícies podem não admittir nenhuma outra geratriz 
commum. 

D'ahi as proposições: 
Quando dois paraboloides admiltirem duas geratrizes communs, 

do mesmo systema, ou coincidem, ou admittem outra geratriz com-
mum, de systema differente do das primeiras. 

Quando dois paraboloides admiltirem duas geratrizes com-
muns, de systemas differentes, ou não teem mais intersecção algu-
ma, ou se cortam ainda segundo uma geratriz de qualquer dos 
systemas. 

A circumstancia de não admittir esta superficie geratrizes 
parallelas, se excluirmos as do infinito, faz com que as propo-
sições, estabelecidas para o hyperboloide, divirjam das do para-
boloide. 

A theoria da primeira d'estas superficies é inteiramente appli-
cavel ã segunda pela intervenção do infinito, e não é, portanto, 
rigorosamente indispensável a consideração especial do parabo-
loide, em que entrei. 

SO. Dadas duas geratrizes, A e Aj, do mesmo systema num 
paraboloide, um plano, gyrante em torno de A, corta Ai em pon-
tos m, n, p, . . ., pelos quaes passam geratrizes do outro systema; 
as perpendiculares, levantadas pelos pontos de intersecção, a estas 
geratrizes, existentes no plano movei, formam um paraboloide 
hyperbolico. 

Tome-se MN, parailela á geratriz A (fig. 11."), e por um 
ponto O tirem-se rectas parallelas ás geratrizes do systema a que 
não pertence A: Or, Oq, Od , . . .; estas linhas existem num 
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plano, parallelo ao director do systema. No plano de OM e Or 
tire-se Oc, perpendicular a Or, e da mesma sorte no plano de 
CM e Oq a liidia 06 , perpendicular a Oq, e por ultimo 110 plano 
de OM e Od a perpendicular a esta recta Oa. As linhas Oa, 06 
e Oc são parallelas ás perpendiculares a que se refere o enun-
ciado d'esta questão, por isso que Od, Og e Or são parallelas a 
geratrizes de systema diverso do de A e Oa, Ob e Oe, que lhes 
são respectivamente perpendiculares, existem 110 plano movei, 
correspondendo cada uma d'ellas a uma posição d'este, como 
acontece ás linhas em questão. 

Se as perpendiculares, de que falia o enunciado, existem num 
paraboloide, como geratrizes do mesmo systema n'este, são pa-
rallelas a um plano, e por isso Oa, 06 e Oe devem existir no 
mesmo plano. É o que facilmente se reconhece, tirando por M 
um plano perpendicular a MN, ou á geratriz A, o qual vai cor-
tar Od, Oq e Or nos pontos d, q e r, situados em linha recta, 
visto que as linhas respectivas existem n'um plano. As rectas Oa, 
06 e Oe serão cortadas em pontos a, 6 e c, e, para que ellas 
existam n'um plano, necessário é que estes pontos estejam em 
linha recta. 

Dos triângulos aOd, bOq, cOr, rectângulos em O, deduz-se: 

aM x Md = M6 x M q = Me x Mr. 

Os pontos a, 6 e c existem, portanto, numa recta anti-paral-
Iela de dr, o que demonstra a proposição, visto que todas as re-
ctas, parallelas a um plano, que encontram no espaço as linhas 
rectas A e A , , situadas em planos diversos, estão num para-
boloide hyperbolico. 

£9. Dadas quatro rectas, no espaço, parallelas a um plano, 
mas não existentes no mesmo paraboloide, um plano gyrante em 
lôrno de uma d'ellas, G, cortará as outras. A, B e C, em tres 
pontos moveis, 1, g, y, vertices de um triangulo variavel, cujo 
centro do circulo circumscripto percorre uma recta. 

Tres quaesquer das linhas dadas definem um paraboloide hyper-
bolico, e podemos, pois, considerar as tres superfícies GAB, GAC, 
GBC da mesma directriz G, tendo a primeira por geratriz a li-
nha ag, a segunda ay, a terceira gy. 
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Os pontos médios d'estes segmentos, lados do triangulo varia-
vel, caminham sobre linhas rectas, que são geratrizes, do mes-
mo systema de G, nos paraboloides. 

Se pelo ponto médio do lado ag e no plano movei levantar-
mos uma perpendicular a esta linha, ella descreverá um outro 
paraboloide (26), e, dando-se o mesmo com os outros lados do 
triangulo variavel, temos tres paraboloides P,g, Pg1. 

Duas quaesquer d'estas superfícies admittem como plano dire-
ctor commum o parallelo ás rectas G e ás que passam pelos pontos 
médios dos lados do triangulo, visto serem estas geratrizes dos 
tres primeiros paraboloides GAB, GAC, GBC. 

Portanto: dois paraboloides Pag e Pa^, por exemplo, teem 
uma geratriz commum G e um plano director commum; logo, 
em virtude de (25), só se podem cortar segundo geratrizes. As 
perpendiculares, levantadas sobre os segmentos nos pontos mé-
dios d'estes, em cada posição do triangulo variavel, deter-
minam o centro do circulo circumscripto. O centro move-se 
sobre uma recta, que é a intersecção dos tres paraboloides Pag, 
P » v Ps t-

88. Um plano movei em tômo a uma recta, exterior a um 
triedro, cortará este segundo um triangulo variavel, cujo centro do 
circulo circumscripto caminha n uma recta. 

Chamando á recta G; ás arestas do triedro A, B e C; aos 
vertices do triângulos a, g, y; vê-se que em Iogar dos parabo-
loides, precedentemente considerados, GAB, GAC, GBC, obte-
remos tres planos, os quaes podem ser designados do mesmo 
modo, suppondo-se ainda gerado o primeiro d'estes por ag, o 
segundo por ay, o terceiro por gy. 

Os pontos meilios d'estes segmentos existem sobre ramos de 
hvperboles, situados nas faces do triedro, representando as cur-
vas as polares diametraes dos traços da recta G sobre as faces, 
em relação ás arestas. 

As perpendiculares, situadas no plano movei, como em (27), 
existem n'um paraboloide, o que se vê bem, visto que é appli-
cavel a este caso a demonstração feita em (26). 

Designando os paraboloides das perpendiculares por Pag, Pa^ 
e PgT, reconhece-se que dois d'elles, Pag e P ^ , P o r exemplo, 
teem a mesma geratriz G, e, visto ter a hyperboie da face ÀB, 
assymptotas parallelas ás arestas d'esta, como se dá na face AC, 
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segue-se que em cada superfície ha uma geratriz do systema de 
G, parailela â aresta A. 

Os dois paraboloides considerados, tendo um plano director 
commum e uma geratriz commum, segundo (2o), só podem ter 
intersecções rectilíneas. 

O centro do circulo circumscripto caminha, pois, pela recta, 
intersecção de tres paraboloides, dos quaes é geratriz commum. 
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R E M A R Q U E S U R L A T H f O R I E D E S S É R I E S 
Ejtrait d'une leltre adrcssée á F. Gomes Teixeira 

PAK 

M. LERCH (à Prague) 

. . . C'est une remarque sur la Ihéorie élémentaire des séries 
que je ine permets, Monsieur1 de vous communiquer. Les com-
mençants pensent presque toujours qu'une série infmie convergente 
00 I wp Suf liei <• 'w.uh Himfi;/ -,i> 'Jllillviq 'IiIMtJ ii'j> I!0I'<->1;/1 

(O) «o + "1 + M2 + • • • + M, + • • • 

formée avec des nombres positifs doit être telle que la limite 

(j) Iim u »+i 
' » = » Mv 

a une valeur inférieure à 1'unité ou au plus égale à l'unilé. Je 
vous communiquerai, Monsieur, une série bien convergente, pour 
laquelle Ia limite (1) n'existe pas, et ou Ie quotient sous Ie signe 
lim. peut devenir aussi grand que 1'ont veut, si l'on donne á v 
une valeur convenable. Ces t Ia série de la forme (O) dont Ie 
terme général est 

M < = = ^ - ( l g , ) < f f ' 2 (IgV) |l + ( lgv) ( i 

ou j'ai désigné par (lg ) la partie entière du Iogarithme vulgaire 
de v, et ou Ies quantités 8, Q sont positives, 8< 1, g> 1, mais 
telles que %Vg < 1. 

On voit immédiatement que cette série est convergente; car 
on a 

lim Vu, = $ < 1 . 
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De 1'autre part vous voyez, Monsieurt que si v n'est pas de 
la forme IOf - 1, la quantité [lg (v + 1)] étant égale è (Igv), on 
aura 

3 3 , S 3 2 2 3 0 

et, si v est de Ia forme indiquée, on aura 

[ l g ( v + l ) ] - ( l g v ) = i , 

et par conséquent 

expression qui peut prendre des valeurs aussi grandes que l'on 
veut. 

Prague, Ie 30 mai 1886 . 
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t h e o r i a d a r o t a ç ã o 

POB 

J. M. RODRIGUES 

P r i m e i r o t enen te de Ar t i l l ie r ia 

V - ', 
As equações de Euler 

A ^ ( C - B ) t T - L 

B ^ + ( A - C ) / » r = M 

C - + ( B - A ) M = N 

definem o movimento do solido invariavel em volta de um ponto 
fixo; mas não são integráveis senão em casos muito parti-
culares. 

Se o solido fôr inteiramente livre, estas equações definem o 
movimento de rotação em volta do seu centro de gravidade, como 
se fosse um ponto fixo; mas então só se sabem integrar quando 
forem nullos os momentos das forças exteriores. 

N'este artigo vamos apresentar um novo caso de integrabili-
dade das equações de Euler, muito notável pelas suas applicações 
ã Balística e á Mechanica Celeste, para definir o movimento dos 
projecteis oblongos na atmosphera, e o movimento dos planetas 
no espaço. 

6 
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I 

As equações differenciaes do movimento de rotação de um 
solido de revolução inteiramente livre são 

A ^ + ( C - A ) . ? r = L 

A ^ - ( C - A ) . j>r = M 

^ dr 
C . — = N 

dt 
sendo 

dd, A , d& 
p = — . sen © sen 6 + — . cos ©, 

dt T dt r 

d 4 , dô 
q = — . cos ® sen 0 — . sen o, 
^ dt T dt T 

d a d i 
r = d t + d T c o s ô ' 

as equações que ligam as componentes da rotação instantanea ás 
coordenadas angulares de Euler. 

Os tres eixos principaes de inércia constituem um systema de 
eixos moveis ligados invariavelmente ao solido de revolução, com 
a sua origem no centro de gravidade. Concebamos pois um sys-
tema rectangular de eixos fixos 

OX, OY, OZ 

com a mesma origem dos eixos moveis, coincidindo o eixo dos 
Z com a tangente á trajectória descripta pelo centro de gravi-
dade no movimento de translação. O plano dos ZX será pois o 
plano do movimento, e o plano dos ZY o plano normal â traje-
ctória. 
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A intersecção do plano normal com o plano equatorial do so-
lido de revolução determina a linha dos nódos, que fórma com 
OX o angulo ^ e com Ox o angulo <p. O angulo 9 mede a obli-
quidade do plano equatorial com o plano normal, ou inclinação 
do eixo de figura com a direcção do movimento. 

As tres coordenadas angulares de Euler 

0, 4>» ? 

determinam pois respectivamente a nulação, a precessão e a as-
censão recta do movimento. 

Determinando os tres ângulos em funcção do tempo, obtem-se 
immediatamente em qualquer instante a posição dos eixos mo-
veis em relação aos eixos fixos, e, por consequência, a imagem 
sensivel do movimento de um solido de revolução em volta do seu 
centro de gravidade, em todos os pontos da sua trajectória. 

II 

THEOREMA. — Se a resultante das forças exteriores que actuam 
sobre um solido de revolução existir no plano determinado pelo 
eixo de figura e pela direcção do movimento, e fôr uma funcção 
da obliquidade, as equações de Euler 

A ^ + ( C - A ) . 9 r = L 

A ^ - ( C - A ) .JJR = M 

C . £ = N 
dt 

são integráveis pela reducção ás quadraturas. 
Com effeito, transportando no seu plano a resultante das forças 

exteriores para o centro de gravidade gera-se um conjugado, cujo 
eixo coincide com a linha dos nódos. 
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Mas, sendo a força uma funcçâo da obliquidade 

P=Zp(O). 
será 

G = F(G) 

o movimento do binário resultante; por consequência 

L = G . cos <p, 

M = — G . sen<p, 

N = O, 

sâo as projecções do eixo do conjugado sobre os eixos principaes 
de inércia: logo 

dp 
A -j-+ (C — A ) . qr = G . c o s ç , 

(XI 

A — (C — A ) . pr = — G . sen f , 

são as equações differenciaes do movimento de rotação do solido. 
A terceira equação dá immediatamente 

r = ro = const., 

d'onde se deduz o seguinte 
T H E O R E M A . — Se a resultante das forças exteriores, que actuam 

sobre um solido de revolução, existir no plano determinado pelo 
eixo de figura e pela tangente á trajectória, a rotação do solido 
em volta do seu eixo de figura è sempre constante em toda a dura-
ção do movimento. 
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As equações differenciaes do movimento de rotação são pois 

sendo 

ou 

A + ro (C — A ) . q — G . cos <p | 

A ^ - — r o ( C - A ) . p = — G . sen < 

d<|> de 
p = -r-. sen ® sen ô + . cos o 

dt dt T 

W 

riO 
q = —7— . cos © sen o —.sen ® 

dt dt T 

d a d<b 
To = — + ~ . COS 0 

dt dt 

(b) 

d6 

dt 

d+ 

= p cos <p — q . sen <p 

sen Q . - j j = p sen <p + q . cos 9 ) (c) 

d<p 
It 

d + 
' dí" 

= To — H - . cos 9 

Multiplicando a primeira equação por p e a segunda por <7 
e, sommando, vem 

A ( p ^ + < ? ^ ) = G . ( p cos 9 — </ sen 9); 

multiplicando depois a primeira por sen 9 e a segunda por costp 
e sommando, resulta 

A ( " ^ s e n 9 + . cos 9) — To (C—A). (p cos <p—q sen9) = 0; 
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mas 

por consequência 

dô 
— = p cos 9 — q sen 9, 
Uv 

dt dt 

/dp dq d0\ dÔ 
A ( — . sen 9 + — cos ® + ro - T - ) = Cro . — ] 

\dt r dt T dt J dt] 

s3o as equações differenciaes da rotação. 
Ora 

v> 

d J/ 
sen 0 . -j- =p . sen 9 + q . cos 9, 

e, derivando, resulta 

d (sen4 Q . 
dt 

dt 
, /dp , do , d()\ 

= sen 0 . ( — sen 9 + —- cos 9 + ro — ). 
\d< Y dí r d í / 

por consequência, substituindo nas equações precedentes, resul-
tam immediatamente as equações differenciaes do movimento de 
rotação: 

/ d JA C 
d í sen* 0 . J = ro — . sen G d 6 

mas 

G = F(O), 
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logo, pondo 

- r o T ' 

resultam as equações differenciaes da precessão e nutação do movi-
mento 

d (sen4 0 • = — a . d cos I 

S 

, , + s e n 4 

dt 

(P) 

\\ eofiyéuj» «fil) mio:, 
immediatamente integráveis pelos methodos elementares. 

III 

; !-.-Ol I-TjMOT-!'. I li !•:' !.J!!' . ti 
Contando o tempo a partir de uma dada epocha do movimento, 

teremos para 
< = 0 

^ = O e ^ = 0 , 
dt dt 

e por consequência 

^Y I 
sen4 Q . - j - = a. (cos 0o — cos 0) 

(A/C 

são os integraes de primeira ordem das equações do movimento 
de rotação. 
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As equações da precessão e nutação do movimento são pois 
:> 

d<J; a! — a . cos 8 

dt ~ 1 — cos4 6 

/ d ô \ 4 „ • (a1—a ' d 9 V M [o !—a. cos 0)4 | 
- cos4 0 r , f) : • • : 

onde 
a! = a . cos 6 

n>i; IiiI'' 
ojiin 

,V1 

/•(cos0) = 6 . / F ( O ) . d 0 , 
M 8(1 

e a terceira das equações (6) 
.»rmJiiMmahi «johoilíoííi ^,!'Iq !imfiTv?»Jiii atiioaifiiBibirnn; 

d© di!» _ = r0 J . . cos 6 
dt dt 

é a equação da ascensão recta 
, ''-.'':1111.'"!,'; ( li I li ..•:•> '-!11 |i Rfi ' ' I•• • ' ' • . . : , ;|nc • í11:1,1M (' 

IHII d© a' — a. cos 0 
j 7 = r ° 5 s T - • c o s 
dt 1 — COS4 0 

Estas tres equações definem o movimento de rotação e expri-
mem a nutação em funcçâo do tempo, a precessão e a ascensão 
recta em funcçâo da nutação. 

Fazendo 

M = COSÔ 

resulta 
dô — 1 du 

e pondo 

dt \J | _ Ms dt' 

••,f.jPiij.ri enh nnlno i i m i h q . ó b "riroriliti w» <>íi 

X ( « ) = (1 -MA) • f (u) - (a'-a.M)4 
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reduzem-se estas equações a uma fórma muito simples: 

du 
= dt 

d<{» a! — a .u 
dt 1 - M * 

— a . M2 a' .u — a .u 
1 

logo 

t — <0 = 

^- (J ) 0 = 

<p — <po 

du 

u0 V7X(W) 

" « a 

U0 

au du 
l - u a 

a'w — au 

I - U i 

S du 

M 

^X(V)I 

são os tres integraes das equações de Euler, que definem respe-
ctivamente a nutação, a precessão e a ascensão recta do movi-
mento de rotação, quando a resultante das forças exteriores fôr 
uma funcção da obliquidade e existir no plano determinado pelo 
eixo de figura e pela tangente á trajectória. 

As quadraturas reduzem-se ás funcçôes ellipticas nos dois casos 
seguintes: 

f.° quando o momento resultante das forças exteriores fôr pro-
porcional ao seno da obliquidade; 

2." quando fôr proporcional ao producto do seno pelo coseno 
da obliquidade. 

Com effeito, se fôr 
G = h . sen 0 

resulta 
1*11 

F (0) d(j = h (cos 0 — cos 0o)> J. 
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C 
f(u) = bh. (M —«o); 

portanto a funcção 

* ( « ) - ( i -u*).f(u)-(a'-au)* 

é um polynomio do terceiro grau; logo os integraes das equa-
ções de Euler reduzem-se ás funcções ellipticas. 

Se fòr 
G = hcos 9 . sen 6 

resulta 

/ 8F(G) db = - h . I cos 9 . d cos 9 
J «o J % 

h 
= — (cos2 9o — coss 9) 

e 

/ • ( « ) = « 4 . ( u * 0 - « « ) , 

logo a funcção y (w) é um polynomio do quarto grau, e por con-
sequência a nutação, a precessão e a ascensão recta do movi-
mento exprimem-se em funcção do tempo por meio das funcções 
ellipticas. 

A reducção ainda se verifica quando o momento resultante das 
forças exteriores fôr tal que seja 

sendo R um polynomio do terceiro ou quarto grau, porque então 
teremos 

Z ( u ) - R ( a ) . 

A nutação, a precessão e a ascensão recta, exprimindo-se por 
meio de funcções ellipticas, variam periodicamente no movimento 
de rotação de um solido de resolução, inteiramente livre, quando 
o momento resultante das forças exteriores satisfizer ás condições 
precedentes. 
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N O T E D E GÉONIÉTRIE 

M. H. LE PONT 

(à Caen) 

1. Considérons dans Ie plan huit points 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8; 
prenons pour triangle de référence Ie triangle des trois diagona-
Ies du quadrilatère complet défini par quatre de ces points, Ies 
points 1, 3, 5, 7, par exemple, la diagonale (1 ,5) étant 1'axe 
des x, la diagonale (3 ,7 ) l'axe des y. Nous avons alors pour équa-
tions des côtés du quadrilatère: 

(1 .3 ) 

(3 ,5 ) 

(5 .7 ) 

(7, 1) 

z p x qy = 0 

z+px — qy = 0 

z — px—qy = 0 

z—px-\- qy = 0 

Pour équations des côtés de 1'octogone, nous pouvons prendre: 

( 1 , 2 

(273 

(374 

(475 

(5J6 

( 6 / 7 

(778 

( M 

s z + Xpx + qy = O 

-j z +px + ^qy = 0 

= z+ px + wqy = 0 

= z — p px — qy = 0 

= z — Ipx — qy = 0 

= z — px — mqy = O 

= z—px —nqy = 0 

= z + rpx + qy = 0 
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X, (A, v, p, l, m, n, r désignant des constantes et Ies premiers 
membres de ces équations représentant, à des fauteurs numériques 
prés, Ies distanc.es à ces droites d'un point quelconque du plan. 

Si nous exprimons qne ces distances & satisfont à 1'identité 
tangentielle de Mr. P. Serret: 

28 i 6» 53t = 0 (1) 

Ie tableau des coefficients des 9 dans Ies équations d'identifica-
tion est: 

X3 1 1 1 1 \ X2 X2 X X 

- Z 3 - 1 1 í - 1 -I Ẑ  - Z 2 -I Z 

r 3 1 1 1 1 r r2 r 2 r r 

- P 3 - 1 1 1 - 1 - P P2 - P 2 —o • P 

1 1 V- 1 1 f*2 Ia 

- 1 — m 3 1 m 2 —m - t 1 — m - W l 2 m 

1 V 3 1 V 2 V 1 1 V V 2 V 

- 1 — n 3 1 J l 2 — n - 1 1 — n - M 2 n 

Les conditions nécessaires et sufíisantes pour que cette iden-
tité (1) soit satisfaite, c'est-à-dire que Ies côtés de 1'octogone 
soient associés suivant Ie module 3, sont que tous Ies détermi-
nants du huitième ordre contenus dans ce tableau (2) soient nuls. 

Si nous faisons à Ia fois dans ce tableau: 

X = I m = l 
avec: 

/ = 1 | A = 1 

tous Ies déterminants s'annullent car ils ont quatre lignes identi-
ques deux à deux; ce tableau s'annule donc en même temps que 
la fonction: 

M = ( I - X ) ( I - J M ) - ( I - Z ) ( I - J X ) . 
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Il s'annulle aussi en mème temps que la fonction 

r = ( l + p)( l + » ) _ ( l + f ) ( l + v ) , 

car si on y fait â la fois: 

p = — l n = — 1 

r = - l v = - l 
avec: 

quatre lignes deviennent encore idenliques deux à deux. Par con-
séquent, Ies conditions nécessaires et suffisantes pour que Ies côtés 
de 1'octogone soient associés suivant Ie module 3 sont que nouâ 
ayons 

M = O 
et 

c'est-à-dire 
r = 0 

I - X 1 

et 
1 - / 1 - m 

1 + v _ 1 + p 

1 + n ~ 1 + r 

(3) 

(4) 

Si nous introduisons ces relations dans Ies équations des dia-

gonales (2, 6) 

[(í - Xa) (1 - l ) + (1 - lm) (1 - X)] px 

- 2 [ ( 1 - X ) (1 —m) —(1 —l) (1 — (i.)]z 

et ( 4 , 8 ) 

= 0 

[(1 - vp) (1 + r) + (1 - nr) (1 + p)] px 

+ [ ( l - v P ) ( l + ») + ( l - n r ) ( l + v ) ] w 

- 2 [ ( l + p ) ( 1 + « ) — ( 1 + r ) ( l + v ) ] z 

= 0. 
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Nous voyons qu'elles passent par 1'intersection des diagonales 
(1, 5) et ( 3 , 7 ) et de plus, qu'elles forment avec elles un faisceau 
harmonique. 

Nous pouvons donc énoneer ce ihéorème: 
TIIÉORÈME. — Lorsque Iiuit droites sont associées suivant Ie 

module 3, c'est-à-dire IeIles que toute cubique tangente à sept 
d'entre elles touche nécessairement la huitième, Ies quatre dia-
gonales qui joignent Ies sommets opposés de 1'octogone formé par 
ces huit droites concourent au môme point et sont conjuguées 
harmoniques. 

lléciproquement: 
Lors que Ies quatre droites qui joignent Ies sommets opposés 

d'un octogone forment un faisceau harmonique, Ies côtés de cet 
octogone sont associés suivant Ie module 3. 

9 . Correlativement: 
THÉORÈME. — Lorsque huit points sont associés suivant Ie mo-

dule 3, c'est-á-dire, tels que toute cubique qui passe par sept 
de ces points passe aussi par Ie huitième, Ies points de concours 
des côtés opposés de 1'octogone formé par ces huit points sont 
sur un même droite et tracent sur cette droite une division har-
monique. 

lléciproquement: 
Lorsque Ies points de concours des côtés opposés d'un octo-

gone sont en ligne droite et forment une division harmonique, Ies 
sommets de cet octogone sont huit points associés suivant Ie mo-
dule 3. 

Ce théorème peut du reste de démontrer directement sans 
aucune difficulté. 

3. Signalons encore Ies théorèmes suivants: 
THÉORÈME. — Si Ies distances í d'un point quelconque du plan 

à huit droites de ce plan satisfont à 1 'identité 

^ 8
1 Oi S3

i = O (a) 

elles satisfont aussi à 1'identité 

2», Ti = O (b) 

et réciproquement. 
Conservant Ies notations du § 1, Ies conditions nécessaires et 
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suffisantes pour que 1'identité (ò) soit satisfaite sont que tous Ies 
déterminants du sixième ordre contenus dans Ie tableau 

X* 1* r* P I 1 1 l 1 

1 1 1 1 A * 1 M 8 v* N 2 

1 1 1 1 1 I 1 1 

1 - 1 1 - 1 , , — M V — N 

X -I R — P 1 - 1 1 - 1 

1 l r P V- m V M 

soient nuls. 
On verra en raisonnant comme précédemment que ces condi-

tions sont celles qui annulent Ie tableau (2). 
Corrélativement: 
TIIÉORÈME. — Lorsque Ies distances d de huit points d'un plan 

à une droite quelconque de ce plan satisfont à l'identité 

Aid8
i = O («) 

ils satisfont aussi à 1'identité 

2\cid\ O (p) 
et réciproquement. 

4. Ces deux tbéorèmes nous donnent iminédiatement Ies sui-
vants: 

TIIÉORÈME. — Un groupe de huit points associés suivant Ie 
module 3 forme toujours Ies sommels de deux quadrangles con-
jugués à une même conique, et réciproquement, Ies sommets de 
deux quadrangles conjugués ít une même conique forment toujours 
un groupe de huit points associés suivant Ie module 3. 

TIIÉORÈME. — Un groupe de huit droites associées suivant Ie 
module 3 forme toujours Ies côlés de deux quadrangles conjugués 
à une mème conique, et réciproquement, Ies côlés de deux qua-
drangles conjugués à une même conique forment toujours un 
groupe de huit droites associées suivant Ie module 3. 

TIIÉORÈME. — Huit points et huit droites associés suivant Ie 
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module 3 déterminent toujours un pentagone et un triangle con-
jugués à une même eonique, et réciproquement, Ies sommets et 
Ies côtés d'un pentagone et d'un triangle conjugués à une même 
eonique forment des groupes de huit points et de huit droites 
associés suivant Ie module 3. 

THÉORÈME. —Etant donnés huit points associés suivant Ie mo-
dule 3, deux quelconques de ces points et Ies traces de la droite 
qui Ies joint sur Ies côtés opposés des différents quadrangles, for-
més des côtés de 1'hexagone qui a pour sommets Ies six autres 
points, et Ies diugonales qui joignent Ies sommets opposés de cel 
hexagone font cinq couples de points conjugués harmoniques par 
rapport à deux mêmes points, c'est-à-dire dix points en involu-
tion; et si on substitue à ces quadrangles Ies quadrangles com-
plets correspondants, on a en tout vingt deux points en in-
volution. 

THÉORÈME. — Lorsque Ies côtés d'un angle et d'un hexagone 
sont associés suivant Ie module 3, Ies côtés de cet angle et Ies 
dix couples de droites qui joignent son sommets au sommets op-
posés de tous Ies quadrilatères complets formés avec Ies côtés de 
í'hexagone, font onze couples de droites en involution. 

5>. IIuit points quelconques d'une cubique plane unicursale r 
forment toujours un groupe associé suivant Ie module 3. Prenons 
sur c.ette courbe six points Hf dont Ies distances à une droite A 
sont di, puis deux autres points m et M dont Ies distances à cette 
droite sont d et D. Nous avons 1'identité 

2 s i ôj d3i = d3 + © D 3 

et l'identité équivalente 

2 6 i c f d 2 ; = d 2 - C 2 D S 

qui s'écrira 
S6

1 ki d*i = pq 

en posant 

p = d + CD, 

q = d - CD. 
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Si nous désignons par P e Q Ies points dont Ies distances à Ia 
droite A sont p et q, on voit que si l'un de ces points est sur la 
cubique, ce qu'il est toujours possible de faire en choisissant 
convenablement Ies points m et M, 1'autre y est aussi, et que si 
Ie point M se rapproche indéfiniment du point m, il en est de 
même des points P et Q. Donc: 

THÉORÈME — Un hexagone étant inscrit à une cubique, Ies 
polaires d'un point m de la courbe se coupent au même point, 
et la droite qui joint ce point au point m est tangente en m à 
la cubique. 

Autrement dit: 
La tangente à une cubique unicursale en un point quelconque 

m est Ie Iieu des points de concours des polaires de ce point par 
rapport aux trois couples de côtés opposés de tous Ies hexagones 
inscrits dans cette cubique. 

Huit points 1, 2, 3, 4, 5 et O, O', O" d'une cubique unicursale 
forment d'après un théorème précédent un pentagone 1 2 3 4 5 
et un triangle conjugués à une mème conique; si Ies points O' 
et O" se rapprochent du point O, Ie pentagone et Ie triangle res-
tent conjugués à la même conique dont Ie cercle diagonal est 
orthogonal au cercle circonscrit au triangle: cette propriété sub-
siste à la limite lorsque Ies points O' et O" sont confondus au 
point O et Ie cercle circonscrit au triangle infiniment petit O O'O", 
cest-à-dire Ie cercle osculateur en O á la cubique est orthogonal 
au cercle diagonal de la conique. Donc: 

THÉORÈME. — Le cercle osculateur en un point O d'une cubi-
que unicursale est Ia trajectoire orthogonale des cercles diago-
naux des coniques conjuguées à tous Ies pentagones inscrits à Ia 
courbe, coniques qui sont de reste tangentes á la cubique au 
point O. 

Mr. P. Serret a montré (Géometrie de Direction, pag. 389) 
que Ie cercle diagonal d'une conique conjuguée à un pentagone 
se construit indépendamment de cette conique, la construction 
du cercle osculateur en un point O d'une cubique unicursale dont 
on connait cinq autres points ne présente donc aucune diíTiculté. 

6 
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D É M O N S T R A T I O N N O U V E L L E D U T H É O R È M E D E C H . D U P I N 

PAB 

M. H. LE PONT 

Soient trois surfaces S1 Si , 8¾: 

(a) X dx + (/. dy + v dz = O 

(ai) "k\dx + (iidy + vi dz = O 

(a2) \%dx + ^dy + v2dz = O 

ou (:X, [A, v), (X1, (*i, V1,) (X2, [As. v2.) désignent Ies cosinus dire-
cteurs des normales à ces surfaces en Ieur point d'intersection 
(x, y, z), de sorte que: 

idifi '-íU: í) O Jiiioq Hf; . 

X4 + Jt4 + v4 = 1 

X4I + ^4I + vsi = 1 

X2
2 + ̂ 2 + V4

4=I 

ou bicn: 

(b) X d\ + (A d\L + V íiv = O 

(òi) XidXi + [Aidji1 + v]dvi = O 

(6¾) XadXj + [AjdjA a + V4̂ Vg = 0. 
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Supposons que ces trois surfaces se coupent à angle droit, 
c'est-à-dire que nous avons: 

(c) ).i>.2 + n i a j + vivj = 0 

(cl) ^ + + V2V = O 

(cs) » 1 + p.p.1 + vvi = O-

L'élimination de X, p., v entre Ies équations (a), (ci) et (c2) 
donne: 

dx dy dz 

h Pl vI 

>8 (A2 V2 

L'élimination des mémes variables entre Ies équations (b), (Cj) 
et (c2) donne: 

dl dp . dv 

Pl vi 

X2 Ps V2 

D'ou nous tirons: 

dx dy dz 

W "dx = ~djT = ~d7' 

équations des Iignes de courbure de la surface S. 
D'une manière analogue, il vient 

dx _ dy _ dz 

* 
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et 

dx dy dz 
dlf djx2 dv 2 ' 

ivy. ? ' : i; t 

Ces équations (y), ( f i ) et (yj) démontrent Ie théorème de Ch. 
Dupin. 

,0 -= .w i M -4- : CA 

1« ,,Vi) 8»0ijlí»p'J •') 

.:<V' ?noiJ6ii|»i *níi!'- '•>[ U,i! ,' JK Us noilisr-unii > 

Iv t H t' 

Uls 

o:H;1HI* r,! y[> omdiucj 

^ i o i i i rííion »o (I 

•-—> I • *íl0;; 
,•HJy-i-iiiíifí :ri'iiiK;ín 'uni 

sfc jtfo 

i»i> : A<il 1XV 
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NOTA S U L L A IWOLTIPLICAZIONE Dl D U E D E T E R M I N A N T I 

TH 

GINO LORIA 

Quando si stabilise la teoria dei determinanti indipendente-
mente daquella delle equazioni lineari, il teorema di moltiplica-
zione di due determinanti si suol dimostrare in due modi, en-
trambi estendibili al teorema analago relativo a due matrici ret-
tangolari. L'uno, che si può considerare come il piCi elementare 
perchè presuppone soltanto Ie prime proprietà dei determinanti, 
si fonda sulla decomposizione di un determinante ad elementi po-
linomii in una somma di determinanti ad elementi monomii. 
L'aItro, che richiede la conosienza dei teorema di Laplace almeno 
in un caso particolare, fu esposto per Ia prima volta — per quanto 
mi consta — dal Sig- Sardi or son quasi venfanni (*), e venne 
poi riprodotta in trattati recenti (**). 

Orbene, esaminando con qualiche altenzione questa seconda 
dimostrazione, non è difficile vedere che essa, Iievemente modi-
ficata, conduce a pone il prodotto di due determinanti sotto la 
forma di un determinante dordine n + 1 con Hi elementi perfeita-
mente arbitrari, ove i è un intero positivo compreso fra 0 e n, 
e però guida a un' cstensione delle ordinarià regola di moltiplica-
zione. Siccome Tutilita pratica dei determinanti cresce in ragione 
dei numero delle trasformazioni che si possono far Ioro subire 
senza alterarne il valore, cosi credo non inutile dedicare questa 
breve nota ad espone Tacennata estensione. 

(#) Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Università italia-
ne, direito dal Prof. Battaglini, vol. v (1867), p. 174-177. 

(##) Si vegga p. e. Muir.—A Treatise on the theory of determinants, Lon-
•lon, 1882, p. 117 e seg.; Gordan — Vorlesungen iiber Invariantenlheorie. 
I Bd. Leipzig, 185o, p. 74 e seg. 
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Sano 

«li «12 • • • ain &n 6I2 . . • b\n 

«21 «82 • • • «2n 62I 62 2 . . . ò2n 

A = B = 

«nl «n2 • . • ãnn ò„i bn2 . . • Kn 

duc determinanti qualunque deli' nmo ordine, sia i un numero 
intero non negativo ne superiore ad n e L i g (p,q= 1,2,.. . , i) Ji 

quantità arbitrarie. 
In grazia dei teorema di Laplace, abbiamo: 

'r';,!nr':nol'> úiq Ii juio') ;n< i'>í:-«noa ''!Jq v. ->if ,<>;.. ',I .h::'(>mi'.! 
«11 «12 -«li «i i+i -ain Lu Li 2 .Lii 0 .0 

a2 i a 2 2 .a2i agi-f-i .a 2 n L2 t L 2 2 .L2Í 0 .0 

«tl «»2 

«i+1,1 «i+1,2 

..Ii / 
• «ti 

• 0H-I1 

«u+1 

i «t+1,1+1 

• ain 

• «i+l,n 

L i l 

0 

Lj2 

0 

.L i i 

. 0 

0 

- 1 

.0 

.0 

«nl «n2 

0 0 

• a»i 

. 0 

«ni+1 

0 

• «nn 

. 0 

0 

&11 

0 

h i 

. 0 

• bn 

0 . - 1 

.bni 

0 0 . 0 0 . 0 &12 &22 •bi 2 6H-I . 2 • K 2 

0 0 

0 0 

. 0 

. 0 

0 

0 

. 0 

. 0 

b\i bn .bu ,» -bni 

hi+\ 62,-)-i .6«-f-i ^m'+1 

o 0 .0 0 .0 bU bin .bin bi+1,„ Xn 
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In questo determinante addizioniamo alia n + s orizzontale 
ma 

la i + r multiplicata per &i+r,s intendendo che r prenda succes-
sivamente tutti i valori 1 , 2 n —» e s i valori 1, 2, . . . , n. 
Se poniamo per brevità 

( 1 ) Chk = « i+ l ,A&i+l , f c + «i+2,>i&i+2,/; + • • • + O n h K k 

ottenemo cosi: 

a I l «12 • « l i « l i + 1 • « l n L 1 1 L 1 2 . L 1 J 0 . 0 

«21 «22 • «2i « 2 i + l «2n L 2 I L 2 2 • L 2 Í 0 . 0 

a i l «i2 • a»i « i i + 1 • «in L i i L i 2 • L « 0 . 0 

« i + 1 , 1 « i+1 ,2 • « i + l , i « i + 1 , i + 1 • « i + 1 , n O O . 0 — 1 . 0 

a n l an 2 • «ni a n i + 1 • «mi O O . 0 0 . - 1 

C1I C21 •Cil Ci+11 • Ctil £ . 1 ò 2 1 .̂ 1 0 . 0 

C12 C2 2 -Ci2 Ci+1 2 

I i v l • « 

.Cni bH 6¾ 2 0 . 0 

Cl í ca .Cii C i + i i • cni bu h i • bu 0 . 0 

Cl i+ l C2Í+1 • Cii+1 Ci+1 i + 1 • C n i+1 ò i i + i hi+\-hi+i O . 0 

Cln C2n • Ctn Ci+1, n • C«n àln Hn A n 0 . 0 

Osservando che in ognuna delle ultime n — i vcrticali vi è un 
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solo elemento non nullo, questultima relazione si può semplifi-
n Or í> n HI'«1III>oi nlln rfA /Vii or»+ n . care e Hdursi alia seguente: 
--!'tooiín nbimii "A mb <»lnmbn;))iii 
tt ,. , . & . t HoIfiY i t 

iihmmii 

•,A<,f>-4-. . . i 

AB = (_l)(n—<)i 

<». o tlA. u-

0 . O l f J . tf.l 

T T T a I l «12 • « l n L l l 1-12 • • • M i 

«21 «22 • «2n Lji LJJ . . 

« i l « i 2 • « in L f i L,'2 . . 

C l l C21 • C«1 ^ l l ^12 • • 

Cu c22 • C„2 621 622 . . 

Cln C2„ . Cnn bni 6 b 2 . . 

L 2i 

bu 

hi 

Facendo finalmente avanzare di n + í posti cia suma delle 
primè i orizzontali oltoremo: 

Cll C2I • Cni 611 612 • bu 

C12 C22 . cn2 621 &22 • hi 

0 . O ,,VJ 

(2) AB = 

O 

o 

Cln C2n . Cnn Ò„i Òn 2 . bni 

a u «12 • ain L u Li 2 . L^ 

a 2 1 a 2 2 • «2n L j i L 2 2 . L2í 

«il «i2 • «in Lil Li2 . Lin 
1< 

L'eguaglianza (2), ni cui Ie »2 quantiti (¾ hanno i valori dati 
dalle equazioni (1) e Ie Lpq sono perfettamente arbitrarie, es-
prime la generalizzazione a cui si alludeva ncll'introduzione dei 
presente scritto. 
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In particolare attribuendo a tutte Ie arbitrarie il valore zero, 
si ottiene Taltra formola 

Cll C21 • cnl bn bn bu 

C u C 2 2 • cn2 hi 622 • bii 

Cln c2n • Cnn bn\ &n2 . Ki 

«11 an • ai» 0 0 . o 

a 2 1 a 2 2 • a 2 n 0 0 . 0 

a» 1 a»2 • Oin 0 0 . 0 

la quale esprime un teorema devulo a Spotliswoode (•) e che 
egli dimostrò in un modo che differisce daquello da noi tenuto, 
e che è piu complicato. 

Mantova, 4 Maggio 1886. 

(#) Etcmentary theorems retating to delerminants.— Giornale di Crelle, 
t. LI (1856), p. 247. 
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No capitulo sétimo tracta o auctor da comparação das raizes 
de duas equações do segundo gráo. 

No capitulo oitavo vem a resolução de duas desegualdades si-
multaneas do segundo gráo, e no capitulo seguinte vem a reso-
lução de um systema formado por uma equação do segundo gráo 
e uma ou muitas desegualdades. 

No capitulo decimo e seguinte tracta o auctor da resolução 
de algumas equações e de algumas desegualdades particulares de 
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Termina o livro pela resolução de muitos problemas que con-
duzem á applicação dos methodos anteriormente expostos. 
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gração de Didion, deduz de um modo mais simples as formulas 
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trajectórias. 
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tracta do numero abstracto e na segunda do numero concreto. 

Principia a primeira parte pelo calculo dos números abstractos, 
e ahi vêm a theoria da numeração e a theoria das operações rela-
tivas aos números inteiros, que é exposta de modo a preparar 
para o estudo dos imaginarios, caracterisando o auctor as pro-
priedades fundamentaes de cada operação. 

Em seguida vem a theoria do numero abstracto, e ahi o au-
ctor estuda a decomposição do numero em factores, a theoria 
das congruências e a theoria da divisibilidade. N'esta parte não 
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Na segunda parte (theoria do numero concreto) o auctor prin-
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incommensuraveis. 

D. B. G. de Galdeano. — Problemas de Aritmética y Álgebra.— 
Toledo, 4885. 

Os problemas d'esta collecção vêm acompanhados dos metho-
dos para resolver os differentes typos de problemas que se podem 
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Source d'identités (Mathesis, t. vi). 
Remarques sur une formule de Newton (Item). 
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S O B R E U M T H E O R E M A R E L A T I V O A C O M P A R A Ç Ã O O E A R C O S 
D E E L L I P S E 

POB 

RODOLPHO GUIMARÃES 

Alumno da Escola Polytechnica do Por to 

1 . TIIEOREMA. — Dado um quadrante de ellipse podemos achar 
sempre sobre elle um arco tal que o seu comprimento seja expresso 
por uma linha recta. 

Sobre este assumpto conhecemos os theoremas de Graves e 
de Fagnano, de que em seguida lançamos mão, os quaes, como 
se vô, exprimem por uma linha recta a differença de dois arcos 
de ellipse não sobreponiveis. O theorema que apresentamos dá-
nos, egualmente expressa em uma linha recta, a differença de 
dois arcos sobreponiveis, ou, o que vale o mesmo, um arco. 

Seja ABCD a ellipse dada (*). Pelas extremidades A e B dos 
eixos maior e menor tiremos-lhe tangentes, as quaes intercepta-
rão qualquer das suas ellipses homofocaes nos pontos M e M'. 

Tiremos por estes pontos tangentes MA, MB', M'B, M'A' á 
ellipse ABCD. Os pontos de tangencia B' e A' podem estar sobre 
o quadrante AB, em outro quadrante qualquer ou coincidirem 
com os pontos A e B . Ora, Graves demonstrou (**) que se de um 
ponto qualquer M de uma ellipse homofocal de outra ABCD, con-
duzirmos tangentes MA e MB' a esta, o arco AB comprehendido 

( # ) Pede-se ao leitor que construa a figura. 
(##) Ch. Hermite, Cours d'Analyse, pag. 414. 



i 112 JORNAL DE SCIENCIA S 

entre os pontos de tangencia diminuído da somma MA + MB' das 
tangentes é constante. Temos pois 

AÍ? - BA' = BBi - AA' = ( A M - A M') f B ' M - BM7). . . (I) 

Esta relação é independente da posição sobre a ellipse dos 
pontos A' e B'. 

Supponhamos pois que A' e B' estão situados respectivamente 
no quarto e segundo quadrantes, e designemos por A'i e B'j as 
suas posições symetricas no quadrante AB. Por serem os arcos 

AA' e BB' eguaes respectivamente a AAr
1 e BB'], a relação (I) 

dá 

B l P 1 - A A ^ 1 = (AM - A'M') + (B'M - BMf) (II) 

Por outro lado sabemos pelo theorema de Fagnano (*) que, 
dado um arco de ellipse AA i

1 situado no quadrante AB, podemos 
achar sempre sobre elle um ponto associado p,, de modo que a dif-
ferença dos arcos Ba e AA'i seja egual á perpendicular p baixada 
do centro O da ellipse sobre a normal nos pontos A'i ou JA; isto é, 

(III) 

De (I) e (II) deduz-se a equação 

± BITv
1 q: Bi= zhfB^1 = ) 

(A) 
= ± [(AM - A'M') + (B'M - BM')] zp p ) 

em que tomamos um ou outro signal, segundo o arco BB1
1 for 

maior ou menor que BIA. 
Esta equação demonstra o theorema proposto. 

B U L - A A 1 = P . 

(#) Frenet, Recueil d'exerciees de caleul infinitesimal, pag. 388. 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 
Iil 

3. O caso dos pontos A' e B' coincidirem com as extremi-
dades A e B dos eixos maior e menor, tem sómente logar quando 
os pontos M e M' coincidem com a intersecção das tangentes con-
duzidas por A e B . Vejamos qual é n'este caso a expressão re-
presentativa da linha recta equivalente a um arco situado sobre 
o quadrante AB. Para isso conduzamos pelo ponto M de inter-
secção das tangentes AM e BM um ramo de hyperbole homo-
focal da ellipse ABCD, e seja A'i o ponto em que elle corta o 
quadrante AB. 

Ora, sabemos que a differença dos arcos BA'j e AA'i é egual 
á differença dos semi-eixos da ellipse (*); isto é, 

B A ^ 1 - A A i I = a - 6 (IV) 

De (IV) e (III) deduz-se a equação 

± 1 ¾ =P B ^ = st: 1 ¾ = ± ( o - 6 ) q: p, (B) 

onde tomamos um ou outro signal, segundo for BA'j maior ou 

menor que BIJ.. 

5. Observemos que sobre um mesmo quadrante de ellipse 
podemos achar uma infinidade de arcos cujos comprimentos sejam 
expressos pelas formulas (A) e (B). Com eífeito, como uma mes-
ma ellipse tem uma infinidade de ellipses homofocaes, e como as 
extremidades do arco dado variam com a posição d'essas ellipses, 
segue-se que temos tantos arcos quantas as ellipses homofocaes. 

4. Vejamos agora a que condição devem satisfazer as coorde-

nadas das extremidades B'J e JX de um arco B'J(A situado no qua-

(#) Estc theorema, devido a Fagnano (Salmon, Traité de Sections coni-
ques, pag. 645), é um caso particular do seguinte theorema demonstrado 
por Chastes: Se de um ponto qualquer M, situado sobre uma hyperbole homo-
focal de uma ellipse e que a encontra em um ponto N, conduzirmos a ella 
tangentes MA e MB, a differença dos arcos NA e NB é egual á differença das 
tangentes MA e MB. 

8 
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drante AB para que se possa rectificar. É evidente que se os 
pontos M e M' de intersecção das tangentes conduzidas pelos 
pontos A, B', A', B ou pelos seus symetricos A'j e B'i estivessem 
sempre situados sobre uma mesma ellipse homofocal da ellipse 

ABCD, o arco B'j p. podia sempre rectificar-se. Porém isso nem 
sempre succede, porque então era sempre possível obrigar uma 
cónica a passar por sete pontos. 

Sejam pois (as', y') e (£, u) as coordenadas das extremidades 
B'i e IA do arco dado. As do ponto B', symetrico de B'j, serão 
(—a;', y'). Representemos por (x , y) e (x\, —y) as do ponto A'i 
e do seu symetrico A'. 

Temos pois que as coordenadas dos pontos M e M' em que 
se cortam as tangentes B'M, AM e BM', A'M', e as dos pontos 
P e P' onde se interceptam as tangentes BP, A'jP e AP' B'jP', 
são respectivamente, sendo a e b os semi-eixos da ellipse ABCD, 

q«(ft + y) 
, 1 * 1 = 7 

a) b x 

y\ = i> 

a*(b-y) 

o) 
Xi-

jIi = b 

bx 

x\ = a 

b) 
y ' \ = 

62 (a + x') 

ay 

Xi = a 

d) L * Ê z f O ' 

Se c é metade da distancia focal, temos que as ellipses homo-
focaes da ellipse ABCD serão representadas pela equação 

X 2 Y 2 

X 2 X 4 - C 2 1, 

em que X é um parametro variavel. 
Ora, para que uma ellipse homofocal da ellipse dada passe si-

multaneamente pelos pontos M e M', é necessário que as equações 

X 1 - X * (c a + Xi
i + y\) + c s X 4 1 = 0 , 

X4 - X» (c* + Xli
1 + 1 / ' 2 , ) + Cs x'\ = 0, 
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sejam compatíveis. Ora, para que ellas o sejam, é necessário que 
os seus coeficientes satisfaçam ao resultante 

(X2
1 - ^ 1 ) 5 - K y 2 I - 1 / 2 , ) - (X2

1 - x'2 , ) ] 

. [ c 2 ( X 2
1 - X'2J) + ( X 2

1 y ' 2
t - X ' 2 ! JZ2

1)] = O; 

UIBAFJ :>< «IMO L> 

e substituindo apenas x' e y\ pelos seus valores, virá 

2 c 2 ( X 2
1 - a 2 ) 2 - ( X 2

1 - o 2 ) 

. [y '2 (a« - X 2
1 ) - 62 (y'2 - Vi)] - (y'2J - ò2) (X2

1 y'\ - a2 62) = O 

ou 
( X 2

1 - o2)8 (2c2 - y'2!) - X 2
1 (y'\ - &4)* = O 

t:i*. Il)>.li.!" l i' j 
ou finalmente 

X 2
1 - O 2 X 1 

e substituindo X1 e yi pelos seus valores vem, attendendo a que 
a 2 6 2 = a 2 y' 2 + ò 2x' 2 , 

a 6 y y ' 2 ( 6 + y) a«y'(6 + y) 

ou 

ô 6 . x ' . x 2 (a + x') 6x / 2 a 2 c2 y'2 - 64 (o + «')* 

a 3 y y ' _ 6 2 ( a + « ' ) 

ò W / 2 a 2 c 2 y ' 2 —6 4 ( o + x')2 

IIJim ,11 

Ora, as abcissas x e £ do ponto Af
1 e do seu associado p estão 

ligadas pela relação 

. ! - J S L m m A t (VI) 
fcí c s V > 

e se substituirmos na equação 

x * - ( a 2 / c 2 + p 2 ) p . - + = ^ - - O , 
X 2 O 2 P 2 
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da qual se deduz a relação (V), X i por a5 ^ i - - j ^ , teremos 

C V 

donde se deduz 

(VlI) 

De (YI) e (VII) tiramos 

y 5 
x a 3 ' Yi 

o que dá substituindo em (V) 

y1. Ç a + Br 

Ora, como as coordenadas (c) e (d) se deduzem de (a) e (6) 
pela mudança de x1 e de y em — oc1 e — y, teremos 

xf — a 

a!. '1 / O iC i 

ou, reunindo em uma só as duas equações, temos 

y'-I a±x> 
X1 . Y) / ffls ci 

0 (C) 

Tal é a equação de condição a que devem satisfazer as co-
ordenadas das extremidades do arco dado para que se possa recti-
ficar. 
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SUR C E R T A I N E S S O M M A T I O N S A R I T H M É T I Q U E S 

FAB 

M. MAURICE D'OCAGNE 

I 

Nous nous proposons (1'abord de déterminer la somme des chif-
fres des N premiers nombres, somme que nous représenterons par 
la notation G (N). 

Nous indiquerons par un índice la plus haute puissance de 10 
contenue dans Ie nombre N. Si cette puissance est p, Ie nombre 
Np aura p+ 1 chiffres av, ap—\, . .. a\, ao et s'écrira 

Op dy—i . . . O1 ao; 
de sorte que 

N p = a p 1 0 P + ap_t I O ? - 1 + .. . + ai íO + a 0 . 

Retranchons Ie dernier chiffre de gaúche; nous obtenons Ie 
nombre 

ap—\ a p _2 . . . ai ao 

que nous représenterons par Np_i . De même 

2 a f _ 3 . . . ao sera désigné par N p _a 

ap_3 . . . ao » » » Np_ 3 

ai ao » » » Ni 

ao » » » No 
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Lemme. — Les sommes des chiffres des dix premières dizaines 

1 2 9 

IO 11 12 19 

9 0 91 9 2 99 

sont respectivement 
45 

10 + 45 
2 x 1 0 + 45 

9 x 1 0 + 45 

et la somme totale 
1 0 x 2 x 4 5 . 

D'après cela, Ies sommes des chiffres des dix premières cen-
taines 

1 2 99 
100 101 1 0 2 199 

9 0 0 901 9 0 2 9 9 9 

sont respectivement 
1 0 x 2 x 4 5 

1 0 0 + 1 0 x 2 x 4 5 
2 x 1 0 0 + 1 0 x 2 x 4 5 

9 x 1 0 0 + 1 0 x 2 x 4 5 , 

et Ia somme totale 

1 0 0 x 3 x 4 5 . 
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La formule se généralise immédiatement, et 1'OD a 

a ( 1 0 P — 1 ) = I O P - * x p x 4 5 . 

On déduit immédiatement de là que 

O ( D P . I O P - I ) = I O P - 1 x p X 4 5 

+ I O P + I O P - 1 x p x 4 5 

+ 2 x I O P + I O P - 1 X P x 4 5 

+ 
+ ( o p - 1 ) I O P + I O P - 1 X P X 4 5 

ou 

a [av . 1OP - 1) = 1 O P - 1 ^ L O I F C J I F E + ^pOPJ 

ou encore 

( 1 ) C [ap . I O P - 1 ) = I O P - 1 5 a p (ap - 1 + 9 P ) . 

Tel est Ie lemme que nous voulions établir. 
Solution. — IL est clair que la somme G (Np) peut se décom-

poser ainsi 

c (Np) = a (ap IOP - 1) + (Np_i + 1) ap + <7 (Np_!). 

Donc, en égard à la formule (1), 

<7 (Np) - G ( N p - i ) = ap [ 1 0 P - 1 . 5 (ap - 1 + 9p) + N p _ i + 1 ] . 

Par suite, de mème, 

C ( N ^ 1 ) - G (Np_ 2 )=ap_i [ 1 OP-2.5 ! a f _ , - I + 9 ( p - 1 ) j + N p _ 2 + 1 ] 

G ( N 1 ) - O ( N 0 ) = A1 [5 ((I1 — 1 + 9) + No + 1]. 
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Faisant la somme des p égalités précédentes, et remarquant 
v a 0 ( a 0 + l ) . . . . 

que a (No) = — — - - — - , on obtient 
JL 

(2) a ( N p ) = ^ ^ - + 2 ^ [ 1 0 ^ 5 ( ^ - 1 + 9 / ) + ^ ^ + 1 ] . 

Telle est la formule qui résout la question proposée. 
On peut, à 1'occasion de cette formule, faire diverses re-

marques. 
Par exemple: Si Ie chiffre des unités du nombre N est O, 3, 4, 

7 ou S et si tous Ies autres chiffres sont pairs, la somme des chif-
fres des N premiers nombres est paire. 

Si Ie chi/fre des unités du nombre N est 9, la somme des chiffres 
des N premiers nombres est divisible par 5. 

etc etc 
Exemples d'application de la formule (2): 
1° Somme des chiffres des 19 premiers nombres. 

p= 1 Ni = 19 No = 9 O1 = I a 0 = 9 

c (19) = 45 + 45 + 10 

= 100. 

2o Somme des chiffres des 100 premiers nombres. 

JP = 2 N 2 = I O O Ni = O N0 = O a 2 = l a i = 0 a0 = O 

a (100) = 50 x 18 + 1 

= 901 . 
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