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NOTA SOBRE A INDEPENDENCIA DOS ZEROS MA FUNCCAO JACOBIANA
DE INTEGRAES ABELIANOS NORMAES DE PRIMEIRA ESPECIE

J. A. MarTINS DA SiLva

Representemos por

F(z,y)=0

uma equaclio algebrica do grio m e irreductivel; e por

fi s (= v) Qi {x’ y]
2 (z,y) = f O L P o

todos os integraes abelianos normaes de primeira especie, sendo
Qi um polynomio inteiro do grio m—3, satisfazendo 4s condi-
¢Oes necessarias para que o integral conserve um valor finito sobre
toda a esphera, variando o indice i de 1 a p. Os periodos nor-
maes de ordem par d'estes integraes dados por integraes defi-
nidos seguindo cyclos convenientemente escolhidos satisfazem &
condi¢lo necessaria e sufficiente, para que com estas constantes
possamos formar uma serie convergente, definindo uma funcglio ©
de Jacobi d€ p variaveis zy, @9, 23, ... x,. Suppondo agora
nesta funcgdo as p variaveis substituidas p:ﬂns quantidades (a),
.
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diminuidas de G; constantes arbitrarias, temos, segundo a defi-
nigio de O, a expressio

0 [n¥ (z,y) — G = A

e
=p ! ! i=p k=p
A= 3 mi[nlf(z,y)—G]+ 3 3 mim;ap.
=1 == fos]

Com respeito as propriedades d'esta nova funcglo, relativa-
mente aos zeros, sahemos que admitte p zeros satisfazendo as
relagdes

k=p
3 0¥ (@, yi) — Gi = G

nas quaes as quantidades C; slo independentes das p quantidades
arbitrarias G;, que podem ser determinadas de modo que a func-
¢io dada admitta p zeros dados.

Conhecidas estas propriedades particulares de ©, vamos dar
mais outra, que nos parece ter escapado ao sr. Briot quando
expoz a theoria das funcgdes abelianas:

A funcedo

O[Gi—nl(E )] ..ocvviviananns (b)

admitte p—1 zeros independentes do zero (£, u).

Com efleito, consideremos a curva Q=0 do grio m—3 que
satisfaz as condigdes relativas aos pontos criticos, passa por p— 1
pontos (xy, yi), e corta a curva F=0 em outros p—1 pontos
(2%, y'x). Precisamos chegar & funcglio

o [ﬂEiJ (z,v) +k=§;:1nfﬂ (s yx) — 0l (£, ) — Ci] ..... (¢)
p=

pois feita esta transformacdo a funcglo (b) possuira a proprie-
dade bem conhecida de (¢), isto &, ter o zero (%), e 0s p—1
zeros restantes independentes de (Z, »).
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Como a somma dos valores do integral abeliano normal n’) (2, ¢)
nos pontos de intervenciio da curva F=0 e da curva Q =0, sa-
tisfazendo as condigdes relativas aos pontos criticos ¢ equivalente
& quantidade constante 2C;, temos

K; = 2(;.

Tambem quando as quantidades arbitrarias G; tiverem valores
quaesquer, a funcgdo em questio admitte p zeros que coincidem

com o0s p pontos (zy, ¥1)» (*2,¥3) - - - (Tp—1 Yp—1)s (£, %), consti-
tuindo assim as funcgdes integraes das equacdes abelianas

k=p—1 ;
) vivas nlll (£, 7)=Gi+Ci— 2 nald(m, y).
k=1

Por outro lado, a somma dos valores contidos n'um integral
abeliano de primeira especie nos pontos de intersecclio da curva
F =0 e d'uma curva algebrica variavel, conserva um valor con-
stante. Esta propriedade geral notabilissima descoberta por Abel
dé

k 1

=p—1 . b=p—1 -
2 (@, y)+ 3 nl (J:'j; y'k} K;.
=1 k=1

Por consequencia

h=p—1 ; k=p—1 -
S 0l (zy,y)+ 2 al) (2, ys) =2C;.
k=1 k=1
Logo
h=p—1
x all (z, i) =G + C;—nll (£, 1-,:]
k=1
k=p—

1
3 a2y, y'x) =—Gi+ C; + nld) (%)
k=1
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d’onde podemos, tirar
” o :
Gimnl® (B, 7)+ 5 3 (00 (@n yi) =0 (2, y's)
k=1
Hogw o0
== X [nl) (2, yi) + 0l (2, v
Ci=15 2 [0 (x, yi) + 0 (2'x, y's)]
Emfim, pelas relagdes acima consideradas achamos facilmente
© [nl) C (z,y) — 200 (E.7) + Gj] =
k=p—1 .
=0 ["{i] (@y)+ = nb (@ ye) —nl (g, n)— C.:|
o
ou ainda, no segundo caso,
Q.[nlf) (2, y) — 2u1 (£, v) + Gi] =
s 7, }
=e:[nm @y)— 2 n0(Zryh)—n (6 r.)+c<].
k=1
Quando for x =E, y ==, resulta pois
O [Gi—nl £, )] =0,

ficando os p—1 zeros restantes independentes de (E, n), embora
possamos determinar G; de modo que a funcgdo dada admitta p
zeros dados.
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Substituindo o valor de G; em (b) obtemcs

1
5 l 2 [nli) (2, yi)— nli (z'k-!f'hﬂ] Le
B} :

Se se substituir agora o ponto fixo por outro ponto fixo (£, %)
sem mudar os p— 1 pontes (ay, yx), formamos uma nova funccio
admittindo o zero (£, #) e p—1 zeros restantes eguaes aos da
primeira func¢do. Como as duas funcgdes teem p—1 zeros com-
muns, a relacio

_ 0 [n(z,y) — 200 ¢, 1) + G
[ =6 i o,y =200 (5, + 6

¢ uma funcgdo da variavel (z,y) admittindo um unico zero (£, +')
e um unico infinito (Z, ).

Vem a proposito, visto ter-se considerado as equagdes abelia-
nas (d), o caso conhecido da indeterminagdo, havendo coinciden-
cia dos pontos (xy, yx) com o0s p pontos respectivos (5, ni) situa=
dos sobre a curva Q =0 satisfazendo as condicdes relativas aos
pontos criticos. A curva Q=0 corta F=0 em 2(p—1) pontos
differentes dos pontos criticos, a saber: os p pontos (£, “&) e
p—2 pontos restantes representados por (ay, 2x); como n’estas
circumstancias

k=p—2
Gi=Ci— X nlf (a2
=1

podemos portanto apontar a condigdo seguinte para apparecer
indeterminacéio

k=p—1 k=p—12
n) Er)= 2 n®(Zry’)— 2 0l (a, Be);
k=1 k=1
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resulta d'aqui
f=p—12
o [nm (25)+ 2 (e By — c;] -
k=1
=p—1
= ('J [nﬁ] [:,1:' y} + 21 nl:ll [:'trki yﬂk) i n“} I:E' ‘n) —_— C.] =
k=

= 6 [ (z,y)— 6] =0.
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NOTA SOBRE UM PROBLEMA DE MECANICA RACIONAL

POR

H..B.

Nos Problemas de mecanica racional do padre Jullien vem
proposto (a pag. 158 do 2.° vol.) o seguinte exercicio, que foi *
estudado por Daniel Bernouilli nas Memorias da Academia de
Berlim, em 1745:

«Introduzem-se diflerentes pontos materiaes n'um tubo recti-
lineo, muito estreito mas pesado, que pode gyrar n'um plano
horizontal, em torno de um dos seus pontos que esté fixo. Tendo
collocado os pontos a distancias conhecidas do centro de rotagiio,
imprime-se a0 tubo uma dada velocidade angular. Determinar
o movimento do tubo e dos pontos materiaes.»

Daniel Bernouilli diz na sua Memoria que o problema lhe fora
proposto por Euler, no caso de um sé ponto material, e que,
tendo-o elle resolvido, propozera por sua vez a Euler o caso mais
geral. Euler communicou-o tambem a Clairaut, e ambos o re-
solveram, mas ndo tinha ainda Bernouilli conhecimento das solu-
¢bes quando publicou o seu estudo.

A mecanica moderna péde resolver este problema por uma
simples applicaciio das suas equagdes geraes, como vamos vér.

1. Seja M a massa do tubo e R o seu raio de geraglio em
ordem & vertical do centro fixo, vertical que é o eixo da rotagio.
Designemos por 6 o angulo que na epocha ¢ o tubo férma com

a a sua posiglo inicial. A equacdo geral do movimento do tubo
seré

denotando por N a somma dos momentos das forcas que sollicitam
o tubo, em ordem ao eixo de rotacdo. Estas forgas sio: o peso
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do tubo, cujo momento ¢ zero, e as pressdes dos differentes pontos
materiaes. Se P, P', P, ... forem projeccdes d'essas pressdes
sobre o plano horizontal, e r, ', 7", ... as distancias dos pontos
ao eixo, teremos

% Pr+Pr+P'r+...
= MR

Para calcular P, P, P, .. ., notemos que o movimento rela-
tivo de cada ponto sobre o tubo resulta da reaccdo R d'este ul-
timo e do peso do ponto (forcas reaes), da forca de inercia de
arrestamento e da forga centrifuga composta (forcas ficticias).

A ! oodb dr
Esta ultima tem por valor 2m i sendo m a massa do ponto
dt

(porque o movimento relativo é rectilineo e tem a velocidade

1 ‘ :
% ; e actua no plano horizontal, perpendicularmente ao tubo
¢

e no sentido opposto ao da rotagdo. A forga de inercia pode de-
m}mpnr—se em

d
42 g 2%

centrifuga mogr 8 tangencial g 0N Maa

(por isso que r deve aqui ser tomado como constante).

Esta componente tangeneial de inercia tem evidentemente a
mesma direccdo e sentido que a forga centrifuga composta; e
como a componente centrifuga da forca de inercia ¢ a unica
forca que ndo é normal ao tubo, segue-se que a pressio do
ponto m seré a resultante do peso, da for¢a centrifuga composta
e da tangencial de inercia.

P serd pois a somma d'estas duas ultimas forcas, e P', P", ...
terdo valores analogos.

Substituindo em (2) e notando que os momentos de P P ...
slio negativos, leremos

df dr d db dr d’ﬂ)
N o 2y ——— T ...
d* m<2rd: d£+r dt")+m ( " dedi 34 did

di? MR?
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As equagdes do movimento relative dos pontos serdio evidente-

% d¥r dh?
(4 :] ................ F =T F
s
d® A

As equacdes (3) e (4) resolvem o problema.

2. E facil exprimir primeiro r', ¥, . .. em r somente. Assim,
eliminando b entre as duas primeiras equagdes (%), vem

(Y dY dr  dr
fﬁ—rﬁ=0 ou HI—-"I=CUH51&“1&
: dr dr'
e como no comeco do movimento é EEGEF’ segue-se que

a constante ¢ nulla.
Teremos pois

dr dr 3
—=— ou r=e¢r;
r r ?

sejam a e a' os valores iniciaes de r e r'; sera

€ portanto
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E como as outras equagdes (4) sio da mesma [6rma, pode-
mos concluir que é

r Yy

a o a"

AT dr' dr"
3. Substituindo agora em (3) ¥, ", ... e :;T, = pelos

seus valores em funcglo de r e = vem
{

d% dt di di?

de® MR?

[ G ]
(2:-Eﬂ + r’-ﬁ)(m +m' %!—4- 4 )

equagio que podemos escrever do seguinte modo, fazendo para
: a'
abreviar m 4+ m’—? +...=A
a

dr
LY. | .
10 d% o
di d®  MRY+Ar?’
dt
Integrando, temos
dy C
dt  MRE4AsY

e, para determinar C, notemos que ¢ dada a velocidade angular
inicial; designando-a por , serd

A 32
MRE+Ad?

w
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e portanto

a® a’"?
MR? + q? (m i — + "= )
a a

a'? a’? '
MR?2 + 2 (m -|-'i‘i‘is'—i +mu—i+ .l )
a a

Esta equacdo da o valor da velocidade angular em funcglo
de r.

S §
4. Substituindo na primeira equagdo (%) P pelo seu valor
U
(«), vem
dr (MRY+Aq??
e il T T
de (MR®+ArY?

. AR
[ﬂ € In Lgrﬂﬂ (1]

ou, multiplicando por 2

a e — W3(MRY+AQY, ke
7 . "R MR AR

; dr .
Para determinar C facamos E=0 e r=a. Vem assim

MR2®+ Aq?
D
e portanto serd
a lr‘
& MR’-I-a‘(m-f*rn'u—!-f-m"-a—a--!-...)
#). gE=o(t—a ——
Sl R

a? a? ]
EIB.‘ + r2 (m+m’—i-+ m"—'— + .. .)
a a
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Esta equaciio da o valor da velocidade relativa do ponto m,
em funccio de r. Dividindo () pela raiz quadrada de (8) elimi-
namos o tempo, e temos assim a equaglo differencial entre as
coordenadas 6 er. O valor de 6 em funcgdo de r fica dependente
de uma quadratura; mas apenas examinaremos um caso parti-
cular, que Jullien tambem propde. E o caso de se desprezar a
massa a[ila tubo.

Fazendo M = 0 nas férmulas (a) e (3) teremos

d9 ale dr? rt—q?
gt P e (1 e o T
(.mlr} dt r‘ 1‘3’) dl.g ws*a® ., 3 .

Eliminando o tempo vem

;

dh a &3

——— o di=———

dr rvi—ad y [t {
ay ot

ou ainda

5=arcsec?r+ﬁ.

Para =0 & r=a; logo ¢ C=0, e portanto
a=rcosf,

As trajectorias absolutas dos differentes pontos materiaes sio
pois linhas rectas, perpendiculares & posicho inicial do tubo. A

equaglio (3') ainda nos dé&
rdr

awdl =

Vrt— gt

ou (por ser r=a para t=0)

M=a(l +etd).
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Cada um dos moveis percorre pois a sua trajectoria abseluta
com movimento uniforme, e a velocidade d’este movimento & aw
para o ponto m, a'w para m/, elc.

Todos estes resultados eram faceis de prevér, e por isso este
caso particular pode servir de verificaglo das formulas estabele-
cidas,

Outra solugéo

&. Em vez de determinar as pressdes dos pontos sobre o tubo
e de recorrer & equagdo (1), podemos applicar directamente a
todo o systema constiluido pelo tubo e pelos pontos a equagho
dos momentos

d¥y d*z , 3
Zm (xa?uy -(.EE_) — 1[:1'\.’ —yl}.

O segundo membro é nullo, porque as forcas exteriores se
reduzem ao peso, e por isso teremos

X1 dy dx) = constante;
=m I — y 'Ei? - 1514 »

ou, passando &s coordenadas polares,
3 gd& b, df S
mr= — = constanieé = — Xmr=.
dt dt

Mas evidenlemente é

Imr=MR*4+mr2+m're4 .. .;
logo serd
&
7 EE S ?: (MR + mr2 +m'r®+ , . )= constante.
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E como na epocha inicial é

dj ey

Fl_=u r=a r=a * e
teremos
¢ d  MR*+ma®+ma+...
(F)is-asinss & MRt me Fmrit ...

Se em (¢') substituirmos como anteriormente r', r”, ... pelos
seus valores em r, teremos immediatamente a equagdo («).

@. O methodo seguido por Daniel Bernouilli reduz-se, no
fundo, a este; porque o theorema que o eminente geometra es-
tabelece na sua Memoria citada, e que lhe serve de base para a
resolugdo do problema, nfio é mais do que a interpretacio da
equacdio (e).
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SOBRE 0S TRIEDROS HOMOLOGICOS

FOR

A. F. RocuA PEXoOTO

Professor na Universidade de Coimbra

Em geometria do espago sdo formas correlativas ou reciprocas:

a) a pontual e o feixe de planos;

b) o plano pontual e a estrella, sendo o plano o elemento movel
gerador d'esta;

¢) o plano regrado e a estrella, sendo a recta o elemento movel
gerador.

O feizxe de raios é uma f6rma correlativa de si mesma; admitte
portanto dous elementos gcradores.

Effectivamente da pontual, uma serie de pontos situados na
mesma linha recta, deriva o feixe de planos, uma serie de planos

ue passam pela mesma linha recta — eixo do feiwe —, por meio
Ea substitui¢do reciproca dos pontos por planos; pela mesma
férma, do plano pontual, uma serie de pontos situados no mesmo
plano, deriva uma serie de planos que passam pelo mesmo ponto,
o qual ¢ centro da férma geometrica derivada, a estrella; como
emfim, tambem pela mesma substituicdo, do plane regrado, uma
figura formada de linhas rectas e de pontos que estdo no mesmo
plano, deriva a estrella, sendo o seu elemento gerador o raio ou
a linha recta, porque esta forma geometrica & composta de re-
ctas e de planos que passam pelo centro d'ella, isto ¢, por um
mesmo ponto.

Estas applica¢des da dualidade geometrica estendem-se és pro-
priedades das figuras, do que deriva immediatamente um pro-
césso prompto e fecundo de demonstragio com o caracter gene-
ralisador.

Assim propriedades dos triangulos conduzem immediatamente
ao descobrimento e i demonstracio de propriedades dos triedros,

2
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porque estas figuras, systemas de tres planos que passam pelo
mesmo ponlo sem que tenham uma linha commum, sdo correla-
tivas dos triangulos, systemas de tres ponlos que estio no mesmo
plano, sem que estejam em linha recta. Conseguintemente a
homologia dos triedros ¢ correlativa da dos triangulos.

As propriedades dos triangulos homologicos, as quaes subsis-
tem sempre junclamente, sendo uma consequencia da outra, sio
as seguintes:

As interseccies dos lados correspondentes. estio na mesma linha
recta; e

Concorrem no mesmo ponto as reclas que unem os ponlos cor-
respondentes.

D'estas, pela substituiclio reciproca do ponto por plano, sio
derivadas as dos triedros homologicos:

Os planos das arestas correspondentes passam por wna mesma
linha recta, formando portanto um feixe de tres planos; e

Estio situadas no mesmo plano as inlersecpdes das faces corres=
pondentes;
propriedades que subsistem conjunctamente com as dos trian-
gulos homologicos.

Demonstra-se tambem directamente que uma d’estas proprie-
dades dos triedros kemologicos ¢ consequencia da outra.

Sejam «¢y e «/B'y’ dous triedros homologicos, na notaggo de
Cremona, que satisfagam & primeira das duas referidas condicdes;
isto ¢, cortem-se as arestas correspondentes 3y e 2'7'; ay e a'y';
«B e a'3’. N'este caso o primeiro par d’arestas By e 'y deter-
mina um plano que passa pela linha dos vertices dos triedros
homologicos; o segundo e o terceiro determinam dous planos,
cada um dos quaes passa pela mesma linha recta.

Se estes triedros tém vertices differentes, as intersecgdes das
arestas af e «'s/, ay e a'y/, e By e 'y determinam um trian-
gulo, porque cada um d’estes pontos esth em cada uma das tres
arestas de cada triedro. Estes tres pontos, vertices do triangulo

considerado, slio: af.a'?/, ay.a'y e ,?;T.,;’-lr‘; o que mostra que
o primeiro ponto é commum &s faces a, &', e 3'; o segundo
is faces a, «/, y e y'; e o terceiro s faces §, B’ y e y'. Pelo
primeiro e pelo segundo d’estes pontos passa portanto a recta
aa'; pelo primeiro e terceiro a recta 3p'; pelo segundo e ter-
ceiro a recta yy'. Estas tres rectas estdo portanto no mesmo

plano.
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Esta demonstragdo é de Cremona; deriva immediatamente
da netaglio por elle adoptada. E assim ¢ verificada tambem a
grandissima importancia da mesma notagiio.

Sendo os mesmos os vertices dos triedros, a demonstragio do
theorema derivaimmediatamente d'uma das duas operacdes funda—
mentaes de. geametria projectiva—a de projectar. D'umi ponto
qual Lfucr projectemos a figura que representa a primeira das pro-
priedades acima mencionadas dos tringulos homologicos. Teremos
assim dous triedros com o mesmo vertice, o centro de projec¢io;
as interseccdes das faces correspondentes existem todas tres no
mesmo plano do eixo de homologia e do escolhido centro de pro-
jecglo; e os planos das arestas correspondentes passam todos tres
pela mesma recta, a que une o mesmo centro de projecgiio e o
centro d homologia.

O transporte d’'um de dous triedros homelogicos de vertices
differentes, parallelamente a elle mesmo, até que o seu vertice
coincida com o do outro, demonstra isto mesmo. D’este modo
as interseccdes das faces correspondentes sio transportadas paral-
lelamente a si mesmas; e, se assim nio ficarem no mesmo plano
como antes da coincidencia dos vertices dos triedros, ha de suc-
ceder que uma das mesmas interseccdes ha de ficar mais dis-
tante ou mais proxima do plano em que todas tres estavam si-
tuadas quando eram differentes os vertices dos triedros. Conti-
nuando o transporte no mesmo sentido, succederd que as inter-
secgbes consideradas estardo em planos differentes, em triedros
de vertices differentes, contra o que esta directsmente demon-
strado.

Se dous triedros a3y e «'3'y’ tém no mesmo plano as rectas
aa’; B3’ e Y /'y intersecides das faces correspondentes, as rectas
gy e 3’y determinam -um plano; as rectas ay e 2’y outro; as
rectas «f e «'8' um terceiro; e todos estes planos passam por
uma mesma linha recta. As rectas 2a' e yy' cortam-se n’um ponto
@z . 77"; por este ponto passam os planos «, «, v, Y/ e por-
tanto as rectas ay e a'y', que assim determinam um plano. Do
mesmo modo se reconhece que as arestas 2y e 3'y’ determinam
um plano; e que as arestas af e a2’ determinam outro.

Se os triedros tém vertices differentes, & evidente que por
ambos, e portanto pela recta que os une, passa cada um d’estes
planos.

Transportando-se os mesmos triedros, de modo que os seus

*
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vertices percorram a linha que os une, hlio de chegar & posicio
de terem os mesmos vertices reunidos n'um sé ponto. N'este
transporte os planos das arestas correspondentes sio levados pa-
rallelamente a elles mesmos; sendo portanto transportada paral-
lelamente a si mesma a recta da inlersec¢io commum aos mes-
mos planos. Assim fica demonstrado que ainda n’este caso os
planos das arestas correspondentes constituem um feixe.
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SOBRE ALGUNS INTEGRAES INDEFINIDOS

PFOR
DuanTE LEITE PEREIRA DA SiLVA
Os integraes obtidos a pag. 87 do vol. IV d’este jornal po-
dem-se achar por um outro processo mais directo e geral, o do

methodo das substitui¢des.
Com effeito

au + bv = sen x (ax + b) + cos z (a — bx)

edis_ st |
i (a — = oo,
jeiz LT ) Dipiz

= (az +b)

[e¥e (2 +1i) (@a— bi) + (i—z) (a + bi)]

i
Dieiz

==

i—x)(a+bi . x+ia—bi
e ﬁ)[““;_zaﬂ;-“]'
Pondo
. x+i a—b
:=e’“.:;.m.
vird
.a—bi x?

'j’zi’aﬂi’m(i—z)*dz

(i—2) (a+ bi)?

—y ¥ [+ 1%

f 2l
(au+ bv)? =
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D’onde

f‘ ¥z f — falelis 74 &% [ ods
(m+f.rt' [s4+1]2 " (i—a)® (a + bi)® Ea‘+b*j[=+l}!‘

Logo

s R
[{au—i—br)"—_a‘+b‘ P e

2 (i—x) (a+ bi)
= — et t.
S T T

1 (i—x)eis

ST et
1 iu+v

T a—bi autbv i s

1 i+ 1
[ e e -+ coust.
1] a—bi me+br+b{a—b:j i
2 = =+ const
(2] bantbo)

No nosso artigo demos por engano de copia o valor

f‘ a*dx u
autbv  (au+ bv)

Se se executarem os calculos indicados mo alto da pag. 89,
ndo se chegard a este valor; mas sim ao verdadeiro

u
~ blau+be)
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Quanto aos outros integraes

*2idx *xidx
J ikl

deduzem-se [acilmente de [1] ou [2] fazendo

a=b b=0; a=0, b=1.
O integral

. adz
J [a+ (az+b) tgx]?

obtem-se, pondo
z=colgz + 2,

d’onde
dx
iz =— e
e
[ adz SR e
J[a+ (ax+1) lgx]’=_J[a:+b]*_az+ b

st o e
a+(ax+b)tgz

e gy
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C. le Paige. — Essais de géométrie supérieure du troisiéme ordre.
Bruaxelles, 1882.

N'esta importante Memoria tracta o sabio professor da uni-
versidade de Litge de resumir e expdr ordenadamente as suas
indagagdes sobre Geometria superior, publicadas em algumas das
principaes Collecgdes scientificas da Europa.

O capitulo primeiro ¢ destinado ao estudo das homographias
de terceira ordem, e ahi faz o sr. Paige applicacdo dos seus es-
tudos de Algebra moderna, relativos s formas trilineares sim-
ples e aos systemas de duas férmas trilineares.

No capitulo segundo tracta-se das involugdes de terceira or-
dem. Poncelet conceben estas involugdes, e estudou detidamente
as de primeira classe. O sr. Paige foi um dos primeiros a oc-
cupar-se das de classe superior na sua importante — Mémoire sur
quelques applications de la théorie des formes algébriques a la
geomélrie.

A theoria de involuclio leva ao estudo das razdes anharmonicas
e dos grupos polares, para o que slo destinados os capitulos
quarto e quinto.

Como se vé, a Memoria do illustre geometra belga é muito
importante, e damos por isso noticia d'ella aos leitores d'este
jornal, tanto mais que principia hoje a publicar-se n'elle um tra-
ba'ho importante sobre o mesmo assumpto com que o sr. Paige
0 quiz illustrar.

D. G. Vicuiia. — Introduccion a la teoria malemdtica de la ele-
ctricidad. — Madrid, 1883.

N'este precioso opusculo o illustre professor de physica mathe-
matica da universidade de Madrid, o sr. Vicuiia, estuda d’'uma
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maneira clara, simples e precisa os problemas fundamentaes da
theoria mathematica da electricidade, hoje quasi completamente
constituida, gragas aos trabalhos de muitos physicos e geometras
d’este seculo.

A exposicio é feita de modo que possa ser facilmente com-
prehendida pelos que conhecem apenas os elementos da analyse
infinitesimal.

Nio tendo espago para darmos uma idéa completa de todas
as questdes de que o sr. Vicuila se occupa, indicaremos ao
menos o assumpto de cada capitulo:

Capitulo 1. Potencial.

Capitulo II. Equilibrio.

Capitulo III. Condensadores.

Capitulo IV. Energia e correntes.
Capitulo V. Unidades electricas.
Capitulo VI. Relagdes com a thermologia

Quem quizer estudar esta parte importante da Physica tem
um guia magnifico no livro do sr. Vicuia.

H. G, Zeuthen. — Sur un groupe de théorémes et formules de la
géométrie énumérative.

N'este artigo, publicado nas Actas mathematicas, apresenta o
eminente geometra dinamarquez theoremas importantes relativos
ao problema da determinagio do numero de intercessdes de duas
curvas, que se confundem no mesmo ponto.

A questao do meridiano universal. — Lisboa, 1883.

N'este folheto, publicado pela Sociedade de Geographia de
Lisboa, esti o parecer d’esta Sociedade relativamente ao meri-
diano a adoptar para origem da contagem das longitudes, bem
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como os pareceres de algumas corporagdes doutas nacionaes que
esta Sociedade consultou a este respeito.

Tanto a Sociedade de Geographia como a maior parte d’estas
corporagdes acceilam o meridiano que passa pelo Observatorio
de Greenwich, por ser este Observatorio um dos principaes do
mundo, por estarem a elle referidas a maior parte das cartas
nauticas usadas, por ter sido ja adoptado pela Russia e pelos
Estados Unidos da America no que respeita 4 navegacio, elc.

G T.
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HOMOGRAPHIES ET INVOLUTIONS DES ORDRES SUPERIEURES

PAR LE

. C. LE Palge

Professeur de Géométrie Bupérieure & l'université de Liége

Homographies

I. Définition: Lorsque n figures fondamentales du premier rang
(Gebilde erster Stule) et de méme espéce sont telles que (n—1) élé-
ments élant pris dans (n— 1) de ces figures, un élément de la der-
niére est déterminé sans ambiguité, ces n figures forment une homo-
graphie du ™ ordre et du (n—1)™¢ rang.

Nous désignerons I'ensemble de tels groupes de n éléments par

- n
la notation H .
n—

Pour éclaircir cette définition, considérons trois faisceaux de
plans ayant respectivement pour axes trois droites X, Y, Z.
Si, lorsque I'on choisit un plan dans chacun des faisceaux X

et Y, il ne leur correspond qu'un seul plan du faisceau Z, ces
trois faisceaux forment une homographie Hf:
La méme chose aurait lieu pour trois ponctuelles.

Imaginons, par exemple, un systéme doublement infini de sur-
faces du second ordre passant par sept points a, b, ¢, d, x, y, &
Ces surfaces marqueront sur trois droites X, Y, Z passant par

z, y, = des ponctuelles 2, =, { appartenant & une I 5,
Les groupes communs & deux, trois, ... n—k homographies
L1 . n n n

H_ _,, forment une hamugyaphw H g H g ... H. " gy
D’apris cela, il est visible que, dans une homographie H,
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chaque groupe de k éléments caractérise un nombre fini et dé-
terminé de groupes de n éléments.

Il résulte, de la définition méme, que si, dans une il:_l. on
laisse fixe un, deux, ... p éléments, il correspond, i ces éléments
e TT et e 2

Par suite, dans une homographie H:. a un groupe de k' élé-
ments, k'<k, il correspond une Il::i:, car ll:, provenant de (n—k)
homographies H:—t‘ si on chuis}it k' éléments, il leur correspondra
les (n—k) homographies il:___i:_k,, et, par déﬁni!i?n. les groupes
communs & ces derniéres constitueront une H,_ .

Ces propriétés devant nous servir dons la suite, nous en don-
nerons un exemple particulier.

Supposons quatre droites arbitraires L, M, N, P situées d'une
facon quelconque dans I'espace. Tous les plans de I'espace mar-
quent, sur ces droites, des séries de points. Chaque groupe de
quatre points est déterminé par trois d'entre eux. Il en résulte

que I'ensemble des groupes de quatre points constitue une H;.

Cette homographie n’est pas la plus générale possible, comme
nous avons eu l'occasion de le faire voir (), mais elle suffit pour
éclaircir les idées essentielles dont nous venons de parler.

Si, sur L nous choisissons un point I, il est visible que tous les

plans passant par [ coupent M, N, P suivant une H:.

Si nous considérons deux points [ et m, tous les plans passant
par Im marquent, sur N, P, deux séries homographiques dans le
sens ordinaire, c'est-a-dire une II:.

Concevons maintenant sur L deux points /, I'. A chacun de
ces points correspond une H:. Nous aurons done, sur M, N, P
deux homographies H:, H’:. L'ensemble des groupes communs a
l-l:. H’: constitue une homographie H.

Tous les plans passant par Il marquent sur M, N, P des grou-
pes de H:; mais de plus toutes les droites qui s’appuient sur

(=) Voir Atti delP” Accademia deile Scienze di Torino, t. XVIL
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M, N, P marquent aussi des groupes de H::. car par une de ces

dreites et [ ou I, on peut faire passer un plan.

A un point m de M, par exemple, correspond un groupe donné
par le plan I/'m et un groupe donné par la droite qui passe par
m et s'appuie sur N, P.

En géneral, dans une [l:__l. un groupe de n— 1 points étant

donné, il ne lui correspond qu'un seul point, parfaitement déter-
miné, qui compléte le groupe de n points. Cependant il peut
arriver, par un choix convenable des (n— 1) points que celui qui
leur correspond soit indéterminé. Ces groupes de (n— 1) points
constituent des éléments neutres.

Dans une H:—‘.I‘ les éléments neulres formenl une H::; (%).

Reprenons 'exemple du systéme doublement infini de surfaces
du second ordre, qui marquent sur X, Y, Z une lli.

Par a, b, ¢, d, x, y, 5, on peut faire passer une surface du
second ordre ayant X pour généralrice: cette surface coupe Y, Z
en des points yg, 2z

Nous aurons, de la méme manidre, Ty, 5y Tz Y-

Maintenant, il est visible que, dans ce mode de réprésentation
d'une H:. au couple (yz, 3;) correspond un point quelconque de
de X.

Nous avons ainsi les trois couples neutres
(g 5), (@2 ys)y (Y 53);

mais, en oulre, nous avons les trois autres couples neutres
(@y Y2)s  (¥e 39)s (32 22)-

Il suffira de le montrer pour I'un d’eux.
Si I'on considére les deux surfaces du systéme qui ont pour

(+) I est bien évident qu'il s'agit des groupes de (n — 1) éléments pris
dans (n — 1) séries, qui laissent indétérminé I'élément de la dernier série.
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génératrices, respectivement X et Y, nous aurons les deux sys-
témes suivants de points appartenant chacun & une surface

(a, b, ¢, d, z, y, 5, Ty, Tz, Ya» 52)s
(a, b, ¢, d, =, y, 3, Ty, Yur Yor 3y)-
Puisque, par les neuf points
(a, b, ¢, d, 2, ¥, 5, 2y ¥s)

passent deux surfaces, ces points sont sur une courbe ganche Gy
de premiére espéce: donc par ces neuf points passeront une in-
finité de surfaces. L'une d'entre clles serd déterminée par Gy et
par un point quelconque de Z.

Dans I'homographie !-I;, ue nous avons également mentionnée
plus haut, homographie H, marquée sur M, N, P, dont nous
avons parlé constitue précisément 'ensemble des éléments neutres
lorsque le point de L doit rester indéterminée.

Dans une 1]:_4, d un groupe de (n—2) points correspond, en

générale, une I]?.
Cependant, il peut se faire que cefte homographie H: soit

complétement indéterminée.
Les groupes de (n—2) points qui jouissent de celte propriéié
sonl des éléments doublement newtres.

n Ty .
Dans une ]]u_ , les éléments deublement neulres constiluent

—2
une H'™ ..
= : W : ook
A moins de relations particuliéres, les homographies H _, ne

possédent done d'¢léments doublement neutres qu'a partir de n=6.
Il peut exister, de méme, des éléments duplement, quadruple-
ment neutres, elc. Leur définition n'est pas nécessaires aprés ce
qui précede.
Voici un exemple spécial d’éléments doublement neutres dans

i
une Hg.
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Supposons que 'on ait un systéme triplement infini de sur-
faces du second ordre passant par six points [, m, n, p, a, b. Ce
systéme de surfaces marquera sur quatre droites L, M, N, P pas-

sant par [, m, n, p une ll;. Or, il peat se laire que par le six

points donnés passe une surface du second ordre ayant L et M
pour génératrices.

Cette surface coupera N et P en deux points formant un
couple doublement neutre. On s'apergoit en effet, sans peine, que
deux points quelconques pris sur L et M complétent le groupe
dont fait partie le couple neutre.

Homographies ll:_i.-—Ccs homographies étant déterminées

sar les eroupes communs & deux homographies du méme ordre

e g ; oo, b - cme h
et du rang (n— 1), on voit que si I'on choiset (n—2) points, il
leur correspond, dans chacune des homographies fondamentales,
une H:, Les deux homographies ainsi définis ont, en général,

deux couples communs. Par suite, & chaque groupe de (n—2)
points correspondent deux groupes complets de n points.
Par un choix convenable des (n —2) points, il peut se faire

' L | " "
que les deux homographies H, n’aient qu'un couple commun, on

plutot que les deux couples coincident.

Ces groupes de (n—2) points sont des groupes de ramification;
les points que leur correspondent sont des éléments doubles. (n—3)
points, pris arbitrairement, déterminent quatre groupes de rami-
fication.

En général (n—2) éléments déterminent, comme on vient de
le voir, deux groupes complets de n éléments, ou un seul, dans
le cas particulier ou les (n— 2) points sont de ramification.

Il peut aussi arriver que les deux derniers points, sans étre
complétement arbitraires, conslituent des couples, en nombre
infini, appartenant & une homographie.

Il suffira, pour cela, que dans les deux homographies H} _,
. N
il corresponde, a ce groupe, deux homographies H identiques,
¢’est-i-dire ayant trois couples communs.

Ces groupes de (n—2) points sont caraclérisés par (n—5) points
que déterminent un ou plusieurs termes completant le groupe.

Nous dirons que de pareils groupes constituent des éléments
neutres de second espéce.
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Nous ne pousserons pas plus loin ces considérations: nous su-
rons I'occasion de signaler, au fur et & mesure que nous avance-
rons dans ndtre étude des exemples particuliers de ces éléments
spéciaux.

D’aprés ce qui précéde, on comprend bien que dans les homo-
graphies du n™ ordre et du (n— 1)™ rang, il peut se présenter
des éléments satisfaisant a ces diverses définitions. Nous aurons
notamment, dans ces homographies, & tenir compte des éléments
neutres, des éléments de ramificatiou et des points doubles car
nous verrons qu'ils jouent un role prépondérant.

Nous ne croyon pas utile d’étendre, pour le moment, ces re-

marques aux homographies Il:_a. Il:ﬂ_i. etc.

Le lecteur suppléera facilement a ce qui peut manguer icl.

Jusqu'd présent nous avons supposé que les n séries d'éléments
sont distribuées sur n supports distincts.

Une projection ou une section permet de les cons:dérer shir un
support unique.

Si, par exemple, on coupe trois faisceaux de plans en I-Ii par

une droite, on obtient sur celle-ci, trois séries homographiques
sup erposées.

Dans ce cas, outre les éléments particuliers que nous avons
signalés, il existe des éléments unis, qu'il ne faut pas, en géné-
ral, confondre avec les éléments doubles.

Quand, en un point, sont réunis (k+ 1) éléments appartenant
a (k+1) séries, d'une I[:. nous dirons qu'ils constituent un élé-
ment uni d'ordre (k+1). En général, nous désignerons un tel
¢lément par la notation Ugyyg.

A moins de conditions particuli¢res, 'ordre des éléments unis
ne dépassera pas le rang de I'homographie, augmenté d'une
unité.

Une ! posside n éléments U,, quand les n séries sont dis-

triludes sur un support unique.
On peut déterminer, de méme, les éléments unis dans des

homographies H:

Supposons, par exemple, qu'il sagisse d'une H: it
D’aprés la définition, si nous choisissons arbitrairement les
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(n—2) premiers points, il leur correspond deux H:, ayant deux
couples communs.

Par suite, la relation entre les séries d'éléments sera telle, que
(n—2) éléments étant choisis, il leur correspond deux éléments
dans chacune des séries restantes.

Il en résulte que, pour chaque combinaison de (n— 1) séries,
il existe 2(n—1)U,_1.

D'aprés cela, en général, il suffira de multiplier ce nombre par

les combinaisons de (n—1) séries prises parmi les n considérées.
Donc

Une H:_! posséde 1.2.(n—1) Gy, n—1 Us—s.
Des considérations analogues nous ménent & la propriété sui-

vante:
A 110208 Mo o
Une H, posside 193 kTl (n—k) (k+1) Upga.

Ces éléments unis n'ont pas cependant, nous semble-t-il, vne
importance aussi grande, que les éléments spéciaux que nous avions
signalés d’abord.

En premier lieu, on peut observer qu'ils ne jouissent pas de
propriétés projectives, lorsque les centres ou les axes de proje-
ction varient pour chaque série. La considération de ces éléments
n'aura donc qu'une importance secondaire, surtout tant qu'il s'a-
gira des séries homographiques les plus générales. Il n'en sera
plus tout a fait de méme, dans le cas oii ces homographies seront
particularisées.

Définition algébrique des homographies. — Nous pouvons sup-
poser que, sur chaque support, un élément soit défini par un para-
métre unique, ou, en employant des coordonnées homogénes, par
deux paramétres.

Alors, en partant de la définition que nous avons donnée en

. n Py .
commengant, une homographie H__, sera définie par une rela-
tion de la forme

[=0, 1)
ol f représente une forme binaire 3 n séries de variables

fE aiafg a”.l P uL‘_”.
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D’une maniére explicite, nous écrirons

[=3aik.. a Y5l .. . tn.

Les indices i, k,1, ... m peuvent prendre les valeurs 1 et 2.
De la résulte immédiatement que f a 2* termes.

En conséquence

Une homographie W, _ est caractérisée par (2" — 1) groupes de
n éléments.

Il faut observer que ces groupes ne doivent pas dépendre les
uns des autres, ¢’est-a-dire doivent étre complétement arbitraires;
en d’autres termes, les (2*— 1) équations linéaires que I'on ob-
tiendra doivent admettre un systéme de solutions finies et déter-
minées pour les rapports des coefficients de f.

Il serait difficile, nous semble-t-il, dans I'état actuel de la
Géométrie, de se passer de la considération de I'équation (1) pour
établir, au moins en général, le théoréme que nous venons d’é-
noncer et qui sert de fondement  une grande partie de la théorie
de ces groupes d'éléments.

De cette propriélé résulte immédiatement qu’une H:_! est

caracterisée par (2" — 2) groupes de n points.
En effet, si 'on choisit (2" —1) groupes complétement arbi=

traires, ils ne pourront appartenir, a la fois, & deux H:—t‘

Cependant ces groupes ne peuvent &tre formés a l'aide de
groupes neutres ou de groupes appartenant & une homographie
de rang inférieur.

Ainsi, pour citer un exemple, nous avons vu qu’une H\f: posséde
six couples neutres. Ces couples et six autres points forment six
ternes qui ne suffisent pas toujours pour caractériser une H::. Si
I'on prend un septiéme terne guelmnque, il pourra encore appar-
tenir & deux homographies H; distinctes. Dans ce cas, ce ne sera

plus qu’un huitiéme terne qui sera caractérisé par un de ses points.
De méme encore, dans le cas ol n=3, les six groupes ne

peuvent appartenir & une llg, car ces groupes n'équivalent, en
réalité, qu'a cing ternes. .
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En continuant de la méme maniére, on voit qu'une H:.—:z est

déterminée par {2?—3) groupes, ... une H:, par (2" —n -+ k).

Des restrictions analogues, relatives aux éléments neutres et
aux groupes appartenant a des homographies de rang inférieur,
doivent étre faites pour les éléments caractéristiques.

Nous abandonnerons maintenant ces considérations générales
pour aborder I'étude d'un cas particulier des homographies, celui
ol n=23.

Non seulement cette théorie aura |'avantage d'étre a peu prés
compléte; mais elle sera susceptible d'une représentation géomé-
trique relativement simple.

En outre, nous aurons 'oceasion de faire voir 'utilité que I'on
peut retirer des propriélés de ces systémes d’¢léments, dans I'é-
tude des figures géométriques.

Nous ne développerons cependant pas enticrement la théorie
algébrique des formes trilinéaires qui contient celle des homo-
graphies du troisiéme ordre: nous renverrons, pour cela, aux mé-
moires spéciaux que nous avons publiés sur ce sujet.

IL. Soit

f:ﬂ‘a,"a”.:bgb:yb”:: ram

une forme trilinéaire (+).
Le systtme des covariants de cette forme est le suivant:

fo so=(a'b) (a"8") azbs; 51=(a"b") (ab)ayb);
og = (ab) (a'b) a", B",;
Q= (a'¥) (a"8") (ac) bee'ye"s; A =(a'V') (c'd") (a"8") (¢"d") (ad) (be).
Entre ces six formes existe la relation

1 |
E—ﬁ.f‘+0*=—§-cnn¢q. 2)

LS B

(#) Voir nos Essais de Géoméirie Supérieure du {roisiéme ordre, p, 9=239,
]
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Supposons A différent de zéro, et désignons par £y, Zg; 1) ma;
{1s G les facteurs linéaires de oy, oy, oa.
La relation 2) montre que [ peut s'écrire

[= a1 51 m {1 T aasa Eanely, 3)

que nous regarderons comme son expression canonique.
Si I'on interpréte la relation

[f=0,
en partant de I'expression 3), on remarque aisément que
=0, f4=0; 73=0, ng=0; {4=0, {=0,
associés de la maniére suivante dounent les six couples neutres:

Eina, Eamgy 7180 rale, ik Caae

Bien que la forme 3) soit en général impossible lorsque A =0,
les trois covariants ey, oy, o3, qui sont alors des carrés, repré-
sentent des éléments neutres, ¢'est-i-dire que si dans I'équation

f=0,
on donne & xy, &3; Yy, ya, les valeurs déduites de
g9=0, 59=0,

z " i
21 sera indéterminé.

Lorsque l'un des covariants ¢ est identiquement nul, il en
existe un second nul; le troisidme est en général différent de
zéro.

Mais A étant le discriminant des trois covariants ¢, celui des
trois qui est différent de zéro est un carré, puisque A=0.

Dans ce cas, [ est décomposable en deux facteurs: l'un bi-
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linéaire, I'autre linéaire qui est la racine carré du covariant ¢
différent de zéro.

Enfin, il peu arriver que les trois covariants ¢ soient nuls en
méme temps: alors [ est décomposable en (rois facteurs linéaires.

Lorsque les (rois séries d'éléments sont situées sur un méme
support, on peut les regarder comme susceptibles d’&tre soumises
4 une méme substitution linéaire. Alors les expressions suivantes
sont des covariants.

v =(a'a") az, ya=(a"a)dy, y3={(ad)a’..
Si lon fait abstraction de la différence des variables, on a
ntptyp=0.

Les trois covariants y, représentent des points aux quels cor-
respond, au lieu d'une !l?. une I

Si
=0, ya=0, et, par suite, y3 =0,

la forme f est symétrique par rapport aux trois séries de variables.

Outre la forme canonique 3), nous devons encore signaler une
propriété importante de f.

Les covariants -y, 4, g ont, comme nous |"avons dit, un méme
discriminant. A.

En conséquence, il sera toujours possible de projeter les trois
séries d'éléments sur un support unique, de telle fagon que les
couples

go=0, 54=0,.99=0,

coincident.

Alors la forme f devient symétrique par rapport aux trois
séries de variables.

En effet, appelons &9, 8'o: 81, 8"y 39, &', les racines des trois
équations

q‘gzﬂ. a,-_—ﬂ. I.Tg=n,
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la forme 3) devient explicitement:

= aq g (1 — doza) (y1 — B1ya) (31 — 3923)
+ ageg (21 — 8'oxa) (y1 — 8'1ye) (21 — ¥e5a),

et si 'on suppose
3=2381=23:; JVo=01=¥s

on a bien le résultat annoncé.
Cette propriété sera d'ailleurs mise en lumiére par I'exposition
géométrique qui suivra. '
En outre, on peut encore regarder cette propriété comme une
conséquence de la suivante:
Il est toujours possible, par une triple substitution linéaire, de
transformer une forme trilinéaire f, en une autre forme trilinéaire 7.
Les deux formes [ et ¢ peuvent étre quelconques: cependant
il est bien évident que l'une des deux formes ne peut avoir son
discriminant nul, si le discriminant de I'autre est différent de zéro.
Au surplus, la substitution ne sera réelle, c’est-d-dire susce-
ptible d'étre effectuée géométriquement que si les discriminants
des deux formes f et ¢ ont le méme signe,

Sotent £y, ny, {13 Ea, ne, [z deux ternes d’'une I{: et désignons

par 3y, 8'1; 83, &'s; 83, &'s, les éléments neutres appartenant
respectivement aux trois séries.

Alors, en se servant de la forme canonique, et en désignant
par (a, b, ¢, d) le rapport anharmonique de quatre points, on
arrive aisément A la relation suivante, donnée par M. Schubert:

(1, Eay 81, 8"1) (m1s 13, 89, 8'3) ((1sLas 33, 8'3) =1.

Supposons maintenant que I'on se donne de I'homographie f=0,
les points que viennent d'étre employés et de 'homographie =0,
les points

Ey, Hy, Zy; Ea, He, Za; A, A'ts Agy Alas Ag, A
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on peut établir les correspondances projectives entre les séries

& 810 815 215 Ay Ay gy 83, 8'as Hy, 8g, A's;

L1r 83y &8s z‘h As» A's.

Si, dans ces séries, on cherche les points Eg, ng, 73, corres-
pondant respectivement & =3, Hg, Zs, on a

(ExEad1d's) = (212981 4");  (mgngdad's) = (H;HadgAs);
(L1%283%s) = (Zy Za A3 As);
et il en résultera immédiatement que si la condition
E182818"1) (n1madad%) (1ladad’s)=1
est vérifiée, il en sera de méme de
(2123414"1) (HiHAd's) (Z1Z3A54's)=1.

Cela suffit pour démontrer le théoréme énoncé.
Soit maintenant le systéme composé de deux formes tri-
linéaires ()

fﬂﬂ;ﬂ',ﬂ”;=b;bf;y'z= -
p=azaya’s =B.Byp"s=...
Ce systéme peut 8tre regardé comme caractérisant une H:::

nous allons énumérer quelques uns de ses covariants les plus im-
portants.

(%) Voir Atti dell’ Accad. Pontificia de’ Nuovi Lincei, 1. XXXV, p. 84
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Nous aurons d'abord les covariants de chaque forme isolée:
i s &1, s Q. Dj
¢ %0 91, 93 K, A,
Si nous formons les expressions analogues pour
A[+pe.
nous obtenons les covariants nouveaux:
(shp =225+ 22pS; + pis;
(Qap=230Q+322pQ' + 3)p*K' + p*K.
Dy, =D+ 433pD + 622p2D" + 42p3A’ 4 pha,
ce qui donne les covariants
So, Sy, Sa, Q', K/ et les invariants D', D", A/,

Enfin si nous formons le discriminant de (s;),p, regardé comme
fonction de 3, p, nous aurons les trois covariants:

i L 2 i .
1'; =2 [Su gy — {Su:]!]i my = ‘2{31 Gy— (.‘Jl)g}. "z = 2[5;02 — LS;J‘].
Les trois covariants
L 20y
by M, R,
z y z

ont les mémes invariants qui ne different pas, en outre de ceux
de D,y regardé comme fonction de 3, p.
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Ces trois covariants, égalés a zéro, représentent les points de
ramification.

Nous pouvons encore calculer les covariants qui, égalés a zéro,
représentent les éléments doubles.

En convenant de désigner par hg le hessien d’un forme F, les
six groupes de points doubles seront représentés par les cova-
riants suivants:

i 4 A A
Ab=L kb Aj=L +¥ b;
By = my +khmi B =m; + Ky hn
Cl=n] +hahys  Clmn +Kyhy.

Ces six covariants se divisent en trois groupes de deux qui ont
les mémes invariants.
Enfin, si I'on élimine %, p entre

D;p=0, et [:31')1?——10.
on obtient trois nouveaux covariants réquadratiques du méme
type:
3= f:'i'p”h[.
) i "
21 =my+p hm.
; i W
Zg=n_+p by
Pour démontrer ce théoréme, il suffit de considérer

AM+pe

comme une forme quadrilinéaire et d’appliquer les résultats que
nous avons fait connaitre relativement a cette forme («).

S

(+) Voir Atti dell’ Accademia delle Scienze di Torino, t. XVII, 1882,
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Enfin considérons trois formes trilinéaires

f1s fas fas

nous ne signalerons que trois covariants de ce systéme parce
que ce sont les seuls qui ont quelque utilité dans ce qui va suivre.

Si I'on cherche les groupes de valeurs de oI I qui

\ . . o B n N
satisfont & la fois aux trois conditions

fi=0, fa=0, f3=0,

il suffit, par exemple, de considérer z;, 29 comme fixes et de
chercher la condition suffisante pour que les trois homographies

2 :
H; correspondantes aient un couple commun.

Pour cela, il faudra rappeler quelques résultats donnés ail-
leurs.

Si l'on a trois homographies H:. ou trois formes bilinéaires
fi=azay, f!'—_bzb'y- fa=cgt'y,

il existe un covariant bilinéaire important &, dont nous avons
donné l'interprétation géométrique

TaYs —Igyr —TYa: Ty
ayq a9 agq ay
511 byg 5‘!! 52‘2

11 £ 5] )
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1| ressort évidemment de cette interprétation géométrique gue
les trois homographies auront un couple commun, si

a4 —a13 —dagy 033 agy agy G493 a4y

(0,0)2=|{byy —bya —bay bea|[ |[lbea bey bya byy |=0.

¢ —C13 —Ce1 sl [cea em ez en

Si I'on applique ce résultat aux trois formes [y, f3, f3, ou l'on
regarde successivement {:1:1. xg), (Y1 ya), (31, 33) comme cons-
tantes, on obtient les trois expressions suivantes:

too foy foa Yoo t'or Voo t'o0 t'or 02
po=|tr ta tia, q:== Cor 0 Caals ro= [l ' el
foz 3 e oy 12 U o2 t'13 '3
Dans ces déterminants

ik = (ﬁv fk:}t,y
c'est-a dire, si

fi=az0a"{=bzV, V's =
fo=az2ya’; =328, B s =—
thy = (a's) (a"a") azaq,
ty1 = (a') (a" V") agbs, ete.
Les expressions analogues pour les autres éléments n'ont pas

besoin d'étre expliquées davantage.
Les racines des équations

p2=0. q:—ﬂ. r:=0.
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convenablement associées donnent les six groupes de valeurs qui
satisfont &

f1=0, f3=0, f3=0.

Nous pouvons observer, d'aprés cela, que toutes les homo-
graphies H: qui ont cing groupes communs, en ont nécessaire~

ment une sixidme.

En effet, si I'on se donne cinq groupes satisfaisant & une con-
dition
=9

on pourra déterminer cinq des sept coefficients indépendants,
c’est-d-dire que [ pourra s'écrire

f=2i+pfatfs

Le sixiéme groupe commun a

fl'=01 f;:ﬂ, f3=01

donnera nécessairement
f=0.

IIl. Supposons maintenant que I'on se donne trois faisceaux
de plans dont les axes soient trois droites X, Y, Z.
Nous pouvons imaginer que ces trois faisceaux forment une

homographie Ilz.

Alors, sur une droite quelconque, les plans des trois faisceaux
marquent trois séries, en l];, superposées: d'aprés une propriété
signalée plus haut, ces séries ont trois éléments triples, ou trois Ug.

Il en résulte que trois flaisceaux homographiques en H: se

coupent sur une surface qui est coupée en trois points par une
droite quelconque: c’est donc une surface de troisitme ordre.
Réciproquement, si I'on joint tous les points d'une surface du
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troisiéme ordre a trois droites de la surface, ne se coupant pas
deux A deux, les trois [aisceaux des plans ainsi obtenus sont
en H:. .

Comme on le sait, une surface du troisime ordre est déter-
minée par trois droites et sept points. Par conséquent, une telle

surface caractérise une H: la plus générale, puis que, ainsi que

nous I'avons vu plus haut, celle-ci est définie par sept ternes ().

Nous pouvons aisément substituer, & cette surface, une sur-
face du second ordre, & I'aide du théoréme suivant:

Soient gy, ga, g3 trois droites non situées deuz a deuz dans un
méme plan, et appartenant & une surface du troisiéme ordre Sg;
par un point P de Sy menons trois droites Gy, Gg, Gg.

Les plans qui joignent gy, ga, g3 @ tous les points de Sg mar-
quent sur Gy, Gy, Gy trois ponctuelles dont les jonctions envelop-
pent une surface de la seconde classe 3s.

Le théoréme corrélatif pour les surfaces de la seconde classe
s'énonce bien facilement.

Quant 4 la démonstration, elle est excessivement simple.

En effet, le pgint P et six autres points de Sy caractérisent
I'homographie Hy.

Les trois droites Gy, Gg, Gy et les six points donneront neuf
plans que déterminent une surface de la seconde classe.

Or tous les plans langents A cette surface marqueront sur Gy,

* 3 - L]
G, Gy trois ponctuelles en lli et celle-ci aura, avec 1'homo-

graphie caractérisée par Sy, sept ternes communs,

Il en résultera que tous les autres groupes seront identiques.

Cette propriété des surfaces du troisitme ordre peut &tre rap-
prochée de la propriété de I'hexagramme de Pascal, telle au
moins quelle a été retrouvée par Maclaurin. Mais, pour le mo-
ment, nous ne nous étendrons pas sur ce sujet.

D’aprés ce que nous venons de dire, i la considération d'une

(+) Ce mode de {[énéraiiun des surfaces du troisiéme ordre est celui
a éte employé par M. August: Disquisitiones de Superficiebus tertii ordinis,
Berlin, 1862, et qui, au surplus, Eeut*étre regardé comme déeoulant de la
geconde méthode de Steiner, Werke, I'* Bd., p. 651. M. Schubert s'en est
.-‘?galemnm servi dans un important travail inséré aux Mathematische Anng-
en, 1, Xvi, : '
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surface S3 pour la représentation d'une H: peut &tre substituée

celle d'une surface du second ordre.

Soit done un triddre circonscrit & une surface 3s.

Désignons les trois aretes par Xy, Yy, Z;; son sommet par S.

Les plans X48Y,, YSZ;, Z;SX; sont tangents & 33 en trois
POiI:IlS 3, &', 3", par lesquels passent deux génératrices, réelles
ou Imaginaires.

Les droites Xy, Yy, Z;, rencontrant chacune la surface en deux
points (réels ou imaginaires), les six génératrices forment un
hexagone gauche xyys 32y 33.

Ces six génératrices marquent, sur Xy, Yy, Z;, les couples
neutres de 'homographie.

En effet, tout plan passant par z;y;, par exemple, étant tan-
gente a la surface, le point 3 correspondant au couple (x4, ys)
est indéterminé.

Nous pouvons observer que les neufl points xyzay;yaz1 32843
permettent de former six hexagones gauches inscrits a la surface,

D’aprés les théorémes de Dandelin (), les droites @23, y1ys,
z433 se coupent en un point S; 33, 8'xs. 3"y en un point S;;
321, ¥y, §"yy en un point Sg; 33", yi31, ya3s en un point X;
38, z1yy, xeys en un point Z; §'§, zyxy, z3xe en un point Y.

Hesse qui, le premier, a signalé ces six hexagones, a fait ob-
server que S, Sy, Sg sont sur une droite [; X, Y, Z sur une droite A.

On peut remarquer aussi que si le plan 33'3" coupe respe-
ctivement Xy, Yy, Z; en des points A'A" A, les deux (riangles
348", A" A" sont homologiques. La droite A est I'axe d’homo-
logie de ces deux triangles et [ rencontre le plan § 3’3" en leur
ecentre d’homologie.

Maintenant, sil'on joint la droite A aux ponctuelles marquées

sur Xy, Yy, Zy, on obtient trois faisceaux en H:.
Mais les plans @yyq31, £ayass se coupant suivant A, les éléments
peunlres des trois séries coincident dans cette Il';'.

Par suite, d’aprés une remarque faite plus haut, ces trois séries
sont symétriques par rapport aux trois séries d'éléments.

De méme si 'on joint 33', §'4", 4”8 & tous les points de la
surface, les ternes de plans ainsi obtenus marquent sur I, trois

(+) Mém. de V'Acad. Roy. de Belgique, t. m,
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séries homographiques superposées, oi les ¢lements neutres des
trois séries coincident. lei encore, I'homographie est symétrique
par rapport aux trois séries d'éléments.

Ces propriétés fournissent, comme on le voit, le moyen géo-
métrique de transformer la forme trilinéaire [ en une forme sy-
métrique [.

La réalité des éléments neutres n'est pas nécessaire, comme
on le voit sans peine, pour permettre d’effectuer la transformation.

En effet, la détermination des droites I et A ne dépend que
de la construction des triangles homologiques 833", AA'A".

Nous appliquerons plus loin ces théorémes et nous ferons voir
comment ils permettent de construire les couples neutres lors-
qu'ils existent réellement.

Les remarques précédentes contiennent, on le voit, la vérifica-
tion géomelrique des résultats démontrés plus haut relativement

b une ll;: ils permettraient d'exposer la théorie de ces groupes

de points, sans faire usage de considérations analytiques.
1l nous faut mmntenaut faire connaitre la représentation géo-

métrique d'une H

Pour cela cunudéruns deux H

Si nous prenons trois droites X Y, Z comme axes de trois
faisceaux de plans, chacune de ces HZ. caractérisera une surface
Sg, contenant les trois droites X, Y, Z.

Appelons Sy, §'3 les deux surfaces; outre les droites commu-
nes X, Y, Z, elles se couperont suivant upe courbe ganche Gg
de genre un,

Les groupes de plans qui joindront les points de Gg aux axes
X, Y, Z formeront les ternes de I'homographie H?.

Nous pouvons observer quun plan quelconque, passant par X,
coupe Sy et S'g respeclncmenl suivant deux cumques €q. ' Cly.

CES cﬂmques ont qua%re pDI]’Ilﬂ communs; m:ﬂs dl"ll\ dlz Cces
points son évidemment ceux ou Y et Z percent le plan mené

par X,
Les deux autres poinls restants, joints a Y et Z, donnent les

deux couples qui complétent les deux ternes de II: correspon=

dant & une valeur du paramétre (2, 23), comme nous l'avons vu
plus haut.
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Nous ferons voir, dans la suite de ce travail, comment on peut
construire ces couples de points.
Dés qu'un point commun & Sy et S'g, ou un point de Gg, est

connu, il est aisé de substituer, 3 cette représentation de H?. une

autre représentation plus familiére.

Soit P ce point; si par P, nous menons trois droites Xy, Yy,
Z;, chacun des surfaces Sg, S's caractérisera, comme nous I'avons
montré, une surface de la seconde classe inscrite au triédre
PX; Y Zy.

A T'étude de la courbe Gg, nous pouvons donc substituer celle
de la développable de la quatridme classe circonscrite A deux sur-
faces 23, ¥'3, ou, ce qui revient au méme, celle d'une courbe
gauche Gy de premiére espice.

Ceci nous permet d'interpréter géométriquement les résultats
que nous avons renconirés.

Sur une Gy de premidre espéce, prenons trois points arbitrai-
res A, B, C.

Désignons par X, Y, Z les cotés AB, BC, CA du triangle ainsi
formé.

Les jonctions de ces droites a tous les points de Gy consti-

tuent une IIE:.

Par X, ont peut mener quatre plans tangents & Gy, indépen-
damment de ceux qui ont leurs points de contact en A et B.

Les quatre plans représentent les points de ramification de la
série des x.

Si I'on joint X aux points de contact des plans tangeuts menés
par Y et Z, on obtient la représentation des deux groupes de
points doubles de cette méme série.

Si l'on observe que, par le théoréme de Poncelet, il existe
quatre cones du second degré passant par Gy, on a la représen-
tation des quatre formes du faisceaux

Af+pe,

pour lesquelles le discriminant s’annule.

Si, par les sommets de ces quatres cones, et par la droite X,
on méne des plans, on obtient un nouveau groupe de quatre
le.
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D'aprés une remarque faile plus haut:

Les quatre plans tangents menés par X, les devx groupes de
quatre plans passant par X et par les points de contact de plans
tangents menés par Y et Z, et enfin les quatre plans que Joignent X
aux sommets de quatre cdnes du second ordre passant par Gy,
sont des groupes d une série definie par une équation de la forme

F -+ kHg =0.

Nous aurons |'occasion de revenir sur ces sujets dans une der-
niére partie de ce mémoire, consacrée aux applications géo-

métriques.
(a swivre).
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passar as rectas dadas pela f6rmula [B], cujas posigdes é neces-
sario determinar, a fim de serem obtidos os valores de w* e w™,
ou a determinagdo geometrica das raizes reaes da equaglio pro-
posta.

Estas rectas serdo tangentes ao envolucro das linhas a que se
refere a formula [C]; portanto, obtida esta curva, tirar-lhe-hemos
pelo ponto [p, g] todas as tangentes pessiveis, eujos tragos sobre
os eixos coordenados definirdio as potencias m e n das raizes reaes
de [A].

Egualada a zero a derivada de [C] em ordem a w vem

= my=nr .w"",

pondo em evidencia os signaes que se podem deparar, e por sub-
stituiglio em [C]

y x

+ =l
(i ﬂ) - (i ﬂ) =
nr Tir

d’onde poélemos deduzir a equaciio do enveluero.
A equagio [C] péde ser escripta sob qualquer das quatro
formas

O

et =ym

&s quaes correspondem envolucros distinctos.

x Y
- : +w"++w"

O envolucro serd dado pela equaglo

™ = (— )" (L:_)n(%—l)%'.y"....... [D]
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st opak ga L

O envolucro seré

Resulta por envolucro

e (3 ()

—wt  —w®

=

d A=

Obtem-se o envolucro

-----

o (B (2

Fazendo nas quatro equagdes dos envolucros

s (3 ()

serdo estes comprehendidos na f6rmula geral

2™ - =t ky®,

a qual, representando a parabola, numero n, da ordem m, & por=
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tanto a equacdo geral das parabolas. Do exposto conclue-se o
seguinte:

4 equacdo [C] é a das tangentes a uma parabola de qualquer
ordem, sendo identicos aos da parabola os expoentes que entram
nella.

Signaes de k

Consideradas as equacdes dos envolucros vé-se que, sendo m
e n pares, tem k o signal positivo; as potencias w" e w™ das
raizes serfio positivas; a equagio [C] apresentari a férma (a),
tanto para as raizes positivas, como para as negalivas, e neste
caso as equagdes de todos os envolucros apresentando coefficien-
tes positives sdo identicas.

Sendo m impar e n par tem [C] a férma (a) para as raizes
positivas, e a férma (b) para as negativas; correspondendo 4 pri-
meira [6rma o envolucro [D] e & segunda o envolucro [D]; ambos
identicos nesta hypothese, visto serem os coefficientes positivos.

Quando m for par e n impar, a equacdo [C] ter4 a f6rma (a)
para as raizes positivas e a [6rma (c) para as negativas; os en-
volucros correspondentes [D] e [D”] sio identicos, vindo em
ambos o coefficiente k com o signal negativo.

Sendo m e n impares, vem a férma (a) para as raizes posi-
tivas e (d) para as negalivas; identicos os envolucros correspon-
dentes [D] e [D"]; ambos de coefficiente negativo.

Ter-se-ha portanto:

Hypotheses Formas da equagio (C) Signaes de k
. q o
1i° .. m e n,pores (@) para as raizes positivas e positivo.
NEGatIvas, .. .. s o',
« {m impar i(a) raizes posilivas........ s
et P par |"' |{8)  » negativas..,.... Y
. |m par a) » positivas . . i e
“"|n mpar) " |(e) » negativas ,...... pgetive,
« |m impar (@) » positivas........ .
“|n impar\" " |(d) » negativas ....... pegaro.

A qualquer d’estas hypotheses corresponde por consequencia
um unico signal de k, ou uma s6 curva envolucro.
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Quadrantes em que pode estar situado o ponto (p, ¢)-
Posigdes distinctas da tangente

Os valores das coordenadas p e ¢ devem ser respectivamente
tomados sobre os eixos dos zz e dos yy, e em qualquer dos qua-
drantes por estes eixos determinados ha a considerar as quatro
hypotheses precedentemente feitas.

Salvo casos particulares que serdo estudados, a tangente tirada
d'um, ponto M, de coordenadas p e ¢ & curva envolucro, qual-
quer que seja a situaclo d'este ponto sobre o plano, atlravessara
tres quadrantes; d’ahi resultam para cada quadrante tres posi-
¢des distinclas para a tangente que parte de M, as quaes podem
ser designadas por w, wy, wa.

Existindo o ponto no primeiro quadrante chamaremos @ &
tangente que atravessa os quadrantes primeiro, segundo e quarto;
wy 4 que atravessa o primeiro, segundo e terceiro; wp & que
atravessa o primeiro, terceiro e quarto. E facil tragar as figuras
que indicam as posigdes distinctas da tangente, suppondo M si-
tuado em cada um dos outros quadrantes.

Na hypothese de se querer determinar as raizes reaes de [A],
e attendendo portanto s6 a estas, devemos considerar sempre
positivas as potencias de w, de expoente par, e positivas ou ne-
gativas as oulras; as primeiras teem de ser contadas na parte
positiva de cada eixo; as segundas serdo contadas ma parte po-
sitiva quando as raizes correspondentes forem positivas, ¢ na parte
negativa quando ellas forem negativas. Posta esta condigio vé-se
bem que ha casos em que teremos de excluir uma ou mais tan-
gentes pelo facto de a nfio preencherem, bastando para esse fim
que um dos tracos por ellas feitos sobre os eixos nlio exista do
lado da origem que se requer.

Da condigio estabelecic?n resulta que serdo s6 admissiveis para
a tangente as posigdes distinctas, constantes da tabella seguinte:

1.° Quadrante. Coordenadas de M: +p,+q.

1.* Mypothese. .......... & sb admissivel a posicio .
2. » eesessssens 500 admissivels w e wy.
3. Y N S ——— » © e W

"‘-l » sas s ms e mare W D Wy Wy 0wy
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2.° Quadrante. Coordenadas de M: +p,—q.

4." Hypothese........... &6 admissivel c.

B2 » Viiasesssat 8B admissiveis w e oy,
4.0 » cesnanesees @36 admissivel w.

4. » cssresessss 800 admissiveis w, wy e wa.

3.° Quadrante. Coordenadas de M: —p, —q.

1." Hypothese........... nio ha soluclio.

v T » il et W é 56 admissivel wq.
3. » i@ Kais ok ki oA » ©3.
A.° » sasssasasss 530 admissiveis wy, wy € w3.

4.°'Quadrante. Coordenadas de Mz —p, +q.

1.* Hypothese........... é s6 admissivel w.

2. » »

i » csunenle b o SHo-admissiveis w e we,
40 ¥ .oc o 3ol A X » w, wy € Wy,

Estas posi¢des distinctas da tangente, como é claro, ndo si-
gnificam precisamente raizes distinctas; pode dar-se a circum-
stancia de admittir'o envolucro para a posigio assignada ao ponto
M duas tangentes de posi¢lio @, ou de qualquer das outras posi-
¢es wy, wg, wy; poéde além d'isso haver duas raizes eguaes, do
mesmo signal, que serdo accusadas por uma s6 tangente.

Elaborada ‘a tabella anterior, independentemente da conside-
ragdo dos envolucros, as posigdes distinctas da tangente que foram
escolhidas para cada caso s6 podem servir se o envolucro respe-
ctivo as admitte; portanto fica [eita por esta tabella uma primeira
exclusdo, e s6 depois do estudo dos envolucros se poderi proce-
der ao apuramento definitivo das tangentes que slio uteis e das
raizes que lhes correspondem.

Da analyse precedente deduz-se ja que ha um caso, em que
nio é possivel o admiltir a equaglio proposta nenhuma raiz real;
tem este logar para a posiglo de M no 3.° quadrante, dada s
1.* hypothese, caso em que a equaglio [A se péde escrever d'este
modo

02 + pu'—v) + ¢ = 0);
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effectivamente ndo ha raiz alguma real, positiva ou negativa, que
possa satisfazer. .

Deve notar-se sempre que 0s signaes assignados a p e glso
0s que estes parametros teem no segundo membro da equa-
¢lio [B]; ou os contrarios d'aquelles com que entram em [;TI

Envolucros

Da equaclio 2™ = ky", em que podemos suppdr k positivo ou
negativo, vem

1 v f

dz nk y-'  nk™ %—1 L "
& a e et et ]

sl

podendo ser a segunda derivada, positiva ou negativa, as f6rmulas
precedentes teem o inconveniente de ndo indicarem quando lhe
compete qualquer dos signaes; & portanto preferivel a seguinte

2z nk? /n yhie—1)
=

que se obtem derivando a primeira das expressdes achadas para
2 e substituindo no numerador da expressdo resultante 2™ por

y
ky*. Sendo k* sempre positivo, n<<m e 2m—1 um expoente

impar, o signal de S estark dependente do de z, vindo para

dyi
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esta derivada o signal contrario ao de z?™—1, ou ao de z; visto
que %— I) é uma quantidade negativa.

As parabolas slio pois tangentes na origem das coordenadas
ao eixo dos XX; podendo dizer-se, em geral, que a tangencia
se effectua nesse ponto com o eixo, sobre o qual se marcam os
valores da variavel a que na equagho corresponde o maior ex-
ponte, e, em rela¢do a este eixo, todas as curvas obtidas sdo
convexas.

S6 péde haver inflexdio na origem das coordenadas, e excepto
neste caso exige-se, para que o raio de curvatura seja infinito,
que m=n; hypothese que transforma a equaciio das parabolas
na d'uma recta.

A partir da origem a tangente vai mudando de inclinacio, até
se tornar parallela ao eixo das abscissas, a uma distancia infinita
d'aquelle ponto.

Considerando as quatro hypotheses feitas, ¢ em cada uma
d'ellas k positivo e negativo, obteremos as figuras (+):

Na 1.* hypothese, para k positivo. ............ . figura 1.*
(signal negativo de k d& valores imaginarios para z e y)

Na 2. hypothese, para k positivo............... figura 2.
» k negativo...... i »_ 3"

Na 3. hypothese, * EPOSRIVO coic o ais mala o » 4
» » knegativo ., ...... socmerais oh (8"

Na 4.* hypothese, » k positivo........ PN, 0 VB
» » k negativo . . A:U00.4N L R

Estas figuras representam as diversas combinagdes que se po-
dem fazer com os arcos 1, 2, 3 e 4, tomados dois a dois, con-

{ ) Pedimos ao leitor que trace as fignras. Compdem-se de arcos de carva
tes av eixo dos oz e symetricas relativamente a este eixo e ao dos yy.

A ﬁn 1.* tem quatro arcos, um em cada quadrante; a figura 2.* tem dois,

primeiro gquadrante, outro no segundo; a figura 3.* tem um no ter-

celm qundranm oulro no ﬁuartu a figura [ tp.m um no primeiro qua-

drante, outro no qua gura 5.* tem um no segundo quadrante, outro
no terceiro; a lig'ura B' tem um no grlmelm quadrante, outro no terceiro;

a figura 7.0 "tem um no segundo quadrante, outro no quarto. Desi aremos
estes arcos pelos numeros que indicam o quadrante, onde estio 8.
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servando-se tangentes no origem das coordenadas ao eixo dos XX;
excepto a figura 5.* que os apresenta todos.

Sendo k positivo na 1.* e 2." hypotheses; negativo nas outras
duas, nem todas as figuras entes, na pesquiza das raizes
reaes, devem ser tomadas como envolucros, mas simplesmente as
figuras 1.%, 2.%, 5.* e 7.%, resultantes as duas primeiras da hy-
pothese de k positivo, e as duas ultimas de k negativo.

Determinagio e construcgfio das potencias
das raizes w™ e w"

Como devemos neste estudo distinguir os casos em que m e n
sio simultanea, ou separadamente, pares ou impares, é conye-
nienle representar m por 2m' ou (2m'==1), segundo for par ou
impar; da mesma sorte n péde ser designado por 2n' ou (20’ = 1).

Representando as potencias w™ e w" as distancias, que res-
pectivamente separam da origem das coordenadas os tragos das
tangentes uteis sobre os eixos dos YY e dos XX, é-lhes appli-
cavel a mesma lei de signaes que respeita a estas coordenadas.

Resulta portanto que, no caso de ser par o expoente d'uma
d'estas potencias, a linha correspondente nio pdde ser tomada a
partir da origem das coordenadas sobre a parte negativa do eixo
em que essa potencia deve ser marcada.

Quando o expoente for impar, as potencias das raizes nega-
tivas serio contadas na parte negativa do eixo, e as das raizes
posilivas na parte positiva.

Sendo pares os dois expoentes m e n, ambas as potencias serlo
positivas e contadas como tal: mas como qualquer d’estas pbde
provir tanto d'uma raiz positiva como d'uma negativa, segue-se
que a mesma tangente, apesar de indicar uma s6 potencia, cor-
responde a duas raizes eguaes e de signaes contrarios.

Sendo par um dos expoentes e impar o outro, ja se ndo péde
dar o caso da correspondencia da mesma tangente a duas raizes
de signaes differentes, porque basta ser um dos expoentes im-
par, para que as potencias das raizes positivas que o admittem
sejam distinctas das potencias das raizes negativas.

Percorreremos successivamente, para a construccdio que se de-
seja effectuar, cada uma das quatro hypotheses, distinguindo, em
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cada uma d’ellas: as posigdes que o ponto M de coordenadas p
e ¢ pode occupar em cada um dos quatro quadrantes.

Nos quadrantes em que exista um ramo de curya envolucro
ha a considerar tres casos: ponto situado acima da curva, sobre
ella, ou abaixo d’ella.

Antes de entrar porém na determinacio das raizes, seguindo
as diversas hypotheses, é indispensavel dizer duas palavras sobre
um interessante caso particular que se apresenta neste estudo.

Raizes reaes, eguaes e do mesmo signal

Quando do ponto exterior & curva envolucro podemes tirar
duas tangentes & parte situada n'um quadrante, a qual se pide
considerar como um. ramo distincto, attenta a symetria de con-
figuracio que existe nas parabolas das diversas ordens, deter-
minaremos sobre a mesma parte, positiva ou negativa, de qual-
quer dos eixos duas potencias, de grio m ou de grao n, de duas
raizes.

A medida que o ponto M se approximar da curva, diminuira
a differenga entre essas potencias até desapparecer de todo,
juando o ponto estiver situado sobre a curva envolucro, obten-

o-se neste caso duas raizes reaes, eguaes e do mesmo signal.

O valor d’estas raizes serd dado pela formula

bkt (:p_iz;ﬂ)%

que se deduz facilmente da derivada de [A], tendo alli o para-
metro p um signal contrario dquelle com que entra no primeiro
membro de [A].

Os valores de w s6 podem sahir imaginarios quando n for par,
o que se dé na 1.* hypothese e na 2."; mas em qualquer d'estas
exige-se para esse fim que p seja negaluo em [B], ou no segundo
membro de [A], o que s6 se péde dar na 1.* hypothese com os
ramos (3) e (%), correspondentes a p negalivo, os quaes nfio po-
dem. dac tangentes admissiveis, porque tanto num ramo como no




60 JORNAL DE SCIENCIAS

outro determinariam sobre o eixo dos XX valores negativos para
a potencia w®, que nesta hypothese & par.

Na 2.* hypothese, sendo s6 admissivel a configuraglio corres-
pondente a p positivo (figura 2.%), as raizes eguaes que obtiver-
mos nio serdio imaginarias. :

n
) no caso sujeito, em que n é par,
m

Como a expressdo (

vem affecta de dois signaes, segue-se que poderemos ter raizes
eguaes, ambas positivas ou ambas negativas.

Quando n é impar e p positivo em [B] as raizes eguaes serlio
positivas, segundo a férmula, e é effectivamente o que se péde
dar nas figuras 1. e 3.*

Sendo n impar e p negativo, as raizes eguaes serdo negativas,
o que nas mesmas figuras se reconhece ainda.

Como se deprehende facilmente, nlio s6 do que fica dicto, como
da exposi¢lio que vai seguir, as consideragdes feitas sobre a for-
mula deduzida veem justificar nesta parte o processo empregado.

Posto isto, passaremos & determinaglio das potencias w™ e w".

1.* Hyporuese (m e n pares). [Fig. 1.%]

Nesta hypothese a cada soluglio positiva corresponde uma outra
negativa egual, e € claro que s6 as tangentes ao ramo (2) podem
convir para a resolugdo do problema, por serem as unicas cor-
respondentes a potencias positivas de w; vé-se portanto que ha-
verd as seguintes solugdes:

1.° Quadrante (coordenadas de M: +p, +q)

S6 se pode tirar uma tangente ao ramo (2); teremos duas so-
lugdes reaes e eguaes: uma positiva e outra negativa. Qualquer
que seja a posi¢io occupada pelo ponto neste quadrante em re-
lacdio & curva, o numero de solugdes nlio varia.

2.° Quadrante (coordenadas de M:+p,—q)

a) Ponto situado acima da curva.
Sempre & possivel, dado este caso, o tirar duas tangentes ao
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ramo (2), e haverd portanto duas solugies reaes positivas e ou-
tras duas negativas.

b) Pento situado sobre a curva.

As duas tangentes, precedentemente obtidas, confundir-se-hao
n'uma unica; tornam-se eguaes as solugdes positivas, bem como
as negativas; havera ainda quatro solucdes, como no caso ante-
rior, todas eguaes em valor absoluto, differindo apenas nos signaes.

¢) Ponto situado abaixo da curca.

E impossivel tirar tangente alguma, e ndo ha portanto solugho
real.

3.° Quadrante (coordenadas de M:—p, —q)

Niio podendo tirar-se tangentes ao ramo (2), nlio ha solugio
real.
4.° Quadrante (coordenadas de M:—p, + gq)

Seja qual for a posiclo de M neste quadrante, sempre se péde
tirar uma tangente ao ramo (2) e ndo mais do que uma. Ha pois
sempre duas solucdes reaes: uma positiva, outra negativa.

2.* Hyporuese (m impar, n par). [Fig. 2."]

Todas as tangentes aos ramos (1) e (2), interceptando apenas
a parte positiva do eixo dos XX, sobre a qual devem neste caso
ser contadas as potencias de grio n de w, satisflazem 4 questdo.

1.° Quadrante (coordenadas: + p,+ q)

a) Ponto situado acima da curva.

Ha duas tangentes para o ramo (1) e uma para o ramo (2);
cada uma das primeiras corresponde a uma raiz negativa; a se-
gunda tangente a uma raiz positiva. Neste caso obleem-se por-
tanto duas raizes negativas e uma positiva.

b) Ponto situado sobre a curva.

As duas tangentes ao ramo (1) confundem-se numa unica, re-
sultando duas raizes negativas eguaes; a tangente ao ramo (2)
dé logar a uma raiz pesitiva. Ha portanto duas raizes negativas
€ uma positiva.
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¢) Ponto situado abaizo da curva.
Ha uma unica tangente, que ¢ a tirada para o ramo (2), e
portanto uma raiz positiva.

2.° Quadrante (coordenadas: + p,—q)

a) Ponto situado acima da curva.

As duas tangentes ao ramo (2) determinariio duas raizes po-
sitivas, a tangente ao (1) uma negativa.

b) Ponto situado sobre a curva.

Uma unica tangeute a (2) denuncfa duas raizes positivas eguaes,
havendo além d'isso pela tangente a (1) uma negativa.

c) Ponto situade abuizo da curva.

S6 se péde tirar uma tangente para o ramo (1), resultando
uma unica raiz negativa.

3.° Quadrante (coordenadas: —p, —q)
A tangente a (1) é a unica que se pode tirar de qualquer

ponto; vem sempre uma raiz negativa, e uma s,

4." Quadrante (coordenadas: —p,+q)
Para todas as posigdes, occupadas pelo ponto M, havers apenas
uma raiz positiva, dada pela tangente ao ramo (2).

3." Hyporugse (m par, n impar). [Fig. 5.*]

Todas as tangentes aos ramos (2) e (3), interceptando apenas
a parte Jmiitin do eixo dos YY, em que se devem contar as po-
tencias de grao m da variavel, satifazem & questdo.

1. Quadrante (coordenadas: +p, +q)

Qualquer que seja a posicio de M, haverd wma tangente para
(2), determinando uma raiz positiva, e uma tangente para (3) de-
terminando uma oulra negativa.
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2.° Quadrante (coordenadas: +p,— g}

a) Ponto situado acima da curva.

As duas tangentes, que neste caso se podem lirar ao ramo (2),
determinario sempre :lluts raizes positivas.

b) Ponto situado sobre a curva.

Uma s6 tangente e duas raizes positivas eguaes.

¢) Ponto situado abaixe da curva.

Niio se péde tirar tangente a nenhum dos ramos, e nlo havers
portanto raizes reaes.

3.° Quadrante (coordenadas: —p, — ¢)

a) Ponto situado acima da curva.

Nio se péde tirar tangente para ramo algum, e portanto ndo
ha raizes.

b) Ponto situado sobre a curva.

Uma s6 tangente e duas raizes negativas egnaes.

¢) Ponto situado abaizo da curva.

Sempre poderemos tirar duas tangentes ao ramo (3), e ha-
verfi duas raizes negativas.

4.° Quadrante (coordenadas: —p,+q)
Ha sempre, em todas as posicdes de M, uma (angente para

o ramo (2) e outra para o ramo (3); resultando duas raizes: uma
positiva e outra negativa.

4." Hyrornese (m e n impares). [Fig. 7."].

Todas as tangentes aos ramos (2) e (#), a que a figura estd
reduzida, satisfazem & questdo, determinando o ramo (2) raizes
positivas e (4) as negativas.

1.° Quadrante (coordenadas: + p, +q)

- Em todas as posi¢des de M haverd uma tangente a (2) e uma
raiz positiva.
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2.° Quadrante (coordenadas: +p,—q)

a) Ponto situado acima da curva.

Das duas tangentes a (2) resultam duas raizes positivas; da
tangente a (%) uma raiz negativa. Obteem-se assim tres raizes:
duas positivas e uma negativa.

b) Ponto situado sobre a curva.

Da tangente que pelo ponto da curva se tira a (2) resultam
duas raizes positivas eguaes; da tangente a () uma raiz negaliva.

c) Ponto situade abaizo da curva.

A tangente a (%) produzird uma raiz negativa, unica que
satisfaz.

3.° Quadrante (coordenadas: —p,—q)

Qualquer que seja a posigio de M ha uma unica tangente para
o ramo (4) e uma raiz negativa.

4.° Quadrante (coordenadas: —p,+q)

a) Ponto situado acima da curva.

Ha uma unica tangente para o ramo (2) e uma raiz positiva,

b) Ponto situado sobre a curva.

Da tangente a (2) resulta uma raiz positiva; da tangente a (4)
duas raizes negativas eguaes.

¢) Ponto situado abaixo da curva.

Das duas tangentes a (%) provém duas raizes negativas; da
tangente a (2) uma raiz positiva.

Posigéo de M sobre os eixos

Eixo dos YY (p=0)

1.* Hypothese. Duas solucdes eguaes, uma positiva outra ne-
gativa, quando o ponto estd situado na parte positiva do eixo
dos YY, dadas pela tangente ao ramo (2); ndo existe pelo con-
trario solu¢io alguma, quando o ponto M estiver do outro lado
da origem.

Ha portanto duas solu¢des quando g for positivo, e nenlnma
quando for negativo.
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2." Hypothese. Ha uma solugho sempre, quer esteja o ponto
d'um lado, quer do outro lado da origem das coordenadas; po-
siliva ou negativa, segundo for ¢ positivo ou negativo.

3." Hypothese. Existindo M & direita da origem, ou sendo q
positivo, na tangente a (2) haverd uma raiz positiva; na tirada
para (3) uma outra negativa e ambas eguaes. Sendo ¢ negativo,
é claro que ndo podemos ter solucio alguma real.

4.* Hypothese. A direita da origem, ou quando ¢ é positivo,
haverd uma raiz positiva; & esquerda da origem, quando ¢ é ne-
gativo, haverd uma raiz negativa.

O valor de q serd em tlodos estes casos o da w™,

Eizo dos XX (g =0)

{.* Hypothese. Este eixo é tangente na origem das coordenadas
a todos os ramos, o que di um valor nullo para w; consideracio
esta que se refere a todas as hypotheses.

De M péde tirar-se, quando situado acima da origem, uma tan-
gente para (2), diversa do eixo dos XX, da qual provird uma raiz
positiva e uma negativa.

Quando situada abaixo da origem, esta segunda tangente ndio
se pode tirar.

Sendo portanto p positivo haverd uma solucdo positiva e uma
negativa; quando é negativo niio ha solucdo alguma real.

2." Hypothese. Estando M abaixo da origem, ou sendo p ne-
gativo, niio ha solugdo alguma; acima da orizem, quando p é po-
sitivo, da tangente a (2) resulta uma raiz positiva, e da tangente
a (1) uma negativa.

3." Hypothese. Ha sempre uma raiz real; positiva quando p é
positivo, e negativa quando for p negativo.

4.* Hypothese. Os valores positivos de p fazem achar uma raiz
positiva: dos valores negativos resulla uma negativa.

Em todos estes casos a equacio serd satisfeita com o valor
w=0.

Numero e signaes das raizes que admitte a equagio
w"E pun—rt t g=0

Sendo m e n simultaneamente pares, ou impares, scrd par a
b
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differenca m — n; sendo porém um d'elles par, e impar o outro,
a differenga vird impar.

Nas copsideragdes que seguem deve, mais uma vez, attender-se
a que os signaes dos parametros na equagiio acima apresentada
sdo 0s confrarios dos que se lhes attribuirom em [B] e em [C].
Por simplificagio tomemos k pelo seu valor absoluto

mh\m /in i —m--n
R,

e designem-se as diversas raizes que se obtiverem em cada caso
por R, R', R" ... com os seus respectivos signaes, repetindo-se
o mesmo indice no caso de egualdade entre ellas.

1." Hypornese: w®™ £ puwdm'—) £ ¢—0

1.° Quadrante
wgmr '—PI{-‘?'(:L:‘_“'] fi= l'f = 0 ) Ep" :} J'l'q‘fn. - + ]{, — I{-
- m>ke*.. +R+R—R-R.
B s L cna %jﬂ"=kq“.. +R,+R.—R,~R.
pe =" Ipm < kq".. ndo ha solugo real,

3.° Quadrante

w4 e =) 4 § ST 55 i idem.
4.” Quadrante
i’ +Pwi{w‘_.q _q=0.{. e nmios o 1 B R

2.* HypoTHESE: 1w+ < g/ —n)+1 4 g =0

p*> k.. +R,—R,—=R"
p*=k¢*.. +R,—R,—R.
pm<k¢.. +R.

™>ke.. +R,+R,—R"
p"=k¢*.. +R,+R,—R.
pr<kgtis —Ri »

1.° Quadrante
wn'H — g = g =0,

2.° Quadrante
w1 gt} 4 = 0.
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3.° Quadrante

win'4-1 +Pug'![m’—ll"]+]+q_=0 (RN R A

4.° Quadrante
' H L o g ) f

3." Hyporngse: w® 4 puo('—a-H + g — 0

1.” Quadrante

DA g { ........ +R,—R'
2.° Quadrante & :’tq. o i::' 1:1'
wi gl 4 g P q.. » +R.
p™ <kq*.. ndoha soluglio real.
3.° Quadrante p,ffi':('] .
wi W= + ¢ 0. pm;kg“:. —H‘—RI
4. Quadrante
i pun = g +R,—R
4." Hyrornesg: w1 4= pulin'—v) £ g =0
1.° Quadrante
w2+ — popm'—n) q=0 l -------- +R.
' !
2.° Quadrante gi:‘l" i:-iuﬂ '—_lg '
win'+1 —P‘wgt""—"'] +q=0. o < k;‘ . o Rv ' .
. 3.2 Quadrante R
win' 41 +pu_gtmr_.rj +q=0 N i b d i — M.
4. Quadrante ;:<i$ iﬁ R R
m' i —n" T — . o = .
W 4 ¥’ —n') q=0. kg, +R,—R,—R",

(»). Por existir n'este caso o ponto M acima da curva fez-se p* < k¢*; to-
mando-se para k o valor ab:solutlo que se tem supposto, -
%
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FEizo dos YY : w™ = q=0

1." Hypothese: i q=0’$2: tg:g Tcll{hn_st;:ucao real,

wn -+ g=0 R
win'+H—q¢=0 +R.

2. Hypothese: w213 ¢=0

Sendo # equaciio obtida pela 3." hypothese para este caso par-
ticular w™ == g = 0, & claro que devemos achar as mesmas solu-
goes que pela 1. hypothese: e é effectivamente o que se deduz.

Da mesma sorte se acha que os resultados obtidos para a 4.°
hypothese sio identicos aos obtidos pela 2.°

Eixo dos X!i_.: w'l‘ipw"'l—"=0 ot wr=p=0

" « ap 2! — ™ ‘P‘_D +Rl_“‘!'
1.* Hypothpse: x 3 i w  4p=0 nio ha solugio real.

2.* Hypothese: os resultados sio analogos aos da 1.°

' ] ' U e =g = 0'4+'R.
3." Hypothese: w2V +1 iP=0u¢,&n'+1 +§=0 —R.

4.* Hypothese: 0 mesmo-que na 3,°
Construcgdo de

Obtida a linha representativa d’uma qualquer das potencias
de 0, ou seja w™ ou w", seguindo o processo geral que foi ado-
ptado para a.determinagdo d'estas potencias, se pode obter a
de.w. .|
O/ prablema consiste em determinar uma linha que seja a raiz,
indice m, d’'uma outra linha dada.

Tracando n'um plano dois eixos coordenados orthogonaes, se
tomarmos um ponto A sobre o eixo dos XX, a uma distancia w




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 69

da origem das coordenadas, ¢ um outro ponto B sobre o eixo
dos YY 4 distancia w™ da origem, serd a equigdo da recta AB

o v
'-E-"w_m-oo-uio--dl-nno- {C']

o que & um caso particular da equagio [C], obtido fazendo nesta
n=1. - : )

As rectas que satisfazem a [C'], terlio por envolucro uma curva,
cuja equagio se obtem fazendo n=1 na equacio [D].

claro que para a determinaglo desejada ndo & necessario o

suppor a existencia de signacs negativos nos denominadores que
entram no segundo membro de [C'].

Vird por envolucro a curva dada por

e (— 1) m® (m— 1)~y =—m™ (m— 1)y

visto ser n=1. :

A curva envolucro & a parabola, numero um, da ordem m; a
qual, no caso de ser m par, terad a [érma dada pela fig. 1.% e,
quando impar, serd a correspondente & da fig. 3."

O primeiro caso corresponde & 3.* hypothese; o segundo & 4.%;
em qualquer d’elles se marca sobre o eixo dos YY e na parte
positiva d’este um ponto B a uma distancia w™ da origem das
coordenadas, a qual distancia é conhecida, e d’esse ponto tiram-se
tangentes para a curva envolucro.

Pelo que se viu ao estudar na 3." hypothese o caso de estar
o ponto situado sobre o eixo dos YY, na parte positiva d’este,
se reconhece que sendo m par, ha duas solugdes reaes, como se
esperava, uma positiva e outra negativa.

Da 4. hypothese se conclue que, sendo m impar, havera
apenas uma soluglo negativa.

Dos expoentes das potencias que entram na equaclo trinomia
resulta o envolucro a empregar; dos parametros as tangentes
uteis para a resolugdo do problema.
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Considerados os parametros como as coordenadas d'um ponto
que se desloca sobre o plano, em consequencia das variacdes que
lhes attribuirmos, precisa-se bem n’este movimento a influencia
por elles exercida sobre as raizes reaes, cujos valores vemos va-
riar, a par. e passo, com os dos parametros.

Correspondendo uma parabola-envolucro s6 a um grupo de
expoentes da equagio trinomia, péde o caracteristico servir para
designar esta; d'este modo sera intitulada a equagio [A]: equa-
gdo numero n da ordem m, sendo n a differenca dos expoentes.




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS

BIBLIOGRAPHIA

D. G. Vicuiia, D. J. Echegaray.— Discursos lidos anfe la Real
Academia de Ciencias. — Madrid, 1883.

Contem este opusculo, em primeiro logar, o diseurso lido pelo
illustre professor da universidade de Madrid, o sr. Vieuiia, na
occasido da sua recepclio na Academia das Sciencias de Madrid.
Depois de fazer o elogio do marquez do Soccorro, a quem suc-
cedeu, o sr. YVicuila toma para thema do seu discurso as relagdes
entre as theorias mathematicas da Physica, thema que desenvolve
d'uma maneira notavel, como era de esperar do auctor de tra-
balhos importantes sobre Physica mathematica.

Principia por um resumo historico das descobertas relativas &
applicacio da mathematica a Physica, considerando successiva-
mente a Optica, a Acustica, a Elasticidade, a Capilaridade, e as
Sciencias do calor e da electricidade, tendo em vista principal-
mente as relagdes quantitativas entre estes ramos da Physica
mathematica.

Em seguida, depois de estabelecer como ¢ que a Mathema-
tica e a Physica se unem para formar a Physica mathematica,
passa & consideraclio d’aquellas relagdes quantitativas, isto é, &
consideracdo da paridade dos algarithmos proprios dos differen-
tes ramos da Physica mathematica. Occupa-se assim da theoriu
do potencial, do principio da conservagio da energia, ¢ finalmente
das leis das vibragoes.

0 segundo discurso contido no opuseulo foi lido na mesma Aca-
demia, em resposta ao precedente, pelo sr. Echegaray.

Ninguem melhor do que o sr. Echegaray, geometra e litte-
rato eminente, poderia responder ao bello discurso do sr. Vieuia.

Tomando para thema o mesmo assumpto, isto ¢, a synthese
dos diversos phenomenos physico-mathematicos, o eloquente ora-
dor occupa-se ndo s6 das relagdes entre os diversos ramos da
Physica, mas tambem, e principalmente, da grande hypothese
por meio da qual se pretende reduzir todos os problemas cos-
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micos a problemas de Mecanica racional, admittindo tres enti-
dades: materia, debaixo de férma ponderavel e de ether; forcas
attractivas e repulsivas; e movimento, representando uma quanti-
dade constante de energia.

Passa pois em revista os differentes ramos das sciencias phy-
sicas para mostrar que na actualidade os problemas de Mecanica
Celeste, de Optica e de Elasticidade, estdo reduzidos a proble-
mas de Mecanica racional, e que tudo leva a crér que, no fu-
turo, a problemas d’esta natureza serdo tambem reduzidos os
problemas da Thermodynamica, da Electricidade e da Chymica.

Termina com algumas consideragdes relativas a duas oulras
hypotheses cosmicas.

J. A. Martins da Silva.— Sobre os systemas hamiltoniano e ca-
nonico. — Lisboa, 1885.

Na primeira parte d'este opusculo, o distincto collaborador
d'este jornal tracta da transformacio das equacdes fundamentaes
da dynamica obtidas por Hamilton e Jacobi; do integral obtido
por Jacobi das duas equacdes s derivadas parciaes de Hamilten
satisfeitas pela funccio principal e pela funcgio caracteristica;
dos theoremas de Lagrange, Poisson e Liouville; etc.

Na segunda parte expde as [6rmulas da variacio das constan-
tes arbitrarias, e estuda as differentes [ormas da [uncgdo per-
turbadora.

D. M. Benitez y Parodi.— Recuerdos de la Universidad de Coim-
bra. — Madrid, 1885.

Contém este opusculo um bello discurso pronunciado pelo sr.
Benitez y Parodi no Centro do exercito e armada de Madrid. De-
pois de fallar da importancia das sciencias mathematicas para as
sciencias militares, a fim de justificar a opportunidade do seu
discurso, o auctor menciona os nomes e as principaes obras dos
mathematicos que n'este seculo tem havido em Portugal, tanto
dentro como féra da Universidade. Falla tambem dos principaes
estabelecimentos annexos & Universidade,
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J. Hoitel. — Etudes sur les méthodes d'enseignement dans lﬂ ma-
thématiques. — Paris, 1885.

Contém este opusculo dois importantes trabalhos do bem co-
nhecido professor da faculdade de sciencias de Bordeaux.

No primeiro tracta da generalisacho successiva da idéa de
quantidade na Analyse mathematica. Vai extendendo successiva-
mente a definicio de numeros, de modo porém que se lhes ap-
plique sempre os principios caracteristicos das operagdes em Al
gehra D'este modo vai considerando as operagdes sobre nume-
ros inteiros; depois as opcragdes sobre linhas tomadas na mes-
ma direcgdo, d'onde resultam os numeros negativos; depois as
operagdes sobre numeros [unccionarios e incommensuraveis; e
emfim as operagdes sobre linhas tomadas em qualquer direcqiio,
d’onde resultam os numeros imaginarios.

No segundo trabalhe expde o illustre mathematico reflexdes
muito sensatas sobre o ensino da Trigonometria.

Principia pelos dois meios por que péde ser ensinada a Tri-
gonometria: ou seguindo o espirito da antiga Geometria, como
se faz habitualmente, ou seguindo o methodo cartesiano. Opta
pelo segundo meio como mais intvitivo, e como podendo servir
de ponto de partida para a explicagdo das quantidades negativas.

Depois refere-se ao inconveniente de por nas mios de alumnos
novigos taboas de logarithmos das funcgoes nn“ulnrcs. em logar
de toboas d'estas l'unci;ﬁeq e principslmente ao vicio capital de
o0s obrigar a gastar muito tempo com calculos numericos pelo
emprego de taboas com logarithmos de sete decimaes em logar
de empregar taboas com tres ou qualro decimaes.

Finalmente ‘mostra que ndo ha vantagem alguma em trans-
formar, por meio de angulos auxiliares, as férmulas da Trigo-
nometria em expressdbes monomias para as calcular por loga-
rithmos, e que o calculo feito usando das formulas directas é em
geral mais simples.

Termina pelo calculo dos erros dos resultados trigonometricos
provenientes tanto da inexactiddo necessaria das taboas, como
dos erros dos dados da questao.
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€. le Paige.— Sur les surfaces du troisitme ordre.— Stockolm,
1883.

Ainda ha pouco tempo annunciimos n'este jornal um trahalho
importante do sr. C. le Paige sobre a involugdo e homographia
da terceira ordem e de segunda closse, e ji hoje temos a regis-
trar uma applicagio importante das theorias expostas n'aquelle
trabaltio s superficies de terceira ordem definidas por dezenove
pentos.

O illustre geometra faz preceder o estudo das superficies do
estudo de algumas propriedades das cubicas e da resolugdo de
alguns problemas relativos a estas curvas, de que depois faz uso.

Foi publicada esta memoria nas Actas mathematicas do sr.

Mittag-Lefller.
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SOBRE UMA FORMULA RELATIVA A THEORIA DAS FUNCCOES ELLIPTICAS

(Extracto de uma carla ao sr. Gomes Teixeira)

roR

J. A. MARTINS DA SiLva

No tomo II das Actas mathematicas do sr. Mittag-Lefller vem
um artigo do sr. Hermile sobre uma equaciio interessante para
a theoria das funcgdes ellipticas, que julga ter sido descoberta
pelo sr. Cayley.

Esta equagiio & um caso particular da seguinte:

[ —K?.sn(a+3).sn(a<B) .sn(y+8) .sn(y—3)+
+ .cn(a+B).cn(@a—3).co(;+3) . cn(y—8)—
(a) —i:—‘.dr:(u+‘;‘,).dn(a+ﬂ}.dn(7+3}.dn(7~5)=

B2 - K. (so?a—sn%y) , (sn®3 — sn%d)

\ K* (1 —K!.sn%a.sn?d) (1 — K?.snty.snts)

devida ao sr. Glaisher (Bulletim das sciencias mathematicas e as-
tronomicas de Darboux, pag. 215, 1882).

Vou mostrar que a formula (a) corresponde notavelmente a
outra apresentada por Rosenhein nas Memorias do Instituto de
Franca, tomo XI.

Com effeito, sdo conhecidas as f6rmulas ellipticas

62 (o)

::W—Ei—l:'i;—} . ﬁ(l! ‘|‘B: oB(R—‘Z)

by +3).6(y—38);




-
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podemos deduzir ainda
Kk [SI'I‘! _— Sl‘li"lr) = ar‘}-.—a-i-(-ﬂ M l'l| (1 — 'r) . &1 {ﬂ + ﬂ

62 (o)

K (3 — a0t 8) = s s

03 (3—38) . 0y (3+3).

Fagamos agora

[ 1 :
ati=n., aty=u =§(u+m'+u”+u”),

e—R=uw, ﬂ.—-";=u’ =—(u+ o'~ Ny

@ | ;
T+3=u". {.’z+3-=u'~'=.§(“_ar+h:r_um}'

1

. }.—ﬂgmml ,'fa-—r?=lum=f2:':'N"—u’-—m”'l'mm:];

resulta, pela substituigio de (), (c) e (d) em (a), a férmula
20, (u) . iy (u) - 0y () . By (u") =
=0y (o) S0 () 0 (w') . O (™)<
—fig (m) - B2 (w)) . b2 (") . B2 (") +
+ 03 {u) » 03 (w) - 03 (") - B3 (") —
—0 (0).0 (). 0 (&).0 (")

de Rosenhain.

L i L
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HOMOGRAPHIES ET INVOLUTIONS DES ORDRES SUPERIEURS

FAR LE

D. C. LE Palge
Professeur de Géométrie Supérienre & I'université de Lidge
(Suite)

Involutions

Dans le chapitre précédent, nous avons déja supposé que les
séries homographiques pouvaient étre situées sur un méme support.

Chaque élément de ce dernier pouvait donc étre, tour i tour,
regardé comme appartenant aux différentes séries.

Nous allons faire une seconde restriction: nous imaginerons
que les séries d'éléments puissent se permuter entre elles: dans
ce cas, les groupes d'éléments constituent une involution.

Nous pourrons donc adopter la définition suivante:

Lorsque n séries d'éléments appartenant a une H: sont siluées

sur un méme support et sont telles que les groupes de n éléments
qui la composent, restent les mémes quelles que soient celles des séries
auxquelles appartiennent les k éléments caractéristiques d'un grou-
pe, pris dans ce groupe, ces séries forment une involution du n™®
ordre et du k® rang.

Nous désignerons une telle involution par le symbole I;. Un
exemple, emprunté & ce qui précéde, viendra éclaircir cette dé-
finition.

Si I'on joint les trois cotés d'un triangle ABC, inscrit & une
surface du second ordre, a tous les points de celle-ci, les ternes
de plans qu'on obtient coupent une droite quelconque ! en des

groupes de trois points qui appartiennent & une H;
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Mais si la droite I a la position particuliére qui a été définie
p- 46, les groupes de trois points appartiennent & une l:.

Il sera inutile, d'aprés cela, de revenir sur ce que nous avons
dit précédemment, les involutions n'étant que des homographies
particularisées & la fois quant au support qui est unique, et quant
aux séries elles-mémes qui sont permutables entre elles sans que
les groupes varient.

Il ne sera donc pas nécessaire de répéter les définitions des
éléments neutres, des éléments de ramification, etc.

Quelques mots suffiront aussi pour la classification des involu-
tions. Les figures fondamentales, celles qui constituent les in-
volutions du n™* ordre et du (n— 1)™® rang, sont formées par
des groupes de n éléments, situés sur un méme support ration-
nel ou unicursal, et caracterisés par (n— 1) de ces éléments.

Lorsque n =3, nous pouvons regarder, par exemple, tous les
groupes en ligne droite d'une cubique plane rationnelle comme
constituant une l:; il en sera de méme des points ol les plans

d'une gerbe rencontrent une cubique gauche Rg.
Ce dernier mode sera particuliérement utile, comme nous le
verrons plus loin,
Lorsque n=4&, les groupes plans d’une courbe gauche du qua-
tritme ordre et de seconde espdce représentent une I;.
Les groupes communs a deux, trois, . .. a—k involutions du
™ ordre et du (n— 1)™ rang constituent des involutions I' ,
Koot v Kb
Par exemple, tous les plans d'un faisceau coupent une Ry en
des points qui appartiennent & une f:: ces plans sont en effet les
plans communs de deux gerbes dont chacune définit une 'l:. :
:On voit encore que si, dans une l:, on laisse fixe un groupe
de p points (p <k), il lui correspond une l_:::. '
Si, par exemple, dans l'involution marquée sur Ry par les plans
d'une gerbe Gy, on prend un point M, il est visible que tous les
plans du faisceau GyM coupent Ry en des couples de points qui

appartiennent & une l:.
Ces notions sont élémentaires et bien connues: nous les re-
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produisons précisément & cause de ce caraclére, pous rendre plus
claires les propriétés que nous avons énoncées et qui découlent
immédiatement de la définition des involutions.

Double définition algébrique des involutions. — Si nous suppo=
sons encore que chaque élément soit défini, sur un support uni-
cursal, par un paramétre, ou plutot par deux coordonnées homo-

génes, 'involution l:_1 sera définie par une relation
[=0, 3)
[ représentant une forme binaire & n série de variables
[=azaya; ... a,.

Cette forme, contrairement a celle que nous avons employée I!Jré-
cédemment, est symétrique par rapport aux n séries de variables,
Ainsi, lorsque I'on écrit explicitement

[=3ap, aBi@x@ oo digg

i, k, 1, ... m pouvant prendre les valeurs 1 et 2, le coefficient
@i ... m Me varie pas par une permutation des indices.

Il en résulte que les coefficients de [ sont seulement au nom-
bre de (n+1).

En conséquence:

Une involution l:_1 est caractérisée par n groupes de n éléments.

Comme pour les homographies, il est encore visible que les
groupes de n points ne doivent pas dépendre les uns des autres;
ou, ce qui revient au méme, les équations linéaires que I'on dévra
résoudre pour obtenir les coefficients de f, doivent admettre un
systéme de solutions finies et déterminées.

Nous en pouvons déduire qu'une Iy_s est caraclérisée par (n— 1)
groupes de n points el, en général, une ]; par k+1 groupes de
n points.

Ces différents théorémes vont nous permettre d'établir une
seconde définition algébrique des involutions.
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Observons qu'une involution du n™¢ ordre et du k™ rang est
caractérisée par (k+ 1) groupes de n éléments.

Or, si nous supposons que ces (k+1) groupes soient définis
par des équations

fo=0, f1=0, ... fk=0,
I'équation

forMfi+nafat ... +0ufi=0,

qui est du n™ ordre, représentera des groupes de n éléments
dont chacun est défini par k &léments, pris dans le groupe.

Les deux définitions que nous venons de faire connaitre se
prétent toutes deux a I'étude des involutions supérieures: suivant
les cas, I'une est plus avantageuse que l'autre, ce qui fuit que
nous les emploierons simultanément.

Nous avons vu déja, dans la théorie de I'homographie, I'im-
portance des éléments neutres: nous allons maintenant signaler
I'existence de ces éléments pour les involutions.

A cet effet, nous démontrerons d’abord le théoréme suivant,
dit @ Mr. Emile Weyr:

Lorsque k éléments d'une involution du k™ rang appartiennent
a deux groupes de n points, ils sont contenus dans une infinité d'au-
tres groupes, dont chacun est déterminé en adjoignant un élément
aux k éléments considérés.

Supposons que le groupe de k éléments soit représenté par
I'équation du k™ degré

¢=0.
Nous pouvons éerire 'identité

f+tymi+ ... +h}1_*+ rlr;;-,l

? ?

Yi—1 étant un polyndme de degré (k—1) au plus, dont les co-
efficients contiennent les ) au premier degré.
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Par suite, s'il existe deux groupes distincts qui contiennent ¢,
on pourra satisfaire aux équations suivantes:

Pt puMtpiat ... Fpuki=0,

paotpaud+paadet ... +pa=0, )

P T Pl t+pedet .. F =0,

par deux systémes différents de valeurs des paramétres ).
Il en résulte immédiatement que le déterminant

P=[pupa ... pu]=0,

et 1l en sera de méme de tous les déterminants du n™ ordre
contenus dans le tableau rectangulaire

P1o P11 P12 - - - Puk

P Pt Prg - - - Pik

sans que, en général, les déterminants du (n—1)™ ordre le
soient.

11 résulte alors de la discussion d’un systtme d'équations non
homogénes du premier degré (+) que les inconnues % sont in-
déterminées, on plutot, s'expriment toutes en fonction linéaire
d'une d’entre elles.

Ceci fait voir, qu'd moins de circonstances particuliéres, les
groupes de (n — k) points qui, ajoutés aux k éléments d’un groupe

neutre forment un groupe complet de l:. conslituent une I:_k.

(%) Rouché, C.~R, t. LxxX1, p, 1080,
b]
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On peut se servir des mémes relations pour établir Iexistence
des groupes neutres.

En effet, le polynome ¢ du kme degré, contient k paramétres
indéterminés. Les équations (4) permetlent, en général, lorsque
I'on a choisi & I'avance la forme g de déterminer complélement
les paramétres ). De cette maniére, on définit, d’'une maniére
unique les (n —k) éléments qui, joints aux k considérés, forment
un groupe de n éléments.

Les coefficients py contiennent les paramétres de .

Si donc on ne choisit pas arbitrairement ces paramétres, il
est possible de les définir de telle sorte que le déterminant re-
ctangulaire (5) soit compos¢ de déterminants nuls.

1l serait méme possible de déduire de la le nombre des grou-
pes neutres, mais ceci exigerait une discussion trop longue pour
prendre place ici.

1l sera plus aisé de discuter directement la question dans des
cas particuliers maintenant que l'existence des groupes neutres
est mise en évidence.

Nous nous bornerons a signaler deux de ces cas.

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une imvolution l:_l: elle
peut étre définie par une relation unique

r=ﬂ‘ﬂrﬂ:g R ﬂu—oo
Cette relation peut s'écrire symboliquement

df df
stE+ﬂE_0.

Or, il est visible que 1, 29 est indéterminé si les (n — 1) élé-
ments caractéristiques satisfont aux équations

i SR W,
dry ' dry

Il en résulte que, dans une involution l:___1. les groupes neu-
ires de (n—1) éléments appartiennent d une l::;.
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Considérons encore en général une l:.
Les couples neutres sont ceux qui figurent dans deux groupes,

d"aprés ce que nous avons vu.
Or si nous prenons deux éléments X et Y, il correspond &

chacun d’eux une l:*'. D’aprés un théoréme que nous démon-
. a—1
trerons plus loin, ces deux 1" ont (n—2)* couples communs.

Ces couples ne constituent pas tous des couples neutres, En effet
X et Y déterminent (n—2) points qui forment

(n—2) (n—3)
2

de ces couples.
Il y aura done, en tout,

2)(n—3) (n—1)(n—2)
2 3 2

i i
(n— ‘.;'.J‘w(

couples neutres,

Ce théortme, sous sa forme générale, est encore dit 4 Mr. Em.
Weyr auquel nous empruntons la démonstration qui précdde.

Nous ne pousserons pas plus loin ces considérations parceque
nous n’avons pour but que d'indiquer aux lecteurs de ce Journal
les principaux points d'une théorie si féconde en applications,
sans prélendre, en quelques pages, épuiser une matidre aussi
vasle.

Il existe d'autres groupes d’éléments particuliers qui présen-
tent aussi un grand intérét et au sujet desquels nous allons dé-
montrer un théoréme général: ce sont les éléments unis ou mul-
tiples.

Une involution I: posséde (k+1) (n—Kk) éléments multiples

d'ordre (k+1).
L'équation

[=l+Mfat2fat o0 FNfi=0,
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définissant une l:. pour que celte équationait des racines (k+1)j1e.
il faut:évidemment que P'on ait:

LR d&:fy
Top TGt Mgy =0
d* fy d*[y d* [
§ 4 “.
drq"—ld.-rg 4oy {I.I1"_1 dx v e l‘.[.i‘[k_i{f' 2
d* fo d* i, d* fk
dxgk TME dxs i +M .

Pour que ces égalités puissent subsister, on doit done avoir

| ah dfy d* i
| gt i g T
dkfy dify dbfy

d.n"“‘fda;g d.’al!‘l"‘.—ll d.’rg o B dxﬂ‘jdxg =10,

d*fy dify d* [
dzgt dxg* dxg*

ce qui justifie le théorime,

A chaque point multiple d'ordre (k + 1) correspond un groupe
de (n—k—1) points.

Involutions conjuguées.— La double définition algébrique des
involutions conduit & une notion importante: celle des involutions

conjuguées, .
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Considérons une involution I! définie par

fotmhitdafat o FMfe=0.

Les formes fo, fy. ... [ sont du w™ ordre et peuyent ftre
représentées symboliquement par

Or soient les formes plurilinéaires

d: ‘Iy LA a,“

chacune égalée & zéro définit une ]:—t‘

Si nous considérons les gronpes de n points appartenant @ la
fois aux (k+ 1) involutions, on voil que ces groupes sont définis
par (n—k—1) éléments et par suite allparti_enuen't A une I:Hb—l'

Cette involution est dite conjuguée de la premiére.

Deux groupes de points, pris dans les deux involutions sont
conjugués ou «apolaires» d’aprés ia définition adoptée en géné-
ral par les géométres allemands ().
Si n est impair, il existe deux involutions cnn;uguées de ‘méme

ordre et de méme rang.

En effet, !k et l““_k_E élant conjuguées, il suflit que

PTG
2

o -

(#) Nous nous bornerons & rappeler les travanx de MM, He:ge, Rosanes,
Sturm, F. Meyer.
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Les deux systémes A) el B) ayant les mémes invariants et co-
variants, les éléments singuliers de chacune des deux involutions
jouissent de propriétés projectives dans les deux involutions.

On peut définir la seconde involution par une équation

Fo +nFy +p’Fg+ vos TP g1 Faip—1= 0.
Nous trouvons ainsi un nouveau systéme
Fo, Fi, Fg, ... Fay1 C).

1l résulte immédiatement de la que les deux systémes A) et
C) qui peuvent &tre remplacés par A) et B) ont les mémes co-
variants.

Il est quelque fois possible, i l'aide des éléments neutres de
certaines involutions, de déduire le systéme C) de A): nous en
mentionnerons un exemple particulier dans le cas des involutions
du lroisitme ordre que nous étudicrons plus loin avec quelque
détail.

Lorsque k =n— 1, I'involution conjuguée est de rang 0, c’est-
d=dire est constituée par un groupe umique de n points.

Représentons cette forme par A:. et un groupe quelconque de
I'involution l:-l par I'équation B: =10.
On doit avoir, par ce qui précdde,

(AB)*=0.

Lorsque n est impair, les propri¢tés des formes algébriques
nous apprennent que

(AA')*=0.

En outre, il est facile de voir que

A"=0,

représente les n points multiples de I'involution.
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Done

Dans une involution 1. _,, d’ordre impair, les n points multi~
ples constituent une groupe de I'involution,

Involutions situées sur un méme support.— Considérons, sur un
méme support, deux involutions du premier rang, respective-

ment des ordres n et m.
La premitre sera définie par une équation

a) +2b, =0, (6)
la seconde par
m m
A, +pB =0. (7).
Si nous observons que I'on doit avoir simultanément
a: + ).b: =0,
a +3b" =0,
v v

pour que deux éléments appartiénnent a un méme groupe de (6),
la relation entre z, y, doit étre

n.,n N
4 4%
(@)

Cette relation peut donc 8tre définie par une équation
(s’ y]‘_' = 0,

(z, y)*—1 représentant une forme binaire a deux séries de varia-
bles, du degré (n— 1) par rapport & chacune des séries.

La seconde involution sera de méme caractérisée par une re-
lation

(, yyn—1=0.
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Explicitement, on peut écrire ces deux équations
Pyt (n— 1)} " 2yPy+ ... +ay Py =0, 8)

& Qo+ (m— ) 2gPy + ... 420 Pl =0, 9)

les polyndmes P et Q étant respectivement des degrés (n— 1)
et (m—1) en yy, ya.

En général, si I'on donne a yy, ya une valeur déterminée, dans
les équations 8) et 9), les deux équations en 2 n'auront pas de
racines communes: mais on peut choisir y de telle sorte que les
équations aient une racine commune. :

Cette condition s'obtiendra en égalant & zéro le résultant des
deux équations 8) et 9).

Nous obtenons, de cette manitre, une équation en y du degré
2(n—1)(m—1); mais & cause de la symétrie, en voit que ces
2(n—1)(m—1) points y, constituent (n—1) (m—1) couples com-
muns aux deux involutions.

Done

Deuzx involution I:. l':, siludes sur un méme support on (n—1)

(m—1) couples communs.
C'est le théoréme que nous avions invoqué plus haut pour dé-

terminer les couples neutres d'une l;.

On est conduit & cette propriété d'une maniére différente qui
a I'avantage d'introduire une autre notion importante.

Nous savons que les points d’une conique peuvent étre définis
individuellement par un paramétre unique: il en résulte que nous
pouvons considérer une involution du n™ ordre comme définic
par les sommets de polygones inscrits & une conique, chaque
polygone caractérisant un groupe de l'involution.

Considérons donc I'équation

a:+1b:=-0;
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les équations
a‘n n’ b- = 0'
= ]

correspondent & deux polygones inscrits.
Nous aurons ainsi une série de n— gones inscrits 2 Cg, dont
chacun est caractérisé par un de ses sommets.

Ces polygones auront respectivement &2—1_] colés et 'on

peut se proposer de rechercher la courbe enveloppée par ces
cdtés, lorsque l'on fait varier A.

Or si nous considérons deux sommets (2q, 3), (y1, y3) d'un
méme polygone, nous avons, comme il a été dit, la relation

a'b' —

- x
Mais d'un autre coté, les paramétres L § I peuvent étre con-
oz |

sidérés comme les coordonnées de la droite qui unit ces deux
sommels: il résulte alors, de I'équation qui vient d'&tre écrite,
que les cotés de tous ces polygones, inscrits & Cs, sur laquelle

ils marquent une 1", enveloppent une courbe K de classe (n—1).
| 1 PP

Cette courbe a recu le nom de courbe d'involution (#).
Si maintenant nous nous reportons a la question que nous nous
sommes proposée d'abord, nous voyons que les deux involutions

l:, I': donnent naissance & deux courbes d'involution dont la classe

est respectivement (n—1) et (m—1).
Ces deux courbes ont (n— 1) (m—1) tangentes communes qui
définissent un méme nombre de couples communs.

Nous déterminerons encore les ternes communs & une l:' et a
une I;. Or soient Xy, Xs deux points appartenant & un méme

(#) Voir, sur ce sujet, le mémoire de M. Weyr, Journ. de Crelle, t. 72.

le mémoire de Mr. Darboux: Sur une classe remarquable de courbes, elc.,
" 'B'E el 183, ete. Mr. Neuberg a résumé ces recherches, Nouv. Corresp,
ath., t. 1.
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groupe de IT et désignons par Y les (m —2) autres points du
groupe.
Xi, X3, dans I:. donnent naissance & (n —2) points Z.

Si I'un des points Y coincidait avec I'un des points Z, on au-
rait un terne commun: il faut donc établir la correspondance
qui existe entre Y et Z.

Or, dans l':'. 4 un point Y correspondent (m—1) points X
(m—1) (m—2)
2
dans I;. (n—2) points Z.

formant couples, & chacun desquels correspondent,

(m—1) (m —2)
—
A Z au contraire correspond, dans I';. une l:_' qui a, avec IT

(m—1) (n—2) couples communs; chacun de ces couples engendre
(m—2) points Y. Donc un point Z définit (m—1) (m—2) (n—2)
points Y.

La correspondance est donc de degré

Done, un point détermine (n—2) points Z.

@z DO 0 9)+ 1) (m—2) (1~
3(m—1)(m—2)
= 5 (n—2).

Ce dernier nombre exprime combien il y a de colncidences
entre Y et Z. Mais d'un autre cdté, chaque terne commun
Xy X2 Y contient trois de ces coincidences. Nous voyons donc

que les deux involutions 17, 10, situées sur le méme support, ont

1’ 2
o (m;ﬂ) e ternes communs (+).

(#) V. Em. Weyr, Mém. de la Soc. roy. des Sciences de Liége, 2™ série,
1. x.

Au sojet des surfaces d'involation et de I'avantage que 'on peat retirer
de leur étnde. voir des mémoires do méme auteur: Bull. de PAead. roy.
de Belgique, 8™ série, U m, n* 8, Silzh. der k. Wiener Akademie, LXXXV,
p- 840, ete,
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On peut déduire de la une notidn, due, pensons mous, & Mr.
Em. Weyr, celle des surfaces d’invelution.

Considérons, par exemple, une courbe rationnelle gauche
d'ordre m, Ry, sur laquelle nous imaginons que I'on ait repré-
senté une Ij. Chaque groupe de l'involution donne naissance &
n(n—1)(n—2)

1.2.3
der quelle est I'enveloppe de tous ces plans lorsque les groupes
de l'involution varient. Ce sera évidlemment une surflace, dont

nous pouvens rechercher la classe.
Or, si par une droite quelconque [, nous menons un faisceau de

plans, ces plans marquent sur Ry, une 17

Les deux involutions I:‘, 1} ayant, d’aprés ce que nous avons

2

(m—1) (m—2) (n—2) d

vu, 3 ternes communs, ce nombre exprime la
classe de la surface d’involution.

Si nous voulons, de cette maniére, trouver la surface d'involu-
tion d'une l:. nous voyons que cette surface sera la développable
circonscrite & deux surfaces F caractérisant deux l;.

On peut tirer de ces considérations une foule de conséquences
importantes: nous ne pensons pas néanmoins que ce soit le lieu
de les développer ici; pour terminer ce chapitre nous allons in-
diquer quelques constructions relatives aux involutions.

Constructions relatives aux involutions cubiques. — Nous sup-

poserons d’abord qu'il s'agisse d’une Ii et nous prendrons comme

support une cubique gauche Rs.

Nous commencerons par rappeler un moyen connu de construire
individuellement les points d’une Ry dont on connait six points
AB, A'B', MM

Les plans ABM, AB'M' se coupent suivant une droite x, les
plans AB'M, A'BM suivant une droite y. Les deux droites z et
y, passant par le point M, déterminent un plan .

En employant M’ au lieu de M, on obtient un second plan 3.
w €l w’ se coupent suivant une droite d.

Alors tout plan &y, passant par d, rencontre AB, A'B', AB/, A'B
respectivement en des points C, D, C', D'. Les deux droites CD,
C'D’' se coupent en un point N qui appartient & Rg.

plans formant un polyédre. On peut se deman-
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Il est visible, en effet, que si @y pivote autour de d, les droi-
tes CD. C'D engendrent chacun un hyperboloide & une nappe: ces
deux surlaces ayant en commun la droite d, le lieu du point N
est une Rg; d’ailleurs w et @’ élant deux positions particuliers de
wy, Ry passe par ) "tl et M’ et en outre, évidemment, par A, B,
A, B.

D’aprés cela, il est [acile de faire correspondre, point par point,
les points d'une droite quelconque & ceux de Rg, puisqu’il suffit
de projeter les points de la droite, sur Ry, a I'aide d'un faisceau
de plans dont I'axe est d.

Supposons maintenant que sur une droite I on se doune trois
groupes de trois points AjAgAg, ByBsBj, C{CsCy caractérisant

une I:: on obtiendra aisément leurs images sur Rg; A'1A'3A’y, ...

Les trois plans A'jA’sA'y, B'{B'sB'y, €/;C'3C's se coupent en
un point G, sommet d'une gerbe dont tous les plans coupent Ry
suivant des ternes de lz.

Il peut se laire que parmi les points d'un terne AjA3Ag, un
groupe de deux pomnts Ay As par exemple soit défini comme le

couple commun & deux involutions quadratiques l:, l:i. Il est
aisé, méme dans ce cas, de trouver la sécante A"/A’ 1 de Rg.

En effet, imaginons que la premiére involution l soil déler-
minée, sur [, par deux couples M; Mg; N; N, et Ia seconde l

par PiPs, Q1Qs.

Construisons M’y M's; N'yN'a: P4 P'a, Q1 Qg et par un point
quelconque S de Ry menons des droites qui s’appuient respective-
ment sur les deux premidres sécantes de Ry et sur les deux der-
niéres. Ces droites déterminent un plan qui coupe Ry au couple
commun aux deux involutions, c’est-i-dire qui passe par A'jA's.
En employant un autre point T, on obtient un second plan que
passe par A'jA'y et cette droite est ainsi déterminée. Si, au sur-
plus, la connaissance de la séeante A'yA's est inutile, comme dans
le probléme précédent, il suffira de prendre pour point S le point
A'y. Le plan A'jA'3A’y sera ainsi déterminé.

Il pourrait encore arriver que les points AjA3A4 soient définis,

4 la fois, sur I, comme groupe commun & trois lg. Il suffirait de

construire les gerbes Gy, Gy, Gy correspondant & ces trois invo-
utions et le plan GyGaGg représenterait A'yA’sA's.
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Nous avons done, avee toute la généralité possible, la repré-
sentation d'une l: sur un cubique gauche Rg.

Nous venons de voir comment on peut construire le point G.
A l'aide de ce point, on peut résoudre les problémes fondamen-

taux relatifs & une l:.

La premiére question qui se présentera sera de construire le,
troisiéme point d'une terne dont on connait deux éléments Dy Dy

Déterminons D'y, D' ou, ce qui est suffisant, la sécante D'y I/y:
le plan GD'y D'g coupera Ry au troisidme point cherché D'y, qui,
i son tour, donnera Dy. La construction de I)'g est d'ailleurs li-
néaire car elle se ramene aisement a celle du quatriéme point
d'intersection de deux coniques déterminées, lorsque I'on connait
trois de ces intersections. Nous ne nous attarderons pas i traiter
ce probléme.

Il peut encore étre utile de construire les éléments particuliers

de I'involution l:. a savoir les deux éléments neutres et les points

triples.

Les éléments neutres sont représentés par la séeante de Ry
issue de G.

Or rien n'est plus aisé que de construire cetle sécante si l'on
fait attention & ce que nous avons dit plus haut.

Prenons sur Ry des points MA, M'A’; puis construisons les
plans PMA, PMA’ qui nous donnent les points toujours réels B, B'.
M'AB, M’A'B’ se coupent suivant une droite M'X.

Si, d'une fagon analogue, nous construisons des plans PM'A;By,
PM'A" By, MA B, MA';B'; nous donneront une droite MY.

L'intersection PZ des plans PM'X, PMY sera la sécante cher-
chée.

La démonstration résulte de ce que toutes les involutions qua-
dratiques qui, dans une Iz. correspondent a tous les éléments du

support, ont un couple commun définissant les éléments neutres.
Quant aux éléments triples, il résulte immédiatement de ce
que nous avons dit & propos des involutions conjuguées d'une

1:—1' qu'on peut les regarder comme le groupe commun & trois

l: qui auraient chacun pour points triples les points d'un terne
de I'involution.
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Orsupposons que I'on se donne trois ternes A'yA'sA’3, B'y B'sB's,
C'1C'5C'y, composés d'éléments déterminés individuellement.

Les plans osculateurs en A’yA’3A’y se coupent en un point A”;
on obtient de méme B’, C' et le plan A'B'C’ coupe Ry aux points
triples.

1l résulte d'une remarque faite tantdt que ce plan passera par G.

Nous laisserons au lecteur i voir comment ces constructions
doivent se modifier lorsque l'involution est déterminée 1.° par
trois points triples, 2.° par un ou deux points triples et deux ou
un terne, 3.° par les éléments neutres et un terne (+).

On peut d'ailleurs traiter ces problémes dans le plan, en em-
ployant pour support une conique: nous renverrons pour cela
nos Essais de Géometrie Supérieure du (roisiéme ordre,

On pourrait facilement, & I'aide de ce qui précdde, résoudre

les problémes relatifs & une l?, en prenant une Ry comme sup-

port; mais afin de varier les moyens de construction, sans donner
it notre travail une longueur qui ne serait Jms admissible, si nous
voulions faire connaitre Lous les procédés de représentation d'une

3 g 4
I}, nous emploierons comme support une conique.

Il est évident que toutes les coniques d’un faiscean, dont un
des points communs se trouve sur une conique K, marquent sur

celle-ci des ternes de points appartenant i une If.

Supposons que I'involution soit définie par deux ternes AjAgAs,
ByByBjy, et supposons que I'on veuille définir un terne dont on
connait un point Cy. .

Menons les droites AgAg, BaBj3 que se coupent en P; puis PCy,
qui coupe K en un point Q. AQ, B4Q coupent B3B3, AgAy, res-
pectivement en A’, I, et la droite A'B' coupe K aux deux points
cherchés: il est visible, en effet, que les couples de droites A'B',
CiQ; AsAg, A4Q; B3By, B4Q constituent trois coniques qui pas-
sent par les quatre points A'BPQ dont 'un, Q, est situé sur K.

(#) Le lectenr, qui voudrail étudier celle matiére avee plas de détails,
urra consuller un mémvire de M. Appell, inséré au tome v des Ann. de
Ecole normale supérieure; un mémoire de M. IL. Sturm, inséré an Journal
de Borchardt, t. LXXXV; un travail de M. Em. Weyr, imprimé dans les Sifz-
ungsberichte de I'Académie de Vienne, t. Lxxxiv, p. 1264, ete. 1 verra, par
ces travaux, toute I'importance de ces considérations, a dilférents points de
m!
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Comme on le voil celle construction est applicable méme si
les couples AgAg;: B3B3 sont imaginaires.

Il pourrait arriver que les pu:n!s AiAsAy, ByBsBy soient don-
nés en méme temp par deux coniques C, C' passant par un point
Q de K: la solution ne serait guére plus compliquée dans ce cas,
puisqu’il suffirait, par le point Cy, de faire passer un conique du
faisceau [C, C']: 1l serait aisé de déterminer la droite qui pas-
serait par les deux intersections de cette conique avec K, diffé-
rentes de Cq et Q.

Nous pouvons nous proposer de construire les éléments singu-

liers d'une lf définie par deux ternes.

D’aprés ce que nous avons vu, une pareille involution posséde
quatre points doubles, et, par suite, quatre points de ramification.

Or nous savons aussi que la courbe d’involution est ici une co-
nique Ky. Tous les triangles inscrits & K et circonscrits & K,
marquent sur K des ternes d'involution.

Ky, comme on le voit, est facile & construire: deux ternes de
points donnent six tangentes de K;.

Par chaque point de K, on peut mener 2 Ky deux tangentes
qui rencontrent K en deux points complétant un terne de I'iovo-
lution: ces deux tangentes cessent d'étre distinctes pour les points
communs & K et K;. Ces quatre points d'intersection sont donc
les quatre points de ramification de 'involution.

Soient Vy, Va, Vg, Vy ces quatre points: la tangente & Ky, en
Vy, coupe K en un point Dy qui est le point double correspon-
dant & Vy; d'un autre coté ViDyD; constitue un triangle infini-
ment aplati inscrit & K et circonscrit 4 Ky; il en résulte que la
tangente en Dy & K doit aussi toucher K;.

En constquence les quatre points d'intersection de Ky et K
marquent, sur cetle derniére, les points de ramification de I'in-
volution, et les points de contact des quatre tangentes communes
@ ces deux coniques en marquent, également sur K, les points
doubles.

Nous ne nous occuperons pas des cas particuliers qui peuvent

se présenter suivant que l'involution I? posséde un ou deux points
triples ().

(» Pour ccs cas spéciaux, el d'ailleurs pour tout ce qui concerne l'invo-
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Nous avons défini, en général, ce que I'on entend par involu-
tions conjuguées: nous allons en montrer un exemple particulier

dans Vinvolution I},
Supposons que I'on ait I'involution

a:+).b2=ﬂ;

I'involution conjuguée sera formée par tous les groupes communs
3 ; i '
aux deux 1, caractérisées par les relations

azaya,=0,

bsbyb;=0. "

Chacune de celles-ci posséde un couple neutre: pour obtenir
I'é.uation qui correspond a ce couple, il suffit, dans les covariants
gy, 61, 62 de la forme trilinéaire la plus générale. d’introduire
les hypothéses relatives & la symétrie des variables.

. Nous trouvons ainsi que ces poinls neutres sont donnés respe-
ctivement, pour chacun de ces deux involutions, par

.&: =(aa')taza'; =0,

Vo= (b)2 b, b= 0.

Pour obtenir un terne de I'involution 13 que vient d"¢tre défi-
nie, il suﬂiru, par conséquent, de chercher dans chacune des in-
mlutmnsl le point qui correspond aux éléments neutres de

I'autre.
On troure ainsi, quel faut associer aux deux points donnés

par ﬁ =0, celui qui est représenté par (Ab)2, =0, et de mé-

lution I} voir un mémoire de Mr. Em. Weyr, Prager Abhandl., 1874. Nous
avons également résolu la plupart de ces questions dans nos «Essais elc,»
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me, aux deux points que représente v;r: =0, celui que correspond
i (ya)ta;=0.
En posant
Pe= ('1 b}!baﬂ Wy = (V ﬂ)i'ﬂz,

on voit que I'équation de I'involution conjuguée a celle que nous
avions considéré d'abord est

| o=
&‘-p"-k!}.v: .HIEO-

Celte équation permet d'arrviver a une définition élégante de
la conique d'involution correspondant & involution conjuguée
d'une involution donnée,

Rappelons-nous, pour cela, que si trois points sont représen-
tés sur une conique par I'équation

ns-——[l.
T

les deux points donnés par
(aa'\2aga'; =0,

sont ceux ot la polaire (+) du triangle formé par un point, rela-
tive & la conique rencontre celle-ci.

Par suite, /a conique d’involution Kg, de I'involution conjuguée
a Uinvolution donnée, est I'enveloppe des polaires de tous les trian-
gles inscrits a K et circonserits a K;.

Il est assez facile de voir que les deux involutions conjuguées
ont les mémes points doubles: en conséquence, si I'on rapproche
cette propriété d'une remarque faite plus baut, il en résulte que
K, Ky, Ks sont inscrites & un méme quadrilatére.

On peut encore faire, sur deux involutions cubiques conjuguées,
diverses observations que nous n'indiquerons pas ici (##).

(#) On entend par polaire d'un triangle la droite qui joint les points de
rencontre de chaque edté du triangle avee la tangente i la conique an som-
t

me o
{ug Voir, sur ce sujet, nos «Essaise et diverses Notes de Mr. Weyr in-
7
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Nous dirons encore quelques mots de Vinvolution l; que nous

représenterons encore sur une conique Ca.

Il est visible que toutes les cubiques que passent par six points
fixes, dont quatre en debois de Cy et deux sur Cg, déterminent
sur celte courbe une I;.

Le premier probléme que nous devrons nous poser est donc
le suivant: _

Connaissant quatre groupes de quatre points sur une conique Cq,
déterminer siz points, dont quatre en dehors de Cy et deux sur Ca,
de telle sorte que par ces six poinls et par chacun des groupes de
qualre poinis on puisse [aire passer une cubique.

Soient ajagazag, bibabyby, cyeaegeq, dydsdgdy les quatre grou-
pes donnés,

Par ajagagay, bibgbgbg faisons passer deux coniques quelcon-
ques Xy, Yg qui se coupent en quatre points ABCD.

Toutes les cubiques du faiscean (ABCD eqeaegeq) coupent Cy
suivant des couples de points formant une 11: il en est de méme
des cubiques du faisceau (ABCD dydydgdy), qui définissent une in-
volution l?.

Ces deux involutions quadratiques ont un couple commun EF
qui compléte les six points cherchés.

En effet Z; et %3, avec la droite EF, constituent deux cubi-
ques passant par les six points donnés ABCDEF.

Il sera facile maintenant de compléter un quaterne dont on, se
donne trois élémenls egegey; il sullira, en effet, de construire la
cubique (ABCDEF ejeqe5) et de déterminer le sixiéme point e
d’intersection de cetle cubique avee Cq.

Les constructions qui précédent exigent, on le voit, que I'on
sache délerminer les points ot une cubique renconlre une coni-

8 P

airées aux Sitzungsberickte de Vienne, 1. txxni, t. Lxvx, p. 162, t. Lxxxiv,
p. 1268, ete. CL C. le Paige, Sitzh. der Wiener Akademie, t. vxxxi, p. 159
el 845; L. Lxxxav, p. 233; L. Lxxxv, p. 864

(%) Sur 'involation l::. voir P. Serret, C. R, t. uxxxva, p. 643. C. le Paige,
Sitzh. der kiw. bohm, Gesells, 1881, p. 61.— Sur l'invol. I, voir Em. Weyr,
Silzh. der Wien. Akad., t. Lxxx1. — Sar l'invol. l.:. ibid., t. LxxX1. Voir anssi
le méme recueil, passim. 1. LXX1 et suivants, pour différentes questions re-
lutives aux involutions biguadratiques.
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que lorsque V'on connait déja quatre ou cing des intersections de
ces deux courbes.

Bien que la solution de ces problémes n'exige aucune difficulté,
nous la différerons jusqu’au chapitre suivant oit nous ferons con-
naitre quelques unes des principales applications géométriques des
involutions et des homographies.

A l'nide des procédés qui précédent, on pourrait résoudre les

. - L] i l *
problémes relatifs aux involutions 11. Ii; nous n'aborderons pas

ces questions qui exigeraicnt de trop longs développements, et
nous terminerons ici cet exposé rapide de la théorie des involu-
tions et des homographies.

Nous n'avons pu, naturellement, aborder tous les problémes
que présente celte théorie: notre but d'ailleurs était seulement
d'indiquer les principaux points de vue afin de donner aux le-
cteurs du Journal le désic d’approfondir une question aussi fé-
conde en applications, comme nous tdcherons de le montrer pro-
chainement.

Applications géométriques

Nous avons, dans les deux premicres parties de ce travail,
exposé rapidement les principales propriétés des homographies
et des involutions: nous allons maintenant faire connaitre quel-
ques unes des applications qu'on en peut faire.

Ici encore nous deyvrons nous borner & traiter quelques ques-
tions sans prétendre, en ancun facon, épuiser le sujet.

Un des problémes fondamentaux de la géométrie plane est la

+3
détermination des courbes du a™ ordre dont on connalt - ol
points.
3
Posons nl:n;.l-) = . el supposons que l'on se donne, dans un

plan, les points Ay, Ag, Ag, ... Ap.
Divisons ces points en deux groupes: G = (AjAg. .. Au—y),
6= (Ap—np1 Au—niz ... Ag). !
i nous adjoignons au groupe G successivement chacun des
L
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pomts de &', nous obtenons n groupes Gy, Ga, . .. Gy, composés

chacun de p—n+ 1 = w + 2 points.

Par chacun de ces groupes, nous pouvons done faire passer
des courbes du n™¢ ordre composés, chacune, d’une droite et d’une
courbe du (n— 1)™ ordre.

Soit maintenant une transversale quelconque /.

Sur cette transversale, les courbes d’un groupe G; détermi-

nent des groupes de n points appartenant a une involution l:_‘.

Nous obtenons ainsi, sur celte transversale, n systémes en in-
volution et ces n s}«.lbnwﬁ ont, en bénﬁrnl un scul groipe com-
mun: ce groupe de n points marque les intersections de ! avec
la courbe du w™ ordre que nous nous pmpusmns de cons-
truire,

Si, sur celle transversale, on connaissait @ priori, une, deux,

. n—1 intersections, il suffirait d'employer des involutions
ln—-l In—i ! ]!

—2 a0

Nous allons exposer plus complétement celte méthode géné-
rale dans le cas des cubigues planes.

Nous supposerons, pour traiter le pmhiému avec toute la gé-
néralité désirable, que, parmi les neufl points donnés, il y en ait
huit A, A"; B, B'; C, C'; D, D' définis par couples sur quatre
droites réelles données a, b, ¢, d; nous embrassons amsi le cas
oir, parmi les neul points, il y en a huit imaginaires.

Soit P le neuvitme point, toujours réel.

Deux cas devront étre examinés particuliérement: 1.° Les
droites a, b, ¢, d ne passent pas toutes par le point P; 2.° elles
concourent en ce point.

1.” Considérons les coniques décomposables

a (PBB'CC/), b(PAA'CC'), ¢(PAA'BBY).

Ces cubiques marquent, sur une fransyersale quelconque /,
: . . 3
trois ternes de points caractérisant une I.. Nous pourrons fou-

jours représenter ces ternes sur une Lu]:lque gauche H3 et cela
a l'aide de simples constructions linéaires: nous définirons donc
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aisément le sommet de la gerbe de plans qui caraciérise linvo-
lution (#).

Nous pouvons répéler ces constructions pour les groupes
PAA'BB'DD', PAA'CC'DD'. Nous obtiendrons ainsi, sur Ry, trois

involulions 1: et, par suite, trois gerbes Gy, Ga, Gg. Le plan

GyGgGy rencontre Ry aux trois points qui correspondent aux
intersections de [ avec la cubique cherchée. (Voir plus haut.).

Si la droite I, au lieu d’8tre quelconque, était par exemple la
droite DD’, la détermination de Gy suffirait pour construire le
troisitme point de [ qui se trouve sur la cubique.

En effet, nous pourrons toujours définir la sécante de Ry qui
unit les deux points, réels ou imaginaires, correspondant a D et
D', Soit Iy cette sécante. Le plan Gy/y coupera Ry en un point
dont il suffira de déterminer le correspondant sur [.

Une simplification analogue se présenterait si I'on connaissait
un des points de la cubique plane, situé sur [.

2.° La solution précédente n'est évidemment plus applicable
si les quatre droites a, b, ¢, d passent par le point P.

Prenons les conjugués harmoniques Ay, By, Cy, Dy de P par
rapport aux couples AA', BB', CC', DD'. (PA{ B; Cy Dy) définit
une conique, polaire de P par rapport a la cubique A con-
struire.

Soit PX la tangente en P & cette conique; c'est aussi la tan-
gente & la cubique cherchée.

D'aprés ce que nous venons de voir, il est facile de déterminer
les ternes que des cubiques passant par AA'BB'CC'DD' mar-
quent sur PX. 11 suffit de déterminer ces cubiques & Taide de
neuviémes points Py, Py, Py ... différents de P.

’ : 3 ;
Toutes ces cubiques marquent sur PX une I'. Il est clair que
si PX rencontre la cubique en O, P est un point double de I'in-
. 4 i s
volution 17 et O le point de ramification correspondant.

Le point O se construit donc facilement et I'on a, ainsi, le
point tangentiel de P. Ce point appartient donc 4 la cubique a
construire.

(#) Pour plus de détails sur eette question voir Acta Ma'hematica, 1. m,
p. 183 et ss. On peut voir aussi, an méme endroit, comment il faut déter-
miner les coniques définies par un point réel et quatre poinis imaginaires.
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Supposons maintenant que par O, I'on méne des droites OXy,
0Xs, ete.

Sur chacune d'elles, on pourra déterminer 'involution I: dé-

finie par le faisceau (AA'BB'CC'DD') et, par suite, le couple cor-

respondant, sur chacune de ces droites au point O. Ces couples,

réels ou imaginaires, appartiendront a la cubique cherchée.
Nous devons faire observer que ni les points des ternes de

l'l:. ni les points des couples qui viennent d'étre définis, ne doi-

vent étre construits isolément.

Le point O est donc, a I'égard des nouveaux couples dans la
méme situation que P par rapport aux couples donnés. Nous
pourrons donc construire le point tangentiel Oy de O.

Rien ne serait plus aisé, maintenant, que de déterminer le
point Q ot POy coupe la cublque. puis le point Qq oit OQ ren-
contre cette courbe et ainsi de suite.

Nous substituerons donc, au systéme des neul points donnés,
un autre systéme qui permetira d'appliquer la premiére solution.

Si nous connaissons isolément quatre points T{TeTyT; de la
courbe, en appliquant la méthode donnée dans 1.°, nous pouvons
construire les points Ty, Tsy, Ty3, Ty situés sur la courbe et
sur TiTg, TsT;. T1T3. TiTi-

Les droites TysTgg, Ty3Ta; se couperont en un point Ty ap-
partenant a la courbe.

Nous aurons de cette fagon neul points, distribués sur deux
systémes de trois droites et formant deux trilatéres conjugués a
la cubique.

Ces trilatéres permettront de construire effectivement la cubi-

ue (#).
L On ]J)eul. d’une maniére analogue déterminer les intersections
d'une cubique dont on connait neul points avec une comique, en
supposant que deux des intersections soient déji connues,

Soit Cg la cubique et Cz la conique donnée: désignons par A, B
les deux points déja connus et par X;X3X3Xy les points a con-
struire.

Déterminons le point T oit AB rencontre Cg; joignons ce point

(#) Pour plus de détails, voir notre Mémoire sur les courbes du troisiéme
ordre, 2.* partie, p. 42 {Mem de I'Acad. roy. de Belgique, t, xLv, 1882).
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T & un autre point quelconque P de Cg et construisons la troi-
sieme intersection R de TP avee Cy.

Les six points PRX;X3X3X; sont sur une conique C;.

En effet les deux cubiques Cyq et (TRP)Cy se coupent en neul
points dont trois ABT sont en ligne droite.

Pour construire C;, observons que Cyg, (TRP)Cq, (A BT}C; sont

trois cubiques d'un méme faisceau.

Si done, par un point quelconque 1 pris sur AB, nous menons
une transversale quelconque, cette transversale rencontre les deux
premiéres cubiques en deux groupes de trois points qui caracté-
risent une I:. Les deux points qui complétent le terne défini par

1 appartiennent & C:

Deux groupes pareils, avee le point P, suffisent. par ¢onstruire
C;_. Les deux courbes Cg et C; se coupent aux points clierchés.

Ce probléme permet, comme on le voit, de construire les points
de contact des tangentes menées b la cubique par un de ses
points.

En effet, en appliquant une méthode donnée plus haut, nous
pourrons construire la polaire conique d'un point A, la tangente
en A et le point tangentiel O qui joue le réle du point T dans
le probléme que mous venons de traiter.
~ La méme construction se simplifie si I'on connait déja un, deux
ou trois des points X. f

Si I'on connait par exemple Xy, la conique déterminée par X,
PR et un couple situé sur une transversale issue de I résoudra
la question; si I'on connait en outre Xg, la point Xy pourra rem-

placer R; enfin, si I'on se donne Xy, Xg, Xy la conique C: sera
déterminée par P, R, X, Xg, X3.

(C'est cette solution & laquelle nous faisions allusion plus haut,
dans une question relative aux l;.

Nous venons de faire voir comment la théorie des involutions
cubiques, combinée avec quelques propriétés des cubiques, se
préte @ la détermination de ces courbes.

Ces propriétés elles-mémes peuvent se déduire des méthodes
que nous avons exposées plus haut.
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Supposons que l'on se donne une forme trilinéaire
[=2Zauxiy 5r=10 1)
et un triangle dont les cdtés ont pour équations
a=0, 3=0, y=0.
Les faisceaux de droites
#3a—213 =0, ya8 —y17=0, 397y —3512=0,
liés par la relation (1) se coupent sur une cubique circonscrite

au triangle donné.
Cette cubique a pour équation

(@11 + agea) &?y + agq2 a3 + ajag ay? + agy By +
+ argaaty + agia af® + agy By = 0.

Maintenant, étant donnée une cubique quelconque, circonserite
au triangle aBy, son équation sera de la forme

Anga®B +Apgat; + Ajga a4 Agggay? + Aggy By2 +
+ Agg; {5’7 +2A499 lﬂ-T ={.

Pour identifier cette équation avee la précédente, il suffira de
faire

a1 =A1a3 T35 apia=Aq, aja1=Ap, a3 =Asy,
G123 = A3, G313 =A1ss, G991 =Asyy, G399 =Aga3— A
La forme trilinéaire correspondante est donc de la forme

[+ap=0.
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