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C A P Í T U L O I . 

Primeiras noções. 

1. 0 numero de permutações de n elementos é expresso pelo 
producto 1 .2 .3 . . . n , que se designa por alguma das notações 
|n ou n / . Os elementos podem ser representados por letras ou 
por números. 

A troca de dois elementos a, (3 chama-se transposição, e 
representa-se pela notação (a, (3). Todas as permutações de n 
elementos dados podem deduzir-se de uma d'ellas, escolhida 
arbitrariamente e chamada principal, por meio de transposições 
successivas. Assim, por exemplo, passa-se da permutação P = 
2 1 3 4 para P' = 3 4 I 2 trocando o primeiro elemento de P por 
aquelle que occupa o primeiro logar em P' , o que produz a 
permutação Pi = 3 1 2 4 , trocando depois o segundo elemento 
de Pj com aquelle que tem o segundo logar em P', o que produz 
Pi = 3 4 2 1 , e finalmente transpondo os dois últimos elementos 
de P2 . As transposições effectuadas são (2,3), (1,4), (2,1). 
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Geralmente toma-se para principal a permutação cujos ele-
mentos se succedem na ordem alphabética ou numeral; por 
exemplo, abcd ou 1234. Nas permutações derivadas da princi-
pal dá-se uma inversão cada vez que se trocam dois elementos; 
e o numero das inversões de cada uma conta-se, sommando os 
números de inversões que cada elemento produz com todos os 
que lhe ficam á direita. Em 3 4 1 2 lia quatro inversões, duas 
que provêem de 3 com 1 e 2, outras duas de 4 com estes mes-
mos elementos. 

Dizem-se de primeira classe, ou pares, as permutações que 
teem um numero par de inversões; de segunda classe, ou impares, 
aquellas que teem um numero impar. A somma e a differença dos 
números de inversões em duas permutações da mesma classe são 
números pares, e reciprocamente. 

2. Theorema de Bezout: uma permutação muda de classe por 
uma transposição. 

Se Pi e P2 são duas permutações que só difíerem na ordem 
de dois elementos a e (3, dois casos podem dar-se. 

1.° Se estes elementos forem contíguos, a transposição (a, (3) 
produz ou desfaz uma inversão, e qualquer dos números v ± 1 
é de paridade differente de v. 

2.° Se entre « e p houver h elementos, passa-se da disposi-
ção a . . . (3 para (3 . . . a , ou reciprocamente, permutando pri-
meiro p com cada um d'aquelies k elementos e com a, e permu-
tando depois a com os mesmos elementos intermédios. Teremos 
assim effectuado 21c + 1 transposições de elementos contíguos; e 
como cada uma d'ellas produz mudança de classe, P) e Pg são 
de classes diflerentes. 

Cor. O numero das permutações pares de n elementos é 
egual ao das ímpares, pois que a cada permutação P i , com os 
elementos a, jj numa certa ordem, corresponde outra com estes 
elementos invertidos. 

3. Invertendo todos os elementos d'uma permutação, obtém-se 
a permutação inversa da primeira. 

A permutação inversa da principal contém o máximo numero 
d'inversôes, por que cada um dos seus elementos produz inver-
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sôes com todos os que lhe ficam á direi ta. Assim o primeiro ele-
mento dá logar a n—l inversões, o segundo a » — 2, etc . , e 
o numero total d'ellas será 

( n - l ) + ( n - 2 ) + - " + 2 + i = ' ^ ^ . (1) 
—à 

Este numero é par quando n tem alguma das formas 4i ou 
4 i + l , sendo i inteiro, e ímpar no caso de ser n = 4 í + 2 ou 
n = 4t + 3: o que se expr ime dizendo que a permutação inversa 
da principal de ordem n é par ou impar , conforme o maior nu-
mero par contido em n é duplamente ou simplesmente pa r . 

4. Trocando successivamente o primeiro elemento d uma 
permutação de ordem n com cada um dos seguintes, obtém-se a 
permutação circular da primeira. As duas são da mesma classe 
quando n é impar, e reciprocamente, visto que se passa d 'uma 
para outra por n—l transposições. 

Assim, por exemplo, 4 3 2 1 é a permutação circular de 1 4 3 2 ; 
a segunda é impar e a primeira é par . 

5. Supponliamos expressos por números os n elementos de 
uma permutação P; os primeiros i , que designamos por « j , 
na ordem natural , formam uma permutação parcia l / ) . Um d'estes 
elementos, como a/„ produz inversões com a j , . . . (a/, — 1); 
mas a j , a j , . . . 5t/j_i per tencem a p, e por conseguinte o numero 
das inversões que «/, faz com os n — i elementos da segunda par te 
de P será 

« A — 1 — ( / » — 1 ) = «A — h . 

Dando a h todos o valores desde 1 até i, sommando e fazendo 
ai + «j + • • • 4- a= «;, o numero das inversões que os primeiros i 
elementos de P fazem com os n — i restantes é dado pela expressão 

i (i -f 1) 
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Designando por u e u' os numéros d'inversôes que ha em p 
e na permutação p' composta com os últimos n — i elementos 
de P, o numero total v das inversões de P será 

, , *'(»'-+ 1) 
V = u + u' + Si . 

O numero t não pode ser zero sem que seja s imultaneamente 
a j = 1, 02 = 2 , . . . , a; = t. 

6. No producto aj C3 . . . /„ permutem-se os índices em 
todas as ordens possíveis, conservando as letras na disposição al-
phabét ica; obteremos assim n! productos distinctos, cujos fa-
ctores différentes são em numero de «2 e formam o quadro 

a , ò, cj . . . 

Oa Ô9 Ca . . . / 9 
; ; ; ; (2) 

a„ bn cn . . . ln. 

Os elementos d 'este quadro acham-se dispostos em n fias ho-
rizontaes, chamadas linhas, e n verticaes 011 columnas. As linhas 
distinguem-se pelos índices, e contam-se de cima para baixo; as 
columnas distinguem-se pelas letras, e contam-se da esquerda 
para a direita. Chama-se primeira diagonal do quadro (2) a que 
parte da esquerda descendo, ou a\b% . . . Z„; a outro anbn^\...l\ 
é a segunda diagonal. 

Será mais conveniente em alguns casos representar os elementos 
(2) por uma só letra affecta de dois índices, como se vê no quadro 
seguinte: 

«11 «12 • • • «m 

°-2l ai-2 • • • a-2n ^ 

a» 2 
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Nesta notação o numero de ordem das columnas 6 designado pelo 
segundo índice, e o que dissermos d'estes índices applica-se ás 
letras na notação anterior. 

7. Um producto de n elementos distinctos do quadro (3) terá 
a fôrma 

P = a a«' bfôt . . . a n i , 

sendo a(3 . .. X e a'(3'. . . À' duas permutações dos índices 
1, 2, . . . n. 

Trocando em P a ordem de dois factores a ^ i e asas faz-se 
a transposição (cS, 0) nos primeiros índices e ( õ 0 ' ) nos segundos; 
portanto ambas as permutações mudam de classe. Designando 
por d e v' os números d'inversões nestas permutações antes da 
troca dos dois factores, e por vj e os números d'inversões 
nas permutações que resultam d'aque!la troca, os números v + v' 
e »] + serão da mesma paridade. 

8. Definição. — Chama se determinante dos elementos (3), e 
representa-se por A» , a somma algébrica de todos os productos 
distinctos P (n.° 7), tomados com o signal + ou — conforme são 
da mesma ou differente classe as duas permutações dos índices 
dos dois systemas. 

Segundo esta definição e as notações precedentes, será 

A„ = 2 ( - 1 ^ + ° ' . aaa* aw . . . aXV , (4) 

representando por 2 a somma de que se trata. O determinante 
de n4 elementos diz-se de ordem n. 

Um elemento ag# diz-se par quando os índices ô e ò1 são da 
mesma paridade ou 5 + 5' = 2t. Os elementos da primeira diago-
nal são pares, porque são da forma a í f . 

Cor. I. Pertence ao determinante A„ o termo 

4- « n a-n . . . ann , 
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chamado principal. Os factores d'este termo são os elementos da 
primeira diagonal, que também se chamam principaes. 

Cor. 2. Pertence ao determinante A» o termo 

«(n — 1) 
(—1) i . a„i a}i_i;2 . . . a\n 

cujos factores são os elementos da segunda diagonal; as permu-
tações dos índices neste termo são a principal e a sua inversa (1). 

Cor. 3. A expressão (4) pode dar-se a fôrma 

A„ = 2 ( - l ) B . a a i a 3 2 . . . a x n , (5) 

ou ainda 

An = 2 (— 1)"' . a l c ta 2p . . . anx , (6) 

porque a ordem dos factores não influe no valor numérico nem 
no signal de cada termo (n.° 7). Estas expressões mostram que 
o desenvolvimento do determinante se pode obter, effectuando 
sómente as permutações dos índices d'um systema. 

Cor. 4. O determinante de ordem n tem n! termos, 
metade positivos e metade negativos; ou melhor, metade dos 
termos tomam-se com o respectivo signal, e outra metade com 
o signal contrário. 

Cor. 5. A expressão (5), ou (6), mostra que num termo do 
determinante entra um elemento de cada linha e de cada co-
lumna, mas um só. 

9. Exprime-se o determinante nos seus elementos encer-
rando o quadro (2) ou (3) em dois traços verticaes, como se vê 
na expressão 

«1 bi Cl 

bz cs 

«3 h C3 
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Dois exemplos mostrarào como pode sempre obter-se o des-
envolvimento d'um determinante. 

1.° Seja 

Ag Esla! b\ ! = ai&2 — a2í»l : 

I , i 
I a^ o« 

o determinante de 2. a ordem 6 a differença dos productos cru-
zados dos seus elementos. 

2 . ° Seja A3 = 2 ± a i 6 j C 3 . Formam-se as permutações dos 
índices 

123, 132, 3 1 2 , 2 1 3 , 2 3 1 , 3 2 1 ; 

e attendendo á regra dos signaes, será 

A3 = a\biC3 — a\b^C9, + — a<*bic% + a ^ i c i — a ^ c i . 

O determinante de 3. a ordem desenvolve-se ordinariamente 
pela regra de Sarrus Tirem se as rectas (12, 2 3 ) e (32, 21) 
parallelas á primeira diagonal 'fiy. /), e completem-se os triân-

gulos da mesma figura; o producto dos elementos prineipaes, 
bem como cada um dos que se obteem multiplicando entre si os 
elementos que estão nos vértices de cada triangulo, são os termos 
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positivos de A 3 . Tirem-se do mesmo modo as rectas (21, 12} e 
(23, 32) parallelas á 2 . 8 diagonal, e completem-se os triângulos 
da jig. 2; os elementos d'esta diagonal dão um dos termos nega-
tivos, e os que estão nos vórtices de cada triangulo darão cada 
um dos outros dois termos d'esta espécie. 

A regra de Sar rus pode empregar-se d 'outro modo. A direita 
da 3.° columna repetem-se as outras duas ; os t res elementos da 
1." diagonal e os de cada uma das duas linhas parallelas a esta 
dão os termos positivos; os elementos da 2." diagonal e os de 
cada uma das suas parallelas dão os termos negativos. Por 
e x e m p l o : 

A = 2 X 6 X 3 + ( - l ) x ( - 3 ) x i f 1 X 4 X 2 - 1 X 6 X 1 - 2 
x (—3) x 2 — (—1) x 4 x 3 = 6 5 . Podemos também repetir as 
duas primeiras linhas por baixo da terceira , e proceder do mesmo 
modo. 

No desenvolvimento dos determinantes numéricos teriamos 
de identificar os seus elementos com os do quadro (1) ou (2). A 
regra de Sarrus dispensa esta preparação nos determinantes de 
3 .° ordem. 

IO. Se num de te rminante dado os índices não correspon-
derem aos números d ordem das linhas, ou das columnas, ou 
das linhas e das columnas, o quadro do determinante preen-
che-se facilmente, quando é dado o t e rmo principal. 

Basta escrever este termo em linha oblíqua descendente da 
esquerda para a direi ta, e completar as linhas de modo que se 
encontre sempre em cada uma o mesmo índice d 'um systema e 
em cada columna o mesmo índice do outro systema. 

Um determinante pode representar-se abreviadamente pelo 
termo principal, pondo 

A = | 2 - 1 

4 6 

1 lv 2 

1 1 2 - 1 , 

6 - 3 4 6 

3 1 2 

A„ = 2 ir nu fls.» . . . a„n , 
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ou na notação do quadro (2) 

A „ = 2 ± at Z>2. . ./„ . 

Também se tem escripto somente 

A » = | a f ) ; 

e ainda 

Muitas vezes bastará escrever A3 = | a 6 c |, por exemplo. 

11. Apagando i linhas e i columnás no quadro d'um deter-
minante de ordem n, os elementos restantes formam um deter-
minante de ordem n — i, que se chama menor de classe i do 
proposto. 

Em An ha n- menores de 1.° classe, pois que o systema de 
filas orthogonaes, que se cruzam sobre um elemento dado, é dis-
tincto d'aquelle que corresponde a outro qualquer elemento. 

Cada um des te s menores tem (n— l ) á menores de l . a classe, 
que são menores de 2." classe de A „ ; mas não são todos distin-
ctos, porque duas linhas e duas columnás cruzam-se sobre 22 

elementos. Assim o numero de menores distinctos de 2 . a classe 
que ha em A „ é 

n* (n — l ) a 

1 2 - — 2 2 - • 

Por uma inducçâo evidente se conclue que o numero de me-
nores distinctos de classe i, que ha em A « , é 

„2 (n — 1 )*' ( n - 2 ' i * ( « _ , • + ! ) * 

1* ' " ¥ 3 2 T* ' 
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Este numero torna-se em n* para i — n — 1 ; com effeito, cada 
elemento de An pode ser considerado como um menor de classe 
n—í d'este determinante. 

12. Chamam-se conjugados os elementos symetricamente si-
tuados d 'um e outro lado da primeira diagonal. No quadro (3) 
os elementos conjugados teem os Índices trocados: o ap, a°jX. Os 
elementos principaes são conjugados de si mesmos. 

Dois menores da mesma classe dizem-se conjugados quando 
os elementos d'um são respectivamente conjugados dos elementos 
do outro. 

Determinante de diagonal vasia é aquelle em que todos os 
elementos principaes são eguaes a zero. 

O determinante diz-se symétrico, quando tém os elementos 
conjugados eguaes entre si, dois a dois; conlrasymétrieo oupseu-
dosymélrico, quando os elementos conjugados teem, dois a dois, 
o mesmo valor numérico e signaes contrários; hemysimétrico, 
quando é conjunctamente contrasymétrico e de diagonal vasia. 

Exemplos : 

desenvolvendo este determinante svmétrico pela regra de Sarrus , 
vém 

S = ! / 

S = * <3 0 + 2 ß y e - ß*6 - f ò - A . 

Se fòr « = £ = 9 = 0, será S = 2 ßys. 

S' « - ß y 

3 t 

Y s Ô 
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desenvolvendo este determinante pela regra de Sarrus , acha-se 

S ^ a M + ^ + y ^ + t4« 

Se fôr a = 3 = 0 = O, S' é hemisymétrico e egual a zero. 

Exercícios 

1. Determinar quantas inversões ha em 3 1 5 4 2. 

2. Determinar a classe de 3 14 2 5, da sua inversa e da circular. 

3. Obtêr 5 2 14 3 por tantas transposições na ordem natural, quantas 
são as suas inversões. 

4. Verificar as egualdades 

X 0 0 0 y = x> + y5, a 0 b 0 X 

y X 0 0 0 c 0 d X e 

0 y X 0 0 z 0 X 0 0 

0 0 y X 0 y X a P X 

0 0 0 y X X 0 0 0 0 

sem effectuar os desenvolvimentos. 

5. Calcular o determinante 

2 3 S 

3 S 7 

S 7 11 

sem recorrer á regra de Sarrus. 

6. Effectuar o desenvolvimento de S + nt b-2 c3 d4. 

7. Preencher o quadro do determinante cujo termo principal é bt d-, a3 cA. 

8. Mostrar que o numero total de inversões nas permutações de n ele-

mentos e - • |JL-

/ 
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C A P Í T U L O II . 

Propriedades dos determinantes. 

13. Para multiplicar ou dividir um determinante por m mul-
tiplicam-se ou dividem se por m todos os elementos de uma fila. 
Com effeito, cada termo do determinante contém um elemento 
d'essa fila, e um só, e fica assim multiplicado ou dividido por m. 

Cor. 7. Podemos pôr em factor do determinante um factor 
commum a todos os elementos de uma fila, dividindo estes ele-
mentos por aquelle factor. 

Exemplo : 

0 x y z 3 y-z 2 0 1 1 1 

X 0 z y 1 0 
z y 

y z 0 X xy XZ 

z y X 0 1 
Z 

0 
X 

xy yz 

1 
y X 

0 
xz 2lz 

1 0 1 1 1 0 1 1 i 

xyz xyz 0 
=> 

y~ 1 0 2/2 

xyz ** " 0 x*- 1 0 Xi 

xyz y2 X* 0 1 X2 0 

Cor. jí. Para multiplicar um determinante por — i basta 
mudar o signal aos elementos de uma fila, ou de um numero 
impar de filas. 
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Cor. 5. Mudar os signaes a todos os elementos do determi-
nante de ordem né o mesmo que multiplica-lo por (—1)". 

14. Se no determinante A permutarmos de qualquer ma-
neira as linhas, ou as columnas, ou as linhas e as columnas, 
obtem-se um determinante A ' , que será egual a ± A conforme 
os termos principaes de A e A' forem ou não da mesma classe. 
Com efFeito, os termos de A e A' só podem ser différentes nos 
signaes. Ora, se os principaes T e T' são da mesma classe, as 
permutações da mesma classe que T ou T' serão positivas em 
ambos os determinantes e vice-versa; se são de classes différen-
tes, as permutações da mesma classe que T serão positivas em 
A c negativas em A ' , e vice-versa. No primeiro caso é A = A ' , 
no segundo é A = — A ' . 

15. Um determinante não se altera quando as linhas se mu-
dam em columnas e inversamente, isto é, quando o quadro gira 
de 180° sobre a primeira diagonal. Assim será 

«11 «12 «13 _ «11 «21 «31 

«21 «22 «23 
1 

«12 «22 «32 

<131 «32 «33 «13 «23 «33 i 

porque os termos principaes são idênticos. Os elementos, que 
occupam as mesmas casas nos dois determinantes, são os mesmos 
com os índices invertidos. 

Cor. O determinante hemisymétrico de ordem impar é nullo. 
A mudança das columnas em linhas não lhe altera o valor, e a 
mudança posterior dos signaes em todos os elementos faria que 
elle mudasse de signal (n.° 15, cor. 5), passando de A p a r a — A ; 
porém o determinante volta á fôrma primitiva, e portanto será 
A = — A o n 2A = 0 . 

1 « . Urn determinante A muda de signal quando se permu-
tam duas filas parallelas. Troquemos a columna i com a k; os 
elementos principaes de A nestas duas columnas serão a a e a ^ , 
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e teremos a disposição seguinte 

A A ' 

au . . . aik am- • • 

Oki • • akk aick • • • dki • 

Nestes dois quadros os termos principaes dos determinantes 
A e A' são da fôrma 

do primeiro passa-se para o segundo pela transposição dos índi-
ces do segundo systema. Logo estes termos são de classe diffe-
rente e (n.° 74) é A = — A ' ; o mesmo se diria da troca de 
duas linhas, pelo princípio do n.u l a . 

Trocando entre si p filas parallelas, o novo determinante A' 
será egual a A x ( — l ) f . Fazer uma permutação circular de p 
linhas ou de p columnas é o mesmo" que fazer p— 1 trocas de 
filas parallelas, ou multiplicar o determinante por (— 1)P— 

17. Se no determinante A forem eguaes duas filas parallelas, 
será A = 0. Com efíeito a troca d'estas duas filas produz mudança 
de signal; mas os dois determinantes ficam idênticos, donde A = 
— A ou A = 0 . 

Cor. O determinante é nullo quando os elementos de uma 
fila são eguaes respectivamente aos de outra fila parallela multi-
plicados pelo mesmo factor. 

1 8 . Quando se trocam as duas diagonaes de um determi-
nante de ordem ti, o determinante conserva o seu valor absoluto; 
e muda ou não de signal, conforme é simples ou duplamente par 
o maior numero par contido em n (n.° 3). 

A au B a kit C , A aik B aki C ; 
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A troca das diagonaes effectua-se trocando as duas columnas 
extremas e simultaneamente todas as que sgo equidistantes d'ellas; 
portanto, se 2p é o maior numero par contido em n, será neces-
sário fazer p permutações de duas columnas e o novo determi-
nante será egual ao proposto multiplicado por (— i)P, isto é, por 
+ 1 se p é par ou por —1 se p é ímpar. Assim, 

c =— — | c 

ia' V c' ( 

| a" b" c'1! 

6 a 

b' a 

c" b" a" I 

1 9 . Pela propriedade do n.° 13 podem simplificar-se os de-
terminantes. Seja por exemplo 

A = bc a a2 

ca b l>-

ab c c2 

multiplicando as tres linhas respectivamente por a, b e c, o de-
terminante virá multiplicado por abe e será 

! abe a 2 a » | 

abe ò2 b-{ 

abe c2 C3Í 

e dividindo depois a primeira columna por abe, acha-se 

A 1 a 2 a* 

1 ò* 6» 

1 C" C3 

É sempre possível reduzir á unidade todos os elementos 
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d'uma fila. Assim, multiplicando as columnas de 

A = a b c 

a' b' c' 

a" b" c" 

respectivamente por bc. ca e ab, o determinante virá multiplicado 
por a ^ c 4 e será 

e dividindo depois a primeira linha por abe, acha-se finalmente 

Se o determinante fosse de ordem n, o divisor do novo determi-
nante seria an~* 6 « - 4 . . ./"-4. 

Como na reducção de fracções ao mesmo denominador, se nâo 
forem primos entre si os elementos da fila que se quer transfor-
mar, basta reduzi-los ao seu menor múltiplo. Seja, por exemplo, 
o determinante seguinte, em que 16 é o menor múltiplo dos ele-
mentos da primeira columna: 

a 2 6S c4 . A = abe bac cab 

abe b'ca c'ab 

a"bc b':ca c"ab 

1 1 1 1 1 
- 1 
c | a'bc b'ca c'ab 

a"bc b"ca c"ab 

A = 4 3 5 2 

2 7 3 4 

l<> 1 8 C 

8 2 5 7 
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4 . 8 . 2 16 12 2 0 8 _ J L 1 12 2 0 8 

1 16 56 2 4 3 2 4 1 56 2 1 3 2 

16 1 8 6 1 1 8 6 

16 4 10 14 1 4 10 14 

O último determinante ainda pode ser simplificado; basta di-
vidir as duas últimas columnas por 2 e multiplicar fora dos tra-
vessões por 4, o que dá 

12 10 4 

56 12 16 

1 4 3 

4 
M 
O 7 

Estas proposições teem importancia no cálculo dos determi-
nantes numéricos. 

C A P Í T U L O III . 

Propriedades dos menores. 

2 0 . Além do termo principal, lia no desenvolvimento do de-
terminante outros que teem por factor o primeiro elemento 
Para os determinar, conserve-se fixo esle elemento em an 
«33. • permutem-se em todas as ordens possiveis os índices 
do segundo systema nos outros elementos e dô-se a cada resul-
tado o signal que o termo correspondente tem no determinante 
proposto; acharemos assim todos os termos pedidos. Por outra 
parte, o signal de cada um será o que resultar do numero de 
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inversões que se encont rarem nos índices 2, 3, . . n, porque o 
índice 1, escripto no principio, nào inllue naquelle numero ; por 
conseguinte, designando por a^ An a par te do desenvolvimento 
de A„ em que entra o elemento a\\, o factor An será o deter-
minante 

A h - «22 "23 

«32 033 «3» 

a«2 an3 • • ann 

que é o menor de primeira classe que resulta da suppressão da 
primeira linha e da primeira columna de A „ . 

Outro elemento qualquer a, s , da linha i e da columna í, 
entra no desenvolvimento do determinante em diversos termos, 
que podemos representar todos por cris A,-s. Para de terminar A, s , 
leve-se o elemento considerado ao logar do primeiro a\\, por meio 
de i — 1 trocas de linhas e s - l trocas de columnas duas a duas. 
O novo determinante será 

A ' _ (S> l>-> •• s~'< * + '> ' ' 
~~ \i, 1,2, .. i-l,i+1, ..«/ 

e como no te rmo principal de A' ha i 1 inversões nos Índices 
do primeiro systema e s l nos do segundo, será An = ± 
(n.° 14) conforme i— 1 e s— I, ou antes, conforme i e s forem 
ou não da mesma paridade. Este resultado pode representar-se 
por meio da relação 

A „ = ( - j ) ' + í . A ' . 

Por outra parte ao elemento a, s , que occupa o primeiro 
logar de A ' , é applicavel o que dissemos de a j j com respeito 
a A n ; portanto os lermos que no desenvolvimento de A' con-
teem o elemento a,-, podem ser todos representados por M a t í , 
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sendo M o primeiro menor que se obtém apagando a primeira 
linha e a primeira columna de A ' . 

Ora éste menor II é o primeiro menor de A„ relativamente 
ao elemento a u ; e attendendo aos signaes será 

A« = (—1)*+* x 
12..S — l í + 1 . .« 

12 .. i —1 < + 1 .. n 

O signal é 4- se o elemento a;s é par, — se é impar. 
0 signal pode também determinar-se percorrendo orthogo-

nalmente o determinante, desde o seu primeiro elemenlo até 
áquelle que se considera, lendo + no primeiro elemento e mu-
dando de signal na passagem de cada um d elles para o seguinte. 

Assim para determinar o signal do factor de r no determi-
nante 

p a b c 

a 1 - d e 

b - d r f 

c e í s 

diremos + em p, — em a, + em b, — em — d, + em r. Notaremos 
que é sempre positivo o termo que tem por factor um elemento 
principal, porque estes elementos sào todos pares. 

21. Podemos dar outra forma a A,s, trazendo o elemento a , ; 

ao primeiro logar de 

^ = / 1 .2 . . Í—l , s , s -H, 

^ \1, 2 .. t—1, i, 1 + 1, .. n) 

por meio de t — 1 permutações circulares das linhas e s — 1 das 
columnas. , -
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Cada uma <l'estas permutações equivale a n— 1 trocas de 
filas parallelas, e estas últimas operações virào a ser ao todo 
(n — 1) (i + s — 2 ) ; portanto o novo determinante A" eátô ligado 
com A„ pela relação 

donde se conclue, como no n.° anter ior , que será 

Se n fôr impar , o factor AIS tem sempre o signal +; se n 
fôr par , este factor deve tomar-se com o signal + para os ele-
mentos pares e com o signal — para os impares. 

Assim no determinante 

A B = ( - 1 ) ( » - I > ( « + » ) . A" . 

Por outra par te é 

a ii an a,s 

a2t «22 «23 

«31 «32 033 

o factor do elemento a23 será 

+ j «31 «32 

j a u «12 

Quando é s = n, o índice s + 1 representa simplesmente o nu-
mero 1. 
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2 2 . Seja A um menor de classe n — p (lo determinante 

A n , e A^" ^ o menor que fica do proposto quando nelle se 

apagam as p linhas e p columnas em que o primeiro se contém; 

o producto A^ . a | " p \ com o mesmo signal ou com signal 

contrário, fará parte do desinvolvimento de A , . Com effeito, os 

termos d'este producto encerram todos os índices de A „ , sem re-

petições nem omissões; e dois d'elles são distinctos um do outro 

pelas permutações de algum dos factores, ou pelas de ambos. 

Para determinar o signal que ficou incerto, consideremos posi-
tivo um dos factores e procuremos o signal que deve attribuir-se 
ao outro factor, suppondo em cada um d'elles os elementos do 
termo principal dispostos na ordem natural. Seja em primeiro 
logar 

A (
n

pí = 2 d = a u a-i2 . . app , 

isto é, supponhamos que o menor A j" ^ resulta da suppressão 

das primeiras p linhas e das primeiras p columnas do determi-

nante proposto e que é 

a (n—p) v . A „ = 2 ± a,p-(-1, a jí^-% p+i. .. an 

O producto dos termos principaes dos dois menores é positivo 
em A „ , porque é o termo principal d'este determinante; logo 
a parte considerada do desenvolvimento deve ser tomada com o 
signal + . 

Se fôr em geral, com os índices dispostos na ordem natural, 

Aw = 2±a. a.,,... n — is »'»' 

leve-se o elemento a,, ao primeiro logar da primeira diagonal 
por meio de i—i trocas de linhas e s — 1 trocas de columnas; 
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leve-se depois o elemento a;v ao logar do segundo elemento da 
mesma diagonal por meio de i'— 2 trocas de linhas e s' — 2 
trocas de columnas, e assim por deante. O novo determinante 
será A' = A„ ou A' = — A „ , conforme a somma i + s — 2 + i' 
+ « ' — 2 . 2 + . . . fòr par ou impar. 

Por conseguinte o signal do producto considerado será definido 
pelo coefficiente 

ou ainda pelo numero de inversões que o primeiro factor apre-
senta em relação ao segundo nos índices dos dois systemas. 

Os factores A ^ e A formados pelo modo que aca-

bamos de dizer, chamam-se complementares. Também se lhes dá 

o nome de recíprocos, por serem complementares um do outro. 

23. N u m determinante symétrico dois elementos conjugados 
ais, são eguaes. Os seus factores complementares A,» e Asl-
também são eguaes porque, mudando as linhas em columnas e 
reciprocamente, cada elemento vae occupar o logar do seu con-
jugado e vice-versa, ficando todas as casas eguaes. 

Nos determinantes hemisymótricos os factores complemen-
tares de elementos conjugados são numér icamente eguaes; e do 
mesmo ou differente signal, conforme o grau n do determinante 
6 impar ou par. Mudando as linhas em columnas e reciproca-
mente , o elemento a, s vem para o logar do seu conjugado as{\ 
e mudando os signaes a todos os elementos o novo determinante 
é A ' = A „ . (—1)", o elemento a l s torna-se em — a, s e as casas 
ficam todas com o valor que tinham em A „ . Ora o factor com-
plementar de — ais em 1)" . A„ é egual ao de as; em A " , 
portanto o factor complementar de — ais em A„ será (—1)" A s ; ; 
isto é, o factor recíproco de a; s será 

(—1)"—1. A«;. 

24. Em determinantes svmétricos os factores complementa-
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res de menores conjugados sào eguaes. Demonstra-se como a 
primeira parte do n.° anterior. 

Num determinante hemisymétrico de ordem n, sejam 3 e 3 ' dois 
menores conjugados de ordem p, e a e a' os seus factores comple-
mentares. Pela mudança das linhas em columnas e d'estas naquel-
las, leve-se 3 ao logar de 3' e reciprocamente; mudando depois 
os signaes de todos os elementos, A„ torna-se em (— 1)" . A„ e 
3 em (— 1 )p . 3. Ora o factor complementar de (— f)J> . 3 em 
(—1)" A„ será o mesmo que o de 3' em A „ , ou a ' ; logo o re-
cíproco de 3 em An será 

a = ( - 1 )n-P.x , 

e a e a' serão eguaes, do mesmo ou differente signa! conforme 
os graus n e p forem ou não da mesma paridade. 

C A P Í T U L O I V . 

Desenvolvimento do determinante 
pelos seus menores. 

25. Em cada termo d'um determinante entra um só elemento 
de cada linha e um só de cada columna; assim, convirá eífecluar 
o desenvolvimento, ordenando A, em relação aos elementos de 
uma fila. Vimos (n.° 20) como se determina o factor comple-
mentar de cada elemento; assim teremos para a linha i 

A » = A; i «ii + A,2 a a + • • + Ain a,„ , 

e para a columna $ 

A , = A u au + A2s a±s + • • + A,1S ans. 
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Os factores Ai,, com o signal implícito, são determinantes de 
ordem n — 1 , que pelo mesmo modo se fariam depender de ou-
tros de ordem n — 2, como estes se resolveriam noutros de ordem 
» —3 e assim por deante. 

26. Considerando mais particularmente o determinante da 
3." ordem, teremos pelo processo do n.° 20 

A 3 = ai bi c2 - a 4 i l «1 
1 

+ 03 6, ci 

bz C3 63 c3 h Ci 

= - 6 , a* c» a t C| - 6 3 aj ci 

as C3 «3 C3 «2 c4 

= c, a* h — Ci «1 bt + C3 «1 

«3 h ®3 a j bi 

= a1 bi Ci - 6 , flo Ci + C1 ai bi 

h C3 "3 C3 «3 63 

= - a 2 6, Cl ai Cl -Ci a, 61 1 

63 C3 03 C3 «3 63 j 

» a 3 61 Cl - 6 3 a, C1 + C3 a, b 1 

h Cs a 2 

I 
C» j « î 

A estas relações pode dar-se a forma 

: = A j ai + A j + A3 = 

= B, Ò j + B ^ + Bs ò3 = 

— CJ CI + CJ CÍ + C 3 C3 = 

Ai ai + Bi 6, + Ci C} 

A j aã + B2 + C j c j 

A 3 a 3 f B3 Ô3 + C3 c3 

(7) 
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sendo 

A , = h Ci , A 2 = - bi cx , A 3 = IH ei 

h C3 h C3 h cí 

B, = - «2 c* , B 2 = a \ ct , B 3 = - a , c, 

«3 C3 03 C3 

c , - a 2 h , c 2 = - a | bi , c 3 = a1 bi 
• 

«3 h 03 h a 2 02 

Pelo processo do n.° 21 , todos os termos se tomariam com 
o signal + porque 3 — 1 é par ; desenvolvendo, por exemplo, em 
ordem aos elementos da segunda columna teriamos 

C2 «Î + h c» «3 + 63 ci ai 

! c3 «3 Ci ai Ci a2 

que é a segunda das expressões precedentes, attendendo ás per-
mutações de linhas e columnas. 

27. Se nos desenvolvimentos do n.° 25 substituirmos os ele-
mentos a , i , a j , , etc. pelos de outra fila parallela, o resultado 
será egual a zero; ou 

Aii aki 4 A<2 aki + h A,-,, akn = 0 , 

A i s a i / + Aisdit f -A n i a„ í = 0 , 

para todos os valores de k ou de t desde I até n, com excepção 
de i = i e de í = s. Com effeito, os primeiros membros d'estas 
fórmulas silo, respectivamente, o desenvolvimento d'um determi-
nante em que são eguaes as linhas de ordem i e k ou as columnas 
d e ordem s c í , 
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D'este modo obteremos nos determinantes de 3." ordem doze 
relações, que resultam de trocar em cada uma das seis fór-
mulas (7) os elementos aj, b\, etc. pelos das outras duas filas 
parallelas. Estas relações são: 

Aj&i 4A2ò2 4- A363 = 0 , AjC| 4-A2c2 4-A3c3 = 0 ; 

Bia, + B 2 a 2 4 B 3a 3 = 0 , B i q 4 B2c2 4 B3c3 = 0 ; 

Cjai + C2a2 + C3a3 = 0 , + C262 4 C3&3 = 0 ; 
(9) 

Ai« 2 + B j è j 4 Cjc2 = 0 , A , a 3 + B i i 3 + C,P3 = 0 ; 

A 2 a j 4 B26, 4 C2cj = 0 , A 2 ' í 3 + Bi/,13 4 C2c3 = 0 ; 

A3ai 4- B361 4- C3C1 = 0 , A 3 a 2 4 B3&2 4 C3c2 = 0 . 

2 8 . Se um determinante fòr nullo, haverá a mesma relação 
linear homogénea entre todos os elementos de cada linha ou co-
lumna. 

Seja o determinante de 3. a ordem 1 ± a i ^ j c 3 . Se elle fòr 
nullo, teremos por esta hypóthese e pelas fórmulas (7) e (9) 

Aja] 4 A 2 a 2 4 A 3 a 3 = A3 = 0 , 

A161 4 A2fi2 4 A3ÍÍ3 = 0 , 

Ai ei 4- Ajco 4 A3P3 = 0 , 

ou 

Aiai 4 B|i»i 4 C1C1 = A 3 = 0 , 

Aia 2 4 Bi62 4 Cic2 = 0 , 

Ai« 3 4 BI63 4 Cic3 = 0 . 

Reciprocamente, se evistir a mesma relação linear homogé-
nea entre os elementos de cada linha ou columna, o determinante 
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será egual a zero. Seja 

0,01-1-6202 + 0 3 0 3 = 0 , 

á,ò, + §262 + 0363 = 0 , 

5,0) + 5 2 c 2 + 5 3 c 3 = 0 ; 

multiplicando estas egualdades respectivamente por A , , B, , C, e 
sommando os productos, teremos 

á ^ A j a , + Bibi + Cjcj) + Ô2 (A,O2 + B,62 + CiC2) 

+ Ô 3 ( A 1 a 3 + Bi&3 + C 1 c 8 ) = 0 . 

Ora os dois últimos termos são nullos (9); logo, se 3, 5 différente 
de zero, será 

A j a , + B,6, + Cjc, = A 3 = 0 . 

2 9 . Quando todos os elementos d'uma fila são nullos, o de-
terminante é egual a zero; porque, deesenvolvendo-o segundo os 
elementos d'essa fila, todos os termos do desenvolvimento tem 
zero por factor. 

Quando são nullos todos os elementos d uma fila com exce-
pção d'um, o grau do determinante abaixa-se d'uma unidade. 

Assim 

0 bi » 

02 63 C2 

<13 h c3 

= - 6 , 02 c2 

03 C3 

Inversamente, podemos escrever um determinante sob a forma 
d'outro determinante de grau mais elevado, accrescentando suc-
cessivamente ao proposto linhas e columnas em numero egual, e 
taes que em cada um dos systemas accrescentados o elemento 
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commum seja +1 ou — 1 conforme o numero d'ordem das filas, 
e que numa d'estas os restantes elementos sejam zeros podendo 
os da outra ser quaesquer. 

Assim 

a, b{ C| 

«2 62 C2 

«3 h C't 

«I b\ Cl 0 

a 2 C-) 0 

« 3 bs c3 0 

* * * 1 

1 0 0 0 0 

* a\ b\ c 1 0 

* a» c2 0 

* «3 b3 c3 0 

* * * * 1 

Os asteriscos podem ser substituídos por elementos quaes-
quer, que não influirão no valor do determinante. 

3 0 . Quando são nullos todos os elementos situados do mesmo 
lado da primeira diagonal, o determinante reduz-se ao termo 
principal: 

a, 0 0 0 

% lij 0 0 

a 3 &3 c3 0 

d j b í c i d 4 

a, bi 0 0 

; i 3 c3 0 

! br4 C4 dj 

a\bi I c3 0 

Cí (1 i 

Quando são nullos todos os elementos situados do mesmo lado 
da segunda diagonal, o determinante d'ordem » reduz-se ao pro-
ducto dos elementos d esta diagonal, com o mesmo ou differente 
signal conforme o maior numero par contido em n é dupla ou 
simplesmente par. 

31. O determinante pode também desenvolver-se em menores 

d'outras classes. 

Viu-se (n.° 22) que o producto dos dois menores A ^ e 
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pertence ao desenvolvimento de À „ , comtanto que se 

lhe dê o signal + ou — conforme no principal de qualquer dos 
factores as sommas dos índices dos dois systemas sejam da mesma 
ou différente paridade, e esses principaes se escrevam sem inver-
sões. 

Combinemos p a p em todas as ordens possíveis as n linhas 

que no quadro do determinante cruzam as p columnas de A^ 

e formemos os correspondentes 

n ( n - l ) . . . (« — p + 1 ) 

" 7 r 

menores distinctos d'ordem p, que se conteem nas mesmas p co-
lumnas; multipliquemos cada um d'estes menores pelo seu com-
plementar, com o signal conveniente. A somma algébrica dos 
productos será identicamente A „ . 

Com effeito, os termos, em que se'resolvem estes productos, 
pertencem ao determinante proposto, são distinctos e teem o 
mesmo signal com que entram em A„ ; por outra parte o seu 
numero é 

n(n — 1). .-.(n—p+ 1) 
p ! — . (n—p) ! ==n ! 

p\ 

sem reducções; e este é também o numero de termos do deter-
minante d'ordem n. 

Egual raciocínio se applicaria ao desenvolvimento do deter-

minante segundo os menores contidos nas p linhas de A ^ -

3 2 . A proposição do n.° 31 tem principal applicação no 
desenvolvimento segundo os menores contidos em duas filas pa-
rallelas, porquanto os determinantes de 2." ordem se resolvem 
immediatamente nos seus eiementos. 



LIÇÕES DE ALGEDUA. 

D'este modo teremos, para as duas primeiras columnas, 

A " = B,2 (ou a2 2) + B I 3 (au a3 2) + • - • 

+ Bi« («u dni) H 1- B„_i; „ {a„—ii i aU) 2) , 

onde se tomará B j 2 com o signal +, B,;j com o signal —, etc.; 
mas os signaes não serão sempre alternados, e o último termo 
deve tomar-se com o signal +. 

Em geral 6 sempre positivo o factor complementar do menor 
de 2 . a ordem contido em filas consecutivas duas a duas ; porque, 
se este menor fôr 

- — « i s a ; + i , í + 1 » 

o signal do factor complementar será dado (ri.° 22) pelo coeffi-
ciente 

l ) i + s + i + l + s + l = (_ l)t(i-H-M) = f 1 . 

Esta forma de desenvolvimento é sobretudo util, quando o 
determinante proposto é de i . a ordem, porque assim se resolve 
immediatamente em determinantes de 2." ordem. 

Observaremos também que os factores complementares dos 
menores contidos nas duas primeiras e nas duas últimas linhas 
de duas columnas quaesquer devem ter ambos o mesmo signal. 
Com efleito, se os números d ordem d'estas duas columnas são 
s e s + s', os menores de que se trata serão 

2 d= ais ai, s-\-s' . 2 ± ««—1,«an> ^ ; 

e a somma dos índices no último é egual á somma dos índices 
no primeiro accrescentada com o numero par 2 (n — 2). 

3 3 . Um determinante A„ pode elevar-se directamente á or-
dem n +p = m pelo seguinte processo. 
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Forma-se um determinante R de ordem p e egual á unidade, 
o que pode obter-se de muitos modos; o mais simples será suppôr 
egual a 1 cada elemento principal d 'es te determinante e nullos 
todos os que ficam para o mesmo lado da primeira diagonal, 
sendo os outros arbitrarios. 

Assim, teremos 

R = 1 0 0 . . 0 

* 1 0 . 0 

* * 1 . 0 

* * 1 

Colloca-se depois a primeira diagonal de R em seguimento da 
primeira diagonal do determinante proposto; e finalmente com-
pleta-se o quadro , preenchendo as linhas, ou as columnas, d 'um 
dos determinantes com zeros e as columnas ou as linhas, do outro 

elementos quaesquer, do modo seguinte: 

A » a, br • h 0 0 . 0 

«2 k • k 0 0 . 0 

(In K • In 0 0 0 

* * * 1 0 . 0 

* * * * * 1 

Com effeito, este determinante , desenvolvido nos menores 
de ordem n contidos nas n primeiras columnas, reduz-se ao pri-

3 

I 
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meiro te rmo 
» 

II x A „ = A „ , 

porque em cada um dos termos restantes entra como factor um " 
determinante com uma linha de zeros. 

Cor. 1. Se num determinante de ordem m forem nullos os ele-
mentos communs ás n primeiras linhas e ás m — n últimas colum-
nas, o proposto reduz-se ao produclo d um determinante de ordem n 
por outro de ordem m — n." 

Cor. 2. Se forem nullos os elementos communs ás n primeiras 
linhas e ás últimas m — n +1 columnas d um determinante de 
ordem m, este determinante será egual a zero. Porque num dos 
dois factores do Cor. / haverá uma linha de zeros. 

Cor. 5. Se num determinante de ordem m = 2n , dividido em 
quatro de ordem n por uma mediana horizontal e outra vertical, 
forem nullos todos os elementos communs ás primeiras n linhas 
e ás últimas n columnas, ou ás primeiras n columnas e ás últimas 
n linhas, o proposto reduz-se ao producto dos dois determinantes 
parciaes, adjacentes ao que 6 composto de zeros. 

Cor. 4. O producto de dois determinantes de ordem p e q 
pode sempre representar-se por um determinante de ordem p + q, 
como se vê no exemplo seguin te : 

a i 'H X C| d\ ei = Cl dl «1 * * 

h C-2 d.2 ei d2 CÁ * * 

C;s d-,i eA d, C,*Í 0 0 

0 0 0 Cl IH 

0 0 0 rt2 b* 

Se os determinantes dados fossem ambos de ordem n, o seu 
producto seria representado por um determinante de ordem 2n . 

3 4 . O determinante pode também desenvolver-se segundo os 
elementos de duas filas orthogonaes. 
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No desenvolvimento de 

A , = «11 «lá 

«21 «2á 

a;i a a 

«»i 

« I s • «1)1 

ííie . (li., 1 

pelos elementos das duas filas que se cruzam em a,>, haverá um 
grupo de termos A;s a i s fn." 20) que teem por factor aquelle ele-
mento. Designamos por A1S , com o signal implícito, o primeiro 
menor do proposto em ordem a a ; s ; nos elementos d'este menor 
ha todos os índices, menos i nos do primeiro systema e s nos do 
segundo. 

No resto do desenvolvimento pedido, os termos são todos da 
forma Ka^s. au : sendo aps qualquer elemento da columna s, me-
nos aiS, de modo que p pode ter qualquer valor desde 1 até n, 
menos i; e a u , qualquer elemento da linha i, menos o mesmo 
ais, de modo que l pode ser qualquer numero desde 1 até n, 
menos s. 

Ora, em A, os coeficientes de apt a!S e aps au são eguaes 
e de signal contrário, pela troca dos índices superiores ('Theor. 
de Bezout). Mas o producto dpi «Ú SÓ se encontra em A & ais; 
logo o coefliciente K é, com signal contrário, egual no coefficiente 
de apt em A,-s, islo é, ao primeiro menor Bpi d'este determinante 
A is em ordem áquelle elemento apt. Esse menor Bpt é o segundo 
menor que resulta do proposto pela suppressão das linhas i e p 
e das columnas s e i . 

Dando successivamente a p e a t todos os valores que podem 
competir a cada um d'estes índices, e representando por 2 a 
somma algébrica dos resultados, será finalmente 

A » = A is a is — 2 B pt aps au . 
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Se as duas filas consideradas se cruzarem na primeira dia-
gonal, em a", será • 

A „ = Au au — 2 Bpt dpi ait . 

Se o determinante fôr symétrico, Au também o será ; e como 
neste caso é ap i = djp, a fórmula anterior torna-se em 

A „ = Au au — 2 Bpi aip au . 

Mas como é também Bpí = B^,»a expressão B/p a ,p au não muda 
de valor quando se trocam p em t e t em p; portanto os termos 
correspondentes a valores deseguaes d estes índices são eguaes 
dois a dois. 

Supponhamos, por exemplo, que se quer desenvolver o de 
terminante symétrico 

A = 0 a b c 

a 0 Cl bX 

b Cl 0 ai 

c bi ai 0 

em ordem aos productos dos elementos da primeira linha pelos 
da primeira columna. Neste caso é i = 1 e an = 0; teremos pois 

A = - et12 (« i i . Aja + ai 3 . B 2 3 + a u B2 4) 

- a ) 3 (ai2 . B 3 2 + a i3 . B 3 3 + an . B3 4) 

— ai í («]5 . B 4 2 + «13 • B í 3 + a u . B44) ; 

mas é B«3 = B 3 2 , B 2 i = B í á e B 3 1 = B 4 3 : portanto será 

A = - (a,2js • B22 - (ais)2 • B33 - ( a i i ) 2 • B í 4 

— 2 ai2 • «i3 • B23 — 2 ai2 • «14 . B 2 4 — 2 a i 3 . au . B 3 4 . 
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Os segundos menores B calculam-se pelo primeiro An = 
(«22a33«44)> q u e tem o signal + no desenvolvimento procurado; 
e assim é 

B23 = — «32 «3Í 

«42 «44 

= — («32 «44 — «42 «3 í) > 

por exemplo. Formando do mesmo modo os restantes B e sub-
stituindo os elementos symbólicos pelos valores que lhes corres-
pondem no quadro do determinante dado, acharíamos, 

« 2 3 = ci . B 2 3 = a161 , etc. 

Do mesmo modo, para desenvolver 

A} = (alt a22 ÍI33 fl4i) 

pelos elementos da segunda linha e terceira columna, faremos na 
fórmula geral i = 2, s = 3; daremos primeiro a p o valor 1 com 
l = 1 , 2 , 4 , e depois successivamente o valor 3 e 4 com os mesmos 
de í. Acharemos assim 

A = A2;J <j23 — íij3 (B,i «21 + B,2 a22 + Bi i a2í) 
1 

— «33 (1*31 «21 + B;(2 a 2 2 + B 3 Í flí4) 

— «43 (Bit «ái + B|2 a i 2 + B y a 2 |} . 

Substituem-se depois os B e A 2 3 pelas suas expressões, que 
sao : 

A23 : «II «12 «14 

031 «32 «34 

«41 «42 «44 
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B i i = - «32 «34 . B,2 = + «31 «34 . B,4 = - «31 «32 

«42 «44 «41 «44 «41 «42 

»31 « + a ) 2 «14 . B 3 2 
= — «11 «14 , B 3 Í = + «11 «32 

«42 «44 «41 «44 «41 «42 

B51 = — «12 «15 . B „ = + «11 «14 , B44 = 
• 

«11 «12 

«32 «35 «31 «34 i «31 «32 

Assim se faz depender o calculo do determinante de 4." ordem 
d 'um da 3 . a e de nove da 2 . \ contendo o desenvolvimento final 
3 ! 9 . 2 = 24 termos, como deve ser . 

Es te méthodo é sobre tudo vantajoso quando a t i = 0, porque 
faz depender o de terminante de ordem n sómente de outros de 
ordem n — 2 ; e é principalmente usado para os determinantes 
symétricos, que já considerámos, e ainda quando o primeiro ele-
mento é zero e os outros da primeira linha s3o eguaes aos que 
lhe correspondem na primeira columna. 

Exercícios 

O. Achar o coellieiente de an em 2 + atl ar, (ra a\\ «i5 

IO. 1 2 3 = 13 4 2 I 2 3 + 3 2 3 

2 3 4 4 a ! 4 3 3 4 

3 4 5 

= (15 — 16) — 2 (10 — 12) - f 3 (8 — 9) — 0 . 

11. 1 a -b = | 1 c + a j a — b \ + 6 j a — b j 

— a 1 c l - c 1 1 - c ' 1 I 1 1 e 1 

b — c l 
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= 1 4- c2 + a ( a — bc) + b(ac + b) 
= l + a I + 6 î + c2 . 

12. 1 0 3 = 1 1 | + 3 2 1 

2 1 1 • 1 4 | 2 1 

2 1 4 * 

1 3 . 2 3 0 2 = 2 1 4 0 — 3 0 2 

(V 1 4 0 3 1 —1 1 4 0 

0 3 1'- - 1 2 0 1 3 1 —1 

1 2 0 1 

= 2 | 3 - 1 - 3 4 0 - 2 1 4 | 

| 2 1 1 - 1 3 1 | 

1 4 . 

2 — 2.4 (3 + 2) — 3 (— 4) - 2 (» —12) = — 4 . 

= 36; .0 0 0 0 0 1 = — 1 1 2 . ; 0 0 0 0 1 
! 0 0 0 3 x 

! 0 0 6 a y 

0 2 c b x 

1 3 0 2 0 

.0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 2 3 

0 0 0 4 1 S 

0 0 7 1 3 4 

0 2 1 3 7 6 

1 4 S 2 3 7 

1 5 . 0 a2 62 C2 = 0 1 1 1 = 0 aa' 66' cc1 

a2 0 c'2 6'2 1 0 cV1 626'2 aa' 0 cc' 66' 

62 c'2 0 a'2 1 c2c'2 0 a2a'2 66' cc' 0 aa' 
- 'C2 6's â'2 0 1 6S6'2 (M1 0 cc' 66' aa1 0 

16. Demonstrar a egualdade 

1 1 1 1 1 0 0 

1 1 0 0 0 

0 1 1 0 0 

0 0 1 1 0 

0 0 0 0 1 

1 ou = 0 . 

i 
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17. Achar o mesmo resultado para o determinante cujos elementos são 
todos zero, com excepção de aP, P_i = 1, aq, q±r = — l, fazendo successiva-
mentep = 2,3,. . ne q— 1, 2,. .n — r. 

18. Em S + tfn a-» «33 a-w aSh achar o factor de 2 + an aK. 

19. Desenvolver o determinante 

a, 6, ci di et fx = — (a^s) bt dt e, ft . 

n , 0 c2 0 0 0 6 4 0 0 0 

03 0 c3 0 0 0 65 d5 e5 A 

«4 64 c4 0 0 0 ds ('6 /Is 

a s 65 C5 d5 % /~5 

a« Cg d6 e6 fc 

" 20 . Desenvolver o determinante 

« 1 h 0 0 0 

a-. b. 0 0 0 

« 3 6 3 <•3 <?3 « 3 

aA h c 4 d , 

o 5 h <•5 d s 

21. Desenvolver o determinante 

a, bt r, di et f, . 

a> b-, c-, d-, e-> f-, 

03 b3 r-s di e3 f3 

«i ft, C4 0 0 0 

fflj 65 c5 0 0 0 

! <it be c6 0 0 0 

22. Desenvolver em ordem aos elementos da primeira linha e da pri-
meira columna o determinante 

0 x y z I = dfx- + bey- + acz* — xy (bf -f- de) — xz (ad + c f ) 

-x 0 a b -yz{bc+at). 

—y e 0 d 

— z e f 0 
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2 3 . Desenvolver 

x a b 

c x d 

e f x 

2 4 . Desenvolver 

=x3 — x (ac + be - f tf/) -f ade + bcf. 

x a b c 

—a x d e 

—b —d x f 

— c —e —f x 

= x * +a:2(a3+ + ( a f ~ be+cd)s 

C A P Í T U L O V . 

Addição das linhas. 

3 5 . Desenvolvendo pelos eleihentos da primeira columna o 
determinante 

A » - ai + ot| b\ c, 

a 2 f a i c2 

an + a n bn c„ 

acha-se (n.° 35) a expressão 

A , = («i + «, ) A n + (a2 + «2) A M + • • + (a„ + «„) A„i 

= (ai A u - p a 2 A 2 , H f- a„ A»i) 

+ (ai A u 4- *8 A2 t + • • + a„ A„i) ; 
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d'onde se conclue que é 

A m : a\ b\ c\ 

a<i c2 

+ a, b\ ci 

a g b.1 Cg 

«» b„ cn 

(10) 

Por conseguinte: 1.° Quando os elementos de uma fila forem 
binomios, o determinante de ordem n decompõe-se na somma de 
outros dois; a fila, correspondente áquella de que se trata, é com-
posta em um dos determinantes parciaes pelos primeiros termos, 
e no outro pelos segundos termos d'aquelles binomios; as res-
tantes n— 1 filas parallelas são communs a estes dois determi-
nantes e ao proposto. 

2.° Se ot], a 2 , . . a n mudarem de signal, o proposto será a 
differença dos dois determinantes que estão no segundo membro 
de (10). 

3.° Reciprocamente, a somma ou difierença de dois determi-
nantes da mesma ordem, que, só differem em uma columna ou 
linha, será um determinante da ordem dos propostos, com as 
mesmas n — 1 columnas ou linhas communs a ambos e a outra 
formada pelas sommas ou differenças ordenadas dos elementos 
différentes. 

Pelo princípio contido na equação (10) se mostra que os de-
terminantes 

0 a b » a b a 

a' a1 b> a b1 0 

a" a" b" a" b" o 

são eguaes e de signaes contrários; com efleito, o segundo é 
egual a 
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e a somma d'este determinante com o primeiro dos propostos é 

a a b | = 0 

a' a' b' 

a" a" b" 

3 « . Se forem binomios os elementos de mais de uma columna, 
decompôe-se primeiro o determinante proposto em dois, conside-
rando monomios os elementos de todas as columnas menos uma; 
depois decompôe-se cada um d'estes em outros dois pela mesma 
maneira, e assim por deante. O numero final de parcellas será 2™, 
sendo m o numero de columnas em que se verifica a hypólhese. 

Seja, por exemplo, 

A = a, + «1 b\ + (3j C\ 

flj + «j + C2 

; a3 + a3 b3 + fjj c3 

AI bx+{3, CL + »1 + CI ; 

«2 + c2 Oi 6 Í + (32 C2 I 

A? + C3 « 3 63 + PS C 3 

decompondo cada um dos determinantes que estão no 2.° membro, 
acha-se 

A = AI bi CL + AI CL 

« 2 bî C2 A 2 P i C2 

a3 63 C3 a3 C 3 

+ AL 61 CL + AI P l CL 1 

« 2 bi C2 «2 3 « C2 

«3 b3 C3 « 3 C3 ! 
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3 7 . O s elementos a i , f t , etc. são quaesquer, e alguns podem 
ser zero. Se fôr, por exemplo, 

A = aj + x b\ ci 

a2 + x cg 

a 3 c3 + a; 

acha-se primeiro 

A = ai b\ c 1 

a2 bi + x cg 

a 3 Ô3 c 3 + x 

ai b 1 C| 

a^ + # c s 

«3 63 c3 + a; 

+ x b\ ci 

0 63 + x cj 

0 63 C3 + a; 

+ tf C 2 

c3 + x 

e proseguindo pelo mesmo estylo teriamos finalmente 

A = a i 6. Cl + x\ a i 61 + ja, C l + 62 c2 

I 
a 2 C2 í a 2 bi 

1 

j 03 C3 63 c3 

« 3 H C3; + SC* (AI + + C3) *F- . 

* t 

Applicando esta forma de desenvolvimento ao determinante 
symétrico 

A = A - s B" B' | , 

1 B" A ' - S B | 

i B' B A " - « 
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acha-se 

' A s | A B'' B' 

B" A' B 

B' B A' 

- (a, + + a3) s 

+ (A + A' + A") s2 — s 3 , 
(12) 

fazendo A A ' - B " i = 31, A A " - B ' 4 = <32 e A ' A " - B * = <J3. 

3 8 . Se em (10) fôr 

«I - pci , aj = , a« . 

o segundo determinante do 2.° membro será egual a zero 
(n.° 17, cor.), e teremos 

ai + pc\ b\ cj 

a 2 + pc% c i 

a» + pc„ 6„ c„ . 

a\ b\ cj 

ag 62 c2 

Semelhantemente, se os elementos da primeira columna forem 
compostos de mais termos proporcionaes aos elementos de outras 
columnas, o determinante subsistirá o mesmo. E como esta pro-
posição pode applicar-se a qualquer outra fila, concluiremos que: 

1Um determinante não se altera quando juntamos ordenada-
mente aos elementos de uma fila os de outras filas parallelas, res-
pectivamente multiplicados por factores constantes, positivos ou 
negativos. 

Se além das relações precedentes fòr também 

ai lib\ , a2 = khij, , an = kb„ , 
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os dois determinantes do segundo membro de (10) são eguaes a 
zero, e portanto o proposto egualmente o será. Logo: 

2." Quando os elementos de uma linha, ou columna, são eguaes 
á somma dos productos dos elementos correspondentes de duas ou 
mais linhas, ou columnas, multiplicados respectivamente por fa-
ctores constantes, positivos ou negativos, o determinante é egual a 
zero. 

Applicações: l . a O determinante 

A — I 1 a b + c | 
j 

li b a+cj 

1 c a + b j 

é egual a zero. Com effeito, juntando a segunda columna á ter-
ceira, vem 

A = 1 a a + b + c \ (a + Z> + c) ! 1 a 
I I 

1 ba+b+c 1 6 

l c a + ó + c I c 

= 0 . 

2.* Quaesquer que sejam x, y, z, será sempre 

a r. 
7 i 

— a ß X y 

— a 7 rr 

— a -7 6 

- 2 : ,aßyS; 

porque, juntando a primeira linha a cada uma das seguintes, 
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vem 

« ? y ô 

0 2 p a; + y y + ô 

0 0 2y ^ 4- S 

0 0 0 26 

= « . 2 p . 2 - / . 2 5 

Em geral, o determinante de ordem n, em que a primeira 
linha e a primeira diagonal são idênticas e em cada columna o 
respectivo elemento principal se repete até ao fim com signal tro-
cado, reduz-se ao producto do termo principal por 2 " — 1 . 

39. Theorema. — Se fôr o determinante A 4=(aiÒ2C;)d4 )=0, 
e simultaneamente os menbres 

A, = 0 , A3 = 0 , A 4 = 0 : 

será tembem Aî = 0, se algum dos elementos da segunda linha 
fòr différente de zero. 

Se fôr différente de zero, a proposição resulta evidente-
mente da egualdade 

A 4 = A j ai 4- A j a 2 + A3 o 3 + A4 a i = 0 . 

Se fòr aj = 0, supponhamos que é, por exemplo, ig diffé-
rente de zero. Sommando a 2 . a columna com a l . a , teremos 
(n.° 58, i.°) 

ai + 61 Cl d, 

a 2 + b<i 1* Ci di 

« 3 + ^3 h C3 d3 

ai + 64 h C4 di 
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e desenvolvendo depois pela primeira columna, vem 

A i = (oj + A, + (os + 63} A 2 + (o3 + 63) A3 + (a 4 + é4) A i = 0 

ou A| = ò í A j = 0 e portanto A2 = 0. É evidente a generali-
sação d'este princípio. 

4 0 . O princípio da addição das linhas emprega-se com van-
tagem no cálculo dos determinantes, abaixando successivamente 
uma unidade á ordem do proposto; mas convirá primeiro simpli-
ficar este determinante, dividindo (n.° 13) os elementos de cada 
linha, ou columna, pelo seu maior divisor commum. 

Basta um exemplo, para se ficar conhecendo o processo que 
deve seguir-se. Seja 

A = 12 16 2 4 3 3 = 2 0 x 3 16 2 4 3 3 

2 0 2o 3 5 4 5 1 5 7 9 

2 0 2 7 36 55 5 27 36 55 

2 8 3 8 51 7 8 7 3 8 51 7 8 

onde o segundo determinante se obtém dividindo por 4 e 5, 
respectivamente, a 1." columna e a 2." linha do proposto. Sub-
trahindo da t.% 3." e 4 . a linha a 2." multiplicada ordenadamente 
por 3, 5 e 7, resulta (n.os 25 c 38, L°) 

A = 2 0 x 0 1 3 6 = - 2 0 1 3 6 

• 
1 5 7 9 2 1 10 

0 2 1 10 3 2 15 

0 3 2 15 

e continuando pela mesma maneira, achariamos A = — 20 . 
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Como se vê, todos os elementos d 'uma columna se reduziram 
a zero, menos um que é a unidade. Em geral , reduzem-se pri-
meiro á unidade todos os elementos significativos d uma linha, 
ou columna (n.u 19) , e depois a zero todos os elementos da mesma 
fila menos uin ín.° 58, /."!. 

\ ' / 

41. Consideremos ainda o determinante de ordem n - f t 

A = t 0 0 0 

1 2 0 0 

1 3 3 0 

1 ii *c n 0 

1 í t + 1 . n + 1 

em que os elementos da linha de ordem r sào os coefficientes, 
menos o último, da potencia r do binomio, complelando-se a 
mesma linha com zeros. Será portanto (ti.n 30) A = (n + 1)! 

Multiplicando a última columna por xn e juntando-lhe as an-
tecedentes respectivamente multiplicadas por x 1 , x . . xn~ 
acha-se (n us 15 e 58, 1 .<>) • 

xn . A •• 1 0 0 

1 2 0 

1 3 3 

I n + 1 4 C „ + 1 

(x+ l ) - x 

[x+ i)*-x2 

[x+ l j 3 — X3 

e o novo determinante resolve-se pela última columna na dif-
ferença de dois, que podemos representar por / " ( . r + 1 ) e f ( x ) 

porque elles se coinpòem da mesma maneira com x + 1 e x. 

4 
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Teremos pois, segundo o valor de A, 

f(x+i)-f{x)=*{n + 1)!»» ; 

e mudando successivamente x em x — I, acha-se 

f ( x ) — f[x— 1) = (n + 1) ! (x— 1)" , 

f[x— 1) — f ( x — 2) = (n + 1]! (x —2)" , 

f ( 2 ) - / { 1 ) = ( n + l ) ! x l « . 

Sommando estas egualdades com a precedente , reduzindo, 
fazendo /" + 2" + 3n — . . + xn = Sn, e iiotnndo que segundo a 
forma de f[x) é — 0 e que na última columua de f(x + 1) 
lia o factor commum ar + 1, resulta finalmente 

S„ = 
x + l 

( 7 + 1 ) " ! 

1 0 0 0 1 

1 2 0 0 x + 1 

1 3 3 0 ( ® + 1)* 

1 n + t « C . + I -

Para n = 1, vem 

1 -f 2 + • • • + a: = 
x+i I 1 

1 x+ 1 

2cn+1 [x+l)» 

x [x + 1 ) 

como já era sabido. 
Pana n = 2, acha-se do mesmo modo 

a ; + 1 1 0 I 

3 ! 1 2 x + 1 

1 3 l ) 2 
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ou, desenvolvendo pela 1.° linha, 

S , = 
2 3 ! 

e desta expressão resulta 

2 1 + 1 2 | 

( 3 x + 1 1 3 j 

l2 + 2 i + . . . + a;2 = 
x{x + 

6 

Para n = 3, teriamos também, desemolvendo o determinante 
pela í . a linha, 

S 3 = 
( * + l ) s 2 0 

4! ' 3 3 

4 6 

1 

porque o menor recíproco do último elemento d'aquella linha é 

1 2 0 = 1 2 0 

1 3 3 1 1 3 

1 4 6 1 1 3 : 

o último des tes determinantes forma se do primeiro, subtrahindo 
a l . a linha da 2." e esta da 3 . a . 

Desenvolvendo S3 pela l . a linha e continuando o cálculo, 
achava-se por último 

S . -
x* (ar + 1)« 

21 

donde, comparando com Sj , resulta 

(1 + 2 H 1- — l í + 2 - H ••• + *» 
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Exercícios. 

25. Mostrar que é egual a l o determinante (números figurados) 

1 1 1 . 1 1. . 

12 3 . n—l n 

1 3 6 . 

26. Mostrar que é zero o determinante enjos elementos são os primei-
ros m* numéros inteiros, dispostos do modo que a son.ma dos elementos de 
cada linha ou eolumna é constante fquadrado mágico). Por exemplo: 

8 12 

10 6 

H 

o 

1 

15 

14 

•i 

: 0 

25. Deduzir a egualdade 

0 1 1 1 

1 0 a 6 

1 a 0 c 

l b c 0 

= (a + b — c) (a — b — c) — 2b (a -f c — t<) 

2 8 . Hesolver a equação 

2 0 . Desenvolver 

ax-\~b e I = 0 

cx -f- d f j ' 

x a .b c 

a r 0 0 
j b 0 x 0 

, c 0 0 * 

x* a li r = a-2 (a* — a* — b7 — C1) 

a 1 0 0 
0 1 0 

0 0 1 
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30. Deduzir a egualdade * 

; (x + a b + c) (x + a — b — c) 

X (x -)- b — c — «) (x -f- c — a — b) , 

x a b c 

a x c b 

b c x a 

c b a x 

que se torna, para x = 0 , em — (a+& + c)(«-f-&—c) (a- fe —6) (b-\-c—a). 

C A P Í T U L O V I . 

Producto de determinantes da mesma ordem. 

42. O producto de dois de terminantes da mesma ordem pode 
ser expresso por um determinante da ordem de cada um dos fa-
ctores. 

Se jam, com effVito, os determinantes de 3.11 ordem 

<ll 6. . Q = «1 Pt 71 

«2 h f î «2 P2 72 

? 3 h »3 Ê 3 73 

designando o seu producto por R = P x Q, será (n.u 33, cor. A) 

«1 b, CL * * * 

A 2 h C2 * * * 

« 3 b C3 * * * 

0 0 0 «1 Pi Ï 1 

0 0 0 «2 ? 2 Y2 

0 0 0 »3 0 3 T3 
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Substitua-se neste quadro 6 determinante de 32 elementos 
arb i t rar ios por 

- 1 0 0 

0 - 1 o 

0 0 - 1 

= ( - 1 ) 3 ; 

junte-se respectivamente a cada uma das t res primeiras columnas 
de R a somma dos productos das tres últ imas por a \ , o j , «3, 
por 61, 62 , 63 e por q , c2, c 3 . 

O determinante R conserva o seu valor (n." 38, 1e toma 
a forma 

R 0 0 0 - 1 0 0 

0 0 0 0 - 1 0 

0 0 0 0 0 - 1 

A-i h m | . «I Pi 7i 

h k m 2 «2 H 

l< 3 h m 3 «3 73 

sendo 

kl = a^n 4 4 a3yt , /rç = a , » 2 4 a 2 p 2 4 a 3y 2 , 

h = a i a 3 4 a2fI3 4 03-/3 , 

'1. 2̂« '3 estas mesmas expressões com a mudança de a em b, 
finalmente m\ , m 2 , W3 ainda as mesmas expressões com a mu-
donça de a em c. 

Posto isto, pela troca das diagonaes R torna-se (n.° 48) em 
R' = (— 1 ) , R . Mas, designando por Rj o determinante dos 3S 
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elementos ki, 1\,. . . m3, será também fn." 55, cor. 4) K' = S . R | 
= ( - l ) 3 . K l . 

Logo 6 R = R | , ou 

ai h Cl X Pl 71 

a* 62 cs «2 72 

«3 b3 C3 *3 3.3 73 

(13) 

a , a 1 + a2fíi + aayi + ht>1 + &371 c,«j + + C371 I 

a(o!2 + a2l32 + a372 61 «2 + + ci »2 + c2p2 + <"372 

a i a 3 + «2P3 + «373 «3 f 62P3 + h7s c i a 3 + C2P3 + C373 j 

Este resultado 6 geral . Se os factores P e Q são de ordem 
n, é S = (—1)", o producto R è de ordem 2n fn.° 55, cor. 4), e 
(n.° 3) o numero de inversões da 2." diagonal de R ó n ( 2 n —1). 
Mas este numero é da mesma paridade de n; e por tanto viria 
ainda ( - 1 ) « . R = ( - 1 ) » . R , . eR = R, . 

Logo, o producto de dois determinantes de ordem n é um de-
terminante da mesma ordem, cujos elementos são as sommas dos 
productos que se obtcem multiplicando todos os elementos de cada 
columna d um dos factores pelos elementos correspondentes de todas 
as linhas do outro factor. 

43. Pode verificar-se o resultado (13) , decompondo o 2 .° 
membro em determinantes de elementos monomios. Com effeito, 
fazendo a decomposição pela primeira columna somente, veem Ires 
determinantes com a primeira columna de elementos monomios 
e as outras duas de elementos trinomios. Cada um d'estes, de-
composto pela segunda columna, daria outros t res , ao todo nove, 
com elementos trinomios na terceira columna somente. Cada um 
d'estes nove daria ainda t r e s ao todo vinte e sete, com todos os 
elementos monomios. 
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Entre estes vinte e sete determinantes ha seis, como 

aja 1 6,(3, c3yi 
a|i*5 hfa C3 72 
a1a3 c?rn 

que teem por factor commum o determinante 

h y\ 

«2 {3, 72 

«3 73 

Os restantes, como 

a i«i b\a.\ c2(3j 

a i *2 c2^2 

ai »3 3 C2(33 

ai»i 6i»i ci«i ; , 

a i a 2 t i«» C|®2 

a t «3 ôi«3 c t a j 

são nullos por terem, pelo menos, duas columnas compostas de 
elementos proporcionaes (n." 38, 2.°). Assim pode-se escrever 

Ri = Q x T , 

representando por T um factor que só depende dos elementos do 
determinante P. 

Designando por R' o valor que toma Ri quando em Q 
cada um dos elementos principaes é a unidade e cada um dos 
restantes é zero, a relação precédente torna-se em R' = T, visto 
que T é independente dos elementos de Q e que naquella hypó-
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these é Q= 1; s imul taneamente é donde se conclue que 
serã T = P , e portanto R | = P x Q . 

4 4 . Do princípio do n.p 15 resulta que o producto de dois 
determinantes do mesmo grau é susceptível de quatro formas, 
que se obteem combinando: 

/." Os elementos de cada Unha de P com os de todas as li-
nhas de Q; 

2." Os elementos de cada linha de P com os de todas as co-
lumnas de Q; 

3." Os elementos de cada columna de P com os de todas as 
linhas de Q; 

4." Os elementos de cada columna de P com os de todas as 
columnas de Q. 

Se os factores sào do segundo grau , estas quatro formas sào 

ai bo 

Pi = di«! + OJPI + 62(BI ! 

Ps a \ + a j ô|<*2 + Ò2P2 

= « l a l +&1P1 a2«i + Ò2P1 

a.2»2 + &íp2 ; 

= a^aj + aj»» ftjai + 

ai Pi + a 

- a^aj + ftjaj aiPi + &iPs> 

«2a 1 + «2P1 + à t f z 

Do mesmo modo se achariam sem difliculdade as quatro formas 
do producto de dois determinantes de 3." ordem. 

4 5 . Para formar o quadrado d um determinante applica-se 
a regra precedente á multiplicação de dois determinantes eguaes. 
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Assim, com a multiplicação por linhas achava-se 

! ai ci j 2 

a 2 t>l c2 ; 

• I , " • ' 

a 3 C3
 1 

* 9 9 9 

a j + + c" , aicii + bibi +C|C2 , a ,a3 + 6163 + cjc3 » 

2 4) .) 
+ + cjc2 , a 4- 6" 4- c^ , a 2 a 3 + + c4c3 

2 2 2 

2 S 2 
0 ^ 3 + 6 , 6 3 + cic3 , o 2 a 3 + M 3 + r2c3 , a 3 + + e 

que é um determinante symétrico de 3. a ordem. Do mesmo modo 
se veria que o quadrado d'um determinante de ordem n é um 
determinante symétrico de ordem n. 

Fazendo nas últimas fórmulas do n.° anterior 

aj=«i, a2 = «2 , 6| = P i , 62 = S 2 , 

teremos as Ires formas do quadrado do determinante de 2." or-
dem, a saber : 

a, bj 

ai b-2 

9 j 

aia% + as>h% a%bi+b~ 

Oj + ^J ai(iz + b\b<i 

2 •> 
a j o 2 + òi&2 a + 6" 

2 4 

(14) 



59 

— íT + a~ a\b\-\- • 

a j ò j + a j ô j bl + bl 

A última d'aqtiellas fórmulas dava o mesmo resultado que a pri-
meira. 

Desenvolvendo os determinantes na segunda das expressões 
precedentes, acha-se a relação 

(15) 

2 - a^b^y+ (aiai + bíb<i
S) . 

4 6 . Sendo eguaes a 1 todos os elementos da 1." linha ou 
da l . a columna, simplifica-se a notação do determinante, suppri-
mindo essa fila e escrevendo só, por exemplo, 

ai bt C\ 

a o b-i cg 

em vez de 

1 1 1 . 

b\ c, 

a$> bi C9 

Desenvolvendo pelos elementos da 1.* linha, acha-se que este 
determinante 6 a sumiria dos tres 

bx Cl + Cl a, + a , b\ 

bi c2 ci «2 a2 bi 
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e por este motivo se chama múltiplo. Aquellas parccllas estam 
ligadas (n.° 27) pelas relações 

«1 ( ^ 2 ) + bi (cjaj) + ci (a^a) = 0 , 

(u (biCi) + &2 (cja2) + Ci [aibi) = 0 . 

Applicando a regra da multiplicação a dois determinantes 
múltiplos da mesma ordem, o resultado é a somma dos productos 
que resultariam de multiplicar cada termo de um dos factores 
pelo termo correspondente do outro. Assim, fazendo 

p = ai bX C1 1 X «1 ßl 71 

bi C2 ! «2 ßi 72 

o producto será 

P = a i» , + 6,ß, + ty/ i a 2 a , + 6j6, + c2-/j 

âjota + 6jß 2 + cfli a ja» +• b^i + c^/i 

e desenvolvendo viria 

P a ( b, X «1 ßl + | « l c, X «1 71 

a 2 h «2 1 «2 c2 *2 72 

+ b\ et X ßi 71 

bi Cf ß2 72 1 

(16) 

Com effeito, decompondo a penúltima expressão de P em de-
terminantes de elementos monomios, uns são como 

j a , a , j = 0 ; 

| "Ia-2 \ 
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os outros repartem-se, dois a dois, em grupos da forma 

= (o|6j) x . a i«i &2P1 -f 

«i«2 h f a 

bifa a$*\ 

b\ j32 a 2 a 2 

A regra da multiplicação, applicada a quadros que teem mais 
linhas do que columnas, produz um determinante egual a zero. 
Com effeito seria, por exemplo, 

« 1 X « 1 £>1 

a 2 6 2 » 2 
rfi ! 

«3 63 « 3 P3 

(17) 

+ a f a + ^iPs a j»3 + òi{s81 = 0 

üíh + bzfit a 2 ? 2 + 6Í|32 o» 5Í3 

a3«, + 63(B, a3a2 + b3i 2 a3«3 + b3fo , 

porquanto este resultado representa o produclo de dois determi-
nantes, dos quaes um ou ambos teem uma columna de zeros. 

J B x o r c í o i o . s . 

31« Fazendo na penúltima das fóimulas (14) 

а, = a-{-b V —1 , a, = <v + b' v /

—1 , 

a
2
 — c — d , a

2
 = c' + d' V—l , 

б, = _ t + vC_í ; (Í! = _ c' -f / H l , 

bt == c — d >'— I . Pj = a' + // v7—! 
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achar a relação 

(02 + 62 + 0 2 + <P) X (a« + 6« + c'~ + d'2) 

= (ab' + 6a' + cd1 + tfc')2 + (ac' + bd' - ca' — db'p 

+ (ort' - 66' -f cd - dá')' + (ad' — 6c' — cb' + da')', 

na qual se vé que: o producta de duas summas de quatro quadrados é tam-
bém a somma de quatro quadrados (Euler). ' 

3 2 . Achar o desenvolvimento 

•a b 

6 — a 

c d 

d c 

= —(6 + o + d - a ) (a f c-\-d — d) 

X ( « + 6 + d — c) (a + 6 + c — d) 

3 3 . Formar o producto 

j A B 

A' B' 

C I X la; y l 

C 

j A " B " ' C" | 

A « + 11 Y + C A í c ' + B y' + C 

A'x + V'y + C A ' Z ' + B 'y'+C 

\"x + B "y + C" A"ar'+ B"f/' + G" 

y' i 

y" 1 

A x " + B Í / " + C 

A ' x " + B ' y " + C' 

A " a r " + B " y " + C " 

C A P I T U L O V I I . 

Determinantes adjnnto e de Vandermonde. 

4S . O determinante, formado com os primeiros menores de 
outro de te rminante A de ordem n, é lambem de ordem n e 
chama-se adjunto do proposto. Assim A e o seu adjunto süo 
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dados pelos quadros 

A = aj 61 . . h , À ' = A, B, . . L, 

a 2 ò2 ... h a 2 b 2 . . L 2 

an bn . • h A„ Bn . L„ 

Multiplicando estes dois determinantes, acha-se 

A x A ' == 

ATAJ 4- 6JBI + ••, <JIA24- 6]B24- -, •• A,A„ + &IB« + 

a 2 A j + 62Bi 4 • - , a 2 A 2 + ô2B2 + • - , • • a 2 A n 4 Í»2B„ + 

A«AI 4-6„BI + ••. FLNA2 + Í»„B24- • -, •• A„A„ -FÒ„B„4-

neste ultimo determinante cada um dos elementos principaes é 
egual a A (h.° 25) e todos os mais são eguaes a zero (n.° 27); 
donde se conclue (n.° 30) que é A x A' = A" e portanto 
A ' = A " - 1 . 

48. Ao primeiro menor de A ' , recíproco do elemento A j , 
pode dar-se a forma (n.° 29) 

1 o o . . 

A2 B2 C2 

A3 B3 C3 

A LI B„ C„ . . 
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e multiplicando por A, vem 

A x — 

a , , a , A j - f 61 B2 f •, ••• a i A„ + &i B„ 4- -• 

as, AJ + 0 2 B 2 + - • • • a j A „ + 6 j B „ + • • 

«3» a 3 A j + 63 B2 + • •, • • • a 3 A„ -f 63 B« + •• 

an, a n A 4 + 6 n B 2 + • • a„ An +b„ B„ + 

N e s t e ultimo determinante cada um dos elementos princi-
paes é egual a A, com excepção do primeiro at; e todos os 
elementos para o lado superior da primeira diagonal são eguaes 

a zero : logo é A . A " - 1 , ou = aj . A n — 2 . 

O menor complementar de Bj é do mesmo modo 

0 I 0 

Aí Bi Ca 

A 3 B3 C3 

A„ B« C,i 

e multiplicando por A vem 

A x 

b\, ci| Ai + £>1 Bj + • • 

bi, «2 A j + 62 B j + • • 

63, «3 A2 + 63 B j + •• 

bu, a„ A2 + Bj + • 

1 = 

a, A „4- í>i B „ 4 -

a ä A„ 4- b2 B„ 4-

«3 A„ - f -6 3 B„4-

a„ An 4- bn B„ 4-
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Cada um dos elementos principaes d'este último determinante 
é egual a A, com excepção do primeiro que é b\; e todos os 
elementos para o lado superior da primeira diagonal são eguaes 

a zero: logo é A x = - bx . A " - 1 , ou < ^ = - 6 , . A ' — 2 , 

com o signal determinado pela posição do elemento B | . Obti-
nham-se expressões análogas para cada um dos outros menores de 
primeira classe do determinante adjunto. 

O menor de segunda classe, complementar do menor (Aj Bj) , 
será do mesmo modo 

K 1 

0 

A 3 

Ai 

0 

1 

B3 

»4 

0 

o 

o 

o 

c3 D3 

Ci l>í 

A„ B„ Cn D„ 

multiplicando K por A, acha-se o producto 

a , , b\, ai A3 -f b\ B3 + , •• at A„ + 6i B „ + • • . 

a 2 , bit a 2 A3 + 62 B3 • •, • • a* A„ -f h B» + • • 

a 3 , ba, a3 A3 + b3 B;J + • •, • • a3 A„ +l>3 B„ 4- • • 

a„, bn, a„ A3 + 6„ B 3 + • •, •• a„ A„ — bn B„ + •• 

Nas duas primeiras linhas todos os elementos são nullos, com 
excepção de a j , b\ ,<n, bf , portanto o determinante precedente é 
o producto do menor (ai kt) pelo determinante contido nas últi-
mas n —2 linhas e n — 2 columnas. Este determinante tem cada 

5 
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elemento principal egual a A, os que ficam para o lado supe-
rior da primeira diagonal nullos, e é portanto egual a A " ~ ã ; 
assim, será o producto 

A x K = (ot 62) x A " - 2 , 

e portanto 

K = (a, b.2) A ' — 3 . 

Outro menor de segunda classe formava-se pela mesma lei, 
attendendo á regra dos signaes. E em geral: um menor de classe 
n — p do determinante adjunto è egual ao menor correspondente 
do determinante primitivo multiplicado pela potencia p — 1 d'este 
último, com o signal -f ou — conforme convier áquelle determi-
nante menor. 

Cor. Se fòr A= 1, é também o seu adjunto A ' = I . Se 
fòr A = 0, A' e os seus menores de qualquer classe são nullos; 
para os de 2." ordem, ou de classe n — 2 , teremos 

A , B 2 - A i B , = 0, AiC2 - A2C, = 0 , etc. 

A,B 3 - A3B1 = 0 , A1C3 - A3C, = 0 , etc.; 

donde 

A, = = B 1 = C, = 

a 2 b 2 c 2 

A i _ B) _ Cj = 

a 3 b 3 c 3 

A estas relações pode dar-se também a forma 

Ai = A , = A3 = 

b, b 2 b 3 ' ' 

Ai = A2 = A 3 = 

Ci C2 C3 
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Logo: quando um determinante é egual a zero, os menores de 
primeira classe relativos aos elementos de duas linhas ou duas co-
lumnas sào proporcionaes. 

4 » . No determinante de Vandermonde cada columna, ou cada 
linha, é formada pelas potencias successivas da mesma quantidade, 
a partir da potencia de grau zero; o de ordem n será 

A = 1 

a » - ' />"—1 . / " -1 

Quando duas das quantidades a, b, . . I sáo eguaes, é 
A = 0; portanto A terá por factor cada uma das differenças dis-
tinctas a — b, a — c, . . . h —l. Ora, se formarmos o producto P 
d'estas diflerenças, ou 

P = {a-b)(a-c) . . . (a-l) 

x(b— c) . . . (b— l) 

x ( k - l ) , 

veremos que A 6 do mesmo grau que P; e portanto este determi-
nante será, em geral, o producto de P por um coefficiente numé-
rico. Por outra parte, o termo principal de A entra em P com 
o coellicienle 

«(»— 1 ) 
( - 1 ) . ( - i ) 2 . . . ( - l ) « - 1 = ( - t ) . , 

logo, será A = d t P conforme seja dupla ou simplesmente par 
o maior numero par contido em ». D'aqui resulta A2 = P 2 ; por 
onde se mostra que o quadrado de A é o producto dos quadra-
dos de todas as differenças distinctas das n quantidades dadas. 

# 
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Formando aquelle quadrado e representando em geral por 
Sr = ar + òr . . +lr a somma das potencias semelhantes dos nú-
meros a, b, . . I, acha-se 

A * = So 

S, 

51 

5 2 s . 

s„—i Sn . Sj(w—i) 

Do mesmo modo se acharia 

1 1 

a b 

1 2 _ So S, | 

S, Sg 

formando pelo princípio da multiplicação (n.° 44, I.") o quadrado 
que está no 1.° membro; mas este quadrado é (16) a somma 

1 1 U | 1 1 • + 1 1 ! 

a b 
i 
i a c 
• 

k l\ 

logo o menor de 2. a ordem formado com os primeiros quatro ele-
mentos de A 8 é 

50 Sj 

51 S 2 

ou a somma dos quadrados das differenças dislinctas das quanti-
dades dadas. 

5 0 . Propriedades dos determinantes. — As propriedades fun-
damentaes dos determinantes são, em resumo, as seguintes: 
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I. Não influe no valor do determinante a conversão das co-
lumnas em linhas e das linhas em colutnnas. 

II. Multiplicar uma columna ou linha por um factor m é 
multiplicar o determinante por m : 

| (ma) bc\ = m |aòe| , |«6c| = »» | ( — J fec| . 

Daqu i resulta | O br. | = O, | (— a) bc | = — | abe |. 

III. Pela tr< ca de duas linhas parallelas o determinante muda 
de signal: 

| abe | = — | acb | = | cab | = — | cba | . 

IV. Se os elementos de duas linhas parallelas, considerados or-
denadamente, são eguaes ou proporcionaes, o determinante é nullo: 

| abb | = O , | aba | = O , | (ma) ba | = O . 

V. Aos elementos d uma linha, ou columna, pode-se juntar, 
sem alterar o valor do determinante, os elementos d uma ou mais 
linhas, ou columnas, respectivamente multiplicados por factores 
constantes: 

| (a + mb + nc) bc | = | abe | . 

VI. Se todos os elementos d uma linha são polynomios de m 
termos, o determinante é a somma de m determinantes de elementos 
monomios: 

| (a + a' + a") 6c | = | abe | +1 a'bc \ + a"bc \ , 

| (a + a') (b + b') c | = | abe \ +1 a'óc | + | ab'c | + | a'b'c \ 
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VII. O produclo de dois determinantes de ordem n é um de-
terminante da mesma ordem, cujos elementos são as sommas dos 
productos dos elementos de cada linha do primeiro multiplicados 
pelos de cada linha do segundo: 

| abe | x | a-tfiy | = 

| ( a a j - r 63t (aa 2 + + cy2) ( a a 3 - 6 ( 3 3 + cy3) | . 

O produclo pode ter quatro formas, que resultam da propriedade 1. 

5 1 . Propriedades dos menoros — Continuando a designar por 
A is o primeiro menor d 'um determinante A „ , complementar do 
elemento a, s do mesmo determinante , consideremos as expressões 

au Ad - r a^ A^A r a,„ A ;„ = d , 

au A u + a 2 s A » H h ans \ n t = ò' , 

podendo os inteiros i , s e t ter qualquer valor, desde 1 até ». 
As propriedades dos primeiros menores são as seguintes : 

I . d e -d' são eguaes ao determinante proposto, quando são 

respectivamente i = t e s = t ; 

II. ò e d' são eguaes a zero, quando i e s são différentes de t. 

E x e r c í c i o s . 

3 4 . Deduzir a egualdade 

x a a a 

a x a a 

a a x a 

a a a x 

(a :+ 3«) ( x - a Y 
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e em geral, para a ordem n, 

A = [x + (n — 1) a] (x - a)—' ; 

3 5 . A equação 

= 0 3 a X X X 

X b X X 

x X c X 

X X X d 

torna-se primeiro em 

a X X X 

x — a b — x 0 0 

x — a 0 . c — x 0 

x — a 0 0 d — x 

1 = 0 ; 

mostrar que ella se reduz finalmente a 

(x — a) (x — b) (x — c) (x — d)—x(x — a) (x — c) (x — d) 

— x(x — a)(x — b)(x — d)—x(x — a)(x — b)(x — c) = 0. 

3 6 . Resolver a equação 

= 0 . a* fr3 c» 

(a + £r)J (26 + ar)3 (c + x f 

(ia + xy (26 + *)» (2c + x)> 
t 

Tres raízes são eguaes a zero, e duas são dadas pela equação do 2.° gràu 

(a + b + c) x* + 3 (ab + ac + bc) x + 6 abe = 0 . 
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C A P Í T U L O VII I . 

Equações lineares. 

5 3 . L e m m a s — 1 . ° Dado um systema de n - f l equações 
do 1.° grau com n incógnitas. 

f\ = a\ £Cj + b\ Xi + ci x3 + • • • + Zi x„ —p\ = 0 , 

fi = a^xt + bixt + c 4 x 3 + 1 - k x n - p i = 0 , ^ 

fn+l = dn+xXx 4" 6„_(_iJ-2 4 1- ln+\Xn— pn+í = 0 , 

se entre as funeçôes fT houver uma relação linear homogenea 

fn+i = h f\ + ti fi + • • • <„ fn , (») 

o determinante Rn-|-t = | a b e . . .lp|será egual a zero. 
Com effeito, de (ti) resulta 

an-i-i —1\ ai + /2 a2 -] (-1„ an , 

àn-H = <1 Z>1 + 62 H rtn bn , 

P,i-\-\ = h P\+tiPi-\ VtnPn ; 

por onde se vê que a linha n+ 1 de R„4_i será a somma das n 
primeiras linhas d'este mesmo determinante, respectivamente 
multiplicadas por factores constantes. 
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2.° Se o syslema proposto se compozór de n equações com 
n incógnitas e se entre os primeiros membros d'estas equações 
tiver logar a relação 

fn = « r / i + «a A H f « „ _ ] / ; _ i , (m) 
t 

ainda será, como anteriormente, 

ll,,+i = \abc . lp| = 0 . 

Mas agora serão também nullos os menores de 1." classe de R«-fi, 
correspondentes aos elementos da linha ti t d 'este determinante; 
porquanto em cada um d'esles menores a linha n será a somma 
das n— 1 antecedentes, respectivamente multiplicadas por factores 
constantes. Logo (n.° 48, cor.) neste caso serão nullos o de-
terminante Rft_|_i e todos os seus menores de 1." classe. 

Este raciocínio estende-se facilmente ao caso de n — 1 equa-
ções com n incógnitas, e assim por deante. 

3.® São verdadeiras as recíprocas das duas proposições pre-
cedentes. Supponhamos em primeiro logar que entre os coefi-
cientes de (í) tem logar a relação = 0, sem que sejam 
conjunctamente nullos todos os menores de 1." classe de Rn-j-i ; 
seja | abc. .kl | um des tes menores différentes de zero. 

O desenvolvimento do determinante | abc. . .klf \ na somma 
de determinantes da mesma ordem segundo os elementos da úl-
tima columna é (n.° 50, II e VI) 

| abe.. Idf\ = 

| abe . . . kla \ xt + | abc. . . Idb | + • • • 

-f | abc . . . kll | xn — | abc. . . klp | ; 

d'onde, pela hypóthese | a b c . . .Ai/»| = 0 e pela propriedade IV, 
se conclue que será 

|abc. . .klf| = 0 
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Mas, por outra par te , o desenvolvimento de \abc . klf\ pela 
propriedade I dos menores de 1 c l a s s e é 

| abe . . klf\ = 

(02 63 e i . . . kn ln+1) f\ — (a\ 63 c 4 . . . k„ /n_|_i) fe + 

dt ( a j ô2 c 3 . . . kn-1 ln) /n-f-i = 0 ; 

e dividindo ambos os membros d'esta egualdade pelo coefficiente de 
fn\-\, que suppomos différente de zero, recahimos na relação ( i i) . 

Se todos os menores de 1 ,a classe de Rn-f 1 forem nullos, sem 
que o sejiím conjunctamente todos os menores de 2." classe d 'es te 
determinante , supponhamos que | a 6 c . . ./. | é différente de zero. 
Teremos , como precedentemente , 

I abe. . . k f \ = I abe. . . /. /1 r„ — | abc. . . kp \ 

= (a2 bs. . . kn) f\ — (at 63. . . /,•„) /*2 + • • 

±(aibi. ../,•„_]) fn = 0 . 

Esta última expressão é equivalente a (/ii), por ser | abc. . .k | 

différente de zero. 

5 3 . Resolução de n equações lineares a n incógnitas.—-Sejam 
as propostas 

l\=aixy b\ H h /, xn —p4==0 , 

fc fl2 x\ + 62 Xi H rh^n—Pi = 0 , ^ g j 

fn = (>n X\ -f bn a~2 H» xn—pn^0 ; 

e supponhamos que o determinante A dos coeficientes das incó-
gnitas é différente de zero. Multiplicando estas equações respecti-
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\ 

mente pelos primeiros menores A) , Ag. . . A« de A, relativos 
aos elementos da primeira columna ou aos coefficientes de e 
sommando os productos, resulta uma nova equação em que, pelas 
propriedades dos menores, o coefficiente de é A e os coeffi-
cientes das outras incógnitas são nullos; o termo conhecido d'esta 
equação é 

Ai = Aí^i + AjpH f - A n p H — |pbc. . .kl|, 

isto é, um determinante que resulta de A pela mudança dos a 
nos p do mesmo índice. Procedendo do mesmo modo com os me-
nores Bj , Bi - . . B „ , relativos aos elementos da segunda columna 
de A ou aos coeflicientes de depois com os menores C j , Cj 
. . . Cn , relativos á terceira columna, e assim por deante, até os 
menores Lj. L j . . . L „ , relativos à última columna, obteem-se 
finalmente as relações 

Ai f\ + A j / j + •• • + A „ / " „ = A « i — Aj = 0 , 

Bi A + /'a + • - 4 Bn/-„ = A ^ - A 2 = 0 , ( 1 9 

Li f\ + U h + \-Lnfn = Axn — A„ = 0 . 

Destas equações, em que as incógnitas estão separadas, tira-se 
immediatamente 

i 

A , A.2 A , 
X{ = ~K ' x * = Ã Xn==~X ' ( 2 0 ) 

É evidente que os valores das incógnitas que satisfazem ao 
systema (18)conveem a (19); falta mostrar, como observou Gauss, 
a proposição recíproca. Ora, multiplicando os primeiros membros 
de (19) por a , , b\, c\ . . . /, e sommando os productos, multi-
plicando depois por a±, b2, . . . e sommando, continuando 
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operações análogas até multiplicar por an, bn, c„ . . . ln: aquelle 
systema fica substituído, conforme as propriedades dos menores, 
por 

A / i = 0 , A / j = 0 , . . . A / „ 0 , 

que é o mesmo systema (18) visto ser A differente de zero por 
hypóthese. Assim, as soluções (20) conveem ao systema (18), e 
são as únicas que lhe satisfazem. 

No caso particular de serem nullos os termos conhecidos de 
todas as equações propostas menos uma, /i = 0 por exemplo, 
temos, conforme 'a notação adoptada, 

A , = 0 by . • h =- Pi, a 2 = «1 0 . h 

Pi bi • • h «f Pi • • li 

0 bn • • In a n 0 . • In 

etc.; e assim as relações (20) tornam-se neste caso em 

Ai Bi Ci Li A ' 

Logo: se todas as equações forem liomogeneas menos uma, os va-
lores das incógnitas são proporcionaes aos primeiros menores de 
A relativos aos elementos da linha que corresponde á equação 
não homogenea. 

5 4 . Se fór A = 0, a equação (19) Aa^ — Aj =0 não poderá 
verificar-se, para valores finitos de x\, sem que seja conjuncta-
mente Aj = 0 . Mas, sendo A = 0, os primeiros menores rela 
tivos aos elementos das columnas d'este determinante, são orde-
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nadamente proporeionaesY».0 48, cor.); portanto da relação 

Ai = A\pi + Ao p2 H 1- A„pa = 0 

conclue-se que será 

Aj = B,p, + B>p2 + • • • + B„7>„ - 0 , 

e do mesmo modo A3 = 0, . . . A „ = 0. Assim, as expres-

sões (20) das incógnitas tomam todas neste caso a forma —. 

Por outra parte A, A j , . . . A, são, em valor absoluto, os 
menores de 1." classe correspondentes aos elementos da linha 
n+ 1 do determinante R„_(_i do n.° 52. Se todos estes menores 
forem nnllos e se entre os de 2. a classe de R„-(-i reconhecermos 
que um pelo menos, abe... li por exemplo, é differente de 
zero, concluiremos que entre os polynomios f\, / j , . . . fn haverá 
uma relação linear homogenea, como se mostrou na segunda 
parte do caso 3.° daquel le n.°. Logo o svstema (18) reduz-se 
nesta hvpóthese a i i - 1 equações distinctas com n incógnitas. 

Se todos os primeiros menores de A forem nullos, mas 
um, pelo menos, de segunda classe fôr differente de zero, seja 
(íii&j. .hn 2) ^ 0 . Considerando successivamente os systemas for-
mados pelas n — 2 primeiras equações com cada uma das outras 
duas, formaremos dois grupos de n — 1 equações em que o de-
terminante das incógnitas é zero. Se o systema fôr compatível, 
cada um d'estes grupos conduzirá a uma identidade e as n equa-
ções dadas reduzem-se a n — 2 distinctas com n incógnitas. 

Em geral se, além de A = 0, (orem nullos os seus menores 
de todas as classes até os de ordem n — i + 1 inclusivamente, 
separa-se um grupo de n — i equações em que o determinante 
de n — i incógnitas não é nullo, e o systema proposto é incom-
patível ou reduz-se a essas n — i equações com n incógnitas. 

5 5 . Resolução de n — i equações a 11 incógnitas. — Conside-
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remos as primeiras n — i equações (18) e demos-lhe a forma 

a,^ + H h lnxm =pi — k\Xm+\ l\xn = r, , 

«2«l + biX2 + • • + h.t.rm = p2 — l — • • — /jJ',, = >2 i 

fm^-l ~ bmX± 4" • • + hmXm — p m — k m X , — • • hn^n — '"tn > 

fazendo n — i — m. Multiplicando pelos primeiros menores do de-
terminante A ' = | a 6 . . / i j , que suppomos differente de zero, e 
seguindo um processo análogo ao que empregámos no n.° 53 , 
resolvem-se as propostas em ordem ás nx = n — i incógnitas cujos 
coeficientes satisfazem á condição A ' ^ 0 ; e os valores achados 
verificam o systema proposto, quaesquer que sejam os valores das 
incógnitas restantes. 

Sejam, por exemplo, as equações 

ajíci + b\x g + c\x3 + d\X j 

a^xi + biX 2 + c%x 3 + d^xi 

«3^1 + b3x<i + cg®3 + d3xi 

e (u \b iC 3 )^0 , e demos-lhes a fôrma 

u\X\ b\Xi + C|X3 = ft —d\Xi , 

a2xi -'- b.,x2 + c$x3 = e.> — d.±xi , 

a3xi • f b3x$ + c$x3 = e3 — d3xi . 

O processo do n.° 53 6 applicavel a estas equações, por ser diffe-
rente de zero o determinante dos coeflicientes das incógnitas 

= «1 . 

= <>2 ' 

= f 3 » 
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ajj, a , , £3; c dará, para qualquer valor de X{, 

I (e - dxj; bv | \ebc\ \dbc\ 
X l ~ = \ahc\ I a , ' c I X i ' 

|a [e — dxi)c| |«ec| \ad< \ 

'Ti | abe | \abc\ | aA»c j 

_\ab'e-dxi)\_ \abd\ 
X3 = \ab7\ = lo^l ~ foècí ^ ' 

Viu-se no n.° 54 , que, sendo A = 0 com abe. . A j > 0 , o 

systemu (18) se reduz a n- 1 equações com n incógnitas. Sup-

ponliamos pois que além das equações dadas ha outra 

a^xj -f 6.5^2 cix3 + d^xi = e4 , 

e que é | aòcd [ = 0 com ( a ^ m ) >• 0; ou as quatro equações são 
incompatíveis, caso que terá logar se fôr | a ò c e | > 0 , ou são equi-
valentes ao systema proposto. Deve notar-se que só x4 tem em 

todos os casos valor arbitrário, porque os valores de xy, aj ou ;r3 

não dependem de x\ quando | d ô c | , \adc\ ou |aò(Z| são eguaes a 
zero. Esta circurnstancia explica-se, observando que o processo do 
n.° 53 presume que os multiplicadores A, B, . . L são diffe-
rentes de zero: condição que só temos a certeza dé verificar-se, 
no caso actual, com os multiplicadores que servem para elimi-
nar x 4 . 

5 6 . Resolução de 11 + i equações com n incógnitas. — Suppo-
nhamos em primeiro logar que é i = I e que são propostas as 
equações do n.° 5 2 , 1.°. Se fòr 

a)i+l Al + 6 „ + i A2 + • • + / , i + i A„ —pn+i A = 0 , (iv) 

as soluções (20) , únicas que resolvem as equações (18 ) , satisfa-



8 0 LIÇÕES DE ÁLGEBRA. 

zem também a última equação dada. No caso contrário o systema 
proposto não admitle solução alguma, e diz-se então que as equa-
ções são incompativeis. 

Ora por definição é 

A , = | p 6 c . . W | = ( - l ) » - í . | 6 c . . I p | , 

A2 = | a p c . .kl\ = (— l ) n — 2 . | a c . , 

An_|_j = | abe. .pi | = (— 1). | abe. . Ip | , 

A „ = | abe. . kp\ , 

A = | abe. . Aí | ; 

portanto o 1 m e m b r o de ( tf) , com o competente signal, é o 
determinante R„_f_i do n.° 5 3 ; e a condição de possibilidade do 
problema é H n - f i = 0, d'onde resulta 

fn+i = t] /i + lih + b t„f„ . 

Assim, neste caso, a equação / " „ _ = 0 não é distincta das outras 
equações do systema. 

O determinante Rn-(-i = | abe. . klp | chama-se e u m i n a n t e do 
systema proposto; a equação 

R«+i = 0 

é a R E S U L T A N T E do mesmo systema. 
Se forein dadas, em geral, n 4- i equações com n incógnitas, 

podemos tirar os valores de todas as incógnitas de » equações; e 
substituindo depois estes valores nas i equações restantes, obte-
remos outras tantas relações, que traduzem as condições de com-
patibilidade do systema. Estas relações podem-se achar, juntando 
ás n primeiras equações successivamente cada uma das seguintes 
e egualando a zero o determinante de cada um d'estes t grupos. 
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57. Equações homogeneas. — Supponhamos em (18) J>\=pi--
• = P n — 0; teremos as n equações homogeneas 

a\X\ + b\Xt + + - • + h*n = 0 . 

-f- Im.xí -f c . i x z + • + U)Xn = 0 , 

+ bnXi f 4- • 4 /„jrn = Ü . 

Neste caso as equações (19) tornam se em 

A z , = 0 , A , r à - 0 ; . . A r n ~ 0 , 

porque todos os determinantes A j , A2 . . A„ teein uma linha 
de zeros. Se fòr ;is relações precedentes mostram que os 

únicos valores que satisfazem as propostas sào 
= j"„ = 0; se fòr A = 0, os valores das incógnitas veem com a 
forma de indeterminação. 

Dividindo as propostas por uma das incógnitas xn, recalie-se 
num systema de n equações lineares com as n— 1 incógnitas 

X\ X i X„—1 

As equações serão compatíveis (n.° ò6j, se fòr A - = 0 ; e assim 
os valores de y\, . . serão determinados, embora o não 
sejam os dois termos de cada um d'elles. Chama-se ainda a A o 
eliminaníe das equações dadas, e a equação A = 0 é a sua resul-
tante. Sendo A = 0, uma daquel las equações é consequência das 
outras; e, se algum dos primeiros menores de A fòr différente 
de zero, os valores das n — 1 incógnitas, x \ , ar2 . . . ar n_i , ex-
primem-se em funeção da que resta, x„. Se forem nullos todos 
esses menores de l . a classe, mas algum de 2." fòr différente de 
zero, demonstra-se como precedentemente que duas das propostas 

6 
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são consequência das outras n—-2, e os valores das incógnitas 
x\, . . . exprimem-se em funcçào de x „ _ i e xn. Assim 
por deante. 

Sejam, por exemplo, as equações 

«1 + -f c\ x3 -f dj xí = 0 , 

as xi'+ bi xi + c2 x3 + df xi = 0 , 

«3 + h x% + c3 x3 + d 3 #4 = 0 , 

a4 x\ -f 64 + C4 x3 + d4 = 0 , 

e A = [d\ C3 d | ) = 0. Suppondo o primeiro menor (a j c3) 
differente de zero, o systema pode considerar-se composto de tres 
equações distinctas e compatíveis, com quatro incógnitas. Fazendo 
nas últimas fórmulas do n.° 55 cj = ej = e3 — 0, os valores de 
X\, x j , x3 tornam-se em 

I dbc | I adc I I abd I 
= X ^ - \ a b c \ Xl' | abc\ Xl' 

ou, ordenando as letras (III), 

| bcd j | acd | | abd \ 
Xi | abe f X i ' | abe | | abe \ Xi ' 

e mais simplesmente 

X\ xi _ #3 xí 

Ã í _ B 7 ~ c 4
 = D 4 ' 

representando A j , B4, C4 e D4 os menores relativos á ultima linha 
de A, com os signaes implícitos. No caso de n equações homoge-
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neas a n incógnitas achava-se do mesmo modo, suppondo A = 0, 

J*!L = £ i = £ ? . = = f lL 
An Bji Cn L„ 

Se transformarmos as equações (18) pela relação 

yr J / n + 1 = O , 

onde r tomará todos os valores 1, 2, . . n— 1, n, resulta o sys-
tema homogéneo 

« 1 J / i + & 1 y H J / n + i = 0 , 

0 2 í / l J / í H Pi J / n + 1 = 0 , 

a » J /1 + J /2 + • • — Pn J / n + 1 = 0 ; 

e as fórmulas (19) darão 

= e t c 

A
> /v » C U / . , 

J/n 4-1 A 

ou, attendendo a que A j , A j , . . mudam alternadamente de 
signal quando se collocam as letras na ordem alphabética, 

J / l ^ — J / 2 = . . . = - y « + t 

( 6 , c 2 . . pn) (a, c 2 . . p „ ) ' ( a ] ò 2 . . /„ ) ' 

onde y„_|_i é uma quantidade qualquer differente de zero. Fa-
zendo y„_(-i = 1 e notando que é indiflerente dar o signal + ou 
— ao primeiro membro, por isso que os signaes se alternam, pas-

* 
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samos (Taquellas relações para as fórmulas 

x j - arj ± 1 

( Ò | C 4 . . P „ ) { A I C ^ - . P N ) ( A J 6 J . . / „ ) " 

Se forem dadas, por exemplo, as equações 

ai x + ò] y + cj = 0 , 

a s x + ò8 y + c s = O , 

acham-se immediatamente pelo processo exposto as relações 

P i«*) («!<*) («1 h) ' l J 

que dão as expressões das incógnitas com grande commodidade. 
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C A P Í T U L O I . 

Numeros complexos. 

58. O imaginario V—1 designa se pela letra i. Por definição 
é i î = —1, donde resulta que as potencias inteiras e positivas 
de i reproduzem indefinidamente o período 

|ín ~ + 1 , tin+1 = i , = f 

de 1 = — i2 tira-se 4- = — i, e os termos do período são os mes-

mos para n negativo ou positivo. 

O imaginario ai considera-se formado com a unidade ima-
ginaria i do mesmo modo que a se forma com a unidade dos 
números reaes. Assim faremos ai = bi quando fòr a — b,e reci-
procamente; e a somma de numéros d'esta espécie é definida pela 
expressão 

ai + bi-4 [a + b H ) i . 
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Em a+ 6? o signal + não representa propriamente uma somma; 
e este numero chama-se complexo, porque as partes a e bi são 
de espécies distinctas. Pelo mesmo moti\o, se fôr a + bi = c + di, 
serão separadamente eguaes as partes reaes e as imaginarias, ou 
a = c e b = d. 

Assim as egualdades entre números complexos reduzem-se a 
egualdades entre números reaes, e as combinações que podem 
fazer-se com umas podem egualmente fazer-se com as outras. 

Cor. 1. Se fôr a + bi c, será a c e b 0. Assim aos nú-
meros reaes pode dar-se a forma de .complexos. 

Cor. 2. Se fôr a + bi di, será a = 0, 6 = d e aos imaginarios 
puros também se pode dar a forma de complexos. 

Cor. 3. Se fôr a + bi — 0, será conjunctamente a = 0 e 
6 = 0. 

3 9 . Módulo do complexo a + 6 / é o numero positivo 
Sendo nullo o módulo, é a 0, 6 0, a + bi 0; e reciproca-
mente. 

Complexos eguaes teem o mesmo módulo, mas a inversa não 
é verdadeira. Os números 3 + 4/ c 4 + 3/ , por exemplo, teem 
ambos o módulo 5. 

Dois complexos da forma a ± bi dizem-se conjugados e teem 
módulos eguaes. 

OO. Sejam OX um eixo orientado, O a origem, a a abscissa 
e 6 a ordenada de qualquer ponto M, 
p o raio vector OM do mesmo ponto; 
designe-se por a o angulo que o ve-
ctor c faz com o eixo, sendo este 
angulo contado de OX para a parte 
superior do plano, desde 0 até 360°. 
Por definição de seno e coseno 
(Trig.) é sempre, para qualquer va-
lor de a, 

F i e . 1 

a — p cos a , 6 = p sen a , 00 
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e por conseguinte 

a + bi - p (cos a + i sen *) . (ít) 

Assim o complexo a -f bi é definido pelo ponto cujas coor-
denadas são a e b, ou pelo vector p e pelo argumento a. De (t) 
tira-se p — ^cfi + b 2 ; portanto o vector p, que é sempre positivo, 
é egual ao módulo. O 2.° membro de (u) representa-se abre-
viadamente por (p)„. 

Para 6 = 0, é s ena = 0 e (p)* real ; este numero é positivo 
ou negativo, conforme é c o s a = ± I, isto é, a = 0 ou a — ir. 
Para a = 0, é cos a = 0 e ípV ± bi conforme é sen a = ± 1, 

1 3 Á . , . 
isto é, conforme é « = ou a ^ J t . Assim, t i e - i repre-
sentam duas direcções oppostas, perpendiculares a OX, como os 
simples signaes -f e — designam duas direcções oppostas, con-
tadas sobre OX. As direcções intermédias são indicadas por 
cosa + t s e n a . que representa o papel d'um signal directivo. 

Dois pontos M e M"\ ou M e M", symêtricos relativamente 
a OX, representam imaginarios conjugados. Dois pontos M e M", 
symétricos em relação á origem, definem imaginarios de signáes 
contrários. 

De (t) tira-se para a um só valor menor que 2n ; mas na rea-
lidade o argumento pode ter uma infinidade de valores da forma 
2&ií + a, sendo k um inteiro positivo ou negativo. Pelas condições 
de egualdade de dois complexos (n.° 58) , vê-se que complexos 
eguaes teem módulos eguaes, e argumentos aj e ag que satis-
fazem ás condições c o s « i = c o s « j e s e n a j = s e n « j ; donde 

a2 — ®i ~ 2/fit . (22) 

Para os argumentos a e a' de complexos conjugados será 
cos a = cos a e sen a = — sen donde 

a + «' = 2kit (23) 
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6 1 . As definições das operações fundamentaes tornam-se 
applicaveis aos números complexos, generalisando-as nos termos 
seguintes. 

1.° Addição. A expressão 

(ai + b\i) + (a-2 + ò2i) = (aj + a2) + (b\ + 6j) i (iii) 

define a addição. O resultado da operação depende unicamente 
das sommas ai + a2 e b\ + ò2 de partes reaes ; por conseguinte 
os princípios relativos íi somma de números reaes são applicaveis 
á addição de complexos, isto é, a ordem das parcellas é arbitra-
ria, etc. 

Pela definição (iii) será 

p (cos a + i sen a) = ( iv) 

pi (cos a] -f i sen 04) + p2 (cos a2 + i sen a2) 

suppondo 

p COS a = pi COS ai + p2 COS a^ , 

p sen a = pi sen aj + p2 sen a 2 . 

Quadrando e sommando estas expressões, acha-se 

P2 = Pl + ?2 + 2 Pl P2 C 0 S ( a 1 — ; 

por onde se vê, suppondo p i > f 2 que é p = pi ± p2 para 
cos (ai — a2) = ± 1, e em todos os outros casos p < Pi + p2 e 
p > p i — p 2 . 

É evidente a generalisação d'estes resultados para maior nu-
mero de parcellas, cujos módulos sejam pj, o 2 , . .. p„; o módulo p 
da somma será 

+ P2 + - +9n • (24) 

O módulo da somma é menor que a somma dos módulos das 
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parcellas, ou egual a esta somma quando lodos os números teem 
o mesmo argumento. 

A subtracção torna-se na addição, mudando o signal a uma 
das parcellas. 

2.° Multiplicação. A expressão 

( a j -f b\i) x (a2 + b^i) = ( a j a j — b^bz) + ( a j 6 j + a%b\)i , (v) 

onde se fez i* = — 1, define a multiplicação. Se fôr nullo um 
dos factores , ai + ^ii 0 por exemplo, será a| = 0 e 6i = 0; 
neste caso o producto é zero, porque todos os seus termos teem 
o factor a\ ou b\. Se fôr nullo o producto, ou 

ai(í2 — b\b*i = 0 , ai^2 + a26i = 0 , 

teremos, quadrando e sommando, 

(«t « , - + (« , 62 + «2 b j = ( a , + ftj) («J + $ = 0 ; 

e portanto será zero o quadrado do módulo d'um dos factores, 
a\4~b] ou a j + ò * . Logo, o producto annulla-se quando um dos 
factores é zero, e reciprocamente. 

Por outra parte, o resultado da operação depende unicamente 
de productos de números reaes, e os princípios relativos á mul-
tiplicação d"estes números são applicaveis á multiplicação dos 
complexos; isto é, a ordem dos factores é arbitraria, etc. 

Pela definição («) será 

p(c0Sa+!Sena) = 
(vi) 

p, (cosaj - f / s e n * ] ) x a 2 ( c o s « 2 + «sen 

suppondo 

r = PlPi - » = »1 »2 ! 

e é evidente a generalização d'estes resultados para maior nu-
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mero de factores. Logo, o módulo e o argumento do producto 
sào respectivamente o producto dos módulos e a somma dos argu-
mentos dos factores. 

Na somma a tomam-se as parallelas «], etc., com os seus 
signaes. No caso de dois factores conjugados, a somma dos ar-
gumentos é 2/cjt e pi = pi, ou 

í . 2 
pi (cosa) +1 sen«i) x pi (cos «i — isen ai) = pí ; (25) 

logo, o producto de imaginarios conjugados i o quadrado do mó-
dulo commum. 

A divisão reduz-se á multiplicação, por serem operações in-
versas uma da out ra ; logo o argumento e o módulo do quociente 
são respectivamente a differença dos argumentos e o quociente dos 
módulos do dividendo e do divisor. 

6 2 . A somma e a multiplicação de complexos representam-se 
geometricamente do modo que vamos indicar. 

1.° Addição. Sejam M| e Mi ( f g . 2) os pontos que definem as 
parceílas (iv), e M a intersecção das 
rectas Mi M e M»M tiradas por aquel-
les pontos e parallelas respectiva-
mente a O M j e OM). As coordenadas 
de Mi e Mj serão 

( f i cos « i , p i sen « i ) , 

(pi c o s a j , p j s e n a j ) ; 

e ns de M são evidentemente 

(oi cos ai + pá cos oç , pi sen ai + pi seria«) . 

Por conseguinte o ponto M define a somma das parceílas re-
presentadas por M| e l l j ; e determina-se este ponto, construindo 
a resultante dos dois segmentos OM| e OM2, cujos comprimentos 
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sào expressos pelos módulos pi e pg e cujas direcções são dadas 
pelos argumentos <x\ e ag das parcellas. A troca dos pontos Mj 
e Mj conduz ao mesmo ponto M, e corresponde á inversão na 
ordem das parcellas. 

Sendo tres as parcellas, compõe-se a resultante de duas d'ellas 
c.om o vector da terceira, e assim por deante. ' 

2 .° Multiplicação. Sejam Mj e Mg 
(fig. 3) os pontos que definem os facto-
res (vi), e tome-se no eixo o compri-
mento OU egual á unidade a que estam 
referidos os módulos pi e fg; tirem-se 
as rectas Mj M e OM, que fazem com 
OMg os ângulos MOMg r ; «i e OMgM 
= OU Mi. 

Sendo X O M = « i + «g, este angulo 
é o argumento * do 2 .° membro de (vi). Da semelhança dos 
triângulos resulta O M : O M 8 : : O M , : OU, ou OM pi pg, e OM 
é o módulo p d'aquella mesma expressão. 

Logo o ponto M define o producto dos factores considerados; 
e a multiplicação por um factor imaginario pi (cos <*i - \- isen aj) 
consiste na multiplicação pelo módulo pi, executada ao modo or-
dinário, seguida d'uma rotação egual ao argumento ai- Assim, o 
producto forma-se com o multiplicando do mesmo modo que o mul-
tiplicador se forma com a unidade. 

A troca dos pontos Mj e Mj corresponde á inversão dos fa-

ctores, e conduz ao mesmo ponto M por ser ai -}-ag = «g + «i e 

Pi '2 — f2 Pi-

6 3 . 1.° Elevação a potencias. A potencia d'expoente inteiro 
e positivo é um caso particular da multiplicação, e será 

[p (cos a -f i sen a)]n = pn (cos n a + i sen n oi) . (26) 

Esta expressão é conhecida pelo nome de fórmula de Moivre, 
e pode enunciar-se nos termos seguintes: 

Sendo p e a o módulo e o argumento d'um numero, p" e na 
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são o módulo e o argumento da potencia inteira, positiva e do grau 
ii do mesmo numero. 

Por definição d 'expoente negativo é 

- n 1 
\ o (cos a + i seno) 1 = 7— ——r r=—. 1 ' v lp ( c o s « + « sen a)]" 

• 

Sendo n inteiro, a fórmula de Moivre pode applicar-se ao deno-
minador do 2.° membro; multiplicando ambos os termos da fracção 
resultante porcos n<x — i sen na, cujo módulo é 1, e attendendo a 
(25), chega-se á fórmula 

jp (cos a + i sen a)] ~ " = p~ n (cos nu — i sen na) 

= f—n [cos (— na) + i sen (— n»)]. 

Por onde se vê que a fórmula (26) é applicave! ao caso do ex-
poente negativo. 

4.° Extracção de raizes. Por definição, a raiz de grau n d'um 
numero 0 (cosa-f t s e n a ) é o numero r (cos 9 + i sen <p) que sa-
tisfaz a egualdade 

[r (cos ? + í sen 9 ) ] " = o (cos a + i sen a ) ; 

donde resulta por (26) e por (22) 

rn p , «9 : 2 k x f « • 

A valores differentes de k, ou de <p P°dem cor-

responder raizes differentes do mesmo numero dado. Usaremos 

do expoente fraccionario para indicar todos os valores possíveis 

da raiz, e do radical para exprimir um valor determinado comç 
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Segundo esta convenção, das relações precedentes con-

clue-se 

[ ( » . r - m ^ ^ ^ a ) , , ; (27) 

n n n 

e a última d'estas expressões resulta immediatamente da regra 

de multiplicação dos imaginarios. O factor 

2A-JC . 2A* 
(1) = c o s j - i sen /ao\ v ' ikn n n 

n 
1 

é que produz a multiplicidade de valores de [ ( ? ) * ] " ; para k = 0 

« ( « ) « . = » . e 

a . a 
cos — f - i sen — 

n n 

Por conseguinte a fórmula de Moivre ainda tem logar para os 
expoentes fraccionarios, quando se considera sómente o valor da 

raiz correspondente a / ; = 0 , ou a y 1 = 1 • 
A k=^h e k = tn + h correspondem em (27 ) os argumentos 

2/ijr + a, 2hiz 4- a 
Ctl = «í — 2trr 4- - , 

n n 

para os quaes é cos ai = cos a, e sen a\ = sen Logo os valores 
1 

distinctos da raiz [(p)*] " não podem ser mais de n; e são com 
effeito n, porque de 0 ató 3 6 0 ° não ha dois ângulos differentes 
que tenham conjunctamente o mesmo seno e o mesmo coseno. 
Os n valores d'aquella raiz correspondem aos n argumentos 

a 2n - a 2 . 2 i r - ( - a (n— 1), 2* -f a , ... 
. („ , , ) 

n n n n 
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que procedem numa progressão arithmética cuja razão é . 

Estes argumentos só darão valores reaes para a raiz, quando 
fòr (ti.0 60) 

±kr.-\-a A 2/íw -f- a 
= () , ou — = * . (vm) 

ti n v ' 

A primeira (Î'estas condições só pode verificar-se com a = 0 e 
k = 0; para ter logar a segunda, pode ser « = 0 e n=2k, ou a=w 
e n = /. D'aqui resultam as seguintes consequências: 

1." Se (p)a fòr imaginario, não pode ser a = 0 nem a.—-tt, 
e as raizes são todas imaginarias. 

2." Se (p)a fòr real e positivo, é a = 0 . Para n par, ambas as 
condições (cm) se verificam e ha duas raizes reaes, uma positiva 
e outra negativa; para n impar, é impossível a segunda e ha 
só uma raiz real, que è positiva. Em ambos os casos as raizes 
imaginarias são conjugadas duas a duas porque, pondo de parte 
o primeiro termo de (cu), nos restantes a somma de dois equi-
distantes dos extremos é sempre egual á somma dos mesmos ex-
tremos e tem a forma (23); para n par, o termo médio >t dá a 
raiz negativa. 

3 ." Se (p)a fòr real e negativo, é a = t . Neste caso não pode 
verificar-se a primeira condição (viií). Para n par, não ha raiz real; 
e para n impar, ha urna raiz negativa cujo argumento * é o 
termo médio de (cti). Em ambos os casos as raizes imaginarias 
são conjugadas duas a duas. 

I 
, o 3 /—" 

Exemplo: sejaíc= 8 ' , d'onde p = 8, y p = 2 e « = 0. Os 
argumentos (vii) são agora 

0 , 120®, 240" ; 

e sendo sen 120° = - s e n 2 4 0 ° = ^ cos 1 2 0 ° - c o s 240° = 
1 - . -

— , acha-se x — 2 e x = — 1 ± i ^3. 
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C A P I T U L O II. 

Funcções inteiras. 

6 4 . Diz-se racional e inteira a funcção algébrica 

f ( x ) 5Er po Xn Xn ^ -I \-pn-\ X + p„ 

em que n é inteiro e positivo. 
Designa-se por f(a) o resultado da substituição de x por a 

em f ( x ) . O cálculo de f ( a ) faz-se pelo seguinte processo. 
Os coeíiicientes po, p\,. . ,pH dispõem-se em linha horizontal. 

Estes números podem ser positivos ou negativos, como a; e 
alguns podem ser zero, dizendo-se então que o polynomio 
é incompleto. Attende-se, porém, a todos; multiplica-se o pri-
meiro por a, applicando a regra dos signaes, e assenta-se o pro-
ducto por baixo de p\. Faz-se a somma apo + p\^=q\, e mul-
tiplica-se a por qi; o producto assenta-se por baixo de e 
faz-se a somma aq\ +p% — que se multiplica por a; somma-se 
o novo producto com e continua-se pelo mesmo estylo até o 
ultimo termo da funcção proposta. 

Seja, por exemplo, f (x) -= 3.r4 — 2 x 3 — 5a; -f 7 e a = — 3; 
dispõe-se o cálculo do modo seguinte : 

3 — 2 
— 3 . 3 = — 9 

— l i ' 

0 
— 3.(—11) = 33 

33' 

— 5 
— 3 .33=— 99 

—1ÕÍ * 

+ 7 
—3-(—-104) —312 

319 

e acha-se f(— 3) = 3 1 9 . 

6 5 . O resto da divisão d'uma funcção racional e inteira de x 

7 
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pelo binomio x —a é o resultado da substituição de x por a na 

funcção dada. 
Seja Q o quociente e K o resto da divisão, ou 

/(*) = (a-a).Q + R . . 

O resto K 6 independente de x, por ser o divisor do 1.° grau, 
e no quociente não ha termos com x em denominador; logo, 
fazendo nesta identidade x — a, virá 

R = / • ( « ) . (29) 

D'aqui resulta um processo simples para achar o quociente 
e o resto da divisão ds f ( x ) por x — a. Dada a funcção com a 
forma que lhe temos supposto, o resto é (29) 

R p0a
n + p i a " - 1 4 + p „ _ i a + p „ , 

e o quociente será dado pela egualdade (x — a) Q = f[x) — R ou 

(x — a) Q = p0(x» — a") + pt - a " - 1 ) + • • • 

+ p„_2 (x2 — a2) + p „ _ i (x — a) ; 

d'onde se tira, dividindo por x — a, 

Q == po + ax"-* H + an~*x + a " - 1 ) 

+ pt ( x + ax"-3 + • • • + a " - 2 ) 
+ 

+Pn—% (x + a) + p n _ i . 
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Ordenando o 2 .° membro e reduzindo, acha-se 

Q = (]QXn-1 4- q\Xn~- H qn-iX + qn-\ , 

onde se fez 

ío = Po . ?i = a?o + Pi > etc. 

e portanto 

R = a</„_i + pn . 

Estas sommas são as mesmas do numero anterior, e os re-
sultados precedentes mostram que : os coeficientes do quociente e 
o resto da divisão de f (x) por x — a se formam multiplicando o 
coeficiente do termo antecedente do quociente por a e juntando ao 
producto o coeficiente do termo da mesma ordem do dividendo. 

Seja, por exemplo, f [ x ) -= 3 x 6 — 3x 4 + 2 x 3 -f — 7 x — 4 
a dividir por x + 1; fazendo a = — 1, teremos o quadro seguinte: 

+ 3 , 

O-f-3 x (—1) = — 3 , 

3 —3 x (—1) = 0 , 

2 + 0 x ( - l ) = 2 , 

2 + 2 x (—1) = 0 , 

7 + 0 x (—1) = — 7 . 

O quociente é 3 x l + 2 a j s — 7 , e o resto R = — 4 — 7 x ( — 1 ) = 3 . 

6 6 . Fórmula de Taylor. — Mudando x em x + Ana funcção 
inteira f ( x ) , desenvolvendo cada termo pela fórmula dobinomio, 

* 

1.° coef. 

2.° » . 

5.° » 

6.° » 
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reduzindo e ordenando segundo as potencias de h, acha-se 

f ( x + h)5E pooí" +p I®"-1 -) f pn-\X -f p„ 

+ h (np0x
n~i + (n — 1) pxx

n-* -| 1- p„_i) 

h* 

+ 
hn 

Neste desenvolvimento a primeira linha é a funcção proposta 
f(x); e qualquer das seguintes se forma da anterior, multipli-
cando cada um dos termos d esta pelo expoente de x nesse 
termo e diminuindo uma unidade ao mesmo expoente. Esta 
operação chama-se derivação; o coeficiente da primeira po-
tencia de h é a derivada de f ( x ) , e representa-se por f (x); 
o coefficiente de h%/1 é a derivada de f (x), que se chama se-
gunda derivada de f ( x ) e se representa por f" (x); em geral o 
coeficiente de h' /r! é a derivada de ordem r de f ir), e repre-
senta-se por f* (x). Segundo estas convenções, a expressão de 
f(x-\-h) torna-se em 

f{X+h)=f{x)+hr{*)+£ír(*)+-

(30) 
hr hn 

• + + -

Esta expressão é conhecida pelo nome de fórmula de Taylor. 
O seu último termo reduz se a pohn, e é f"(x) = n!/?o. como 
facilmente se veria. F ina lmente : 

Derivada de f ( x ) é o coefpeienle da primeira potencia de h no 
desenvolvimento de f (x + h ) ; 
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A derivada da funcção inteira obtem-sc multiplicando cada 
termo da funcção pelo respectivo expoente de x e diminuindo uma 
unidade a este expoente. 

67. Por ser f'1 (x) a primeira derivada de f (x), f ' { x ) a 
primeira derivada de f1'(x), etc., teremos 

r (x+h)=r w+hf" . 

f"(* + /») = f" (x) + hf<" (*) + fn (X) , (31) 

etc. 

Do mesmo modo será também 

f(h + y) = f(h) + y f ( h ) + . . + ^ f » ( h ) . 

Fazendo nesta expressão h = 0, resulta a fórmula de Maclaurin, 

ílV l i\'l í.l i 1: i.i': .Hf 

f ( y ) = / " ( < > ) + y f ( 0 ) + • • • + M ( O ) ; 

e fazendo y + h = x, vem 

a*) = f(h) •Jt(x — h)f'(h)-{ + (h). (32) 

6 8 . Na funcção f ( x , y) de duas variaveis independentes po-
dem dar-se a i e a y accrescimos quaesquer. Mudando x em 
x-\- h virá 

h® 
f(x+h,y)^f(x,y)+hf'x (ar, y) + (x, y)+ ••• , 



loâ LIÇÕES DE A L G E M A . 

designando por fx,(x,y) a derivada de f(x,y), de ordem r a 

respeito de x; para formar esta derivada não se considera y 

como variavel. 
Se depois dermos a y o accrescimo k, será também 

f(x+h,y+k)=f(x, y + k) + hf'x (x,y + k)-\ 

Neste último desenvolvimento f'x,. (x,y-\-k) é ainda uma funcção 
de y, e por (30) teremos 

A;4 n 
f 0x, y + k)= f{x, y) + k f y (x, y) + gy f f . (x, ?/)+••• 

f'x (x, y + k) = f'x (x, y) + k f x y ( x , y ) + -

etc., 

onde fy(x,y) representa a respeito de y o mesmo que f x ( x , y)' 

a respeito de x e, em geral, fxr y<1 (x, y) é o resultado que se obtém 
derivando p vezes em ordem a x e q vezes em ordem a y a 
funcção f{x,y). É claro que será sempre r = p \ q; e que a 
ordem das derivações é arbitraria, pois que se chegaria ao mesmo 
resultado dando primeiro o accrescimo k a y. 

Das relações precedentes resulta a fórmula 

f(x+h, y+hy f(x, y)+hfx (x, y)+kf'y (x,y) ( 33 ) 

„ n k2 // 
+ 2 f * ' - (*• yn-Wx,y(x>y)+~2-/> (x> y) 

+ etc. 

Seja, por exemplo, f(x,y)= ayiJi-2bxy-\-cx'i-{-2dy+2ex+f; 
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as primeiras derivadas em ordem a x e y são 

f'x(x,y) = 2by + 2cx + 2e , 

(34) 

f (x, y) = 2ay f 2bx+ 2d ; 

a segunda derivada relativamente a x e y obtém-se deri-

vando fx (x, y) em ordem a y ou f (x, y) em ordem a x, e de 

qualquer dos modos se acha 

f"x, y (*>y) = 2 6 . 

As segundas derivadas em ordem a x ou a y são 2c e 2 a . 

6 0 . De (30) deduz-se 

t a ± S = £ M - / . ( . ) + 1 . 

sendo s uma quantidade que se annulla para h = 0. 
D'esta relação resulta a seguinte definição: 

f (x + h) — fx 
Derivada da funcção f (x) é o limite da razão —^ 

quando h tende para zero. 

70. Supponhamos que a funcção f [ x ) é definida por opera-
ções indicadas sobre outras funcçôes; consideremos os casos se-
guintes : 

1.° Somma. A derivada de 

f ( x ) = fl(x) + f i ( x ' i - f . s ( x ) + --- , 

é evidentemente 
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2.° Producto. Mudando x em x -+- h no producto 

/ » = U ( x ) x f i ( ® ) x - -

teremos 

f ( x + k) = { f l ( x ) + hf\(x)+---) 

x(fi(x)+hf'i(x)+---)xetc. ; 

e o coefficiente da t .a potencia de h neste desenvolvimento é 

Logo, a derivada do producto é a somma dos productos que se 
formam multiplicando a derivada de cada factor pelo producto de 
todos os outros. 

3.° Quociente. Representando por f (x) o quociente da divisão 
de fi (x) por f i ( x ) , será f\ (.r) = f ( x ) x fi [x), e pela regra 
anterior 

Logo, a derivada do quociente é o quociente que se obtém divi-
dindo pelo quadrado do divisor a differença entre os productos da 
derivada do dividendo multiplicada pelo divisor e da derivada do 
divisor multiplicada pelo dividendo. 

Uma constante a pode ser considerada como coefficiente da 

r ( x ) = f \ ( x ) x f % ( x ) x -

f ' í ( x ) = r ( x ) x r i ( x ) + f ' , ( x ) x f { x ) ; 

donde se tira, eliminando f ( x ) , 

f'(x) = 
f '\ (*) x h {*) - f ' i x fi (a?) 
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potencia zero da variavel, e a sua derivada é nulla. Portanto, se 
fôr 

a derivada d'esta fracção será 

af 2 (x) 

4." Potencia. A potencia inteira é o producto de factores 
eguaes; por conseguinte a derivada de f [ x ) = [ f i (x)]" será (2.°) 

f' (*) = n[/i (*)]-» x 

Logo, a derivada da potencia n de f (x) forma-se multiplicando 
a potencia n — 1 da mesma funcção pelo expoente n e pela deri-
vada de f (x) . 

Assim, por exemplo, a derivada de (x — a ) " é n(x — a)n~ 
porque neste caso a funcção dada é x — a, cuja derivada é 1. O 
mesmo resultaria do desenvolvimento de 

* 

(x + h — a)n = [(x — a) + h]n , 

onde o coeficiente da primeira potencia de h é n(x — a)"— 

71. Se numa dada funcção f(u,v) — y as variaveis u=y(x) 
e t> = tj/ (x) são funcções d'uma variavel independente x, os accres-
cimos i, k e l de y, de u e de v, correspondentes ao accres-
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cimo h de x, são 

i= kf'u{u, v) + lf'v(u,v)+ ••• 

Segundo os valores de k e Z, a última expressão torna-se em 

/ h2 

+ / í («'«) x [ H ' ( « ) + R ( « ) + - ] + . 

representando por htz todos os termos restantes, que teem por 
factores potencias de li não inferiores á segunda. 

Designando por u,' v' e y' as primeiras derivadas de u, de v e 
de y, o coefficiente da 1 .a potencia de li no 2.° membro d'este 
desenvolvimento 6 

y' = u'-fu (M'v)+"'•/'„ (M>®) • 

i i 
As derivadas fu e*fv chamam-se parciaes, por se tomarem em 

ordem a uma variavel sómente; e da relação precedente resulta 

que : 
A derivada d'uma funcção composta é a somma dos productos 

de cada derivada parcial da funcção pela derivada da variavel 
correspondente. 

Cor. 1. No caso da funcção de funcção é y = /"(u), u =sç (x), 
e a derivada 

»'=»'• f'M-
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Cor. 2. Na relação f ( x . y) = 0 a cada valor attribuido a x 
correspondem valores determinados de y, e esta variavel é fun-
cção implícita da independente x. Pelo princípio antecedente 

será fx (x, y)+y' • fy(x,y)^0, pois que a derivada de x é a 

unidade; e de s t a relação tira-se 

ís (®> y) 

fy (x> y) 

Assim, por exemplo, na equação do 2 . ° grau a duas varia-
veis será 

, by+cx + e 
y ^-ay+bx+d ' ( 3 5 ) 

attendendo ás expressões (34). 

72 . Se fôr dada a funcção inteira do grau n 

f ( x ) = Pn—lX + pn- iXÍJl \-J>QXn , 

que se annulla para a; = 0, sejam pi o módulo de x e pgo maior 
dos módulos dos coefficienles; por (24) teremos mod. f(x)< 

p í ( p l + p l + •• + ? " ) ' o u 

pi — pi"+' 
moà.f(x)<n. ^ , 

segundo a regra para a formação do módulo do producto e da 
potencia. 

D'esta desegualdade conclue-se pór maioria de razão, para 
valores de pi > 1, 

mod . f ( x ) < - ; 
1 —Pi 
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e pode tornar-se mod. f (x) inferior a qualquer quantidade posi-
tiva S, determinando pi pela condição p i p î / ( 1 — pi) < £ ou 

Pi < - L * P 2 T 8 

Cor. /. Ordenando a funcção f(oc) segundo as potencias 
ascendentes da variavel, o expoente de x no primeiro termo 
\xk será um inteiro positivo que pode ser zero. Fazendo 

/ > ) = A a * ( l + £ ) , 

será e uma funcção de x que se annulla para x=0; podemos, 
pois, determinar uma quantidade positiva r tal, que para todos 
os valores de x, cujos módulos estejam comprehendidos entre 0 
e r, o módulo de g seja inferior a 1 ou a qualquer quantidade 
assignavel. 

Cor. 2. Se a funcção f (x) estiver ordenada segundo as po-
tencias descendentes da variavel, fazendo 

f ( x ) = A'x»(i +«) , 

será e uma funcção de x que se annulla para \/x = 0. Por con-
sequência pode sempre determinar-se uma quantidade positiva 
l / r tal, que para todos os valores de \/x cujos módulos sejam 
inferiores a l / r , ou antes, para todos os valores de x cujos módulos 
sejam superiores a r, o módujo de t seja inferior a 1 ou a qual-
quer quantidade assignavel. 

Cor. 3. Sendo reaes a variavel e os coeficientes, é sempre 
possivel dar a x um valor positivo r tal, que o signal da funcção, 
depois de ordenada, seja o do seu primeiro termo. O mesmo 
succederá para todos os valores de x menores que r, se os termos 
da funcção procedem na ordem crescente dos seus g r a u s ; e para 
todos os valores de x maiores que r, se aquella ordem ó decres-
cente. 
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Cor. 4- Pela fórmula de Taylor a differença f{x + h) —- f [ x ) 
annulla-se com h, e portanto o módulo respectivo pode tornar-se 
menor que qualquer quantidade assignavel. Por conseguinte a 
funcção, sendo real, passa por differenças insensíveis do valor 
f[a) a outro f(b) quando a variavel x passa do mesmo modo 
do valor real a para b. 

É isto que se entende por continuidade da funcção. Não é 
essencial que na passagem de f(a) para f(b) a funcção proceda 
sempre no mesmo sentido; pode crescer e diminuir durante este 
intervallo, alternadamente mas continuamente. Os termos crescer 
e diminuir tomam-se aqui no sentido algébrico, isto é: diremos 
que z é um valôr intermédio ateu, quando z—t e u — z tive-
rem o mesmo signal. 

C A P Í T U L O III 

Composição das equações. 

73. Dizem-se algébricas, racionaes e inteiras as equações da 
forma f ( x ) = 0, sendo f ( x ) uma funcção inteira (n.° 64). O 
grau d'esta equação é o grau n de f ( x ) . 

Com aquella forma a equação está transposta; e também se 
suppòe reduzida, ordenada e completa. Quando se não verificar 
a última condição, restituiremos os termos que faltam, dando a 
cada um o coefficiente zero. Assim se entenderão sempre os 
enunciados; quando se falar do 1 2 . ° , e último termo, deve 
entender-se que se trata do termo dos graus n, n — 1 e zero. 

Os coefficientes po. p\, etc. suppòem-se inteiros; se o não 
fossem multiplicava-se toda a equação pelo denominador com-
mum. O primeiro po suppõe-se positivo; se o não fosse, multi-
plicava-se a equação por — 1. 

Raiz da equação f [ x ) — 0 é todo o numero a que torna 
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f{a) = 0. De (29) resulta que, sendo a raiz da equação f (x) = 0, 
é f{x) divisível por x — a; e vice-versa. 

74 . Se o valor real ou imaginario XQ, substituído por x na 
funcção inteira f (x) de coeficientes reaes ou imaginados, não faz 
mod.f (xo) = 0, ha sempre uma quantidade real ou imaginaria h 
que torna mod. f (xo + h) < mod. f (x0) . 

Se fosse mod. f[xo) = 0, seria xo raiz da equação f [ x ) = 0. Não 
sendo assim, pode o mesmo valor annullar successivamente 
f (x) e algumas das derivadas seguintes de f ( x ) , menos a última 
que é constante; se fôr p a ordem da primeira que não se an-
nulla, de (30) t ira-se 

0) ' ' P-í(xo) ' n \ f { x o)' 

e representando por Q o quociente que está rio 1.° membro d'esta 
egualdade, será (n.° 61, 2.°) 

mod. f ( x o + h) 
mod. Q 

mod. f(x0) 

Sejam a e p o augmento e o módulo de h, ak e pj: os mesmos 
elementos para o coelliciente de qualquer potencia k de h no 
desenvolvimento precedente; teremos (n.°' 61 e 63) 

Q = 1 + pp pP [cos (ctp -f/>a) + i sen (ctp +/)<*)] + S , 

sendo S a somma dos termos restantes. 
Determinando a pela condição px = it, virá 

Q = 1 — ?p í p + S' , 

e os termos de S' teem os mesmos módulos que os de S, a sa-
ber, p^-f-t pH - 1 , . . . pn p", dos quaes todos podem ser 
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zero menos o último. Por outra par te , para valores S de p, que 
satisfaçam á condição pp pP < 1, é mod. (1 — p]} pP) — 1 — pp pP ; e 
portanto (24) 

m o d . Q < ( l —p i,pP) + m o d . S ' . 

Mas é também mod. S' < p^-f i pP+1 + p p f ' + 2 + • • • + pn p" ; 
d 'onde resulta, por maioria de razão, 

m o d . Q < 1 - ( p , p p - p p + i p H - i p„ p " ) . 

Como os módulos são positivos, no parenthesis d'esta expres-

são só o primeiro termo é positivo. "Ora pode achar-se sempre 

um numero r tal (h.° 72, cor. 5), que p a r a p < r aquelle pri-

meiro te rmo seja maior que a somma dos restantes. Logo, 

dando a P o menor dos valores r e virá mod. Q < 1 e portanto 

mod. f(xo + li) < mod. f (a?o). 

7 5 . O princípio fundamental da theoria das equações, ou 
theorema de Dalembert, é o seguinte : 

Toda a equação algébrica racional e inteira tem pelo menos 
uma raiz, real ou imaginaria. 

Dando a x todos os valores possíveis, reaes ou imaginarios, 
virão para mod.f[x) diversos valores, um dos quaes será menor 
que todos os q u » forem différentes d 'e l le ; este mínimo não 
pode deixar de ser zero. .Com effeito, se o mínimo fosse. 
mod. f(a) - A, différente de zero, haveria uma quantidade li 
que tornaria mod. f(a-\- li) < A e o numero A não seria o menor 
valor de mod.f(x), como se tinha supposto. 

Contra esta demonstração tem-se objectado que mod. f ( x ) , 
decrescendo indefinidamente, pode não att ingir o limite zero. 
En t re t an to notaremos que mod.f(x) não se approxima de zero 
quandó mod. x cresce indefinidamente, pois que além d 'um certo 
limite estas duas grandezas são conjunctamente crescentes 
(n.° 72, cor. 2); e para valores finitos de mod. x, o valor mínimo 
de mod.f(x) não pode deixar de ser zero, como se acaba de 
ver. 
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7 6 . Pois que a equação f ( x ) = 0 tem pelo menos uma raiz, 
designando por aj esta raiz, teremos (n.° 65) 

f ( x ) = {x — a^.fi (x) , 

sendo f\ (x) um polynomio racional e inteiro do grau n — 1 . A 
equação fc(x) = 0 tem do mesmo modo uma raiz a j ; e assim 
teremos successivamente 

ft[x)=(x — a s ) . / j (a>) . 

fc(x)=(x—a3).f3(x) , 

fn-i (x) = po (x — an) . 

Multiplicando membro a membro estas identidades e a prece-
dente, virá, depois de feitas as reducçôes, 

f [ x ) ^ p o ( x — ai){x — ai)...(x—an) ; (36) 

e a\, . .an são raizes da proposta f ( x ) = 0. 

57. Se o polynomio inteiro f[x) de grau n se annulla para 
n + 1 valores différentes de x, os coefficient^ de todos os seus 
termos são zero. 

Supponhamos o princípio demonstrado para o grau n — 1 ; 
vamos ver que elle tem logar para o grau n e, como está veri-
ficado para o 2.° grau, concluimos que é geral. 

Seja f ( x ) ~p0x
n + p\ xn~1 + h p n _ \ x + p n um polynomio 

de grau n qye se annulla para n + 1 valores différentes de x, 
um dos quaes representamos por a. Teremos 

f ( x ) = (x-a).<f{x) , 

e o polynomio inteiro ?(&), de grau n — 1 , annulla-se para os 
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restantes n valores de x que anntillam f(x). Ora os coefficientes 
de 9 (íc) estam achados no n.° 65 e, substituindo em cada uin 
a expressão do anterior, vê-se que elles são 

Po » poa+pi , p0a-+p\a+pi , etc. 

e todos se annullam segundo a hypóthese; logo será successiva-
mente/ty = 0, p\ 0 , . . ,pn = 0, como queríamos demonstrar. 

Cor. Na identidade fÇr) F [x) cada potencia de x tem 
coellicientes eguaes nos dois membros. Com effeito, transpondo 
os termos, o coelliciente d'essa potencia de x em f ( x ) — = 0 
é a differença d'aquelles coefficientes e deve ser zero. 

7 8 . Se em (36) houver factores eguaes, diz-se que a equação 
f ( x ) = 0 tem o mesmo numero de raizes eguaes. Sendo, por 
exemplo, at = a%= • • • = a^, a proposta tem k raizes eguaes a 
a i , e k é a ordem de multiplicidade d'esta raiz. Se fòr l; = 2 
ou k = 3, diz-se que ai é raiz dupla ou tripla. 

A cada factor (36) corresponde urna raiz da equação /"(#) = 0, 
a qual por outra parte não tem mais de n raizes ( n . ° 7 7 ) ; logo, 

Uma equação algébrica c inteira do grau n tem n raizes, 
reaes ou imaginarias, eguues ou deseguaes. 

A forma mais geral d'aquelle producto será 

f[x) == ( x - a , ) ' . (x - a 2 ) s • • • (x - a*)" (37) 

com r + H +« = «; a proposta /"(.r) = 0 só tem raizes sim-
ples, quando èr s • • • = v l. 

O grau da equação f ( x ) 0 pode abaixar-se em tantas uni-
dades quantas forem as raizes conhecidas, dividindo o seu 
1.° membro pelo producto dos factores binomios formados com 
estas raizes. 

SO. Nas equações de coellicientes reaes as raizes imagina-
rias são conjugadas duas a duas, e portanto em numero par. 
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Seja, com effeito, a + bi uma raiz da equação f(x) = 0, ou 

f ( x ) = [a;-(a + éí)JxQ . 

Sendo reaes os coeficientes dos termos de f{x), a quantidade 
i ha de desapparecer do 2.° membro d'esta identidade quando 
se effectuarem as multiplicações indicadas; o que não pode ter 
logar (n.° 58), sem que no producto se encontrem unicamente 
potencias pares de i. Logo a expressão precedente não se altera 
quando se muda i em —», e na identidade 

f i x ) s — (o — btj] x Q' 

Q' será um polynomio inteiro, como Q; donde resulta que 
a — bi também é raiz da proposta. 

O producto — a) -f bi] x [(a? — a) — bi] é (25) o quadrado 
(.x — a ) ' + 6s do módulo commum dos factores; e este trinomio, 
do 2.° grau e de coefficientes reaes, é positivo para qualquer 
valor real de x. Por conseguinte, designando todas as raizes reaes 
da proposta por a j , a j , •••am, na expressão 

f (x) = {a: — a{)(x — a 2 ) '••(x — am). <p (x) ( 3 8 ) 

o polynomio ç (x) conserva-se positivo para todos os valores reaes 
de x. Os números m e n hão de ser da mesma paridade, porque 
o grau mn de <p(.r) deve ser par. 

8 0 . Se as equações f ( x ) = 0 e F (x) = 0 tiverem k raizes 
communs, os seus primeiros membros serão divisíveis pelo pro-
ducto dos k factores binomios correspondentes. Reciprocamente, 
se <[> (x) fòr o polynomio de grau mais elevado que divide conjun-
ctamenle f ( x ) e F ( x ) , ou o maior divisor commum d'estes polv-
nomios, as raizes da equação çp (x) = 0 satisfarão as propostas. 

Suppondo conhecido f (x), as outras raizes das propostas 



THEORtA DAS EQUAÇÕES. 
i I:Í 

serão dadas pelas equações 

? («) 9 («) 

Se houver raizes communs eguaes, o (x) 0 conterá cada uma 
d'ellas com o seu menor grau de multiplicidade; assim, se forem 
divisíveis f ( x ) por (x—a)k e F (x) por [x —a)fc+/l, y(x) será 

F (x) 
divisível por (x—a)h e as equações F(oc) — 0 e 0 ainda 
teem raizes communs. ^ 

O maior divisor commum ç (x) pode determinar-se, como 
se verá no n.° seguinte, sem serem conhecidos os binomios ele-
mentares em que f ( x ) e F (x) se decompõem, ou as raizes das 
equações f{x) = 0 e F (x) — 0; e depois abaixam-se os graus 
d'estas equações por meio da divisão, como já se ensinou. 

81 . Representemos por A e B dois polynomios ordenados 
segundo as potencias decrescentes da mesma letra x, e suppo-
nhamos que o grau de A não é inferior ao de B. Dividindo A 
por B, sejam Q o quociente e R o resto, ou 

A B X Q B . 

Se fôr li = 0, será B o maior divisor commum de A e B. 
Não sendo assim, ou R é um numero e os polynomios dados são 
primos entre si, ou R ainda contém x; neste último caso, orde-
nando R e dividindo B por R, virá 

B = R x Q , + R, . 

A esta egualdade ainda se applicam as mesmas observações, 
notando além d'isto que o maior divisor commum de B e Ri o será 
também de A e B. Continuando por este processo de divisões 
succcssivas, como para a determinação do maior divisor commum 
de dois números, os graus dos restos vão diminuindo constante-
mente, e ha de por último chegar-se a um resto independente 
de x ou zero. No primeiro caso os polynomios A e B são primos 
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enlre s i ; no segundo caso o di\isor da última divisão é o maior 
divisor commum dos mesmos polvnomios. 

É evidente que em cada uma d'estas operações pode multi-
plicar-se ou dividir-se o dividendo ou o divisor por um factor 
primo com o outro termo da mesma operação. Faz-se uso d'este 
princípio para simplificar o cálculo, que 6 sempre muito laborioso, 
procedendo do modo seguinte. 

Primeiro, supprime-se no divisor qualquer factor, que não 
contenha x e seja commum a todos os termos daquel le polyno-
mio.' Depois evita-se o emprego de coeficientes fraccionarios, 
multiplicando cada dividendo parcial por um factor conveniente, 
que também não contenha x. Se forem k e m, respectivamente, 
os coefficientes dos primeiros termos do dividendo e do divisor, 
depois de simplificados, e sendo £ o factor de m que 
não se encontra em k, basta multiplicar o dividendo por (5 para 
obter o primeiro termo do quociente, por <*32 para ter os dois 
primeiros termos, etc. Se o grau do dividendo exceder numa 
unidade o grau do divisor, o quociente só tem dois termos e 
basta multiplicar o dividendo por 

Se os polynomios A e B se acharem decompostos em factores 
do 1.® grau, o seu maior divisor commum ó o producto dos 
factores communs, cada uin elevado ao menor expoente com que 
entra em A e B. 

8 2 . Comparando os coefficientes dos termos semelhantes nos 
dois membros da identidade 

poxn+pi as"-1 H rPn\= po [x — ai) [x — «2) •••{x— a„) 

e altendendo á regra da multiplicação binomial, resultam as 
egualdades 

Po = Po > 

Pi = —Po ( a i + o s + • • • + « » ) . 

Pa = Po ( a i « 2 + — h a n — i a n ) » (39) 
X 

p» = (— l ) n - p o « l ai ••• an • 
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D'estas relações se conclue, suppondo por brevidade po = 1, 
q u e : 

1.° O coefficiente do 2.° termo da equação é a somma das 
raízes respectivas, tomadas com signal contrario. 

2.° O coefficiente do 5.° termo é a somma dos productos dis-
tinctos das raízes, tomadas duas a duas, 

3.° O coeficiente do 4." termo è a somma, com signal con-
trario, dos productos dislinctos das raízes tres a Ires, etc. 

4.° O último termo é o produeto das raízes, com o mesmo 
signal ou com signal contrario conforme a equação é de grau par 
ou impar. 

Estas relações já eram conhecidas para a equação do 2.® grau . 
São evidentes os termos em que os»enunciados se modificariam, 
quando fosse po differente de 1. 

8 3 . A funeção f(x) de grau n tem, como se viu, n divi-
sores do 1.° grau. Coinbinando-os em todas as ordens possiveis, 
dois a dois, tres a tres, etc., vê-se que o mesmo polynomio 
admitte n(n —1)/2 divisores do 2.° grau, n (n — 1) (n — 2 ) /3 ! 
divisores do 3.° grau, etc. 

Exercícios. 

3 5 . Achar o maior divisor communi dos polynomios 

+ a? — 2!U- — :S \x + 24 , + ta*— 2 t a + 9. 

3 8 . Resolver as equações cujos primeiros membros são os polynomios 
do Ex. 37. 

1 3 
3 9 . Compor a equação cujas raizes são — 1 , — 2 , 

4 0 . Compor o («), sabendo que 1 + \J—3 e 1 + 2, são as raizes 
da equação ? (x) = 0. 

4 1 . Compor a equação cujas raizes são — 1 , 1 + / — 3 . 
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C A P Í T U L O I V . 

Transformação das equações. 

8 4 . Transformar a equação f (x) = 0 noutra que tenha as 
mesmas raízes com signaes contrários. 

Segundo as relações (39), muda-se o signal a todos os termos 
cujos graus são de paridade*differente do grau da proposta. 

8 5 . Transformar a equação f(x) 0 noutra cujas raizet 
sejam h vezes maiores. 

Da condição de transformação y~=hx tira-se x = y/h. Des-
embaraçando de denominadores, a transformada torna-se em 

Po yn + P1 V - 1 H 1- P » = 0 ; 

portanto a transformação opera-se, mudando x em y e multi-
plicando cada coeííiciente por uma potencia de h, cujo grau é 
complemento do expoente de x. no mesmo termo para o grau 
da proposta. 

Sendo inteiros h e os coefficienles da equação, os da transfor-
mada também o serão; mas estes últimos podem ser números 
muito elevados. 

Na mesma hypóthese, fazendo h = p o e dividindo por esta 
quantidade, a transformada torna-se em 

yn-\.piy«-i + ... o ; 

por onde se vê que sempre se pode transformar uma equação 
de coeficientes inteiros noutra da mesma forma, em que o coef-
ficiente do 1.° termo é a unidade. 
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Convirá fazer a transformação precedente com um valor 
fraccionario de h = i/k, isto é, tornar as raizes li vezes menores, 
quando d'ahi não resultem coefficientes fraccionarios. Fazendo, 
por exemplo, x=i2y na equação x3 — 1 4 4 a : — 1 0 3 6 8 = 0, ella 
torna-se em 

y3 — y — 6 = 0 , 

com os coefficientes mais simples. 

8 6 . Transformar a equação f ( x ) = ^ 0 noutra cujas raizes te-
nham menos que as da proposta a quantidade h. 

A condição de transformação éy = x— h o u x = A - f y , com 
h positivo ou negativo. Pela fórmula de Taylor a transformada 
será 

f(h + y ) ^ f ( h ) + yf'(h)+... = 0 . 

Para determinar promptamente os coefficientes d'esta equação 
notaremos que o resto da divisão de f(x) por x — h é f(h), e o 
quociente Q| d'esta operação acha-se dividindo f ( x ) — f(h) por 
x-^h = y; teremos pois 

Dividindo depois Oi P o r lf = x — h, acha-se o resto f'(h) e 
o quociente 

+ - ; , 

e assim por deante. Logo os coefficientes da transformada são os 
restos d'estas divisões por a; — h; e cada um d'elles se forma, 
como o dividendo seguinte, pelo processo do n.° 6o . É o que 
melhor se verá num exemplo. 

Seja f (®) = 2x 4 — 2 x 2 ~r 5a; — 4 = O e procure-se a transfor-
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mada em y = as 4- a; convém dar ao calculo a disposição se-
guinte, fazendo h = — 2: 

Coef. d a proposta . . 2 , 0 , — 2 , + 5 , — 4 

L' divisão 2 , - 4 , + 6 , - 7 , + 1 0 ; 

2.' » 2 , - 8 , + 2 2 , - 5 1 ; 

3 . a » 2 , - 1 2 . + 4 6 ; 

4.' » 2 , - 1 6 . 

A transformada é 2 y * - 16y3 + 4 6 t / 2 - 5 1 y + 10 = 0; os coeffi-
cientes de Q| são 2, — 4 , + 6 , — 7 ; etc. A equação é incom-
pleta, mas restituiu-se o termo em a:3 dando-lhe o coefficiente 
zero. 

87 . Com a transformação precedente se resolvem os se-
guintes problemas: 

1 D e s e m b a r a ç a r a equação do 2.° termo. Ordenando o des-
envolvimento (n.° 66), é 

f iy+h) =poy"+(pi+«Po h) yn~1 

+ P 2 + ( « - l ) P i ' * + 1 ~ W 2 J 'Jn~~ + • • = 0 ; 

e determinando h de modo que seja p\ -f npo h — 0, d'onde se tira 

h — - - , 
"Po 

desapparece da transformada o 2." termo. Por ser npo diffé-
rente de zero, o valor de h é finito e determinado; o problema 
é sempre possível, e tem uma solução única. A somma das raizes 
da transformada é zero (39). 
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2.° Reduzir á unidade o coeficiente do 1termo e desemba-
raçar a equação do 2." termo, sem introduzir coeficientes fraccio-
narios. Pela primeira condição faremos y = pox, e a transformada 
resultante é 

y n + p i t/n—1 + p o p z y n ~ i - \ — = 0 ; 

pela segunda condição faremos y = y\— — ou, fazendo z = ny\. 

Esta última transformação não introduz denominadores; e não 
inllue nos coeflicienles dos termos de graus n e n — 1, porque o 
segundo é zero. Estas transformações reduzem-se a uma só pela 
relação 

z — px 
X — . 

np 0 

Do mesmo modo poderíamos desembaraçar a equação de 
outros termos; mas, em geral, a transformação que supprimisse 
um termo faria reapparecer oulro, que tivessemos supprimido 
antes. 

8 8 . Para transformar uma equação f [ x ) = 0 noutra, cujas 

raizes sejam recíprocas das raizes da proposta, muda-se x e m ~ • 

Desembaraçando de denominadores e ordenando em sentido de-
crescente, os coeflicientes da transformada são os mesmos de f [ x ) , 
tomados em ordem imersa . 

Cor. Se forem nullos todos os r primeiros termos da equação 
f ( x ) = 0, esta equação tem r raizes infinitas. Com effeito, na 
transformada em i / y faltam neste caso os r últimos termos; e esta 
equação, sendo divisível por yr, tem r raizes eguaes a zero. A 

cada uma d'ellas corresponde na proposta uma raiz ® = 
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E x e r c í c i o s . 

4 2 . Formar a equação cujas raízes são, com signal contrario, as de 
Xh _ 2a;3 + W — ix - f 7 = 0. 

4 3 . Reduzir á unidade, sem coefficientes fraccionados, o coefíiciente 
do i.° termo da equação fia;3 — 3ar+ 2 = 0. 

4 4 . Sendo a, b, c as raizes da equação x3 -|-px~ + qx -f- = 0, formar 
. . . . a b c 

a equaçao cujas raízes sao -.—— , —, ——r- . H * b-\-c ' c-f a a-\-b 

4 5 . Sendo a, b, c as raízes da equação x3 4- qx + r = 0, achar a equa-
ção cujas raizes são (a — b)~, (6 — c f , (c — a)-. 

4 0 . Transformar a equação f (x) = 0 noutra racional, cujas raizes sejam 
os quadrados das raizes da proposta. 

C A P Í T U L O V . 

Limites das raizes. 

8 9 . Limite superior (las raizes d'uma equação é qualquer 
numero maior que a maior d elias. O limite mais conveniente 
será aquelle que fôr mais próximo da maior das raizes. 

Se forem positivos todos os termos, zero é limite superior 
das raizes da equação. Se os termos com potencias pares da 
incógnita tiverem todos o mesmo signal, contrario ao dos termos 
com potencias impares de ar, a equação não tem raizes negativas. 
Se houver só termos positivos com potencias pares de x, a equação 
só tem raizes imaginarias ou nullas, e estas últimas serão em 
numero par. Se houver só termos positivos com potencias impa-
res de x, a equação tem um numero impar de raizes nullas, uma 
pelo menos, e as restantes imaginarias. O termo independente 
de x considera-se de grau par. 



TttEORlA DAS EQUAÇÕES. 1 2 3 

Nos outros casos o limite superior das raizes determina-se 
por differentes méthodos, de que vamos dar a conhecer os prin-
cipaes. 

90. Méthodo de Newton. Mudando x em y + h na equação 
f ( x ) = 0, resulta a transformada 

ii3 

Substituindo h p o r um numero positivo que torne positivos os 
valores de f(h), f (li), . . . f n (h), da equação f í y -f- h) não podem 
resultar raizes positivas para y = x — h; portanto na proposta 
não pode ser x>h, donde se segue que 

E limite superior das raizes da equação f (x ) = 0 o numero 
que, substituído por x em f (x) e em todas as suas derivadas, dá 
sempre resultados positivos. 

A derivada de ordem n é fn (h) = n ! po e sempre positiva, 
como o coefiiciente po do 1 t e r m o da equação. A derivada an-
terior fn~l (/i) é do 1.° grau em h, e facilmente se determina 
o inteiro h que convém á condição /*"—1 (h) > 0. Verifica-se depois 
se este valor satisfaz á condição fn~~- (/t) > 0, e no caso contrá-
rio juntam-se successivamente a /i tantas unidades, quantas sejam 
necessarias para tornar aquella derivada positiva. Passa-se depois 
e do mesmo modo para fn~3(/i), e assim por deante até se 

.chegar a f(h). 

Tendo verificado que fr (7) e todas as suas derivadas até fn (l) 
são positivas, não é necessário experimentar nestas luncçòes 
qualquer numero l - 1 k , sendo k positivo. Com eífeito, teremos 
por (30) 

f r V + ><) = f r (0 + l ' í r + i (0 + • • • + Tf / " (0 ; 

e portanto, sendo fr (/) > 0, fr+1 (l) > 0, • • fn(l) > 0, será tam-
bém f ( l + k)>0. 

91. Métlwdo de Lagrange. — Supponhamos a equação divi-
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dida pelo coefliciente e seja n — r o grau do seu primeiro 
termo negativo, ou 

f(x)=x» + -- — P r xn~r + - • — ? r + s X n - r - s + • • • ± P « = 0 . 

Se houver um numero k para o qual seja 

kn > Pr kn~r + ?r+ s /£"-'-' + • • • , 

será também 

í > L ' + [ j ± f . 

e qualquer numero / > k satisfaz a esta condição. Logo k será 
limite superior das raizes positivas da proposta, porque ao segundo 
membro da desegualdade precedente viriam addicionar-se os ter-
mos positivos da equação. 

Ora sendo P o maior coefficiente negativo da proposta, a 
referida desegualdade está contida na seguinte 

In—r+l i 
k" >P (k»-r + kn~r~l + --k+ 1) = P. — ; 

K 1 

esta última ainda se comprehende successivamente nas seguintes 

/." > p k>-*{k- i ) > p , { k - i y > ? , 

contentando-nos com valores de A > 1, e teremos finalmente 

A > 1 + V P . 
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Logo, i limite superior das raizes d'uma equação a somma da uni-
dade com a raiz do maior coeficiente negativo, de grau egual á 
differença entre o grau da equação e o expoente de x no seu pri-
meiro termo negativo. 

Pôde seguir-se outro processo na determinação d'este limite. 
Sendo P o inteiro immediatamente superior ao maior dos números 

^P r , ' V P r + s , etC., 

a desegualdade fundamental é successivamente comprehendida 
pelas seguintes: 

k" > Pr kn~r 4 P r + S kn-r~s 4- • • • , 

kn > PA«-» + P U " - 2 4 - + P» = P. k". ~ n" , 
li— r 

kn [k — P) > P/in » 

contentando-nos com limites superiores a P. I)a última tira-se 

k > 2 P , 

e portanto: é limite superior o dobro do maior numero obtido 
quando a cada coeficiente negativo se extrahe a raiz de grau egual 
á differença entre o grau de equação e o expoente de x no termo 
respectivo. 

Na notação de que nos servimos, o numero r pode ser qual-
quer desde 1 até n; do mesmo modo s pode ser qualquer inteiro 
desde 1 até n—r, e assim por deante. Se fôr r = l , o limite su-
perior é a somma do maior coeficiente negativo mais a unidade. 

92. Méthodo de Bret.—Seja a proposta, com os signaes de 
cada termo em evidencia, 

po Xn H Pr Xn~r 4 Pr+t Xn~r-S 4 ± Pn = 0 . 
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Se nos termos positivos substituirmos as respectivas potencias de 
x pela expressão 

xm = (x — 1) (a"'-1 + x™-2 H x+ 1) + 1 , 

e reduzirmos os termos semelhantes com os negativos, em que não 
se faz esta transformação, os coeficientes das potencias n — r, 
n — r—s, etc. de x, que correspondem a estes termos negativos, 
são 

(P0+/>lH \-pr-l) (x—l)—pr, 

(po +P\ H Pr-1 +Pr+1 H 1- Pr+S-1) (x—l)—pr±s, 

etc. 

Na primeira d'estas expressões entram os coeficientes de todos 
os termos positivos que precedem pr, na segunda todos os que 
precedem p r _ s , etc. Alem d'isto, substituindo por x, qualquer 
valor k> 1, os coeficientes dos outros termos compõem-se só de 
partes positivas; e portanto, determinando um numero que, sub-
stituído por x, torne aquellas expressões positivas este valor de x 
deverá satisfazer ás condições 

x> , + 1 , 
po+Pl-1 h Pr—1 

Pl+1 — + 1 

P0+PI+-+ Pr-1 + />r+l + • + Pr+,~ 1 

etc. ; 

e será limite superior das raizes da proposta. 

©3. O méthodo de Newton, da, em geral, o limite mais pró-
ximo da maior das raizes. Quando estas são todas reaes, este 
limite é o inteiro immediatamente superior á maior; ou mesmo 
a maior das raizes quando ella é inteira. 
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Com effeito, representando por h o menor numero inteiro 
superior á maior raiz positiva da equação f ( x ) = 0, as raizes da 
transformada /"(y -h A.) = 0 são todas negativas; e designando-as 
por — , — — — b„ , com os signaes em evidencia, os coefi-
cientes de f{y + h) serão todos positivos (n.° 39). Mas estes coe-
ficientes são f (h ) e todas as suas derivadas; por conseguinte h 
é o limite, achado pelo méthodo de Newton. 

Se as raizes são todas reaes e a maior d'ellas é o inteiro h, 
será f ( h ) = 0 e 

f ( y + h)=yr[h)+--.yn
n

[f "(11)^0. 

Esta equação tem a raiz y 0 e todas as outras negativas; por-
tanto serão positivos, como no caso precedente, os coeficientes 
f (h),. . ./*" (li), e h é o limite achado pelo mesmo méthodo. 

Dos méthodos de Lagrange e Bret, deve preferir-se o pri-
meiro quando ha muitos termos negativos, e o segundo quando 
o primeiro termo negativo é precedido por muitos positivos e os 
maiores coeficientes negativos estam depois dos menores. 

9 4 . Para um numero l ser limite superior das raizes d'uma 
equação f ( x ) = 0 não basta que a substituição de x por l ou por 
qualquer numero maior que l em f ( x ) dê sempre resultados po-
sitivos; é necessário que estes resultados sejam significativos. 

Assim em 

( a . - 5 ) * ( x - 3 y ( a - l ) = 0 

qualquer inteiro Â > 1 dá resultados positivos; e 2, por exemplo, 
não é limite superior das raizes d'esta equação. 

Se unicamente soubermos que não ha numero algum maior 
que k que dè resultados negativos, só -poderemos concluir que a 
equação não tem raizes superiores a k ou, se tem algumas, cada 
uma d'ellas é de ordem par de multiplicidade. 

95. O limite das raizes negativas da equação f ( x ) = 0 é o 
limite superior das raizes positivas da transformada f( — x) = 0. 
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O limite inferior das raizes positivas da mesma equação é o 

limite superior das raizes da transformada ge r íd> 

toma-se zero para limite inferior das raizes positivas. 

96. Sejam a e p o argumento e o módulo da variavel x, 
<xr e p,- o argumento e o módulo do coeficiente pr ; dividindo 
a equação pelo coeficiente po do 1.° termo, o módulo d'este 
termo será p" e o do termo r + 1 ó 

p ' - p ' ' - r = n r p n - r . 
PO 

O mod. f ( x ) não pode ser menor que 

P » - R , P » - 1 - R 2 P"-* R „ ; 

se acharmos para p um valor / que torne esta expressão positiva, 
e tal que o mesmo tenha logar para qualquer valor de p > / , será 
l limite superior dos módulos das raizes da equação proposta. 

Ora a expressão precedente é funcção de quantidades reaes 
e tem todos os termos negativos, com excepção do primeiro; 
logo será (n.° 91) 

l = 1 + R r , 

representando por R r o maior dos módulos R. Teríamos também, 
attendendo á relação entre Hr > Pi e po, 

} _ PO + pr . 

PO 

e do mesmo modo se acharia o limite superior dos módulos das 
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raizes da transformada em —, ou 
y 

i p n + p í 
M = , 

P» 

sendo pn o módido do último termo da proposta e p, o maior 
dos módulos dos coefficientes dos outros termos. Invertendo, seria 

p» . . . . i 
—— o limite inferior dos módulos das raizes da proposta. 
Pn + Ps 

E x e r c í c i o s . 

4 7 . Com as raizes + i / 8 e —^ formar a equação x* — 7a:3 -f- Sx* 

+56x- 1 0 4 = 0 . 

4 8 . Achar pelo 1.° méthodo o limite superior das raizes da equação 
precedente. 

4 ® . Resolver o mesmo problema pelos outros dois méthodos. 

5 0 . Achar pelo 1.° méthodo o limite superior das raizes dã eduação 
4a* — 32a;< + SSx3 + 86a,'2 - 179a; — 84 = 0. 

5 1 . Resolver o mesmo problema pelos outros dois méthodos. 

C A P Í T U L O VI . 

Raizes eguaes. 

97 . O polynomio inteiro f (x ) de grau n é, em geral, da 

forma (37). 

9 
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Se as raizes ai e aj da equação f [ x ) = 0 são da mesma or-
dem r de multiplicidade, é 

( x - a { ) r . ( x - ai)s = [ ( . ' c - aO ( a s - a á ) J r = X'-

e aj e a2 são as raizes da equação do 2.° grau X = 0. Se a 
proposta tem m raizes a j , . . am da mesma ordem r de mul-
tiplicidade, a parte correspondente de f ( x ) é 

[ ( x - a j ) (x — a g ) - - - ( x - a m ) j r = X ' , 

e as quantidades o j , a j , . am são raizes simples da equação X r = 0 , 
d e grau m < n . 

9 8 . Dando ao producto (37) a forma 

f ( x ) = (x-ai)r .Q , 

o polynomio 

{x — ai)r 

não é divisivel por x — at; e a derivada de f{x) será (n.° 10, 2.°) 

f (x) = r (x - a , ) ' " 1 • O + (« - aiY . Q' ^ 

designando por Q' a derivada de 

Q = (x-azy---(x-aky. 
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Do mesmo modo teremos 

Q' = <(® — a .2 ) s - 1 . R + (as — a t f • R ' , 

f ( x ) 
R 

(x— aj)r. (x—aj)' 

Se em (.37) houvesse só très factores e fosse f ( x ) = — ai)r. 
— A 2 / . (X — Ö;J)!, ser ia R = (x — «3) ' e 

R' = < ( » _ a 8 ) í - , = í . - ^ 

donde resultaria 

' a; ai x—a* x—a3 

É evidente que se acharia para a derivada uma expressão 
análoga á precedente, no caso de serem mais de très os factores 
différentes de f [ x ) ; e em geral teremos 

« 5 - + . . - Í W + . . . + , . . « * » 
x— ai x — x — ak 

Esta relação mostra que cada um dos factores differentes de 
f ( x ) entra em f ( x ) com o respectivo expoente diminuído de uma 
unidade; por conseguinte entrará em f ' ( x ) com o expoente di-
minuído em duas unidades, por ser f" (x) a derivada de F x, e 
em gera l : 

Se ai é raiz da ordem r de multiplicidade da equação f(x) = 0, 
a mesma quantidade è raiz de ordem r — 1 em P(x) = 0, de or-
dem r — 2 em f"(x) = 0 , etc. 

Applicando a fórmula (32) a f [ x ) , viria 
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pois que, sendo a raiz a\ de ordem r de multiplicidade, é 

/ • ( « , ) = / » = • • («i) = 0 . 

0 9 . Designando por X r , como anteriormente, o producto 
dos factores simples, cuja ordem de multiplicidade em f ( x ) é r, 
teremos em geral 

f ( x ) = Xi. Xg. X3. x] . . . , 

donde resulta (í) 

f (x) = X j . X 3 . . . . x S , 

designando por S o producto dos factores de f' (#) que não entram 
em f ( x ) . O maior divisor commum de f ( x ) e f\x) é 

R » . 3 

d\ — Xg . Xa. X j . . . ; 

se fòr Xj = X3 = X4 = • • • = 1, a proposta só tem raizes simples, 
e é d\ = 1. Logo, 

A equação f (x) = 0 tem raizes eguaes quando o maior divisor 
commum de f(x) e da sua derivada é differente da unidade, e 
vice-versa. 

ÍOO. O quociente da divisão de f{x) por d\, é 

qi — Xj . X 2 . X 3 . X £ . . . 

Do mesmo modo, representando por o maior divisor commum 
entre d\ e a sua derivada, por dg o maior divisor commum entre 
dg e a sua derivada, e assim por deante, teremos 

dg = X 3 . X^ . . . , 

d3 = X 4 . . . , 

e tc . ; 
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e dividindo dx por d 2 , d2 por d 3 , etc. virão os quocientes 

ç2 = X 2 . X 3 . X 4 . . . 

<73 = X 3 . X4 . . . 

etc. 

Uma nova série de divisões fará conhecer os polynomios 

v v ! , 
= „ . X 2 = , etc., 

Í2 93 

que só teem factores simples; e em geral a equação X, = - 0 , que 
não tem raizes eguaes, é composta com as raizes de ordem r de 
multiplicidade da proposta, cujo numero é dado pelo grau de X r . 
Nem sempre saberemos resolver estas equações, mas em todo o 
caso: 

E sempre possível fazer depender a resolução d uma equação 
cum raizes múltiplas da resolução de equações que só teem raizes 
simples, e cada uma d'estas equações dá todas as raizes da mesma 
ordem de multiplicidade da proposta. 

Í O I . Se na equação não houver raizes da ordem r de multi-
plicidade, será Xr = 1. O cálculo fará conhecer esta circumstancia, 
dando qT = 

Seja, por exemplo, f (x) = xG — 6xi — ix3 + 4 - 1 2 x + 4 
= 0; a derivada é f (x) = 6 x s - 2 U 3 - 12x'2 + 18a; + 12. Pro-
cedendo á divisão de f (x) por f (x) , depois de supprimir no di-
visor o factor 6 commum aos coeficientes de todos os termos de 
P(x), o primeiro resto, dividido por — 2 , é 

+ a?3 — 3a;2 — 5» — 2 . 

Continuando as operações, acha-se que este polynomio é o 
maior divisor commum de f ( x ) e f (a:;, donde concluimos que a 
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proposta tem raizes eguaes; e seguindo o processo do n.° anterior, 
forma-se o quadro 

f ( x ) = x
6-6a;4 - 4íc3 + 9a;2 + i2x +4 

d\ =xi-{-x3 — — 5a; — 2 ql__x1 — x — 2 

d j = x- + 2a; + 1 = £c2 _ a; _ 2 

í/3 = a; + 1 ç 3 = a; + 1 

d 4 = 1 g 4 - a ; + l 

donde se tira 

X j = — = 1, X j = — =x— 2 , 
7 i 

X 3 = — = 1, \ 4 = = 1 . 
q i 1 

Portanto é /"(a;) = (a; —2)- . (a?- f l ) 4 ; a proposta nào tem 
raizes simples nem triplas, tem a raiz dupla 2 e a quádrupla —1. 

1 0 2 . Este processo é laborioso, e por isso não se applica 
ao cálculo das raizes commensuraveis, cuja determinação é fácil 
como adeante se verá. 

Ora, suppondo racionaes os coeficientes da proposta, tam-
bém o serão os coeficientes de qualquer das equações Xr = 0. 
Portanto, se Xr fòr do 1.® grau, a raiz correspondente é com-
mensuravel. 

Posto isto, se a proposta é do 3.° grau e tem raizes eguaes, 
ellas são commensuraveis porque só poderão ser uma dupla ou 
uma tripla. Se a proposta é do 4.° grau e tem raizes eguaes, 
ellas só poderão deixar de ser commensuraveis se forem duas 
duplas; neste caso, a equação abaixa-se ao 2." grau, extrahindo 
a raiz quadrada ao seu primeiro membro. Finalmente, se a pro-
posta é do 5.® grau, as suas raizes múltiplas, havendo-as, são 
também commensuraveis, excepto se forem duas duplas; mas 
neste caso haverá uma raiz simples, que é commensuravel, e, 
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dividindo pelo binomio correspondente, a equação abaixa-se ao 
4.° grau e reduz-se ao caso anterior. 

Em conclusão: o méthodo das raizes eguaes só se applica a 
equações de raizes incommensuraveis e de grau superior ao 5.° 

103. Na indagação do maior divisor commum de uma funcção 
inteira e da sua derivada pode dispensar-se a primeira divisão. 
Sejam, com effeito, 

f (x) = po xn -pi x"~l +p» x"—2+p3 xu~z H , 

f (x) -- np0 x'1-1 + (» — 1 ) p | a » - 2 + (n _ 2 )p 2 a ;»" 3 

+ ( n _ 3 ) p 3 a ; ' < - i + --- , 

e multiplique-se f ( x ) por n-p« para evitar coeflicientes fraccio-
narios (n.° 81). Effectuando a divisão, acha-se o primeiro resto 

[!2np0pi —pt (n—i)pi] xn~'2jr [3npopa—pi (n—2)p2] 

que será o divisor da divisão immediata. Advertindo na compo-
sição d'este polynomio, reconhece-se que elle se forma pela regra 
seguinte: 

A parlir do 3." termo de f (x), multiplicam-se todos os coefi-
cientes por 2, 3, 4, etc. vezes o coeficiente do Itermo de f (x); 
multiplicam-se os coeficientes de P (x), a partir do 2." termo, pelo 
coeficiente do 2." termo de f (x), e as di/ferenças entre os segundos 
productos e os primeiros são os coeficientes do primeiro resto. 

A equação suppoe-se completa. Se fôr p i = 0 , os coeficientes 
procuradores são os productos dos coeficientes de f ( x ) , a partir 
do 3.° termo, respectivamente multiplicados por 2, 3, 4, etc. 

E x e r c í c i o s . 

52. Reconheecr se aequação xc' — 2a:5 -f-a;1 -J- 8a;3 — IGx 2 —Sx - ( -20=0 
tem raizes eguaes. 
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53. Resolver a mesma equação. 

54. Sem praticar a operação, achar o resto da divisão de x9—3z6-f Sar4 

— x 3 + l pela sua derivada. 

55. O mesmo problema para a equação do Ex, 52. 

C A P Í T U L O VII . 

Raízes comprehendidas entre dois números. 
Máximos e mínimos. 

104. A equação f ( x ) = 0 pode sempre suppôr-se desemba-
raçada de raizes eguaes (n.° iOO). Representando p o r a ^ a g , . . 
am todas as suas raizes reaes, dispostas por ordem de grandezas 
crescentes, o 1.° membro da proposta terá a forma (38), onde 
o factor 9 (x), que só depende das raizes imaginárias, se conserva 
positivo e differente de zero para todos os valores reaes de x. 

Substituindo x em (38) successivamente pelos números x\ e 
x g > x i , e dividindo um dos resultados pelo outro, virá 

f ( x \ ) Xj —a, Xj-Oj x \ — am 9 fa) 

f ( x i } ~ x i — a i xj — dj x2 — am'i(x<i) ' 

Se para a raiz real a^ é X\ < a ^ < x j , o factor correspon-
XI — flfj 

dente ^ q é negativo. Logo o producto precedente ó positivo, 

e f ( x | ) e /"(xj) teem o mesmo signal, quando entre xj e xg ha 
um numero par de raizes reaes da equação, ou nenhuma; f(x\) 
e /"(xj) teem signaes contrários, quando entre estes limites ha um 
numero impar de raizes da proposta. 

Reciprocamente : se f (xj) e f (x j ) teem o mesmo siynal, enlre 
Xj e xj ha um numero par de raizes reaes da equação f (x) = 0, 
porque se este numero fosse impar, f ( x \ ) e /"(xj) leriam signaes 
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contrários; do mesmo modo, se f ( \ j ) e f (x2) teem signaes contrá-
rios, entre x^ e xg ha um numero impar de raízes da proposta. 

Os termos maior e menor tomam-se no sentido algébrico, e 
zero é um caso dos números pares. 

105. Suppondo independente da incógnita o último termo 
da proposta, do theorema precedente deduzem-se os seguintes 
corollarios: 

1.° .Is equações de grau impar teem um numero impar de 
raizes reaes, de signal contrario ao do seu último termo. 

Seja primeiro, com o signal em evidencia, 

f(x)=pQXn-\ P n = 0 » 

e n = 2/c + 1 ; designando por l o limite superior das raizes po-
sitivas d'esta equação, será 

f{ 0 ) < 0 , f(l)> O, 

e entre O e l haverá um numero impar de raizes. 
Se o último termo da equação l'ôr positivo, o termo corres-

pondente da transformada em—a; é negativo (n.° 84), e esta 
equação tem um numero impar de raizes positivas, que são raizes 
negativas da proposta. 

2.° As equações de grau par, com o último termo negativo, 
teem um numero impar tanto de raizes positivas como de raizes 
negativas. 

Neste caso será ainda 

A ° ) < ° . f ® > o ; 

mas o último termo da transformada em — x conserva-se negativo, 
e esta equação tem um numero impar de raizes positivas, que são 
raizes negativas da proposta. 

3." As equações de grau par, com o último termo positivo, 
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teem um numero par tanto de raízes positivas como de raizes ne-
gativas. 

Neste caso é 

f{0) > 0 ,/•(/)> 0 , 

tanto na proposta como na transformada em — x. As raizes reaes 
podem ser todas positivas, todas negativas ou faltarem completa-
mente na equação dada. 

1 « « . Se em (38) substituirmos x por xi < « j e depois fizermos 
crescer x continuamente até x = x%> am, o signal d'um dos fa-
ctores e o de f ( x ) muda, todas as vezes que x passa por uma 
das raizes. No intervallo de duas raizes f(pc) passa por differentes 
estados de grandeza, e entre elles haverá, pelo menos, um má-
ximo ou um mínimo. A funcção é máxima na passagem de cres-
cente para decrescente, mínima no caso contrario, 

Ora, pela fórmula de Taylor, para qualquer valor de x é 

designando por e uma quantidade que se annulla para h — 0. Dado 
um valor «o de x, que não torna ("(xq) = 0, pode determinar-se 
um valor r de h (n.n 72, cor. 3) tal, que desde « o — r = x \ até x y + r 
= x% a expressão precedente tenha o signal de f (xo); e estrei-
tando estes limites até não comprehenderem raiz alguma da equa-
ção f (x) = 0, f'(x) conservará o mesmo signal (n.° 104) desde 
f { x t ) até f (x<i). 

Posto isto, imaginemos o intervallo dividido em partes 
eguaes 0, tão pequenas quanto se quizer, e entre os números re-
sultantes 

xu a;j -f 6, xj + 20 , . . .,£C2 

tomem-se dois consecutivos quaesquer, que designaremos por 

xx + ( m - 1) Q = x', + mô = + 0 . 



THEOBIA DAS EQUAÇÕES. I 3 9 

A expressão 

/ V + 6 ) - / V ) 

6 

conserva o signal de f (aro) em toda a extensão dos valores de x, 
desde x\ até Por conseguinte, se f (xo) é positiva, f ( x ) é 
crescente desde f{x\) até f{x*), pois que em todo o intervallo é 
f(x' -\-b)> f(x'); se f (x0) é negativa, a funcçâo f ( x ) é decres-
cente. 

Temos supposto f (xo) differente de zero. Se, porém, fòr 
/Y(xo) = 0 e xq = x\ + mí) um numero comprehendido entre 
e estreitem-se estes limites de modo que entre elles não haja 
outra raiz, além de xq, da equação f ( x ) — 0. Neste caso f (x) 
conserva-se positiva, ou negativa, para todos os valores de x des-
de xj até x\ -(- (m — 1) 9; e é respectivamente negativa ou positiva, 
desde x = x\ + {m'+ 1)5 até x = x±. Logo f ( x ) é crescente no 
primeiro intervallo e decrescente no segundo, ou vice-versa ; e, 
pois que 9 se pode tornar menor que qualquer grandeza assigna-
vel, este resultado exprime-se nos seguintes termos: 

A funcçâo inteira de coeficientes reaes cresce com os valores 
reaes da variarei emquanío a sua derivada não se torna negativa, 
e decresce em quanto a derivada não se torna positiva. 

107. A variação de grandeza de f (x) muda de sentido, como 
acabamos de ver, quando a derivada f (x) passa por zero. Por-
tanto a funcçâo é máxima ou mínima para lodos os valores reaes 
da variavel x, que sejam raizes da equação 

/ » = 0 . 

Se uma d estas raizes é XQ, teremos 

f (*o + h ) - f (.to) = ^ [ f [xo) + e ] , 
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sendo e uma quantidade que se annulla para h = 0. Suppondo 
f'{xo)<0, podemos dar a A um valor r tSo pequeno (n.° 72, cor. 3) 
que o signal de f" (xo) + » seja o de f (x0), qualquer que seja o 

h 1 

signal de A; e pois que o factor — é positivo, o accrescimo 
Jmá 

f(xo + h)—f(xo) terá o signal de f"(xo) para todos os valores de 
h desde h = — r até h = + r. 

D'este modo, se f («o) é positiva, as differenças 

f{xo — r) — f(x0) , f(xo + r) — f (ar0) 

sào positivas; por conseguinte é 

f(xo — r)>f(oco), f{xo + r)>f{xo), 

e f{xo) é mínima. Se f" [xo) é negativa, será 

f(xo — r) < f[xo), f (xo + r)<f (aro) 

e a raiz xo corresponde a um máximo. 
Supponhamos agora que é f (x$) = 0 e representemos por 

/*"(#) a primeira derivada a partir de f (x) que não se annulla 
para x = a-o; será . 

f(xo + h) —f(xo) — — [ f m (xo) + t] . 

Se m fôr impar a funcção conserva-se crescente ou decres-
cente, em quanto f"1 (x) se conserva positiva ou negativa; se m 
fôr par, f(xo) é máxima ou minima, conforme fm(xo) é negativa 
ou positiva. 
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C A P Í T U L O VII I . 

Theoremas de Descartes, Budan e Sturm. 

1 0 8 . As equações suppõem-se reduzidas á forma f(x) = 0, 
ordenadas em sentido decrescente, com o 1.° termo positivo e o 
último independente de x; designaremos por n o grau da pro-
posta. 

Dois termos consecutivos de f(x) produzem uma permanencia 
ou uma variação, conforme teem o mesmo ou diflerente signal. 

Entre dois termos quaesquer haverá um numero par de va-
riações, ou nenhuma, se ambos teem o mesmo signal. Porquanto, 
se nos termos intermédios houver mudanças de signal, estas só 
poderão fazer-se aos pares. A recíproca é evidente. 

Se a equação proposta fôr completa, os números p e v das 
suas permanências e variações hão de satisfazer á condição 
p - f v — n; e mudando x em — x , as permanências tornam se em 
variações e vice-versa. 

Em geral a somma t~ + v' das variações da proposta e da 
transformada era - a ; não pode ser maior que n. 0 último termo 
de uma equação que só tem raizes imaginárias é positivo (n.° 105), 
e portanto esta equação tem um numero par de variações. 

1 0 9 . A multiplicação da equação f(x) = 0 por x—a, sendo 
a positivo, introduz no producto a raiz positiva a e um numero 
impar de variações, uma pelo menos. 

Com effeito, a primeira variação da proposta dá-se no pri-
meiro termo negativo de f[x). Designando este termo por — pT 

x"—r, com pr> 0, esta parte de f[x) será, com os signaes em 
evidencia, 

{pXXn + • • • + Pr--lXn~r+l) - (prX»-r + •••) + "• 5 
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donde resultam para (x —a). f\x) = Y(x) os termos 

(apr—í + /»r) ÍCn~ r+1 . 

O termo po^" -^1 é positivo e irreductivel; os termos seguintes 
podem reduzir-se ou produzir variações, e até pode ser r = l . 
Mas em todo o caso subsistirá o termo com de signal 
contrário ao primeiro: e entre os dois haverá um numero impar 
de variações, uma pelo menos. 

A segunda variação de f(x) apparece quando se chega nova-

mente a um termo positivo, que designaremos por psx
n~s, com 

ps> 0; e pode ser s > r + 1. Em todo o caso, dos termos 

- (jPrXn~r +•••+ Ps-\X"~s+l) + O*»-* +...)+... 

de f(x) resultam para F (x ) 

- (apr_i + pr) + (<*Ps—\ + ps) x"~s+l ; 

e estes dois termos subsistem sempre, produzindo pelo menos 
uma variação. 

Continuando do mesmo modo, ha de chegar-se a um termo 
:+: pn—r%r de f(x), em que pode ser r = 0, e depois do qual não 
ha variações ate ± pn inclusivamente. Em F(x) o termo com 

tem o signal de ± pn—r* em quanto que o último qf apn 

tem signal contrário áquelle. Por conseguinte em F(x ) ha pelo 
menos uma variação mais do que em f(x). 

Por outra parte, sendo p0x" e ± pn os termos extremos de 
f(x), os de F(.r), sempre com os signaes em evidencia, serão 

e q r a p n . Portanto os numeros v e Y de variações em 
f ( x ) e F(x) são de paridades diíferentes; e sendo V > i \ será 

V— v = 2/í + 1 , 

com k inteiro e positivo ou zero. 
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H O . Theorema de Descartes. — Sejam o j , az, .. am todas 
as raizes positivas da proposta ; no producto 

f(x) = (x - a i ) (x - Oi) . . . (x — am) . çp (z ) 

o factor çp (x) é formado unicamente com as raizes negativas e 
imaginárias da equação f(x) = 0. 

Designando por v e IÍ| OS números de variações de f ( x ) e 
<f(x), a multiplicação de o>(x) por cada um d'aquelles factores bi-
nomios introduz no producto um numero impar de variações; 
portanto será 

„ _ „ , + ( ! + 2 /.-,) + ( 1 + 2 k t ) + • • • + ( ! + Zkm ) 

= VI + m + 2A; . 

Mas a equação y[x) = 0 não tem raizes positivas, e por isso 
o seu últ imo termo será positivo (n.° 104), como o 1:°; donde 
resulta que o numero U| é par , e a expressão precedente toma 
a forma 

v = m + 2I , 

sende l inteiro e positivo ou zero. 
Mudando x em —x e designando por v' e m' os números de 

variações e de raizes positivas da t ransformada, estas raizes são 
raizes negativas da proposta e teremos do mesmo modo v' — m' 
+ 2/ ' . Logo : . 

A equação f(x) = 0 não tem mais raizes positivas do que as 
variações que ha no seu I." membro, nem mais raizes negativas 
do que as variações da transformada em — x. 

O numero das raizes reaes , m + m', é quando muito egual 
á somma v + v e a differença, havendo-a, é um numero par . 
O numero das raizes imaginárias não 6 inferior á differença 
n — (v + t)'). 
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Se a equação fòr completa, o theorema de Descartes pode 
enunciar-se nos termos geguintes: 

A equação completa não tem mais raizes positivas do que va-
riações nem mais raizes negativas do que permanências. 

Cor. 1. Sendo positivos todos os termos, é t) = 0 e m = 0. 
Sendo todas as raizes reaes e positivas, é m = n = v e 1=0; a 
equação é completa, e só tem variações. Sendo « = i , é 1 = 0 
e m= 1; a equação, que tem só uma variação, tem uma raiz 
real positiva e só uma. Sendo v'=i, é /' = 0 e m' = 1; a equa-
ção tem uma raiz real negativa. 

Cor. 2. Sendo reaes todas as raizes, é m 4- m! = n = t + D' 
— 2(1 + 1'); e pois que t' + v' não pode ser superior a «, será 
l = V = 0 , v = m e v' = m'. 

111. Havendo na equação faltas de termos consecutivos, ou 
lacunas, será em geral v + v'<n; neste caso será com mais razão 
m + m' < n, e a proposta tem raizes imaginárias. 

Se faltam 2k termos entre os dois 

p.rJ , qx'~ik~i , 

o polynomio 

F(tt) = pxl + q\X<-{ -f q$x1—- H h qx'—* , 

onde q\, etc. são quaesquer, £ completo e tem 2k + 2 termos; 
de modo que haverá 2À + 1 variações em F(x) e F(— x). Por 
outra parte, os graus dos termos extremos são de differente pa-
ridade, e estes termos dão só uma variação para a proposta 
f ( x ) = 0 e para a transformada em — x ; portanto a falta dos 
termos intermédios faz perder 2A- variações, e a equação fx-=0 
tem só por este facto, 2k raizes imaginárias. 

Se faltam 2k -f- 1 termos entre os dois 

px1 , qx'—^k—- , 
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o polynomio completo 

F(a) =px' + ry,x'-1 + • • • + 

tem 2/,- + 3 termos, e haverá 2À- + 2 variações em F(x) e F(—x): 
Por outra parte os graus dos termos extremos são da mesma pa-
ridade, e estes termos podem ter o mesmo ou differente signal 
em f(x). No primeiro cnso não dão variações na proposta e na 
transformada em — x, e estas equações perdem 2/.-+ 2 varia-
ções pela falta d'aquelles termos intermédios. No segundo caso 
os termos extremos de F(x) dão duas variações em f(x) e f(—x), 
e estes polynomios veem a perder só 2Â' variações. A proposta 
tem num caso 2/« + 2 raizes imaginárias e no outro 2k, prove-
nientes só da lacuna considerada; e como pode ser /Í = 0, se na 
equação faltar um termo só entre dois de signaes contrários, 
será D + V' = ÍI, como na equação completa, e a proposta pode 
ter todas as raizes reaes. 

112. Theorema de liudan. — Substitua-se x successivamente 
por a. e por 3 > * em f\:X) e em todas as suas derivadas; por 
baixo das funcções 

/ > : . /•;•'•;. r w ••• fnW ( 0 

assentem-se os signaes dos resultados correspondentes em duas 
linhas (a) e ((3). As variações da linha ((3) só podem ser diffe-
rentes das variações da linha (a), quando alguma das funcções (t) 
passn por zero no intervallo considerado (n.° 104). 

Supponhnmos, em primeiro logar, que uma d'estas funcções, 
p'[x) por exemplo, passa por zero, sem que succeda o mesmo á 
antecedente nem á seguinte. Designando por h um numero po-
sitivo, teremos (31) 

fp(x - h) - fi'(x) - hfP+\x) + • • • , 

fiix+h)^pix) + hfi>+\r)+••• ; 

11 
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por onde se vê que para fP(x) = 0 

f P (x — h) e //<+! (x) 

teem signaes contrários, emquanto que 

fi>(x + h) e / P + 1 (x)' 

teem o mesmo signal, suppondo h lào pequeno que cada um 
d'aquelles desenvolvimentos tenha o signal do seu primeiro termo 
significativo (n.° 72), e que entre x — h e x + h não haja raiz 
alguma das equações fi'~'(a;) = 0, />-H(x) = 0. 

D'aqui resulta que as tres funcções 

perdem uma variação nas duas últimas, quando só fP(x) passa 
por zero e podem ganhar ou perder outra variação nas duas pri-
meiras; de modo que ao lodo perdem duas ou nenhuma. A dis-
posição dos signaes, immediatamente antes e depois do valor x—a 
que torna fp(a) = 0, será alguma das seguintes: 

- + - , + + - , + - + , + 

+ + + + - + -f . , 

Quando é fxx) que passa por zero perde se sempre uma variação, 
porque não ha outra funcção antes d'esta. Logo: 

As funcções (i) perdem pelo menus uma variação na passa-
gem de x por uma raiz da equação l'(x) = 0; e se perderem mais, 
o excesso é um numero par. 

Supponhamos, em segundo logar, que para o mesmo valor de 
x=a, se annullam algumas funeções consecutivas (t) desde fm{x), 
até fP(x) exclusivamente. Designando uma d'ellas por fk(x) tere-
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mos para esla funcçâo e para a seguinte, que 6 a sua derivada, 

f \ x + h ) = - ~ - f P { x ) + -

fk+*(x + /i) = ( ~ \ y + ' " ' 

e suppoudo h tão pequeno que o signal d estes desenvolvimentos 
seja o do 1.° termo respectivo, as expressões precedentes mos-
tram que, em geral, uma funcçâo, que se annulla para x = a tem 
signal contrário ao da sua derivada para x = a — h e o mesmo 
signal d'ella para x = a + li. 

Por conseguinte as funcções 

fm(x) , /*+>(*) , . . . , fP(x) 

dão só variações antes de passarem por zero e só permanências 
depois; por forma que ainda neste caso haverá perda de varia-
ções, quando se passa por algum valor que annulla uma ou mais 
funcções (<). Se são as primeiras p funcções que se annullam para 
x = a, perdem-se p variações neste logar e a proposta tem p 
raizes eguaes a a (n.° 98). O princípio precedente é, pois, ver-
dadeiro em todos os casos, e 

A equação f(x) = 0 não tem entre a e 3 mais raizes reaes do 
que são as variações perdidas pelas funcções (i) quando se passa 
de x = a para x = |3. 

Cor. I. A linha (— DO) de signaes só tem variações, porque 
as funcções («) são alternadamente de graus pares e impares. 
A linha (0) reproduz os signaes do 1.° membro da proposta. A 
linha ( + 8 ) só tem permanências, porque o 1.° termo de cada 
uma d aquellas funcções é positivo. Nisto consiste precisamente 
o theorema de Descartes, que assim se encontra como caso par-
ticular do de Budan. 

Cor. 2. Substituindo x por um numero l, para o qual a linha 
(/) só tenha permanências, não haverá raizes entre / e ao; assim 
/ é um limite superior das raizes positivas da proposta, e o theo-
rema de Newton acha-se contido no de Budan. 

# 
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Cor. 3. Sc f(a) e f((i) teem signaes contrários e todas as 
outras funcçôes (t) conservam os seus signaes para x — a. e x = fi, 
entre a e (} ha só uma da raiz da proposta. Com effeito, entre 
estes limites haverá neste caso um numero impar de raizes 
(n.° 104)', mas agora ha uma só, porque só se perde uma varia-
ção. Diz-se então que a raiz está separada por a. e (3; mas a se-
paração das raizes não pode realisar-se sempre por este processo, 
porque algumas íuncçôes (i) podem annullar-se simultaneamente 
com f(x), perdendo-se ao mesmo tempo mais d'uma variação. 
D 'es te objecto se t ra tará adeante. 

Cor. 4. Pelas linhas de signaes («) e ((3) das funcçôes (i) 
pode determinar-se um limite superior do numero de raizes reaes 
compreliendidas entre a e fi; mas não se pode alfirmar que as 
haja imaginárias. 

Cor. 5. Representando por ©(#) e ?'(J;) uma funcção inteira 

e a sua derivada, se fòr <p(a) = 0 será também \ = 0, pois 
ç (a) 

que o grau do binomio x — a em 9 (./•) excede uma unidade 
(n.° 9S) o grau do mesmo binomio em ?'(&'). Mas aquella fra-
cção, annullando-se, passa sempre de negativa para positiva. 

Exemplo: Seja dada a equação 

x* — 2 i - x + 2 = 0 ; 

pelo theorema de Descartes esta equação tem duas raizes positi-
vas ou nenhuma, porque no seu 1.° membro ha duas variações, 
e uma raiz negativa, porque na transformada em —x ha uma 
variação. 

Formando as funcçôes (<) e substituindo x successivamente 
por — 2 , 0 e 3, acham-se as linhas de si-gnaes 

( - 2 ) 

(0) 

(3) 

- + - + 

+ + 
+ + + + 
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Pelo theorema de Budan as raizes positivas, havendo-as, estam 
entre 0 e 3; a negativa fica entre — 2 e 0. 

113. Theorema de Rolle. — Duas raizes consecutivas da equa-
ção f(x) = 0 comprehendem um numero impar de raizes da equação 
derivada f ( x ) = 0. 

Supponha se a proposta desembaraçada de raizes eguaes, e 
sejam a, b, c, . . I as suas raizes reaes, por ordem ascendente 
de grandeza. Acabamos de ver que [(x) e f ( x ) teem o mesmo 
signal logo depois de um valor de x que é raiz da proposta, e 
signaes contrários immedialamente antes; ou que 

f(a + h) , ['(a + li) 

teem o mesmo signal, emquanto que 

f(b-h) , f'(b-h) 

teem signaes contrários. Mas [(a + h) e [(b — h) teem o mesmo 
signal, porque entre os limites a + li e b — h não existe raiz al-
guma da proposta; logo [(a + h) e ['(b — h) teem signaes con-
trários, donde resulta que a equação [ ' (x) = 0 tem um numero 
impar de raizes, uma pelo menos, comprehendidas entre a + h e 
b — h ou, no limite, comprehendidas entre a e b. 

A equação ['(x) = 0 pode ter raizes inferiores a a, mas em 
numero par; ou superiores a /, mas também estas em numero 
par. Com effeito, [{l + h) e /'( ac) são do mesmo signal, e ambas 
positivas porque a segunda o é ; ora ['(l + h) tem o mesmo signal 
de [{l + h), e portanto /"(/ + h) e /"( ao) teem o mesmo signal. 
Do mesmo modo [{a — h) e [(— ac) teem o mesmo signal, por-
que entre estes limites nuo ha raiz alguma da proposta; [(a — h) 
e ['(a —li) sSo de signaes contrários, bem como /'(— x) e ['(— ao) 
cujos graus são de differente paridade: logo ['(a—h) e /"'(—ao) 
teem o mesmo signal. 

Cor. I. Se todas as raizes forem reaes, haverá entre ellas 
»— 1 intervallos e a equação derivada tem também todas as raizes 
reaes. Estas últimas ficam separadas pelas primeiras. 
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Cor. 2. DIIÍIS raizes da equação derivada não podem com-
prehender mais de uma da proposta. Se entre as raizes b' e c' 
da primeira equação houvesse duas b e c da segunda, entre estas 
últimas não existiria raiz alguma da equação derivada, contra o 
que se demonstrou. Designando por a ' , b', . . I as raizes reaes 
da equação f\x) = 0, em ordem crescente de grandezas, os nú-
meros 

— x , a', b' , . . . , /' , +oo 

são chamados números de Rolle. Dois d'elles consecutivos não 
comprehendem raiz alguma da equação f(x) = O, ou comprehen-
dem uma só. 

Cor. 3. Sendo q as raizes distinctas da equação derivada, 
os números de Rolle apresentam q+ 1 intervalles e a proposta 
não pode ter mais de q + 1 raizes reaes. Para que sejam reaes 
todas as raizes d'esta equação é necessário que a derivada tenha 
n—1 raizes différentes; mas a recíproca não é verdadeira. Se 
em cada um dos n intervallos dos números de Kolle houver uma 
raiz da proposta, estas raizes são todas reaes e fitam separadas 
por aquelles números. 

Cor. 4. Ent re duas raizes reaes da equação f(x) = O o polv-
nomio f(x) tem um numero impar de máximos e mínimos 
(n.° 101). 

114. Fazendo 

f(x + k ) - f [ x ) = h.K , 

y = f\x + z) — f[x)~ zK , 

derivemos a funeção y em ordem á variavel a derivada será 

y' = r(x + z)~K . 

Ora sendo y = 0 para z = h e para z= O, será y' =• O (n.° 113) 
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para um valor de z comprehendido entre 0 e h: ou para z = Qh, 
sendo 0 positivo e menor que 1. Da última expressão tira-se, 
pois, f'(x + Oh) — K = 0 ou K = f \ x -(- 0A); por onde teremos 
finalmente 

f{x + h) = f ( x ) + hf'(x + Qh) . 

Do mesmo modo, fazendo 

f{x + h ) - f K x ) - h f { x ) = * . K , 

» = A * + « ) ' - / ( * ) - < ( * ) - | * K , 

as duas primeiras derivadas de y serão 

y' = f'(x + z ) - f ( x ) - z K , 

y" = f"(x + z)-K 

Ora é y = 0 para z = h e para z = 0, donde resulta y' = 0 para 
z = Qh; mas é também y' = 0 para z = 0, e portanto será y'' = 0 
para um valor de z = 0i/i, comprehendido entre 0 e 6/i. Tere-
mos por conseguinte K = f"(x f Q\)li e 

f[x + h) = f(x) + hf'(x) + 2 /> + 6, h) , 

com 0j positivo e menor que 1. Em geral será 

h P 

fíx + h) = f[x) + hf'(x) + •••+-!• f K x + Qh) • 
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• 115. Theorema de Sturm. — Sejam : f(x) = O uma equação 
sem raizes eguaes; R j , . . . R os restos, com os signaes tro-
cados, das divisões successivas de f(x) por f'(x) de f'(x) por R j , 
etc.; Qi , Q2 , etc. os quocientes d estas operações. Os polynomios 

f{x) , f'(x) , H, , . . . K 

chamam-se funcções de Sturm, são de graus decrescentes e o úl-
timo é um numero différente de zero, pois que a proposta não 
tem raizes eguaes (n.° 99). Além disto, os mesmos polynomios 
verificam as duas condições seguintes: 

1.* Dois d'elles consecutivos não podem annullar-se para o 
mesmo valor a de x. Os dois primeiros, pela mesma condição de 
não haver raizes eguaes; dois intermédios i e R;, porque, 
sendo por definição 

—i = K/J . Qp-|-i — RjH-1 ' 

se para x = a Tosse = 0 e R;, = 0, seria também R ^ i —0 
e depois R ^ g — 0 e assim por deante até R = 0, contra a hy-
póthese. 

2 . a Se uma funcção intermédia se aimulla para x = a, a an-
terior e a seguinte teem signaes contrários para o mesmo valor de 
x. Para R;, = 0, tira-se da relação precedente R7,_I = — Rp+i-

Posto isto, dando a x valores crescentes, desde x = a até 
x = (i>a, e assentando por baixo de cada funcção o signal do 
resultado correspondente, a linha d'estes signaes não perde va-
riação alguma quando uma das funcções intermédias K^ passa 
por zero. Neste instante lia de verificar-se uma das disposições 
+ 0 —, ou — 0 + ; á primeira corresponderia, para um valor 
de x immediatamente anterior ao valor a que annullou Ky„ um 
dos casos 

- f - f — » ou 4 , 
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e respectivamente, para um valor de x iinmediatamente superior 
a a, 

4 , ou + + - , 

visto que KJ(_i e R^-f-i não mudam de signal. Do mesmo modo 
se provaria para — 0 + que depois da passagem de Rp por zero 
os tres signaes apresentam a mesma variação que apresentavam 
antes, a qual se desloca mas não se perde. 

Por outra parte, a última funcção Pt é um numero, e não se 
annulla para qualquer valor de x. Quanto á primeira, se fôr 
f[a) = 0, f(x) e f'(x) teem signaes contrários para valores de x 
immediatamente inferiores a a, e teem o mesmo signal logo que 
x se torna maior que a (n.° 112); neste caso perde-se uma varia-
ção nos dois primeiros termos da linha dos signaes. 

Continuando a dar valores crescentes a x, até chegar a outra 
raiz x = b da proposta, f\x) mudará de signal no intervallo de 
a a b, em que (n.° 115) se comprehende um numero impar de 
raizes da equação f (x) — 0, sem que esta mudança altere o nu-
mero de variações que havia entre a e b. Depois de x = 6, perde-se 
outra variação, e assim por deante; logo, 

Se nas funcções de Sturm fizermos successivamente x = a e 
x = (3 > «, o numero das variações perdidas na passagem da pri-
meira linha de signaes para a segunda è egual ao numero de raizes 
reaes da proposta comprehendidas entre a c fi. 

Estes resultados ainda teem logar quando se multiplica ou 
divide alguma das funcções de Sturm por um numero positivo, 
a fim de evitar o apparecimento de coeficientes fraccionários na 
divisão respectiva; mas agora não podemos empregar factores 
negativos, como quando se tratava simplesmente da indagação do 
maior divisor commum entre f[x) e a sua derivada. 

Cor. t. Substituindo x por — oc e + oc, a differença entre 
os números correspondentes de variações é o numero de raizes 
reaes da proposta. 

Cor. 2. Sendo completo o grupo das funcções de Sturm, se 
os primeiros termos des tas n + 1 funcções apresentarem lc varia-
ções a proposta tem 2k raizes imaginárias. Com effeito, para 
X— + X as funcções tomam respectivamente os signaes dos seus 
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primeiros termos, com o numero de variações 

»+00 = A- ; 

para x = — <x> as permanências tornam-se em variações e 

v_oc = n — k , 

donde resulta finalmente 

* — v+oo = n — 2k . 

Para serem todas as raizes reaes, ou k = O, é necessário que o 
grupo das funcções de Sturm seja completo, e que os primeiros 
termos respectivos tenham o mesmo signal; isto é, que sejam 
todos positivos como o de f{x). 

Cor. 5. O theorema é applicavel ao caso de haver raizes 
eguaes. Sendo então 11 uma funcção de x, que divide todas as 
funcções de Sturm, effectuem-se estas divisões cujos quocientes 
representaremos por 

¥{x) , R' , r ; , . . . , 1 . 

A equação F(a?) = O contém todas as raizes da proposta, cada uma 
d'ellas só uma vez; as novas funcções verificam as condições em 
que se funda o theorema de Sturm, o qual por isso lhes pode ser 
applicado. 

Cor. 4. Fazendo x = — x> e x = 0 nas funcções de Sturm, 
v—x — ro é o numero de raizes negativas da proposta. Do mesmo 
modo vo — vx é o numero das raizes positivas. 

116 . Exemplo. — Seja dada a equação f ( x ) = x*-\- 3ÍC4 — 4 « 3 

+ 6 x s + 12a; — 18 = O, donde 

.! f ( x ) = a;5 + 2a;3 - 2x* + 2a; + 2 ; 
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dividindo f[x) por este polynomio, acha-se o quociente Qj = x e 
o resto a;* — 2a:3 + 4a;4 + 10a; — 18. Trocando os signaes, vem 

R 1 = - a i t + 2 a ' : í - 4 a ; 4 - 1 0 a ; + 1 8 ; 

e dividindo por Rj o divisor antecedente, resulta o quociente 
Qj = — x — 2 e e o resto a;3 — 10 a ; 4 + 1 9 . Será, pois, 

R j = — a 3 + 1 Oa;4 — 19 ; 

> 

e dividindo Rj por Rj vem o quociente Q3=^a; + 8 e o resto 
— 8 4 a;4 + 9 a ; + 1 7 0 , donde 

R 3 = 8 4 * 2 - 9 a - 1 7 0 . 

Dividindo finalmente Rj por R3 , acha-se Q4 = « + 2 8 3 , depois de 
multiplicar Rj e o primeiro resto por 8 4 ; e o resto d'esta di-
visão é — 2 2 6 7 a ; + 2 4 0 2 , que dá 

R4 = 2 2 6 7 a ; - 2 4 0 2 . 

A divisão seguinte daria o resto R5 independente de x. 
Fazendo nas funcções 

f{x) , f\x) , R, , R 2 , R 3 , R i , Rs 

x successivamenle egual a — ao, 0 e + ao, acham-se as linhas de 
signaes 

+ b + - + 

++ + + + . 
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Na segunda linha perde-se uma variação, e a proposta tem uma 
raiz negativa. Da segunda linha para a terceira perde-se outra 
variação, e a proposta tem uma raiz positiva. Da primeira linha 
para a última perdem-se duas variações, a proposta tem duas 
raizes reaes e quatro imaginárias. 

Pode notar-se que estes resultados são conformes com os prin-
cípios demonstrados 110 n.° 105, 2 °. 

C A P I T U L O I X . 

Equações recíprocas. Equações binômias. 

117. A equação f{x) = 0 diz-se recíproca quando tem as 

mesmas raizes que a equação = m ° d o que o i .° mem-

bro da segunda, depois de desembaraçada de denominadores, só 

poderá distinguir-se de f ( x ) por algum factor constante ô. Será, 

pois, 

•/f !. W •/"(*); 
ou, dando a f{x) a forma mais geral do polynomio inteiro de 
grau n, 

pn x" + pn—1 a;"-1 H \-p\x + po 

= Spox" 4- <3/>i ar" 1 H b bpn_ xx + òpH . 

D'esta identidade deduzem se as relações 

Pn = òpo , pn-\ = '}/>! , . . . pi = òpn-1, pii = òpn ; 
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multiplicando as duas extremas uma pela outra, aclia-se 

Se fosse n = 2k, haveria em f(x) um termo médio cujo coeffi-
ciente designaremos por ;;/„ e entre as relações precedentes se 
encontraria a seguinte; pk = ± p i t . Mas esta egualdade só pode 
subsistir com o signal inferior quando é pit—- 0; e portanto: 

A equação recíproca lem os coefficienles dos lermos equidistan-
tes dos extremos eguaes e do mesmo signal; ou numericamente 
eguaes e de signaes contrários, faltando neste caso o termo médio 
quando o grau da equação é par. 

118. A equação recíproca de grau impar tem a raiz — 1 , 
quando os termos equidistantes dos extremos são do mesmo signal, 
e +1 quando elles são de signaes contrários; porque em ambos os 
casos os termos se reduzem dois a dois, dando aquelles valores a x. 

A equação recíproca de grau par tem, pela mesma razão, as 
duas raizes ± \ , quando é pn —• —po, pois que neste caso lhe 
falta o termo médio. 

1 
Da relação 1 ou z = ± 1 tira-se z = —; por onde se vê 

que as raizes +1 e — 1 são recíprocas de si mesmas e os casos 
precedentes estam incluídos na definição das equações recípro-
cas. É fácil reconhecer directamente a existencia d'aquellas raizes, 
substituindo x por =c 1; bem como a ordem de multiplicidade 
de cada uma d'ellas, que se determinaria dividindo f[x) por xz+. 1 
quantas vezes fosse possivel. Tendo effectuado estas divisões, o 
quociente ç(x) será de grau par 2m, porque as raizes da equação 
rs(x) = 0 suo, duas a duas, recíprocas umas das outras. 

Por outra parte, em ? [x) os termos equidistantes dos extre-
mos terão o mesmo signal. Com eííeito, para x = =t 1 a relação 

= 1 , d = ± l , 

e portanto 

Pn=±PO, Pn—1 = P\ 1 etC. 
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torna-se em 

ç(± i ) = a . ? ( ± i ) , 

donde se tira 3 = 1 por ser 1) différente de zero. 
Por conseguinte a resolução das equações recíprocas vem a 

depender d 'uma da forma 

PQx'im+p1x
im-'1^ f-i>i&'+po = 0 , 

com os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos eguaes 
e do mesmo signal. 

Dividindo por xm e reduzindo os termos do mesmo coeffi-
ciente, esta equação torna-se «m 

Po ( * * + ~ m ) + + • • • = 0 . 

Mas da relaçSo 

("+?) (•+s) - +ii)+(«-'+ÏFi) 
tira-se, pondo a; H— = t/, 

e fazendo successivamente A= 1, 2, 3, 4, etc., acliam-se as ex-
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pressões 

1 * + ' + i = -
x-

a ; 3 + - 8 = » 3 - % • 

®4 + - 1 = y 4 - V + 2 , 

X 

1 a ; 5 + xS = ! ' 5 _ 5 í ' 3 + 5 y 

1 
(0 

e assim por deante. Substituindo estas expressões na equação 
precedente, resulta a transformada em y, de grau m; da pri-
meira d'ellas tira-se 

e substituindo y nesta equação por cada uma das raizes da trans-
formada, teremos as duas raizes correspondentes da proposta. 
Logo, 

As equações recíprocas são susceptíveis de abaixamento. A re-
cíproca de grau par, com os termos equidistantes dos extremos do 
mesmo signal, abaixa-se ao grau sub-duplo. 

11». Qualquer das equações 

se chama binômia; nenhuma d'ellas tem raizes eguaes, porque 
entre xn db A e a sua derivada não ha divisor commum senão 
a unidade. 

< a;2 — yx + 1 = 0 , ( 4 0 ) 

xn ± A = 0 
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O numero A pode ser real ou imaginário, e em geral faremos 

este numero tem, pois, n raizes dislinclas do grau n. Designando 
uma d'el!as por a, será an = A; e fazendo ay, a transformada 
da equação binômia, dividida por an, será 

A resolução da equação yn + 1 — 0 pode fazer-se depender 
de outra ou de outras da forma 

e só esta importa considerar. Com effeito, se n é impar mudando 
y em —y na primeira equação, resulta logo a segunda. Sendo 
n par e k o expoente da maior potencia de 2 que se contém em n, 
será n~ 2k.r e r impar; fazendo 2k = s e ys z, a equação 
yn 1 = 0 torna-se em z ' ' - f l = 0 , que está no caso anterior. 
A equação = z faz-se depender de uma equação da forma 
ls — 1 = 0, do mesmo modo que da equação xn — A = 0 se passou 
para y" — 1 = 0. 

Teriamos as raizes da equação (41), ou as raizes da unidade, 
dando a k na fórmula (28) todos os valores inteiros desde 1 até 
n; mas as respectivas expressões viriam complicadas com funcções 
trigonométricas. 

As raizes da unidade gosam de propriedades notáveis, que 
vamos dar a conhecer. 

1 2 0 . -is raizes communs ás equações 

A = R(cos 0 +1 sen 0) ; 

y'1 ± 1 - 0 . 

» " - 1 = 0 , (41) 

ym— 1=0, y» — 1 = 0 
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são raizes da equação 

y - i = o , 

em que d é o maior divisor commum de m e n. 
Com effeito, pelo processo das divisões successivas facilmente 

se reconhece que yd — 1 é o maior divisor commum de ym— 1 e 

y - i -
Pelo theorema dè Descartes, a equação (41) tem só uma raiz 

real se n é impar, só duas se n é par ; aquella raiz é + 1 , e 
estas são qz 1. 

Uma raiz da equação ( i l ) diz-se primitiva quando não é raiz 
de outra equação da mesma forma e de grau inferior. A raiz - f l 
nunca é primitiva; para n — 21; a raiz — 1 também o não é, ex-
cepto se fôr n = 2. 

Cor. I. Se m e n forem primos entre si, as equações 
ym—1= 0 e f - 1 = 0 só teem a raiz commum + 1. 

Cor. 2. Se n fôr numero primo, qualquer raiz imaginária da 
equação y" — 1 = 0 é primitiva. 

121. Qualquer potencia de uma raiz da equação (41) é lambem 
raiz d'esla equação. 

Porque, designando aquella raiz por a, teremos («")' = (« ' )*=1. 

122. Se a. fôr uma raiz primitiva da equação (41), as poten-
cias de a desde 1 até n darão todas as raizes da mesma equação. 

Em primeiro logar, na série de todas as potencias inteiras, 
• positivas e negativas, de i 

não ha mais de n termos diflerentes. Com effeito, a qualquer 
inteiro t, positivo ou negativo, pode dar-se a forma 

t — nq + r , 

11 
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com r positivo e menor que n; d'onde virá 

af == a r , 
por ser a » î = ( « » ) î a l . 

Por outra parte, sendo « raiz primitiva da equação yn—1=0, 
se entre os números 

a1, a2,. . .an 

houver dois eguaes, a1' = a . k por exemplo, d'esta relação tiravá-se, 
suppondo k>h e fazendo k — h = m<n , 

y 

a f c - A = a m = l , 

e a seria raiz da equação ym — 1 = 0, contra a hypóthese. 

123. A equação (41) tem sempre raízes primitivas. 

Com effeito, se n é primo, todas as raizes différentes da uni-
dade são primitivas, como já se disse. No caso contrário, a pro-
posta terá tantas raizes primitivas, quantos forem os inteiros 
inferiores a n e primos com este numero. 

124. Se n é o producto de dois factores primos simples, 
n = rs , obteem-se todas as raizes da equação yn — 1 = 0 multipli-
cando todas as raizes de y r — 1 = 0 por todas as de y s— 1 = 0 . 

Neste caso a proposta tem a forma y r s — 1 = 0, e as raizes 
das equações 

y' - 1 = 0 , ys~ 1 = 0 

satisfazem á primeira e não são raizes primitivas del ia . Mas estas 
raizes, contando a unidade só uma vez, são em numero de r + s—1; 
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logo o numero de raizes primitivas da equação (41) será agora 

Se j3 e y forem respectivamente raizes primitivas das equações 
yr—1=0, e ys— 1 ^ 0 , o producto (3, =a será raiz primitiva da 
proposta. Com effeito, de (5r = 1 e -[' = 1 deduz-se 

por onde se vê que a é raiz da equação (41). E é raiz primitiva, 
porque no caso contrario só poderia ser raiz de alguma das equa-
ções yr — 1 = 0 ou ys— 1 = 0. Ora, se a fosse raiz da primeira, 
seria (py) r = 1, donde yr = 1 por ser [ír = 1, e y seria raiz de 
ambas as equações yr — 1 = 0 e ys—1=0. cujos graus são 
primos entre s i ; o que não pode ter logar. Do mesmo modo se 
veria que a não pôde ser raiz da equação ys — 1 = 0. 

Na formação das potencias 

que dariam todas as raizes da proposta, pode sempre abaixar-se 
o expoente de cada factor de modo que o de p não exceda r e o 
de y não exceda s; por conseguinte, formando as linhas 

rs — r — s + 1 = (r—l) (s — 1) 

(Jr*E= 1, y" = 1, ( j j = = 1 , 

P1 , 

71> • -7S , 

das raizes das equações yr — 1 =0 e ys— 1 = 0, e multiplicando 
cada termo da primeira linha por todos da segunda, resultarão 
todas as raizes da equação yn — 1 = 0. 
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Do mesmo modo se o grau da equação (42) fôsse o producto 
de tres factores primos, n = rst, as raizes das equações 

yr — 1 = 0 , j / « - l = 0 , yl— 1 = 0 , 
(ii) 

yrs-l = o , yrl— 1 = 0 , ysl— 1 = 0 w 

verificariam a proposta e não seriam raizes primiti\as d'ella. 
Ora, não contando a unidade, o numero das raizes das tres últi-
mas equações é 

rs + rt + sl — 3 ; 

mas este numero encerra duas vezes o das raizes das tres pri-
meiras, pelo que devemos subtrahir da expressão precedente a 
somma 

r _ l + s — 1 + t _ 1 . 

Juntando uma unidade á differença, pois que não se atlcndeu á 
raiz 1, acharemos o numero 

rs + rt 4 sl — r — s — t + 1 

das raizes não primitivas; e portanto o numero das raizes primi-
tivas da proposta será a differença do anterior para n = rsl ou 

( r - l ) { s _ l ) ( í _ t ) = „ ( l - l ) ( l _ l ) ( , - { ) 

Se [3, y e ô forem raizes primitivas das equações 

y _ l = 0 , y * - 1 = 0 , y>- 1 = 0 , 
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o producto = a será raiz da proposta; porque das identidades 

Ç>r = \ , 7 * 3 1, f f = 1 

se deduz 

(í3yá)rlí = a" == 1 . 

E a é raiz primitiva, porque não pode ser raiz de nenhuma das 
seis equações binômias (ti), únicas cujos graus são inferiores a n 
e não são primos com n. 

Facilmente se generalisariam estes resultados para o caso de 
n ser formado pelo producto de mais de tres factores primos 
simples. 

125. A equação 

/ - 1 = 0 , 

em que r é numero primo, pode resolver-se por meio da equação 
yr — 1 = 0. 

As raízes não primitivas da equação proposta satisfazem uma 
equação da mesma forma cujo grau divida rv. Qualquer numero 
que satisfaz a esta condição, além do mesmo rV, divide ri'—1; 
portanto todas as raizes não primitivas da proposta satisfazem a 
equação 

- 1 o , 

e todas as raizes d esta última equação satisfazem evidentemente 
a primeira. Logo o numero das raizes primitivas é agora 

Se fòr [3 uma raiz primitiva de yr — 1 = 0 , o numero 

r-1 -
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é raiz da proposta por ser a rP = [3r = 1; e 6 raiz primitiva, porque 

no caso contrario seria raiz da equação yr' — 1 = 0 e portanto 
% 

• ^ ' - P - l . 

contra a hypóthese. 
Se a decomposição de n em factores primos mostrar que o 

grau da equação (4-1) tem a forma 

n = rf .si . I" , 

veríamos como nos n.os precedentes que a resolução da proposta 
vem a depender das tres 

/ - 1 = 0 , / - 1 = 0 , / - 1 - 0 ; 

e estas podem ainda fazer-se depender de yr — 1 = 0 , ys — 1 = 0, 
y ' — 1 = 0 . Por conseguinte o problema fundamental das equações 
binômias consiste na resolução da equação da forma (41) e de grau 
primo. 

Os resultados obtidos n'este n.° e no anterior concordam com 
o que se disse rço n.° 123, pois que, se r, s,. . ., u são os factores 
primos de n, o numero dos inteiros inferiores a * e primos com 
n é dado pela expressão 

1 2 0 . Sendo n primo, á equação recíproca (41) é applicavel o 
processo do n.° 118. 

Divida-se, pois, a proposta pelo binomio y— 1, correspon-
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dente á raiz real + 1; teremos no quociente a equação 

j /«- l + y « - 2 + • • • + y 4- 1 = 0 , 

de grau par e com os termos todos positivos. 
Fazendo 

a transformada de grau sub duplo em z terá todas as raizes reaes. 
Conreffeito, designando por 9 um dos argumentos da expressão 
(28) , será 

1 
y = cos 9 +1 sen <p , — =cos<p — i s e n ç , 

por ser (2o) o producto (cos 9 + i sen 9) (cos 9 — i sen 9) = 1. 
D'aquellas duas expressões resulta z = 2cos<p, e portanto z 6 um 
numero real. 

Se soubermos resolver a transformada, cada uma das suas 
raizes se substituirá por z na equação y"2 — zy 4 - 1 = 0 , ou 

t/2 — 2y cos 9 + 1 = 0 ; (42) 

por onde finalmente se obterão os dois valores correspondentes 
de y. 

127. Exemplo: Dada a equação 

2 , 1 3 - 1 = 0 , 

começaremos por decompor o seu grau em factores primos, e 
acharemos 12 = 2 J x 3 ; teremos pois de resolver as equações 

y s 5 - l = 0, y3 — 1 = 0 . 
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A primeira depende da equação j/2 — 1 = 0 , cuja raiz primi-
tiva 6—1 ; portanto a raiz primitiva d'aquella equação é (3==/—1. 
Quanto a y's — 1 = 0, dividindo por y — 1 vem j/s 4- y + 1 = 0, 
que sabemos resolver por ser do 2.° grau; e assim se acha y= 

1 
—"2 (1 4- 3) para raiz primitiva de 1 = 0 . A quantidade 

« = p y = - I ( / Z l _ i / 3 ) 

é raiz primitiva da proposta, e elevando a a todas as potencias, 
desde 1 até 12, teremos 

« = - | ( t / ~ l - i / 3 ) , o 2 = ~ ( 1 - / Z 3 ) , a ^ - ^ ^ T , etc. 

D'este modo se acharia finalmente que 

y = ± 1, ± [ / I T , + ~ (1 ± / Z 3 ) , ± ! t / 3 ) 

são todas as raizes da equação j/12 — 1 

1 2 8 . Tlieorema de Cotes. — l)a equação (42) tira-se 

y — cos ç =fc i sen ç , 

e d'esta expressão resulta por (26) yn = cos n ? zfc i sen n<u. Estes 
dois valores de yn são as raizes da equação do 2 .° grau 

yin — cos n <p+l =0 , (43) 

na qual o coefficiente do 2." termo, com signal contrario, é a 
somma d'aquelles valores e o último termo é o producto d'elles. 
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Sendo conhecidos cos <p e cos m, as equações (42) e (43) 
terão a raiz commum j/ = a; e como são recíprocas, concluiremos 

1 
que ellas também teem a raiz commum y — —. Assim, havendo 

entre aquellas equações duas raizes communs, a primeira será 
divisor da segunda. 

Fa.ça-se nv = kn, sendo /cum inteiro qualquer; será cosnq> = 
± 1, conforme k fôr par ou impar. D'este modo o trinomio (43) 
torna-se em (yn I ) 2 e (42) é agora 

/cir 
i/2 — 2u cos - + 1 ; 3 3 71 

logo, este trinomio divide yn ± 1, advertindo que, se elle fòr um 
quadrado, se tomará para divisor a sua raiz. 

Esta proposição foi enunciada pela primeira vez por Cotes, 
que a achou debaixo de uma forma geométrica. 

Imagine-se que do centro O, com o raio O A r 1 se descreve 
uma circumferencia e que M é um ponto do prolongamento de 
O A ; faça-se OM = ?/ e, a partir de A. divida-se a circumferencia 

em 2n partes, cada uma egual a —. Se se tirar o vector MC 

para um d'estes pontos de divisão C, e se abaixarmos de C sobre 
OA a perpendicular que torna a encontrar a circumferencia em 
L e corta OM em P, do triangulo CMP deduz-se, suppondo 
COA - a, 

CP = sen a, OP = cos a , PM y — c o s a , 

MCJ = CP- + PM- = 

= y l - 2y cos a + 1 = MC x ML . 

Se o arco AC contiver k divisões, será a= ; e sendo a 
n 

expressão de MC2 factor de j" + 1, conforme /< fòr par ou im-
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par, vê-se que os raios vectores tirados num caso para as divisões 
pares e no outro para as impares, constituem os factores da 
equação yn 1 = 0. 

Designando por II a outra extremidade do diâmetro que 
passa por A, os vectores MA = y— 1 e M H = i / + 1 correspondem 
aos factores reaes do 1.° grau. Sendo n par, as divisões zero e H 
conveein á equação yn — 1 = 0; sendo n impar, só convém a 
esta equação o vector MA = y— 1. 

E tão simples a construcção, que não pareceu necessário dar 
aqui a figura respectiva. 

1 2 0 . Equações trinomias.— Dâ-se este nome ás equações 
da forma 

Axin + BÍC" T C - 0 ; 

donde, fazendo x11 — z, resulta a transformada 

Az'1 H: + C 0 . 

1 S e as duas raizes d'esta equação são reaes, designando-as 
por a e b teremos de resolver as duas equações trinomias xn = a, 
xn =* b para achar as raizes da proposta. 

2.° Se as mesmas raizes são eguaes, será B* — 4AC = 0, 
o 1.° membro da proposta é um quadrado (p.*" + ç)2 e extraindo 
a raiz quadrada, recáe-se na equação binômia pxnJ^q = 0. 

3.° Se as raizes da transformada são imaginarias, ou B1 — 
4 A C < 0 , faremos Axin - Cy-n e a proposta transforma se em 

1 " • 

onde o coeficiente de yn é menor que 2 por ser B* < 4AC. Po-
demos pois fazer 

- 2 V / T C = C 0 S ? ' 
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e a última equação, que se torna em 

j/2n — 2y" cos 9 + 1 = 0 , 

será divisive! por t/2 —2j/cos ^ ^ + 1 = 0, tomando por 9 todos 

os ângulos determinados por aquelle valor do coseno. 
Assim na equação xG — 2x3 + 1 = 0 é A = C = 1, B = — 2 

e n = 3; donde cos 9 - 1, = 0, 360°, 720° e -| = 0, 120°, 

2 i 0 ° . Os trinomios que dão as 6 raizes são (x— l ) 2 e ( x 2 + ® + l ) 2 , 
1 

por ser cos 120° = cos 240° = — ^ . 

Exercícios. 

5 6 . Resolver a equação tf — 1 = 0. 

1 
5 7 . Resolver a equação t f—1=0. [Raiz primitiva « = ^ ( 1 + ^—3)]. 

5 8 . Resolver a equação y* + 1 = 0 . (k impar). 

5 9 . Resolver a equação y ° + 1 = 0. 

0 O . Resolver a equação tf — 1 = 0. [y* — 1 = (y* -f 1) (y* — 1)]. 

61. Resolver a equação y9 — 1 = 0 . 

6 2 . Resolver a equação t/9 + 1 = 0. 

6 3 . Resolver a equação x6 — 133 x3 + 1000 = 0. 

/2xV f 3 \ 4 

6 4 . Resolver a equação í y ) = ã -

6 5 . Resolver a equação x'* + x J + 25 = 0. 
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C A P Í T U L O X . 

Funcções symétrieas das raizes. 

130. Funcçâo symetríca de m u i t a s q u a n t i d a d e s é a e x p r e s s ã o 

q u e não s e a l t e r a q u a n d o essas q u a n t i d a d e s s e p e r m u t a m d e 

t o d a s a s m a n e i r a s poss íveis . 

Ass im os coef l ic ientes de u m a e q u a ç ã o são f u n c ç ò e s s y mé-

t r i eas ( 3 9 ) das r a i / e s da m e s m a e q u a ç ã o . 

N ã o t r a c t a r e m o s senão das funcçòes s y m é t r i e a s r ac ionaes das 

ra izes de u m a e q u a ç ã o , e v e r e m o s q u e é s e m p r e possível e x p r i -

mi- las nos coef l i c ien tes da p r o p o s t a , sem a r e so lve r . 

R e p r e s e n t a r e m o s p o r SA a s o m m a das po tenc ia s do g r a u k 

das ra izes , 011 

Sk = ak + bk + ck-{ 1- lk , 

s e n d o a,b,c,... I as m e s m a s r a i z e s ; e por ax 6P c~t . . . ] a funeção 

q u e t em um t e r m o da fô rma a* 63 cf . . . , e na qua l se o b t e e m 

os ou t ro s t e r m o s m u d a n d o cada u m a das l e t ras a , b . . . em 

todas as o u t r a s s u c c e s s h a m e n t e : c h a m a - s e dupla a f uneção [a* ò 3 ' , 

tripla a f u n e ç ã o [ a " et ], e t c . 

131. O pon to de par t ida d:is fórmulas de Newton, q u e t r a -

d u z e m as r e l a ç õ e s e n t r e os coef l ic ien tes e as funcçòes S d a s 

ra izes de u m a e q u a ç ã o , é a e g u a l d a d e 

x — a x — b x — c x — l w 

q u e se d e d u z da e x p r e s s ã o de f (x) dada no n . ° 9 8 , f a z e n d o 



THEOHIA DAS EQUAÇÕES. 1 7 3 

s . = < = ••• = v = 1. S u p p o r e m o s a e q u a ç ã o p r o p o s t a r e d u z i d a 

f ô r m a 

f ( x ) = xn X"-1 -f/>2Xn_2 + - • • + pn-iX
J
rp

n = 0 

Pe la r e g r a do n.° 6 6 , o p r ime i ro m e m b r o da i d e n t i d a d e (i) é 

nx" 1 + (n — 1 )pixn~- + (m — 2^piXn~3 -| f- 2 / > n _ 2 x + p n - \ ; 

p a r a o s e g u n d o m e m b r o a divisão dá i m i n e d i a t a m e n t e 

f ( x ) 

x — a 
= x n — 1 + a 

4 - P\ +P\a 

4 P i 

Xn—S _J an—\ 

4 Pi an~-

+ p i a " ~ ! l 

+ Pn-1 

sem r e s t o p o r q u e a é raiz da e q u a ç ã o . M u d a n d o a em { , c , . . . i 

a c h a r i a m o s os o u t r o s t e r m o s ; e s o m m a n d o vir ia , c o n f o r m e a 

n o t a ç ã o a n t e r i o r , 

n x " - 1 4 - ( n — 1 )pi xn~~ + (n — 2 ) / > 2 x n - 3 4 • • • 2 p n - i x +pn-\ 

= nxn~x 4- (Si 4- npi)xn~-4- ( S j - h p i S i + np^x"-* + • • • 

4 - ( S „ _ i + P i S „ _ 2 4 • • - 4 npn-1) . 

P o r se r idênt ica es ta e x p r e s s ã o , s e r ã o e g u a e s o s c o e f i c i e n t e s 

d a s m e s m a s po tenc ia s de x nos dois m e m b r o s ; e a s s i m se 
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acham as fórmulas de Newton 

S 0 = n, 

S j + n p i = (n — \)p\ , 

S2 + P1 St +npz = (n — , 

S „ _ i + p i S„_sH [-pn_2S1 + n j 9 ) 1 _ i = p „ _ i , 

ou, fazendo as reducçôes, 

S0 = n , 

S 1 + p , = 0 , 

S i + P i S, + 2/72 = 0 , (44) 

S 3 + P 1 S2 + P2S1 + 3 ^ 3 = 0 , 

Sfl- i + pi S„_ á H f j 9 „ _ » S | + ( n - 1 )pn—t — 0 . 

A primeira é evidente, e a segunda já se achou (n.° 82). 
Por meio d'estas fórmulas podemos exprimir succesMvamente 

SQ, SJ, S2, • • . S „ _ , em funcção dos'coeflicientes p\,pz,. . .pn—1» 
e reciprocamente. Observemos que os valores das funcções S não 
terão denominadores, suppondo inteiros os coeficientes da pro-
posta. 

Podemos egualmente obter a expressão de qualquer funcção 
S r , sendo r positivo e maior do que n— 1. Sendo a uma raiz 
da equação proposta e multiplicando por am a identidade 

an +pi a»-1 + P i a»-2 -j fp„ = 0 , 

resulta, suppondo m positivo, 

an+m p{ an+m-l ^ an-(-m-í _j |_pn a1n - 0 . 
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Para as outras raizes achavam-se expressões analogas; somman-
do-as membro a membro e fazendo n + m = r , vem segundo a 
definição de SA , 

S, -+PI S r _ l + P 2 S r _ 2 - | hpn-L S , . _ n + 1 + p n S r _ B = 0 . 

Para r = n é m = 0, e 

Sn +Pi S „ - , H Ypn-\ Si - f Pn S 0 = 0 ; 

para r = n + l , r = n + 2, etc. , vem do mesmo modo 

Sn-f 1 +j>1 S n H 1- Pn—1 S j + Pn Si = 0 , 

S,i-|-2 + pi Sn+1 "1 r Pn—1 S3 -f p„ S2 = 0, 

e assim por deante. A primeira das tres ultimas egualdades está 
ainda comprehendida no typo das fórmulas de Newton, notando 
que é So = « . 

Para determinar a somma das potencias negativas das raizes, 
suppondo que todas são ditíerentes de zero, o meio mais simples 

é mudar na proposta x em — e procurar depois pelas fórmulas 
oc 

precedentes as sommas das potencias positivas das raizes da 
transformada. 

132. Procuremos agora a expressão de uma funcçâo múltipla. 
Temos por definição 

S* = o* + fr + ca +• • . + A * + 1 " , 

Sjs = aP + + < £ + • • • + A S - W P ; 
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e o producto d'estas duas sommas conterá termos de duas especies: 
l . ° a somma das potencias a + (3 de todas as raízes; 2.° a somma 
de todos os productos que se formam combinando a potencia « 
de uma raiz qualquer com a potencia {3 de outra raiz. Segundo 
as notações adoptadas, teremos pois 

Sa - . Sfj = Sa-|_s + [a* W5] . 

Ora S a , Sg, Sa-fg podem determinar-se em funcçâo dos 
coeficientes da proposta ; e o mesmo succederá com a funcçâo 
dupla 

[o*W] = Sa S e - S , + g . (45) 

Deve modificar-se a fórmula precedente quando fôr a = {3. 
Neste caso, ao termo aa bP corresponde outro aP 61 que lhe é 
egual ; e como succederá o mesmo com os termos restantes, 
tomados dois a dois, será 

[ « ' ò - J - l ^ - S * • 

Para achar a funcçâo tripla, multipliquemos a expressão 
precedente do producto Sa Sg por S 7 . O termo dá para o 
producto termos com uma das duas fôrmas 

aH-P+Tr, ; 

o termo [a a6P], ou 

a* 6P + a* cP H \- a* /P + 6* aß -J b 6a # H b k* ß , 
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dá para o producto termos com uma das tres formas 

a*+7òf>, a3+7 6* , a" 60 cT. 

Temos, pois, 

S» Sp S, = S , + B + 7 + [ a « 4 P 6 T r J + [ a ' + T ^ ] + [ a 3 - h i « j + [ a » 63 d ] ; 

mas a fórmula (45) dá 

[a»+B 6Tf ] = S a + p - S a + p + T , 

[a«+Tf6P] = S a + 7 S í i - S c l + p + T , 

e substituindo estes valores na equação precedente tira-se d'ella 
a expressão da funcção tripla 

[a* 63 c i ] = Sa Sp S-f — — Sa_p,.Sp — Sp+^.S« +2Sa_f_fc_pr . 

Esta fórmula terá de ser modificada se forem eguaes dois 
dos expoentes «, (3, y, ou todos tres. 

1.° a = [3. Os dois primeiros termos do 2 . ° membro tor-
nam-se em 

[ S * - S 2 l ] S T = 2 [ a a 6 * ] S T ; 

e os restantes são 

- 2 [ S a + 7 Sp - S . + p + T ] = - 2 [a- H 63 ] . 

Por onde, supprimindo o factor 2, se chega á relação 

[a a 6» cT ] = [a* 6a ] ST — [a*+T 6» ] . 

1 2 
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2.° « = (3 = y. Ha na funcção tantos termos eguaes a a* 6P tf 
quantas são as permutações possiveis das letras a, b, c, isto é, 6; 
logo, para ter sómente a somma dos termos differentes é preciso 
dividir as fórmulas geraes por 6. 

133. Appliquemos os princípios expostos á indagação da 
equação ao quadrado das differenças. 

Supponhamos que á equação f ( x ) ~ 0, cujas raizes são 
a, b, c , . corresponde a equação ao quadrado das differenças 

* v 

cujos coeficientes pretendemos determinar. 
Para qualquer das raizes temos 

(x - a)' = x l - lax1-1 + —- — a V - 2 -± a1; 

sommando o segundo membro d'esta egualdade com os segundos 
membros das egualdades similhantes que se formariam com as 
outras raizes da proposta, o resultado será 

Mudando successivamente x em a, b, c, . . . virão as sommas 
totaes respectivas 

( a—6) '+ (a—c) ! +- • + + ± S, , 

(b-a)'+[b-c)'+-- =-nb'-lSíb'-i + l t 1 ^ S 2 6 ' - « - + • • -± S, , 

etc. 
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Sommemos estas últimas equações. A somma dos primeiros 
membros torna-se na somma das potencias l das dilTerenças de 
todas as raizes, subtraliidas duas a duas ; a somma dos segundos 
torna-se em 

nSi — /S | Sf—i + S/—2. . . dz itS/ . 

Se l for impar nada se pôde deduzir d'esta fórmula, porque 
no primeiro membro as differenças são eguaes duas a duas com 
signaes contrários, e as suas potencias impares destroem-se reci-
procamente. No segundo membro os termos equidistantes dos 
extremos teem os mesmos coefficientes, os mesmos índices 
de S e signaes contrários. Assim aquella expressão reduz-se 
a 0 = 0 . 

Porém se 1 for par, as potencias das differenças são eguaes 
duas a duas, com os mesmos signaes; o mesmo succederá no 
segundo membro aos termos equidistantes dos extremos, ficando 
isolado o termo médio. Podemos pois dividir toda a equação 
por 2, depois de reduzida; os termos simplificam-se, e só o do 

meio no segundo membro terá o factor -zr. 

Assim, suppondo l — 2i e designando por 2t , A', A" , . . . os 
coeficientes do binomio para este expoente, teremos, represen-
tando por a somma das potencias i dos quadrados das diffe-
renças, 

2; =•= nS»,-—2í Sj Sii—i Jr A' Si —A'' S3 S i ,_3 

-t - a a ipi) • 

Os coefficientes são os números da linha 2i do triangulo de 
Pascal, devendo parar-se no termo do meio e tomar-lhe metade. 
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D'onde se conclue 

2j = nS2—Sj 

22 = n S i - 4 S | S 3 + 3 S | 

23 = n S e ~ 6 S j S 5 + Î S S ^ S 4 — ÎOS^ 

etc. 

Posto isto, achada a serie dos S, da equação precedente 
tiramos, para t = l , os valores de (a — 6)2 + (a — c s ) . . ; e 
assim obteremos a somma das primeiras potencias das raizes de 
F(2), ou — P (n.° 82). Finalmente as equações (4-4) dão os 
coefficientes da equação ao quadrado das diííerenças 

P + 2i = 0 , 

2Q + P21 + = 0 , 

3R + Q 2 | + P 2 2 + 23 = 0 , 

etc. 

O grau da equação será m = — n (n — 1), numero das com-

binações que se podem fazer com as n raizes da proposta, 

tomadas duas a duas. O numero dos coefficientes será m; e 

portanto é também m o índice do último 2 e 2m o do último S. 
Seja, por exemplo, a equação 

i H p - f r ^ O ; 

as funcçôes S são 

[3], [0], [ - 2 q ] , [— 3r j , [29'-], [5 7 r ] , [~2q* + 3r*] , 
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e do mesmo modo teremos para os 2 

[ - 6 ? ] . [18ç4] , 66(/3 — 81r 2 ] . 

Logo será 

p = 6 q, Q = 9q*, R = 2 7 r 2 + , 

e 

a3 + + 9 q*z + 27r* + íqs = 0 

é a equação aos quadrados das differenças das raizes da pro-
posta. 

C A P Í T U L O X I . 

Eliminação. 

134. A fôrma mais geral da equação algébrica e inteira do 
grau n a duas variaveis x e y, ordenada segundo as potencias 
decrescentes de x, é 

f(x, y) = p{)x
n +pix

n-í+ - +pn-ix-\-pn = 0 , 

sendo pk funcção só de y e de grau k. 
Em geral, a determinação de todas as soluções x = ot com 

y = [i de um systema de duas equações, f\x,y)= 0, F(x ,y) = 0, 
faz-se depender de outra equação que só contém uma das incó-
gnitas e que se chama equação final. Esta equação obtem-se por 
processos de eliminação da outra incógnita, dos quaes vamos 
expôr os principaes. 
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Em alguns casos a eliminação pode fazer-se por processos 
particulares. Sejam, por exemplo, as equações 

x* + Px + Q = 0, x*+px + q = 0; 

subtrahindo uma da outra, da equação resultante (P—p)x+ Q—q=0 
tira-se o valor de x, e substituindo este valor numa das propostas 
resulta immediatamente a equação final (Q —</)s + </(P —p) 4 = 

135. Supponhamos que x=^a. e y = é uma solução do 
svstema 

f(x,y) 0, ¥{x, y) = 0 ; 

substituindo x por a, as equações 

/•(«,y) = 0, F(a,y) = 0 

serão satisfeitas pela raiz y -= (3 e terão por conseguinte um 
divisor commum. Assim, a equação final do systema correspon-
derá á condição de existencia de um divisor commum entre 
f(x,y) e F{x,y). 

Ordenem-se estes polynomios segundo as potencias decres-
centes de uma das variaveis x Operando sobre elles por meio 
de divisões successivas, como na indagação do seu maior divisor 
commum, ha de chegar-se a um resto R independente de x; 
e R = 0 será a equação final procurada. 

Pode acontecer que R seja um numero. Neste caso a 
equação R = 0 é impossivel, e as propostas são incompa-
tíveis. 

Também pode ser R identicamente nullo. Então o divisor 
correspondente D é divisor commum das equações dadas, que 
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terão a forma 

f ( x , j ) = A x [ ) = 0 , F(x, y)-BxD = 0 ; 

e as raizes da equação D = 0 resolvem o problema, além 
d'aquellas que são dadas pelo systema A = 0 com B = 0. 

Em D pode haver algum factor X que seja só funcção de x, 
ou algum factor Y que seja só funcção de y. Em geral será 

D s X x Y x <^(x, y ) , 

e a equação D = 0 parte-se nas tres 

X 0, Y = 0 , <p(a-,y) = 0. 

As duas primeiras determinam cerlos valores de uma das 
incógnitas, deixando a outra arbitrária; pela última determi-
nam-se os valores de uma das incógnitas correspondentes aos 
valores dados arbitrariamente á outra. 

Pondo de parte as soluções indeterminadas, devidas á equa-
ção D = 0, só tratamos da eliminação entre as equações A = 0 
e 8 = 0 cujos l."* membros são os quocientes da divisão das 
propostas por D. 

No processo do maior divisor commum se funda o primeiro 
méthodo de eliminação que vamos expor. Mas convém demonstrar 
primeiro uma proposição, a que teremos de recorrer no desen-
volvimento d'este objecto. 

136. Lemma. — Sejam A e B dois polynomios inteiros em x 
e y, ordenados segundo as potencias de x, e supponhamos que em 
cada um d eites os coeficientes das differentes potencias de x não 
admittem divisor commum; se for c funcção inteira de y sómente 
e Q funcção, também inteira, de ambas as variaveis ou de uma só, 
e se, por outra parte, fór BQ = cA, será o factor Q divisível 
por c. 
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Seja y — a um dos factores lineares de c. Por hypóthese, B 
não é divisível por y — *, aliás os coefficientes dos termos de B 
teriam este divisor commum; portanto, dividindo B por y — a e 
representando por L e K o quociente e o resto, na identidade 

B = (y — a) L + K 

será K independente de y e differente de zero. Substituindo em 
cA = BQ, vem 

cA = ( y - « ) L Q + KQ , 

e KQ será divisível por y ~ " , porque o 1.° membro d esta 
identidade também o é. 

Ora dividindo Q por y — a, virá 

Q = ( y - « ) L ' + K ' , 

com K' independente de y, e teremos 

KQ = (y — a ) K L ' + KK' ; 

portanto KK' será, como KQ, divisível por y — a, se não fòr 
K K ' = 0. O primeiro caso não se verifica, porque K e K' 
são independentes de y; mas é também K differente de 0, e 
portanto será finalmente K ' = 0 e Q divisível por y — a. 

Do mesmo modo se veria que Q 6 divisível por cada um 
dos factores lineares de c; por conseguinte será também Q divi-
sível por c, como queríamos demonstrar. 

137. Méthodo de Labatie. — Supponhamos os polynomios A 
e B ordenados segundo as potencias de x e que, relativamente 
a esta incógnita, o grau de B não excede o de A. Designando 
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por Q e R o quociente e o resto da divisão de A por B, teremos 

Se em Q não ha coeficientes fraccionarios, com denomina-
dores que contenham y e possam annullar-se para valores parti-
culares d'esta incógnita, a identidade precedente mostra que os 
systemas A = 0 com B O e B = 0 com R = 0 teem as mesmas 
soluções; o que podemos exprimir pela relação 

Ora, não pode estabelecer-se esta equivalência, senão quando 
0 é funcção inteira de y. Mas evita-se o apparecimento de fra-
cções no quociente, multiplicando o dividendo por um factor que 
dependerá do coeficiente do 1.° termo do divisor (n.° 81); 
representaremos este factor por c. 

Além d'isto o primeiro resto será ainda, em geral, funcção 
de x e y, e passa para divisor na segunda divisão. Nesta opera-
ção o dividendo tem de multiplicar-sc, como anteriormente, por 
um factor cj, que depende do coeficiente do 1.° termo de R, 
a fim de evitar o apparecimento de coeficientes fraccionarios. 
Convém pois simplificar os coeficientes de R, dividindo-os pelo 
seu maior divisor commum r, que é funcção só de y; e assim 
por deante. 

Supponhamos que o resto da terceira divisão já é indepen-
dente de x, o que não prejudica a generalidade dos resultados; 
pelo que se acaba de \vr, o quadro das operações efíectuadas 
será 

A = B Q + R . 

cA = B Q + r . R , 

c i B ^ R Q i + r j . R i , 

cjH = R i O i f r , , 

i 

sendo r<j funcção de y somente. 
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Da primeira (Testas identidades resulta a equivalência dos 
systemas 

cA = 0/ B = 0 j 

B = 0 | r . R = o( 

que se dividem nos quatro 

À = 0 | c = 0/ 
I ! 

B = 0/ B = Oi 
1 f 

B = ° í B = 0) ~ R = oí f r = 0 j 

e designaremos estes systemas respectivamente por 1, 2, 3 e 4. 
Quando o systema proposto 1 se substitue por 3, introdu-

zem-se as soluções extranhas do systema 2 e supprimem-se as 
que pertencem a 4. Ora, se c e r tiverem um divisor commum d, 
podemos supprimil-o porque este factor é introduzido na multi-
plicação por c, mas desapparece na divisão por *•; em outros 
termos, as raizes da equação d = 0 pertencem ac = 0 e a r = 0, 
e reduzem-se num e noutro membro da equivalência anterior. 
Dividindo por d, a primeira identidade (t) torna-se em 

e o factor que multiplica B é inteiro porque, sendo inteiros 
c r 

— e — , QB será divisivel por d e pelo lemma (n.° 136) d divi-

dirá Q. 

Pela identidade (») o systema primitivo fica substituído 
pelos dois 

B 0 B . 0 . 

_ (+ ; ("'l') 
— = 01 11 = 0) 
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e no segundo d'estes svstemas ainda podem comprehender-se 
raizes extranhas, que tenham provindo da multiplicação de A 

pelo factor . 

Passando para a segunda identidade (t), veríamos do mesmo 
modo que o factor &i pode introduzir raizes ext ranhas ; suppri-
mem-se estas, e as que ainda possa haver no último systema (m) , 
pelo processo seguinte. 

Multipliquem-se ambos os membros de (ii) por cj , e depois 
substitua-se c\ B pela segunda identidade ( i ) ; teremos 

ccj cyr + QQi Q 
= — : R + T r , R l 

O factor que multiplica R é inteiro (n.° 136), porque d divide cci 

e Q , enüo divide R ; representando aquelle factor porM e - j por N, 
d a identidade precedente torna-se em 

A = MR + Nri R j . 

Multiplique-se a segunda identidade (Í) por —, e represen-

tem-se por M' e N' os multiplicadores inteiros de R e ri R i ; 

teremos 

B = M'R + NVj Ri . 

As duas últimas identidades mostram a equivalência dos 
svstemas w 

CC) 
R - 0 | A = Oj 

r i R , = 0) ~ ~ B = 0 
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onde são extranhas ao problema as soluções da equação 

Mas se o 1.° membro d'esta equação tiver um divisor commum 
com r i , que representaremos por d\, podemos supprimil-o como 
anteriormente, e aquellas identidades tornam-se em 

CCl 

dd, 
A = 

M 

~di 
R + N 

r\ 

di 

CCl 

ddi 
B = 

M' 

di 
B + N' 

r\ 

di 

Nestas expressões - - e — são inteiros, e podíamos conti-

nuar com o mesmo raciocínio nas operações seguintes. Ora a 

equação final será o producto de todas as funcçõcs de y que, 

egualadas a zero, traduzem condições de exislencia de um maior 

divisor commum entre A e B, sem representarem outras condi-

ções extranhas a esta. Designando por d2 o maior divisor commum 

de r2 e , a equação final é pois 

— -d ' di = 0 , 

porque a condição necessária e suficiente para se veri-
ficar esta equação 6 que um dos respectivos factores seja 
zero. 
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13S. Mélhodu de Euler. — Sejam as equações 

/*! (x) = a0x
m + ax xm~i + b am = 0 , 

ft (,r) = box» + bt + ---+bn = 0 , 

e admittamos que ellas teem a raiz commum x = r. Se esta raiz 
fôr única, os quocientes 

« o ^ - t + a i ^ - M b «m-i , 

+ + + p n _ i , 

da divisão dos dois polynomios f\ e fc por x—r não terão divisor 
commum; de modo que a fracção 

fl(x) _ apas»-' + b«» , - , 

h (ar) ~ 1 + + • • • + p„_, 

» 

não pode ser indeterminada nem é susceptível de forma mais 
simples. Desembaraçando de denominadores resulta a egualdade 

[\ (x) . ((Box71-1 + + • • • + |3„_i) 

- h (x). («ox«'-1 + + •••«„,_,) = 0 , 

conhecida pelo nome de identidade de Euler. 
O primeiro membro d esta egualdade é do grau m + n— 1 e. 

em geral, tem m + n termos, cujos coeííicientes, pela condição de 
identidade, devem ser zero: o que leva ao estabelecimento de t n + n 
equações lineares entre as IM + h quantidades ou, a j , •• a„ ,_ j , 
po, fi\,-- j3n t. de que esses coeííicientes são funcçôes. 

Os coeííicientes a não podem ser todos nullos, nem todos os 
p; logo aquellas m + n equações, que são hoinogeneas, deverão 
ter soluções differentes do zero. É pois necessário que o seu eli-
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minantc A seja egual a zero, sem que os seus primeiros menores 
sejam todos nullos. O eliminante A é funcção dos coeficientes 
das propostas; a equação A = 0 que exprime a existencia da 
raiz commum, é a resultante do syslema e dá as razões de 
m + n — 1 d'aquellas quantidades para a restante, de a j , a j , • • • {J„_| 
para ao por exemplo. 

Supponhamos agora que s> 1 é o numero de todas as raizes 
communs das equações dadas. Dividindo cada uma d'estas equações 
pelos factores binomios correspondentes áquellas raizes, os quo-
cientes são respectivamente dos graus m — s e n — s, não podem 
ser simultaneamente nullos, nem admittem já raiz commum. O 
primeiro d estes polynomios tem m — s + 1 termos e o segundo 
n —s + 1 ; os dois comprehendem ao todo m + n — 2 s + 2 coefi-
cientes, que dependem dos coeficientes das propostas. A identi-
dade de Eu le r toma então a forma 

fl{x)( + 3 . - 0 

h {x) • ( » , - 1 ^ + • • • + a m _ i ) = 0 ; 

dividindo-a por um dos coeficientes, « s _ i por exemplo, esta egual-
dade envolve as m + n — 2s + 1 fracções 

I Pi am—1 
i , , , 

« s - 1 « s - 1 a ( _ 1 

que devem ter valores determinados. 
Por outra parte , egualando a zero os coeficientes das diversas 

potencias de x na identidade precedente, de grau m + n — s, re-
sultam m + n — s + 1 equações; se entre ellas puzermos de parte 
m + n — 2.s + 1 e por meio d'estas acharmos os valores d aquellas 
fracções, as s equações restantes serão satisfeitas por estes va-
lores e assim teremos s relações entre os coeficientes do systema, 
as quaes traduzem as condições necessarias e suficientes para que 
as equações d este systema tenham s raizes communs. Finalmente , 
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a equação de grau s 

/•'<*> . • 
a.t-\X

m~' H + am-l 

dará estas raizes. 
Como applicação do méthodo, resolvamos as equações 

3i/* + 4x(/ + 3 x 2 ~ 9 « / - 1 5 x = 0 , 

— 2 x j / + x 8 + 2 y — 1 0 x = 0 . 

Ordenando segundo a incógnita x, vem 

3 x s + ( 4 y - 1 5 ) x + 3 i / * - 9 t / = 0 , 

x 2 - ( 2 y + 1 0 ) x + y 9 + 2 y = 0 ; 

e a identidade functamental é 

[ 3 ^ + (4y - 1 5 ) x + 3t/'- - 9y] (fB0x + (3,) 

_ [ x ' — ( 2 y + 1 0 ) x + y* + 2 y ] ( « 0 x 4 - « , ) = 0 . 

Ordenando ainda pelas potencias de x, e egualando a zero os coef i -
cientes de cada termo, temos as equações : 

3 fio - *o = 0 , 

(4y —t 15) 3o + 3j(3, + (10 + 2Í/)«O «i = 0, 

%) (3o + (4y - 18) ft-íy* + 2y)«o + (10 + 2 y ) « , = 0 , 

( 3 y ? - 9 y ) | 3 , — (y1 + 2y) «i = 0 . 

A resultante do systema proposto é o determinante d 'estas equa-
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çôes egunlado a zero, ou 

3 1 = 0 , 

4y — 15 3 ~ ( 1 0 + 2y) 1 

3y2 — 9y 4 y - 1 5 y« + 2y) ~ ( 1 0 + 2y) 

3 y 2 - 9 y y * + 2 y 

onde, por brevidade, n3o escrevemos os elementos zero. Para 
desenvolver este determinante, troquemos a 2." e 3." columna, 
d'onde resulta 

3 1 = 0 

4y - 1 5 - ( 1 0 + 2y) 3 1 

3 y 4 - 9 y y 2 + 2 y 4 y - 1 5 - ( 1 0 + 2y) 

3î/ s — 9 y yâ + 2y 

Desenvolvendo segundo os menores de 2." ordem contidos nas 
duas primeiras columnas, vem 

3 1 

4y — 15 — ( 1 0 + 2y) 

4 y - 1 5 —(10 + 2y) 

3 y 2 - 9 y 

3 

3 y * ~ 9 y 

ní-t-

1 

2y 

y s + 2 y 

2 = 0 ; 

nos outros termos um dos factores é zero, por ter uma linha de 
zeros. Desenvolvendo, e supprimindo o factor numérico, acha-se 
a resultante do systema 

y (y3 + 2y 2 — 9y — 28) — 0 , 

de grau 2 x 2 ; para y = 0, a primeira das equações propostas 
daria x = 0, x— 5. 



THEOBIA DAS EQUAÇÕES. 1 9 3 

130. Méthodo dialytico. (Sylvester).— Considerando o mesmo 
svstema f\(x)=0 e / j (a?) = 0 (n.° 138), multipliquemos f\(x) 
pelas .potencias Jw, . . , xn~1 e f y (x) por a?1 , . . . , x™—*. Se 
as equações propostas teem a raiz commum r, esta raiz satisfará a 
todas as equações do svstema seguinte, chamadas equações de Syl-
vester : 

/ i = 0 , x f l = 0 , ®«A='0, . . . , x>'-l/i=0, 

/i = O, x f i = O, x*fi = O, . . . . xm-1 fc = 0 ; 

e tomando para incógnitas as m - f n — 1 primeiras potencias de 
x, recahimos no caso de m + n equações lineares com m- | -n— 1 
incógnitas. Para que estas equações tenham uma solução commum, 
o determinante de todos os coeficientes dos primeiros membros 
deve ser zero, como se viu no n.° 5 6 ; a solução commum será 
uma só, quando em um grupo de m + n — 1 equações do systema 
o determinante dos coeficientes das incógnitas fòr differente de 
zero. 

Sejam por exemplo 

f \ = a o a;s + a\ xk + «2 T3 + «a x* + ai x flg = O , 

fcmbo + + = 0 . 

As equações de Sylvester, ordenadamente dispostas, são: 

a3#
2 + a4a'

3 + a3x
i + aiX

s + aia;6 + r7 = O , 

a-àx + a 4 j ; 2 + a3x
3 + a%xl -f a (a;5 + a0a:6 = O , 

a>i + aix -+ a-iX* 4- aj®3 + aixi + a{)x
r> = O , 

6 , + ^ « + 6 , ® « + 6 , ^ » - O , 

6 3 « + 6 2 x 2 + 6 , a ; 3 + 60.Tl = 0 , 

fc3x
2 + bvx* + 6,®« + b0x5 *= O , 

631» + ò2x< + 6,®5 + V6 = 0 • 

b 3 x l + ò2®5 + + &0a;7 = O . 

13 
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Na segunda d'estas equações deve subentender-se que os 
termos em e x7 teem por coefficiente zero; o mesmo se dirá 
das outras, com relação ás potencias de x que faltam em cada 
uma, desde x{) até x~. 

Não escrevendo os coefficientes zero, a resultante das equações 
precedentes é 

a-õ a 4 <*3 ai «1 

a3 ai «3 Oi a, a0 

«3 a4 «4 ax «0 

bz ba bx K 

bS bi bx b0 

h bi bx K 

h bx b0 

h bi bi b() 

e R chama-se o eliminante de Sylvester. A resultante R = 0 ex-
prime a condição necessário para que as equações dadas tenham 
uma raiz commum; esta condição é su/ficiente. Com effeito fa-
zendo nas equações de Sylvester m = 5 e n 3, multiplicando-as res-
pectivamente pelos primeiros menores Aj , Ag . . As de R relativos 
aos elementos de qualquer columna, da primeira por exemplo, 
e suppondo que nem todos estes factores são nullos, resulta, som-
mando os productos, 

(a ,^+A^+A 3 ) n 

+ (A4 + A 5 x + A6a;2 + A 7 ^ + A 8a; i ) / ,8 = 0 . 

Esta expressão ó idêntica; porquanto, pondo por fx e /*2 as suas 
expressões, effectuando as multiplicações e ordenando, o coeffi-
ciente de cada potencia de x é a somma dos productos d'aquelles 



1 9 5 

menores pelos elementos de uma columna de R; e pelas duas 
propriedades dos menores essas sommas são nullas, visto que é 
R = 0. Posto isto, se naquella identidade um dos menores 
Aj , A2 , Ag fòr differente de zero. também um dos restantes 
o será, e reciprocamente: aliás, ou f\=0 ou f% — 0 seria 
uma identidade. Portanto nenhum dos quatro factores da expres-
são precedente 6 identicamente nullo e que é do terceiro grau, 
divide (A| xiJr A%x + Az) fr; isto é, j\ tem com f\ um factor 
commum que será, pelo menos, do primeiro grau. 

Se as equações propostas teem outra raiz commum r', esta 
raiz convirá ao systema 

J L = / - 3 = O , J L — / - 4 _ O , 
x — r x — r 

sendo os quocientes fy e /j polynomios do 4.° e 2 .° grau que 
podemos representar por 

. f3 = Co JCK + Cl x 3 + X- + c3 X + Ci 

fí = d() -ld{x-r di , 

Os novos coeficientes c e d estão ligados com os antigos a e b 

pelas relações 

a() = c(), a\ — ci — rc0, a 2 = c* — rct, a 3 = c 3 - rc» 

a i = Ci — rc3, a 3 — — rc4 

60 = d0,6j = di — rd0, òj = É/̂  — rd\, ò3 = — r d 2 

formadas segundo o princípio do n.° 6 5 ; notando que é nullo o 
resto de cada divisão. 

Posto isto, a resultante de Sylvester para as equações f^ — 0 e 



196 LIÇÕES DE ALGEBRA.. 

A = o é 

FY = C 4 C.1 C, CQ 

C 4 C 3 C$ C\ c 0 

dä d, d0 

d2 d j d 0 

d 8 d j d 0 

d2 d , d0 

0 ; 

subtrahindo respectivamente as columnas 2. 3, 4, 5 e 6, multi-
plicadas por r, das columnas I, 2, 3, 4 o S, e altendendo ás re-
lações precedentes, resulta 

a 5 ai ai Oi «1 a» 

<i| ai ao. «1 «0 

6» 

63 ba bi 

h b» bi K 

b3 b, bi b0 

Comparando Rj com o eliminanle R de e reconhece-se que 
o quadro precedente se obtém apagando as duas columnas extremas 
de R; e R| chama-se o primeiro menor principal de R. 

O primeiro menor principal de Rj seria 

a3 ai ai a 0 » 

bi \ 
b^ bi 

h bi bi b0 
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e discorrendo como precedentemente, chegaríamos á seguinte 

proposição : As condições necessarias e su/ficienles para que fi = 0 e 

fj = 0 tenham uma só raiz commum, são R = 0 , Uj ^ 0; para que 

tenham duas, são R = 0, Rj = 0, R* > 0 ; para que lenham'Ires, 

são R = 0, Rj = 0 , R2 = 0, R 3 < 0 ; etc. 

Supponhamos que se verifica o primeiro caso, R = 0 e R , ^ 0 . 

Sabe-se (n.° 57) que a unidade e os valores das incógnitas são 
proporcionaes aos menores de R relativos aos elementos de uma 
linha, da primeira por exemplo. Assim, podemos escrever 

sendo 

1 

A r 

Bi = 

a~0 H 03 ai ai a0 = b0 as aí a3 ai a 1 «0 
ai «3 «í ai a0 ai 03 ai ai a0 

h bi K bi bx bo 

h bi bt 63 bi bx 

h b* bx b» b3 bz bi 

h bi bx bo h bi bx K 

63 h bx b0 

ai as aj 01 ao ai a3 «s ai 

as 03 ai ai a0 «3 «3 ai ai ao 

h l>t bo 63 61 bo 

h bx bi bx bo 

h bi bx K bs bi bx bo 

h bi bx *o b3 bi bi &0 

by b1 bx bo 
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Da relação precedente tira-se 

A , x + B, = 0 ; 

pondo por At e Bi as suas expressões, supprimindo o factor 
commum bo, effectuando a multiplicação de Ái por x (n.° 50, 
II) e sommando os dois determinantes k \ x e Bj (VI), vem 

A i « + B , = a^x aí as a2 a i a0 

a3 + atx «3 a, a0 

ò3 + b^x bi bo 

hx h bx bo 

b3 bi h b? 
b3 bi 6, b0 

= 0 

Juntando ft 1." columna d'este determinante as seguintes, respe-
ctivamente multiplicadas por x 2 , x*, xr'ex*, teremos finalmente 
a equação 

x f x «i as ai a, a0 

fx a3 a 2 aj ao 

h bt 

xfc bi bi bo 

x*ft h bi bi b0 

x3k h bi b\ b0 

que dará a raiz r commum ás duas equações do systema pro-
posto 
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Com effeito, esta egualdade não é idêntica, porque resulta 

d e ^ - j r + ^- = 0, onde o coefficiente de x é precisamente o 

primeiro menor principal do éliminante R e supposemos este 
menor différente de zero ; além d'isto, a equação precedente 
é satisfeita pela raiz r, porque todos os elementos da primeira 
columna do determinante se annullam para x = r. 

140. Méthodo de Cauehy. — Supponhamos que são dadas 
duas equações do mesmo grau 

a0x
n + a\xn~l 4- dix"-* H + an = 0 , 

b0x
n + ô j « " - 1 + bixn~* + h bn = 0 ; 

t ransportando n — I termos para o segundo membro d e cada 
uma, as propostas seriam 

a0x" + • + a;_ 1 j?»—»-H = — (at x »-» 4 + a„) , 

b0x
n + • • • + í>i_ 1 a»-H-> =- (bix+ ••• +b„) . 

Dando a i todos os valores desde l até n, obteem-se outros tantos 
systemas como este último, e cada um d'elles conduz a uma 
equação da fôrma 

(a0x» + • • • + ai-i x"-'''+!) (bix^-í 4- •• • + b„) 

= {b0x
n + • • • + &(_ 1 a;"—H-i) ( a ^ » - < + • • • + a n ) ; 

ou, supprimindo o factor commum œ"—*+', transpondo, reduzindo 
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e ordenando; 

(a0 bi — ai b0) xn~1 

+ [ ( a 0 6 í + i — a i + i b0) + (at bi — ai 6,)] + • • • = 0 . 

B'este modo se obleem n equações, chamadas de Cauchy, e 
todas ellas serào satisfeitas pela raiz commum das propostas ; 
considerando neste systema x, - • • xn~1 como outras tantas in-
cógnitas recahimos no caso de n equações lineares com n — 1 
incógnitas, cujo éliminante é o determinante de todos os coefi-
cientes. 

Tomando as n — 1 primeiras equações e representando por 
A o determinante dos coeficientes das différentes potencias das 
incógnitas e por Ai o valor de A quando os coeficientes da pri-
meira potencia de x se mudam nos termos independentes das 
equações respectivas, a raiz commum será dada por 

A s ; + A i = 0 . 

v 

Se as equações fossem de graus différentes, escreveríamos os termos 
que faltam na equação de grau inferior, dando zero por coefi-
ciente a cada um. 

Pelo que se vê, este méthodo tem vantagem sobre o dialytico 
para duas equações do mesmo grau n; porque então o éliminante 
de Sylvester é um determinante de grau 2n, emquanto que o de 
Cauchy 6 só de grau n. 

Quando na successão dos valores 1, 2, 3 . . . , dados a i, algum 
dos determinantes de 2." ordem, que se encontram nas equações 
de Cauchy, envolver um índice superior ao grau das equações 
dadas, esse termo não se aproveita. 

Sejam dadas, por exemplo, as equações 

x*-(2y + 5)x + y* + 5y + 6 = 0 , a ? « - l y x + 4 i / 2 - 1 = 0 . 

Neste caso é n = 2, e aquellas equações para Í = 1 e i — 2 tor-
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nam-se em 

(a0 61) x + [(«o 4- (ai 61)] = (a0 b{) x + (a0 b%) = 0 , 

(a0 62) x + [(a0 63) + (oj 62)] = («o h) * + (ai h) = O , 

pois que é o determinante (ai 6j) = 0. 
Ora 

(a n ò , 1 1 

- ( 2 y + 6) - 4 y 

e do mesmo modo teriamos os outros eoefficientes; feitos os cálculos, 
acharíamos as equações 

( _ 2 y + 5 ) « + ( 3 y » - 5 y - 7 ) = 0 , 

(3 j,4 — — 7) J? + (— 4y 3 + 26?/ + 5) = 0 , 

cuja resultante é 

— 2 t / + 5 3 t / 2 - 5 t / - 7 

3y2 — — 7 - 4 t / 3 + 26t/ + 5 

= - y 1 + 1 0 y 3 - 3 5 y « + 5 0 i / - 2 4 = 0 . 

A primeira equação de Cauchy daria depois os valores de x 
conjugados com cada um dos valores de y dados por esta resul-
tante. 

141. Funcçôes symétricas.—A equação f\ (a?,t/)=0, do grau n em 
x, daria n raizes x\, x^, -xn expressas em y, se a soubessemos 
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resolver. Por conseguinte ao systema f\ (x,y) = 0, fa (x,y) = 0 
podem substituir-se os seguintes 

e se em cada um d'estes pusessemos na segunda equação o valor 
de x dado pela primeiro, teriamos a equação final correspon-
dente. 

A equação final do systema proposto será o producto das 
equações finaes d'estes systemas particulares, ou 

pois que esta equação é satisfeita quando se annulla um dos fa-
ctores do seu 1.° membro, e só neste caso. 

Ora x%, xn são funcções desconhecidas de y. Mas o 
1.° membro da equação precedente é funcção racional e symé-
trica d'estas raizes, e por isso pode exprimir-se em funcção 
racional dos coeficientes de f\{x), depois de dividida esta 
equação pelo coeffieiente do 1.° termo. Esta divisão não offe-
rece dúvida, porque aquelle coefficiente não contém as incó-
gnitas. 

142. Eliminante. — Consideremos novamente as equações 

h (®i) x h (̂ a) x • • • x /s (xn) = 0 , 

do n.° 138. 

/i (x) = a0 xn + ai xn~l + r an-\ x + a„ = 0 , 

fi{x)szb0*»+bi xm~x+• • • Jrbm-\x+bm=--ü . 

O seu eliminante é a funcção dos coeficientes que, egualada a 
zero, traduz a condição necessária e sulficiente para que estas 
equações tenham uma raiz commum. 
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Representemos por x\, x2,.. ,xn as raizes da primeira equação 
e por t\, <2,. . . tm as da segunda ; será 

fi (x) = a0 (x — xt)(x — xt) ...[x —xn) , 

h K» = K (:>' ~ h) ( x ~ k) • • • - 'm ) • 

Substituindo as raizes da segunda equnção em f\ e multipli-
cando os resultados, substituindo depois as raizes da primeira 
equação em fy e multiplicando também os resultados, façamos 

Ri = f\ (<i) x fx («j) ...fi (<m) = a™(í, - (í,-Xi)... (tm-xn) 

Ri = h ) X h (# í ) ...fe{Xn) = 6" - h) (xi —ti)...(xn—tm). 

Se uma raiz da equação /~2 = 0 convém a f\ — 0, um pelo 
menos dos factores de Rj é zero e portanto será também R i = 0 ; 
e reciprocamente. O mesmo diriamos de R 2 ; de modo que qual-
quer das equações Rj = Oou R2 = 0 é a resultante das propostas, 
expressa em funcção das raizes. Assim : o eliminante é o producto 
dos resultados que se obteem substituindo em uma das equações todas 
as raizes da outra, ou é o producto de todas as di/ferenças entre as 
raizes das duas equações. Não é necessário at tender aos coefi-
cientes an ou 60, que suppomos differentes de zero. 

Sendo homogeneas as duas equações /j = 0 e 0, será 

f\ (x , y) = ao xn 4- a j xn~1 y + xn~- y* 

H + a„_2 xi yn'i + a„_i xyn~x + an yn = 0 , 

fi {x, y) = h xrn+ b\ I + &2 xm~*y* 

+ • • • + ô m _ s x*- + bm_i xym + bmym= 0 , 

Representemos as raizes da primeira por («j, j/i), {x$, y$). . . e 
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as da segunda por (04 (3j), («2 fia). . .; o eliminante das duas equa-
ções será, pela definição anterior , 

R = • P<) • • • • A («>«> M 

= A («1. y\)-h yt) • • f i ix» - yn), 

A primeira d'estas expressões mostra que R é uma luncção 
homogenea de grau m dos coeficientes de f \ , porque cada um 
dos factores é funcção linear homogenea d'estes coeficientes e 
os valores ( a j , jBj),. . ., («,„, (3m) só dependem dos coeficientes de 
/ j . Do mesmo modo se vê que R é funcção homogenea de grau 
n dos coeficientes de / j . 

Por outra parte , mudando y em ky, as duas equações homo-
géneas transformam-se em 

fi (x,ky) = aQXn+(nkxn-iy+a2A
2xn~2y14 Han knyn = 0 , 

fi (x, ky) = b0 xm+bi kx™~l 3/+ò2 A
2 x"1 -2 t/2 H f-bmkmym=0 , 

com as raizes k vezes maiores do que as das propostas (n.° 85) 
e portanto representadas respectivamente por 

(kx 1 , j / i ) , (kxz, t / 2 ) • • • (kxn , t / n ), 

(A"«L, P L ) , (A'X2, Í52) • • • (/»'«M • PM ) • 

Por onde se vê que a resultante das equações transformadas será 

R' - fi (Aa,, A{3,) . fi ( k n , kfa). . . /i (Aam, Af3w) 

= * m n • h («1 Pi) • h («í fr).. -U [*m , M =A™ R . 

Ora naquellas equações o factor A entra em cada termo com 
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expoente egual ao índice do coeficiente respectivo, a ou b. Por-
tanto em cada termo de R' o expoente de k será egual á somma 
dos índices dos a e b, que houver nesse termo. Mas esse expoente 
é m/t, como se viu; logo, representando por i a somma dos índices 
dos factores a e por i' a somma dos índices dos factores b, será 
sempre 

i + i' = mn : 

o numero i + i' chama-se o peso da resultante. 

Assim pois: o éliminante de duas equações de graus n e m è 
uma funcção homogénea dos coeficientes das mesmas equações, a 
qual é de grau m cm ordem aos da primeira e de grau n em ordem 
aos da segunda; a somma dos índices dos coe/pcienies em cada termo 
é constante, e egual ao producto dos graus das duas equações. 

143. Consideremos duas equações do mesmo grau n e duas 
expressões lineares d'estas equações: a resultante, como vamos 
vêr, 6 a mesma nos dois systemas, abstrahindo de um factor que 
só depende dos coeficientes da transformação linear. 

Sejam as propostas f\ = 0 e /j = 0, e as relações lineares 
p f i + q f i = 0 e p'f\ + q'fe = 0; seja R o eliminante do primeiro 
systema, e R' o do segundo. Sabemos que é 

R = A (<l)-/l (<«)•• -í\ (<») ; 

e o eliminante do primeiro systema não se altera quando a uma 
das funcçòes se junta o producto da outra por um factor constante. 
Com effeito, se t\ 6 raiz da equação f± = 0, o primeiro factor do 
eliminante de 

/•i + r/-2 = 0 , h = 0 

é f\ ('i)> visto que f $ é identicamente nullo; o mesmo diriamos 
dos outros factores. Se uma das funeções fôr multiplicada por 
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um factor r, o éliminante vem multiplicado por r n , como resul-
taria da expressão precedente de R. 

Com estes princípios podemos eliminar uma das funcções, 
por exemplo /», entre os dois grupos do segundo systema consi-
derado, de modo que tal funcção desappareça de um d'esses 
grupos, l 'ara isso, multiplicamos o primeiro grupo por </', factor de 
/à no segundo, e pelo que fica dito q'n R' será o éliminante de 

+ = P'fl+qfi = 0; 

á primeira d'estas equações podemos juntar a segunda multipli-
cada por — q , e aquelle systema torna-se em 

= P'fx + q ' h - 0 . 

A presença do factor q'p — qp' mostra que o éliminante d'estas 
equações é 

q'" R' = (î>-ïi>')"R", 

sendo R" o eliminante do systema 

/ i = o , 

Mas R" = ç ' n R , por causa do factor de fe; logo 

q'n R' = (q'p - qp'Y q'n R , 

ou 

R '=(q-p-qp')nl\, 

como queríamos demonstrar. 
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144 . Discriminante. — As derivadas parciaes da funcçSo ho-
mogenea 

f ( x , y) = ao xn + ai x n y - \ h a„ yn 

em ordem a x e a y são 

f — nao xn-i + (n — 1) a\ xn~2 y 

+ (n — 2 ) a j/M fa,,_i y«-1 , 

f'y = a\xn~* +2a 2íc"-
2 y + --

+ (»» — t) a„_i xyn~% + n a „ y"~l ; 

multiplicando a primeira por x e a segunda por y, e sommando 
os productos, resulta 

Xf'x (•*> y)+ y f y y)=nf(x> y) • (46) 

Discriminante da funcção f ( x , y) é o éliminante das equações 
derivadas 

/ > . < / ) = o - / > - < / ) = o . 

Ambas estas equações, de grau n — 1, conteem os coeficientes 
da proposta; o grau do discriminante em ordem a estes coefi-
cientes, será (n.° 142) 

n — 1 + (n — 1) = 2 (n — 1) , 

que é o numero das equações de Sylvester neste caso. 
Assim, para a equação do 2.° grau 

aox2 + 2ai xij + a2 y* = 0 , 
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as equações derivadas são, dividindo-as por 2, 

ao aH-«1 ?/= 0 , ai x-\-a»y = 0 , 

e o discriminante da proposta é 

ao ai 

a ! a 2 

= a 0 a 4 - (ai)2 , 

do 2.° grau relativamente aos coefficientes a. 
Em geral convirá multiplicar os coefficientes ao, a\,. . .an 

respectivamente pelos coefficientes numéricos do desenvolvimento 
da potencia n do binomio; e assim teremos a equação homoge-
nea de grau n 

f (x , y) = ao x" + n a\xn~'1 y 

+ ^ L z J ^ x ' ' - * yi + - . . + a„ y« = 0 . 
Ji 

As derivadas de primeira ordem de f(x,y), divididas por n e 
egualadas a zero, dão as equações 

ao a " - 1 + (n — 1) a j xn~* y + • •• + a n _ ! y"—1 = 0 , 

ai íc"- 1 + (n - 1 ) a 2 xn~2 y -\ h a „ _ ! y" = 0 . 

O discriminante 6 de f (x, y) é, por definição, o eliminante 
d'estas equações cujos primeiros membros representaremos por 
A e B. Assim, será (n.° 142) 

ô = B | . B j . . . B „ _ i , 

designando por Bj , B 2 . . . B„_i os valores de B quando as incó-
gnitas se substituem pelas raizes (ai,{$|) ,(a2 , |32). . . ( a „ _ i , ) 
da equação A = 0 . 



I 

THEOfilA DAS EQUAÇÕES. 2 0 9 

Por outra parte é (46) 

f ( x , y) = Ax + By . 

O éliminante R de f [ x , y) e f' (x, y) obtém-se substituindo no 

segundo membro d'esta relação as raizes (a<, (3|), (a2, fi»), etc., e 

multiplicando os resultados; mas para cada uma d'estas raizes é 

identicamente A =0: logo será 

R = B 1 p , . B î 3 2 . . . B n _ 1 p n _ , 

Ora da equação homogenea A = 0 resulta 

«i oc2 . . . a „ _ i a n _ i 

Pi P2 . .. P„_i ao 

ou 

ai 3(2. . . «„—i = + a n _ i , Pi p 2 . . . pfl—i = a0 ; 

e a expressão precedente torna-se em 

R = 8 an . 

Podemos exprimir o discriminante em funcção das raizes da 

proposta, formando o éliminante R pela substituição d'estas raizes 

em /' . Representando-as por (X\ ,y\) , (®2 , / /2). . . ( x n . Vn), será 

f ( x , y) = (« //I — y x\) {x yt — y xí) • . . {x yn— y xn) , 

14 
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e teremos, como anteriormente, 

ao = Ui-. .yn, ± an = xt x^. . ,xn. 

Derivando f(x,y) em ordem a x, acha-se 

f'x=
=y\[xyi—yxi)..\xyn—yxn) 

+y*{xy\ —yx\).. .(xyn—yxn)+etc.; 

e a substituição de uma das raizes de f(x,ij)= 0, de por 
exemplo, annulla todos os termos do segundo membro des ta de-
rivada, com excepção de 

Z/s 'xí yi — yi x\)... [x* yn — y<i x„). 

O producto dos resultados, que se obteem pela substituição succes-
siva de todas aqucllas raizes, será pois 

R = y\ («i yz - y\ « a ) . . . (x\ yn - y{ xn) 

x ih («2 Vi — yi ®i) • • • [xi j/n - y$ ®„) 

x etc. 

= m ih • • • yn Oi yt - J/t Xi)"- • • • (•*•„_! ?/„ - 2/„_i 0?n)-

= ± «o z/2—!/i xi;~ • • • ixn—i yn — yn-i xn)~ ; 

donde finalmente 

8 = ± («1 Vi — y\ *í)® • • • (xn-\ IJn — yn-1 a,,)2 

Substituindo os y pela unidade, vem 

Ã = ± — Xi)* (xt — «3)* • • • (Xn-i — xny; 
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a proposta é então 

/ (x) = a0 x
n •+ a t a :"-1 + • • • + a„ = 0 , # 

e o seu discriminante é o producto dos quadrados das differenças 
das raizes. Se houver raizes eguaes, é 6 = 0. 

1 4 5 . Theorema de Bezoul.—A equação final obtida pelo pro-
cesso do n.° 141 é de grau mn, sendo m e n os graus das 
equações dadas. 

O mesmo resultaria do que se disse no n.° 142. Suppondo 
que os coefficientes das equações consideradas neste n.° são func-
çôes de uma nova incógnita y e que o grau de cada uma d'estas 
funcções é o índice respectivo, pela eliminação de x chegaremos 
a uma equação do grau mn em y, porque mn é o pezo da re-
sultante. 

Se as equações dadas forem completas e se todos os termos 
tiverem coeficientes quaesquer e independentes uns dos outros, o 
grau da equação final será mn. 

Quando o grau d'esta equação é inferior a mn, as raizes que 
faltam são infinitas. 

C A P Í T U L O X I I . 

Theorema de Dalembert. 

14®. Podemos agora dar ume nova demonstração do princí-
pio fundamental da theoria das equações. 

O enunciado do theorema é o seguinte: Toda a equação al-
gébrica, racional e inteira, de coe/pcienles reaes ou imaginarios, 
tem pelo menos uma raiz, real ou imaginaria. 

Seja a proposta f ( x ) = 0; podemos sempre reduzi-la á forma 

P + Qí = 0 , 
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sendo P e Q polynomios racionaes de coeficientes reaes. Ora a 
equação , 

(P + Qi) (P— Qí) = P 4 4- Q 2 = 0 

tem os coeficientes reaes, e se fôr satisfeita por uma raiz da 
forma a+bi, a proposta admittirá também uma raiz. Com effeito, 
fazendo x = a + bi se o primeiro membro d'aquella equação se 
reduz a zero, um dos seus factores é zero. Ou este factor é P 
4 - Q í , e a proposição está demonstrada; ou é P—Qi , e então 
a—bi reduzirá P 4 Qi a zero. Basta pois demonstrar o theorema 
de Dalembert para o caso. das equações de coeficientes reaes. 

147. Supponhamos que a equação 

f(x) = x'" + a , x " ' - 1 H 4 - am = 0 

é de grau par e coeficientes reaes, com o coeficiente 1 no 1.° 
t e rmo; mudando x em y + z, vem 

rijf+*)=m+2 R ( < / ) + 4 ] r w + • • • + 

<- m—2 

Fazendo z2 = í e m = 2/>, procuremos o termo com a mais 
alta potencia de y na resultante dos dois polynomios 

tk~ 1 

f(y)+3J f'"(y) + 5Jr (y) + ••• + p z ^ , f » - 1 GO • 
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Bastará considerar somente nos coeficientes de <°, O, í 2 , . . . a 
mais alta potencia de y que se encontra ein cada um d'elles, 
o que se reduz a subslituir nestas expressões f ( y ) pelo seu 1 . ' 
termo ym ; teremos assim os polvnomios 

//'" + m2 (//m~~ + W} f2 ;//m™i H tk, 

mym-i ^ m3 lyrn-3 -f m,. tï ym-V, .j j_ mlk-1 ) 

em que fn2 , »13,. . . sào os coeficientes numéricos da fórmula do 
binomio, do 3.° termo por deante. O éliminante B d'estes poly-
nomios é (n.° 139) 

r 

mym-1 

ym n»í ifn~ -2 

m$y m—2 ÍW4 ym~ - i 

m 3y —3 m-ty™-- 5 

mym—x m3 ym~ -3 

«?2 2/2 1 

my 

( t - * ) " ' 
linhas 

m 
linhas. 

Multipliquemos respectivamente as ^— 1 primeiras linhas 

de 11 por as successivas potencias impares 2/.—1 de y, a partir da 
primeira y. Como k designa a ordem natural d'aquelle numero iin-

(m \ 
par, a ultima d'estas potencias será 2 ( ^ - — 1J — l = m — 3. 

Multipliquemos depois as — lirdias restantes, a partir da ul-

tima, por as successivas potencias pares de y, desde y°. Como a 
ordem de cada numero par significativo 2/. é indicada por k, o de 
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ordem ^ — 1 será 2 ^ = m — 2. Esta é a potencia de y 

m 
porque virá a multiplicar-se a linha de R. 

Assim o determinante R foi multiplicado successivamente pelas 
potencias 1, 2, 3 , . . . m — 2 de y, o que equivale a multiplica-lo 
por uma potencia d'esta variavel designada por 

l + 2 + 3 + - + ( O T - 2 ) J m - 1 ) i m - 2 > 

Dividamos por outra parte as m — 1 columnas de R pelas 
potencias impares successivas de y, até á primeira; a mais alta 
d'estas potencias, pela qual se dividirá a primeira columna, é o 
numero impar 2/.—1 que occupa na ordem natural o logar m—i, 
isto é, o numero impar 2 ( m — 1 ) — 1 ==2m — 3 . Esta nova ope-
ração equivale a dividir o determinante por uma potencia de y 
representada por 

2 m — 2 
1 + 3 + 5H b ( 2 m — 3) = — ^ — ( m - l ) ^ ( m - l ) s . 

Representando por R' o resultado de todas as operações eífe-
ctuadas, reconhece-se que é 

m 
R = RVã" ( m » 

de modo que, em geral, o grau de H é - (m — i ) . 

Ora, sendo m^-2/ i , R' é também o eliminante dos polynomios. 

01 = 1 + w 4 - f m. j t o 1 4 1- t c m , 

02 = m + m3 w3 + mg to5 -, b n w m - 2 ; 
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por outra parte 0j e 0* *ão primos entre si, pois que um divisor 
commum a estes polynomios seria também divisor commum de 

0 1 + W 0 2 = (l + U))m, 0, - W 0 . 2 = (1— w)m 

e portanto de 1 w el —to, o que não pode ter logar. Logo II' 

é differente de zero, e R será irreductivelmente de grau ^ (wi—1) 
em y. 

148. Mostrou-se (n.° 12) que a equação de grau impar e 
de coeficientes reaes tem sempre, pelo menos, iima raiz real ; de 
modo que para esta classe de equações está demonstrado o theo-
rema de Dalembert . Consideremos pois as equações de grau par, 
como a do n.° anterior, e supponhamos que esse grau é simples-
mente múltiplo de 2; ou que é m 2/., com k impar. 

Posto isto, fazendo s 4 = í , a transformada da proposta em 
y + z pôde tomar a forma 

/ i ( y . 0 0 = ° ; 

e os valores de y e t que satisfizerem conjunctamente ás equações 

f i M = 0 , f i ( y , 0 = 0 , 

darão as raizes da proposta. 
Ora viu-se no n.° anterior que a resultante d'estas equa-

m 
ções, de coeficientes reaes, é de grau ( m — 1 ) em y, isto é, 

de grau impar, visto que m é simplesmente par. Logo, aquella re-
sultante tem uma raiz real J/O; e as duas equações 

fi (yo, 0 = 0 , fz (yo, t) = 0 

admittem um factor commum, ou uma d'ellas é uma identidade. 
Examinemos estes dois casos. 
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1.° Se uma das equações consideradas é uma identidade, não 

m 
pode ser a primeira porque f\ contém o termo ti, irreductivel com 
qualquer outro e cujo coeficiente é a unidade, como suppozemos 
no 1.° te rmo de f ( x ) . Será então a segunda ; mas neste caso a 
t ransformada reduz-se ao primeiro t e rmo 

fv{yo, <) = () ; 

m 
e esta ultima equação, cujo grau—r- = k é impar, tem uma raiz to, 

£ 

pelo menos. Portanto será zo = ± Vto ; e então xo = i/o — / ' o é 
uma raiz da proposta. 

2.° Se aquellas equações teem um factor commum, que de-
signaremos por <p (í, ijo), teremos 

f(yo+*)=f\ (2/0.0 + « A (2/0,0 = t (,Vu- 0 x 'I O/«- 0 ' 

ou antes 

f ( x ) = <p [T/O, (A - //o)2] x ty [Y0, (a? - !/0)2] = ? {x) x <|* (x) ; 

e a equação primitiva, ile grau m, fica decomposta em duas de 
graus inferiores a m. 

Se m' e m1' forem os graus de <p (x) e <J» (d?), será m + m " — m . 
Ora m' e m' são da mesma paridade, visto que m é pa r ; se ambos 
são impares , cada uma das equações y (x) — 0 e ^ (x) = 0 tem 
uma raiz, e portanto também a proposta ; se ambos são pares, 
um d'elles é simplesmente par, porque, se ambos contivessem 
uma potencia de 2 superior á pr imeira , o mesmo succederia a m, 
contra a hypóthese. Podemos pois applicar os mesmos raciocínios 
a uma das duas equações <p (x) = 0, <Ji (x) = 0 ; e continuando 
pelo mesmo processo, chegaríamos a uma equação do primeiro 
grau , se não tivessemos encontrado, antes d'isto, uma equação 
de grau impar. 

Logo em todos os casos a proposta tem uma raiz, se o seu 
grau fòr simplesmente par. 
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14». Supponhamos agora que a mais alia potencia de 2 que 
se contém no grau m é 2 r , ou que é m = 2 r ( 2 A + l ) . Então 
m • . , / , v i m , j > m 

— é de paridade ( r— 1), bem como ^ ('« — ')> P o r s e r = 

2 r ~ 1 (2A-+1) e /.' um inteiro. 
Admitíamos que o theorema está demonstrado para as equa-

ções cujo grau é de paridade inferior a r ; vamos demonstrar que 
também é verdadeiro para o grau de paridade r. A proposição 
ficará assim estabelecida com toda a generalidade. 

Seja como precedentemente 

A * ) = / Í ( 0 , t ) + z f i { y , t ) = 0 . 

A resultante em «/ das equações f\[y,t) = 0 e fi(y,t) = 0 é do 
m i m —1) , . . . 

grau 5 , cuja paridade e r — 1 , e por isso admitte, con-

forme a hypólliese, uma raiz real ou imaginária j/o! e as equa-
ções f\(yo, l) e í) teem uma raiz commum. 

1.° Se fc (t/o. 0= 0 é uma identidade, a equação /i(j/o> 0 = ®» 

cujo grau - é de paridade r — 1 , admitte um divisor t — lo — 

Í0=(J5—J/o) í— 'o- Portanto neste caso a proposta tem as raizes 

x==yo— ^ 'o 

2.° Se fe (j/c 0 — 0 não é uma identidade, via-se como no 
n.° anterior que f(x) é o producto de dois polynomios inteiros 

f ( x ) = 9 (x) x (J; (x) = 0 . 

Considerando só o caso de serem pares os graus m' e m!' 
dos dois factores, ou 

m' = 2 r ' (2Jfc' + 1) , m'' = 2 r " (/;" + 1) , 

não serão conjunctamente r1 e r" maiores que r; porque então a 
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paridade de m = iw' + m" seria superior a r, contra a hypóthese. 
Se fôr 

r ' = r , r" = r + s , 

teremos 

&{2k'+ l) + 2 r . 2 s ( 2 / c " + í) = 2 r { 2 k +1) , 

donde 

2k+i= 2 k' +1 + 2« (2 k'< + 1) 

e k'<k; também pode ser r ' < r . Logo o grau m' de um dos 
factores pode ser, quando muito da mesma paridade que m e 
será entüo m ' < m ; ou de paridade inferior á de m. Neste último 
caso esse factor, çp (x) por exemplo, tem uma raiz, pela hypó-
these. No primeiro caso, operaremos com <s{x) do mesmo modo 
que operámos com f(x), obtendo assim uma sequencia, eviden-
temente limitada, de polynomios de graus decrescentes; chega-
garemos pois necesgariamente a um divisor do primeiro grau 
de f(x). 

Esta bella demonstração foi dada pelo professor Walecki e 
publicada em 1 8 8 3 . 







RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES. 

C A P Í T U L O I . 

Numeros negativos. 

ISO. A arithmética considera unicamente os números forma-
dos pela addição successiva da unidade e de partes da unidade. 

Se a e 6 são duas grandezas d'esta espécie, ha sempre outra 
grandeza c da mesma espécie, e uma só, tal que seja 

a+b=c; 

isto é, a addiçào é uma operação sempre possível, que conduz a 
um resultado determinado e único. Os seus princípios caracterís-
ticos são 

a + 6 = 6 + a (I) 

(a + ò) + c = a + (ò + c) = a + 6 + c , (II) 

o + 0 = a ; (III) 

o primeiro chama-se commutalivo e o segundo associativo. 
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Esta é a operação fundamental. Subtracção é a operação in-
versa da addição: subtrahir um numero b de outro numero a é 
achar um terceiro numero c que sommado com b reproduza a. 
Tal numero chama-se resto ou differença, e escreve-se 

mas no campo da arithmética, o resto só existe quando é a 
maior que b ou o egual a b. Portanto esta operação é possível 
em uns casos, e não o é em outros. 

Para conseguir que a subtracção possa considerar-se sempre 
possível, introduz-se no cálculo, por convenção, um novo numero 
que se chama negativo, como aos outros se dá o nome de positi-
vos: esta primeira generalisação assignala a passagem da arith-
mética para a álgebra. 

Representando os números por letras, aos negativos ante-
póe-se o signal — que neste caso não exprime propriamente uma 
operação e que poderia trocar-se por outro signa) gráphico, como 
um índice por exemplo. Os novos números são definidos pela re-
lação 

a sua inlroducção no cálculo envolve a necessidade de generalisar 
as definições das operações do modo que vamos indicar, tendo 
sempre em visla a conservação das propriedades fundamentaes 
de cada operação, para que as novas definições coincidam com as 
antigas quando se applicarem aos números para que estas foram 
estabelecidas. 

Os números a e — a chamam-se oppostos ou contrários. O nu-
mero positivo a, que se pode representar por 

a — ò = c ; 

a + ( - a ) = 0 ; ( 4 7 ) 

chama-se o valor absoluto dos dois: é o seu módulo (n.° 59). 
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151. Addição.—Vejamos o que deve entender-se por somma 
de números positivos e negativos. Combinando as leis (I), (II) e 
(III) com a definição (47) dos novos números, resulta primeiro 

o + ( - a ) = 0 , 

6 + (-6) = 0 , 

c + (— c) = 0 , 

etc. 

sommnndo estas egualdades, lemos 

[a + (-a)] + [b + (-b)] + [c + {-c)]+ •• • 

= (II) [o + 6 + cH ] + [(—a) + (—/•) + (—«) + •• •] = 0 : 

donde (47) resulta a expressão 

(— a) + (— ô) + (— «) H — — (o + 6 -4 ) , 

que dá o conceito da somma de números negativos. 
Assim se vê também que a somma de números positivos e 

negativos se reduz á somma de um numero positivo e de um nu-
mero negativo 

a + {-b) , 

que vamos interpretar. 
Se é b>a, ou ò = a - f | a ' | , teremos pela relação antece 

dente 

- * = ( - « ) + ( _ ! « ' I ) . 
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e portanto, segundo (47) , 

o + ( - J ) = a + [ ( - o ) + ( - | f l ' | j ] 

= (lI)[a + ( - o ) ] + ( - | a ' | ) 

= o + H « ' | ) 

= ( I I I ) - | a ' | . 

Se é a = b, será (47) 

a + ( - 6 ) = 0 . 

Se é a > b ou a = b +1 a' j, teremos 

a + (-b) = (b + \a'\) + {-b) 

= (II)6 + | a ' | + ( - 6 ) 

= (I)6 + ( - 6) + | o ' | 

= ( I I I ) | « ' | . 

Assim a somma dos números positivos e negativos; a que se 
dá conjunctamente o nome de racionaes ou commcnsuraveis, tem 
uma expressão determinada e única, e 6 regida pelas mesmas re-
gras da somma dos números positivos. 

152. Subtracção. — É a operação inversa da addição; ora, 
quaesquer que sejam os números positivos a e 6, é 

6 + [ o + ( - 6 ) ] = a ; 

portanto a differença a — b é sempre expressa pelo numero 

a + ( - b ) . 
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Podemos designar pela palavra numero tanto um numero 
positivo como um numero negativo, e qualquer d'estas quanti-
dades pode ser representada por uma letra. Por convenção +n 
representa uma quantidade do mesmo valor absoluto e da mesma 
espécie que n, e — n uma quantidade do mesmo valor absoluto 
que n e de espécie opposta a n. Representando pelos índices <J 
e <t' qualquer dos signaes + é —, esta convenção traduz-se pela 
egualdade 

Nisto consiste a regra dos signaes. 
Para brevidade da escripta consideram-se equivalentes as ex-

pressões 

=t a ± b ± e . . . , (± a) + (± b) + (dfc c) 4 ; 

mas só a segunda é rigorosa. 

1 5 3 . Multiplicação. — T o d o o numero positivo se pode con-
siderar formado pela addiçào successiva de uma parle alíquota 

da unidade; e assim a expressão mais geral do numero racio-

nal é 

( » < * ) * ' = ( « c r ' ) * . 

que dá logar aos seguintes casos: 

+ ( + „ ) = _ ( _ „ ) = + „ , 
+ (— n) = — ( + « ) = — n . 

com a e 6 inteiros e positivos, e o índice equivalente ao signal + 

ou —. Por outra parte, qualquer numero d'esta forma admitte 

lã 
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,uma parte alíquota 

Kn b)9' 

pois que a somma de n parcellas como esta reproduz esse nu-
mero, como se viu precedentemente. 

Posto isto, para obter o producto do multiplicando p pelo mul-
tiplicador q, sendo 

( a \ f m 
p 11 V « A ' 

e qualquer dos índices equivalente ao signal + ou —, notemos 
que o segundo factor se forma 

a) tomando a parte alíquota — da unidade, 

b) sommando m d'estas partes; 

c) affectando o resultado com o índice 

Portanto, para obter o producto será necessário: 
i 

a) formar a parte alíquota de p; 

b) obter a somma de m d estas partes; 

c) applicar ao resultado o índice a'; 

assim aquelle producto será 

«-((3)1 • 
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O producta do multiplicando q pelo multiplicador p seria do 
mesmo modo 

attendendo h regra dos signaes e ao princípio 

am = ma , bn — nb 

da multiplicação dos números positivos, vô-se que é 

pq = qp . (1) 

Logo: 
O producta de dois números racionaes não depende da ordem 

por que se faz a multiplicação; tem por valor absoluto o producto 
dos valores absolutos dos factores, e por signa! o producto dos si-
gnaes dos mesmos factores. 

Por producto dos signaes entende-se a regra do n.° 152 ; da 
última parte do enunciado precedente resulta que é 

p x 0 = 0 , p x i ^ p ; (II) 

evidentemente é também 

(pq)r=(pr)q. (III) 

Supposemos os factores monomios. Se forem polynomios, 

p = a + b + c+ ••• , q = a' + b' + c'+ ••• 

notaremos que o multiplicador q se forma da unidade tomando 
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as par tes o' , b', c' . . . e sommando-as; operando do mesmo modo 
sobre o multiplicando p, vem o producto 

Invertendo no segundo membro a ordem dos factores, acha-se 
finalmente o quar to princípio da multiplicação que pode enun-
ciar-se simplesmente pela forma seguinte : 

e se chama distributivo. 

Aos quatro princípios (I), (II) , (III) e (IV) que regem a mul-
tiplicação dos números positivos, temos pois de j u n t a r para todos 
os commensuraveis a regra dos signaes 

que resulta de vir o producto affect-ado com os índices «r e c' dos 
dois factores. 

154. Divisão. — Nesta operação, inversa da multiplicação, 
procura-se o numero r, quociente, que multiplicado pelo divisor 
q produz o dividendo p; o que se representa por 

pq = a'(a + b + c+ •••) + b'(a + b + c+ •••) + ••• . 

(p + q)r = pr + qr , (IV) 

(+p) x (+ q) = ( - p ) X (- q) = +pq , 

(+ p) x (- q) = (~p) x (+ q)=-pq. 
(V) 

Se fòr q = 0 e p difTerente de zero, não ha numero finito r 
que convenha á questão; se fòr p = q^= 0, todos os números lhe 
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conveem. Não considerando estes casos de excepção, se fôr 

o numero procurado é 

r = ( ( f c m ) * ) < 7 ' ' 

porque, effectuando o producto de r por q se reproduz o divi-
dendo p. 

E não pode haver mais de uma solução; porquanto de 

qr=p , qr' = p , 
tirava-se 

q(r — r ') = 0 , 

donde resultaria r = r ' . 

155. Potenciação. —É definida pelo princípio 

am x a" = a m + " , 

que subsiste para m e n positivos ou negativos, mas inteiros. 

156. Transformação das egualdades e desegualdades. — O 

cálculo numérico funda-se nas leis das operações e nas leis fun-
damentaes de t ransformação das egualdades e desegualdades; 
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estas últimas são para os números positivos 

a — b, b — c.\a — c 

a = I).•. b=a (I) 

(«) 

a = 6 , c = d.\ a - f c=-b + d , ac>=bd, etc. (III) 

a>b , c >d a +c > b + d , a — d>b — c . (V) 

A (II) resulta de (1), e as tres primeiras applicam-se evidente-
mente aos números negativos. A quarta resulta de 

só com a condição de serem positivos í e 5'; a mesma lei terá 
logar para os números negativos com tanto que por a>b se en-
tenda sempre que a diflerença a — b é um numero positivo. Sobre 
a (V) faríamos observação semelhante. 

Fica assim definida a noção algébrica de desegualdade, que 
subentenderemos ein tudo que se seguir. Neste sentido se diz 
que os números positivos são maiores e os negativos menores do 
que zero; que o numero negativo é tanto mais pequeno quanto 
maior é o seu valor absoluto, e sempre menor que qualquer nu-
mero positivo; finalmente que para m positivo e a>b é 

a>b , b> c ,'.a> c (IV) 

a = b + ò, b = c+ ô'.-.a = c + y-f 3 , a>c, 

ma>mb , — ma< — mb , 

de modo que devemos mudar o sentido da desegualdade quando 
a multiplicamos por um factor negativo. 
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C A P Í T U L O II. 

Numeros irracionaes. 

157 . A determinação arithmética da raiz ^a de um numero 
positivo a nem sempre é possível; mas nas operações elementa-
res ha meios para formar números crescentes 

U] , «2 , . . . un , . . . 

definidos pela condição de (uH) r . se approximar indefinidamente 
de a quando se progride na série, ou quando o índice n au-
gmenta; e números decrescentes 

ï| , 1'2 , . . . vn , . . . 

taes que (vn) r , crescendo n, se approxima também indefinida-
mente do mesmo numero a. Finalmente este numero é superior 
a qualquer dos da primeira série, e inferior a todos os da se-
gunda. Diz-se então que va separa o campo dos números u j , 
íí2, . . ., u„, . . ., v„, . . ., t'2, ri em duas classes: a primeira, 
composta dos números w, é representada abreviadamente por U e 
chama-se inferior; a segunda, composta dos números v, é repre-
sentada por V e chama-se superior. Pela definição d'estas classes 
se vê que é sempre possivel escolher um termo u„ da primeira 
e outro Vn da segunda por forma que seja 

Vn —Un<8, (i) 

sendo d qualquer quantidade positiva assignavel. 
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Consideremos, inversamente, duas series, como U e V, a 
primeira composta de números crescentes e a segunda de nú-
meros decrescentes, formados segundo uma lei qualquer e taes 
que para n superior a um certo limite tenha logar a desegual-
dade (i). por muito pequeno que seja o numero positivo ü. Na 
classe U não haverá um termo máximo íis nem na classe V um 
minimo r<, aliás seria 

Vt—us<vn — un , 

qualquer que fôsse n: o que é contra a hypóthese. Posto isto, 
dois casos podem dar-se. 

Se houver um numero racional a que, para qualquer valor 
de n, verifique as desegualdades 

u„<a<v„ , (ti) 

cada uma das differenças positivas a — un, vn — a é menor que 
vn — un e conseguintemente tende para zero á medida que n au-
gmenta . O numero a determina a separação das classes U e V; 
e é único porque, se houvesse outro b nas mesmas condições, 
seria, por exemplo, 

u„ < a<b < vn 

para qualquer valor de n : donde 

v„ — u„ > b — a . 
* 

contra a hypóthese. 
Se não houver numero racional que convenha ás desegual-

dades (»«)•, diremos que U e V definem um numero de nova es-
pécie, que chamamos irracional ou incommensaravel e que separa 
os números da classe II dos números da classe V. 

Observemos que alguns termos de U ou V podem ser eguaes, 
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o que não inllue nos resultados precedentes; mas não pode 
ser indefinidamente Mj = = Mt_(.2 = . . . e ao mesmo tempo 
vt = Ví-f-i = tv+2 = . . .» porque esta hypóthese é incompatível 
com a condição ( i ) ; nem separadamente us — u t-|_j = . . . , ou 

= = . . . , pelo mesmo motivo. 
Representando por a o numero incommensuravel definido pelas 

classes U e V, adoptaremos a notação , 

« = (U, V) , . 

escrevendo sempre em primeiro logar a classe infer ior; e diremos 
que é 

un<a<vn , 

isto é, que a relação (ii) subsiste quando se muda a em a, no-
tando que escrevemos por convenção aquellas desegualdades e 
que portanto não podemos applicar-lhes à priori as regras do cál-
culo das desegualdades entre números racionaes. 

A notação / 

(U, V) 

pode também representar uma grandeza commensura.vel qual-
quer ; os números racionaes e irracionaes chamam-se conjuncta-
mente reaes. 

Estabelecidos os princípios precedentes, occupemo-nos das 
operações com os números incommensuraveis, começando por 
definir as poções de egualdade e desegualdade. 

158. Egualdade e desegualdade. — Dado o numero racional a 
e o irracional a = (U, V), se a pertence a uma das classes 
U e V, vimos o que deva entender-se por a menor ou maior 
que a. Se o numero a se não encontra entre os termos de U ou 
de V, haverá na classe U algum termo u„ > a, ou na classe V 
algum termo v„ < a: porque d'oulro modo seria sempre 

Mn < a < vn , 
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e portanto (ti) 
(U,V) = a : 

de modo que a seria racional, contra a hypóthese. Se para qual-
quer valor de n fôr a < un, diremos que é a < a; se fôr a > v„, 
diremos que é a > a. Fica assim definido o que se entende por 
números racionaes menores ou maiores que o irracional a. 

Dizemos que dois números irracionaes a e il sào eguaes 
quando qualquer numero' racional menor que a é também menor 
que a', e qualquer numero racional maior que a é também maior 
que a'. Sejam 

por definição, para que seja i = * 6 necessário que qualquer 
termo de U, sempre menor que a, seja lambem menor que a! ; 
e qualquer termo de U\ pela mesma razão, seja inenor que «. 
Logo será 

Se houver um numero ti' tal que a qualquer valor de n>n 
corresponda 

diremos que a 6 menor que a' ou a' maior que a, e escreveremos 
indiferentemente 

(U, V ) , a V - ( U ' , V ' ) ; 

' * ^ a < a , a > a . • 

Se fôr, para n > n' , 

diremos que a é maior que a', e escreveremos 

x > a' , a' < a . 
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No primeiro caso u'n é maior que todos os números da classe V 

e no segundo w„ é maior que todos os números da classe V'. 
l)a noção de egualdade resulta que o numero irracional 

« = vU» V) 

não se a l te ra : 1.° juntando ou tirando a qualquer das classes 
U e V termos em numero finito; 2.° supprimindo em U todos os 
termos menores que um termo dado u n , ou na classe V todos os 
maiores que um certo vn ; 3.° inserindo ou supprimindo quaesquer 
elementos quantos se quizer, em alguma das classes, comtanto 
que em U fique sempre um maior e em V um menor do que os 
accrescentados ou supprimidos. É evidente. 

D'aqui resultam os seguintes corollarios: 1.° Se a classe U 
contém elementos positivos e negativos, podemos supprimir os 
negativos; a classe V, neste caso, só terá elementos positivos. 
2.° Se a classe V tem elementos positivos e negativos, podemos 
supprimir os primeiros; a classe U, neste caso, só terá elementos 
negativos. Poderemos obter por esta fôrma que nas duas classes 
só haja elementos positivos ou negativos; diremos que o numero 
irracional é no primeiro caso positivo e no segundo negativo. 

Poderá, porém, acontecer que a classe U só tenha termos ne-
gativos e a classe V só termos positivos. Neste caso será (U, V ) = 0 ; 
e reciprocamente, só o numero zero pôde ser definido por duas 
classes U e V em taes condições. É também (0, V ) = 0 , (— Ü, 0 ) = 0 . 

159. Addição. — Supponhamos que são dadas as parcellas 

a = (U, V ) , «' = (U \ V ' ) , 

cuja somma se quer obter . 
Representando por U + U' as sornmas de cada termo de U 

com todos os termos de U', dispostas em ordem crescente de 
grandeza, e por V + V' as sommas dos termos de V e V' dis-
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postas em ordem decrescente, de 

resulta 

un + u ' k < v s + v't • 

isto é, qualquer elemento de U + U' é menor que qualquer ele-
mento de V -f V'. Por outra parte, de 

conclue-se que o primeiro membro se pode tornar menor que 
qualquer numero positivo tão pequeno quanto se quizer ; logo as 
duas classes U+ ÍJ', V + V' definem um numero, racional ou ir-
racional. Se a e a' fôrem commensuraveis este numero será 
a + a ' e 

(U, V) 4 - (13', V') = (U + U', V + V') ; 

d'aqui se toma convencionalmente esta expressão para definir a 
somma de dois números quaesquer. Para maior numero de par-
cellas seria 

(U, V) + (U', V') + (U", V") + • . . 

= (U + U' + U " + V + V' + V " + •••)• 

Vê-se que por esta definição a <x = a' corresponde a + y = a ' + y , 
como nos números racionaes. Com effeito, fazendo y = (W, Z), 
temos, conforme a notação adoptada, wm<zn, sendo icm e zn 

respectivamente um termo qualquer das classes W e Z. Também 
por ser « = a' é (iii) e uj <vf; logo é 

Uh + Wm< v's + Zn , u'k + Wm <Vt + Zn 
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e, pela definição de somma e pela noção de egualdade, 

et + y = a' + y . 

A definição de somma applicada a dois números, um com-
mensuravel e outro incommensuravel, conduz á relação 

a + (U. V) = (a + U, a + V) ; 

d'esta egualdade resulta 

0 + (U, V) = (U, V) . 

De ser w. 4- u' =-- u, + v. e v + v[ = v[ + » conclue-se que é 
h ' k k h i t t s 1 

( U , V ) + (U\ V) = ( ü ' , V 0 + ( O , V ) ; 

por onde se verifica o princípio commutativo na addição dos in-
commensuraveis. Similhantemente verificariamos a applicação do 
princípio associativo á somma dos números d'esta espécie. 

i e o . Subtracção. — Esta operação depende da determinação 
de um numero ( — a) tal que seja 

« + ( - « ) = 0 , 

como vimos no n.° 151 . 
Ora, se fôr ot = (U, V), a expressão ( —V, — U ) , composta 

com as mesmas duas classes com signaes trocados e inverti-
das, representa um numero ; com effeito a u h < V k corresponde 
— Vk < — uit, e a differença —MJ, — (—»«) = », — «A pode tornar-se 
menor que qualquer grandeza assignavel. 
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Posto isto, a definição da somma mostra que 

(U + V) + ( - V , - U ) = ( U - V , V - ü ) = 0 , 

porque U — V só contém termos negativos e V — U só contém 
termos positivos. Está pois achado o numero — », e temos 

. - « = - ( ü , V ) = ( - V , - U ) . 

I) 'esta relação se conclue que a regra da composição dos 
signaes (n.° 162) subsiste a mesma para todos os números reaes. 
Assim, por exemplo, 

- [ - ( D , V ] = + (U, V) ; 

— (U, V) = ( —V, — U) , 

donde 
_ [ - ( ü f V ) ] — ( - V , - U j - ( D , V ) . 

]) 'aqui resulta quaesquer que sejam os números reaes a e a' 

definidos cada um por duas classes, que é sempre 

*' + [« + ( - « ' ) ] = < * ' 

e a + (—<*') representa a differença a—x'. Se fôr 

a = ( U , V ) , a ' = ( U ' , V ' ) , 

teremos assim 

« —ec' = (U, V) + (— V', — U') = (U — V', V - U ' ) . 
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Se fôr i > «', a classe V — U' só tem termos positivos e poderemos 
fazer com que a classe U —V1 tenha também só termos d'esta 
espécie ; o numero a — a' é positivo. Se for a < a', a classe U — V' 
só tem termos negativos e poderemos considerar na outra classe 
termos também só d'esta especie ; o numero a —« ' é negativo. 
Finalmente se fôr - j = a ! a classe U — V ' s ó tem termos negativos ou 
nullos e V — U' termos nullos ou positivos; donde at — a' = 0. 

D'estes princípios resulta o seguinte theorema fundamental : 
Se a di/ferença entre dois numéros oc e for menor, em valor 
absoluto, do que qualquer numero positivo différente de zero, será 
« = «'. 

Com effeito, seja a — a = (3 e (3, que podemos suppòr positivo, 
menor do que qualquer numero racional à, por mais pequeno que 
este numero seja. Representemos t3 pela egualdade 

P ~ ( W , Z) , 

como é sempre possivel; será 

a - 3 = a - z , í - w ) . 

Mas, por hypóthese, esta differença será positiva ; e portanto nas 
duas classes $ — Z e à ~~ W haverá termos positivos. Sejam dois 
d'elles 

isto é, 
z/í < è , w t < $ . 

Estas duas desegualdades, onde 3 é um numero que se pôde 
tornar tão pequeno quanto se quizer, mostram que os termos das 
classes W e Z se podem approxiraar indefinidamente de zero, e 
portanto é 

(3 = 0 . - . « = « ' , 

como se queria demonstrar. 
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1 6 1 . Multiplicação. — Para definir esta operação quando os 
factores a e a' são representados por duas classes 

a = (U, V) , « ' = ( U ' , V ' ) , 

consideraremos as classes, em cada factor, compostas com ele-
mentos do mesmo signal, como vimos que é permitt ido. 

Posto isto, e considerando por agora só o caso de serem po-
sitivos os dois factores a e a ' , vamos ver que as c l a s s e s U x U ' , 
V x V ' , formadas respectivamente pela multiplicação dos e le-
mentos de U pelos de U' e dos elementos de V pelos de V', 
definem um numero. Com effeito, sendo 

u. < v. , u! < v[ 
h k s l 

teremos, visto que lodos estes números são positivos, 

X M1 < vi x v', -
h S k t 

Por outra parte , de 

V. v' — u, u = (V — u') V, 4 (v, — u, Y , 
k t h s W s' k \ k h' s 

resulta 

i,A- v't - \ »; < ( v i - o vk+K - ui) v'i ' 

e o 2.° membro d'esta desegualdade decresce indefinidamente, 
porque decrescem as differenças — e vk — u h , assim como os 
factores que as multiplicam. 

O numero (UU\ VV') é por definição, o producto dos dois 
factores a e a', ou 

(U, V ) x ( U ' , V') —(UU' , VV') , 
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quando a e a! são positivos. Os outros casos, que podem dar-se 
com os signaes dos factores, resolvem-se facilmente; assim, por 
exemplo, se as classes U e V forem compostas de termos nega-
tivos 

un = wn , vn = — zn , 

teremos 

U U = — u' 10 , Vn v' = — t>' Zn , n n n n n n 

e as classes UU', VV definirão o numero —(U' W, V ' Z ) : escre-
veremos, pois, 

(ü , .V) X (U', v o = - ( W , Z) X (U', V') . 

Assim também se vê que fica generalisado o princípio (I) do 
n.° 153, pois que de UO' = U'U e VV = V ' V resulta «a' = «'*. O 
mesmo acontece com o principio (II) evidentemente; e com o prin-
cípio (III), porque a definição precedente pode generalisar-se para 
qualquer numero de factores. O mesmo diremos do princípio (IV), 
porque sendo 

* + «' = (U + L7', V + V ) , 

pela definição de multiplicação teremos 

(a + a') a" = [ (U + t ' ) U", (V + V') V"] ' 

= [UU" + U'U", V V" + V'V"] 

= [UU",VV"] + [U'U",V'V"J 

= (U, V) (U", V") + (ü ' f V') (ü" , V") 

'/ ! ' II = aa ' - r a a' . 

Finalmente a regra (V) dos signaes fica egualmente justificada. 

J6 
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1 6 2 . Divisão. — É o problema inverso da mul t ip l icação; 
dados os números a e a' , procura-se oulro q, tal que seja 

« = «' x q . 

Se a.' é differente de zero, ha sempre um numero q, e um 
só, para o qual se verifica a relação p receden te ; esse numero 

a 
representa-se por —. 

a 
Supponhamos que a e a' são positivos, o que é sufficiente 

como se viu no caso anter ior , e seja 

a = (U, V), a' = ( U \ V ) ; 

A 
representemos cm geral por — a classe dos números que se 

formam dividindo qualquer te rmo da classe A por qualquer termo 
U V 

da classe B. Vamos ver que as classes — - definem um nu-

mero. 

Sendo positivos os termos vk, u', v't das classes U, V, U' , V' , 

das desecualdades 

deduz-se que é 

W
A<V Us<V't 

Uh n 
— < - T 
V t U s 

U 
por onde se vê que qualquer te rmo da classe - ó menor do que 

V V . 
qualquer termo da classe Por outra parte , a difierença 

r, li, VV—ll.U V, V—U, U lli "A li t h s k l li s < 
II V, u v' (u )-

s t st v s> 
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decresce indefinidamente; porque decresce o numerador, segundo 
se viu no caso anterior, e augmenta o denominador. 

Posto isto, para demonstrar que o quociente procurado é 

/ U 

\ V ' ' 

u v 

U' 

vamos ver primeiro que 

E v \ , 
V U ' ' 

Ora o 1.° memhro d'esta expressão define um numero, visto que a 
demonstração precedente é geral e tem ainda logar quando U e V 
se tornam em U' V; além d isso, sendo os termos da classe U' 

U ' 
menores que os da classe V, os termos de — serão sempre me-

V' . v 

nores que t e os de — maiores que 1 ; isto é, 

Í W K " ' 

o que demonstra a egualdade precedente (n.° 157). 
D'aqui resulta que será 

/ U ' V ' \ U' v > 

= ( U , V ) , 

/ 0 V \ 

ou q — [ - j j r ). como se queria demonstrar. 

Que não ha outra solução prova-se como no n,° 154. 
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1 6 3 . Potenciação (expoente inteiro epositivo). — Consideremos 
a base positiva, por que a operação com os números negativos 
só teria a particularidade da applicaçâo da regra dos signaes. 

Seja pois o numero 

« = (U ,V) ; 

a potencia n de a pode ser definida por duas classes, compostas 
respectivamente com as potencias n dos termos de U e V. Co-
mecemos pelo quadrado; segundo a definição de producto, as duas 
classes que representam o numero a ' = a x a formam-se multi-
plicando entre si todos os termos da classe U e todos os da 
classe V; assim, teriamos as duas classes 

Mj , Mj M2 , M̂  , U\ «3,- • • • 

t'j , VI «2 , , t'l l>3, • • • • 

supprimindo os productos, viriam as novas series 

2 2 2 
V V V 

V V V 

O primeiro d'estes systemas define o numero a2 , e o ultimo 
define um numero x; para que seja x = a4 é necessário que 
qualquer termo da primeira classe de a8 seja menor do que qual-
quer termo da segunda classe de x, e qualquer da primeira classe 
de x menor do que qualquer da segunda de a 2 ; ora, por serem 
os números positives 

Wft < vk , us < v , 

será 

U l < v l ' \ Us<vt' 

4 
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quaesquer que sejam os índices h, k e s; do mesmo modo de 

uh < vk , uh < vi 

resulta 

uf <v v. h k t 

É por tanto x = a2, o que se pode traduzir na relação 

«2 = (U4, V4) , 

representando por U2 e V2 duas successôes de números compostas, 
respectivamente, com os quadrados dos termos das series U e V. 

Do quadrado passaríamos para o cubo 

«3 = (U4, V2) x (U, V) = (U3, V3) ; 

e em geral será 

«» = ( ü n , V") . 

Por conseguinte teremos também 

B m x u n = (U"\ Y m ) X (U", V") 

= ( U m x U", Ym X V") = ( U m + n , Vm+") 

= ctm+n > 

como para os números racionaes, sendo os expoentes inteiros e 
positivos. 

1 6 4 . Radiciação.—É o problema inverso do precedente; pro-
cura-se o numero positivo a que elevado ao expo.ente inteiro e 
positivo r produz um numero positivo dado a, de modo que 
seja ar = a. 
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Formando a classe U com todos os números racionaes posi-
tivos cuja potencia de grau r é menor que a e a classe V com 
todos aquelles cuja potencia de grau r é maior que a, estas duas 
classes definem um numero, como já se disse. Vamos agora 
mostrar que (U, V) r = a, isto é, 

e como é cada termo de Ur menor e cada termo de V'' maior 
que a, de 

qualquer que seja n, resulta a primeira parte da proposição. 
Supponhamos que era possível outra solução a = (U', V'), ou 

cada termo (t /) r de U' r será menor que a e portanto a base u' 

encontra-se entre os termos de U. Do mesmo modo > a 

diz-nos que o termo v't de V' se encontram em V; por onde se 

vê que é 

« = (U, V) , 

(M„)r < a < (vn) >r 

a = ( U r , V ) . a = (U ' r , V'r) ; 

U' < D, U, < v\ 
s k h t k t ' 

e que portanto .os números (U, V) e (U', V') são eguaes. 

165. Potenciação (expoente qualquer).—Sendo a um numero 
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commensurave!, do princípio definido pela egualdade 

am xan = am+" , 

sendo m e n inteiros e positivos, resulta a interpretação dos 
symbolos 

m 

aO , a~n , a" 

que assim ficam também regidos por aquella mesma lei. 
Do mesmo modo, verificado o mesmo princípio, para o numero 

incommensuravel a e expoentes m e n positivos e inteiros, vê-se 
o que devemos entender por os mesmos symbolos applicados a 
esta base a. Assim de am x a'1 = am"H» resulta 

v / 
a P 

=«p-q • 
a 1 ' 

generalisando esta expressão para o caso de ser p — q = r ou 
q—p — r, resulta 

1 

e se fòr p = q, acha-se do mesmo modo 

«o = l . 

Considerando só bases positivas na interpretação do ex-
poente fraccionario, notemos que 

np_ 

(a")P = *"P , (/a"j> = a p ; 
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generalisando esta expressão, temos 

m 

a " = P v V . 

No que fica dito consideramos sómente o expoente racional; 
antes de examinar o caso do expoente incommensuravel demon-
straremos os dois lemmas seguintes: 

1 A s potencias inteiras e positivas de um numero m crescem 
ou decrescem indefinidamente, augmentando o expoente, conforme 
4 m > ou < 1. 

Seja m> 1; ou m = 1 + com í positivo. Considerando 
as potencias crescentes 

1 , l + Ä , ( ! + * ) * , ••• ( 1 + 5 ) » , ( 1 + * ) • + ! , 

d'onde se conclue que a differença entre o termo de ordem n e 
o primeiro é maior que nft, ou 

D'esta expressão resulta, fazendo l + » i # > A , que, para todos 
os valores do expoente que verifiquem a desegualdade 

a differença de dois termos consecutivos d'esta serie é 

( 1 + - ( 1 + . & ) * = ( l + i ) " x i > í : 

(1 + á)'1 > 1 + n i . 

é mn > A, por maior que seja o numero dado A. 
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Se fôr m< 1, faremos , 

1 1 
m — —r , mn = —7- , 

m m'n 

com m'> 1: de m'" > 1 resulta m " < 1; de m'n+h>m'n resulta 

mn+h<mn; de mln > A, por muito grande que seja A 

1 
ou muito pequeno o numero -j-, 

2 . ° E sempre possível determinar para o expoente positivo n 
um valor tão pequeno que a differença a n — 1 seja menor que a 
menor quantidade assignavel. 

Se fôr a > 1, fazendo 

(1 +5)" > a , 

como é possivel por menor que seja o numero positivo ò, temos 

_L _L 
1 + $ > a » , a » — 1 < S • 

Se fôr a < \ , de 

( 1 — á ) » < a 

resulta 

1 , 1 — o » <8 , 

por mais pequeno que seja 3. Em ambos os casos a potencia an 

converge para a unidade quando n cresce indefinidamente. 
Posto isto, vejamos o que deve entender-se pela potencia an, 

quando o expoente é irracional. Seja a = (U, V) e u, v dois 
termos quaesquer das classes U e V, respectivamente; as duas 
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classes formadas com termos taes como au, av definem um n u -

mero. Com effeito, se a > 1, au < a " , por ser u< v, quaesquer 

que sejam M e v; se a< 1, é a" > av . Demais a differença 

av — a" ou a" —a" pode tornar-se menor que a menor grandeza 

assignavel; os expoentes u e v, por serem termos das series U , 

e V, podem approximar-se indefinidamente um do outro. Mas, 

conforme fòr a ^ l , assim teremos uma das expressões 

av —au = au ( 0 » - « _ 1) , a" — av = a" (1 — a"~u) ; 

e como converge indefinidamente para 1, á medida que o 
expoente v — u diminue, qualquer d'estas differenças converge 
indefinidamente para zero. Fica assim provado que as duas classes 

a"t , av-2 ,. . . 

a"i , avi , . . . 

definem um n u m e r o ; no caso de ser a racional, este numero é 
a."-, e por isso damos ainda ao mesmo numero esta significação 
quando a é irracional. Se fòr a > 1, escreveremos 

a" = (a"i, a% . . . ; a1'a'*, . . .) ; 

se fòr a < 1, faremos 

aa = (at'i, a!'2, . . . ; o"«, a"2, . . .) . 

Consideremos só as bases maiores que a unidade, porque 
facilmente se concluiria de modo análogo para potencias de bases 
menores que 1; e sejam estas bases 

* = (U, V) , «' = (U', V') ; 
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por definição de potencia temos 

a* = (a"), a"2, . .. ; a"i, a"*, . . .) , 

a"-' = (auí, a"í, . . . ; o"í, a"i, . , .) , 

e pela regra de multiplicação 

a* x ax' = (a"i x a"í, a"i x auí . , . ; . . . ) 

= (a"i+ui , aui+"á . . . ; . . .) , 

visto que os expoentes u e v são racionaes. Mas 

a + a ' = (U + U', V + V ) 

/ / 
= (u t +MJ , MI + M2, . . . ; . . . ) ; 

e portanto 

a%H*' = (a"'+ui, a"'+"í, . . . ; . ..) ; 

e, comparando com o desenvolvimento precedente, resulta 

a3- x av = aT+a" . 

D'aqui 

(ax)2 = a » x a ' = a2* ; 

e em geral 

(a*)m= a'"* . 

Esta fórmula subsiste quando o expoente m é fraccionario, 
porque 

m \ n 

. « " 7 = a n : (a*)m • 
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donde, extrahindo a raiz m a ambos os membros, se tira 

m ni — — a r„%\n n (a ) = o , 

mesmo quando o expoente fraccionario seja negativo. 
A fórmula ainda tem logar quando m é irracional. Por-

quanto, se é m = a' e a o numero irracional acima considerado, 
será por definição 

(a«)* '= [(a*)«i, ( « « ) « ; . . . ; . . .] 

= (a*"í, . . . ; . . . ) , 

I ! 

por serem racionaes os termos ui , u*, . . .; mas é 

aa' = («m, aui, . . . ; . . . ) : 
logo será também 

(a*)*' = a«*' . 

1 6 6 . Transformação das egualdades e desegualdades. — Se os 
números irracionaes a e «' forem definidos por classes, será, 
como se viu, a = a' quando as classes de a forem idênticas ás 
de « ' ; mas neste caso as classes de a' são indenticas ás de « 
porque umas e outras se compõem de elementos racionaes, logo 
será a! = «, que é o princípio (I) do n.° 156. Do mesmo modo se 
verificariam os princípios (II) e (III). 

Para as desegualdades temos por definição que, se fôr 
a > « ' , haverá na classe inferior de a um elemento u„ maior 

que um vn da classe superior de a'; podemos pois achar dois 

números racionaes a e b que, para valores de n superiores a um 

certo numero n\ convenham ás desegualdades 

un>a>b>v'n , 
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donde 

un-v'n>
a~b : 

por outra parte, a difíerença entre dois elementos das duas 
classes de um terceiro numero k é tal que para todos os valores 
de n > n' 

<n — w „<a—b, 

donde 

ou a + k > a! + k. Portanto de <* > a' tira-se 

a — « ' > 0 , « ' — » < 0 , — » < — %' , — « > — « , 

como no n.° citado. 
Do mesmo modo, se forem dadas as desegualdades a > a' , 

k > k', teremos, com a mesma notação, un > v„, wn > í„, donde, 
por serem racionaes estes números, 

i i 
Un + Wn > Vn + tn , 

ou a - f / c > a ' + ft', que é o princípio (V) do mesmo n.° 156 . 
Analogamente se discorreria para o producto de desegualdades, 
etc. 

C A P Í T U L O III. 

Raízes commensuraveis. 

167. A resolução algébrica das equações tem por objecto 
traduzir os valores das raizes em fórmulas, compostas com o 
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grau e os coeficientes da proposta. Assim, as raizes da equação 
do 2.° grau ax* + 26a; -f c — 0 são dadas pela expressão 

- b ± s / t f l ^ ã c 
x = . 

a 

A resolução numérica consiste na determinação de processos 
apropriados para obter em cada caso, exactamente ou por appro-
ximaçõessuccessivas.o valor numérico das raizes de uma equação, 
cujo grau e cujos coelbcientes são também dados numericamente. 

Em geral, é impossível a resolução algébrica das equações de 
grau superior ao A resolução numérica, de que nos vamos 
occupar primeiro, é sempre realisavel. 

As raizes podem ser reaes ou imaginarias, e as reaes divi-
dem-se ainda em commensuraveis e incommensuraveis. 

As raizes commensuraveis podem também dividir-se em posi-
tivas ou negativas, e inteiras ou fraccionarias; a todas estas es-
pécies convém o mesmo processo de cálculo. Com efíeito as 
raizes negativas da proposta f ( x ) = 0 são as raizes positivas da 
transformada em —x-, e as suas raizes fraccionarias são as raizes 
inteiras de outra transformada, como vae ver-se. 

Reduzindo o primeiro coeficiente á unidade e conservando 
inteiros os dos outros termos (n.° 85), a equação 

xn + pj ÍC"-1 + p-2 x"-1 H = 0 

não tem raizes fraccionarias. Com efíeito, qualquer fracção irredu-

ctivel substituída por x, daria 

a" an~1 an~-
__ - _ _ - j—2 , 

ou, multiplicando por 

a" 
— = — p, an~, — pi ba"~- ; 
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e esta identidade não poderá subsistir, sendo inteiros os nú-
meros a, b e os coeficientes p, porque o 1 m e m b r o 6 uma 
fracção irreductivel. 

Dada pois a equação 

f [ x ) = p0xn+p1x
n-i+pix

n-'i+ hpn= 0 , 

que pode ter raizes fraccionarias, resolveremos a sua transfor-
mada em 

y=p0x , 

cujas raizes commensuraveis são todas inteiras. Se estas raizes 
forem 

y = , bi , ... br , 

onde r não pode ser maior do que n, as da proposta serão 

bi b» br 
«1 = — , <ii = — , ... a, . — 

pn po ro 

inteiras ou fraccionarias conforme os numeradores forem ou não 
divisíveis por / ty . 

Entretanto os coefficientes d'aquella transformada serão, na 
maioria dos casos, muito grandes, tornando o cálculo excessiva-
mente laborioso; por isso convirá começar pela indagação directa 
das raizes inteiras da proposta, pelo processo que ensinaremos no 
n.° seguinte. 

Abaixa-se depois o grau da equação, dividindo-a pelos fa-
ctores binomios correspondentes ás raizes achadas; e como al-
gumas d'ellas podem ser múltiplas, repetem-se as mesmas ope-
rações em quanto fòr possível fazê-lo. 

Tendo reduzido d'este modo o grau da equação em tantas 
unidades quantas são as suas raizes inteiras, simples e múltiplas, 
á equação resultante se applicará aquella transformação, a fim de 
se de determinarem as raizes fraccionarias da proposta. 
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1 6 8 . Raízes inteiras. — Dada a equação f (x) = 0, viu-se 
(n.° 65) que, dividindo o 1.° membro por x — a, os coef i -
cientes do quociente e o resto são expressos pelas relações 

qo=po , q \ = a q 0 + p i , ?2 = a?i + P 2 . 

• • • q n_j = aqn-i + pn-\ , R = aqn_\ +pn . 

Se os coeficientes po, p\ . . . pn e o numero a forem todos in-
teiros, os coeficientes qü, q\, . . . qn-\ serão inteiros; se além 
d'isto a fòr raiz da equação, será R = 0. Nestes princípios se 
funda o méthodo dos divisores, também chamado méthodo de 
Newton, que vamos expôr. 

Para R = 0 as egualdades precedentes dão 

q n - 1 
Pn 
a 

Pi ~ 
a 

q n - i -
p n - l — qn— 1 

a 

q0 = ~Po 
p \ - q \ 

e, sendo a raiz inteira da equação, todos estes quocientes serão 
também números inteiros. Portanto a divide o ultimo termo da 
proposta, a somma do quociente d'esta divisão com o coeficiente 
da 1." potencia da incógnita, a somma do quociente d'esta nova 
divisão com o coeficiente da 2 a potencia da incógnita e, em 
geral, a somma de cada um dos coeficientes da equação com o 
quociente da divisão precedente. O último d'estes quocientes é 
o coeficiente do primeiro termo de f ( x ) , com o signal trocado. 

Reciprocamente, se todas estas condições forem satisfeitas, 
procurando o quociente da divisão do 1." membro da proposta 
por x~a chega-se ao resto zero ; e portanto o inteiro a é raiz 
da equação dada. 

Do que fica dito resulta que, para achar as raizes inteiras 
de uma equação, começaremos por formar todos os divisores do 
seu último t e rmo; e sujeitaremos depois cada um d'estes nume-



RKSOÍ.UÇÂÜ DAS EQUAÇÕES. 2 5 7 

ros ás provas precedentes, rejeitando aquelles que conduzirem a 
algum quociente fraccionario ou a um quociente final diíTerente 
de - p 0 . 

Advertiremos que : 
1.° O processo exposto é applicavel tanto ás raizes inteiras 

positivas como ás negativas, sem ser necessário obter a trans-
formada em — x . O coefficientep0 é sempre positivo; os restantes 
podem ser positivos, negativos ou nullos, e a raiz a pôde ser posi-
tiva ou negativa; todos estes números devem ser tomados com o 
respectivo valor numérico e signa!, na prova das raizes. 

2." Os divisores do último termo podem ser em grande nu-
mero; só experimentaremos os que ficarem comprehendidos entre 
os limites das raizes positivas e negativas, que se determinarão 
previamente. 

3.° Os divisores ± 1 só podém vir a ser excluidos na última 
prova, pois que satisfazem a todas as outras. Por isso é preferí-
vel, em vez de applicar o méthodo a estes dois números, ensaia-los 
directamente. 

4.° Se a fòr raiz da equação / (•«)" 0, a divisão de f [ x ) por 
x — a faz-se sem resto e o quo.ciente 9 (x) é um polynomio de 
coeficientes inteiros; donde resulta que, se a fòr um numero 

/» 
inteiro, também o será © («) = . O divisor a do ultimo termo 

' v 7 a — a 
de f(x), que não satisfizer a esta condição, não é raiz da pro-
posta; o que poderá servir para excluir alguns d'estes divisores. 
O numero a = ± 1 é muito proprio para este objecto, por se 
aproveitarem os números / ' ( + 1) e /"(—1) que já foram obti-
dos (3.°). 

5.° Se estes dois números forem respectivamente divisíveis 
por 1 — a e por — 1 — a, 011 antes por a — 1 e a + 1, como a, 
por hypóthese, divide o último termo f(0) de f(x), as quanti-
dades 

/ • ( + * ) > a o ) , n - i ) 

serão respectivamente divisíveis pelos tres números a — 1 , a, 

a+ 1. Ora um d'estes números admitte o divisor 3, como suc-

cede sempre com tres inteiros consecutivos quaesquer; portanto, 

17 
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se a equação tiver alguma raiz inteira, uma d'aquellas tres 
quantidades será divisível por 3. A reciproca pode não ser ver-
dadeira. 

6.° Na prova de cada divisor os quocientes successivos são, 
como se viu, os coeficientes, com signal contrário e em ordem 
inversa, do quociente da divisão de f ( x ) pelo binomio linear 
correspondente áquelia raiz. 

Seja dada, por exemplo, a equação 

/•(x) = 3 x s - 2 r l + 9 a ; 2 - 1 2 x + 4 = 0 ; 

facilmente se acharia, 

/ • ( + 1 ) = 2, /" (0) — 4 , f(— 1) = 20 , 

por onde se vê que a proposta não tem raizes inteiras. A trans-
formada em y = 3x 6 (n.° 85) 

F (y) = j/s — 2y 4 + 8 t y 4 — 324t/ + 3 2 4 = 0 , 

que poderá ter alguma raiz inteira por ser F ( 0 ) ^ 3 2 4 múltiplo 
de 3. Não pode ter a raiz 1 nem — 1, por serem 

F (1) = 8 0 , F ( — 1) = 7 2 6 . 

Na determinação dos limites das raizes da equação F (y ) = 0, 
usaremos do méthodo de Hret para as positivas e do de Lagrange 
para as negativas. Acham-se assim os números 

5 , - 1 0 . 

Entre os quinze divisores do ultimo termo 3 2 4 = 22 x 3*, estam 
comprehendidos naquelles limites os seguintes 

2 , 3 , 4 , - 2 , — 3 , - 4 , - 6 , - 9 ; 
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mas 4 — 1, — 2 — 1, — 6 — 1 não são divisores de F ( l ) , e 3 + 1, 
— 9 + 1 não o são de F (— 1) : d'onde se conclue que só devemos 
experimentar os números 2, — 3 , — 4 . Dá-se ao cálculo a se-
guinte disposição 

a = 2 - 3 - 4 

- q>l—a: 

3 2 4 
- 7 « - i = — = 1 6 2 , - 1 0 8 , - 8 1 

pn-1 — <7n—1 
81 , + 144 

a 

— qn-3 = 0 , — 7 5 

— qn—l = 0 , + 2 5 

— 3 = -- 1 » 

Sobre um traço horizontal alinham-se os números que deve-
mos ensaiar; por baixo de cada um e em columna vertical toma-se 
nota dos quocientes que se obteem dividindo successivamente por 
esse numero o termo conhecido, a somma d'este primeiro quo-
ciente com o coelTiciente da segunda potencia da incógnita, etc. 
Quando alguma d'estas divisões não dá quociente inteiro, põe-se 
no logar d'este o signal » , e abandona-se o divisor correspon-
dente que não é raiz da equação. Se todas as divisões derem 
quocientes inteiros, o último ou é o coelliciente do primeiro 
termo da proposta, com signal contrário, ou é um numero diffe-
rente ; no primeiro caso o divisor correspondente é raiz, no 
segundo não. 

No quadro precedente vè-se que o numero 2 satisfaz a todas 
as condições e é portanto raiz da equação. Com —3 o último 
quociente não é inteiro; —4 foi excluído na segunda prova. A 
resolução da transformada mostra que a proposta só tem a raiz 

2 
commensuravel x — -g- . 

O quociente da divisão de F («/) = O por y — 2 é (n.° 65) 

+ 8 1 « / - 1 6 2 = 0 ; 
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e mudando novamente y em 3./-, a equação 

x i + 3 a - 2 - 0 

dará as outras raizes da proposta. D'estas, duas são reaes e 
de signaes contrários, por ser negativo (n.° 105, 2.°): o último 
termo da equação; duas são imaginarias, como indica a falta de 
dois termos consecutivos (n.° 1 1 1). 

169. Se a proposta admittir raizes eguaes, observaremos em 
primeiro logar que o numero das raizes commensuraveis differen-
tes, que suppomos determinadas pela operação precedente, será 
inferior ao grau da equação. Dada esta hypóthese, dividiremos 
o primeiro membro da proposta pelo producto dos factores bino-
mios correspondentes áquellas raizes, e verificaremos depois 
quaes d'essas mesmas raizes conveem á equação quociente. Pro-
cede-se depois com esta equação como se procedeu com a pro-
posta, e assim successivamente. 

Seja dada, por exemplo, a equação 

f (a) = a 5 - 18a;«-j-28a.-3 + 8 0 a 2 - 1 3 2 a + 7 2 - 0 . 

Os limites das raizes (méth. de Lagrange) são 

+ 8 , - 8 ; 

e os divisores do último termo, comprehendidos entre estes limi-
tes, são 

2 , 3 , 4 , 6 , 2 , 3 , - 4 , - 6 . 

Ora, sendo f ( + 1) 0 e /*(— 1) 216 , a proposta tem a raiz 1 ; 
e como 2 1 6 não é divisível por 4 + 1 , 6 + 1 , —6 + 1, só veri-
ficaremos os divisores 2, 3, — 2 , — 3, — 4 . Assim, temos as 
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operações 

2 3 2 3 4 

3 6 , 2 4 , - 3 6 , - 2 4 , - 1 8 

- 4 8 , - 3 6 , + 8 4 , + S2 » 

+ 1 » - 6 7 , - 3 4 

+ 13 

- 1 

- 1 

+ 21 , + 3 

- 3 . + 4 

+ 2 - 1 

Os divisores 2 e — 3 satisfazem a todas as provas das raizes; 
o divisor —2 dá quocientes inteiros em todas as operações, mas 
o último d'elles não é o coeíficiente do primeiro termo da equa-
ção, com signal contrário. Logo a proposta tem as raizes 1, 2 e 
— 3; dividindo-a por 

que não tem já a raiz 1. Experimentemos as outras duas, e 
comecemos pela raiz 2, com o processo do n.° 64 que é pre-
ferível neste caso: 

( ® - 1 ) ( « - 2 ) ( J ? + 3) , 

acha-se a equação quociente 

a;3 —ÍC2 — 8 # + 12 = 0 , 

1 - 1 - 8 + 1 2 

1 + 1 - 6 0 

O resto zero mostra que 2 ainda é raiz; a nova equação quo-
ciente 6 

a, l + . z - 6 = 0 , 
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cujas raizes sào 

x = 2 , x = — 3 . 

Assim concluímos que a proposta se decompõe em factores bino-
mios pela seguinte forma 

e tem a raiz simples + 1, a raiz dupla —3 e a raiz tripla + 2 . 
A equação é completa e tem todas as raizes reaes. D'estas, 

serão quatro positivas porque f(x) tem quatro variações: uma é 
a unidade e tres são eguaes a 2. As duas restantes, correspon-
dentes ás duas permanências, são negativas e eguaes a — 3 . 

170. O processo exposto neste capítulo pode servir, salvas 
as dificuldades do cálculo, para achar os factores commensuraveis 
do segundo grau de uma equação dada. 

Representando um d'estes factores por x--\-px-\-q, a iden-
tidade 

f(x) = (ix-+px + q) (poXn~- + r, Xn~:í + uxn~l + • • •) 

dará logar a n equações de condição que se obteem egualando 
de um e outro lado os coeficientes das mesmas potencias de x. 
Eliminando os coeficientes r i , etc. entre estas equações, ficam 
duas em p e q; e depois uma só em p ou q, a qual deverá ser 

n ín — 1) . 
do grau —, por ser este o numero de divisores do 2.° grau 

da pçoposta (n.° 83). 
Se a proposta tiver factores commensuraveis do 2.° grau, 

a última equação terá uma raiz racional, pelo menos; e pondo 
esse valor do coeliciente, p ou q, na penúltima equação, podere-
mos conhecer o valor do outro coeficiente do Irinomio respectivo. 

Seja, por exemplo, a equação 

x 4 + 3 x - 2 = 0 . 
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A identidade 

x* + 3ÍC — 2 = (x% + px + q) (x* + r j x + rj) 

conduz ás seguintes equações de condição: 

r j + ^ = 0 , r i + p r y + q = - 0 , ^ + ^ = 3 , ? r 2 = — 2 . 

As duas primeiras dão 

r i = — p , r z - p t - q ; 

substituindo nas duas últimas, vem 

p'A — 2pq = 3 , qp- — qi = — 2 . 

Da primeira d e s t a s equações tira-se 

» 3 - 3 

e substituindo na segunda vem finalmente 

+ - 9 = 0 . 

„ 4 ( 4 - 1 ) . , 
Esta equação, de grau 6 = ^— , tem a raiz 1; e, por 

envolver só potencias pares de p, tem também a raiz —1 . Para 
p 3 — 3 

p= 1, a expressão g r ^ ^ - ^ — d á q = —i; p a r a p = — 1 , vem q = 2. 

Assim aquella equação do 4.° grau é o producto dos dois factores 
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correspondentes do 2.° grau, ou 

e as suas quatro raízes são 

1 / - 1 

duas reaes e duas imaginarias, como mostraria a regra de Des-
cartes. 

Exercícios. 

6«. Dada a equação 

' x' -f 5x* + x3 — 16a;2 — 20a; — 16 = 0, 

achar as raízes commensuraveis 2, — 2., — 4 . 

67. Dada a equação 

2a;3 — 12 a;2 -}- 13a; — 15 = 0, 

achar a raiz 5. 

68. Dada a equação 

4x* — Ha;2 -}- 7x — 6 = 0 , 

achar as raízes y e — 2 . 

69. Dada a equação 

x* + 3a;5 - 36x* — 4M:i -f 93x2 + 132a; + 140 = 0 , 
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achar as raízes 

2 , 5 , - 2 , - 7 , _i-(i ±v/-3). 

70. Resolver a equação 

la? -f 3a;« - 31a;3 + 3a* — 43a; + 210 = O ; 

l , 
limites, + 7 , — 8; raizes, 2, 3, — o , — (3 + y— 47 . 

71. Resolver a equação 

x6 — 12a;5 -f- 54a;« - 104a? + 45a? -f 108a; — 108 = O ; 

raizes: — 1 (simples), 2 (dupla), 3 (tripla). 

72. Achar os factores trinomios commensuraveis da equação 

a* — 3a;J — 12a; + 5 = O ; 

solução: (a;2 -f- 3a; + o) — + 1) . 

C A P Í T U L O I V . 

Raizes incommensuraveis. Separação. 

171. O problema das raizes incommensuraveis envolve duas 
questões distinctas: a separação, e o cálculo numérico. Diz-se que -
as raizes estào separadas quando são conhecidos números taes, 
que dois d'elles consecutivos comprehendem uma raiz da pro-
posta, e só u m a : esses números dão o logar das raizes. Para 
que a separação fique completa é necessário, no caso de haver 
raizes eguaes, determinar o grau de multiplicidade de cada uma. 

Na resolução d este problema supporemos a equação de 
coefficientes reaps. Se tivesse coeíficientes imaginarios, ella redu-
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zia-se á forma 

/ i («) + i h O ) = 0 , 

e a sua resolução viria a depender das duas f\ (x) = 0, /j (®) = 0, 
de coeficientes reaes. 

O cálculo das raizes commensuraveis está feito. Por isso con-
sideraremos a equação desembaraçada das raizes d'esta espécie, 
tanto eguaes como deseguaes; isto é, supporemos o seu grau 
abaixado, por meio da divisão pelos factores binomios correspon-
dentes áquellas raizes. 

Posto isto, designemos por 

a, (3, y, 3,. . . 

números comprehendidos entre os limites das raizes da proposta 
f{x) — 0, e dispostos em ordem crescente de grandeza; substitua-
mos successivamente x por cada um d'estes números em f ( x ) . 
Se dois resultados consecutivos, como /'(*/) e /"(ô), tiverem o mesmo 
signal, entre •/ e ô estará compreliendido um numero par de 
raizes reaes ou nenhuma; se aquelles resultados tiverem signaes 
contrários, entre -/ e 3 haverá uma ou um numero impar de raizes 
(n.° 104). Podemos subdividir era muitos outros cada um d'estes 
intervallos, pela substituição de números intermédios aos consi-
derados. 

Chegaremos assim a determinar um certo numero i de inter-
vallos, em que f [ x ) muda de signal; mas o problema só ficará 
resolvido quando por outra parte soubermos que o numero das 
raizes reaes da proposta é i: por exemplo, quando fòr i = n, e 
n o grau de f[x). Fóra d'cste caso não podemos saber se as raizes 
estão separadas, ou se foram insullicientes as tentativas de sepa-
ração; o que annulla, quasi, o valor do méthodo, que aliás seria 
conveniente pela sua simplicidade. 

Seja, por exemplo, a equação 

í = 0 ; 
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a falta de dois termos consecutivos mostra que, pelo menos, duas 
raizes são imaginarias (n.° 1 li). Os números v= 1 e » ' = 1 de va-
riações na proposta e na transformada em —x mostram que ha duas 
raizes reaes, uma positiva e outra negativa. Substituindo x pelos 
números inteiros comprehendidos entre os limites —3 e 4, acha-se 
que a primeira d essas raizes fica entre 2 e 3 e a segunda entre 
- 1 e - 2 . 

172. Mélhodo de Lagrange.—O defeito do méthodo ele-
mentar das substituições consiste (n.° 171) na falta de um critério 
por onde se conheça que em cada intervallo não ha raizes 
quando não ha mudança de signal, ou ha uma só no caso contrá-
rio. 

Ora, se aj e a % > a \ forem duas raizes comprehendidas entre 
os números a e será [J — « > 0 3 —a 1; e portanto, se a 
differença (3— a fôr menor que a menor differença a 2 — a i de 
duas raizes quaesquer da proposta, entre a. e ,3 não poderá existir 
mais de uma d'estas raizes. 

Para determinar um numero inferior áquella menor differença 
a2 — a j , Lagrange empregava a equação aos quadrados das diffe-
renças das raizes da proposta. Sendo li o limite inferior das raizes 
positivas d'aquella equação, correspondentes ás raizes reaes da 
equação dada f(x) - 0, e designando por /( e í2 os limites infe-
rior e superior d'estas últimas, os termos da progressão 

/ ] , / , + VV, Z, + 2 V X etc. 

satisfazem á condição de que se trata. Substituindo cada um d'elles 
em f ( x ) e conservando unicamente os que produzem mudança de 
signal, teremos effectuado a separação requerida. 

Este méthodo é perfeito, mas exige cálculos muito laboriosos. 
Cauchy mostrou que se pôde dispensar a formação da equação 
aos quadrados das difíerenças, e separar as raizes pela substi-
tuição unicamente de números inteiros, operando do modo se-
guinte. 

Designemos por a i , a 2 , . . . a n todas as raizes da proposta 
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/"(#) = O, e por p o limite superior dos módulos respectivos; 
será (n.° 61) 

mod. a j < p , mod. a j < p, mod. (a% — a\) < 2p 

mod. (ao — ai)5 < 4-p2 

O grau da equação aos quadrados das differenças é e o 

último termo da mesma equação, abstrahindo do signal, é o pro-
ducto 

K = [aí — o.2)2. (a, - a 3 ) 2 . . . (a„_i — an )2 , 

ou o discriminante de f(a:) = 0 fn.° /44J . Por conseguinte, se a, 
e a^ são duas raizes para as quaes [a-> — a j ) 2 é uma quantidade 
positiva, será 

n (n—i) . • 

mod. K< (aâ — « i ) s x ( 4 p 2 ) 2 

donde se deduz 
. mod. K 

(4?2) 2 1 

Basta pois fazer /i egual ao 2.° membro d'esta desegualdade. 
Se a proposta não tem raizes eguaes, é K différente de zero; 

esta quantidade é o quadrado do determinante de Vandermonde 
(n.° 49); e, se os coefficientes de f ( x ) forem inteiros e o do 1.° 
termo é a unidade, as funcçôes symétricas Sa não teem denomi-
nadores (n.° 131). Podemos, pois, s u p p ô r K = l naquella des-
egualdade, e fazer 

1 

*(•-V . ' 
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Se as raizes da proposta forem todas reaes, a equação aos 
quadrados das differenças respectivas só tem raizes positivas. 

A differença [/ li será em geral, inferior á unidade; mas mu-

dando x em y\/h e designando por e 63 as raizes da transfor-

mada F(j / ) = 0 correspondentes ás raizes a\ e da proposta, 

será 

l & i - M = — — > 1 • 

por ser < | ai — ao |. Na separação das raizes da transformada 
bastará então empregar números da ordem natural. 

Como applicação directa do méthodo de Lagrange, conside-
remos a equação x3 — 7x + 7 = 0. O seu discriminante é (n.° 144) 

K = 1 

1 0 

3 0 

3 

0 - 7 7 

- 7 7 

- 7 

0 - 7 

3 0 - 7 

ou, sommando a 1." linha com a última, 

K 1 

1 0 

3 0 

3 

1 

0 - 7 7 

- 7 7 

- 7 

0 - 7 

3 - 7 

Desenvolvendo este determinante pela última columna, onde 
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todos os elementos são nullos menos o primeiro, e pondo em 
evidencia o factor 7 da penúlima columna, acha-se 

K = 49 x 1 0 —7 1 = 49 x 1 0 _ 7 1 

3 0 - 7 3 0 _ 7 

3 0 - 1 1 3 - 7 

1 3 - 1 1 1 —4 

onde o segundo determinante resulta do primeiro pela somma da 
1." linha com a 3. a e com a 4 . a Desenvolvendo do mesmo modo 
pela última columna, e depois pela 1." linha, vem 

K = — 49 x j 3 0 —7 | = — 4 9 ( 1 4 — 15) = 49 . 

| 1 3 - 7 

í 1 1 - 4 

Por outra parte o limite superior dos modulos (n.° 96) é o 
menor numero que torna positiva a expressão P3 — 7p — 7, ou 
7 
—, d'onde 2p = 7 e 
JL 

4 9 1 

A transformada seria, pois, 

j / 3 - 3 4 3 t / + 2 4 0 1 = 0 , 

onde as raizes ficam separadas pela serie natural dos números 
comprehendidos entre os limites. 

I 
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173. Os theoremas de Rolle e de Sturm conduzem a outros 
processos de separação. O primeiro já foi indicado (n.° 113), e 
sobre elle não são necessários maiores desenvolvimentos. E per-
feito, quando são commensuraveis todas as raizes reaes da equação 
derivada. 

O processo de Sturm nada deixa a desejar sob o ponto de 
vista especulativo; mas é, como o de Lagrangp, extremamente la-
borioso. No exemplo 

x6 + xs — xi —- x3 -f x~ — x -f 1 =0 , 

que se encontra no tratado de Serret , as funcções são, além da 
proposta, 

6 x 3 + 5x 4 — 4x 3 — 3a:2 -f 2 x — 1 , 

17a;4 + 1 4x 3 - 27.r2 + 3 2 x - 3o , 

— 7 9 2 x 3 + 2 0 5 2 a r — 2 0 5 8 x + 127 , 

etc. ; 

e a última, embora neste caso não seja necessaria, seria um nu-
mero de quarenta e quatro algarismos. 

Formadas as funcções de Sturm, a substituição de x por dois 
números a e | 3 > a dá duas linhas de resultados com os respectivos 
signaes; no intervallo de a a 3 haverá tantas raizes reaes quantas 
são as perdas de variações na segunda linha, comparada com a 
primeira. Não se fazem tentativas inúteis; abandona-se o inter-
vallo que não dá perda de variações; naquelle cm que se perde 
só uma variação as raizes estão separadas; nos outros empregam-se 
substituições intermédias, até completar a separação, que ha de 
infallivelmente conseguir-se. 

Em geral, empregam-se nestas substituições números em pro-
gressão decimal, para facilitar os cálculos. 
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174. Méthodo de Fourier. — Dada a equação f ( x ) — 0 de 
grau ÍJ, e tendo formado as funeções de Fourier 

viu-se (n.° 112) que os resultados da substituição de x nestas fun-
eções por — cc, ou pelo limite - l das raizes negativas da proposta, 
apresentam n variações de signal; os resultados da substituição 
p o r + a c , ou pelo limite I das raizes positivas, só dão permanên-
cias. Vejamos como aquellas n variações vão desapparecendo, 
quando x cresce por valores contínuos. 

É claro que nenhuma alteração pode dar-se na successão 
dos signaes, senão quando alguma das funeções passa por zero 
(n." 104): o que dá logar aos casos seguintes. 

ICaso: passa por zero unicamente a primeira funcçâo f (x). 
Seja a o valor de x que annulla f (x) e li um numero positivo tão 
pequeno que entre a —li e a-\-h não haja numero algum, senão 
o mesmo a, que annulle alguma das luneções consideradas: o 
que exprimiremos representando esses dois limites respectivamente 
p o r < a e > a , como faz Fourier. Vimos (n.° 112) que f ( x ) e f (x) 
teem signaes contrários para x<a e o mesmo signal para x>a, 
o que dá uma d'estas disposições: 

f ( x ) , / » , r ( x ) , . . f » ( x ) , . . . f * ( x ) , 

» 

( ( < « ) + 

a (a) 0 

( (>«) 

_ + ... 

ou 0 + • • • 
+ + • • • 

Em ambos os casos a última linha tem menos uma variação do 
que a primeira. 
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2.° Caso: passa por zero unicamente a funcçào intermédia 
/ * ( « ) . Conservando a notação precedente, f"l(x) e a sua derivada 
/>n+1 (x) teem signaes contrários para x < a e o mesmo signal 
para x> a; fm~x(a) pode ter qualquer signal, e as tres funcçôes 
apresentarão alguma das disposições seguintes: 

fM(x), fm+t(as) 

- + . . . 

0 + ••• 
+ + ••• 

- + . . . 

0 -I- . . . 

+ + ••• 

ou alguma das duas combinações que se obtém trocando todos os 
signaes precedentes. Logo, quando se annulla uma só funcção 
intermédia, desapparecem duas variações ou nenhuma. No pri-
meiro caso a proposta tem duas raizes imaginárias, além das que 
podem ser indicadas em outros logares; visto como, por mais que 
se apertem os limites, se perdem sempre duas variações, que não 
reapparecem mais, e f{x) não passa por zero. No segundo caso 
uma variação da linha superior apparece na linha inferior trans-
portada para o logar immediato, á esquerda. 

3 .° Caso: passam por zero p funcçôes successivas. Não podem 
s e r á s primeiras por que a proposta, por hypóthese, não tem raizes 
eguaes; são pois intermédias, porque a última fn (x) é um numero 
positivo. Sejam 

fm (a) = 0 , / * + • (a) = 0 . . . . fm+P~1 (a) = 0 ; 

isto é, supponhamos que x = a annulja p" (x) e as suas p- 1 

18 

fn~x (x), 

(<«) • • + 

(a) ... + 

(> a) ... + 

(<a) _ 

Va) 

(>«) 
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derivadas consecutivas; a equação fm(x) = 0 tem p raizes eguaes 
a a, e o seu primeiro membro muda ou não de signal, na pas-
sagem por x=a, conforme p fòr impar ou par (n.° iOA); as fun-
cções fm~'(.x) e f"l+v(x) conservam o mesmo signal desde x < a 
até x > a. 

Se p é par, ou p = 2/., as funcções f'"~x (x) e fm (x) apre-
sentam a mesma combinação de signaes na linha < a e na linha 
> a ; o numero de variações perdidas nas funcções 

/•'»-1 (x). f<" (ar),. . . / *+P-> (ar), fmJn> (ar) 

é (n.° 112) p = 21,. 

Se p fòr impar, ou p = 2 / / + 1, as duas funcções (x) e 
fm(x) darão uma variação na linha superior e uma permanencia na 
inferior, ou vice-versa: o numero de variações perdidas é no 
primeiro caso p-\-1 = 2k' + 2, e no segundo p— í = 2h!. 

4.° Caso: passam por zero vários grupos de funcções. Som-
mam-se as variações perdidas em cada grupo. 

Todos estes resultados melhor se comprehenderão nos exem-
plos seguintes. 

Exemplo 1.° 

(< a) + — H — f — f 7 var. 

(a) 0 0 0 0 + — r 

(> a) ! -f- + + ; h 3 var. 

A linha média é dada e o último signal é sempre +. Para formar 
a linha superior repetimos os dois primeiros e os tres últimos 
signaes; sobre o último zero pomos o signal contrario ao que lhe 
fica â direi ta; sobre o penúltimo zero o signal contrário ao ante-
cedente, e continuamos a alternar assim os signaes sobre os zeros 
restantes. Para formar a linha inferior repetimos novamente os 
dois primeiros e os tres^ últimos signaes; por baixo dos zeros 



RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES. 2 7 5 

pomos sempre o sign.il que está A direita do último. Neste exem-
plo as funeções perdem 4 variações na passagem de x por a, e a 
equação tem pelo menos 4 raizes imaginárias. 

Exemplo 2 .° 

( < a) H — + — + — + + 6 rar . 

(a) + _ 0 0 0 - + + 

( > a) -f- -f + 2 var. 

Na linha média ha um numero impar de zeros, 3, entre signaes 
eguaes; perdem-se portanto 3 + 1 variações, e a proposta tem 
pelo menos 4 raizes imaginárias. 

Exemplo 3.° 

( < a) H ] H 1 1 b 10 var. 

(a) 0 - 0 0 + 0 0 0 - - 0 + 0 + 

( > a) f + 4 b + + + 3 var. 

Na linha média o primeiro zero corresponde á primeira funeção, 
onde se perde 1 variação; ha depois um grupo de dois zeros, onde 
se perdem 2 variações; segue-se um grupo de tres zeros entre 
signaes contrários, onde se perdem 3 — 1 variações; depois um 
zero onde não se perde nenhuma; finalmente outro zero onde se 
perdem 2: ao todo, 7 variações perdidas. A equação tem a raiz 
real a e pelo menos 6 imaginarias; como na linha inferior se 
encontram 3 variações, haverá ainda pelo menos mais uma raiz 
real. 

175. Pela discussão precedente vê-se que o numero de va-
riações perdidas, quando passam por zero funeções intermédias, 
é sempre par. Quando a proposta passa por zero as variações 
desapparecem uma a uma. 
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entre a e (3; a equação f"(x) — 0 não tem raiz alguma entre estes 
limites. O signal de /"(a) será opposto (n.° 112) ao de /*'(«),'egual 
ao de /"((3) e não muda no intervallo; o signal de /Ta) será o de 
/""(a), para que na primeira linha haja duas variações nos tres 
primeiros signaes, e o mesmo de /"((3) para que nesta parte da 
segunda linha haja só permanências. Teremos assim uma das 
disposições seguintes 

f(x) , f\x) , f"[x) f(x) , f\x) , f"{x) 

(«) + - + I - + - j 

((3) + + + í ' - - - I ' 

Consideremos a primeira. 
A proposta ha de ter duas raizes ou nenhuma entre os limi-

tes a e (3. Se fosse conhecido o valor exacto da raiz y da equação 
f'(x) = 0, a ambiguidade desappareceria (n.° 113): se f(a) e f{y) 
tivessem signaes contrários, as duas raizes seriam reaes e ficariam 
separadas nos intervallos (a-y) e (y[3); se /"(«), f{y) e /'((3) tivessem 
o mesmo signal, as duas raizes faltariam no intervallo (a[3). Se 
o valor de y só fòr conhecido por approximação, aquella indica-
ção não será segura, porque cada uma das raizes pode ser mais 
próxima de y do que essa approximação, qualquer que ella seja; 
procederemos então do modo seguinte. 

Se as duas raizes indicadas são reaes, representando-as por 
x\ e x%>x\, a disposição por ordem crescente de grandeza 
d'estes números, dos limites a, (3 e da raiz y será (n.° 115) 

x , x t , -/ , x-2 , (3 . 

Considerando, como dissemos, o primeiro grupo de signaes, 
f(x) será positiva e decrescente desde x = c. até x = x\; mínima 
para x — y, negativa desde x — x\ até x = x$', novamente posi-
tiva, mas agora crescente, desde x-^x» até x = (3 (n.° 106). 
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Façamos x\ —* = h; será (n.° H4) 

/•(« + h) = /"(«) + hf'(* + Qh) = O , 

donde 

, _ /te) „ \ /•(») 
fõT+êÃJ' 1 fr(*+òh) ' 

sendo 0 positivo e < 1 . Ora é « + 0 A < 7 e portanto /"'(a + 6/1)< 0; 
por outra parte, é /"(a) > 0 e /"(a + 0Á) > f ( a ) , por ser a func-
ç3o /* crescente no intervallo: logo é 

, M 

Façamos, do mesmo modo, ,3 — k; teremos 

donde 

, = J L R = = , M _ 
K f $ - V k ) ' - 1 f ( P - M ) ' 

sendo fj' positivo e < 1. Ora é p — b ' k > y e portanto /"'( t3- 0 A*)> 0. 
Por outra parte, é f($) > 0 e f('p - e'ft) < /"'(P): logo 

Mas é também x\ <0-2: por onde finalmente leremos 

m , A«) ^ o 
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Tomando estes dois quocientes em valor absoluto, se um d'elles 
ou a sua somma fòr egual ou maior que a differença j3 — a dos 
limites, concluiremos que neste intervallo faltam as duas raizes 
presumidas; se essa somma fôr menor que fi — a, estreitaremos 
o intervallo d estes limites, que assim se mostra serem muito des-
viados. Substitue-se pois um numero a' intermédio a «• e (3, e 
determina-se pelo signal de /"'(«') em qual dos dois novos inter-
vallos («a') e («'(3) se encontra a raiz y da equação f'(x) = 0. 
Nesse intervallo, (a'j3) por exemplo, verificam-se todas as condi-
ções que supposemos no intervallo primitivo; submettemo-lo ás 
mesmas provas, e abandonamos o outro intervallo (««')• D'este 
modo é claro que os novos limites se approximam de y; ao fim 
de poucas tentativas teremos separado as raizes, se são reaes, ou 
formado dois coefficientes 

L m . 
- i v ) ' m 

taes que, approximando-se successivamente de 

A-/) 

um d'elles ou a sua somma egualará, ou excederá, a differença 

Com a segunda disposição dos signaes obteríamos os mesmos 
resultados, como facilmente se reconhecerá reproduzindo a dis-
cussão precedente. 

II. Tendo examinado o caso de serem os 1res primeiros ín-
dices 

2 , 1 , 0 , 

vejamos agora como se procede nos outros casos em que é A = 2, 
e ainda quando é A > 2 . 
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Percorrendo a linha dos índices da direita para a esquerda, 
o primeiro índice 1, correspondente a uma funcção f'n(x), terá 
á esquerda o índice 2. Por quanto o índice 1 só pode ser pre-
cedido: por 1, o que é contra a hypóthese; por 0 e neste caso, 
como é A > 2 , haveria para a esquerda outra vez o índice 1, 
egualmente contra a hypóthese; ou por 2. 

Se aquelle índice 1 não for seguido por zero, estreitaremos 
o intervallo, como acima se disse (n.° 175), de modo que a 
equação fm+í{x) = 0 não tenha raiz alguma entre os novos li-
mites a! e p'. Esta operação leva-nos a considerar tres novos in-
tervallos: 1." (aa') onde a equação fm[x) = 0 não pode te r raiz 
alguma, porque a única raiz que ella tem entre a e (3 encontra-se 
entre a! e f3'; portanto no intervallo (aa') o índice relativo a fm(x) 
é zero e, se no mesmo intervallo se encontra para a esquerda um 
índice egual a 1, esse índice corresponde a uma funcção menos 
elevada do que f'"(x). 2." (3(3'), onde chegamos ás mesmas con-
clusões. 3 .° (a'3'), onde se pode encontrar para a esquerda outro 
índice 1, relativo a uma funcção menos elevada do que p"(x), 
ou não. 

Por esta forma conseguimos recuar o primeiro índice egual 
á unidade para o logar de uma funcção menos elevada do que 
fm(x), excepto no intervallo (a'(3') quando nelle tem logar a dis-
posição seguinte dos índices 

fm~\x) f'"{x) pn+\x) 

2 1 0 

que é o caso (I) applicado á equação ["'—1 (x) = 0; esta equação 
pode ter então duas raizes réaes ou nenhuma entre a! e 3', o que 
se reconhecerá pela regra dada. No primeiro caso separaremos as 
raizes; uma ficará comprehendida entre a' e um certo numero s 
e a outra entre s e e a cada um d'estes intervallos correspon-
derá uma linha de índices em que o primeiro egual a 1 estará á 
esquerda de fm{x) e pelo menos corresponderá a fm~i(x). 

Se a equação fm~^(x) = 0 não tiver raizes reaes entre a' e 
fj', o mesmo acontecerá ás equações fm~\x) = 0, fm~3(x) — 0, 
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. . . f'[x) = O, f[x) = 0. Com effeito, as duas raizes indicadas fal-
tam (I) porque a raiz real da equação fm(x) = O, substituída em 
fm~\x) e fm+l(x) dá resultados do mesmo signal; isto é, a linha 
dos signaes perde duas variações na passagem de x por aquelle 
valor e a cada uma d'aquellas equações faltam duas raizes no in-
tervallo considerado (n.n 174, 2.°). Portanto o índice de cada 
uma das funcçôes f[x), f'{x), . . . fm~l(x) tem uma parte egual 
a 2, que se pode supprimir porque cada índice só representa um 
limite superior do numero de raizes reaes que a equação corres-
pondente pode ter no intervallo; depois de supprimida esta parte, 
o índice de fm~^{x) será zero, de modo que o primeiro índice 1 
se encontrará para a esquerda d'esta funcção. 

Pode também acontecer que a equação /*m—'(a;) — 0 tenha 
duas raizes eguaes entre a' e [i'. A conclusão é a mesma que no 
caso das raizes imaginárias; agora seriam as funcçôes fm~\x) e 
fm{x) que passariam conjunctamente por zero, que é o caso 
(n.° 474» 3.°)>de'p par e egual a 2. 

177. Seja, por exemplo, a equação 

S 
x5 — 3a;1 — 2 kc3 — 95a:2 — 46a:— 101 = 0 , 

tratada por Fourier na sua obra Analyse des équalions. As fun-
cçôes são 

f[x) = x* - 3a '1 - 24a;:! ! - 4 6 x - 10 1 

f'(x) = 5a:s - 12,r:t - 72a:* + 190a: - 46 

f"{x) = 2 0 x 3 - 36a;2 - 144a; + 190 

f ' ( x ) — 60a:2 — 7 2 x — 144 

r{x)= 12()r — 7 2 

P(x) = 120 , 

onde substituiremos x por números com que se opere facilmente. 
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Empregando os números 0, — 1 , — 1 0 , vê-se que as fun-
cçôes, para este último limite, dão só variações: logo, — 1 0 é o 
limite das raizes negativas. Experimentando os números 1 e 10, 
este último só dá permanências: e portanto 10 é o limite das 
raizes positivas. 

Assim temos 

» 
f\x) r\x) r\x) r(X) 

( - 1 0 ) — + — + — + 5 var. 

( - 1 ) 4 4 — 4 — 4- 4 var. 

(0) — — + — — 4 3 var. 

(1) — + + — 4- 4- 3 var. 

(10) 4 + -4 + 4 4 0 var. 

No intervallo entre — 10 e — 1 ha uma raiz real; outra entre 
— 1 e 0; entre 1 e 10 estam indicadas tres, que podem ser todas 
reaes, ou uma real e duas imaginárias. 

Os índices entre (1) e (10) são 

3 , 2 , 2 , 1 , 0 , 0 ; 

o primeiro egual a 1 corresponde a fr'(x), é seguido por zero e 
precedido por 2. Applicando a regra do n.° anterior ás funcçôes 
correspondentes 

f"(x) , f"'(x) , / > ) > -

achamos/ -" (1)=30, f"<{\)= 156, / p " (10 )=15150 , 
em valores absolutos; e porque é 

3 0 , \ 5 1 5 0 

156 ' 5 1 3 6 < 1 ' 
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concluímos que aquelles limites são muito desviados. Antes de 
substituir números intermédios, examinaremos se f"(x) e f'"(x) 
teem algum divisor commum; verificamos que não. 

Substituindo então nas funcções números comprehendidos 
entre 1 e 10, teremos 

f(x) f'(x) f'\x) f'»(x) r\x) r(x) 

(1) — + + — + + 3 var. 

(2) — + — — + + 3 var. 

(3) — — — + + + 1 var. 

( 1 0 ) + + + + + + 0 var. 

Entre 1 e 2 não ha raizes; devemos pois procurar as tres raizes 
entre 2 e 10. Comparando estes dois limites, encontram-se os ín-
dices 

3 , 2 , 1 , 1 , 0 , 0 . 

O primeiro egual a 1 é precedido por 2, como deve se r ; mas 
não é seguido por 0, e devemos portanto div idir immediatamente 
o intervallo. Para isso substitue-se o numero 3, que dá duas 
novas linhas de índices; e entre 3 e 10 os índices são 

1 , 1 , 1 , o , 0 , 0 , 

por onde sè que neste intervallo ha uma raiz da proposta. Entre 
2 e 3 os índices são 

2 , 1 , 0 , 1 , 0 , 0 ; 

o primeiro egual a 1 é seguido por 0, e devemos applicar a este 
intervallo a regra do n.° anterior. Ora é 

f(2) = 2 1 , /"(2) = 3 0 , /"(3) = 3 2 , f\3) = 4 3 , 
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abstrahindo dos signaes; e sendo 

3 0 4 3 

concluímos que sào imaginárias as duas raizes indicadas entre 2 
e 3. A separação está feita. 

Exercícios. 

53. ar* — 4a-3— 3a;+ 23 = 0: limites O e 10; na passagem por zero per-
dem-se duas variações (regra do signal duplo); na pas>agem por » = 1 não 
se perde nenhuma; uma raiz entre 2 e outra entre 3 e 10. 

74 . x'J -f ar* + x- — 23a;—36 = 0: limites —10 e 10; separam-se as 
raizes com os números — 2, — 1, 0, I. 

75 . a*— 12a~+60a;í+123a:-, + 45t)7x— 89012=0: limites —10 e 10; 
separam-se as raizes com os numeros —l, 0, 1. 

76 . & — 10x3+6a; + l = 0 : limites —10 e 10. Separar as raizes. 

C A P Í T U L O V . 

Cálculo das raizes incommensuraveis. 

178. Seja a proposta f(x) = 0, desembaraçada de raizes com-
mensuraveis e sem raizes eguaes; supponhamos que são conhe-
cidos dois numeros a e | 5 > «, entre os quaes está comprehendida 
uma raiz irracional x\ d aquella equação, e representemos por y 
um numero > <* e < (3. Fazendo x = y em f(x], pelo signal do 
resultado saberemos se a raiz procurada x\ fica entre a e y ou 
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enlre y c (3; e o novo intervallo virá substituir o primeiro nas in j 

dagações subsequentes. Proseguindo da mesma maneira, iremos 
estreitando os limites, isto é, obtendo números cada vez mais pró-
ximos do valor da raiz. 

Este processo, muito laborioso, torna-se impraticável depois 
das primeiras approximaçôes e não se emprega senão para deter-
minar os primeiros algarismos de dizima. Continua-se depois o 
cálculo por méthodos mais expeditos, que vamos expôr. 

17». Mélhodo de Newton. — Supponhamos que pelo processo 
de substituições reconhecemos que a raiz x\ fica entre dois li-
mites a e |3 > a, cuja differença é uma pequena fracção; seja y 
um numero > ar e < |3 e façamos ar] = y 4- h. A quantidade li será 
dada pela equação f(y + h) = 0, ou 

m + W ) + % r w + • • • • + * ! f n (7)=o • 

Ora, por hvpóthese, h é menor que a pequena fracção p.— a, 
e portanto A2, li3, . . . hn são quantidades muito pequenas em 
comparação de h; o mesmo poderá dizer-se dos termos que teem 
estas quantidades por factores, visto que na equação precedente 
os denominadores são números maiores que 1. Suppondo pois 
que podemos desprezar estes termos, isto é, contentando-nos em 
primeira approximação com os algarismos em que elles não in-
lluem, teremos, para determinar h, a equação / ( j ) -f lif'[y) = 0, 
donde 

Teremos assim um valor approximado de x\, que designaremos 
por 
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com este valor obteríamos, pelo mesmo processo, uma segunda 
approximaçâo, 

7 L ~ R I Y I R 7 I 

e assim por deante. 
Estes resultados nem sempre representam uma approximaçâo 

progressiva, e o méthodo tem de ser cautelosamente, empregado. 
Evidentemente as últimas expressões presumem que f ( y ) , /'(71), 
etc., sào diiFerentes de zero; e estando os números 7, 71, etc., 
comprehendidos entre a e (3, só podemos assegurar que aquella 
condição se verifica, quando neste intervallo não se encontra raiz 
alguma da equação f ( x ) = 0. Por este motivo devemos previa-
mente estreitar os limites, até chegar a dois taes que entre elles 
não haja raiz alguma d'aquella equação; e neste caso existirá 
no intervallo considerado uma só raiz da proposta, segundo o theo-
rema de Rolle. 

Applicando este méthodo á equação 

facilmente se verifica que ella tem uma raiz entre 2 e 2 ,5 ; fa-
zendo x — 2,2 , vê-se que a raiz fica entre 2 e 2 ,2 , não podendo 
differir de 2 ,1 em mais de 0 ,1 . Façamos então 7 = 2 , 1 ; teremos 

fíy) 0,061 
7 , - 7 - ^ = 2 , 1 - ^ ^ = 2 . 0 9 4 6 , 

e a raiz procurada fica entre 2 e y j . Na segunda approximaçâo 
teríamos 

4 V 

7i ="= 7i - lííA = 7i - 0 , 0 0 0 0 4 8 5 2 - 2 , 0 9 1 5 5 1 4 8 . 
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A primeira approximaçào deu y\ = 2 , 0 9 4 6 ; sabemos que a 
raiz fica entre 2 e 2 , 0 9 4 6 , sem sabermos de qual d'estes limites 
ella se approxima mais. Só a segunda approximaçào nos mostra 
que o último algarismo do segundo limite está errado por 
excesso. 

ISO. O méthodo newtoniano é incompleto, Não pode 
appiicar-se indiferentemente a qualquer dos dois limites, nem 
determina o grau de approximaçào de cada resultado. Estas 
duas questões foram consideradas por Fourier que as resolveu 
do modo seguinte: 

I. Pelo que fica dito no n.° antecedente, devemos come-
çar pela separação das rnizes e estreitar cada intervallo até que 
entre os respectivos limites não haja raiz alguma da equação 

/ » « O . 
Depois estreitaremos ainda os limites, se fòr necessário, até 

que a equaçào f " ( x ) = 0 não tenha entre elles raiz alguma. É 
possível realizar esta condição pelo processo indicado para as raízes 
da equação / ' ( # ) = 0, excepto quando a proposta e f ' ( x ) = 0 ti-
verem uma raiz commum no intervallo considerado; mas neste 
caso haverá um divisor <f(x) commum a f(x) e f'[x), e em vez 
da equação dada resolveremos as duas mais simples 

por onde se vè que podemos sempre suppòr que os tres primei-
ros índices de Fourier , em cada intervallo, são 

1 , 0 , 0 . 

Nestas circumstancias procederemos á approximaçào sem 
incertezas, como vamos ver. Para fixar idêas, supponhamos que 
a e 3 > a são os limites da raiz procurada x \ , e que os primeiros 
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signaes das duas linhas (a) e (?) são 

f ( X ) f ( x ) r<(x) 

(«) + - + 
1 0 0 

(?) - - + . 

Pondo X\ •= a + h, viria 

f ( l l + h) = f(ai) + hl'(* + ih) = 0 , 

donde 

f1 (a + 6/t) 1 /»(«-r ÕA) ' 

com Ô positivo e < 1 . Ora /"(a) e / ' ( a ) teem signaes contra-
i a ) 

rios, e portanto é v , s t o <lue /* («) não muda de 

signal em todo o intervallo; mas f" (x) 6 positiva, e portanto 
f (x) e crescente, desde x = a até x = [1: logo será 

e teremos simultaneamente 

/"(a) 
a l = 0 H 7rr\>01' *1<X1 • 

— I [<*) 

Assim o novo limite aj é mais próximo de x\ do que a, e 

no mesmo sentido; por onde viriam agora as duas linhas de 

19 
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signaes 

f ( x ) f ( x ) f"(x) 

(ai) + - + 

1 O 0 

(?) - - + 

exactamente com a disposição anterior. Applicando o mesmo 
raciocínio aos limites aj e P, teríamos na segunda approximaçâo 

f I ^ 
»2 = ai H 7rr~\ > a t» « < . 

Empregando indefinidamente o mesmo processo obteríamos 
uma successão de números 

a» ai a j , . . am , am-|-i,. . 

crescentes e menores do que a raiz procurada. 
Se, porém, tivessemos feito x\ = jü — k, donde 

m - M - w - o . i - j g b j . 

n3o poderíamos affirmar que 

Pi-J» n p ) . 

fosse mais proximo de x\ do que (3 e no mesmo sentido. Com 
effeito, é Pj < P porque f{(3) e /"(P) teem o mesmo signal; mas, 



RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES. 2 9 1 

por ser f'(x) positivo, é f ( x ) crescente em todo o intervallo, e 
portanto 

Í / T ( P ) l < l / f ( P - e , * l : 

logo é Pi < x \ , e o novo limite é em sentido contrario do antigo; 
podendo até ser (3j < a. 

Porém, se na expressão de li substituirmos o denominador 
por f (a), notando que, por ser f (x) negativa e crescente, é 

teremos 

/ («0 

com o limite pi teremos, pois, as duas linhas de signaes 

f ( x ) f ( x ) f'{x) 

(a.) + - + 

1 0 0 

(PO - - + 

exactamente com a disposição anterior. Applicando o mesmo 
raciocínio aos novos limites, teriamos 

/"(Pi) 

n« i) 

e empregando indefinidamente o mesmo processo formaríamos 
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uma successào de números 

3» 3j» Pí». • Pm» Pm+1.. • • 

decrescentes e maiores do que a raiz procurada. Finalmente as 
duas series («) e (|3) definem o numero ineommensuravel que é 
raiz da proposta. 

Repetindo a mesma discussão nos casos correspondentes ás 
outras t res disposições possíveis dos signaes, a s a b e r : 

1 ' + + - . . J * + + + • • • ( ' 

concluiriamos que a regra de Newton se deve applicar áquelle 
dos dois limites que, substituído por x em f ( x ) e f1'(x), dá 
resultados do mesmo signal. A esse numero chamou Four ier 
limile exterior, nome extrahido da representação geométrica do 
problema ; designando-o sempre por a, e o interior por b, os 
números 

serão dois novos limites, mais próximos do que os primeiros. 
Nesta notação b pode ser > ou < a. 

Pelo mesmo processo calculariamos outros dois limites a ' 
e b"; se a era o limite exterior da primeira approximação, o 
limite exterior na segunda será 

M 

r («) 

como já dissémos. 
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II. Seria laborioso calcular os dois limites a! e b'; vamos 
ver que basta calcular um d'elles, o de Newton, por exemplo. 

1.° Subtrahindo membro a membro as expressões de a' e b', 
fazendo b — a*>--d, b' — al = dl, vem (n.° 114) 

fjl , f(a + d ) - f ( a ) _ ./"(a + M) 
= m ~ m ã T ' 

Como / " ' ( a - f ô d ) tem o mesmo signal que f(a), porque a é 
limite exterior (I), aquella funcção terá signal contrário ao de 
/ " (a ) se é a < 6 , e entào é também d> 0 e <Z'>0; inver-
samente, se fôr a >b. Para fixar idéas, nesta discussão conside-
raremos o caso a<b, e portanto a ' < 6 \ etc. ( I ) ; os resultados 
seriam os mesmos na outra hypótbese, como facilmente se 
reconhecerá. 

2.° Comecemos por estreitar o intervallo primitivo de modo 
que f"(x) seja crescente ou decrescente entre os limites consi-
derados, como já fizemos para f1 (x); então os quatro primeiros 
índices serão 

1, 0 , 0 , 0 . 

Considerando só valores absolutos, representemos por f {B) 
o maior dos dois números f" (a) e f" (6) e por /"'(«) o menor dos 
dois f \ a ) e f(b); será 

f"( B) 

2 / ' (« ) 
> 

\f"(a + M) 

2 f'(a) 

e, em vez dos limites antecedentes (1.°), poderemos tomar estes 

sendo x'<b' (1.°) 

a — a 

b' = a' + d2 

M 

r ( p ) 
2 /"(«) 
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3." Para determinar com exactidão o algarismo do quociente, até 
onde havemos de levar a divisão de f{à) por f[a), tomemos a unidade 
decimal immediatamente superior ao valor absoluto do quociente 

de modo que, se este quociente for 0 , 0 2 3 . ., essa uni-
2 / (a) _ 1 
dade decimal será 0 ,1 ; em geral, seja a sua expressão 

podendo k ser positivo, negativo ou nullo. Seja também, segundo 
1 1 

a notação adoptada, d= ——, donde d4 = —-r-; a.differença dos 
IO" IO1" 

limites a' e 6' será menor que 

1 

Í Õ S + F • 

Por outra parte, sendo por hypóthese a<b e portanto também 
a <a?i , é claro que nos afastaremos do valor de x\ tomando o 
quociente procurado por defei to; ao contrário, tomando esse 
quociente por excesso mas com erro inferior a uma unidade da 
ordem decimal 2n + lc, accrescentamos ao valor exacto de o' 

uma quantidade que não pôde ser maior que ^ ^ e teremos 

um novo limite que, por maioria dc razão, se afasta da raiz 
numa quantidade menor que uma unidade decimal d'aquella ordem. 

Calcularemos portanto o quociente da divisão de f(ci) por 
f (a) até o algarismo de ordem 2n + k inclusivamente, e ' jun-
tando uma unidade a este algarismo teremos o novo limite. 

4.° O signal do resultado da substituição de x em f ( x ) pelo 
numero assim obtido indicará se este numero é maior ou menor 
que a raiz. No primeiro caso tiramos uma unidade ao seu último 
algarismo para termos o limite inferior a" e aquelle mesmo 
numero será o limite superior b" ; no segundo caso elle será o 
limite inferior a", e juntando uma unidade ao seu último alga-
rismo teremos o limite superior b". Em qualquer das hypotheses 
será 
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applicando o mesmo méthodo a estes novos limites, acharemos 
outros dois cuja differença será 

0 a ioin+3* ' 

e assim por deante. 
Para se obter por este processo a convergência regular e 

rápida das approximações successivas, é necessário que seja 
2n + k > n ou n> — k, isto é, n > 1 — k; se esta condição não 
se verificar, estreitaremos mais os limites. 

Pode acontecer que o valor de k, que suppozemos constante, 
augmente em alguma das operações; mas neste caso só ha a 
notar que a approximação se tornará então mais rapida. 

181. Exemplo. — Appliquemos estes princípios á equação 
do n.* 1 7 9 ; as funcçôes de Fourier são : 

[' (x) = 3íc? — 2 , 

f"(x) = 6 x , 

f"(x) = 6 . 

Com os números da progressão décupla temos 

f ( X ) , f ( x ) , f"(x), r"(x) 

( - 1 ) - + 

í«0) " -
(0) -

f (>0 

(1) - + 

(10) + + 

— + 
— + 
0 + 
+ + 
+ + 
+ + 
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Ha duas raizes indicadas entre — 1 e O, e uma entre 1 e 1 0 ; 
aquellas são imaginárias, por ser 

I / • ( - ! ) ! = *. If ( - 1 ) 1 = 1 . |AO) 1 = 6, i r ( 0 ) | = 2 , 

e — + — maior que a differença 1 dos limites. Quanto á raiz 

real, para obter dois limites que a comprehendam e cuja diffe-
rença seja uma unidade da ordem do seu último algarismo, 
substituiremos nas funcções precedentes números da ordem 
natural que darão 

Aquella raiz fica, pois, entre 2 e 3 ; e a linha dos índices mostra 
que podemos desde já proceder á approximaçâo. Mas, dividindo 

18 
o maior valor de f [x) pelo menor de 2 f (x), achamos—- = 0,9 

e a unidade de ordem immediatamente superior ao primeiro 

algarismo d'este numero é 1 = ——; donde resulta /c = 0. Por ° i n/i 

outra parte, a dilTerença 1 dos limites dá n = 0; isto é, a condição 
n ^ l — k não 6 satisfeita e devemos estreitar mais o intervallo. 

Fazendo então x = 2 e a; = 2 ,1 , temos 

4 . 5 

3 . . . 

2 . . . 

A « ) . , f'(x), M . f » 

+ + + 
1 0 0 0 

+ + 4- + . 

/"(•>-•) . / » - / » . / " " ( * ) 

2. . . 

2,1. 

+ + + , 
+ + + + ; 
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logo a raiz fica entre 2 , 0 e 2 , 1 . A differença dos novos limites é —, 

donde n = 1; o maior dos valores de f''(x) dividido pelo menor 
12,6 

dos valores de 2 f ' í x ) é —— = 0 , 6 3 ; a unidade immedia tamente 

20 
superior ao primeiro algarismo do quociente 6 1 e portanto k—0: 
logo será n = 1 —k, o que indica que podemos proceder á appro-
ximação sem estrei tar mais os limites. 

Ora , o limite exterior é o maior 2 , 1 e a primeira approxi-
mação dá 

a . o M i . 

' /"'( 2 , 1 ) 1 1 , 2 3 ' 

devemos levar a divisão até o algarismo decimal da ordem 2n + k. 
isto até centesimas, e augmentar o último algarismo com uma 
unidade. Mag é 

0 , 0 6 1 _ 

e portanto o numero a subtrahir de 2 , 1 é 0 , 0 1 , o que dá o 

primeiro valor approximado 2 , 0 9 com erro inferior a -Jqí* 

Não sabemos, porém, qual é o sentido d'este erro ; substi-
tuindo x por 2 , 0 9 em fyx), acha-se — 0 , 0 5 0 6 7 1 e o signal d 'este 
resultado mostra que a raiz fica entre os novos limites 2 , 0 9 e 

1 
2 , 1 0 . A differença --— d'estes dois numeros dá n — 2 e a appro-

ximação seguinte deve ir até á quarta casa de dizima. 
Continuaremos pois a divisão de 0 , 0 6 1 por 1 1 , 2 3 até esta 

ordem, o que dará 0 , 0 0 5 4 ; e teremos para segundo valor 

approximado 

2 , 1 0 - 0 , 0 0 5 5 = 2 , 0 9 4 5 , 
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1 
com erro inferior a —. Mas / ( 2 , 0 9 4 o ) = — 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 1 3 7 5 ; 

o signal d'este resultado mostra que a raiz é > 2 , 0 9 4 5 , e fica 
entre os novos limites 2 , 0 9 4 5 e 2 , 0 9 í t í , dos quaes o segundo 
é exterior. 

Na approximaçâo seguinte teríamos 

- 2 , 0 9 4 6 . K V » " * 
f(2,0945) 

devendo levar a divisão até o oitavo algarismo da dizima, por 
ser n = 4. Continuando assim, Fourier cm mais duas approxi-
maçòes acha o valor da raiz com 32 algarismos exactos de 
dizima. 

Por este exemplo se vê que as operações mais trabalhosas 
são duas : as substituições de x por números compostos de 
muitos algarismos, e as divisões. Fourier simplificou uma e ou t ra ; 
a primeira, aproveitando em cada approximaçâo os cálculos da 
approximaçâo anterior, por um processo fundado na fórmula de 
Taylor; a segunda, considerando em cada divisão parcial somente 
os algarismos do divisor indispensáveis para dar com exactidão o 
algarismo correspondente do quociente. 

1 8 2 . Méthodo de Horner. — Supponhamos que são conhecidos 
dois limites, suficientemente proximos, que comprehendem uma 
raiz da proposta f(x) = 0 ; sejam a. e « 4- u estes limites, sendo 
u uma unidade da ordem de a. 

Transformemos a equação pela relação y — x — x; a transfor-
mada /i (y) = 0 terá uma raiz entre 0 e u. Para a determinar 
approximadamente, supprimimos os termos com as potencias 
de y superiores á primeira ; fica assim a equação incompleta 

ky+l 0 , 

u 

que dará para y um valor comprehendido entre «' e a' + —, 

sendo a' de ordem decimal immediata a 
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Transformando novamente a equação f\Qj) = 0 pela relaçSo 
u 

z = y — tx', a equação / j (z) = 0 terá uma raiz entre 0 « - ; 

determina-se approximadamente esta raiz, resolvendo a equação 
que se obtém egualando a somma dos dois últimos termos de 
f i ( z ) a zero. 

Continuando estas operações, levaremos a approximação até 
onde fôr necessário. Como cada algarismo é dado por uma 
equação incompleta, pode acontecer que o valor assim obtido 
esteja errado por excesso ou por defeito. 

O primeiro caso será indicado pela mudança de signal do 
termo conhecido da transformada seguinte. Com eífeito, suppo-
nhamos a! errado por excesso; o valor de y estará entre 0 e a 

u 
e não entre a e a' + —; de modo que f\ (0) e f\ (a') terão 

signaes contrários. Ora f\(0) é ' o termo conhecido de / i ( y ) = 0; 
f\ (a') é o termo conhecido de /à (z) = f\(z + a') = 0 : o que 
justifica a proposição enunciada. 

Se a' fòr errado por defeito, a approximação seguinte o 
indicará, dando um numero maior de 9 unidades da classe 
immediata. Se tivermos achado para a' 0 ,4 em vez de 0 ,5 , a 
transformada seguinte, que ha de dar o algarismo das centesimas, 
determinará um numero maior que 9. 

Appliquemos o méthodo á mesma equação 

x 3 — 2a: — 5 = 0 . 

A proposta tem uma raiz entre 2 e 3; a transformada em a; — 2 
resulta (n.° 86) do seguinte quadro dos coeficientes: 

1 0 - 2 - 5 

2 . . 1 2 2 - 1 

1 4 10 

1 6 
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e é 

+ 10a, - 1 = 0 , 

com uma raiz comprehendida entre 0 e 1. Os dois últimos 
termos dào 

1 0 a : - l = 0, 35 = 0 ,1 , 

o que indicará uma raiz da transformada, comprehendida en t re 
0 , 1 e 1. 

Formemos a nova transformada em « — 0 ,1 : 

1 6 10 — 1 
0 , 1 . . . 1 6,1 10,61 0 ,061; 

por onde se vê, sem continuar a operação, que o valor prece-
dente está errado por excesso, visto que o termo conhecido 0 , 0 6 1 
da transformada tem signal contrário ao do termo conhecido— 1 
da equação precedente. Vejamos então se aquella raiz estará 
entre 0 , 0 9 e 0 ,1 ; a transformada será 

1 6 10 - 1 

0 , 0 9 . . . 1 6 ,09 1 0 , 5 4 8 1 - 0 , 0 5 0 6 7 1 

1 6 ,18 1 1 , 1 0 4 3 

1 6 , 2 7 

a;3 + 6,27a;- + 11,1043a;— 0 , 0 5 0 6 7 1 = 0 . 
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Os dois últimos termos dào 

5 0 6 7 1 

* = Í T T Õ 4 3 Õ Õ = 0 ' 0 0 4 - - - ; 

e a nova transformada em x — 0 , 0 0 4 será 

1 6 , 2 7 1 1 , 1 0 4 3 - 0 , 0 5 0 6 7 1 

0 , 0 0 4 . . . 1 6 , 2 7 4 1 1 , 1 2 9 3 9 6 - 0 , 0 0 6 1 5 3 4 1 6 

1 6 , 2 7 8 1 1 , 1 5 4 5 0 8 

1 6,282 

ÍC3 + 6 ,282a^ + 11 ,154508a ; — 0 , 0 0 6 1 5 3 4 1 6 = 0 . 

Os dois últimos termos dão 

6 1 5 3 4 1 6 

1 1 1 5 4 5 0 8 0 0 0 U ' U U U 5 

e a transformada ém a — 0 , 0 0 0 5 será 

1 6 , 2 8 2 1 1 , 1 5 4 5 0 8 - 0 , 0 0 6 1 5 3 4 1 6 

0 , 0 0 0 5 . . . 1 6 , 2 8 2 1 1 , 1 5 7 6 4 9 - 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 1 

1 6 , 2 8 2 1 1 , 1 6 0 7 9 0 

1 6,282 

a 3 + 6 , 2 8 2 r * - f 1 1 , 1 6 0 7 9 ^ — 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 1 =0 , 



3 0 2 LIÇÕES DE ALGEBRA.. 

0 . 0 0 0 5 7 4 5 9 1 
donde x = — . , — = 0 , 0 0 0 0 5 1 4 . Reunindo finalmente 

1 1 , 1 6 0 7 9 
os resultados obtidos, acha-se para valor da raiz real da proposta 
o numero 2 , 0 9 4 5 5 1 4 , com 7 decimaes exactas. 

183. Méthodo de Lagranye. — Lagrange obtém as raizes 
positivas das equações em forma de fracção contínua, pelo seguinte 
processo. 

1.° Supponhamos que a proposta f[x) = 0 tem uma só raiz 
entre dois inteiros consecutivos a e a + 1 ; façamos 

1 
x = a + — 

A equação transformada terá só uma raiz maior que 1, e a 
substituição de números inteiros mostrará que essa raiz fica 
entre a\ e ai + 1, ou 

1 
x\ a\ -4- — : 

e assim por deante. 
2.° Se houver mais de uma raiz entre a e a + 1 , suppo-

nhamos que chegamos a determinar um intervallo tal, que entre 

,. . h h+1 , . 
os limites — e haja uma só raiz da proposta. Faremos 

m m 
y = mx, e a transformada 

m = o 

terá uma só raiz entre os inteiros k e k+ 1, que determinare-
mos como no primeiro caso (Résolution des Equations numé-
riques). 

184. Méthodo das partes proporeionaes. — Supponhamos que 
a raiz flj da proposta f(x) = 0 está separada entre os limites " e 
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fS > a ; fazendo x\ = a -j- h e x\ — p — A\ teremos 

, /(a) = — hf'(xi) + ^ /""(®i) — • • 

12 

Suppondo fc e A quantidades tào pequenas, que não seja neces-
sário conservar no cálculo a 2." potencia d'estes números, nem 
as suas potencias superiores á 2. a , teremos, por ser f(tti) = 0, 

/ ( « ) = - A / > l ) , fQ)=kfi(Xi) , 

donde 

/"(«) li X\—a 

Esta expressão será tanto mai< exacta, quanto mais próximos 
forem os limites; d'ella se tira 

M«)-«AP) tt | (3-«)/(«) 
1 ~ A«)-AP) ~ A«W(P) ' 

Representando por 6 este valor approximado de x j , tomamos 
.agora para intervallo («6), ou (6(5), e applicamos-lhe novamente a 
mesma fórmula. 

Por exemplo, seja a equação 

f(x) = x * - 4 z - - 2 x + 4 = 0 , 
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e procuremos a raiz comprehendida entre 4 e S. Temos 

« = 4 , /"(«) = - 4 4 
^ = 4 + = 4 > 2 

p = 5 , / • (p )= 19 23 

approximadamente. Depois 

« = 4 , /•(«) = - 4 0 ,8 

[3 = 4 ,2 , A» = - 0 , 8 7 2 * 3 , 1 2 8 ^ 4 ) 4 5 ' 

em terceiro logar 

« = 4 , 2 , /"(«) = — 0 , 8 7 2 0 , 0 5 x 0 , 8 7 2 

P = 4 , 2 5 , f($) = 0 , 0 1 5 6 2 5 * = ' + 0 , 8 8 7 6 2 5 ' 

ou « = 4 , 2 4 9 1 ; finalmente 

« = 4 , 2 4 9 1 , f(a) = - 0 , 0 0 0 7 3 6 6 7 , 
P = 4 , 2 5 , / • (p )= 0 , 0 1 5 6 2 5 , 

• , • 0 , 0 0 0 9 x 0 , 0 0 0 7 3 6 6 7 
. = 4 , 2 4 9 1 + Õ7ÕT636Í67 

= 4 , 2 4 9 1 4 0 5 0 . 

E assim por deante. 
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C A P Í T U L O VI . 

Raizes imaginárias. 

185. Dada a equação f(z) = 0, de coefficientes reaes ou 
imaginários, a determinação das suas raizes imaginárias faz-se 
depender do cálculo das raizes reaes de outras equações de 
coefficientes reaes. Com effeito, se fizermos z — x + iy, sendo x 
e y variaveis reaes, a proposta torna-se em 

f(x + iy) = fi (x,y) + ifc (x,y) = 0 , 

onde f\ [x,y) e fe (x,y) são funcçôes de coefficientes reaes. O 
módulo de f(x+iy), ou a raiz quadrada de 

não poderá ser zero sem que seja 

f{ (x,y) = 0 , fi (x,y) = 0 ; 

portanto se a bi for uma raiz da proposta, estas equações 
terão a solução cominum x = a, y = b: e reciprocamente. 

Se x e y forem coordenadas rectangulares, as equações 
f\ = 0, [i(x,y) = Q representam duas curvas; a e b são as 
coordenadas de um ponto commum á ambas ellas. A resolução 
da proposta equivale à determinação de todos estes pontos 

20 
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communs, que por este motivo se chamam pontos raizes ; cada 

um d'elles define o imaginário correspondente a-{ bi. 

1 8 0 . Lemma. — Façamos, por brevidade, 

/i (*•») = P , fi (x,y) = Q 

e portanto 

/•(*) = P + iQ = 0 ; 

seja zo = a-{-bi uma raiz d'esta equação e c o ponto raiz corres-
pondente. 

Descrevamos do ponto c como centro, e com o raio r, uma 
circumferencia que não passe por 
nenhum ponto raiz da proposta ; 
designemos por x e y as coorde-
nadas de um ponto m d'esta cir-
cumferencia. As coordenadas 
d este ponto,relativamente a eixos 
tirados por c parallelamente ao 
systema dado, seriam rcos<p e 
r sen sendo ç o angulo do raio 
cm com o eixo dos x ; as coorde-
nadas do mesmo ponto relativa-
mente aos eixos propostos serão 

x = a -f r cos ? , y = b -j- r sen <p , 

donde 

; = .r -f- iy = bi) -j- r (cos 9 + i sen ç) 

= ;o + r ( c o s ¥ + 1 s e n ?) • 

Suppondo, em geral, que o ponto raiz c é de ordem p de 
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multiplicidade, e desenvolvendo pela fórmula de Taylor, teremos 

f[z) = f[zQ + r (cos j» + i sen <}-)] 

fP [z ) 
= rP (cos/xp + i sen p<p) ^ ° 

fP+Hzn) 

+ rv-f 1 [cos [p 4 - 1 ) ? •+ i sen (p + 1) ? ] + ••• 

Pondo, em geral, 
fk rz \ 

l~i = rk (cos ak + i sen ak ) , 

para todos os valores de k desde p alé n, teremos pela fórmula 
de Moivre, 

f\z) = rp rP [cos(fp 4 ) 4 i sen (/J<p 4 «p)] 

+ rp+l rP4 ' [cos [(/> 4 1)? + "p+i] + isen[(p+ 1 ) ? 4 a , ; + l ] ! 

4 etc. 

= P f iQ . 

Assim, teremos 

P = rp rP cos (pt+ «,,) + irf>41 cos[(p + 1 )y -j- a / ( + 1 ] - [ -e tc . , 

Q — rpfP sen (p* 4-<*p) + rp+i rP i 1 s e n [ ( p + l ) ç + * P +i ] + etc. , 

P _ rp cos (p<f 4 ap ) 4 r^-j-i r cos [ (p 4 1) 9 4 «p+ij 4 • • _ 

Q r í ) s e n ( p ? 4 « j J ) 4 r p + i r s e n [ ( p + l ) ç 4 a p + i | ' 

e suppondo r tão pequeno, que o numerador e o denominador 
tenham o signal dos seus primeiros termos, o signal do quociente 
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será o mesmo de 

cot (p-if + I 

Posto isto, o angulo <f> varia desde O até 2w, quando o 
ponto m descreve a circumlerencia ; portanto o angulo p<f. + cnp 

varia desde ap até 2p ~ + ap , e este intervallo comprehende p 
circumferencias. Ora é sabido que num intervallo de 4 ângulos 
rectos a cotangente se annulla duas vezes passando de positiva a 
negativa, e duas vezes se torna infinita passando de negativa a 
positiva ; portanto em lodo aquelle intervallo a cotangente passa 2p 
vezes de positiva a negati\a, annullando-se. Notemos que em cada 

P 
ponto m o valor de — é determinado, visto que, por hypothese, 

a circumlerencia não passa por nenhum ponto ra iz : o que equi-
vale a suppor o seu raio menor que a distancia do ponto c a 
qualquer outro ponto raiz da proposta. 

L o g o : quando a variavel z descreve uma circumferencia ou 
um contorno fechado, su/ficientemenle pequeno em volta de um 

P 

ponto raiz do grau p de multiplicidade, o quociente — annulla-se 

2p vezes passando de positivo a negativo. 

187. Theorema de Cauchy. — Tracemos no plano um con-
torno fechado, que não passe por nenhum ponto raiz da equação 

/ l » = P + iQ 0 ; 

o theorema de Cauchy enuncia-se nos seguintes t e rmos : 
Percorrendo este contorno sempre no mesmo sentido, represen-

tando por k o numero de vezes que em uma revolução inteira o 
P 

quociente - se annulla, passando de positivo a negativo, e por k' 

o numero de vezes que elle se annulla, passando de negativo a 
positivo, a differença ô = k— k' é egual ao dobro do numero de 
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raizes eguaes ou deseguaes comprehendidas no interior do mesmo 
contorno. 

Em dois contornos taes como ACBA e ABDA podemos 
supprimir a parte commum AB 
e tomar o valor de 8 só para o 
contorno exterior. 

Com effeito, se o primeiro 
contorno for percorrido de A 
para C, aquella parte commum é 
descripta no sentido de B para A, 
emquanto que no outro contorno 
o mesmo arco é descripto no sen-

P 
tido opposto. Se o quociente — 

passa um certo numero de vezes 
de positivo para negativo quando 
se procede de B para A, passa egual numero de vezes de negativo 
para positivo quando se procede inversamente de A para B, e esta 
parte não virá a influir na dilTerença O mesmo succederá com 
as partes communs de maior numero de contornos, adjacentes 
dois a dois. 

Posto isto, dois casos temos a considerar, conforme o 
contorno considerado não contém pontos raizes ou vice-
versa. 

caso. Seja o contorno ACBD. Não pode ser simultanea-
mente P = 0 e Q = 0, visto que este contorno não passa por ne-
nhum porito raiz; mas pode haver pontos em que uma das funcçôes 
P ou Q se annulle isoladamente. Dividamos aquella área em partes 
taes, que cada uma não contenha 110 seu interior ou no seu con-
torno ponto algum ein que seja P = 0 ou ponto algum em que 
seja Q = 0. No contorno parcial, onde nunca é P = 0, o quociente 
P 

-• não passa por zero e é & = 0. Naquelle em que nunca é Q = 0, 

o denominador n3o muda de signal e a fracção só poderá mudar 
de signal passando por zero; mas depois de ter percorrido todo 

P . . 
o contorno, a fracção - torna ao seu primeiro valor, em gran-
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deza e srgnal. É portanto evidente que, se ella passou n vezes 
de positiva a negativa, passou o mesmo numero de vezes de ne-
gativa a positiva e será ainda & = 0. 

2.° caso. Supponhamos que o contorno contém uma raiz do 
grau/) de multiplicidade ; seja ABCD a área dada e a o ponto raiz. 
D'este ponto como centro descreva-se uma circumferencia E F G 

de raio tão pequeno quanto ;se 
quizer. e tracemos os arcos DF 
e BG ; teremos assim tres con-
tornos, ABED, E F D C B G E e a 
circumferencia G F E . No pri-
meiro e no segundo é á = 0, 
pelo primeiro caso ; no último 
é, pelo lemma, k = 2p, k1 = 0, 
£ = 2p. Assim o excesso 5 nos 
tres contornos é 2p, e terã o 
mesmo valor para o contorno 
externo ABCD, que resulta da 
reunião dos tres precedentes. 

Se na área fechada polo contorno se contivessem mais pontos 
raizes, dividiríamos esse espaço em outros, com uma só raiz em 
cada um. O theorema seria applicavel a cada um dos contornos 
parciaes, e portanto também ao total. 

1 8 8 . Separação das raizes imaginárias. — Consideremos, para 
mais simplicidade, um contorno rectangular fechado por duas rectas 
parallellas ao eixo dos y 

AB . . . (-c = x0) , Cl) . . . 0? = Z|) , 

e outras duas parallelas ao eixo dos x 

AD . . . (y y0) , BC . . . (y = yx) ; 

seja s - x + iy, f(z) P ; iQ 0, P - / * , (x, y), Q = ft (x, y ). 
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Para os lados BC e AD é y constante e x varia de XQ a XT; se 
ordenarmos P segundo as potencias decrescentes de y, aquella 
funcçào terá o signa! do seu primeiro termo para valores de y 
suficientemente grandes. Logo para yo =— e y i = = + l*> o* 
excesso 5 relativo áqueltes lados BC e AD será zero e só temos 
a calcular o excesso para os outros dois lados. 

Para AB é 

P _ f \ (% y) 

Q fifro.y)' 

onde se fará variar y desde — <x até + o o ; seja 3' o excesso 
correspondente. Para Cl) é 

P _ / i ( J | . y ) 

Q h(x i , y ) ' 

variando y de + o o a —ao visto que o contorno é percorrido na 
direcção ABCD ; o excesso para CD é egual e de signal contrário 
ao do mesmo lado percorrido em sentido opposto, e portanto, se 
este é 30, o excesso total será ô' —= 2u.. Assim pi é o numero 
de raizes contidas no contorno ; se for pi — 1, a raiz está separada 
e a sua parte real fica comprehendida entre x0 e x\ ; se for pi < 1 , 
tiraremos parallelas intermédias a AB e CD. até obtermos a se-
paração das raizes que não tiverem a mesma parte real. 

Transportando as parallelas AB e CD ao infinito, determina-
riamos semelhantemente os limites que comprehendem o coefi-
ciente de i em cada raiz. 
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C A P Í T U L O VI I . 

Resolução algébrica das equações do 3.° grau. 

189. Nos capítulos precedentes occupámo-nos da resolução nu-
mérica das equações; procuremos agora as fórmulas da resolução 
algébrica, a qual, não é possivel, em geral, além do 4.° grau. 

Toda a equação do 3.° grau a uma incógnita pôde reduzir-se 
(n.° 87, 2.°J á fôrma 

x3-\-p-x + q = 0 . 

Pondo x = y-{-Z; obtém-se a equação transformada 

(3yz+P)(y+z) + y*+z* + q = 0 ; 

e como x se pode decompor na somma de dois números por in-
finitas maneiras, podemos ainda fazer 

o que reduzirá a equação precedente a 

y 3 - f — q . 

Elevando ao cubo os dois membros de (»), esta egualdade 
e a precedente mostram que y3 e s3 são as raizes t1 e (' da 
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equação do 2.° grau 

á qual se dá o nome de reduzida ou resolvente. Os valores de y 
e z serão dados finalmente pelas equações binômias 

y 3 —í ' = 0 , s 3 - < " - 0 , 

as quaes dependem ambas da equação única w3 — 1 ^=0, ou das 
tres raizes cúbicas da unidade, que designamos por 1, a, a*. 

Ora as raizes da reduzida são 

- J L + t / ^ + P 3 . 
2 - V 4 2 7 ' 

donde, extrahindo a raiz cúbica a cada uma e sommando os re-
sultados, se deduz a fórmula de Cardan 

Para attender á multiplicidade de valores d'estes dois radicaes 

cúbicos, designemos por a e b os valores de 

Vl> e Vi correspon-
dentes ao valor 1 da raiz cúbica da unidade; teremos, em geral, 

yV = a , a a , «4a , 

V7' = b, « 6 , a*b . 

Sommando cada valor de vV com todos os de Vl'', obteem se 
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nove valores; e assim parece que se encontram nove raizes 
para a proposta do 3.° grau. Esta circumstancia provém de ha-
vermos triplicado o numero de raizes, elevando ao cubo ambos 
os membros da equação (i); e esta mesma equação servirá para 
verificar quaes d'aquellas raizes conveem ou não ao problema, 
aproveitando-se unicamente aquelles valores de t/ e z cujo pro-

P 
dueto seja egual a —. 

o 
Suppondo reaes os coefficientes da equação dada, os valores 

reaes a e 6 de / í ' e / / " satisfazem a condição indicada , bem 

como ya e a o u a 4 a e »6, visto ser a 3 = 1 . Teremos assim as 

tres raizes 

X\ = a + ó , xí = a a + Aoc2 , a?3 = aa* + ba . («) 

As outras combinações dos valores de y e z dão as raizes 

a;'j = a + 6c(, x'i = aa-\-b, x 3 = ao?ba* 

da equação t 

.r3 4- pax + q = 0 ; 

ou as raizes 

•r") = a + ba* , .r ' '2 = a a 4 - r ò , x"s = aaL + btx 

da equação 
x3 + pofix + q = 0 . 

Este méthodo é ge ra l ; no n.° seguinte se considerará par -
ticularmente o caso de serem reaes os coefficientes p e q. 

1 0 0 . As raizes da reduzida serão reaes, eguaes ou imagi-
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7 P r 
nárias, conforme a quantidade R = - y + ; r - fôr positiva, zero 
ou negativa. 

caso: R > 0 . Tomemos por a e b, como anteriormente, os 

valores arithméticos de Ml! e Ví1'; fazendo a -\-b=s, a — b = d, 

e notando que é 

as fórmulas (ii) darão a raiz real X| = s e as duas imaginárias 

_ l . ( i ± d v / = 3 ) . (49) 

2.° caso: R = 0. Será í' = ('', a = b, s = 2«^ d = 0; a pro-

posta tem todas as raizes reaes, sendo uma 2 i/t' e as outras 

duas eguaes com o valor commum — a — —/t'. 
3." caso : R < 0 . As fórmulas (ii) deixam suppôr que todas as 

raizes serão imaginárias, o que não pode ter logar (n.° Í05, 1.°); 
pelo contrário, deve presumir-se que esta circumstancia corres-
ponderá ao caso de serem reaes e deseguaes as tres raizes da 
proposta, único que falta reconhecer. Não podem ser todas reaes 
e eguaes sem que seja p = 0 e q = 0, porque a segunda derivada 
da proposta, egualada a zero, tem a raiz única x=-Q. _ 

Ora as raizes da reduzida são conjugadas; os valores y= vt', 

3/— 1 
z=y t" são imaginários, mas o seu producto yz = — —p é r ea l : 

u 
portanto y e z devem ser também conjugados. Se tomarmos para 
y os valores 

a, 4 - 6 | / - l , (a, + 6j 1)a , (a, + - 1)«* , 



3 1 6 LIÇÕES DE ALGEBIt A. 

os de z serão da fôrma 

a . - ^ v ' ^ l , ( a j - ^ V ^ T ) « , ( a , - & , / ^ 7 ) a * , 

onde b\ é différente de zero. D'aqui resulta 

Xi = ai + 6 t 1 + a\ — bx \/— 1 = 2 a j • 

= (ai + bW~\) « + («1 - 6| = - a, - 6, , 

.ï3 = (at + í»! V ^ ï ) a 2 + (ai - 6, V ^ ï ) « = - a, + 6, , 

As raizes são pois reaes e deseguaes; mas a fórmula de Gardan 
não é própria para as calcular, por vir complicada com imaginá-
rios. Esta ditüculdade está ainda sem solução, e por isso se chamou 
a este caso irreductivel. 

191. Caso irreductivel.—Para calcular as raizes, convém neste 
caso recorrer a uma transformação'trigonométrica. 

Por hypóthese, é agora 

e portanto' p < 0 ; fazendo 

por ser 

1 
2 
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será 

/ M3 q 

* = V - 2 7 ' C 0 S ? = _ 2 Ã -

Com estes valores a fórmula de Cardan torna-se em 

x = ^Â-(cos9 + t s en9 ) + ^ - ( c o s ^ —isençp) ; 

ou, desenvolvendo o radical (n.° 63, 2°) 

3 / ~ <p+2íiit 
x ^ z ^ k . c o s — - — . 

o 

Fazendo n = 0, 1, 2, veem as raizes 

x \ = 2 tyk cos , 

A ^ = Í V K C O S ^ | - + 1 2 0 O ^ , 

.•r3 = 2v / Ã cos ^ + 2 4 0 ° ^ . 

Estes valores sào reaes e calculaveis por logarithmos. 

192. Quando se conhece a raiz xt, podemos obter muito facil-
mente as outras duas, traduzindo a fórmula (49) em funcção da 
raiz conhecida e dos coeficientes da proposta. 
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Com effeito, é s = a?i e por definição d = y — z . Ora, sendo 

y3—za yM-z3 

y-z y + z 
2 yz , 

y3 

teremos 

2 7 _ - 3 g - 2 p , n 

y — z 3«i 

donde se tira 

>v * 2 7 
y-z = — = d . 

2/í .n + 3</ 

Portanto as Ires raizes serão x\ = s e 

2 n 2 /w , + 3 ? J 

1 \Z27q* + 4 p 3 , — 7 

e como a equação do 3.° grau tem sempre uma raiz real, depois 
d'ella determinada a fórmula precedente dará as outras duas, quer 
ellas sejam reaes quer sejam imaginárias. 
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E x e r c í c i o s . 

77. x3 + 6*— 7 = 0. Raizes: x = l , * = — y ( l ± 3 » / ^ ¥ ) . 

7 8 . - 2 / 3 _ + 1% — 4 = 0. Raizes: y =0,362165, y =1,318918 

± 1,761176 

79. x3 — 3x — 18 — 0. Raízes : a: = 3, x = — ~ (3 ± v/~-^13). 

3 

80 . x3 — 27x + 54 = 0. Raízes : x = — 6, x = 3, x = 3. 

81. x3 — 3x + 1 = 0. Raizes: 2 eos 40', — 2 cos 20°, 2 cos 80°. 

C A P Í T U L O V I I I . 

Resolução algébrica das equações do 4.° grau. 

1 9 3 . Para resolver a equação do 4 .° grau lia um mélliodo 
muito simples, chamado de Descartes, que se funda, como os 
méthodos de Ley e Clebsh, na t ransformação do 1° membro 
em um produclo de dois factores trinomios do 2 . ° g rau . F ran-
coeur propoz um processo análogo ao que Hudde deu para as 
equações do 3 .° g rau , exposto no capítulo p recedente ; o méthodo 
de Francoeur consiste no seguinte. 

Demos á proposta a forma 

x*+pxi + qx + r = 0 ; 

fazendo * = y - \ - z , vem 

yi + (6s"2 +p) y1 + (t4 + pz? + qz + r) 

+ 4zy3 + (4z 3 2pz + q)y = Q . 



» 
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Pela condição 

annullam-se os dois últimos termos da transformada ; e elimi-
nando y2 , esta equação torna-se em 

Nesta última equação só ha potencias pares da incógnita; de 

modo que, pondo z2 = — í, ella pôde tornar-se em 
4 

í 3 -j- + (p~2 — 4r) í — ç* = 0 , 

que é do 3.° grau e se chama neste caso a reduzida. R e -
1 _ 

presentando uma das suas raizes por í', teremos z = ! Í " — v V ; 
e este valor posto em (i) e em -x — y -f z dará ^ 

Finalmente eliminando y e attendendo á correspondência dos si-
gnaes, temos as fórmulas 
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Se em vez da raiz 4' da reduzida nos tivessemos servido de 
qualquer das outras duas t" ou l'". obteríamos os mesmos valo-
res para x. Com effeito, de 

- í ' ' + í ' " = - 2 / > , l't"ï» = q9-

tira-se 

- 1 ' - 2p = i" + /" ' , = ± s/T't"' . 
\ft' 

As raízes t', l", t'" são independentes do signal de q, porque na 
reduzida só entra o quadrado d'este coefficiente; na áltima das 
expressões precedentes usaremos do radical com o signal + ou 
—, conforme q for positivo ou negativo. Assim, para q positivo, as 
fórmulas anteriores tornam-se em 

ou antes 

x = - ^ ( - V / í 7 d r V / í r ' ± V / i " > ) . 

Para q negativo será do mesmo modo 

x = 1 ( t / 7 i t [ / ? ± \ T r ) , 

2 1 
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Em qualquer dos casos as fórmulas são symétricas em t', t" e 
e dão os mesmos quatro valores quando uma d'estas quantidades 
se muda na outra e reciprocamente. Se os coefficientes da pro-
posta forem reaes, a reduzida tem uma raiz real positiva; para 
commodidade dos cálculos, será esta raiz que poremos por t' nas 
fórmulas precedentes. 

194. Supponhamos reaes os coefficientes p, q, r. Se a redu-
zida tiver tres raizes reaes, o seu producto t! t'1 t"'= q* é posi-
tivo; portanto estas raizes hão de ser todas positivas, ou uma po-
sitiva e duas negativas. As fórmulas mostram que as raizes da 
proposta são todas reaes no primeiro caso e imaginárias no se-
gundo. Neste último caso pode ainda ser que as duas raizes 
negativas da reduzida sejam eguaes, ou l" = /'"; então numa das 
fórmulas os imaginários destroem-se dois a dois, e a proposta terá 
duas raizes reaes e eguaes e duas imaginárias. 

Logo: Quando a reduzida se encontra no caso irreductivel a 
proposta tem quatro raizes reaes, ou quatro imaginárias, ou duas 
eguaes e duas imaginárias. 

Se a reduzida tiver só uma raiz real l\ essa raiz é positiva 

por ser negativo o último termo d'aquella equação; e Vt' é real. 

Designando t'1 e «'" por m •. u ^ — 1, será 

( < / t ' ' ± •/ ' ' ' )« = 2m ± 2 VV- + na , 

por onde se vê que aquelle quadrado tem dois valores, um posi-

tivo e outro negativo. Extrahindo a raiz quadrada, / í " ± yV'' 

tem, por um lado, um valor real da forma / a , e por outro lado 

um valor imaginário da forma 6. 
Logo: Se a reduzida tiver sómente uma raiz real, esta será 

positiva e a proposta terá duas raizes reaes e duas imaginárias. 
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C A P Í T U L O I X . 

Impossibilidade da resolução algébrica 
além do 4.° grau. 

195. Como já dissemos, resolver algébrícamenle a equação 
f(x) = 0 é formar uma funcção algébrica dos coeficientes de f[x), 
que substituída por x satisfaça immediatamente áquella equação. 
Dadas as variaveis independentes 

X\ i í j i • • • , Xn 

e uma funcção d'ellas que representamos por u, diz-se que esta 
funcção é algébrica quando podemos exprimir t em % . . . 
por meio das operações seguintes, repetidas um numero finito de 
vezes: 1.° addiçâo (ou subtracção); 2.° multiplicação (ou eleva-
ção a potencias); 3 .° divisão; 4.° extracção de raizes. Nesta úl-
tima consideraremos só os radicaes de índice primo, de que os 
outros veem sempre a depender. 

A funcção v, formada por meio das duas primeiras operações 
sómente, chama-se racional e inteira ou simplesmente inteira. A 
sua forma mais geral reduz se sempre a uma somma de termos 
como 

L ' 5 
tiX J Xq . . . , 

sendo k uma constante e r, s, .. . números inteiros e posi-
tivos. 

Se na formação de v intervier também a divisão, a funcção 
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é sómente racional e o seu' typo é 

<£. {X\,X±, . . . x„) 

' K ^ h • • • x„) 

sendo <p e ^ funcções inteiras. 

Finalmente a funcçâo algébrica, em geral, envolve também 

extracção de raizes. Se representarmos por r j , . . . funcções 

racionaes de x\, x<±, . . ., por r, s, . . . números primos, e por 

f uma funcção racional de x\, x%, . . . e de íA>|, í^vj , . . . a fun-

cçâo algébrica 

w = f ( x \ , . . . í/vi.vvi, . . .) 

diz-se de 4.a ordem. Do mesmo modo, se v'\, . . . são fun-
cções de primeira ordem e r', s', . . . números primos, a funcçâo 

10] = f(xi, X9,. . . i /o j , \ / . . •. Vv\, . . . ) 

diz-se de 2.a ordem. Em geral , representando por t>], . . . 
funcções algébricas de o rdem p—i; por r, s, . . . números pri-
mos; por <i, íj>, . . . funcções da mesma ordem que U] ou de 
ordem menos elevada; e por f uma funcção racional, 

W = /"(/], t i . . . . 

é de ordem p. Suppomos os radicaes )/v\, . . . reduzidos ao 
menor numero q; e assim diremos que a funcção W, de ordem 
p, é também de grau q. 

1 0 6 . Estabelecidas as definições do n.° anterior, seja 

f(x) = Xn + Px Xn - 1 + Pi X"-- ^ h Pn-l X -t- Pn = O 
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uma equação inteira de grau n; representemos por x\, x 2 , . . . xn 

as suas raizes e supponhamos que ellas podem ser expressas por 
uma funcçâo algébrica dos coefficientes de f[x), 

x = v{pi,pi < / « ! » • • • ) • (0 

Se substituirmos nesta fórmula 

P\ = — (xj + x 2 4 1- x„) , pi = (xj xí + r , x3 H ), etc. 

a funcção ç fica dependente só das raizes; e como ella deve re-
produzir identicamente x j , x 2 , . . ., os radicaes que entram em 
<p devem extrahir-se exactamente. Por exemplo, substituindo p 
por —(XJ+XJ ) e q por x\ x^ na fórmula que dá as raizes da 
equação x2 + px + q — 0, viria 

x\ + x% . / ( « i + xa)2 

* = 2 ± V 4 

ou ainda 

®i + x4 / ( x , - x 4 ) 2 

x = — 2 ~ ~ V 4 

- - \ 

_ Xj + X2 ± (X) — Xj) 

2 

Portanto os radicaes de çp serão funcçóes racionaes das 
raizes; mas não symétricas, aliás deixariam de ser radicaes e 
seriam funcçóes racionaes dos coeficientes. Supponhamos que 
o primeiro radical que se encontra em ç é / v i , sendo uj funcção 
racional dos coefficientes, isto é, funcção symétrica das raizes; 
representemos esse radical por y, d'onde 

y r = vi 



3 2 6 LIÇÕES DE ALGEBRA.. 

Como y não é funcçâo symétrica das raizes, o seu valor mudará 
com a troca de duas d'ellas pelo menos; e esses valores serão 
dados pela equação precedente, onde o 2.° membro é invariavel 
para qualquer d estas permutações. Designemos por 

t:(j1(x2,.T3 . . . xn) 

um valor de y; outro qualquer, como ~ [xi,x\,x% . .. xB) que re-
sulta da permutação das raizes x\ e obtém-se multiplicando 
o primeiro por uma raiz primitiva a da equação 

zr- 1=0; 

e teremos 

- (íC, , «3 . . .) = OL-{Xi,XUX 3. . .) . 

Ora esta relação idêntica subsiste quando se permutam as raizes 
x\ e X f ; logo 

- (Xf, ,X3. . ,) = XZ (iTj, X», . . . ) , 

ou, multiplicando membro a membro e simplificando, 

a « = 1 , a = — 1 . 

D'esta expressão resulta r = 2; logo, o primeiro radical da 
fórmula será um radical quadrado. A funcçâo y tem dois va-
lores eguaes e de signaes contrários, e não é svmétrica: mas é 
inalteravel para qualquer numero par de permutações de duas 
raizes, e portanto para qualquer permutação circular d 'um nu-
mero impar de raizes. 

Este primeiro radical pode combinar-se depois com coeffi-
cientes da equação, ou com radicaes da mesma espécie, ou com 
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outro radical de índice mais elevado. Nos dois primeiros casos 
teriamos funcçôes da mesma natureza de y e chegaríamos aos 
mesmos resultados; se a fórmula se limitasse a estas duas com-
binações, quando nella substituíssemos os coelficientes pelas raizes 
teriamos para cada uma d'estas uma identidade 

= \ | í (ocx,xi,x$. . .) . (M) 

Se a proposta fòr do 2.° grau, isto é, se houver duas raizes 
X\ e « j , esta relação é possivel porque 

x\ = <|/ , Xi) , xi = {x%, X)) 

teem valores différentes. Se houver mais de duas raizes, très pelo 
menos, a identidade não pode ter logar, porque o 2.° membro 
de (ii) não se altera por uma permutação circular de très raizes 
e o primeiro muda necessariamente de valor; logo neste caso 
haverá em (i) outro radical. Supponhamos que esse radical é 
z=y/v2. 

A funcçâo não é já symétrica, mas é invariavel para per-
mutações circulares d'um numero impar de raizes, como acaba-
mos de ver. A funcção z não é invariavel para estas permutações, 
mas o seu valor será dado sempre pela equação 

zs = t?í ; 

se um d'esses valores fôr 

outro, proveniente d'uma permutação circular de très raizes 

- («a, X3, « i , . . . ) , 
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obtem-se multiplicando o primeiro por uma raiz primitiva a da 
equação 

e será 

- x3, x{,. . .) = cn:(xuxi,xi,. . .) . 

Nesta relação idêntica podemos permutar as raizes de qualquer 
maneira e assim teremos successivamente 

* (£3, , X*,. . . ) = a it (ar2, x3. Xi,. . . ) , 

w(xt , íc 2 ,a-3, . . .) = a i r ( x 3 , x t , x 2 , . . .) ; 

multiplicando as très últimas egualdades membro a membro e 
simplificando, vem 

« 3 = t , 

d'onde s = 3. Logo, o segundo radical de (i) sera um radical 
cúbico. 

Os très valores différentes de z serão z, az, x*z; se houver 
mais de quatro raizes, isto é, se a proposta fôr de grau supe-
rior ao t . ° , poderemos effectuar permutações circulares de cinco 
letras na identidade z3 = rj e a funeção t>2 conserva o mesmo 
valor. Quanto a z, só poderá succeder uma de duas cousas: ou 
se conserva invariavel, ou toma successivamente aquelles très va-
lores z, az, «2z. 

Neste último caso poderíamos escrever a identidade 

K X3, Xt, Xy, Xj, . . .) = a 7 r ( x j , T 2 , X3,Xi,X^,X6, . . .) 

e depois successivamente 

- (x3, Xí, x-á, X\, x6,. . . ) = az (xit x-i, xlt X& xhx6,. . .) , 

(xi, Xfi, X\, Xf, X-J, x6, . . . ) = a - (xs, Xí. x s , X\, «2, . . . ) , 
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fazendo sempre permutações circulares das cinco primeiras letras; 
á quinta obteríamos no primeiro membro os índices na ordem 
natural. Multiplicando-as todas membro a membro e simplificando, 
acharemos 

« s = 1 ; 

mas, como é também a 3 = 1, seria a= 1, que é a única raiz 
commum a estas equações: o que não pode ter logar. 

No primeiro caso z, invariavel para permutações circulares 
de 5 raizes, seria também invariavel para permutações circulares 
de 3. Com effeito, consideremos um valor de z, 

z = - Í>3, ÍT|, «5, xu Xi, r6,. . . ) ; 

como z é invariavel para permutações de cinco letras, podemos 
substituir respectivamente 

x3> - ' '2, # 5 » X I ' Xi 

por 

e achamos 
t 

" ( « 3 . # 4 » ® B » • • ) = ~ « 4 » « 5 . ; 

mas é também 

" («3» #4» x w x U « 6 , . . .) = ~ (^ j , #2, #3, a"S, íCg,. . .) : 

logo teriamos 
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isto é, ic invariavel para permutações circulares de tres raizes, 
contra a hypóthese. Portanto a fórmula de resplução com radi-
caes só é possivel para equações de grau inferior ao 5.°. 

Na resolução algébrica das equações do 3.° e do 4 .° grau 
tivemos occasião de verificar o apparecimento dos dois radicaes, 
quadrado e cúbico, na 'ordem que deixamos apontada. 







RESTOS DE STURM- FORMAS. 

C A P Í T U L O I . 

R e s t o s d e S t u r m . 

197. Os restos de Sturm são definidos (n.° 115) pela relação 

I V - , = Kp • Op+i—®p+I ; 

e considerando-os, desde o primeiro, as egualdades 

/ > H Q | / » ~ R | . F ( * ) = O I R . - H I , R , = Q 3 R » - R 3 , e t c . 

dariam successivamente 

R I = Q I f ( * ) -í{x)< R » = ( O I Q Í - 1 ) í ( * ) - Q J / " ( * ) . 

R S = Qs ( Q I Q S - 1 ) f (,*)- QsQa/"(*) - Q I f (*) + li?) 

= ( Q I Q 2 0 3 - Q I - 0 « ) f ( « ) • - ( Q Í Q Í - 1 ) f («), 

etc. 
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Em gorai, teremos para qualquer resto 

Rp = A / ' ( a ? ) - Bf{x) , («") 

sendo A e B funcçôes inteiras de x, de graus p e p — 1, porque 
os quocientes Q são do 1.° grau. 

Esta propriedade pode servir para calcular os restos de Sturm. 
Com effeito, para p—i, por exemplo, faremos 

Ri = (ax b)f (x) — f ( x ) , 

com os coeíficientes desconhecidos a e b. Como Ri é de grau 
n—2 e o 2.° membro d'esta desegualdade é de grau n, os coe-
ficientes de xn e xn~1 devem ser nullos; e teremos assim duas 
equações para determinar a e b. 

Em geral calcularemos qualquer resto Rp por meio da iden-
tidade (»), empregando o seguinte processo. Os polynomios A e 
B, teem respectivamente p + 1 e p termos, com egual numero 
de coeficientes desconhecidos. Por outra parte, o 1.° membro 
de (i) é do grau n — p + 1 e o 2 .° membro do grau n+p—1; 
por onde se vê que devemos egualar a zero os coeficientes das 
potencias n—p, n—p + i,.. .n + p— 1 de x em Af1 (x)—Bf (x). 
Teremos assim 2p equações de condição, lineares e homogéneas, 
entre as 2 p + 1 constantes arbitrárias que entram em A e B; e 
como podemos sempre dividir por uma del ias , resultam 2p arbi-
trarias, que ficarão inteiramente determinadas por aquellas equa-
ções. Pondo os valores assim obtidos nos outros termos do segundo 
membro de (i), acharemos um valor único para R p . 

Seja, por exemplo, a equação 

f ( x ) s x 5 —2«* + a;3 —3a;4 + 1 = 0, 

donde se tira 

f (x) = 5x1 - 8a> + 3 a » - 6x + S ; 
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teríamos a primeira identidade 

K j = {ax + 6) (5® 1 - 8.r3 + 3x« - 6a; + 5) 

— — 2a;4 + a;3 — 3«® + 5a; — 1) . 

Como o 1.° membro des t a expressão é do 3.° grau e o 2.° membro 
é do 5.°, faremos as reducçôes e egualaremos depois a zero os 
eoefficientes de x5 e xi. Acham-se as equações 

5a— 1 = O , — 8 a + 5 6 + 2 = 0 , 

1 2 

donde se tira a = -g-, b = — ^ g . Pondo estes valores nos outros 

termos do 2.° membro d'aquella identidade, teriamos 

Ri = (3a — 8 6 — 1) x* + ( 3 6 - 6 a + 3 ) x * 

+ (5a — 66 — 5) a; + 56 + 1 

6 3 , 3 9 8 8 1 5 

" 2 5 ® ' 2 5 X 2 5 ^ 2 5 * 

•ou, desembaraçando de denominadores, 

Rj = 6a;3 + 39a:9 — 8 8 x + 1 5 , 

como daria directamente a divisão de f ( x ) por f [x], depois de 
se mudar o signal do resto. 

Continuando, faremos 

R â = (ax1 + bx + c) (5a;4 - 8a;3 + 3a;1 - 6a; + 5 ) 

- (dx + e) (a;« - 2a;i - f a;3 - 3 a á + 1) ; 
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e como o i . " membro é iio 2.° grau e o 2.° membro é do 6.° , 
egualaremos a zero os coefíicientes de x 6 , x 5 , x1 e x 3 , depois de 
feitas as reducções. É evidente que as quatro equações de condição 
sào lineares e homogéneas relativamente ás cinco constantes a, 
b, c, d, e; dividindo por uma d'ellas, por d por exemplo, ou, o que 
vale o mesmo, fazendo d = 1, teremos 

Sa — 1 = 0 , - 8 a + 5 6 - e + 2 = 0 , 

3 a - 86 + 5c + 2 e - 1 = 0 , 

- 6 a + 3 ò - 8 c - e + 3 = 0 : 

donde se tira 

. 1 7 _ 3 81 
a ~ 5 ' 1 0 ' C ~ 5 ' ' 10 " 

Os outros termos d8o 

R2 = ( 5 a - 6 & + 3 c + 3 e - 5 ) x s - | - ( 5 6 - 6 c - 5 e + l)x 

-f (5c -f e) = — 163x 2 + 2 9 4 x — 5 1 , 

depois de desembaraçar de denominadores. O cálculo directo daria 

- 12225x 2 4 2 2 0 5 0 x — 3 8 2 5 ; 

e dividindo por 75 , recáe-se na expressão achada para R 2 . 

198. Ent re os polynomios A e B existe uma relação impor-
tante. Demos a A e B índices correspondentes aos restos R; das 
identidades 

Oi/* ( x ) ~ ~ f { x ) = Ai/7 (x) — B}/" (x) 

(Q > Qí - 1) / » - Qif W = A 4 r (x) - B 2 / (x) 
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tira-se 

A , = Q , F B , = I , A 2 = Q , Q 8 - Í , B 2 = Q 2 , 

e portanto 

A I B Í - A 2 B I = 1 . 

Vamos ver que esta relação é geral e 

Ap Bjj-i-i — Ap^-i Bp = 1 , 

para qualquer valor de p. 
Com effeito, segundo a notação adoptada, é 

B p + 1 = Ap_|_i f (x) - Bp+j f{x) = Bp . Qp+i— Rp_i 

= Qp+AK f» - B, / (*)] - [Ap_, r f(x)]. 

Egualando os coefficieutes de f(x) e os de f (x), da identidade 
precedente resulta 

AP-I-I = Q P + I A p — A P — I , B ; , + I = B P — B p _ t ; 

multiplicando estas egualdades respectivamente por Bp e Ap e 
subtrahindo, vem 

Ap Bp_^i — A p + i Bp = Ap_i Bp — Ap B p _ i . 

Estas differenças são, pois, constantes e independentes de p; mas 
é At BJ — A2 Bi = 1, logo será também 

A P B P + T - A P + J B P = 1 . ( 5 0 ) 

Pelo que fica dito, qualquer funcção inteira que possa redu-

22 
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zir-se á fôrma A f (x)—B f ( x ) , sendo os polynomios A e B con-
venientemente escolhidos, não poderá distinguir-se de um resto 
de Sturm sen3o por um factor constante. 

199. Restos de Sturm em funcção das raizes. Supponhamos 
que na proposta f ( x ) = 0, de grau n, o coeficiente do 1.° termo 
é a unidade e a\,a%,. . .an são as raizes; as expressões 

f{x) = [x — ai) (x — ai)...(x — a„), 

f(x)^2(x—ai) (x — a3)...(x — an), 

Ti = l [ a i — a 3 ) . . .(x — a„) , 

T 3 = 2 ( a 1 - a 2 ) s ( a i - a 3 ) " 2 ( a 2 - o 3 ) 2 ( a ; — a 4 ) . . . ( x - a n ) , 

T„ = (a, - a 2 ) 2 (a, - a 3 ) 2 . . . ( a n _ \ - a „ ) 2 

chamam-se funcçòes de Sylvester. As duas primeiras são a proposta 
e a sua derivada; a somma \\ compõe-se dos termos que seobteem, 
substituindo cada grupo de dois factores lineares pelo quadrado 
da differença das raizes correspondentes; a somma T3 compõe-se 
dos termos que se formam, substituindo cada grupo de tres fa-
ctores lineares pelo producto dos quadrados das differenças dis-
tinctas das raizes correspondentes, tomadas duas a duas; final-
mente T„ é o producto dos quadrados das diflerenças das raizes. 

Todas estas funcçòes podem reduzir-se á fôrma 

A 7 H - B ' / » , («) 

como os restos de Sturm. Com eííeitò, seja, por exemplo, 

T3 = S (ai - a á)2 (<it - a 3) 2 (a4 - a 3 ) 2 (x - a 4 ) . . . ( x - an) ; 

fazendo x = a\, a expressão (i/j reduz-se a 

A' (a t — a2) (aj — a 3 ) . . . (af — a„) , 
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porque é f(a\)=0 e f1 (ay) reduz-se ao termo que não tem x—a\ 
por factor. Por outra parte, T3 torna-se em 

\ 

S (ai - a 2 f (oi - a3y- ( a 2 - a3)'
2 (a. - a 4 ) . . . (a, - a 3 ) , (4) 

que é a mesma expressão precedente, fazendo 

A' = E (aa - a3)2 (a, - a s) (a! - a 3 ) ; 

teremos assim, pondo novamente x em vez de a\, 

A' = S (a 2 - a 3 ) 2 (a - a 2 ) (x - a 3 ) , 
ou antes 

A' = Y. (ai - a-i)1 (x - a , ) (x — a 8 ) , 

visto que o I se estende a todas as combinações possíveis das 
raizes da proposta, duas a duas. 

Com esta expressão, A' f (x) tomará o mesmo valor que T3 

para x = a j , a±. . . an; fazendo B' = ax + b e pondo 

T8 = A'/» (x)-(ax + b ) f ( x ) . 

esta egualdade será lambem satisfeita com x=a\, a j , . . .an, at-
tendendo a que f ( x ) se annulla para lodos estes valores. Se além 
d'isto fizermos successivamente x egual a dois valores determi-
nados quaesquer, x\ e teremos duas relações para determinar 
a e b; mas então aquelia equação, de grau n+ 1, é satisfeita por 
n + 2 valores da incógnita, e é uma identidade (n.° 11). Logo, 
T3 pode tomar a fôrma A' / ' (a : ) —B ' f(x). 

Pelo mesmo processo se mostraria que qualquer funcção T r 

pode tomar aquelia forma, pondo por A' uma somma de termos 
compostos de p— 1 factores lineares multiplicados pelos quadra-
dos das dilferenças das raizes correspondentes, e por B' um po-
Ivnomio de grau p — 2. 
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D 'este modo as funcçôes de Sylvester não podem distinguir-se 
dos restos de Sturm senão por algum factor constante; façamos 

TÍ = Â'ÍRI, T3 = A-3R2, TJ = R3, etc. 

Considerando em primeiro logar a identidade 

T2 = A; f {*) - f{x) - h [OI/' (*) - f(x)}, 

será 

= ai) e B!, = const. 

Ora Tj é de grau n — 2 ; o termo mais elevado de A^/"'(») é 

nxxiix*—1 ^ n V e » de f [ x ) b xn. Para que estes termos se 

reduzam, deverá ser B' = n*; por outra parle, aquella identidade 

mostra que é B^ = Â-2, logo será /i2 = n 9 . 

Para determinar os factores da forma kp, notemos que os 
polynomios A e B dos restos de Sturm satisfazem á relaçSo 
(50 ) ; multiplicando-a por kp kp+\, vem 

kp Ap x /i';,+i B ^ i — kp+1 Ayj+i x kp Bp = kp kp+i, 

isto 6 

Mas, por outra parte, temos 

T , - A ; r (®) - B ; f ( x ) , T p + i = A ; + 1 r ( * ) - B ; + 1 M 
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donde resulta 

A' T — A ' T , = ( A ' B ' . - B ' A ' ) f ( x ) = k k ,.fíiv) . 
p+i p p jj-i-i v p jj-f-i p p-\-i"v ' p p+i'x ' 

O 2.° membro d 'esta identidade é do grau n em x; no 
l . ° membro a parte A ' T ^ j é de grau p — i+n—p — i 

= n — 2 , e a outra parte A ^ T é de grau p + n— p=n. Façamos 

í í = 2 ( a i — a t f , 

< 3 = 2 ( a i - a í ) 2 ( a i - a 3 ) í ( a 2 - a 3 ) 2 , 

Í 4 = 2 ( a 1 - a 4 ) 2 ( a 1 - f l 3 ) 2 ( a , - a í ) , ( a 2 - a 3 ) i ( a 2 — « ^ ' ( a a - a i ) 2 , 

e t c . ; 

o coefficiente da mais alta potencia* de x em A ^ j e em T^, se-

gundo a forma que suppomos a estas funcções, é lv ; e pela 

identidade "precedente será 

<* = A k 
p p p+1 

Pondo nesta relação p = 2 , 3 , 4 , . . vem 

t\ = ki A3 , <3 = As kl , t\ = kl Ag , e tc . ; 

mas é Aj = n2 , logo 

9 j , 1 2 
h , n l3 . Í 4 

i = — i > " i = — ' = T ' e t c # 

n <j n <3 

\ 
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Portanto as funcçôes de Sylvester são os restos de Sturm 
multiplicados por constantes positivas, que não influem nos 
signaes ; os coelficientes dos seus primeiros termos são 

1 ,«> <3> • • '» » 

e se nelles houver v variações, a proposta f(x) = 0 terá 2v raizes 
imaginárias. 

200. Os menores do determinante svmétrico de ordem n 

A = a\\-rx a . . aln 

«21 «22 + # • • 

«nl a„ 2 

teem as mesmas propriedades fundamentaes que as funcções de 
S tu rm; e as raizes da equação A = 0 são todas reaes, como 
vamos ver. 

i . ° No desenvolvimento do determinante A emprega-se 
com vantagem a fórmula (n.° 34) 

A = A« au — sBp/ aip a,a . 

Façamos i = n e designemos por B o menor relativo ao 
último elemento a,m; será 

A - Bann — 2B,,í anp aní 

dando a p e a i todos os valores 1, 2, 3 , . . n — 1 e combinando 
successivamente cada valor de p com todos os valores de l. 
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Posto isto, para valores eguaes de p e f, como p = t = p por 
exemplo, o 2 da expressão precedente dá um termo 

B a 
W* "IA 

Para p = y. e t = o, e depois para p = C e < = JA, O sommatorio 
dá os termos 

Bjj,a anji. flns , B9JX flno Qnji > 

ou, por ser B^a = B a ( i e sommando, 

2B(JL<j fln|i "no • 

Podemos, portanto, fazer 

Para usar d esta fórmula convém calcular separadamente o 
menor B de A e os menores B^^, e B a , de B: em p.<7 estam 
comprehendidas todas as combinações distinctas que se podem 
fazer com os números 1 , 2 , . . n — í, tomados 2 a 2. 

Se na última fórmula fôr B = 0, o 2.° membro reduz-se a 
dois te rmos; e, além d'isso, o determinante symétrico é expresso 
por um quadrado, como veremos no exemplo seguinte. 

Seja o determinante 

a\\ ai2 ays 

a» 1 an am Xi 

a-sï «33 «3 

Xi •*3 XI 
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que desenvolveremos pelos elementos da última linha e da última 
columna, attendendo á relação a, s = a S i . Supponhamos que é 

ölt ai« 
) 

ai3 = 0 ; 

Ö21 02» a 23 

Ö31 «33 

virá 

A I - - B „ ® J - B « A - J - B ^ J 

— SBizXiXi — 2Bi3a;,3-3 — 2 B 2 3 . 

Ora (n.° 48, cor.), é 

BJL B12 B13 

B21 B22 B23 ' 

B Ü = B I 2 = B , 3 

B32 B33 ' 

B21 B22 B23 

B31 B32 B33 ' 

donde, por ser B,-, = B s; , resulta primeiro que B n , B22, 833 
* teem o mesmo signal, e depois que 

BLÁ - ^ B I I B22 , B , 3 = V B U B 3 3 , B 2 3 = ^ 2 2 8 3 3 . 

Por esta forma se vê que a expressão de A4 se torna em 

Ai = — (a , V/BTT + XI ^ 2 2 + x31/Baã)« , 
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se os m e n o n s B u , B « , B33 forem positivos; e do mesmo modo 
se veria que aquella expressão é um quadrado positivo quando 
os mesmos menores são negativos. Aos radicaes que entram nas 
expressões de B12, B13 e B23 daremos o signal que fôr indicado 
pelas relações donde foram tirados ; por ellas se vê que 
os signaes ficam determinados logo que são conhecidos os 
que conveem aos menores relativos aos elementos de uma 
linha. 

Posto isto, representando por A um determinante svmétrico 
qualquer, por Dj o menor que resulta de apagarmos a última 
linha e a última columna de A, por o menor que pela mesma 
forma se deduz de Di e assim por deante, acabamos de ver que, 
sendo Dj = O, o determinante A e o segundo menor teem 
signaes contrários. Ora 

A , D], Dg . . . D „ _ ! 

são determinantes de différentes ordens, todos symétricos, e 
aquella propriedade applica-se a très d'elles consecutivos; por-
tanto se fôr Dfc = 0, os menores adjacentes Dj,_] e D ^ f i terão 
signaes contrários. 

2.° Voltando agora ao determinante symétrico A, vimos (n.° 
57) que elle se desenvolve em uma funcção inteira de grau n. 
Designemos por A, Aj, Aj, . . . A„_i aquelle determinante e 
os seus menores de différentes classes que se obteem quando 
apagamos as ultimas filas horizontaes e verticaes. Completemos 
com uma constante positiva An o grupo d'aquellas funcçôes, que 
são respectivamente de graus », n — 1, n — 2, . . . 2, 1. 

Pisto isto, se em 

A A i . A j , A„_, , A„ 

fizermos variar x segundo a lei de continuidade, desde — ac até 
+ GO , quando x passar por um valor que annulle uma funcção 
intermédia A/, as funcçôes adjacentes A/,_i e A/i-j-j terão signaes 
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differentes, como succede com os restos de Stui m; as conse-
quências são também as mesmas. Só se perdem variações 
quando x passa por um valor raiz da equação A = 0; mas o 
primeiro termo de cada uma d'aquellas funcções é positivo e o 
seu grau alternadamente par e impar : logo, ellas dão n varia-
ções para x = — oo e só permanências par x = + o o , e por 
conseguinte a equação A = 0 tem n raizes reaes. Do mesmo 
modo a equação Ai = 0 tem n — 1 raizes reaes, a equação 
A a = 0 tem n —2, etc. 

C A P Í T U L O II. 

Formas algébricas. 

2 0 1 . Chama-se forma qualquer funcção homogénea de duas 
ou mais variaveis, considerada em si mesmo, isto é, abstrahindo 
da equação que se obteria egualando essa funcção a zero. A 
forma pode ser binária, ternária, quaternária, etc., conforme 
depende de duas variaveis ou de tres, quatro, etc. ; também se 
diz quadrática, cúbica, quártica, etc., segundo é dó 2.° grau 
ou do 3.°, 4.°, etc. 

Os termos de uma forma binária de ordem n são os mesmos 
do desenvolvimento 

/ i x„ " I " - 1 I n—2 2 , , n (»1 + X$)n =XX+ flXj Xi + xx 1-

com coeficientes quaesquer ; convém, para symetria dos cálculos, 
conservar-lhes os coeficientes numéricos do desenvolvimento da 
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potencia n do binomio. Assim 

2 2 
a 0 Xj + 2fl | x t x i + a<i x% , 

3 2 2 3 
a0 Xj + 3ai xl + 3a2 x2 + <13 ®2 , 

4 3 9 ^ 3 4 
ao Xj + 4 a j xí xi + 6 a j x\ x 2 + 4as x\ + a i x 2 

são os typos das formas binárias quadrát ica , cúbica e quár t ica . 
Em geral, o numero de termos da forma binária de ordem n 
én + 1. 

Do mesmo modo para a forma ternária desenvolveremos 

(Xj + x 2 + x3)" 

= (XI+ « 2 ) n + »0*1 + * 2 ) n - 1 «3 + ^ r ^ - f a +xàn~*x\+- • -+xn 

e anteporemos a cada termo um coefficiente a rb i t r á r i o ; o numero 
de termos da forma é 

( n + l ) + n + ( n - 1 ) + - + 2 + l = ( n + l ) i W + 2 ) -

Nas formas quadrática e cúbica é usada com frequencia uma 
notação, de que se fará idéa pelos seguintes exemplos de formas 
t e rná r i a s : 

2 2 2 
ai 1 ®, + <>22 «ã + a33 x3 + 2ai2 xj X2 + 2 a i 3 xi x3 + 2a23 Xi X3 , 

3 3 3 2 2 9 
a\\\xx + 0222^2 + 0333^3 + 3an2X, x2 + 3au 3 Xj x3 + 3a!22Xix 2 

2 2 2 
+ 3ai33X| x 3 - f 3 a 2 i 3 + 3a233«2X3 + 6ai23 x\ x 3 . 
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A primeira tem 6 te rmos; e a segunda tem 10, como resulta 
da fórmula precedente. 

Para a forma quaternária teriamos 

+ Xl + X3 + Xí)
n = (X\ J r X i + x3)

n + n (Xí + Xi + x3) ("-
1 

+ n(f^-1(*1 + ar2 + x3y-*x\ +• • •+x
n
t 

com coefficientes quaesquer, além dos numéricos. O numero de 
termos seria 

X T _ ( n + l ) ( n + 2 ) , n(n + 1 ) , ( n - l ) n , 2 . 3 1 . 2 

ou 

N + ^ j ( n + i ) ( n + l + l) + n (n + l) + ( n - l ) ( n - l + 1) 

+ • • . + 2 ( 2 + 1 ) + 1 ( 1 + 1) ; 

e portanto 

N = 4 j [ ( n + 1 ) 2 + n 2 + ( n - i ) J + - - - + 2 2 + l 2 ] 

+ [ ( n + l ) + n + ( n - l ) + - . . + 2 + l ] j . 

A parte encerrada no primeiro colchete é (n.° 41) 

2 . 3 
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a outra parte é 

( n + l ) ( n + 2 ) 
( n + l ) + n 4 (n— 1 ) + • • « + 2 + 1 = - ^ ; 

logo será 

= ( n + l ) ( n + 2 ) ( n - f 3 ) 

í . 2 . 3 

Em geral , o numero de termos de uma forma de p variaveis 
e de grau n é 

( n + í ) (n + 2 ) . . . ( n + p - l ) 

1 . 2 . . . p — l 

2 0 2 . Transformações lineares.—Transformar linearmente uma 
forma é achar outra forma do mesmo grau, cujas variaveis sejam 
em numero egual ás primitivas e estejam ligadas com ellas por 
meio de relações lineares homogéneas. Chama-se módulo o 
determinante das constantes d'estas relações lineares, o qual 
representaremos por r. Assim, para uma forma ternária a trans-
formação linear pode ser definida por expressões como 

x\ = ai X | + olí X» + a 3 X 3 , 

«i = (3iXi + fcXs + foXi, , 

= 71 Xi + -/a X 2 + 73 X 3 ; 

o módulo d'esta transformação é 

r = «1 «2 «3 

71 72 73 
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As variaveis consideram-se como independentes, e suppõe-se 
sempre o módulo r diíFerente de zero. 

Seja a forma 

an + 2 a , X\ + a 2 » 

i 

e as relações de transformação 

X] = « i X, + « 2 X 2 , 

= (3Í Xi + fiz X2 ; 

a transformada será 

A0 X^ + 2A, X j X2 + A2 , 

cujos coefíicientes são dados pelas egualdades 

A0 = a 0 B j + 2 a 1 « i P J + a s p J , 

A | = an <*i «2 + a! («| |32 + a2 p,) 4- a 2 P, p2 , 

A 2 = a u a | + 2a 1 a } ̂  + a , . 

Em geral, os coeficientes da transformada são funcçôes 
lineares homogéneas dos coeficientes da forma primitiva, do 
grau n quanto ás constantes da t ransformação; as duas formas 
são do mesmo grau. 

A tlieoria das formas occupa-se especialmente das funcçôes 
que não são alteradas por uma transformação l inear ; essa pro-
priedade poderá convir a uma funcção dos coeficientes sómente, 
ou a uma funcção dos coeficientes e das variaveis, como adeante 
veremos. 
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2 0 3 . Systemas de formas lineares. — Consideremos o s j s -
tema de p formas lineares com p variaveis, 

f\ = a\\X\ + h ajp xp , 

fo — 021 Sl + «22 #2 H !• dip %p > « 
fp = ap\ X{ + a pXz + - •+ app xp 

e o determinante 

a\\ ai2 ai3 . . aip 

a-2i Û22 023 • • 12p 

ap 1 üpi ap 3 . . a,,p 

Eslas formas são independentes quando não ha alguma rela-
ção entre os coeficientes. Sabemos (n.° 52) que existe ent re 
ellas uma relação idêntica, e uma só, quando 6 é egual a zero 
sem que o sejam todos os seus primeiros menores. En t re 
aquellas funcçôes lia duas relações idênticas, quando á e todos 
os seus primeiros menores são eguaes a zero, sem que o sejam 
todos os menores de 2. a classe; e assim por deante. 

Em geral: se o determinante % de um systema de p formas com 
p variaveis for egual a zero e forem lambem eguaes a zero todos 
os seus menores atè os de classe i— 2 inclusivamente, sem que o 
sejam tudhs os de classe i, haverá entre as formas dadas i relações 
lineares, idênticas e distinetas. 

Neste caso as primeiras i funeções exprimem-se por meio 
das últimas p~i, e só estas são independentes. 

Supponhamos ò differente de zero e appliquemos ao systema 
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(») a t ransformação 

xi = «1 X j 4- «J X j + • • • + a p Xp , 

* * - ß l X , + ß , X a + - - + ß p X J , , 

xv — Xj X j 4 X j 4 • • • + lp Xp , 

cujo módulo é 

a i a 2 

ßi h • • • ßj> 

^2 . . . ~kp 

As novas formas serão 

(H) 

F1 = 6 1 1 X i + i i i X î + 1- ô|_PXj, , 

F 2 = B U X I + 6 2 2 X 2 + 1 - B I P X P , 

F P = BPX X , + BPT X J 4 - • • • + BPP X P , 

com os coeficientes 

6U = a » « 1 + « l ä ß t H f-aipXi , 

6,2 = Ö21 012 4 «M ßs 4- h a \ v , 

( » 0 

bpp = dp 1 *p 4 Op% ßp + • • • 4 app Xp . 
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Se representarmos por Ãi o determinante do sj stema (m), vê-se 
por estas expressões que é $\ = rõ, segundo o principio da multi-
plicação de determinantes da mesma ordem ; e portanto, o deter-
minante de um systema de formas lineares transformadas é egual 
ao producto do determinante do primitivo systema multiplicado pelo 
módulo da transformação. 

Os determinantes e J são conjunclamente eguaes a zero 
ou différentes de zero. Se houver uma relação entre as formas 
dadas, haverá uma relação semelhante entre as transformadas. 
A funcçâo 6 dos coeficientes, depois da transformação, apparece 
multiplicada por um factor que depende unicamente das constantes 
da substituição; se o módulo fòr r= 1, será = ô . 

2 0 4 . Transformação orthogonal.—A transformação (ti) toma 
o nome de orthogonal quando entre as novas variaveis e as pri-
mitivas existe a relação 

^ + a ! + . - - + 3 j - X | + X | + ••• + X J , 

que dá logar ás consequências seguintes: ' 
1." Substituindo x\, cc^,. . . xp pelas suas expressões (ít) e 

egualando em um e outro membro os coeficientes dos termos se-
melhantes, acham-se as relações 

+ tf + • • • + A? = I 1 

«* + p f • • • + v2 = i , 
V rí> p 

'2 <- |3 | (3 j | '+" - + / | / 2 = 0 , 

«p—1 ctp + (3^-1 + • • • + /.p-i lp = O ; 

2 3 
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cujo numero é 

, / ' ( / > - 0 v (/> + 1 > 
1 . 2 = 1 . 2 ' 

visto que os productos Xj X 2 , X| X3, etc. são as combinações das 
p variaveis duas a duas. 

2 . a Das relações precedentes resulta para c quadrado do 
módulo de uma transformação orthogonal (n.° 45) O valor 
r* = 1. 

3 . a Multiplicando (it) respectivamente por a j , | 3 i , . . . ).i e 
sommando os resultados, procedendo do mesmo modo com os 
multiplicadores a j , {Jg,. . 2, com a3, ?3,. . h, etc., obteem-se 
as expressões 

X] = -I- ß| Xi -i + /.| xp , 

X = n-i X] + ß . ) xi + • • • + / a Xp , 

Xp -*VX\ + í p 4 - h /.pXp , 

d'onde se deduziriam relações análogas ás primeiras. 
4." Nas fórmulas de uma transformação orthogonal o nu-

mero das constantes arbitrárias reduz-se a 

p(p+ 1 ) j ) ( p - 1 ) 

2 2 

Para p =- 3 as constantes arbitrárias serão 3. 

205. Forma quadrática de p variaveis.—A expressão geral 
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d'esta forma é 

f— « | | x2 4 2 ( í | 2 T J x.> 4 2(1,3 Ji 4 + 2ATpa"I tP 

+ a™ x + 2fl.)3 .t» + 4 xp 

4 a 3 3 + + 2 a 3 p a?p (iv) 

* + 

As derivadas parciaes de f , divididas por 2, s3o as formas 
lineares (i) com a condição a l s = aSi', e o seu determinante 5 é 
(n.° / 4 4 j o discriminante de /*. 

Appliquemos á funcçào quadrática a t ransformação (ti), em-
pregando o seguinte artificio. Se em (46) 

f- x\ f\ 4 ^ A + • • + x-p Íp : 

substituirmos xp pelas expressões (ti) e f\, fc,. . . fv 

. pelas (iii), teremos a transformada 

F = (6,, X, + bn X 4 4 • • f ft|P X i () («, X , + X 2 + • • • + ap Xp) 

+ ( ^ t x , + bu X 2 4- • • • + Xp) ((3j X, + X 2 + • • • + Xp) 

+ etc. 

4 (òpi X, + ftp2 x2 f • • • 4 bpp Xp) (J.| X, -f- /.2 X2 + • • 4Àp Xp) ; 
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ou, effectuando as operações, 

= b\ j X í h\\ 39 X, X4 t • + bu Xp X, Xp 

+ &2lßl + ^21 h + ^21 ßp 

+ -• + ... 
+ bpi /., + bp J / 2 + bpi lp 

+ 6 1 2 a , x , X2 + Ò12cí2 + ^12 ap Xi Xp 

+ &2iß 1 + &22 h + &22 ßp 

+ ... 
+ bpa /2 + bpi > 2 

+ b\va\ x , Xp + b\p GM X2 Xp + • • + b\p<ip X« : 
V 

+ hp h + b -ip ßp 

+.. . + ••• 
+ bpp >1 + bpp ~/.p + bpp lp 

onde está bem evidente a lei que seguem os termos do desen-
volvimento. 

Posto isto, representemos respectivamente por C| j ,c i 2». • • cXp 

os coeficientes que na primeira linha, na segunda e na ultima 
se encontram na primeira columna; por c2 , , c 2 2 , . . . c2p os que 
sa encontram nas mesmas linhas e na segunda columna; final-
mente e em geral por Cp,. c . . c//?) os que estam nas mesmas 
linhas e na última columna ; será a transformada 

F = (cu Xi + cu X.2 4 + cip Xp) X, 

+ (cai Xi + c í 2 X 2 + • • • + CfP Xp) X2 
% 

+ etc. 

+ (cpj Xj + Cj/Í X2 H 1- Cpp Xp)Xp . 
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Ora cis == csi ; de modo que os coefíicientes de X j , X j , . . . X„ 
sào respectivamente a metade das derivadas de F em ordem a estas 
variaveis. Por onde se vô que o discriminante A da transformada 
6 o determinante d'estes coefíicientes, e como precedentemente 

A = rô, = r í 6 . 

Logo : se transformarmos linearmente uma funcção quadrática ho-
mogénea, o discriminante da transformada é egual ao da forma 
primitiva multiplicado peio quadrado do módulo. 

Se a transformação fòr orthogonal, será r = 1 e portanto 
A = ô. 

2 0 0 . Funcção adjunta (GAUSS).—Se fizermos a transforma-
ção precedente tomando as novas variaveis 

X , = / i , X t = / • * . . . X„ = (10) 

o determinante do systema é o discriminante 5. Suppondo-o dif-
férente de zero, a eliminação nestas equações dará (n.° 53), 
depois de substituirmos as derivadas de /' pelas suas expressões, 

ríxi = An X| + Aïi X^ H I- A^t X ; j , 

Xr^ = A)2 X) + A22 X« + • • • + Api Xp , 

òxp = Aip X, + A-2p Xa + 1~ App Xp ; 

e nestas equações os primeiros menores de 5, que representámos 
pelos A, satisfazem á relação A,s A s , , porque S é symétrico. 
Attendendo a esta circumstancia, se multiplicarmos as mesmas 
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equações respectivamente por X , , X», . . e sommarmos, le-
remos 

«/•= A ! 1 x ; + 2 A,a X, X , . . . + 2 A|P X, Xp 

+ A 2 2 X * + + 2 A 2 p X ! Xp 

+ 
+ A X2 
' api> Ap • 

O discriminante da funcçâo quadrática òf, de p variaveis, é 
o determinante formado com os primeiros menores A, isto é, o 
determinante adjunto de o, ou A' = 5P—1 (n.° por isso a 
funcçâo òf se chama funcçâo adjunta de f. 

207. Uma forma quadrática pode em geral reduzir-se á somma 
de quadrados de formas lineares, em numero egual ao das varia-
veis. 

Para o demonstrar, notemos que dois casos podem dar-se na 
forma f : ou algum dos coefficientes dos quadrados é différente 
de zero, ou faltam todos estes termos. 

I.° caso. Supponhamos o primeiro coeficiente an différente 
de zero. Podemos fazer 

•1 
f=a\\x\ f 2 ( a i 2 l c 2 + ai3X3-S 'ra\pxp)x\ + 91 

» 1 9 a 

= ai t x\-f 2 ? x\ + 91 = — (ai 1 x\ + - f <p, — — . 

onde 9 é uma funcçâo linear e 91 uma forma quadrát ica; nem 
9 nem 91 encerram a variavel X\. Fazendo 

a 11 X! + ? = X, , 
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Xj é uma forma linear e temos 

1 « a -

' oil 1 r a li 

assim apparece no 2.° membro o primeiro quadrado de uma 
forma linear, e a parte restante é uma forma quadralica dep—1 
variaveis. A esta parte de /"applicaremos um raciocinio semelhante; 
e procedendo successivamente do mesmo modo chegaremos, á so-
lução procurada. Note-se que á forma Xj não falta nenhuma das 
vaiiaveis x\, . .xt, ; a Xj falta a primeira, a X3 as duas pri-
meiras, e assim por deante, ou: 

Xi = flu x\ + , 

XA = OXJ + A ' Î Î OC* + • • • , 

X3= Qx\ ; , 

representando por x\ a variavel com que fizemos a primeira ope-
ração, Xi a variavel com que fizemos a segunda operação, etc. O 
determinante dos coefficientes tem todos os elementos, do mesmo 
lado da primeira diagonal, eguaes a zero; e reduz-se ao termo 
principal, que é différente de zero porque a n , a ' jg . . . são dif-
férentes de zero. Portanto as formas X j , X 2 , . . . são independen-
tes entre si. 

2.° Caso. Supponhamos que faltam em f todos os quadrados 
das variaveis; a funcção, que pode ser a primitiva ou alguma 
d'aquellas a que fomos conduzidos pelas operações precedentes, 
só tem termos coin productos de duas variaveis. Admittindo que 
o coefficiente de X\ x2 é différente de zero, temos agora 

/ = ax\ Xi ~r x\ - r x« o» + çjj 
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onde são 91 e 92 formas lineares e 93 uma forma quadrat ica , da 
mesma natureza de f: tanto em 91 como em 92 e 93 faltam as 
variaveis x\ e xa. Podemos dar a f a disposição 

f= — (axi + 92) (axi + 91) + 93 - - — ; 

mas segundo a relação geral 

1 1 
(m + n)(p + q) = — (m+n+p + q)* — ~r{m + n — p — q)* , 

da expressão precedente deduz-se 

1 / 1 
/ "= (a» 1 + axi + 9, + ? 2 ) 2 - (axx - ax2 + <p» - <p,)s 

+ 9 3 - M 

4o 1 4o «T « ' 

fazendo 

Xi = ax1 + a ^ j + 9 , + < p 2 , X 2 = a ^ i — axi + 94 — 9 , , 

que são formas lineares Temos assim no 2 0 membro dois 
quadrados e uma funeção quadratica de p — 2 variaveis, á qual 
applicaremos o me^mo processo. Formando as linhas dos coefi-
cientes das duas formas lineares X, e X 2 , vem 

a 

a 

a . . . , 

—a . . . , 
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ou compondo-as por subtracção 

a a . . . , 

O - 2 a . . . ; 

e o determinante das funcções X se reduzirá, como no primeiro 
caso, ao termo principal, différente de zero; estas funcções são 
independentes. 

Temos pois demonstrado que uma forma quadrática de p va-
riaveis é egual a uma somma de quadrados de formas lineares 
independentes. Dos raciocínios precedentes resulta também que 
o numero d'esses quadrados será p ou menor que p; e portanto 
será 

/ W ^ + ^ X ] VH), X * . 

Se egualassemos os coeficientes dos quadrados e dos produ-
ctos que se encontram nos dois membros d'esta identidade, obte-
ria mos 

v , P Í P - 1 ) _ f ( P + i ) 
V 2 2 

equações; e como nas p formas lineares X J . X J . ' . . . X P de p va-
riações ha p4 coeficientes, d'estes ficariam por determinar 

2 2 

que poderíamos escolher arbitrariamente. O problema proposto 
tem pois muitas soluções. 

2 0 8 . Reduzida a forma /"á somma precedente, consideremos 
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esta expressão como uma forma de p variaveis X | , X j , . . .Xp; 
o seu discriminante reduz-se a 

A = /> •>. . . kjj . 

Substituindo agora X j , X j , pelas suas expressões, voltaremos 
á forma primitiva, que assim pode considerar se a transformada 
d'aquella ; o módulo r da transformação é o determinante das 
funcções X, différente de zero, como vimos. Por outra parte, o 
discriminante da transformada é o discriminante da forma primi-
tiva, multiplicado pelo quadrado do módulo; logo ó 

5 = r 2 Aj A 2 . . . hp . 

Se o 2.° membro fôr différente de zero, também o 1.° o será ; 
reciprocamente, se ô fôr différente de zero, nenhum dos coefli-
cientes A se annulla; se fôr ô = (), um pelo menos d'estes coe-
ficientes será zero. 

Logo : a condição necessária e sufficiente para que uma forma 
quadrática se converta em uma somma de tantos quadrados, quan-
tas são as suas variaveis, é que o seu discriminante seja différente 
de zero. 

209. Seja a forma quadrática ternária real 

f=a\i tej+0^x1^ a n + 2a u x , x j 2a ( 3 x \ x 3 + 2 a i 3 x 8 x 3 

e a transformação («/), em que = 3; se esta tran;>formaçào fôr 
orthogonal, teremos as fórmulas inversas (iv). Determinemos as 
nove constantes de modo que a funcção proposta se reduza, sendo 
possível, a 

f=si X* + Í 2 X | + s 3 X * , 
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com as constantes reaes «j, e s 3 ; d'aqui teremos, pelas fór-
mulas do n.° 2 0 4 , 3.° 

f c 

f= H («i + Pi « í + Yi x->) x i 

+ Si (*2 x \ + h .t2 + 72 -r3) x 2 + «3 («3 + p3 « i + 73 ÍP3)
 X 3 • 

Ora pelas fórmulas (t'<) e pela definição da funcção /"temos também 

f = ( a \ \ x i 4 ai iX2 4 a , 3 x \ 4 («21 4 <122J2 4 - a 2 3 ^ 3 ; x i 

4 (<131 «1 4 - 032 «2 4 6(33 «3) r 3 

(aj i x , -f a « 4 ai3 x3) (a, Xi 4- 32 X2 4 «3 X 3) 

4- («21 a", -f o2 2 x-i 4* a»3 «3) ( ^ X, 4 fa X 2 + X3) 

+ (agi Xi 4 032 Xi 4 a:i3 x3) (y, X, 4 y2 X2 4 73 X3) . 

Temos assim duas expressões de /"que devem ser idênticas; egua-
lando os coeficientes de x{ X j , X, e 0:3X1, vem 

ai 1 ai 4 a->i (3, 4 03, y, = s , a, , 

ai2 «I 4- aa Pi 4 a3 2 y, = s, pi , 

ai3 a i 4- a 2 3 + 033 71 = si 71 -

donde 

(ou — si) + a i i fíi 4 Osi-/, = 0 , 

0,2 a, 4 (022 'sl) Pi 4 03271 = O , 

li 13 a, + o i 3 p, 4- (033 — S,) 71 = O . 

Os outros productos dariam mais seis equações de condição, que 
só diíTeririam d'estas pela mudança de a , , p , , y\ e s, para as três 
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primeiras em *2, ^2,72 e Sa, e para as tres uilimas çm a 3 , j33, y3 

e s 3 . A eliminação dos coefficientes a, |3,7 em cada um d'estes 
tres grupos produz sempre uma equação como 

a i l — « a-2i aai 

a12 í>22 ~~ s a32 

«13 Ö23 Ö33 — S 

= 0 , 

(13) 

com S] em vez de s no primeiro, em vez de s no segundo e s3 

em vez de s no terceiro; logo estes tres coefficientes serão as 
raizes da equação precedente do 3.° grau. Estas raizes são reaes, 
como se viu no capitulo anter ior ; depois de as termos determi-
nado, as condições de identidade darão, com as tres primeiras 
relações do n.° 2 0 i , 1.°, os valores das constantes de uma trans-
formação ortliogonal real que reduz a funcção proposta á somma 
de tres quadrados. 

Para uma funcção de p variaveis a solução do problema de-
penderia da equação 

an — s a 2ij dpi - 0, 

aíi 022 — 5 dp*. 

p dip . . dpp — S 

com p raizes reaes; logo a reducção é sempre possível. Nesta última 
equação o termo independente da incógnita é o discriminante 5; 
quando fòr nenhuma raiz ó zero e a forma reduzida contém 
p quadrados; se fôr 3 0, ha uma raiz zero e a reduzida tem 
p—i quadrados. Neste caso, como o coefficiente da primeira po-
tencia de s é a somma dos primeiros menores de ò relativos aos 
elementos da primeira diagonal, se estes menores forem todos 
eguaes a zero haverá duas raizes zero, c a reduzida conterá p — 2 
quadrados; e assim por deante. 
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Se os menores relativos aos elementos da primeira diagonal 
forem eguaes a zero, também o serão os outros menores de 5, 
porque cada um d'estes é a raiz quadrada do producto de dois 
dos primeiros, visto que S é symétrico. D'esla relação resulta 
também que, sendo 3 = 0, a luncção adjunta é um quadrado. 

2 1 0 . Lei de inércia (IIERMITE).— Esta lei pode enunciar-se 
nos termos seguintes: em uma forma quadrática real, reduzida á 
somma de quadrados independentes, é invariavel o numero de 
quadrados positivos e o numero de quadrados negativos, qualquer 
que seja o modo como se fez a reducção. 

Supponhamos que em / (n.° 207) ha k coeficientes positivos; 
qualquer dos seus termos com o signal em evidencia será 

± À V X * = ± ( X R / / , Y ) 2 = ± Y * , 

e podemos escrever 

4 9 <J •> a 
Y 

Se por qualquer outro modo de reducção chegarmos á ex-
pressão 

f = z j + z j + - - - 4 i \ - z ) + x z 

será h = l. Com efleito, se fosse / i < / , consideremos as h+p — l 
equações lineares 

Y , = 0 , Y 2 = 0 , . . . Y , = 0 , 

Z / + 1 = 0 , Z I + 2 = 0 , . . . Z P = 0 ; 

o seu numero não pode ser maior que p— 1, e portanto é sempre 
possível determinar as p variaveis que nellas entram de modo que 
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satisfaçam aquelle systema e a 

Y / l + í = c > 0 , 

sendo Yk+t uma das funcçôes 

^ A-fl, Y/,-j_2i • • • Yp , 

qual se quizer. Teremos pois 

/ •= — V2 — V 2 Y" — Y 2 

I A-fl A-j-2 'h+t 1 p 

= Z" - + Z I + - - + Z 2 ; 

mas esta identidade é impossível, visto que todos os termos do 
1.° membro são negativos e um pelo menos differente de zero: 
logo não pode ser h < /. 

Do mesmo modo se mostraria que não pode ser h>l; e 
portanto será h — l, como se queria demonstrar. 

No n.° anterior vimos que qualquer forma quadrática se reduz 
por uma transformação ortliogonal á expressão 

de coeficientes reaes ; diz-se que a forma é positiva quando todas 
as raizes da equação em s são positivas, negativa quando estas 
raizes são todas negativas, indi/ferenle quando umas são positivas 
e outras negativas. 

211. Invariante. — Vimos que, transformando linearmente 
uma funcção quadrática homogénea, o discriminante da transfor-
mada é egual ao da forma primitiva multiplicado pelo quadrado 
do módulo; por este motivo se diz que o discriminante d'aquella 
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forma é invariante. Em geral, dá-se este nome áquella funcção 
dos coe/ficientes de uma forma que, depois de uma transformação 
linear, só differe da primitiva por um factor que é uma potencia 
do módulo da transformação. Assim dada a fôrma 

/"(ao, a i , . . . x \ , x í , . . .) 

e a transformada 

F (Ao, A j , . . . X j , X 2 . . . ) , 

a funcção 9 doá coeficientes que convém á relação 

9 (A0, A i , . . •) = rh 9 (ao, a , , . . . ) 

é um invariante. Demonstra-se que o discriminante de uma forma 
qualquer é invariante. 

Se fòr h=0, a funcção 9 toma o nome de invariante absoluto. 
Se uma forma tiver mais de um invariante, terá um absoluto; 
com effeito, supponhamos que ella tem dois invariantes 9 e <{/, 
taes que 

9 Ao, A i , . . . ) = rA 9 (a0, a , , . . . ) , 

K A o - A , , . . . ) = r A ' ^ ( a 0 , a , , . . . ) ; 

será 

[9 (Ap. A | , . . . I F _ [9 (a», a i . . . . ) 

[ f ( A 0 , A , ; . . . ) ] " i ' K « o . a i . . . . ) j " 

e a funcção que está no segundo membro é um invariante abso-
luto. 

Consideremos a forma binária de ordem n 

/ "= a 0 x j + n a j x»-' + " i ^ - - — a2 xn~-x^H anx^, 
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e a substituição linear 

= ° \ X | + 3 4 X» , 

«í = ( 5 | X | + P J X 9 ; 

a transformada 

a 0 (ai Xi + a 2 Xj)« + •••-} (in ( f r X t + fr X2)n 

- A 0 X j + n A , X « - i X 2 + " - + A n X | 

dá logar a n + 1 equações entre os coefficientes da forma e as 
constantes da transformação. Eliminando estas ultimas quantida-
des resultam n — 3 equações entre os coefficientes; se alguma 
d'ellas fôr tal como 

(f (ao, a i , . . . ) = f (A0, A i , . . . ) , 

9 será um invariante absoluto. Portanto nas formas binárias não 
pode haver mais de n — 3 relações d'esta especie; d'onde resulta 
que a forma quadrática e a cúbica não admittem invariante abso-
luto, nem conseguintemente mais de um invariante, que é o seu 
discriminante. 

2 1 2 . Invariantes simultâneos.—A fiincção dos coefficientes de 
muitas formas, que goza da propriedade de invariancia, chama-se 
invariante simultâneo d estas formas. Vimos que o determinante 
de um systema de formas lineares é invariante simultâneo. Em 
geral o éliminante de um systema de equações será um invariante 
simultâneo dos seus primeiros membros, l lepresentando-o por E, 
a equação E = 0 expr ime que as propostas teem uma solução 
commum ; mas depois da transformação as novas equações tam-
bém terão uma solução commum, e o seu éliminante E' será egual 
a zero. Logo serão conjunctamente E e E' eguaes a ze ro ; ou 
E' = R E , sendo R independente dos coefficientes das propostas. 
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Sejam 

f i (ao, a , . .x\, a r * . . . ) , /a(60 ' 6 1 . .®t ..) 

duas formas do mesmo grau, e 9 um invariante da primeira; se 
representarmos por cp'o, . . . as derivadas de cp em ordem a 
ao, d j , . . ., aquella expressão 

6o?'o + b\ ©'1 -4 

será um invariante simultâneo de f\ e /"a, como vae ver-se. 
Consideremos a funcção /'j + c/2, cm que c é uma constante 

arbitrária. Passa-se de /', para f\ + c/à mudando respéctivamente 
ao, at» • • • em a0 4 °bo< ai . . .; se çp (ao, a ( , . . .) é um 
invariante de f\, ©(ao-l- cbo, aj + cò], . . .) será um invariante 
de fi + c/j, qualquer que seja c. Desenvolvendo esta última fun-
cção, os coeficientes das diferentes potencias de c gosarão da 
propriedade de invariancia; e particularmente o primeiro, que é 
precisamente aquella expressão. 

Sejam, por exemplo, as formas quadráticas 

fx = ao1a\x\Xg-¥ agxl , fo = + 26j íra + . 

O discriminante a o a j —Oj é, como vimos, um invariante de fc 

applicando o theorema que acabamos de demonstrar, será 

a\ b-i + a<i bo — 2 a j b\ 

um invariante simultâneo de fa e f%. 

213. Covarianles.-—Dá-se este nome á funcção invariante 

dos coefficienles e das variaveis d uma forma. 

24 
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Sejam a funcção f e a transformada F 

f(a0,a[,. . . x\,Xi,, . .) , F(Ao, A j , . .. X 1 ( X 2 , . . .) ; 

um covarianle 9 é definido, em geral, pela egualdade 

9(Ao, A i , . . . X 1 t X 2 , . . . ) = r A 9 ( a o , a i , . . . . . ) . 

Ha um princípio fundamental que leva á determinação d'uma 
classe importante de covariantes; consideremos uma forma biná-
ria, porque facilmente se generalisarào os resultados que obti-
vermos. 

Seja a forma f[xI,ÍC2) e a transformação linear 

oc\ = X] + «2 , 

a 2 = f i 1 X, + [ ; 2 X 2 ; 

e supponhamos que o resultado da substituição é expresso pela 
equação 

f(xx,xi) = F ( X , , X 2 ) . 

Sejam tambein as variaveis y\, y2, Y | , Y2 ligadas pelas mesmas 
relações, 

J/i = Y j + «2 Y2 , 

J/a = Pi Y j + |52 Y 2 , 

que se chamam congrcdientes com as primeiras; será 

x, + ty, = «, iX, + >T|) + (X2 + 1Y2) , 

o-. + l y i = ft (X, f XY,) + ft (Xa + XY2) , 
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com X arbitrário. Assim, pois, as novas variaveis e .r2+X,i/2 

estão ligadas com Xj 4 XYj e X2 + XV2 pelas fórmulas que rela-
cionam as variaveis x\ e ;r2 com X, e X 2 , e portanto será também 

f{xx + m , ^ + >-y.2) = F ( X , + XY,, X2 + XY2) . 

Effectuando o desenvolvimento, serão eguaes os coeficientes das 
mesmas potencias de X, ou 

y\r*+2ymfU+y*A (v) 

= Y 1 + 2 Y 1 Y 2 F X , X2 + Y 1 F ' L 
1 2 

etc. 

Assim fica demonstrado que as operações definidas por estas 
relações gosam da propriedade de invariancia; qualquer del ias 
conduz a uma funcção P x 2 , y\, ijz) com as quatro variaveis 
congredientes. Se considerarmos e como constantes, P será 
uma funcção homogénea das variaveis y, e y 2 ; uma funcção in-
variante op dos coefficientes de P conserva a propriedade da inva-
riancia com quaesquer valores de arj e x 2 , e <p será um cova-
riante da forma f, visto que se compõe com as variaveis e os 
coefficientes d'esta forma. 

Seja, por exemplo, a forma binária cúbica 

f= ao «3 + 3 o i ® | ^ + + a| ; 

as segundas derivadas de f são 

6 (ao x\ + a\ ar2) , 6 (a i x\ + a 2 ,r2) , 6 (a2 x\ + a 3 ,r2) , 
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e portanto, supprimindo o factor numérico, a segunda das ex-
pressões precedentes será 

t/2 (a0 xx + a, ®j) + 2y, t/2 (at xx + a2 xt) + y* (a2 xx + a3 <r2) , 

forma quadrática em y\ e y>. O discriminante d'esta forma é 

(«0 X] + «i Xi) (aj x\ + a3 r 2 ) — (a, a , + a 2 xtf 

= (ao a2 — a
2) x\ + (a0 a3 — a, a2) a, a?2 + (ai a3 — a

2) <r| ; 

e como o discriminante é invariante, esta expressão é um cova-
riante de f . 

Seja também a forma ternária f(xx, #3) de ordem n e 
appliquemos-lhe as operações indicadas pela expressão 

y \ rx,+y\ rx%+y\ + 2 * y , r x ^ r 2 » y 3 ^ V 3 

Esta forma é quadrática em relação a yx, y3, e o seu discri-
minante é o determinante das equações 

y>0+y*niX+ysf:iX3=o 

e como é invariante, resulta que o determinante das segundas 
derivadas 

11 - f", x] f" Xt X.J f" Xi X» 

f" Xi*l f" >x\ f" XiX-j 

f" X,, X, r 
X-J X., f \ 

4 



T Í R S T O S D E STÜRM. FORMAS. 3 7 3 

é um covariante da forma f. O mesmo teria logar para qualquer 
numero de variaveis; este covariante chama-se o Hessiano de f. 

Outra expressão notável se deduz do mesmo princípio. Sejam 
tres formas fo, fe, f% a tres variaveis; as expressões correspon-
dentes á primeira fórmula (») são 

yii'i +y%fx +y*f\ , 
X, 3-3 XJ 

«s 

y\f'o +yîf'i +ysf' , 
X3 

do primeiro grau em y\, e j^ . O seu determinante 

rt 1 A , 

r 

será um covariante simultâneo das tres formas. Q mesmo tem 
logar para o determinante composto com as primeiras derivadas 
de n formas, ao qual se dá o nome de Jacobiano d 'estas formas. 
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