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DETERMINANTES.

CAPITULO I

Primeiras nocdes.

1. O numero de permutagdes de n elementos é expresso pelo
producto 1.2.3...n, que se designa por alguma das notagdes
|n ou m!. Os elementos podem ser representados por letras ou

por numeros.

A troca de dois elementos «, f chama-se fransposigio, e
representa-se pela notagdo («, £). Todas as permutacdes de n
elementos dados podem deduzirse de uma d’ellas, escolhida
arbitrariamente e chamada principal, por meio de transposigdes
successivas. Assim, por exemplo, passa-se da permutagio P =
2134 para P'=3412 trocando o primeiro elemento de P por
aquelle que occupa o primeiro logar em P, o que produz a
permutagio Py =3124, trocando depois o segundo elemento
de Py com aquelle que tem o segundo logar em P, o que produz
Py = 3421, e finalmente transpondo os dois ultimos elementos
de Py. As transposicdes effectuadas sio (2,3), (1,4), (2,1).
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Geralmente toma-se para principal a permutagio cujos ele-
mentos se succedem na ordem alphabética ou numeral; por
exemplo, abed ou 1234. Nas permutagdes derivadas da prineci-
pal di-se uma inversdo cada vez que se trocam dois elementos;
e o numero das inversdes de cada uma conta-se, sommando os
numeros de inversoes que cada elemento produz com todos os
que lhe ficam & direita. Em 3412 ha quatro inversdes, duas
que provéem de 3 com 1 e 2, oulras duas de 4 com estes mes-
mos elementos.

Dizem-se de primeira classe, ou pares, as permutacdes que
teem um numero par de inversdes; de sequnda classe, ou impares,
aquellas que teem um numero impar. A somma e a differenca dos
numeros de inversdes em duas permutagdes da mesma classe sio
numeros pares, e reciprocamente,

2. Theorema de Bezout: uma permutagao muda de classe por
uma transposi¢do.

Se Py e Py sio duas permutagdes que s differem na ordem
de dois elementos « e 5, dois casos podem dar-se.

1. Se esles elementos forem contiguos, a transposicio (z, [)
produz ou desfaz wma inversdo, e qualquer dos numeros v = 1
é de paridade differente de v.

2.° Se entre « e 5 houver k elementos, passa-se da disposi-
¢io a...5 para f...z, oureciprocamente, permutando pri-
meiro f com cada um d’aquelles k elementos e com «, e permu-
tando depois & com os mesmos elementos intermédios. Teremos
assim effectuado 2k + 1 transposigoes de elementos contiguos; e
como cada uma d'ellas produz mudanca de classe, P; e Py sho
de classes differentes.

Cor. O pumero das permutacoes pares de n elementos é
egual ao das impares, pois que a cada permutagdo Py, com os
elementos a, 3 numa certa ordem, corresponde outra Py com estes
elementos invertidos,

3. Invertendo todos os elementos d’'uma permutagio, obtém-se
a permulagiio inversa da primeira.

A permutacio inversa da principal contém o méximo numero
d'inversoes, por que cada um dos seus elementos produz inver-
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sbes com todos os que lhe ficam 4 direita. Assim o primeiro ele-
mento da logar a n—1 inversdes, o segundo a n—2, etc., e
o numero total d'ellas sera

(u-1)+(n—2)+---+2+1-=’l(";’) ;

(1)

Este numero & par quando n tem alguma das formas %i ou
441, sendo ¢ inleiro, e impar no caso de ser n=4i+ 2 ou
n=~4+3: o que se exprime dizendo que a permutacio inversa
da principal de ordem n & par ou impar, conforme o maior nu-
mero par contido em n & duplamente ou simplesmente par.

W

4. Trocando successivamente o primeiro elemento d’uma
permutagio de ordem n com cada um dos seguintes, obtém-se a
permutacio circular da primeira. As duas sio da mesma classe
quando n & impar, e reciprocamente, visto que se passa d’uma
para outra por n— 1 transposigdes.

Assim, por exemplo, 4321 é a permutacio circular de 1432;
a segunda ¢ impar e a primeira é par.

5. Supponhamos expressos por numeros os n elementos de
uma permutacio P; os primeiros ¢, que designamos por 2y, #g...a;
na ordem natural, formam uma permutagdo parcial p. Um d’estes
elementos, como =, produz inversdes com ay, ag, ... (a3 —1);
mas @, ag, ... 2,—1 perlencem a p, e por conseguinte o numero
das inversdes que a; faz com 0s n —i elementos da segunda parte
de P sera -

oty — 1 —[fl.—l:]=¢k—h .

Dando a k todos o valores desde 1 até i, sommando e fazendo
@y +ag+ -+ +a;=s;, 0 numero das inversdes que os primeiros i
elementos de P [azem com os n — i restantes ¢ dado pela expressiio

ii+1)
2

b= (ag— 1)+ (@ —2)+ - + (o — i) =8 —
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Designando por u e «’ os pumeros d'inversdes que ha em p
e na permutaglio p' composta com os ultimos n—i elementos
de P, o numero total v das inversdes de P serd

ii41)

= ""I § =
t=utu-+s 3

O numero ¢ ndo pode ser zero sem que seja simultaneamente
ay=1,a3=2, ..., a;==1i.

6. No producto aybgey. . .l, permutem-se os indices em
todas as ordens possiveis, conservando as letras na disposigio al-
phabética; obteremos assim n! productos distinctos, cujos fa-
ctores differentes sio em numero de n? ¢ formam o quadro

o by ey v SE N
s bg Ca ... l

: @)
I Tapl W ST

Os elementos d'este quadro acham-se dispostos em n filas ho-
rizontaes, chamadas linhas, e n verticaes ou columnas. As linhas
distinguem-se pelos indices, e contam-se de cima para baixo; as
columnas distinguem-se pelas letras, e contam-se da esquerda
para a direita. Chama-se primeira diagonal do quadro /2) a que
parte da esquerda descendo, ou aybs . .. 1,; a outra ayb,_y...04
& a sequnda diagonal.

Serd mais conveniente em alguns casos representar os elementos
(2) por uma s6 letra affecta de dois indices, como se v& no quadro
seguinte:

ap a1y ... Gy
3y dagy ... ({3,

(3)

ﬂ.; ﬂ"g “owow ﬂn“ -
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Nesta notacdo o numero de ordem das colummas ¢ designado pelo
segundo indice, e o que dissermos d'estes indices applica-se 4s
letras na nolagio anterior.

7. Um producto de n elementos distinctos do quadro (3) tera
a forma

P:ﬂ:ﬂ:"bﬂﬂl’ ] ﬂ:‘l' M

sendo 2f...1 e o'f...7" duas permutacdes dos indices
L RGN

Trocando em P a ordem de dois laclores azy e agy, faz-se
a transposiclio (3, 6) nos primeiros indices e (&', 4') nos segundos;
portanto ambas as permulagdes mudam de classe. Designando
por v e v’ os numeros d'inversdes nestas permutagies antes da
troca dos dois factores, e por vy e v’y os numeros d'inversdes
nas permutacdes que resultam d'aquella troca, os numeros v + '
e vy + v’y serdo da mesma paridade.

8. Definicio. — Chama se determinante dos elementos (3), e
representa-se por A, , a somma algébrica de todos os productos
distinctos P (n.° 7), tomados com o signal + ou — conforme sio
da mesma ou differente classe as duas permutagdes dos indices
dos dois systemas.

Segundo esta definigio e as notagdes precedentes, serd

Ag = 2(-—  BLE WL AR gy + v . @, (4}

representando por 2 a somma de que se trala. O determinante
de n? elementos diz-se de ordem n.

Um elemento azy diz-se par quando os indices ¢ e 3’ sdo da
mesma paridade ou 3 4 J'=2i. Os elementos da primeira diago-
nal sdo pares, porque sdo da forma ay,.

Cer. 1. Pertence ao determinante A, o termo

+|‘I”ﬂu...ﬂ" ¥
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chamado prineipal. Os factores d'este termo sdo os elementos da
primeira diagonal, que tambem se chamam principaes.
Cor. 2. Pertence ao determinante A, o termo

< nfn—1)
(—1) * .anau_12...0a1

cujos factores sdo os elementos da segunda diagonal; as permu-
tagdes dos indices neste termo sdo a principal e a sua inversa (1),
Cor. 5. A expressio (4) pode dar-se a forma

Ap=3(=1)". 0085 ...0,, (5)
ou ainda
An=Z(—1)". aj0 ... 6u , (6)

porque a ordem dos factores ndo influe no valor numérico nem
no signal de cada termo (n.° 7). Estas expressdes mostram que
o desenvolvimento do determinante se pode obter, effectuando
somente as permutagdes dos indices d'um systema.

Cor. 4. O determinante de ordem n tem n! termos,
metade positivos e metade negativos; ou melhor, metade dos
termos tomam-se com o respectivo signal, e outra metade com
o signal contrério.

Cor, 5. A expressio (5), ou (6), mostra que num termo do
determinante entra um elemento de cada linha e de cada co-
lumna, mas um sé.

9. Exprime-se o determinante nos seus elementos encer-
rando o quadro (2) ou (3) em dois tracos verlicaes, como se vé
na expressio

M=o b ¢

!as by cg

ag by ¢:|
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Dois exemplos mostrario como pode sempre obter-se o des-
envolvimento d'um determinante.

1.° Seja

Ag=ay b |=abg—azb :

| ay be.'

o determinante de 2.° ordem ¢ a differenca dos productos cru-
zados dos seus elementos.

2.% Seja Ag=Z =% aybyes. Formam-se as permulacdes dos
indices

123, 132, 312, 213, 231, 321;
e attendendo & regra dos signaes, sera
Ag = atbgt‘a—-aﬂ.!afg e :‘I;|fllrg*— tl!l')]f.'g ¥ tlgb;;t‘] - ﬂgf}gcl .

O determinante de 3." ordem desenvolve-se ordinariamente
pela regra de Sarrus. Tirem se as rectas (12, 23) e (32, 21)
parallelas & primeira diagonal (fig. 1), e completem-se o3 Lrian-

gulos da mesma figura; o producto dos elementos principaes,
bem como cada um dos que se obteem multiplicando entre si os
elementos que estdo nos vértices de cada triangulo, sdo os termos
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positivos de Aj3. Tirem-se do mesmo modo as rectas {21, 12) e
(23, 32) parallelas 4 2.* diagonal, e completem-se os triangulos
da fig. 2; os elementos d'esta diagonal ddo um dos termos nega-
tivos, e 0s que estio nos vertices de cada triangulo dariio cada
um dos outros dois termos d’esta espécie. c

A regra de Sarrus pode empregar-se d'outro modo. A direila
da 3.* columna repetem-se as outras duas; os tres elementos da
1.* diagonal e os de cada uma das duas linhas parallelas a esta
diio os termos positivos; os elementos da 2.* diagonal e os de
cada uma das suas parallelas dio os termos negativos. Por
exemplo: ~

o8 <Xl 8
1 % 3t

A=2x6x3+(—1)x(—3)x1+1xsx2—1x6x1—-2
(= 3)x2—(—1)x4x3 =65 Podemos tambem repetir as
duas primeiras linhas por baixo da terceira, e proceder do-mesmo
modo.

‘No desenvolvimento dos determinantes numéricos teriamos
de identificar os seus elementos com os do quadro (1) ou (2). A
regra de Sarrus dispensa esla preparagio mos determinantes de
_3." ordem.

10. Se num determinante dado os indices ndio correspon-
derem aos numeros d'ordem das linhas, ou das columnas, ou
das linhas e das columnas, o quadro do determinante preen-
che-se facilmente, quando é dado o termo principal.

Basta escrever este termo em linha obliqua descendente da
esquerda para a direila, e completar as linhas de modo que se
encontre sempre em cada uma o mesmo indice d'um systema e
em cada columna o mesmo indice do outro systema.

Um determinante pode representar-se abreviadamente pelo
termo principal, pondo

L Ax=2*tanay...am.
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ou na nolacio do quadro (2)
A,;EEI ay ﬁ‘g. . .l!,. .

Tambem se tem escripto sémente

A,.:—:ju:l;

A ()

Muitas vezes bastari escrever Ag=|abe|, por exemplo.

e ainda

11. Apagando i linhas e i columnas no quadro d’um deter-
minante de ordem n, os elementos restantes formam um deter-
minante de ordem n—i, que se chama menor de classe i do
proposto.

Em A, ha n* menores de 1." classe, pois que o systema de
filas orthogonaes, que se eruzam sobre um elemento dado, é dis-
tincto d’aquelle que corresponde a outro qualquer elemento.

Cada um d’estes menores tem (n— 1)2 menores de 1." classe,
que sio menores de 2." classe de A, ; mas ndo sio todos distin-
clos, porque duas linhas e duas columnas cruzam-se sobre 22
elementos. Assim o numero de menores distinctos de 2.* classe
que ha em A, é

127 98

Por uma inducgdo evidente se conclue que o numero de me-
nores distinctos de classe i, que ha em A,, é -

n? (n --__I')"A {3-—2.‘ (n—i41)2

e A R B it
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Este numero torna-se em n* para i=n—1; com effeito, cada
elemento de A, pode ser considerado como um menor de classe
n—1 d'este determinante.

12. Chamam-se conjugados os elementos symetricamente si-
tuades d'um e outro lado da primeira diagonal. No quadro (3)
os elementos conjugados teem os indices trocados: @ap, apa. Os
elementos principaes sdo conjugados de si mesmos.

Dois menores da mesma classe dizem-se conjugados quando
08 elementos d’um sdo respectivamente conjugados dos elementos
do outro.

Determinante de diagonal vasia é aquelle em que todos os
elementos principaes sio eguaes a zero.

O determinante diz-se symétrico, quando tém os elementos
conjugados eguaes entre si, dois a dois; contrasymétrico ou pseu-
dosymétrico, quando os elementos conjugados teem, dois a dois,
o mesmo valor numérico e signaes contrarios; hemysimétrico,
quando ¢ conjunctamente contrasymétrico e de diagonal vasia.

Exemplos :

-n

g Ssl

~ ™ R
- Py < )
S m oy

desenvolvendo este determinante symétrico pela regra de Sarrus,
vém

S=200+20ye [ —7% .
Se lor a =0=0=0, seri S=2[ye.

2. S'm) a —B 7yl:
B8 —uf

e T '.||
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desenvolvendo este determinante pela regra de Sarrus, acha-se
S —adh + £ + 23 + ot

Se [or a=d=10=0, §' ¢ hemisymétrico e egual a zero.

Exerciclos

1. Determinar quanias inversoes ha em 31 54 2.
2. Determinar a classe de 31425, da sua inversa e da cireular:

3. Obtér 52143 por tantas transposicies na ordem natural, quantas
840 as suas inversdes.

4. Verificar as egnaldades

z 0 0 0 yl=2+15|a 0 b 0 z|=2a8
vy . 0 0 0 c 0 d &z ¢
0y =z 0.0] z 0200
00 y = y & & [ A
000y = ¢ 0-00 0

sem effectoar os deseavolvimentos.

&. Caleular o determinante

[ ]

= =3 o

=1 == &2
p—

-+

sem recorrer i regra de Sarrus.
@. Effectnar o desenvolvimento de £ + ay by 63 dy.
7. Preencher o quadro do determinante eujo termo principal é by ds @y ¢4

S, Mnalrar (iua o numero total de inversies nas permulacdes de n ele-
mentos & & i | n.
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CAPITULO II.

Propriedades dos determinantes.

13. Para multiplicar ou dividir um determinante por m mul-
tiplicam-se ou dividem se por m todos os elementos de uma fila.
Com effeito, cada termo do determinante contém um elemento
d'essa fila, e um s6, e fica assim multiplicado on dividido por m.

Cor. 4. Podemos por em factor do determinante um factor
commum a todos os elementos de uma fila, dividindo estes ele-
mentos por aquelle factor.

Exemplo:

10 = g s|=2lis?0 1 1 |

5 0 = |
» y g
y 5 0 =z | Iy 3
|3 y « 0 | §oary gl < B
L%y ys
g gy

xz y=

Tk s O IR U e Y S8
1

Zys i.ry; 0 %yt 0 5 % I
E.I:yz st 0 P 1~ 0 my !

. |

|zys y* 2% 0 1 y* 2 0

Cor. 2. Para multiplicar um determinante por — 1 basta
mudar o signal aos elementos de uma fila, ou de um numero
impar de filas.
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Cor. 5. Mudar os signaes a todos os elementos do determi-
nante de ordem n é o mesmo que multiplica-lo por (—1)".

14. Se no determinante A permutarmos de qualquer ma-
neira as linhas, ou as columnes, ou as linhas e as columnas,
obtem-se um determinante A, que serd egual a == A conforme
o0s termos principaes de A e A’ forem ou niio da mesma classe.
Com effeito, os termos de A e A' s6 podem ser differentes nos
signaes. Ora, se os principaes T e T’ sio da mesma classe, as
permutacoes da mesma classe que T ou T' serfio positivas em
ambos os determinantes e vice-versa; se sdo de classes differen-
tes, as permutacdes da mesma classe que T serdo positivas em
A e negalivas em A, e vice-versa. No primeiro caso & A = A/,
no segundo & A =— A'.

15. Um determinante nio se altera quando as linhas se mu-
dam em columnas e inversamente, isto ¢, quando o quadro gira
de 180° sobre a primeira diagonal. Assim sera

| @y @ 013 |=|ayy ag as | -
| Food
Gyy d33 Og3| |dig Ogg g3

: !
a3y g3 Ggg| |O613 g3y dg3|

porque os termos principaes sio identicos. Os elementos, que
occupam as mesmas casas nos dois determinantes, sio 0s mesmos
com 0s indices invertidos.

Cor. O determinante hemisymétrico de ordem impar & nullo,
A mudanca das columnas em linhas ndo lhe altera o valor, e a
mudanga posterior dos signaes em lodos os elementos faria que
elle mudasse de signal (n.” 13, eor. 3), passando de A para— A ;
porém o determinante volta & forma primitiva, e portanto serd
A=—Aou 2A=0. i

16. Um determinante A .muda de signal quando se permu-
tam duas filas parallelas. Troquemos a columna i com a k; os
elementos principaes de A neslas duas columnas serdo a;; e ay,




16 LIGOES DE ALGEBRA.

e teremos a disposigio seguinte

A A
@ii -« Aig aj - « « @4
Agi - - Ok ik« » « Ofi =

Nestes dois qua.dros os termos principaes dos determinantes
A e A sio da l6rma

Aa;;BMC ' Aamﬂa;‘;(l H

do primeiro passa-se para o segundo pela transposiciio dos indi-
ces do segundo systema. Logo estes termos sio de classe diffe-
rente e (n.° 14) ¢ A=—A'; 0o mesmo se diria da troca de
duas linhas, pelo principio do n.” 15.

Trocando entre si p filas parallelas, o novo determinante A’
seri egual a A ><(—1)r. Fazer uma permutagio circular de p
linhas ou de p columnas & o mesmo que fazer p— 1 trocas de
filas parallelas, ou multiplicar o determinante por (— 1)p—1.

17. Se no determinante A forem eguaes duas filas parallelas,
seri A = 0. Com efleito a troca d'estas duas filas produz mudanca
de signal; mas os dois determinantes ficam identicos, donde A =
—A ou A=0.

Cor. O determinante é nullo quando os elementos de uma
fila sio eguaes respectivamente aos de outra fila parallela multi-
plicados pelo mesmo factor.

18. Quando se trocam as duas diagonaes de um determi-
nante de ordem n, o determinante conserva o seu valor absoluto;
e muda ou ndo de signal, conforme ¢é simples ou duplamente par
0 maior numero par contido em n (n.” 3).
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A troca das diagonaes effectua-se trocando as duas columnas
extremas e simultaneamente todas as que sjo equidistantes d’ellas;
portanto, se 2p. & o maior numero par contido em n, sera neces-
sario fazer p permuta¢des de duas columnas e o novo determi-
nante serd egual ao proposto multiplicado por (—1)r, isto ¢, por
+1 se p é par ou por —1 se p é impar. Assim,

a b c[== le b " a
ar .l"f ‘..J' c: bl‘ 'ﬂ-
AN TJr/) B P Rl

19. Pela propriedade do n.° 13 podem simplificar-se os de-

terminantes. Seja por exemplo
A=|b a at|;
lea b b

!
lab ¢ 2|

multiplicando as tres linhas respectivamente por a, b e ¢, o de-
terminante vird multiplicado por abe e serd

abe . A = | abe- a? u3|;
abe U2 B

|abe e 3|

e dividindo depois a primeira columna por abe, acha-se

Awmii “a¥, a¥|.
e
[1 ¢t ¢

E sempre possivel reduzir 4 unidade todos os elementos
2
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d'uma fila. Assim, multiplicando as columnas de
Asig b e
g ¥ e

ﬂ” b:-‘ C"

respectivamente por be, ca e ab, o determinante vird multiplicado
por a%b** e seri
atbic? . A=|abc bac cab |;
1
abe Uea cab |

|a"be b'ca c"ab|
e dividindo depois a primeira linha por abe, acha-se finalmente

SR o T
-_“b"la'bc Vea c’b‘

(a"be b'ea c'ab ‘

Se o determinante fosse de ordem n, o divisor do novo determi-
nante seria a®—2b"—2 ,  ["—2,

Como na reducciio de [raccdes ao mesmo denominador, se nio
forem primos entre si os elementos da fila que se quer transfor-
mar, basta reduzi-los ao seu menor ml'lltiplu. Sn:'ju, por exemplo,
o determinante seguinte, em que 16 ¢ o menor milliplo dos ele-
mentos da primeira columna:

A=|"4 3 5 2
2 7.3 .4

- =

e -
e

=] &
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4.8.2(16 12 20 8 Eid kS TRE 8
I 116 56-28 32| * |1 56 2% 32
107 ~8 16 W ks Rks Rl

116 & 10 14 05 Regh? S [ M

O dltimo determinante ainda pode ser simplificado; basta di-

vidir as dues Gltimas columnas por 2 e multiplicar fora dos tra-
vessdes por %, o que da

A=l 12 10 &].
!

{ 56 12 16
T ek et
e

Estas proposicdes teem importancia no célculo dos determi-
nantes numéricos.

CAPITULO 1L

Propriedades dos menores.

20. Além do termo principal, ha no desenvolvimento do de-
terminante outros que teem por factor o primeiro elemento ay;.
Para os determinar, conserve-se [ixo esle elemento em ayy daq
a3s. . Gue permutem-se em lodas as ordens possiveis os indices
do segundo systema nos outros elementos e dé-se a cada resul-
tado o signal que o termo correspondente tem no determinante
proposto; acharemos assim todos os termos pedidos. Por outra
parte, o signal de cada um serd o que resultar do numero de

-
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inversdes que se encontrarem nos indices 2, 3,..n, porque o
indice 1, escripto no principio, nio influe naquelle numero; por
conseguinte, designando por ayy Ay a parte do desenvolvimento
de A, em que entra o elemento ayy, o factor Ay serd o deter-
minante

Ajy=|an ay . . au|,
|dgy 433 - - a3 |
| i
| Bag  dyy . o Mgy I

que ¢ o menor de primeira classe que resulta da suppressio da
primeira linha e da primeira columna de A,

Outro elemento qualquer a;, da linha i e da columna s,
entra no desenvolvimenlo do determinante em diversos lermos,
que podemos representar todos por aj; Ay Para determinar A,
leve-se o elemento considerado ao logar do primeiro ayy, por meio
de i—1 trocas de linhas e s —1 trocas de columnas duas a duas.
O novo determinante serd

s, 1,3, ..8—1, 841, .. 0

[
A= . ; .
\i, 1,3, ..i—=1,i41,..0

e como no termo principal de A" ha i — 1 inversdes nos indices
do primeiro systema e s —1 nos do segundo, serfh A, = + \/
(n.* 14) conforme i—1 ¢ s— 1, ou antes, conflorme i e s forem
ou ndo da mesma paridade. Este resultado pode representar-se
por meio da relacio

*\q=(—|,};+'-4_’\' :

Por outra parte ao elemento aj, que occupa o primeiro
logar de A, ¢ applicavel o que dissemos de ayy com respeito
a An; portanto os lermos que no desenvolvimento de A’ con-
teem o elemento a;; podem ser todos representados por May,,
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sendo M o primeiro menor que se obtém apagando a primeira
linha e a primeira columna de A/,

Ora éste menor M ¢ o primeiro menor de /A, relativamente
ao elemento ai; e altendendo aos signaes serd

12..0—1s41 n) ;

TR '|I'+J'
Au=(=1) x(li..i—-li—i—].,n,

O signal é + se o elemento a;; ¢ par, —- se & impar.

O signal pode tambem determinar-se percorrendo orthogo-
nalmente o determinante, desde o seu primeiro elemento até
aquelle que se considera, lendo + no primeiro elemento e mu-
dando de signal na passagem de cada um d'elles para o seguinte.

Assim para determinar o signal do factor de r no determi-
nante !

la g g
b —d rieaf s
e [

diremos + em p, —em a, + em b,—em —d, + em r. Notaremos
que ¢ sempre positivo o termo que tem por factor um elemento
principal, porque estes elementos sio todos pares.

21. Podemos dar outra forma a Ay, trazendo o elemento a;;
a0 primeiro logar de
M, 2..0—1, 5,541, ..n)
Fa W — ; : o )
1,2 i—Li,i41,..n

por meio de i — 1 permutacdes circulares das linhas e s — | das
columnas. . -




9
b

LIGIES DE ALGERRA.

Cada uma d'estas permutagdes equivale a n—1 trocas de
filas parallelas, e estas dltimas operacdes virao a ser ao todo
(n—1) (i+s—2); portanto o novo determinante A" edta ligado
com A, pela relagio

Ay =(—1)0—DG+) AY

Por outra parte é
. all’= J"'J""f"';--'ﬁ.',.,."—l‘ -
5 (iJi_'i_lp--ﬁ,!;-.l.-"l) ?

donde se conclue, como no n.° anterior, que serd

ﬂ;,—{—i)il—.l]h’-}‘-:]. (‘_":::, g n,:. o :-_:) :

Se n for impar, o factor A, tem sempre o signal +; se n
for par, este factor deve tomar-se com o signal 4 para os ele-
mentos pares Ecom o signal — para os impares.

Assim no determinante

Iﬂu a3 ayg|
|

ay azy ayy

Gy azy agy|

o factor do elemento azg serd

+|{l3| aga | .

(a1 G2

Quando & s=n, o indice s+ 1 representa simplesmente o nu-
mero 1.




DETEBMINANTES. 3

22. Seja AL" um menor de classe n—p do determinante

Ay, e Ai"_” o menor que fica do proposto quando nelle se
apagam as p linhas e p columnas em que o primeiro se contém;
o producto A?).A’(‘"_’”. com o mesmo signal ou com signal
contrério, lara parte do desinvolvimento de A,. Com effeito, os
termos d'este producto encerram lodos os indices de A, sem re-
petigdes nem omissdes; e dois d’elles sdo distinctos um do outro
pelas permutacdes de algum dos factores, ou pelas de ambos.

Para determinar o signal que ficou incerto, consideremos posi-
tivo um dos factores e procuremos o signal que deve attribuir-se
ao outro factor, suppondo em cada um d'elles os elementos do
termo principal dispostos na ordem natural. Seja em primeiro
logar

)
Af=£:‘:ﬂu @39 . . Qpp 4

isto &, supponhamos que o menor A E"'_P) resulta da suppressio

das primeiras p linhas e das primeiras p columnas do determi-
nante proposto e que é

AE:—P)HE X Gy, pi1 Bps, pp2- - - Opn -

O producto dos termos principaes dos dois menores é positivo
em A,, porque é o termo principal d'este determinante; logo
a parle considerada do desenvolvimento deve ser tomada com o
signal +.

Se [or em geral, com os indices dispostos na ordem natural,

(pl _
All=3xa, a,,. ..,

leve-se o elemento aj, ao primeiro logar da primeira diagonal
por meio de i— 1 trocas de linhas e s—1 trocas de columnas;
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leve-se depois o elemento ay ao logar do segundo elemento da
mesma diagonal por meio de i'— 2 trocas de linhas e s'— 2
trocas de columnas, e assim por deante. O novo determinante
serd A=A, ou A'=— A, conforme a somma i+s—2+ '
+s'=2.2+ ... for par ou impar.

Por conseguinte o signal do producto considerado sera definido
pelo coefficiente

(= 1)iHetiet

ou ainda pelo numero de inversies que o primeiro factor apre-
senla em relagdo ao segundo nos indices dos dois systemas.

Os factores AP ¢ AP, formados pelo modo que aca-

bamos de dizer, chamam-se complementares. Tambem se lhes da
o nome de reciprocos, por serem complementares um do outro.

23. Num determinante symétrico dois elementos conjugados
@iy, ag sdo eguaes. Os seus factores complementares A;, e Ay
tambem sdo eguaes porque, mudando as linhas em columnas e
reciprocamente, cada elemento vae occupar o logar do seu con-
jugado e vice-versa, ficando todas as casas eguaes.

Nos determinantes hemisymétricos os factores complemen-
tares de elementos conjugados sdo numéricamente eguaes; e do
mesmo ou differente signal, conforme o grau n do determinante
¢ impar ou par. Mudando as linhas em columnas e reciproca-
mente, o elemento a;; vem para o logar do seu conjugado ay;
¢ mudando os signaes a todos os elementos o novo determinante
é Al=A,.(—1)" o elemento a; lorna-se em — a;; ¢ as casas
ficam todas com o valor que tinham em A,. Ora o factor com-
plementar de — a;, em (—1)* . A, é egual a0 de a; em An,
portanto o factor complementar de —a;, em A, serd (—1)* Ay;
isto &, o factor reciproco de a;; serd

(—1)’:“1 . A“ .

24, Em determinantes symétricos os factores complementa-
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res de menvres conjugados sio eguaes. Demonstra-se como a
primeira parte do n. anterior.

Num determinante hemisymétrico de ordem n, sejam d e 3 dois
menores conjugados de ordem p, ¢ z e &' os seus factores comple-
mentares. Pela mudanga das linhas em columnas e d'estas naquel-
las, leve-se 3 ao logar de d' e reciprocamente; mudando depois
os signaes de todos os elementos, A, torna-se em (—1)*. A, e
dem (—1)?.4. Ora o factor complementar de (—1)P.J em
(—1)» A, serd o mesmo que o de ¢’ em A, ou «'; logo o re-
ciproco de J em A, serh

a=(—1)y"r.d,

e 2 e 2 seriio eguaes, do mesmo ou differente signal conforme
os graus n e p forem ou nio da mesma paridade.

CAPITULO 1V.

Desenvolvimento do determinante
pelos seus menores.

25. Em cada termo d'um determinante entra um s6 elemento
de cada linha ¢ um 86 de eada columna; assim, convird effecluar
o desenvolvimento, ordenando /A, em relagio aos elementos de
uma fila. Vimos (n.° 20) como se determina o factor comple-
mentar de cada elemento; assim teremos para a linha ¢

Ag=Airan +Agaa+ -+ Aintin
e para a columna s

Ag = A ay+ Agas,+ -+ Apg s -
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Os factores Aj,, com o signal implicito, sio determinantes de
ordem n—1, que pelo mesmo modo se fariam depender de ou-
tros de ordem n— 2, como estes se resolveriam noutros de ordem
n—3 e assim por deante,

26. Considerando mais particularmente o determinante da
3.* ordem, teremos pelo processo do n.® 20

Ag= a1 |by ey —ﬂljﬁl ey | +ag| by o
by e3 | by eg by ¢
=—b |ag cag|+ by |ay ¢ —b a4 ¢

a3 c3 g 3 | g Cg

= ¢ |03 by|—ca|ay by|+eg|a by

| ag by ag by ! ag by
= a1 |by s |—b|agcy|tenag by
|bg eg| . |ag cg ag by
=—ay b ¢ |+bg|ay eg| —ca|ay byl
[53 cs | ag cg ag by,
= (3 b‘l €y ——53 ay ¢q +L‘3 iy b]: .
N as ¢y | ag by

A estas relagdes pode dar-se a forma

Ag=Arm + Agag+ Agag= Agay + By by + Cy ¢4
=By by +By by + By by = Agag + Baba+ Cyes  (7)
=C| e+ Cq 3 +C;| cg=Agag+ Baﬁ;'l"ﬂa#s
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sendo

Ay= |byeg|, Ag=—|by e1| . Ag= |b ¢4 |;
by ¢ by c3 by cg

‘By=— yBa= :B="' i

1 ag cg |, By ay f-‘:i 3 ay '-'1| ®)
az ¢3 ag i-'s| as ¢a

Ci= |as by|,Ca=—|ay by|,Ca= |m b}.
ag bs | | ag bg iﬂ! b,|

Pelo processo do n.° 21, todos os lermos se lomariam com
o signal 4+ porque 3 —1 ¢ par; desenvolvendo, por exemplo, em
ordem aos elementos da segunda columna teriamos

Ag=b~| cy My +l‘)3 c3 ﬂa|+bg £y M

| €3 ag 6 cy a3

que é a segunda das expressoes precedentes, attendendo is per-
mutacdes de linhas e columnas.

27. Se nos desenvolvimentos do n.® 25 substituirmos os ele-
mentos aij, @y, etc. pelos de outra fila parallela, o resultado
serd egual a zero; ou

Ajpag tAsap+ - +Anau=0,
Apay+Agay+- -+ Auag=0,

para todos os valores de k ou de ( desde 1 até n, com excepgao
de k=i e de t=s: Com effeito, os primeiros membros d’estas
formulas sio, respectivamente, o desenvolvimento d'um delermi-
nante em que sdo eguaes as linhas de ordem i e k ou as columnas
de ordem s e (.
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D’este modo obteremos nos determinantes de 3." ordem doze
relacdes, que resultam de trocar em cada uma das seis [or-

mulas (7) os elementos ay, &y, ete. pelos das outras duas filas
parallelas. Estas relacdes siio: .

Aby +Agby + Agby =0, Age; + Asea+Ageg =05
Bia; + Beag + Bgag=10, B¢ + Bacg + Byeg=10 ;
Ciay + Caag + Caag =0, Ciby+ Cabg+ Cgbg =0 ;
Ajag+Bibg + Ciey =0, Ajag+ Bybg+ Cyez =0 ;
By - Bah, oty o o At B P s
Agay+ Bgby + Cgo =0,  Agag+ Bybs + Cyea =0 .

28. Se um determinante for nullo, haverd a mesma relagdo
linear homogénea entre todos os elementos de cada linha ou co-
lumna.

Seja o determinante de 3.* ordem X =% ajbgey. Se elle for
nullo, teremos por esta hypithese e pelas formulas (7) e (9)

Ajag+ Agas + Agag=A3=10,

Arby +Ashs + Aghy =0,
Ajey + Agea + Ageg =0,

ou
Ajay + Byby + Cyey = Ag=0 ,
Aqas + Bybg + Ciea =0,
Ajag+ Bybg + Cieg =0 .

Reciprocamente, se existir a mesma relagiio linear homoggé-
nea entre os elementos de cada linha ou columna, o determinante
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seri egual a zero. Seja

dyay + Szag + dga3= 0,
31by + 83by + 833 =0,
d4¢q + dgcg + S3e3 =05

multiplicando estas egualdades respectivamente por Ay, By, Cj e
sommando os productos, teremos

ﬁ‘(Aiﬂi + By + Cﬁ?j] +/51 E_ﬁiﬂi +Bybs + Clcg)
+ 83 (Aqag + Bybg + Cyeg) =0 .

Ora os dois ultimos termos siio nullos (9); logo, se 4, € differente
de zero, serd

J\jﬂ] T Bp‘.l] 5 C|€1 = Ay =0 .

29. Quando todos os elementos d'uma fila sdo nullos, o de-
terminante é egual a zero; porque, deesenvolvendo-o segundo os
elementos d'essa fila, todos os termos do desenvolvimento tem
zero por [actor.

Quando sio nullos todos os elementos: d’'uma fila com exce-
peio d'um, o grau do determinante abaixa-se d'uma unidade.

Assim

Inversamente, podemos escrever um determinante sob a forma
d'outro determinante de grau mais elevado, accrescentando suc-
cessivamente ao proposto linhas e columnas em numero egual, e
taes que em cada um dos systemas accrescentados o elemento
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commum seja + 1 ou — 1 conforme o numero d’ordem das filas,
e que numa d'estas os restantes elementos sejam zeros podendo
os da oulra ser quaesquer.

Assim
apbyey|=|ag bye 0|=/10000
ag by c3 | ag by e3 0| = ay by ¢ 0
ag by ey L ag by e3 O L% az by ey O

i*lil|!tﬂ3b36‘3ﬂ
*» » » = 1

Os asteriscos podem ser substituidos por elementos quaes-
quer, que nio influirdo no valor do determinante.

30. Quando siio nullos todos os elementos situados do mesmo
lado da primeira diagonal, o determinante reduz-se ao termo
principal :

|a 0 0 0)=a;|by 0 0|=aby|cs 0| =abecydy .

asz bﬁ 0 0 i f.':; €y U': Iq n‘fl ‘
ay ba c3 0 | | fi_‘ cy di .|
ay by ¢ dy |

Quando sio nullos todos os elementos situados do mesmo lado
da segunda diagonal, o determinante d’ordem n reduz-se ao pro-
ducto dos elementos d’esta diagonal, com o mesmo ou differente
signal conforme o maior numero par contido em n ¢ dupla ou
simplesmente par.

31. O determinante pode tambem desenvolver-se em menores
d’outras classes.

Viu-se (n.” 22) que o producto dos dois menores .ﬁ.‘:’l e
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AE'_’) pertence ao desenvolvimento de A, comtanto que se

lhe dé o signal + ou — conforme no principal de qualquer dos
factores as sommas dos indices dos dois systemas sejam da mesma
ou differente paridade, e esses principaes se escrevam sem inver-
shes.

Combinemos p a p em todas as ordens possiveis as n linhas

que no quadro do determinante cruzam as p columnas de AE"]
e formemos os corresponden(es

n[ﬂ.— 1j...(n—p+1)

menores distinctos d'ordem p, que se conteem nas mesmas p co-
lumnas; multipliquemos cada um d’estes menores pelo seu com-
plementar, com o signal conveniente. A somma algébrica dos
productos serd identicamente A,.

Com effeito, os termos, em que se’resolvem estes productos,
pertencem ao delerminante proposto, sdo distinctos e teem o
“mesmo signal com que entram em A, ; por outra parte o seu
numero ¢

nfn—1)...(n—p+1
p! T S

o }.(n—p)_!=n!

sem reducgoes; e este é tambem o numero de termos do deter-
minante d'ordem n.

Egual raciocinio se applicaria ao desenvolvimento do deter-
(p)

minante segundo os menores contidos nas p linhas de A

32. A proposicio do n.° 31 tem principal applicacio no
desenvolvimento segundo os menores contidos em duas filas pa-
rallelas, porquanto os determinantes de 2.° ordem se resolvem
immediatamenle nos seus eiemenlos.




32 LIGUES DE ALGEBKA.

D’este modo teremos, para as duas primeiras columnas,

A" = Bya (ayy ag3) + Byg (agq age) + ---
+ Bia (“Ilﬂu!) b mE i o Bl—l, n (an—l, 18n, !) ’

onde se tomard Byg com o signal +, Byy com o signal —, ete.;
mas os signaes ndo serdo sempre alternados, e o iltimo termo
deve tomar-se com o signal +.

Em geral é sempre positivo o factor complementar do menor
de 2." ordem contido em filas consecutivas duas a duas: porque,
se este menor [0r

Sk @iy Bigy, o415

o signal do factor complementar sera dado (n.° 22) pelo coeffi-
ciente

(— 1)54—:+i+117¢+1 Kt {_ 1}~z[i+s+l3 g

Esta forma de desenvolvimento é sobretudo util, quando o
determinante proposto é de 4.° ordem, porque assim se resolve
immediatamente em determinantes de 2.* ordem.

Observaremos tambem que os factores complementares dos
menores contidos nas duas primeiras e nas duas Gltimas linhas
de duas columnas quaesquer devem ter ambos o mesmo signal.
Com effeito, se os numeros d'ordem d'estas duas columnas sio
s e §+5', 0s menores de que se trata serio

Zxay 2,046 2 ZE Qu_y, o0y, s

¢ a somma dos indices no altimo é egual & somma dos indices
no primeiro accrescentada com o numero par 2 (n—2).

83. Um determinante A, pode elevar-se directamente & or-
dem n+p=m pelo seguinte processo.
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Forma-se um determinante R de ordem p e egual 4 unidade,
o que pode obter-se de muitos modos; o mais simples sera suppdr
egual a 1 cada elemento principal d'este determinante e nullos
todos os que ficam para o mesmo lado da primeira diagonal,
sendo os outros arbitrarios.

Assim, teremos

R=|1 0 0 0|=1
b 7170
[eawim s = 0
i
n * i ]

Colloca-se depois a primeira diagonal de R em seguimento da
primeira diagonal do determinante proposto; e finalmente com-
pleta-se o quadro, preenchendu as linhas, ou as columnas, d’'um
dos determinantes com zeros e as columnas ou as linhas, do outro
com elementos quaesquer, do modo seguinte:

Ap= ay b] " f| 0 0 ”
g 62 " ll'! 0 0

R AR e OEe
* » . 0 Oi.

ol
£ a4 T |

Com effeito, este determinante, desenvolvido nos menores
de ordem n contidos nas n primeiras columnas, reduz-se ao pri-




34 LIGIES DE ALGEBRA.

meiro termo

RXA‘=.’$" »

porque em cada um dos termos restantes entra como faclor um -
determinante com uma linha de zeros.

Cor. 1. Se num determinante de ordem m forem nullos os ele-
mentos communs ds n primeiras linhas ¢ ds m — n dltimas colum-
nas, o proposto reduz-se ao producto d'um determinante de ordem n
por outro de ordem m —n."

Cor. 2. Se forem nullos os elementos communs ds n primeiras
linhas e ds iltimas m —n+1 columnas d'um determinante de
ordem m, este determinante serd egual a zero. Porque num dos
dois factores do Cor. { haverd uma linha de zeros.

Cor. 5. Se num determinante de ordem m = 2n, dividido em -
quatro de ordem m por uma mediana horizontal e outra vertical,
forem nullos todos os elementos communs s primeiras n linhas
e &is (ltimas n columnas, ou s primeiras n columnas e 4s Gltimas
n linhas, o proposto reduz-se ao producto dos dois determinantes
parciaes, adjacentes ao que ¢ composto de zeros.

Cor. 4. O producto de dois determinantes de ordem p e g
pode sempre representar-se por um determinante de ordem p + ¢,
como se v& no exemplo seguinte:

1 aq I'?]

x‘rl dy e,lz of &y e »w).
ag by

g dy ! e 'dy & x »

eg dy e

€y ds £3 () 0

Se os determinantes dados fossem ambos de ordem n, 0 seu
producto seria representado por um determinante de ordem 2a.

34. O determinante pode tambem desenvolver-se segundo os
elementos de duas filas orthogonaes.
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No desenvolvimento de

An=|ay ap . a . dap
|
| Gy Qg . Gy . Qi
ajy a3 . g o Oin
2 #
Apf Gy2 . Opp " . Qg
.

pelos elementos das duas filas que se cruzam em a;,, haverf um
grupo de termos Ay a (n.” 20) que teem por [actor aquelle ele-
mento. Designamos por Ai, com o signal implicito, o primeiro
menor do proposto em ordem a aj; ; nos elementos d’este menor
ha todos os indices, menos i nos do primeiro systema e s nos do
segundo. ;

No resto do desenvolvimento pedido, os termos sdo todos da
forma Kay, . ai;: sendo ay, qualquer elemento da columna s, me-
nos aj, de modo que p pode ter qualquer valor desde 1 até n,
menos i; e aj, qualquer elemento da linha ¢, menos o mesmo
ai;, de modo que ( pode ser qualquer numero desde 1 até n,
menos §.

Ora, em A, os coeflicientes de a, aj; e a, ay sdo eguaes
e de signal contririo, pela troca dos indices superiores (Theor.
de Bezoul). Mas o producto a, a; s6 se encontra em Ay, ag:;
logo o coefficiente K &, com signal contririo, egual ao coefficiente
de a, em Aj, isto & ao primeiro menor By d'este determinante
Ai; em ordem dquelle elemento ay. Esse menor By é o segundo
menor que resulta do proposto pela suppressio das linhas i e p
e das columnas s e t.

Dando successivamente a p e a ¢ todos os valores que podem
compelir a cada um d’estes indices, e representando por 2 a
somma algébrica dos resultados, serd finalmente

Ap=Aja,—2 pt Chpg (hif
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Se as duas filas consideradas se cruzarem na primeira dia-
gonal, em a', seri »

Ag=Aj a; — By ayiay .

Se o determinante [or symétrico, Ay tambem o serd; e como
neste caso ¢ ay; = a;, a [ormula anterior torna-se em

Ay =Aj a;; — Z By ajp aiq .

Mas como é tambem By = By, expressio By, aj, ay ndo muda
de valor quando se trocam p em t e { em p; portanto os termos -
correspondentes a valores deseguaes d'estes indices siio eguaes
dois a dois.
' Supponhamos, por exemplo, que se quer.desenvolver o de
terminante symétrico
As=10 a b

0 ¢ b |
a 0 a
¢, By ajod

em ordem aos productos dos elementos da primeira linha pelos
da primeira columna. Neste caso é i =1 e ajy=0; teremos pois

A = — g (aya. Bss + ag3 . Bag +ayq Bay)
— ayg (aye . By + ayy . Bgg + agq . Byy)
— ayg (a2 . Byg + agg . Byg +ayq . Byy) 5

mas & Bgg = Bys, Bag= By e By = Byy: porlanto serh

\ = — (a;2)® . Bag — (a13)® . Bgg — (ays)®. By
—2aig.ay3.Bgg—2apg. apq. By —2ag3. ayq . Byg .
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Os segundos menores B calculam-se pelo primeiro Ay =
(a2 agg agy), que tem o signal + no desenvolvimento procurado;
e assim 6
=—(aggagg—ag agy) ,

Bag=— | ag; ay

a3  ayy

por exemplo. Formando do mesmo modo os restantes B e sub-
stituindo os elementos symbélicos pelos valores que lhes corres-
pondem no quadro do determinante dado, achariamos,

agy=¢y , Bag=aby , ele.
Do mesmo modo, para desenvolver

A= (ayy agg aggagy)

pelos elementos da segunda linha e terceira columna, faremos na
formula geral i =2, s=3; daremos primeiro a p o valor 1 com
t=1,2,4, e depois successivamente o valor 3 ¢ 4 com os mesmos
de t. Acharemos assim

A = Aggagy — ayg (Byy agy + Byg asg + Bygayy)

—agg (By) agy + Byg ags + By agy)
A

—agy (By a3y + Byg ags + Bygag;

Substituem-se depois os B e Agy pelas suas expressoes, que
sl ;

Ap=—ay ap ay|,
Gy a3 ag

|Gy agg agy |
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Byy=— ag ag;', Ba=+ay agy ., Byy=—|ay agp|,
\ e | |
agy ag | KITRRTE ay ag

By =+ ajg ays|. Byn=— an ai|, Byy=+|ay asn,

‘ agy agg | ag ﬂu‘

|
|
!

I e agy

Bjy=—|aie ag|, Bie=+|ay an|, By=—|an a2 .
1 i |
| figs  ang | agy dagg | dgy ap

Assim se faz depender o calculo do determinante de 4." ordem
d'um da 3." e de nove da 2.°, contendo o desenvolvimenlo final
3! 49.2=2% termos, como deve ser.

Este méthodo ¢ sobre tudo vantajoso quando aj;= 0, porque
faz depender o determinante de ordem n sémente de outros de
ordem n—2; e é principalmente usado para os determinantes
symétricos, que ji consideramos, e ainda quando o primeiro ele-
menlo & zero e os outros da primeira linha sio eguaes aos que
lhe correspondem na primeira columna.

Exercicios

0. Achar o coefliciente de ayy em X 4 ayy t 03 d)y G5

10. | 23 |=|34|—2/23 4323
234 51 18 5| l:;r.E
3 45
= (15 —16) —2(10 — 12)-+-3 (8 —9)—0.
11, i a —b|= i ¢ —}-a' a —hi+l.-|u—h’
-z 1 e} |—c 4 —c: 4] I

| b — 1
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=144 ala—be)+blac+b)

—ifat 0,
12. 103 =1 8]|+3]21|=3.
21{‘ [ 1% iii‘
214 ]
13. (230 2)=2/14% 0[—|30 2
(04 & 0 CI G R KR
to 3 1°:—1 te o af 1384
L g0 44

=2[1—1|—24)3 -1 [—3[4 O0|—21 4]
| bR & B |3 1|

=2—2.4(34 9 —3(—4)—2(1—13)=—4h.

14. [0 00 O 4§ _=1|5; DOoOO0OO0D | |=—112.
0003 = 000023
006 ay)| 000 & L°8
‘uﬂsb.s 007134]|
13020 021376
1 & 82 F A
15. | 0. a* ¢ 2 |=|0 1 4 { |=1|0 aa" W o
at 0 ¢t b* I 0 %™ b5 ag’ 0 ce! BV
B c® 0 at 1?0 &% b e’ 0 aa
b2 odn 0| 1 b a0 {cc' bb an' 0

16. Demonstrar a egnaldade

i 41441~ 10 .0}|=1o0u=0

e B S | et PR T |
| B T B S T 1
U e S N Qe et 1 |

L BT N SR P AR
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17. Achar o mesmo resuliado para o determinante cujos elementos sio
todos zero, com excepgdo de ay, p—1 =1, ay, g4r = — 1, lazendo successiva-
menlep=2,3,..neqg=42,.n—1 :

18. Em £+ agy az ay @y @y achar o factor de X + az ags.

19. Desenvolver o determinante

ay by ey dy eg fi | =—(aes) | by dy 04 fy
{as 0 e 0 00 by 0 0 0
a 0es 000 bs ds e [
ay byeg 00 0 bg ds ¢5 [s

ag by o5 dy & [
ag by cg ds & [

= 20. Desenvolver o determinante

a b 000].
‘agbznnn
| by 6 dses
‘ﬂ'.;_ by ¢y dy &
I";ltmfs"i:"';l

21. Desenvolver o determinante

|a1 by ey dy g fi
i s !lg Oy d;_» P rg 1
{0y by &3 ds &5 [ |
iy 1']‘ €y 000 I
a by 6 0 0 0 |
ag bg o5 O 0 0 |

22. Desenvolver em ordem aos elementos da primeira linha e da pri-
meira columna o determinante

0 & y z|=dfs bey* + acst — ay (b -+ de)— = (ad + ¢f)
—z0ab| — yz (bc+ae) .
—y ¢ 0 d
—z e [0
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23. Desenvolver

|z a b|=x—x (ac 4 be 4 df) -} ade 4 bef ,
ez d
le [ =

24. Desenvolver

z a b c¢l=z'FaNa*+b}a+d e+ (af —be-cd)f
—gooa d e
| —b —d =z f
| —e —e —f x|

CAPITULO V.
Addigao das linhas.
35. Desenvolvendo pelos elementos da primeira columna o
determinante

.’\l'—'i S1+ap by ey Ll | »

Lyt by en

L8t ay ba .Ca
acha-se (n.” 25) a expressio

Ay=(ag+a;) Ay + (as + a3) Agy + - + (@8a + 2a ) Any
= (ay Agy +ag Ay + - +a, Ayy)
+er Ay Fag Ay + - Fay Ay
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d'onde se conclue que &

Al =1y I'}' cq . .+ oy {l; €1 t .
a C : . C
2 by oo as by (10)
ﬂ“ b-. €r . [ bli Cn

Por conseguinte: 1.° Quando os elementos de uma fila forem
binomios, o determinante de ordem n decompde-se na somma de
outros dois; a fila, correspondente dquella de que se trata, é com-
posta em um dos determinantes parciaes pelos primeiros termos,
e no outro pelos segundos termos d'aquelles binomios; as res-
tantes n— 1 filas parallelas sho communs a estes dois determi-
nantes e ao proposto.

2.° Se ay, a3,..a, mudarem de signal, o proposto serd a
differenga dos doeis determinantes que estiio no segundo membro
de (10).

3.° Reciprocamente, a somma ou differenca de dois determi-
nantes da mesma ordem, que,sé differem em uma columna ou
linha, serd um determinante da ordem dos propostos, com as
mesmas n—1 columnas ou linhas communs a ambos e a outra
formada pelas sommas ou differencas ordenadas dos elementos
differentes.

Pelo principio contido na equagdo (10) se mostra que os de-
terminantes

i 0 Sah ok a b a |
| a’ a b l e A ] !
a a" br;s ]ﬂ” ¥ 0 .

sho eguaes e de signaes contrarios; com efleito, o segundo é
egual a

|a G B,
‘l} a' b"
0 o V|
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e a somma d'este determinante com o primeiro dos propostos &

a a ﬁ|=0.+
o dai. ¥

(]
|
i
]a" a’ B

36. Se forem binomios os elementos de mais de uma columna,
decompde-se primeiro o determinante proposto em dois, conside-
rando monomios o8 elementos de todas as columnas menos uma;
depois decompde-se cada um d’estes em outros dois pela mesma
maneira, ¢ assim por deante. O numero final de parcellas sera 27,
sendo m o numero de columnas em que se verifica a hypéthese.

Seja, por exemplo,

!_ai+°i bp+fa ca

_\E?ﬂ|+u'1 b|+[3| ¢||
|

| |
lagtag byt cp)

ay b+ CI""[_’i by + B4 ¢1ii
lag by+fa o9 log bat+pPs e

lﬂs by+3g cg| lag b3+ fs Gal

decompondo cada um dos determinantes que estdo no 2,° membro,
acha-se

4’3'“" o b g H a B oo
| ag bi 2] ag BI €y
! ag by ¢3 | ‘ ag By c3 [

(1)

|2y by eg g Pg Cp

8 o AL P B e A B e
I
| i
ag by c3| |23 P3 o
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-

37. Os elementos o, 3y, etc. sio quaesquer, e alguns podem
ser zero. Se [or, por exemplo,

A=ag+ax b 55y
ay by + x 3 !I
ag by c+x |
acha-se primeiro
A= |ay by e |+|& . by ey |
ag bhy+x & 0 h+=x g ‘

ag by cgt+ax 0 ba : 6;;‘{'2‘-:

= | gy by (1 +:L'iflg+d‘.' C3 |
‘ay by+x Ccq | by gtz

| g bs 63+:]:

e proseguindo pelo mesmo estylo teriamos finalmente

.ﬁhflﬂl i‘i‘] Cj'—f*.'l.': .Inl ftl'+:ﬂ1 F]!'f‘!flg Cg“

ay by ¢y + &2 (a;+by+es)+ a3 . :

ag by fa_! lag * bs! lag cg| |bg ﬂsi‘

Applicando esta forma de desenvolvimento ao determinante
symétrico

AmiK—g BB,
B" Al—S§ B
B’ B AV<3
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acha-se

‘A=[A B B’i—(a,+a;+aa}s

n ! | (IEJ
(BT A B At rAne_ s,
! BF B AJ' d

fazendo AA'—B" =3, AA"—B?=3 e A'A"—B2=4d,,
38. Se em (40) for
oy =pey . wy=pcy , waa @y = PICy

o segundo determinante do 2.° membro serd egual a zero
(n.” 17, cor.), e teremos

Grbpey abg o il ey ey
ag+peg by cg oy O ey T,
oatpen bn ¢ . . . e S M |

Semelhantemente, se os elementos da primeira columna forem
compostos de mais termos proporcionaes aos elementos de outras
columnas, o determinante subsistirh 0 mesmo. E como esta pro-
posigdo pode applicar-se a qualquer outra fila, concluiremos que:

1. Um determinante nio se allera quando juntamos ordenada-
menle aos elementos de uma fila os de outras filas parallelas, res-
pectivamente multiplicados por [actores constanles, posilivos ou
negalivos.

Se além das relagdes precedentes for tambem

ay=kby , ag=khy, a,=kb,,
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os dois determinantes do segundo membro de (10) sdo eguaes a
zero, e portanto o proposto egualmente o serd, Logo:

2. Quando os elementos de uma linha, ou columna, sdo equaes.
@ somma dos productos dos elementos correspondentes de duas ou
mais linhas, ou columnas, mulliplicados respectivamente por f[a-
clores constantes, posilivos ou megativos, o determinante € equal a
Zero..

Applicagdes: 1. O delerminante

A=il a btec|
1" b ate|
5y u-l-b]

¢ egual a zero. Com effeito, juntando a segunda columna & ter-
ceira, vem

A=|ftaathte|=(at+b+e)|1 a 1|=0.
| . !
!I bat+b+e
1 catb+e

2." Quaesquer que sejam x, y, 3, seri sempre

| o# B g 8] = PPl
|—n B.'& ¥
ol M NG MR

=u—0 -y 8

porque, juntando a primeira linha a cada uma das seguintes,




g ) 7 § |=u.28.2y.28.

0 2 x+y y+s
0.0 -3 i xld
| LEREE | 0 25 '

Em geral, o determinante de ordem n, em que a primeira
linha e a primeira diagonal sdo identicas e em cada columna o
respectivo elemento principal se repete até ao fim com signal tro-
cado, reduz-se ao producto do termo principal por 27 —1,

39. Theorema.— Se [or o determinante Ag=(aybgcyd;)=0,
e simultaneamente os menbres

By 0 Al Apwailia

serd tembem A =0, se algum dos elementos da segunda linha
[or differente de zero,

Se for ag differente de zero, a proposi¢iio resulta evidente-
mente da egualdade d

Aj=Ajay +Agqag+Agag+Aza; =0 .

Se for azg=0, supponhamos que &, por exemplo, by diffe-
rente de zero. Sommando a 2. columpa com a 1.", teremos
(n.2 58, 1.2)

A=+l b ¢ di|=0;
Lag+by by
ag+ by b3 €3 Cf-g
rag+by by ey dy

i
-
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e desenvolvendo depois pela primeira columna, vem

Ag=(a;+b) A+ (az + ba) As + (ag + bg) Ag+ (ag + b)) Ag=0

ou Ag=>byAs =0 e portanto Ay=0. E evidente a generali-
saclio d'este principio.

40. O principio da addigho das linhas emprega-se com van-
tagem no cilculo dos determinantes, abaixando successivamente
uma unidade & ordem do proposto; mas convird primeiro simpli-
ficar este determinante, dividindo (n.” 13) os elementos de cada

linha, ou columna, pelo seu maior divisor commum,

Basta um exemplo, para se ficar conhecendo o processo que

deve seguir-se. Seja

A 12
20
20

28

I

16
25
27
38

24
35
36
51

33
45
55

78

|=20x|3 16 2% 33|,

§ 50 LN 8
5 27 36 b5
7 38 B1 T8

onde o segundo determinante se obtém dividindo por 4 e 5,
respectivamente, a 1." columna e a 2." linha do proposto. Sub-
trahindo da 1., 3.* ¢ 4.* linha a 2." multiplicada ordenadamente
por 3, b e 7, resulta (n.” 25 ¢ 38, 1.%)

A=90]

o

0 2
10

3

3
7
1
2

6|=—20/1 3 B];
9 2 1 10
10 18 2. 18|

15

¢ continuando pela mesma maneira, achariamos A =—20,
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Como se vé, todos os elementos d’'uma columna se reduziram
a zero, menos um que é a unidade. Em geral, reduzem-se pri-
meiro & unidade todos os elementos significativos d’'uma linha,
ou columna (n.” 19), e depois a zero todos os elementos da mesma
fila menos um (n.° 38, 1.°).

41. Consideremos ainda o determinante de ordem n + 1

A=]1 0 0 LRy 0 -
| 2 0
| 3 3
|
I‘[ n 0, o 0
& T T e ORI 2

em que os elementos da linha de ordem r sio os coefficientes,
menos o dltimo, da potencia r do binomio, completando-se a
mesma- linha com zeros. Serd portanto (n.” 30) A= (n+1)!

Multiplicando a Gltima columna por 2* e juntando-lhe as an-
tecedentes respectivamente multiplicadas por 2%, z1, 2%, ., 221,
acha-se (n" 13 ¢ 38, 1.9) .

B A=l 0 0. . (e+1)—a
£ (8 0 . zHip-ga
§53 3 .  (e+1p-2at

| a4l oy . (24 1)+ — g

e o novo delerminante resolve-se pela Gltima columna na dif-
ferenga de dois, que podemos representar por f(z+1) e [(z)
porque elles se compdem da mesma maneira com z+1 e x.

%
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Teremos pois, segundo o valor de £,
flz+1)—flz)=(n+1)l2";
¢ mudando successivamenle  em & — 1, acha-se

ft*‘)—f{ﬂf-— l)_{ﬂ‘i' |}I|\_1-.- lJ" A
flz—1)—flz—2)=@m+1)! (-2,
[2)— [(1) = (a+ 1)< 15

Sommando estas egualdades com a precedente, reduzindo,
fazendo 1*+ 2"+ 3%~ .. + 2" =§,, e notando que segundo a
forma de flz) ¢ [1)=0 e que na dltima columna de flx+1)
ha o factor commum z+ 1, resulta finalmente

g z+1 | 0 0 t 0 y B0 P
N R VTN R B N
§oog 8 o H T @

i n+ 1 !’“'H. : 9‘C.,+| [:.j'+i_,"!

Para n=1, vem

e+ 1] 2+t
3% PN L % st ),
2 |1 z+1| 2

como ji era sabido.
Para n =2, acha-se do mesmo modo

&Emiii 05
31 11 2 a+1

1.3 (z+1)
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ou, desenvolvendo pela 1.° linha,

_zti((z+1)2 1 ‘ﬂl 2) 3
3!

Sg = 1| | !
| 13 a+1]| |1 3}f
e desta expressao resu!_tu
|‘2+2!+__,+12=¥(f._‘h_ll.t.:2_z.+') J

Para n=23, teriamos tambemn, deseniolvendo o determinante
pela 1.* linha,

(z+ 1)t (2 0 i A
L ES I S ey
!i 6 (z+1)2

porque o menor reciproco do Gltimo elemento d'aquella linha é

1 2.0|=|1 2 0|=0;
ity e IR TROE B
. s M
o altimo d'estes determinantes forma se do primeiro, subtrahindo
a 1." linha da 2." e esta da 3.".

Desenvolvendo S3 pela 1.* linha e continuando o céleulo,
achava-se por (ltimo

At e

donde, comparando com Sy, resulta

(1+2+4a)=134+214...429,
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Exercicios.

25. Mostrar que é egual a 1 o determinante (numeros figurados)

g TR A
12 3 . n—t n|
g g il |

26. Mostrar que é zero o determinante cnjos elementos sio os primei-
ros n? numerns inteiros. dispostos de modo que a son.ma dos elementos de
cada linha ou columna ¢ constante (quadrado migico). Por excmplo:

| 8 12 1 13)=0.
110 6 15 3
(0 746 2]
s 9 4 16|

27. Dedozir a egualdade

01 1 i|=latb—¢)la—b—c)—2b(atc—H).
1! 0 a hl
i s 0 f'|
‘I bc¢c 0

28. Nesolver a equagio

lax+b e|=0
cx+d
29, Desenvolver
z a b cl=2.|22 a b ¢v|=a{x"—a®—102—¢F) .
g .z 0.0 a 1.0 0|
b 0z0 b 0 1 0|
e 00,3 c 0 0 i|
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30. Deduzir a egualdade i
z a b ¢cl=(x4atbtc)lxt+a—b—0)
|1® ® ¢ Vicietb—c—a)lstc—a—0),
¥oeTe al
le bh.a =

que se torna, para r=0, em —(a+b-+rc)(a-b—c) (at+c—b) (b+c—a).

CAPITULO VL

Producto de determinantes da mesma ordem.

42. 0 producto de dois determinantes da mesma ordem pode
ser expresso por um delerminante da ordem de cada um dos fa-

clores.
Sejam, com effsito, os determinantes de 3.* ordem

P |'d| ff] cy . ’ Q_; aq B[ 7 I H
ag by cy |22 P2 78
oy by ey (23 Bs 7 ,I

designando o seu producto por R =P x<Q, serd (n. 33, cor. 4)

BR=|a b ¢ + &« =»|.

ag ba g » * *

| @3 bg g #* " L
10 L] 0 2y By T

i 0 "' " oy 3! T’
|9 1 D a3 Pa T3 |
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Substitua-se neste quadro ¢ determinante de 3* elementos
arbitrarios por

S=(—1 0 0|=(-1)3;
0 =1 0]
T R 5

junte-se respectivamente a cada uma das tres primeiras columnas
de R a somma dos productos das tres tltimas por ay, as, ag,
por by, bs, by e por ¢y, ca, c3.

O determinante R conserva o seu valor (n.” 38, 1.9) e loma
a forma

R=(0 0 0 -1 R R
B allsc 8 s Dl A

SRR | o e
ky 4 omy ey Py o
ke 1l mg a3 P 1o
kg I3 my a3 P3g 73|

sendo
ffl = g1 + l'h;l'fq + agy1 » f#-g= ﬂ1‘13+ :‘!gﬁg + asys »
ks = ajag+ asfy + agys

Iy, I3, I3 estas mesmas expressdes com a mudanca de a em b,
finalmente my, mg, mg ainda as mesmas expressdes com a mu-
donca de a em c. ¥

Posto isto, pela troca das diagonaes R torna-se (.’ 18) em
R’ =(—1).R. Mas, designando por Ry o determinante dos 3*
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elementos &y, Iy, . . . mg, sera tambem (n.? 533, cor. 4) ' =S.R
= (—1)3. R,
Logo ¢ R= Ry, ou

‘ﬂl by ¢
ag by o ay  fo 71
lag by ¢y ‘ | 1*::: By 73

Xi:] r

=
-
I

| aya+agfy tagy byag + by + by eoq + ey +egp

i mxytasfatagyy biaatbafatibsn croatealytesn
| ayzg+asfy+ agyy byag +bafytbyys crapteafyt+egys |

Este resultado ¢ geral. Se os factores P e Q sdo de ordem
n, 6 S=(—1)", o producto R é de ordem 2nr (n.” 33, cor. 4), ¢
(n.% 3) o numero de inversdes da 2.* diagonal de R é n (2n —1).
Mas este numero ¢ da mesma paridade de n; e portanto viria
ainda (—1)". R=(—1)". Ry, e R=R,.

Logo, o producte de dois determinantes de ordem n ¢ um de-
terminante da mesma ordem, cujos elementos sio as sommas dos.
productos que se obteem multiplicando todos os elementos de cada
columna d'um dos factores pelos elementos correspondentes de todas
as linhas do outre factor.

43. Pode verificar-se o resultado (13), decompondo o 2.°
membro em determinantes de elementos monomios. Com effeito,
fazendo 2 decomposi¢iio pela primeira columna sémente, veem Lres
determinantes com a primeira columna de elementos monomios
e as oulras duas de elementos trinomios. Cada um d'estes, de-
composto pela segunda columna, daria outros tres, ao todo nove,
com elementos trinomios na terceira columna somente. Cada um
d'estes nove daria ainda tres, amtodo vinte e sete, com todos os
elementos monomios,
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Entre esles vinle e sete determinantes ha seis, como

agay by cap |
! ajey  byfa cgp I
| ayag  bafiy  egys

que teem por factor commum o determinante

ai B pw|=0Q:
ag fa 72
ag Py 73

0s restantes, como

may bay esfy |, @ bixy ey |,
l

a7y bjay  cafiy |ajag bymy eqay |

agzg  byzg  eafig | _iﬂ:":l byag  cyug |

sio nullos por terem, pelo menos, duas columnas compostas de
elementos proporcionaes (n.” 38, 2.7). Assim pode-se escrever

Ri=0xT,

~

representando por T um factor que s6 depende dos elementos do
determinante P.

Designando por R’ o valor que toma Ry quando em Q
cada um dos elementos principaes ¢ a unidade e cada um dos
restantes é zero, a relagho precédente torna-se em R' =T, visto
que T é independente dos clementos de Q e que naquella hypé-
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these & Q = I; simultaneamente ¢ R’ = P: donde se conclue que
serd T=P, e portanto R;=P>=<Q.

44. Do principio do n." 15 resulta que o producto de dois
determinantes do mesmo grau é susceptivel de quatro formas,
que se obteem combinando:

1.2 Os elementos de cada linha de P com os de todas as li-
nhas de Q; .

9.2 (s elementos de cada linha de P com os de todas as co-

lumnas de (;

3.7 Os elementos de cada columna de P com os de todas as
linhas de Q;

4.0 Os elementos de cada columna de P com os de todas as

columnas de ().
Se os factores sio do segundo grau, estas quatro formas sdo

| ay fhlkic': Br|=| ayay +asfy by + befl |
:ﬂg ba

2| |x l33| | ayas + asBy  byag+ bafiy |

amz + 0By agmy + befly |
Layag+ byfy  agxe t+ bafs |

=|aga + azzz by + baag |
|
_ |
| ayPy + asPy Dy + bafs |

=|agay+byay @By + byfs | -
| agay + bazxy  asPy + byf |

Do mesmo modo se achariam sem difficuldade as quatro formas
do producto de dois determinantes de 3." ordem.

45. Para formar o quadrado d'um determinante applica-se
a regra precedente & multiplicagdo de dois determinantes eguaes.
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Assim, com a multiplicagdo por linhas achava-se

;I ;1:4- b?‘l‘ f.‘:, aras + bibs +cjeq ,  ajag+ bybg + cpeg

s bty terey, @it B4 ¢, asay+ by + eaey

aydg + bibq =4 cjtg , dadg = b!bﬁ 4 03y , a: o b: + ci

que é um determinante symétrico de 3.* ordem. Do mesmo modo
se veria que o quadrmlu d’um determinante de ordem n é um
determinante symétrico de ordem n.

Fazendo nas altimas [ormulas do n.” anterior

@y =%, G6=ay, b=Pp, b=9s,

teremos as (res formas do quadrade do determinante de 2.° or-
dem, a saber:

g af +aghy  ayby + bbg |

ag by | 2 |
| ayas + ashy  agh) + b; |

(15)
= 1 a:—HrT ayas + biby

ajas + byby a:+b:
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“‘ a?-l-a: djb]+ﬂtbg!'

|aghy +aghy B+

A iltima d’aquellas formulas dava o mesmo resultado que a pri-

meira.
Desenvolsendo os determinantes na segunda das expressoes

precedentes, acha-se a relagdo

(b (s34

= (ui by - aifq)! + (ﬂgﬂg + bp'ig)’ :

(15)

16. Sendo eguaes a 1 todos os elementos da 1.* linha ou
da 1.° columna, simplifica-se a notagao do determinante, suppri-
mindo essa fila e escrevendo s6, por exemplo,

lay by e
jag by o
em vez de
1 ga I
ap b ¢ ]
ag by 2

Desenvolvendo pelos elementos da 1.* linha, acha-se que esle
determinante ¢ a somma dos tres

+’iﬂ.'| ﬂ1!+'a| bii,

a3y bi |
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¢ por esle molivo se chama miiltiplo. Aquellas parcellas estam
ligadas (n.c 27) pelas relagies

ay (byeg) + by (‘El ag) + ey (ayby) =0 ,
ag (byeg) + by (eqag) + ca(ayhg) = 0 .

Applicando a regra da multiplicagio a dois determinantes
miltiplos da mesma ordem, o resultado ¢ a somma dos productos
que resultariam de multiplicar cada termo de um dos factores
pelo termo correspondente do outro. Assim, fazendo

P=lay b ¢|xar By 7

| F
lag by 01!; a P o1

L]

o producto serd

P 1o + 013y + ez agzy + by + exyy

]
!dlﬁa+ biBstea asza + bafateapn

¢ desenvolvendo viria

P=Ja| b||>< ay ;rﬁi +
lay by |

iy E||x - ST |

lag Pg| lag e| 23 7
(16)
+|o ea|x|B nl.

I 72|

by en

Com effeito, decompondo a peniiltima expressio de P em de-
terminantes de elementos monomios, uns sio como

| aay  agy =0

[ %y daxg
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os outros repartem-se, dois a dois, em grupos da forma

| gy 51?1'+|b||'51 ﬂi!;]=(albt)><(’1l5i)-
agzy byfs | | byfSa  asas |

A regra da multiplicacdo, applicada a quadros que teem mais
linhas do que columnas, produz um determinante egual a zero.
Com effeito seria, por exemplo,

lay byixlay By l=
ay by = fa
lag by} |ag P3|
(17
lagzy + 6By apre + e aag by =05
. agay +bafy agra+bafe sy + el
| agay + 03Py agas+ byle agag+ byfy

porquanto este resultado representa o producto de dois determi-
nantes, dos quaes um ou ambos teem uma columna de zeros,

Ixercicios.

31. Fazendo na pemiltima das frmulas (1%)

oy = r¢+f4¥:l, == Fl'—!-b"'lv"::l__

¢ 4dv—1,

I

0y = f:-—ff\":i1 s
by 7_’:‘*{"“":—“. :ilz—f,"-|-1-|"t'__| q
o= @4 WV

hg: f‘—d'-'—-j'.
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achar a relagio

(a2 + b2 4 ¢ + d?) < (a7 4 b2 4 ¢ 4 d7)
= (ab' + ba'+ cd' + di'}t + (ac + bd' — ca’ — db'j?
+ (aa! — bb' + oo’ — dd'2 4 (ad' — be' — e/ + da')?

na qual se vit ;.']llb o producto de duas sommas de quatro quadrados ¢ tam-
bem a somma de quatro quadrados (Euler).

32. Achar o desenvolvimento

| —a b ¢ d|l=—(b+c+d—a)(a Fe-}d—d)
b —a i ¢l X{a+b4d—e)(atbtc—d).
£ d —a b
d c [/ —a;

33. Formar o producto

LB N g
P SRR
i A'! B-'.r {;i' | :a:*.r yr! i

=|Az4+By+C AT+BY+C “Aa"+B y+C
NatBly+C N LBy AW
| AP By 4 C" AT By 4 C" AV LBy C

CAPITULO VIL.
Determinantes adjunto e de Vandermonde.
47. O determinante, formado com os primeiros menores de

outro determinante .\ de ordem n, ¢ tambem de ordem n e
chama-se adjunto do proposto. Assim A e o seu adjunto sdo
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dados pelos quadros

A::‘m By .- 01
| ag bg .. fg'l
B
L e

ia. B, ..-Lt‘.
r’lg Bg . Lg.

£ T e

Multiplicando estes dois determinantes, acha-se

AxAl=

| agAy+ 0By + -+, agAs+ yBa+ -,
agAy+ BBy + -+, asde+ beBa + -,

agzAq + [ | azAq - buBs+ -

ﬂl*’"n‘!""l-“n i Y -
oo agAn+ beBy + -

Ny ﬂnAn I"b.,Bn | -

neste ultimo determinante cada um dos elementos principacs €
egual a A (n.° 25) e todos os raais slo eguacs a 7ero (n.” 27);

donde s¢ conclue (n. 30) que &
Al = AR,

48. Ao prime iro menor de -
pode dar-se a forma (n.° 29)

eh=|1 0
Az Bg
A; By
Ay B,

AxAl=A" ¢ purtanto

A, reciproco do elemento Aq,

.47 £ 3
Cguitid
ol 5k
G .
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e multiplicando por A, vem

Ax@}ﬁ_
ay ayAg+5 Bt -, - ayA, 5B, - i

aa, ﬁgﬂg—l.-biﬂg-:;—'-, o+ aglAy +baBy -
ﬂ'a‘ EEAQ'T‘E’SBi :) ﬂﬂ,A” 'I—b;jBn :'"‘

Cyy anﬁi":,'bﬂﬂg-'i---, 'ﬂ"A. —-f}an Tehy

Neste ultimo determinante cada um dos elementos princi-
paes é egual a A, com excepcio do primeiro a;; e todos os
elementos para o lado superior da primeira diagonal sio eguaes

a zero: Iogu g A xeﬂf{:m AL o r_‘ﬁ =@y . A% S,

O menor complementar de B; é do mesmo modo

=10 1 0 .|,
- i W e S
Ay By Gy vt
Ay Bs €4

¢ multiplicando por A vem
Ax =
| by, ay As-1-by B;‘I‘-'. oA+ b B,
flg. ﬂ!Ai :“ﬁgl‘g A ﬂ!A" :bgﬂn‘F'-
by, ag Ag+bg Byt -+, . ag A, +by B, - -

| by @y -“! - by Bt‘l‘"- v O Ayt by By -
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Cada um dos elementos principaes d’este altimo determinante
é egual a A, com excepcio do primeiro que é by: e todos os
elementos para o lado superior da primeira diagonal sio eguaes

a zero: logo é A x< (@.s— by . A1, ou @?ﬂ=—b1.A'—*.

com o signal determinado pela posicio do elemento By. Obti-
nham-se expressdes analogas para cada um dos outros menores de
primeira classe do determinante adjunto.

O menor de segunda classe, complementar do menor (A; Bg),
serh do mesmo modo

R Cf e T @ri@r
R R (et | R 1 i
|As By Cy Ds ..|

multiplicando K por A, acha-se o producto

ag, 51. [ Aa':‘hlﬂa—" ot -‘\n':"ﬁ - i A
ag, by ayAg+baBytoeey o agAutbyBut o
ag, by, agAgtbgBy oy o agAy by B, + o

Aps bys Ay Az-+0,Bg+ -y «- ay Ay + by By 1 -

Nas duas primeiras linhas todos os clementos sdo nulles, com
excepclo de ay, by, ag, ba; portanto o determinante precedente é
o producto do menor (a &) pelo determinante contido mnas dlli-
mas n— 2 linhas e n —2 columnas. Este determinante tem cada

4
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elemento principal egual a A, os que ficam para o lado supe-
rior da primeira diagonal nullos, e & portanto egual a A"%;
assim, serd o producto

A xK=(a by) >c A2,
e portanto
K =(ay by) A",

Outro menor de segunda classe formava-se pela mesma lei,
attendendo & regra dos signaes. E em geral: um menor de classe
n—p do determinante adjunto ¢ egual ao menor correspondente
do determinante primitivo multiplicado pela potencia p—1 d'este
dltimo, com o signal + ou — conforme convier dquelle determi-
nanle menor.

Cor. Se for A =1, ¢ tambem o seu adjunto A’'=1. Se
for A =0, A’ e os seus menores de qualquer classe sio nullos;
para os de 2. ordem, ou de classe n— 2, teremos

AjBy—AgBy =0, ACe— AgCy =0, etc.
ABy—AB=0, AiC3—A3Ci =0, ele.;

donde
AJ_B‘_C’ afbad
Ay By Cy
A|_Bg__ﬂ;_
Ag By Cg

A estas relagdes pode dar-se tambem a forma

Ai g el
By By e iPgton
A Ay As_

e, it
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Logo: quando um determinante é equal a zero, os menores de
primeira classe relativos aos elementos de duas linhas ou duas co-
lumnas s@o proporcionaes.

49. No determinante de Vandermonde cada columna, ou cada
linha, é formada pelas polencias successivas da mesma quantidade,
a partir da potencia de grau zero; o de ordem n sera

A= |1 1 Sy |
7] b SN |
! ar—1 1 L |

Quando duas das quantidades a, b, .. | sio eguaes, é
A =0; portanto A tera por factor cada uma das differencas dis-
tinctas a—b, a—c¢, ... k—1. Ora, se formarmos o producto P
d'estas diflerencas, ou

P=(a—b)la—c)...(a=1])

xb—e)... (-1
(k=1 ,

veremos que A & do mesmo grau que P; e portanto este determi-
nante serd, em geral, o producto de P por um coefficiente nume-
rico. Por oulra parte, o termo principal de A entra em P com
o coefliciente

(-”.lr\— l_-i...l'\-— 1;;""'2{‘— I] L

logo, seri A= == P conlorme seja dupla ou simplesmente par
o maior numero par contido em n. D'aqui resulta A*=P2; por
onde se mostra que o quadrado de A ¢ o producto dos quadra-
dos de todas as differencas distinctas das n quantidades dadas,
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Formando aquelle quadrado e representando em geral por
S,=a"+b"..+1" a somma das potencias semelhantes dos nu-
meros a, b, .. I, acha-se :

Atwpsrrgy T8 g
SI S‘Q . Sn
Se—t Su o Sy
Do mesmo modo se acharia

!‘i  Fy s 15‘=150 S
e O P

formando pelo principio da multiplicacdo (n.” 44, 1.°) 0 quadrado
que estad no 1.° membro; mas este quadrado & (16) a somma

121 184..- 4|1 1i::
a b

ko1

iﬂ c|

logo o menor de 2." ordem formado com os primeiros quatro ele-
mentos de A2 é

8. Splam e g & (b,
St S|

ou a somma dos quadrados das differencas distinctas das quanti-
dades dadas.

50. Propriedades dos determinantes. — As propriedades fun-
damentaes dos determinantes sio, em resumo, as seguintes:
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I. Nao influe no valor do determinante a conversdo das co-
lumnas em linhas e das linhas em columnas.

1. Multiplicar uma columna ou linha por um factor m ¢
multiplicar o delerminante por m:

| (ma) be| = m | abe] , |abc]=m|(%)bc| 3

D'aqui resulta |0be|=0, | (—a) be|=—] abe].

IIl. Pela troca de duas linhas parallelas o determinante muda
de signal:

| abe| = —|ach|=|eab|——|cba| .

IV. Se os elementos de duas linhas parallelas. considerados or-
denadamente, sdo equaes ou proporcionaes, o determinante ¢ nullo:

|abb|=0, |aba|=0, |(ma) ba|=0

V. Aos elementos d'uma linha, ou columna, pode-se juntar,
sem alterar o valor do determinante, os elementos d'uma ou mais
linhas, ou columnas, raspechmmem‘c multiplicados por factores
constantes :

| (@ + mb + ne) be| = | abe| .

VI. Se todos os elementos d'uma linha sio polynomios de m
termos, o determinante ¢ a somma de m determinantes de elementos \
Monomios :

| (@ + a’+ a") be|=| abe |+ | a'be | + a"be| .

l(a+a’) (b + ¥)c|=|abe| | |a'be|+|abe|+|a'be] .
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VII. O producto de dois determinantes de ordem n é um de-
terminante da mesma ordem, cujos elementos sao as sommas dos

productos dos elementos de cada linha do primeiro multiplicados
pelos de cada linha do sequndo:

| abe|><|afy | =
| (axy +b3q +ey1) (axg -+ bf3s + ep3) (azg +bB3+eys)] -
O producto pode ter quatro formas, que resultam da propriedade 1.
51. Propriedades dos menoros— Continuando a designar por

Ai; o primeiro menor d’'um determinante A, complementar do
elemento a;; do mesmo determinante, consideremos as expressoes

ait A +agAp+ - T @ Am=29,

ags Ayt og Ay + - g Ay =19",

podende os inteiros i, s e ( ter qualquer valor, desde 1 até n.
As propriedades dos primeiros menores siio as seguintes:

I 3 e d' sdo equaes ao determinante proposto, quando sio
respectivamente i —t e s=1;

"L 3 e 9 sio eguaes a zero, quando i e s sio differentes de L.
Exerciclios.
34. Deduzir a egualdade

l® a a

a x a

a|=(zx+ da) (x —a)*.
a

a a x a
g a4’ a'@
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@ em geral, para a ordem n,

A=[z+nm—1N)a](z—a)";

35. A equagio
oz = x| =0
1!.: b =z :."I
teed b =]
I:J: r @ tf.;
lorna-se primeiro em
| T T r |[=0;
r—a b—w 0 0o !
lz—a; 0, ¢c—=x 0]
i:l:-—-—u 0 0 d——:r!

mostrar que ella se reduz finalmente a

(z—a)(x—b) (z—¢) (x—d)—z(x—a) (x—c)(z—d)
—2(z—a)(@z—b)(x—d) —z(®—a)(@—b) (@—0c)=0.

26. Resolver a equacio

al b ¢ |=0.

(@+ap @+o® (@+ap)
(@47 @0+2? (w+a)

Tres raizes s3o eguaes a zero, e duas sio dadas pela equagdo do 2.° grau

(@+ b+ ¢) 2243 (ab + ac+ be) z -6 abe=0 .
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CAPITULO VIIL
Eqguacoes lineares.

32. Lemwas —1.° Dado um systema de n 1 equacdes
do 1.° grau com n incognitas.

i=aqxy+hateay+ - +ho,—p =0,

"

=ty bz + -l @y —pag1 =0,
se entre as funcgdes f, houver uma relagio linear homogenea

fra=tfitiafat - tfu, )

o determinante R, 4y =|abc. . .lp|sera egual a zero.
Com effeito, de (i) resulta

Gp=hay+hayt - +tpa,,
bﬂ-l—lm‘[b'l +fib‘! ..._'_ln bn y

Papr =4 pr-+lapa+=-- 4ty py

por onde se vé que a linha n-\- 1 de R,y seri a somma das n
primeiras linhas d'este mesmo determinante, respectivamente
multiplicadas por factores constantes.
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2.° Se o systema proposto se compozér de n equagdes com
n incognilas e se entre os primeiros membros d'estas equagdes
tiver logar a relagio

fn=ui-fl+u!rl+""+“||—I.rn—1 ¥ (.'i}

ainda serh, como anteriormente,

Mas agora seriio tambem nullos os menores de 1.” classe de R, 11,
correspondentes aos elementos da linha n-- 1 d'este determinante;
porquanto em cada um d’estes menores a linha n serd a somma
das n— 1 antecedentes, respectivamente multiplicadas por factores
constantes. Logo (m.° 48, cor.) neste caso serio nullos o de-
terminante R, e fodos os seus menores de 1.* classe.

Este raciocinio estende-se facilmente ao caso de n— 1 equa-
¢des com n incognilas, e assim por deante.

3.° Sao verdadeiras as reciprocas das duas propesicdes pre-
cedentes. Supponhamos em primeiro logar que entre os coeffi-
cientes de (i) tem logar a relagio R,iq=0, sem que sejam
conjunctamente nullos todos os menores de 1." classe de Ryy4:
seja |abe. .KkI| um d'estes menores differentes de zero.

O desenvolvimento do determinante | abe. . .klf| na somma
de determinantes da mesma ordem segundo os elementos da il-
tima columna é (. 50, IT e VI)

|abe . . Kf]|=
|abe . . . kla|zy + |abe. . . klb|zg+ ---
+|abe . . . kil |z, —|abe. . .kip|;

d’onde, pela hypéthese |abe. . .kip|=0 e pela propriedade 1V,
se conclue que serh

labe. . .kif]=0 .
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Mas, por outra parte, o desenvolvimento de |abe . kif] pela
propriedade I dos menores de 1.* classe é

|abe . . Kif| =
fagﬁaq. . .A‘,f,..f.ﬂ)ﬁ—{ﬂ,bgﬁ- . -ku'fu-{-i:]_r:!‘!‘"' '
:'.-"(ﬂtb‘cn. . .ku—i Iu}fﬂ-{—I:D:

e dividindo ambos os membros d’esta egualdade pelo coefficiente de
fat1, que suppomos differente de zero, recahimos na relagio (i).
Se todos os menores de 1." classe de R,y forem nullos, sem
gue o sejum conjunctamente todos 0s menores de 2.° classe d'este
eterminante, supponhamos que |abe. . .k| ¢ differente de zero.

Teremos, como precedentemente,

|abe. . kf|=|abe. .. kl|x, —]abe. . .kpj
=(agby.. k) fr—(ayDy. . . ko) o+ -
S R T e

Esta Gltima expressio é equivalente a (iii), por ser |abe. . .k|
differente de zero.

58. Resolugdo de n equagies lineares a n incdgnilas, — Sejam
as propostas

ﬁ =y Ty 611g+--- t .’.xn—mgl} g

h=amthat tha—p=0, g
f,.:rr.-'rl-: bn-r! g Tl E'Infu_'PHEU;

e supponhamos que o determinante A dos coeflicientes das inco-
goitas ¢ differente de zero. Multiplicando estas equagdes respecti-
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mente pelos primeiros menores Ay, Ag...Aq de A, relativos
aos elementos da primeira columna ou aos coefficientes de y, e
sommando os productos, resulta uma nova equagao em que, pelas
propriedades dos menores, o coefficiente de zy & A e os coeffi-
cientes das outras incognitas sdo nullos; o termo conhecido d'esta
equagdo ¢

Ay=Ayp+Aapat -+ Aapa=|pbe. . K|,

isto &, um determinante que resulta de A pela mudanca dos a
nos p do mesmo indice. Procedendo do mesmo inodo com os me-
nores By, By...B, . relativos aos elementos da segunda columna
de A ou aos coeflicientes de x3, depois com os menores Uy, Cq

. Gy, relativos & terceira columna, e assim por deante, até os
menores Ly, Lg...L,, relativos & dltima columna, obteem-se
finalmente as relagdes g

ﬁ]fj'l‘ﬂgri'}'"‘+Anﬂ==—\x.‘:'_‘3‘l=u ’
Bifi+Bafat  +Bafa=Amy—~Ag=0, (4,
L| ,ﬂ !Lgfi"" 'E'Lnfn’-\xﬂ_‘lﬁn=‘ﬂ .

Destas equncﬁes.‘em que as incognitas estdo separadas, tira-se
immediatamente

Ay
T e R N (20)

E evidenle que os valores das incognitas que salisfazem ao
systema (18) conveem a (19); falta mostrar, como ohservou Gauss,
a proposigiio reciproca. Ora, multiplicando os primeiros membros
de (19) por ay, by, ¢ ... lj e sommando os productos, multi-
plicando depois por ay, by, ¢y ... Iy ¢ sommando, continuando
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operagdes andlogas até multiplicar por ay, by, e, ... I,: aquelle
systema fica substituido, conforme as propriedades dos menores,

por
7 RCY A E EC SERR Y

que ¢ o mesmo systema (18) visto ser A differente de zero por
hypéthese. Assim, as solugdes (20) conveem ao systema (18), e
sio as Gnicas que lhe satisfazem.

No caso particular de serem nullos 0s termos conhecidos de
todas as equagdes propostas menos uma, f; =0 por exemplo,
temos, conforme & notaglio adoptada,

z}.|ﬁ‘ﬂ i i s ‘|"—A;‘j‘}i. Ag=lay 0 . . l|:'---B,'P,'.

pi b :-fi:l iﬂiP:'--Ii’

HIEC WX | &0 Lot

elc.; e assim as relagdes (20) tornam-se neste caso em

;\i '8 B; G LA

-

Logo: se todas as equacdes forem homogeneas menos uma, os va-
lores das incdgnitas sao proporcionaes aos primeiros menores de
A relativos aos elementos da linha que corresponde d equagao
ndo homogenea.

34. Se [or A =0, a equagio (19) Azy— Ay =0 nio podera
verificar-se, para valores finitos de @y, sem que seja conjuncla-
mente Ay =0. Mas, sendo A =10, os primeiros menores rela -
tivos aos elementos das columnas d'este determinante, sio orde-
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nadamenle proporcionaes (n. 48, cor.); portanto da relacio
Ay=Apy+Agpy+ -+ + Aupa=0
conclue-se que serd

Ay=Bypy +Bspa+ - +Bp =0,

e do mesmo modo Ag=0, ... A, =0. Assim, as expres-

soes (20) das incognitas tomam todas neste caso a forma %

Por outra parte A, Ay, ... A, sio, em valor absoluto, os
menores de 1. classe correspondentes aos elementos da linha
n+ 1 do determinante R, 41 do n.° 52. Se todos estes menores
forem nullos e se entre os de 2.* classe de R,y reconhecermos
que um pelo menos, |abe...k| por exemplo, ¢ differente de
zero, concluiremos que entre os polynomios fi, f3, . . . [ haverd
uma relagio linear homogenea, como se mostrou ma segunda
parte do caso 3.° d'aquelle n.”. Logo o systema (18) reduz-se
nesta hypdthese a n— 1 equagdes distinctas com n incognitas.

Se todos os primeiros menores de A forem nullos, mas
um, pelo menos, de segunda classe for differente de zero, seja
(@ybg. .hy—3)Z 0. Considerando successivamente os systemas for-
mados pelas n —2 primeiras equagdes com cada uma das outras
duas, formaremos dois grupos de n — 1 equagdes em que o de-
terminante das incognitas ¢ zero. Se o systema for compativel,
cada um d’estes grupos conduzirh a uma identidade e as n equa-
coes dadas reduzem-se a n— 2 distinctas com n incégnitas.

Em geral se, além de A =0, forem nullos os seus menores
de todas as classes até os de ordem n—i+ 1 inclusivamente,
separa-se um grupo de n—i equagdes em que o determinante
de n—i inedgnitas nlo é nullo, e o systema proposto é incom-
pativel ou reduz-se a essas n— i equagdes com n incognitas.

53. Resolucdo de n—i equagies a n incdgnilas. — Conside-
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remos as primeiras # — i equagdes (18) e demos-lhe a forma

.y + b|Ig ¥ i +fl1.’.l'm == Iy —ijm+] — -—fl.'r,.mf'l 3
agry +byxa + -+ + haityy = py—hsxtyyp1— - — by =ry ,
Xy - by + -+ +hmwm=pm_km;m+|_.. SR 1 =P

fazendo n—i=m. Multiplicando pelos primeiros menores do de-
terminante A'=|ab. k|, que suppomos differente de zero, e
seguindo um processo anilogo ao que empregémos no n.° 53,
resolvem-se as propostas em ordem &s m =n —+ incignitas cujos
coeflicientes satislazem & condi¢io A’'Z0; e os valores achados
verificam o systema proposto, quaesquer que sejam os valores das
incognitas restantes, v
Sejam, por exemplo, as equacdes

ayxy + bj-l‘.‘g + €1y & li|.‘.|:'i =g ,
aa@y + baxs + coxg + daxi =63
agzry + bary + ey Fdgzy=ey ,

e (aybgeg) =0, e deémos-lhes a forma

Gxy - byxy - oxy = ey —dyay
agy -+ oty | c9x3 = 03 — day

3y +63.1‘§ 1" Cyrg = e:;—d;x; ¥

O processo do n.* 53 & applicavel a estas equagdes, por ser diffe-
rente de zero o determinante dos coefficientes das incégnitas




@y, g, xy; ¢ dard, para qualquer valor de xy,

e —dxy) be] |ebe|  |dbe]

Faamh s T o

Tabe] — ~ |abe] ~ |abe]

| |ate—daie} |aec] _jade)
=" abe] . labe] ~ jabe]
|able— dzy)| _ |abe| _ |abd|
T8="Tabe]  |abe| " Jabe| ™

Viu-se no n.° 5%, que, sendo A=0 com |abe..k|Z0, o
systema (18) se reduz a n— 1 equagdes com n incognitas, Sup-
ponhamas pois que além das equacdes dadas ha outra

agxy + byry + ey Hdixi =g,

e que é |abed| =0 com (aybaes) = 0; ou as quatro equagdes sdo
incompativeis, caso que terd logar se for | abee| = 0, ou siio equi-
valentes ao systema proposto. Deve nolar-se que s6 xy lem em
todos os casos valor arbitrario, porque os valores de zy, 2g ou xg
nao dependem de 24 quando |dbe|, |ade| ou |abd] sdo eguaes a
zero. Esta circumstancia explica-se, observando que o processo do
n.° 53 presume que os multiplicadores A, B, .. L siio diffe-
rentes de zero: condi¢do que s6 temos a certeza de verificar-se,
no caso actual, com os multiplicadores que servem para elimi-
nar xj.

56. Resolugio de n+ i equagdes com n inedgnilas. — Suppo-

nhamos em primeiro logar que é i=1 e que sio propostas as
equagdes do n.* 52, 1.%. Se for

Ay 41 Ay T bu+|Ag $ -4 f,,+]/_\l — a1 A=0, (ﬁ::]

as solugdes (20), Gnicas que resolvem as equagdes (18), satisfa-
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zem tambem a altima equagio dada. No caso contrario o systema
proposto ndo admitte soluglio alguma, e diz-se entdo que as equa-
cdes sio incompaliveis. ;

Ora por definigao ¢

Ay=|pbe. .Kl|=(— 1)1 be..Ip]| ,
Ag=|ape. .Kl|=(—1)*-2.|ac. .lp| ,

Aui=abe. .pl| = (—1).|abe. .Ip] ,
Ay =|abe. .kp| ,
A=|abe..K| ;

portanto o 1.° membro de (iv), com o competente signal, é o
determinante R, ¢ do n.° 53; e a condigao de possibilidade do
problema & R, ;4 =0, d'onde resulta

frrr=ufy + tafa+ -+ tafy .

Assim, neste caso, a equaclio fu+1="0 nao & distincta das outras
equagdes do systema.

O determinante R, 41 =|abe. .klp| chama-se eLismNante do
systema proposto; a equacio

Rup1=0

¢ a RESULTANTE do mesmo systema.

Se forem dadas, em geral, n +i equagdes com n incognitas,
podemos tirar os valores de todas as incognitas de n equagdes; e
substituindo depois estes valores nas i equacdes restantes, obte-
remos outras tantas relagdes, que traduzem as condigdes de com-
patibilidade do systema. Estas relagdes podem-se achar, juntande
is n primeiras equagbes successivamente cada uma das seguintes
e egualando a zero o determinante de cada um d'estes i grupos.
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57. Equagdes homogeneas. — Supponhamos em (18) pj;p,-
+«=p, = 0; teremos as n equagdes homogeneas

azy +bhy+ ey + - + i, =0 .
ayxy + boxy + caxg+ ¢« 4+ lyz, =0,

@4 ib. 4 T Cuxy + '-+I'N!,,=U.

Nesle caso as equacdes (19) tornam se em
Axlﬁn' A,r::ﬂ: s . .J.'Lrn'_en’

porque todos os determinantes Ay, Ag .. A, teem uma linha
de zeros. Se or A S0, as relagdes precedentes mostram que os
inicos valores que salisfazem as propostos sio ) =xg=---
=, =0; se for A =0, os valores das incignitas vecm com a
forma de indeterminacio.

Dividindo as propostas por uma das incégnitas x,. recahe-se
num systema de n equagdes lineares com as n— 1 incognitas

xy Ty Ty—1

y'l'_xui y!z'x"l”'yil—lz Tn .

As equagdes serio compativeis (n.” 56), se for A —0; e assim
os valores de yy, y3, .. ya—1 serio determinados, embora o nio
sejam os dois termos de cada um d’elles. Chama-se ainda a A o
eliminante das equacdes dadas, e a equagio A =0 ¢ a sua resul-
tante. Sendo A = 0, uma d'aquellas equagdes é consequencia das
outras; e, se algum dos primeiros menores de A [or differente
de zero, os valores das n—1 incognitas, xy, ay ... 2y, ex-
primem-se em funcgio da que resta, x,. Se forem nullos todos
esses menores de 1.” classe, mas algum de 2.* [or differente de
zero, demonstra-se como precedentemente que duas das propostas

6
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sio consequencia das outras n—2, e os valores das incognitas
Zy, 3 ... Zy_3 exprimem-se em funcgho de z, 4 e x,. Assim
por deante,

Sejam, por exemplo, as equagdes

gzt byaxg+eyrgtdyay =0,
agxy+bgaxgtegagtdygay=0,
agxy +byxs + gyt dgay=10 ,
agxy+byaxgtegagt-dyxg=0 ,

e A= (aqbgcgdy) = 0. Suppondo o primeiro menor (ay by c3)
differente de zero, o systema pode considerar-se composto de tres
equagdes distinctas e compativeis, com quatro incégnitas. Fazendo
nas Gllimas [ormulas do n.° 55 e = eg = ¢35 =0, os valores de
xy, I3, &3 tornam-se em

ou, ordenando as letras (III),
| bed | | acd | | abd |

zl_hlﬂbCFEhx! |a!ml'ri!m:]_r_léﬁtl‘rll

e mais simplesmente

T Xy xy  xy

A B G Dy

representando Ag, By, Cg e Dy os menores relativos & ultima linha
de A, com os signaes implicilos. No caso de n equacdes homoge-
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neas a n incognitas achava-se do mesmo modo, suppondo & =0,

Se transformarmos as equagdes (18) pela relagio
Yr+&r yup1 =10,

onde r tomara todos os valores 1, 2, .. n—1, n, resulta o sys-
tema homogeneo

Yy +hyt - —pryapr =0,
agyr +bgyat - —payapr =0,

.........................

e as f6rmulas (19) dardo

- 0
0 _ DO R SR 55T
Uttt O Yntt A

ou, attendendo a que £y, Ly, .. mudam alternadamente de
signal quando se collocam as letras na ordem alphabética,

i ) _ E Yt

(EI—‘-&‘- -Pn}':- l:;l-|l'«'i- P " 73, 2 f_d]bg. In) ;

onde yn41 € uma quantidade qualquer differente de zero. Fa-
zendo yni1—1 ¢ notando que é indifferente dar o signal + ou
— ao primeiro membro, por isso que os signaes se allernam, pas-

E ]
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samos d’'aquellas relagdes para as formulas

B i e S
(bIE!..p.} (ﬂﬂ!:..p“]_ P (ﬂlb!,.fﬂ).

Se forem dadas, por exemplo, as equagdes

mzrt+byte=0,
agz-+byy+ea=0,

acham-se immediatamente pelo processo exposto as relacdes

o ] 2 ;y_ Lk iy {g”

que diio as expressdes das incognitas com grande commodidade.
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THEORIA DAS EQUAGOES.

CAPITULO L

Numeros complexos.

38. O imaginario V—1 designa-se pela letra i. Por definigdo’
é i¥=—1, donde resulta que as polencias inteiras e positivas
de ¢ reproduzem indefinidamente o periodo

fn— 41, i =i, =1, i=—i;

s 1 ;
de | =—i* tira-se —=—1i, ¢ 0s lermos do periodo sio 0s mes-

mos para m negalivo ou posilivo.

O imaginario ai considera-se formado com a unidade ima-
ginaria i do mesmo modo que a se forma com a unidade dos
numeros reaes. Assim faremos ai = bi quando for a=b, e reci-
procamente; e a somma de numeros d'esta espécie ¢ definida pela
eXpressao :

ai+bid o =(adbF )i
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Em a+bi o signal + ndo representa propriamente uma somma;
e este numero chama-se complexo, porque as partes a e bi sio
de espécies distinctas. Pelo mesmo motivo, se for a + bi = ¢ + di,
serdo separadamente eguaes as parfes reaes e as imaginarias, ou
a=ceb=d,

Assim as egualdades entre numeros complexos reduzem-se a
egualdades entre numeros reaes, e as combinacdes que podem
fazer-se com umas podem egualmente fazer-se com as outras.

Cor. 1. Se [or a+ bi—c, serd a—c e b— 0. Assim aos nu-
meros reaes pode dar-se a forma de complexos.

Cor. 2. Se for a-+ bi— di, serh a= 0, b= d e aos imaginarios
puros tambem se pode dar a forma de complexos.

Cor. 3. Se for a+bi =0, serd conjunctamente a =0 e
b=0.

39. Médulo do complexo a+bi ¢ o numero positivo Va2+ b2,
Sendo nullo 0 médulo, é a=0, b= 0, a+bi=0: ¢ reciproca-
mente.

Complexos eguaes teem o mesmo médulo, mas a inversa nao
é verdadeira. Os numeros 3 + &i e § + 34, por exemplo, teem
ambos o médulo 5.

Dois complexos da forma a == bi dizem-se conjugados e teem
médulos eguaes.

60. Sejam OX um eixo orientado, O a origem, a a abscissa
e b a ordenada de qualquer ponto M,
¢ 0 raio vector OM do mesmo ponto;
designe-se por « o angulo que o ve-
ctor ¢ faz com o eixo, sendo este
angulo contado de OX para a parte
superior do plano, desde 0 até 360°.
Por definicdo de seno e coseno
(Trig.) ¢ sempre, para qualquer va-
Fig. 1 lor de a,

a=pcosa, b=psena, ()
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e por conseguinte
a+bi—p(cosa+isenx). (it)

Assim o complexo a + bi é definido pelo ponto cujas coor-
denadas sao a e b, ou pelo vector p e pelo argumento a. De (i)

tira-se ¢ =Va® +b?; portanto o vector p, que é sempre positivo,
¢ egual so médulo. O 2.° membro de (it) representa-se abre-
viadamente por (g),.

Para b=0, ¢ sena=0 e (p), real; este numero é positivo
ou negativo, conforme. & cosa= =1, isto é, a=0 ou a—m.
Para a=0, é cosa=0 e (p), — = bi conforme & sena-— =1,

: | 3 { ; ;
isto ¢, conforme & a= 5 = ou a= 5=, Assim, +1i e —i repre-

2 2

sentam duas direcgdes oppostas, perpendiculares a OX, como os
simples signaes + e — designam duas direccdes oppostas, con-
tadas sobre OX. As direcgdes intermédias sio indicadas por
cos « + i sen a, que representa o papel d'um signal directivo.

Dois pontos M e M, ou M' e M”, symétricos relativamente
a OX, representam imaginarios conjugados. Dois pontos M e M",
symétricos em relago & origem, definem imaginarios de signies
conlrarios. !

De (i) tira-se para a um s6 valor menor que 2x; mas na rea-
lidade o argumento pode ter uma infinidade de valores da forma
2k= + «, sendo k um inteiro positivo ou negativo. Pelas condigoes
de egualdade de dois complexos (n.” 68), vé-se que complexos
eguaes teem moédulos eguaes, e argumentos a; e as que satis-
fazem as condigdes cos xy — cosxg e senzq — sen ag; donde

ay — a; — 2hn . (22)

Para os argumentos « e « de complexos conjugados serh
oS a — cosa e sena— —sen o/, donde

at @ =2 . _ (23)
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61. As definicdes das operacdes [undamentaes tornam-se
applicaveis aos numeros complexos, generalisando-as nos termos

seguinles,
1.° Addigao. A expressio

(ay + byi) + (@g + bai) = (ay + ag) + (by + bg) i (#i7)

" define a addigao. O resultado da operagho depende unicamente
das sommas ay + ag e by + by de partes reaes; por conseguinte
os principios relativos & somma de numeros reaes sio applicaveis
& addigao de complexos, isto é, a ordem das parcellas € arbilra-
ria, etc. ‘

Pela definicio (iii) sera

g (cosa+isena)= (iv)
p1 (cos @) + i sen ay) 4 pg (Cos a3 + i sen ag)
suppondo
p COS = py COS &4 + pg COS ug

psen o= py sen @y + g Sen ag .

Quadrando e sommando estas expressdes, acha-se

T T
P =p’+pi+ 2F|9if“3(“|_“i);

por onde se v&, suppondo py>¢s. que & p=py = py para
cos(eg —aa) =+ 1, e em todos os outros casos p<py+ps e
p=>f1—pe

E evidente a generalisaciio d’estes resultados para maior pu-
mero de parcellas, cujos modulos sejam py, ga, . .. gu; 0 médulo p
da somma ser

peprt et -t - (24)

0 mddulo dfl somma € menor que a somma dos médulos das
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parcellas, ou equal a esta somma quando todos os numeros teem
o mesmo argumento.

A subtracgao torna-se na addigho, mudando o signal a uma
das parcellas. ;
2.2 Multiplicacao. A expressio

(ay + byi)  (ag -} bai) — (ayag — bybg) +- (ayby + aghy)i ,  (v)

onde se fez 1 — 1, deline a multiplicagio. Se for nulle um
dos factores , ay - byi = 0 por exemplo, serh a; =0 e by —=0;
nesle caso o producto ¢ zero, porque todos os seus termos teem
o factor ay ou by. Se for nullo o producto, ou

ayag—byby =0 , aybe+ aghy =0 ,

teremos, quadrando e sommando,

("1 Sy % b!)! ¥ (al by +4, bi)! = (al Y b:) (": T b:) e B

e portanto serd zero o quadrado do médulo d’um dos factores,
a*+ b on aj-+b}. Logo, o producto annulla-se quando um dos
factores é zero, e reciprocamente.

Por outra parte, o resultado da operagdo depende unicamente
de productos de numeros reaes, e os principios relativos & mul-
tiplicagio d'estes numeros sio applicaveis & multiplicagio dos
complexos; islo &, a ordem dos factores é arbilraria, elc.

Pela definicdo (v) serd

p(coszt isena) =

py(cosay-+-isen®y) x<pg(cosey |+ iseng)

suppondo
FEpMPR e T AL %G

¢ & evidente a gencralisacio d'estes resultados para maior nu-
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mero de factores. Logo, o mddulo e o argumento do producto
sdo respectivamente o producto dos mddulos ¢ a somma dos argu-
mentos dos factores.

Na somma a tomam-se as parallelas ay, a3, elc., com os seus
signaes. No caso de dois [actores conjugados, a somma dos ar-
gumentos é 2kx e py— pg, ou

p1 (cos ay i senay) > py (cos @y — i senay) = pf § 0 (28)

logo, o producto de imaginarios conjugados ¢ o quadrado do mé-
dulo commum.

A divisao reduz-se & multiplicaglio, por serem operagdes in-
versas uma da outra; logo o argumento e 0 médulo do quoeciente
s@o respectivamente a differenca dos argumentos e o quociente dos
mddulos do dividendo e do divisor.

62. A somma e a multiplicagio de complexos representam-se
geometricamente do modo que vamos indicar.

1.7 Addicao. Scjam My e My (fig. 2) os pontos que definem as
parcellas (i), e M a interseccio das
rectas My M e M M tiradas por aquel-
les pontos e parallelas respectiva-
mente a OMy ¢ OM;. As coordenadas
de My e Mg serio

(srcoseq , prsenay) ,

Fig. 2 . (Fgfﬂﬁa! ' F!S‘Eﬂﬁgj H
e as de M sio evidentemente
(oqcosay +pacosag , pysenay+ pasenas) .

Pur conseguinte o ponto M define a somma das parcellas re-
presentadas por My e Mg; e determina-se este ponto, construindo
a resultante dos dois segmentos OM, e OMj, cujos comprimentos
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sdlo expressos pelos modulos py e ps e cujas direcgdes sdo dadas
pelos argumentos a; e ay das parcellas. A troca dos pontos My
e Mg conduz ao mesmo ponto M, e corresponde & inversdo na
ordem das parcellas.
Sendo tres as parcellas, compde-se a resultante de duas d’ellas

com o vector da terceira, e assim por deante.’

2.° Multiplicac@o. Sejam My e Mg
(fig. 3) os pontos que definem os facto-
res (vi), e tome-se no eixo o compri-
mento OU egual & unidade a que estam
referidos os modulos gy e gq; tirem-se
as rectas Mg M ¢ OM, que fazem com
OM; os angulos MOMg—a; e OMgM
— OUM,.

Sendo XOM = ay -} ag, este angulo
é o argumento = do 2.° membro de (vi). Da semelhanca dos
trianzulos resulta OM : OMg:: OMy : OU, ou OM =gy pg, € OM
¢ o modulo ¢ d’'aquella mesma expresso. .

Logo o ponto M define o producto dos factores considerados;
e a multiplicagio por um factor imaginario py (cosay -|-1sen ay)
consiste na multiplicacio pelo médulo py, executada ao modo or-
dinario, seguida d'uma rotagdo egual ao argumento ay. Assim, o
producto forma-se com o multiplicando do mesmo modo que o mul-
tiplicador se forma com a unidade.

A troca dos pontos My e Mg corresponde & inversio dos fa-
clores, e conduz ao mesmo ponto M por ser ay - ag =23 | o e

P17a=FaP1-

Fig. 3

63. 1.° Elevacio a potencias. A potencia d’expoente inteiro
@ positivo é um caso particular da multiplicacio, e serd

[p(cosa—+isena)]® =p" (cosna+isenna). (26)

Esla expressio ¢ conhecida pelo nome de férmula de Moivre,
e pode enunciar-se nos termos seguintes:
Sendo p ¢ « 0 mddulo e o arqgumento d'um numero, p" e na
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s@o 0 mddulo e o argumento da potencia inteira, posiliva e do grau
n do mesmo numero.
Por definigdo d’expoente negativo &

. —n |
[F(mga+1sem)]— “(WS;'T' isen t}]" s

Sendo n inteiro, a formula de Moivre pode applicar-se ao deno-
minador do 2. membro; multiplicando ambos os termos da fraccao
resultante por cos nx—i senna, cujo modulo ¢ 1, e attendendo a
(25), chega-se & lormula

'p(cos a+isena)] —"=p="(cos nu— i sen na)

=p~"[cos (—nzx) 4 isen (—nx)].

Por onde se vé que a formula (26) é applicavel ao caso do ex-
poente negativo,

4.° Extraecdo de raizes. Por definicio, a raiz de grau n d’'um
numero p (cosa + isena) ¢ 0 numero r (cos 3+ iseng) que sa-
tisfaz a egualdade

[r(cos g +iseng)]" = ¢ (cosa+isena);
donde resulta por (26) e por (22)
m=p, no—2Uzt+a.

2en + a

A valores differentes de &, ou de ¢- g podem cor-

responder raizes differentes do mesmo numero dado. Usaremos
do expoente fraccionario para indicar todos os valores possiveis
da raiz, e do radical para exprimir um valor determinado comg
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Vo =3 Segundo esta convengdo, das relagdes precedentes con-
clue-se

(0" =(7) o= (V)  x (D s @7

n n

e a altima d'estas expressdes resulta immediatamente da regra
de multiplicagio dos imaginarios. O factor

2w r
(1}ﬁn = 0% -r—l—iﬁen—"r (28}

n

1
¢ que produz a multiplicidade de valores de [(p)] "; para k=0

6 "”‘Eﬁ I, e
?’[F}:-—s/t; (cus :——:—-isen%) X

Por conseguinte a formula de Moivre ainda tem logar para os
expoentes fraccionarios, quando se considera sémente o valor da

raiz correspondente a k=0, ou a y/ 1 =1.
A k=h e k=tn+h correspondem em (27) os argumentos

2hx -} a, 2hxs L a
o = ay = 2 - —
n n

para os quaes é cos ¢ — oS ag e sen oy = sen ag. Logo os valores
1

distinctos da raiz [(p)s] " ndo podem ser mais de n; e sdo com
effeito n, porque de 0 até 360° nio ha dois angulos differentes
que tenham conjunctamente 0 mesmo seno € 0 MEsSmMo Coseno.
Os n valores d'aquella raiz correspondem aos n argumentos

s lack o R MFe o (VAo 28

il SN ()

¥ L]
n n S n




: \ . 2z
que procedem numa progressiio arithmética cuja razio é s

Estes argumentos s6 dardo valores reaes para a raiz, quando
for (n.o 60)

it Lo OO & TN (vii)
n n

A primeira destas condicdes s6 pode verificar-se com « =0 e
k= 0; para ter logar a segunda, pode ser u=0 e n=2k, ou a—x
e n=2k+ 1. D'aqui resultam as seguintes consequencias:

1.* Se (p)a for imaginario, ndo pode ser 2= 0 nem a—x,
e as raizes sho todas imaginarias.

2." Se (p)a [or real e positivo, & «=0. Para n par, ambas as
condi¢des (viit) se verificam e ha duas raizes reaes, uma positiva
e oulra negativa; para a impar, é impossivel a segunda e ha
s6 uma raiz real, que ¢ positiva. Em ambos os casos as raizes
imaginarias sdo conjugadas duas a duas porque, pondo de parte
o primeiro termo de (vii), nos restantes a somma de dois equi-
distantes dos extremos & sempre egual 4 somma dos mesmos ex-
tremos e tem a forma (23); para n par, o termo médio = dé a
raiz negativa.

3." Se (p)a for real e negativo, é a—=. Neste caso ndo pode
verificar-se a primeira condigho (viii). Para n par, ndo ha raiz real;
e para n impar, ha uma roiz negativa cujo argumento = é o
termo medio de (vii). Em ambos os casos as raizes imaginarias
sdo conjugadas duas a duas.

1

Exemplo: seja =87, d'onde o8, ;/ p=2e a=0. 0s

argumentos (vii) sho agora

0, 120°, 2j0°;

$ 00
e sendo sen 120° = — sen 240° — 3 V3, cos 120° = cos 240°—
__;’;. achase =2 e z=—1+iy3.
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CAPITULO II.

Funccgoes inteiras.

@1. Diz-se racional e inteira a funcglio algébrica
f@=pa+p -1+ -+ pu_gz+p,

em que n ¢ inteiro e positivo.

Designa-se por [(a) o resultado da substituigdo de z por a
em [(x). O cileulo de [(a) faz-se pelo seguinte processo.

Os coeflicientes py, py.. - . Py dispﬁem se em linha horizontal.
Estes numeros podem ser positivos ou negativos, como a; e
alguns podem ser zero, dizendo-se entio que o polynomio
& incompleto. Attende-se, porém, a todos; multiplica-se o pri-
meiro por a, applicando a regra dos signaes, e assenta-se o pro-
ducto por baixo de p,. Faz-se a somma apg+ p;=gqy, e mul-
tiplica-se @ por ¢;; o producto assenta-se por baixo de py, e
faz-se a somma agqy + ps = ga. que se multiplica por a; somma-se
o novo producto com py e continua-se pelo mesmo estylo até o
ultimo termo da funcgdo proposta.

Seja, por exemplo, f(z) — 3a' —23—52x+7 e a=—3;
dispde-se o calculo do modo seguinte :

3 — ! U — d -l- 7
—33=—0 —3.(—11)=3) —3.33=— 90 —3.(—108)=312
—{1" ' 33 —108’ 419

e acha-se f(—3) = 319.

635. O resto da divisao d'uma funcedo racional e inteira de x
7
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pelo binomio x —a ¢ o resultado da substituicdo de x por a na
funecao dada.
Seja Q o quociente e R o resto da divisio, ou

[(#)=(z—a).0+R .

O resto R ¢ independente de =, por ser o divisor do 1.° grau,
e no quociente ndo ha termos com z em denominador; logo,
fazendo nesta identidade 2= a, vird

R=(a) . (29)

D’aqui resulta um processo simples para achar o quociente
e o resto da divisio ds f(x) por £—a. Dada a funccio com a
forma que lhe temos supposto, o resto é (29)

R = pya 4 pra*—t 4 -+ pa_jatpa,
e o quociente serd dado pela egualdade (z—a) Q = f(z) —Rou

(2—a) Q = po(a" —a") + py(a"—' —a"—1) + ...
+ pn—2 (-‘1!'2 — a8+ pp—i(z—a) ;.

d’onde se tira, dividindo por & —a,

Q=p (e 1+ az"2+ .- + a2 + a1
+p {22+ axr 34 o £ av A
MRS s o s sy A AR A Y Yl B
+ pa2(z+ @) + pu—1 .
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Ordenando o 2.° membro e reduzindo, acha-se

Q=g +qiz 2+ -+ Qs+ Gn—1 »
onde se lez

q0=Po» §1 = aqo+py , elc.

e portanto
R P n‘}u—l + pn .

Estas sommas sfio as mesmas do numero anterior, e os re-
sultados precedentes mostram que: os coefficientes do quociente e
o resto da divisio de [ (x) por x—a se formam multiplicando o
coefficiente do termo antecedente do quociente por a e juntando ao
producto o coefficiente do termo da mesma ordem do dividendo.

Seja, por exemplo, f(z) =328 — 3zt + 223 + 222 Tz 4

a dividir por z+ 1 ; fazendo a =— 1, teremos o quadro seguinte :
40 o0of.. . «. +3,
QT 0+3x(—1)=—3,

o ¥ i aa=—3=8x (== 05
F Sy i 24+ 0x(—1)= 2,
R R L 24-2x(—1)= 0,
2 —T40x(1)=-T7.

O quociente ¢ 3x%—3'1222-T, e 0 resto R=—4—Tx(—1)=3.

66. Firmula de Taylor.— Mudando z-em x - h na funcgio
inteira [(x), desenvolvendo cada termo pela formula do binomio,

T
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reduzindo e ordenando segundo as potencias de k, acha-se

[ (x-+h) = pox"+pra—t 4 - os 4 ppyz 4 pa
+h (npozn—1+ (n— 1) @2+ - - 4 pu—y)

ht
+ gy [a(n — t)per=24-..)

Neste desenvolvimento a primeira linha é a funcclio proposta
f(z); e qualquer das seguintes se forma da anterior, multipli-
cando cada um dos termos d'esta pelo expoente de z nesse
termo e diminuindo uma unidade ao mesmo expoente. Esta
operagio chama-se derivagio; o coefficiente da primeira po-
tencia de h & a derivada de f(z), e representa-se por ['(x);
o coefficiente de h/2 ¢ a derivada de ['(x), que se chama se-
gunda derivada de [(z) e se representa por [ (z); em geral o
coefficiente de h"/r! ¢ a derivada de ordem r de f(x), e repre-
senta-se por /7 (x). Segundo estas convencdes, a expressio de
f (z-+-h) torna-se em

K2
@+ R)= (@) + W (o) +g7 /(@) + -
(30)
h h
P @t P @)
Esta expressao é conhecida pelo nome de férmula de Taylor.
O seu iltimo termo reduz-se a poh*, e & ["(z) = n!py, como
facilmente se veria. Finalmente :

Derivada de [(x) ¢ o coefficiente da primeira potencia de h no
desenvolvimento de [(x + h); -
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A derivada da funcedo inteira obtem-se multiplicando cada
termo da funcgdo pelo respectivo expoente de x e diminuindo uma
unidade a este expoente.

@7. Por ser [ (z) a primeira derivada de ['(z), ["(z) a
primeira derivada de [" (z), ete., teremos

F =1 @+W @+ + )

n—2
FlE+R) =@M @)+ + g e . (B
ete.

Do mesmo modo serd tambem

Fh+9) =B +y B+ + L)

Fazendo nesta expressio h =0, resulta a férmula de Maclaurin, '

[6)=FO -+ O+ + (i 1 ) pagt s

e fazendo y -+ h =z, vem

(& —h)r
n!

@)= +F@=RI B+ + re. 63

68. Na funcgio [(x,y) de duas variaveis independentes po-
dem dar-se a z e a y accrescimos quaesquer. Mudando = em
xr-+h vird

_ Ry
[@+h,y)= (@Y +h; @9 +57lc @)+

- A e o e 2




-
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designando por [, (z,y) a derivada de f(z,y), de ordem r a

respeito de z; para formar esta derivada nlo se considera y

como variavel. '
Se depois dermos a y o accrescimo k, serd tambem

f@+hy+k)=[(a,y+k)hf, @y+R+--

Neste altimo desenvolvimento [* (z,y -+ k) é ainda uma funcgio
de y, e por (30) teremos

/ L‘" i?
[@y B = [@y)+ky @Yoy lp@Y T s

[, @Y+ k)= [, @9 +k, @ y)+ -

etc.,

onde f; (x,y) representa a respeito de y o mesmo que f_; (x.y)

* o respeito de e, em geral, f1, (@ y) € o resultado que se obtém

derivando p vezes em ordem a z ¢ ¢ vezes em ordem a y a
futicgdo [ y). E claro que serd sempre r=p--q; e que a
ordem das derivacdes ¢ arbitraria, pois que se chegaria ao mesmo
resultado dando primeiro o accrescimo k a y.

Das relagdes precedentes resulta a férmula

[lzth,y- W)= (@ y) s @y S () (38)

| he L L k* o
T ,f_,.:[:r' y‘lh"'f-:y("'y]} _ﬂ_fb" (I. y)

-+ ele.

Seja, por exemplo, [(z,y) = ay®-{ 2bay-| ca®- 2dy-| 2ex+-f;
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- AR e —— e —

as primeiras derivadas em ordem a x e y sio

.f;(.r.y}':iby+2w+2¢-
: (34)
[, (xy) = 2ay +2bx -+ 2d ;

a segunda derivada relativamente a x e y obtém-se deri-
vando [ (2,y) em ordem a y ou [, (x,y) em ordem a z, e de
qualquer dos modos se acha

lrzry (‘r' y} = 2b ¥

As segundas derivadas em ordem a z ou a y sio 2¢ e 2a.

69. De (30) deduz-se

fEth—((=) (@) +s

h

sendo ¢ uma quantidade que se annulla para h = 0.
D’esta relacio resulta a seguinte definigio:
‘ . fta S .. fx+h)—ix
Derivada da funcgio [(x) € o limite da razao i
quando h tende para zero.

70. Supponhamos que a funcedo [(z) & definida por opera-
¢des indicadas sobre outras funccdes; consideremos os casos se-
guintes: :

1.° Somma. A derivada de

[(@)=fi(0)+f@—fs@)+ -,

¢ evidentemente

[ @=f1 @ +fs@—f3@)+
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2.° Producto. Mudando x em x-+h no producto

f@)=fi@@)xfa(@)>x:-,
feremos
fi@+8) = (fi (@) + b}y (@) +-)
x (fa (®) +hfy (@) + ) xete. 3

e o coefficiente da 1." potencia de h neste desenvolvimento é

[' (@) =, (@) xfa ()
+f;(.z:)xﬁ (@) ¢ +++ 1 ete.

Logo, a derivada do producto é a somma dos produclos que se
formam multiplicando a derivada de cada factor pelo producto de
todos os outros.

3.° Quociente. Representando por f(x) o quociente da divisio
de fi(x) por f3(z), serb fi(z)=[(z)x [s(x), e pela regra

anterior

f1 @ =@ xfa(@)+y (@) %[ (@) ;
donde se tira, eliminando [ (z),

[y (@) % (@) — 13 (#) < i )
ko 1) e

Logo, a derivada do quociente € o quociente que se obtém divi-
dindo pelo quadrado do divisor a differenga entre os productos da
derivada do dividendo multiplicada pelo divisor e da derivada do
divisor multiplicada pelo dividendo.

Uma constante a pode ser considerada como coefficiente da
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otencia zero da variavel, e a sua derivada é nulla. Portanto, se
or

@)= 27

a derivada d’esta frac¢lo serd

: af 4 ()
M@=~ Ha@F:

4.° Potencia. A potencia inteira & o producto de factores
eguaes; por conseguinte a derivada de f(z) = [f1 (x)]" serd (2.°)

(@) =n[fi@P1xf, (@ -

Logo, a derivada da potencia n de [(x) forma-se multiplicando
a potencia n— 1 da mesma funcgio pelo expoente v e pela deri-
vada de f(x).

* Assim, por exemplo, a derivada de (z—a)" é n(z —a)*,
porque mneste caso a funcgiio dada é z— a, cuja derivada é 1.0
mesmo resultaria do desenvolvimento de

(z+h—a)*= [(x—a)+h]",

onde o coefficiente da primeira potencia de h é n{z — a)"—"'.

71. Se numa dada [uncglio [ (u, v) =y as variaveis u =g ()
e v=1y (&) sio funccdes d'uma va riavel independente z, os accres-
cimos 1, k e | de y, de u e de v, correspondentes ao accres-
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— e —— = e

cimo h de x, sio

h
k=ho' (5)+ 3¢/ (@)+ -

h?
F=hi @)+ 54 @)+ -
i = kf, (uy o) 4 1f (uy )+ -

Segundo os valores de k e [, a dltima expressdo torna-se em

. ! k!
i= [ 9)x[he (@) + 59" @)+ ]
] hi
o (o)< (R (@) T5 (@) £ ] R

representando por A% todos os termos restantes, que teem por
factores potencias de h ndo inferiores 4 segunda.

Designando por w,' v’ e y' as primeiras derivadas de u, de v e
de y, o coefliciente da 1.* potencia de & no 2.° membro d'este
desenvolvimento ¢

y"—-'u'.f;(u, v) -E-!:'.f: (u, v) .

As derivadas f; c-f; chamam-se parciaes, por se tomarem em
ordem a uma variavel sémente: e da relagio precedente resulta
ue 3

A derivada d’'uma funcgdo composta é a somma dos productos
de cada derivada parcial da funcedo pela derivada da variavel
correspondente,

Cor. 1. No caso da funceio de funcedo ¢ y — [ (u), u =9 (z),
¢ a derivada

y':u'.fl{u)_ ‘
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Cor. 2. Na relagio f(z,y) =0 a cada valor altribuido a z
correspondem valores determinados de y, e esta variavel ¢ fun-
cgho implicita da independente x. Pelo principio antecedente

serd f;(.r.y} Hy' f; (@,y) =0, pois que a derivada de = & a
unidade ; e d'esta relaciio tira-se

Assim, por exemplo, na equagdo do 2.° grau a duas varia-
veis serd

. bytexd

€
 Seborireem vomre {3

attendendo 4s expressdes (34).

=2. Se for dada a funccio inteira do grau n

f(@) = pr—1Z+ pr—gx®+ - T Poz™ »
que se annulla para x = 0, sejam gi 0 moédulo de z e g3 0 maior
dos médulos dos coefficientes; por (24) teremos mod. f(x) <
o I n
pa(ptprttey), o
pi — pu" !

mod. [(z) <pa. o

segundo a regra para a formagao do modulo do producto e da
potencia.

D'esta desegualdade conclue-se por maioria de razdo, para
valores de gy > 1,
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e pode tornar-se mod. f(x) ioferior a qualquer quantidade posi-
tiva 3, determinando py pela condigdo pypg /(1 —p1) <3 ou

i £
Pt ppt @ {

Cor. 1. Ordenando a funcgio f(z) segundo as potencias
ascendentes da variavel, o expoente de # no primeiro termo
Az* serh um inteiro positivo que pode ser zero. Fazendo

[(z)=Az (144,

serd ¢ uma funcgdo de = que se annulla para z=0; podemos,
pois, determinar uma quantidade positiva r tal, que para todos
os valores de x, cujos médulos estejam comprehendidos entre 0
e r, 0 médulo de ¢ seja inferior a 1 ou a qualquer quantidade
assignavel. ;

Cor. 2. Se a funcglo [(z) estiver ordenada segundo as po-

tencias descendentes da variavel, fazendo
f@)=Aar (144,

serd ¢ uma funcglio de @ que se annulla para 1/2=0. Por con-
sequencia pode sempre determinarse uma quantidade positiva
1/r tal, que para todos os valores de 1/z cujos médulos sejam
iferiores a 1/r, ou antes, para todos os valores de z cujos médulos
sejam superiores a r, o modulo de & seja inferior a 1 ou a qual-
quer quantidade assignavel.

Cor. 3. Sendo reaes a variavel e os coefficientes, ¢ sempre
possivel dar-a 2 um valor positivo r tal, que o signal da funcgao,
depois de ordenada, seja o do seu primeiro termo. O mesmo
succederd para todos os valores de z menores que r, se os termos
da funcgdio procedem na ordem erescente dos seus graus; e para
todos os valores de « maiores que r, se aquella ordem ¢ decres-
cenle.
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Cor. 4. Pela farmula de Taylor a differenca f(x + h) — f(x)
annulla-se com h, e portanto o médulo respectivo pode tornar-se
menor que qualquer quantidade assignavel. Por conseguinte a
funcgao, sendo real, passa por differencas insensiveis do valor
fla) a outro f(b) quando a variavel x passa do mesmo meodo
do valor real a para b.

E isto que se entende por continuidade da [uncciio. Nao é
essencial que na passagem de f(a) para f(b) a funcgio proceda
sempre no mesmo sentido; pode crescer e diminuir durante este
intervallo, alternadamente mas continuamente. Os termos crescer
e diminuir tomam-se aqui no sentido algébrico, isto é€: diremos
que 5 é um valor intermédio a t e u, quando 3—1 ¢ u—3 tive-
rem o mesmo signal.

CAPITULO 111

Composi¢io das equagoes.

73. Dizem-se algébricas, racionaes e inleiras as equagdes da
forma f(z)=0, sendo [(z) uma [uncgio inteira (n.” 64). O
grau d’esta equagdo é o grau n de [(z). .

Com aquella forma a equaclo estd (ransposta; e tambem se
suppde redusida, ordenada e completa. Quando se ndo verificar
a ultima condigdo, restituiremos os termos que faltam, dando a
cada um o coefficiente zero. Assim se’ entenderdo sempre os
enunciados ; quando se falar do 1.°, 2., e dltimo termo, deve
entender-se que se trata do termo dos graus n, n—1 e zero.

Os coefficientes pg. py. ele. suppdem-se inteiros; se o ndo
fossem multiplicava-se toda a equaciio pelo denominador com-
mum. O primeiro pg suppde-se positivo; se o nio fosse, multi-
plicava-se a equagdo por — 1.

Raiz da equacio f(z)=0 & todo o-numero a que torna

R ——
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[(a)=0. De (29) resulta que, sendo a raiz da equagio [ (z) =
é [(x) divisivel por z —a; e vice-versa. :

74. Se o valor real ou imaginario xg, substituide por x na
funcedo inteiva T(x) de coefficientes reaes ou imaginarios, ndo fas
mod. [(x9) = 0, ha sempre uma quantidade real ou imaginaria h
que torna mod. [ (xq +h) < mod. [(x,).

Se fosse mod. [ (xg) =0, seria @y raiz da equacio [ (x)=0. Ndo
sendo assim, pode o mesmo valor x annullar successivamente
['(z) e algumas das derivadas seguintes de f(x), menos a illima
que é constanle; se for p a ordem da primeira que ndo se an-
nulla, de (30) tira-se

[? (o)
! (x0)

I (x)
n!f(z)

=1L

4o ht

e representando por Qo quocicnte que esta no 1.° membro d’esta
egualdade, serd (n.° 61, 2.°)

mod. [ (z9 + h)

mo @ nod. )

Sejam « e p 0 augmento e 0 modulo de h, a; e g; 08 mesmos
elementos para o coelliciente de qualquer potencia &k de h no
desenvolvimento precedente; teremos (n.”* 61 ¢ 63)

Q = 1+ py " [cos (ap + pa)+isen (1, +p2)] 4

sendo S a somma dos termos restantes,
Determinando « pela condigdo «, | pa = =, vird

Q=1—per+8§,

e os termos de S’ teem os mesmos mddulos que os de S, a sa-
ber, ppp1 P, pupasft?, . L. pup", dos quaes todos podem ser
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zero menos o altimo. Por outra parte, para valores § de p, que
satisfacam & condiciio p, pP < 1, € mod. (1 —p, pP) =1 —pppli e
portanto (24)

mod. Q < (1 —p, ¢?)+mod. S’ .

Mas ¢ tambem mod. 8’ < gpiq pPH! +ppiapft= 4 -+ T pups
d’onde resulta, por maioria de razio,

mod. Q < 1 — (py p? — pppt pPH — -+ — ") -

Como os médulos sio positivos, no parenthesis d’esta expres-
sio 86 o primeiro termo & positivo. ‘Ora pode achar-se sempre
um numero r tal (n.° 72, cor. 3), que parag=r aquelle pri-
meiro termo seja maior que a somma dos restantes. Logo,
dando a p o menor dos valores r e §, vird mod, Q < 1 e portantoe
mod. [ (xg 1 h) < mod. [ (xq).

25. O principio fundamental da theoria das equagdes, ou
theorema de Dalembert, & o seguinte:

Toda a equagio algébrica racional e inteira tem pelo menos
uma rais, real ow tmaginaria. '

Dando a  todos os valores possiveis, renes ou imaginarios,
virio para mod. f(x) diversos valores, um dos quaes serd menor
que todos os que forem differentes d'elle; este minimo ndo
pode deixar de ser zero. Com effeito, se o minimo fosse
mod. [(a) = A, differente de zero, haveria uma quantidade h
que tornaria mod. [(a--h) < A e o numero A niio seria o menor
valor de mod. [(z), como se tinha supposto.

Contra esta demonstragio tem-se objectado que mod. f(x),
decrescendo indefinidamente, pode ndo attingir o limite zero.
Entretanto notaremos que mod. f(x) nio se approxima de zero
quando mod. x cresce indefinidamente, pois que além d'um cerlo
limite estas duas grandezas sdo conjunctamente crescentes
(n.° 72, cor. 2); e para valores finitos de mod. 2, o valor minimo.
de mod. f(z) ndio pode deixar de ser zero, como se acaba de
ver.
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76. Pois que a equagio [(x) =0 tem pelo menos uma raiz,
designando por a; esta raiz, teremos (n.° 63)

[(#)=(@—a).fi (),

sendo fj (z) um polynomio racional e inteiro do grau n—1. A
equacdio [j(x) =0 tem do mesmo modo uma raiz ag; e assim
teremos successivamente

fi([@)=(z—a).fi(z) ,
fa () =(z—ay).[3(2) ,

fuct @ =po(z—an) -

Multiplicando membro a membro estas identidades e a prece-
dente, vira, depois de feitas as reducgdes,

fl@)=po(x—ay) (x—aq)...(x—a,) ; (36)
e @y, ag,. . .a, sio raizes da proposta f(x)= 0.

77. Se o polynomio inteiro f(x) de grau n se annulla para
n-+1 valores differentes de z, os coeflicienteg de todos os seus
termos siio zero,

Supponhamos o principio demonstrado para o grau n—1;
vamos ver que elle tem logar para o grau n e, como estd veri-
ficado para o 2.° grau, concliimos que ¢ geral.

Seja f (¢) = paa* + pya*—1 + --- + py_y &+ ps um polynomio
de grau n que se annulla para n+ 1 valores differentes de z,
um dos quaes representamos por a. Teremos

f@)=(z—a).9(z)

e o polynomio inteiro 7 (#), de grau n—1, annulla-se para os
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restantes n valores de » que annullam [(z). Ora os coeflicientes
de ¢ (x) estam achados no n.” 65 e, substituindo em cada um
a expressio do anterior, vé-se que elles sio

por poatpr, poatd-patps, ele.

e todos se annullam segundo a hypoéthese; logo serd successiva-
mente py— 0, py = 0,...p, — 0, como queriamos demonstrar.

Cor. Na identidade [(x) = F(x) cada polencia de z tem
coefficientes eguaes nos dois membros. Com effeito, transpondo
os termos, o coefliciente d'essa potencia de = em f(x)—F(z) =0
é a differenca d'aquelles coefficientes e deve ser zero.

78. Se em (36) houver factores eguaes, diz-se que a equagio
f(@)=0 tem o mesmo numero de raizes eguaes. Sendo, por
exemplo, a; — ag= -+ = ag, a proposta tem k raizes eguaes a
ay, e k & a ordem de multiplicidade d’esta raiz. Se [or k=2
ou k=3, diz-se que a; ¢ raiz dupla ou tripla.

A cada factor (36) corresponde uma raiz da equagio [ (z)=0,
a qual por outra parte ndo tem mais de n raizes (n.° 77); logo,

Uma equagiio algébrica e inteira do graw n_tem n raizes,
reaes ou imaginarias, equaes ou desequacs.

A forma mais geral d'aquelle producto serd

[(@) =(x—ay) . ([@—asy) -+ (&—a) (37)
com r s+ -+ --v=mn; a proposta [(z) =0 s6 tem raizes sim-
ples, quando é r—s—---—v e

O grau da equaciio f(x) =0 pode abaixar-se em tantas uni-
dades quantas forem as raizes conhecidas, dividindo o seu
1.° membro pelo producto dos factores binomios formados com
estas raizes.

70. Nas equagdes de coeflicientes reaes as raizes imagina-
rias sdo conjugadas duas a duas, e portanto em numero par.

8
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Seja, com effeito, a -+ bi uma raiz da equacdo f(x)=0, ou
flx)= :B—-fﬁ +bi)] <Q .

Sendo reaes os coefficientes dos termos de f(z), a quantidade
i ha de desapparecer do 2.° membro d'esta idenﬁdage quando
se effectuarem as multiplicagdes indicadas; o que niio pode ter
logar (n.” 58), sem que no producto se encontrem unicamente
potencias pares de i. Logo a expressdo precedente nio se altera
quando se muda ¢ em —1, e na identidade

flx) = [o—(a— b)) < Q

Q' serh um polynomio inteiro, como Q; d'onde resulta que
a— bi tambem ¢ raiz da proposta.

O producto |(z — a) -+ bi] < (@ —a)— bi] & (25) o quadrado
g.r—u)'+b’ do médulo commum dos factores; e este trinomio,
o 2.° grau e de coeflicientes reaes, & positivo para qualquer
valor real de x. Por conseguinte, designando todas as raizes reaes
da proposta por ay, as, - -y, na expressio

[(@)=(e—a) (c—ay)*- (t—am)-p(a) . (38)

o polynomio ¢ (x) conserva-se positivo para todos os valores reaes
de x. Os numeros m e n ho de ser da mesma paridade, porque
o grau mn de ¢ () deve ser par. .

80. Se as equagdes [(x) =0 e F(z)= 0 tiverem k raizes
communs, o8 seus primeiros membros serdo divisiveis pelo pro-
ducto dos k factores binomios correspondentes. Reciprocamente,
s ¢ (x) [or o polynomio de grau mais elevado que divide conjun-
ctamente f(z) e F (z), ou o maior divisor commum d’estes poly-
nomios, as raizes da equaclio 3 (x) = 0 satisfardo as propostas.

Suppondo conhecido ¢ (z). as outras raizes das propostas
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serdio dadas pelas equagdes

(@ _ o F@_
olz) ' 9=
Se houver raizes communs eguaes, % (x} — 0 conterd cada uma

d'ellas com o seu menor grau de multiplicidade ; assim, se forem
divisiveis [(z) por (r —ak e F(z) por (x—a)ith, ¢(x) serd

0%

divisivel por (z—a)* e as equacdes F(z)—0 e ST 0 dinda
teem raizes communs. ¥ (@)

O maior divisor commum ¢ (z) pode determinar-se, como
se veri no n.° seguinte, sem serem conhecidos os binomios ele-
mentares em que [(z) e F(x) se decompdem, ou as raizes das
equagdes f(z)—0 e F(x)—0; e depois abaixam-se os graus
d'estas equacdes por meio da divisio, como ja se ensinou.

SL. Representemos por A e B’ dois polynomios ordenados
segundo as potencias decrescentes da mesma letra o, e suppo-
nhamos que o grau de A ndo ¢ inferior ao de B. Dividindo A
por B, sejam Q o quociente e R o resto, ou

ﬁ:'—?“XO-i'“ .

Se for R=0, serdi B o maior divisor commum de A e B.
Nao sendo assim, ou R é um numero e os polynomios dados sio
primos entre si, ou R ainda contém z; neste Gltimo caso, orde-
nando R e dividindo B por R, vird

Bé“XUI'f'R| .

A esta egualdade ainda se applicam as mesmas observacdes,
notando além d'isto que o maior divisor commum de B e Ry o sera
tambem de A e B. Continuando por este processo de divisies
successivas, como para a determinagio do maior divisor commum
de dois numeros, os graus dos restos vio diminuindo constante-
mente, e ha de por iltimo chegar-se a um resto independente
de z ou zero. No primeiro caso os polynomios A e B slio primos

*
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enlre si; no segundo caso o divisor da-altima divisio ¢ o maior
divisor commum dos mesmos polynomios.

E evidente que em cada uma d'estas operacdes pode multi-
plicar-se ou dividir-se o dividendo ou o divisor por um factor
primo com o outro termo da mesma operacio. Faz-se uso d'este
principio para simplificar o calculo, que ¢ sempre muito laborioso,
procedendo do modo seguinte.

Primeiro, supprime-se no divisor qualquer factor, que niio
contenha x e seja commum a todos os termos d'aquelle polyno-
mio? Depois evita-se o emprego de coeflicientes [fraccionarios,
multiplicando cada dividendo parcial por um factor conveniente,
que tambem ndo contenha z. Se forem k e m, respectivamente,
os coefficientes dos primeiros termos ‘do dividendo e do divisor,
depois de simplificados, e m= aB, sendo 3 o factor de m que
néo se encontra em k, basta multiplicar o dividendo por § para
obter o primeiro termo do quociente, por «32 para ter os dois
primeiros termos, etc. Se o grau do dividendo exceder numa
unidade o grau do divisor, o quociente si tem dois termos e.
basta multiplicar o dividendo por a2,

Se os polynomios A e B se acharem decompostos em factores
do 1. grau, o seu maior divisor commum ¢ o producto dos
factores communs, cada um elevado ao menor expoente com que
entra em A e B,

82. Comparando os coeflicientes dos lermos semelhantes nos
dois membros da identidade '

pox*+py =ttt py=po [z —ay) (x—ag) --- (x— a,)

e altendendo & regra da multiplicacio binomial, resultam as
egualdades

Pu '_Pﬂ‘ ]
Pr=—po(ar+ast-ta),
P2 =po(ayagf-- 4 an_yay) , (39)

Pﬂ T'—'(-‘J“'Pﬂ“‘l ai e g,
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D’estas relagdes se conclue, suppondo por brevidade po — 1,
ue :

: 1.° O coefficiente do 2.° termo da equagio ¢ a somma das
raizes respectivas, tomadas com signal contrario.

2.° O coefficiente do 3.° termo é a somma dos productos dis-
tinclos das raizes, tomadas duas a duas,

3." O coefficiente do 4.° termo € a somuma, com signal con-
trario, dos productos distinctos das raizes Ires a lres, etc.

4.° 0 iiltimo termo ¢ o producte das raizes, com o mesmo
signal ou com signal contrario conforme a equagdo é de grau par
ou impar, :

Estas relagdes ji eram conhecidas para a equacio do 2.° grau.
Sao evidentes os termos em que oseenunciados se modificariam,
quando fosse pg differente de 1.

83. A funccio [(x) de grau n tem, como se viu, n divi-
sores do 1." grau. Combinando-os em todas as ordens possiveis,
dois a dois, tres a tres, elc., vi-se que 0 mesmo pa'lyuomio
admitte n (n—1)/2 divisores do 2.° grau, n(n—1)(n—2)/3!
divisores do 3.° grau, etc.

Exercicios.

$7. Achar o maior divisor commum dos polynomios
Pl 22— W —Nix-28, S —2Ux 9

@8. HResolver as equaces enjos primeiros membros sio os polynomios
do Ex. 37.
3

39. Compdr a eqoacao cujas raizes sio r-%, i, — 3 2,

#40. Compdr % (z), sabendo que 1 + V=3 e [i‘/_;i_ o 48 raides
da equagio s (z) = 0.
1

41, Compir a equagio cujas raizes sio — -, 1, 1 + '/:J
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CAPITULO 1V.

Transformac¢io das equagoes.

84. Transformar a equagio [(x)~ 0 noutra que tenha as
mesmas raizes com signaes conlrarios.

Segundo as relagoes (39), muda-se o signal a todos os termos
cujos graus sdo de paridade-differente do grau da proposta.

83. Transformar a equagdo [(x)=0 noulra cujas raizes
sejam h vezes maiores.

Da condigio de transformacho y — hx tira-se = y/h. Des-
embaracando de denominadores, a transformada torna-se em

PByﬂ.'.P' ﬁyu—l_i_ +puhn— 0 :

portanto a transformacdo opera-se, mudando z em y e multi-
plicando cada coefliciente por uma potencia de h, cujo grau é
complemento do expoenle de x no mesmo termo para o grau
da proposta.

Sendo inteiros h e os coeflicientes da equacdo, os da transfor-
mada tambem o serio; wmas estes dllimos podem ser numeros
muilo elevados.

Na mesma hypéthese, fazendo h = pg e dividindo por esta
quantidade, a translormada torna-se em

P pryt e T pape*t =0

por onde se vé que sempre se pode transformar uma equacio
de coefficientes inteiros noutra da mesma forma, em que o ceel-
ficiente do 1.° termo é a unidade.
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Convird fazer a transformagio precedente com um valor
fraccionario de h = 1/k, isto &, tornar as raizes k vezes menores,
quando d’ahi ndo resultem coeflicientes [raccionarios. Fazendo,
por exemplo, = 12y na equagio *— 144z — 10368 =0, ella
torna-se em

yY—y—6=0,

¥

com os coefficientes mais simples.

86. Transformar a equacao [(x) =0 noufra cujas raizes le-
nham menos que as da proposta a quantidade h.
A condigiio de transformagio é y —a—h oux —h+y, com
h positivo ou negativo. Pela férmula de Taylor a transformada
serd

[hty)=[(B)+y/ (b)+ - =0.

Para determinar promptamente os coefficientes d’esta equaglo
notaremos que o resto da divisio de f(z) por x—h é f(h), e 0
quociente Q; d'esta operagdo acha-se dividindo f(z)— [ (k) por
z—h —y; teremos pois

Qu=r )+ gyl B+ .

Dividindo depois Qq por y —x —h, acha-se o resto [/ (h) e
0 quociente

T

e assim por deante. Logo os coefficientes da transformada sio os
restos d'estas divisdes por z—h; e cada um d’elles se forma,
como o dividendo seguinte, pelo processo do n.° 65. E o que
melhor se verd num exemplo. :

Seja [(z)=2a' —2a%+ 5x— % =0 e procure-se a transfor-




120 Lu;m:s DE ALGEBRA.

mada em y—z | 2; convém dar ao calculo a disposigio se-
guinte, fazendo h — —2:

Coef. da proposta .. 2, -0, — 2,4+ 8,4
LS T OO R SeF U RRE N

P S I B T 2 L ] s
5.‘ | L TR et 2,_12. +*6;
42, . PPy E 2., <16

A translormada & 2yt — Il:y“—Li-Gy‘—aiy 10 = 0; os coeffi-
cientes de Q) sao 2, — %, 16, —7; ele. A equaglo é incom-
pleta, mas restituiu-se o termo em 2% dando-lhe o coefficiente
zero,

87. Com a transformacio precedente se resolvem os se-
guintes problemas :

1.° Desembaragor a equagio do 2.° termo. Ordenando o des-
envolvimento (n.” 66), é

[ (y-+h) = poy"+(pr+npo h) y»-1

: nin—1 .
+[p._-.—1' (n—1)pyh —2----Jpnhi:| y 24 ..=0;
¢ determinando h de modo que seja py -+ npg h — 0, d’onde se tira

Yo
:ipg

desapparece da transformada o 2. termo. Por ser mpy diffe-
rente de zero, o valor de h & finito e determinado; o problema
¢ sempre possivel, e tem uma soluglo anica. A somma das raizes
da transformada ¢ zero (39).
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2.° Reduzir d unidade o coefficiente do {1.° termo e desemba-
ragar a equagdo do 2.° termo, sem introduszir coefficientes [raccio-
narios. Pela primeira condi¢do faremos y — po , e a transformada
resultante é

yHpiy—ttpopay' =03

pela segunda condigio faremos y = y; — ﬂ':- ou, fazendo z —ny;,

Lol i
oA

¥

Esta ltima transformacio ndo introduz denominadores; e nio
influe mos coeflicientes dos termos de graus n e n— 1, porque o
segundo ¢ zero. Estas transformagoes reduzem-se a uma s6 pela
relagcdo

F- s ': = .”I_ .
npo

Do mesmo modo poderiamos desembaracar a equacio de
oulros termos; mas, em geral, a transformaciio que supprimisse
um termo faria reapparecer outro, que livessemos supprimido
antes.

8S8. Para transformar uma equacio [(z) — 0 noutra, cujas
raizes sejam reciprocas das raizes da proposta, muda-se x em —.

Desembaracando de denominadores e ordenando em sentido de-
crescente, os coefficientes da transformada sio’os mesmos de [(z),
tomados em ordem inversa.

Cor. Se forem nullos todos os r primeiros termos da equacio
[(z)=0, esla equagio tem r raizes infinitas. Com effeito, na
transformada em 1/y faltam neste caso os r ultimos termos ; e esta
equaciio, sendo divisivel por y", tem r raizes eguaes a zero. A

cada uma d'ellas corresponde na proposta uma raiz =
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Exercicios.

42. Formar a equagiio cujas raizes siio, com signal contrario, as de
o — 4 ha?— 27 =0

43. Reduzir & unidade, sem coeflicientes fraceionarios, o coefliciente
do 4.° termo da equagdo 62° — 3z 2 =0,
44. Sendo a, b, ¢ as raizes da Elllliqiﬂ x4 prt 4 qx 4 r =0, formar
BT e ; c
a equagdo cujas raizes sio ; Fe' ofa’ afb-
43. Sendo a, b, ¢ as raizes da cquagio 2° + gr + r = 0, achar a equa-
¢io cujas raizes sio (a — b)Y, (b —cp?, (c —a)®.

40. Transformar a equagio [ (&) =0 noutra racional, cujas raizes sejam
08 yuadrados das raizes da proposia.

CAPITULO V.

Limites das raizes.

89. Limite superior das raizes d'uma equagio é qualquer
numero maior que a maior d'ellas. O limite mais conveniente
serd aquelle que [or mais préximo da maior das raizes.

Se forem positivos todos os termos, zero é limite superior
das raizes da equacdio. Se os termos com potencias pares da
incognita tiverem todos o mesmo signal, contrario ao dos termos
com potencias impares de x, a equaclio niio tem raizes negativas,
Se houver s6 termos positivos com potencias pares de z, a equacio
s6 tem raizes imaginarias ou nullas, e estas Gltimas serdo em
numero par. Se houver s6 termos positivos com potencias impa-
res de x, a equagdo tem um numero impar de raizes nullas, uma
pelo menos, e as restantes imaginarias. O termo independente
de z considera-se de grau par.
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- Nos outros casos o limite superior das raizes determina-se
por differentes méthodos, de que vamos dar a conhecer os prin-
‘cipaes, -

90. Méthodo de Newton. Mudando z em y+h na equagdo
[(x) —0, resulta a transformada

Fly+R) = F(8)+ of! () +- -+ Ly 1) =0

Substituindo A por- um numero positivo que torne positivos os
valores de f(h), f' (k), - .. [* (k). da equacdo [{y -+ k) nlio podem
resultar raizes positivas para y—x —h; portanto na proposta
nido pode ser x> h, donde se segue que

E limile superior das raizes da equagdo f(x)=0 o numero
que, substituido por X em [(x) ¢ em lodas as suas derivadas, dd
sempre resultados positivos.

A derivada de ordem n é [ (h) —n!py e sempre positiva,
como o coefficiente py do 1.° termo da equagio. A derivada an-
terior [*—1 (k) € do 1.° gran em h, e facilmente se determina
o inteiro h que convém & condigdio f*—1 (k) > 0. Verifica-se depois
se este valor satisfaz & condigdo /"—2(h)>0, e no caso contri-
rio juntam-se successivamente a h lantas unidades, quantas sejam
necessarias para tornar aquella derivada positiva. Passa-se depois
e do mesmo modo para [*%(h), e assim por deante até se

.chegar a f(h).

Tendo verificado que [ (I) e todas as suas derivadas até [* (I)
sio posilivas, ndo ¢é necessario €xpcrimentar nestas funcgdes
qualquer numero /- k, sendo k positivo. Com effeito, teremos

por (30)
n—r
k) =)+t )+ -+

@ ;

r!

e portanto, sendo [7(1)> 0, [+ (1)>0,- - f*{) > 0, serh tam~
bem [ (I k) > 0.

O1. Méthodo de Lagrange. — Supponhamos a equagao divi-
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dida pelo coefficiente py e seja n—r o grau do seu primeiro

termo negativo, ou
L

f(.‘x:)Ez"-l—---—P,..'m"—"—l-----—P,-_F_,z"—'“—'—i—--- + Pr=0 .
Se houver um numero k para o qual seja

ISPk Py h—r— -,
serd tambem

o0y P
i:.:-k—:+ ey

o el

e qualquer numero >k satislaz a esta condigio. Logo k serh
limite superior das raizes positivas da proposta, porque ao segundo
membro da desegualdade precedente viriam addicionar-se os ter-
mos positivos da equacdo.

Ora sendo P o maior coefficiente negativo da proposta, a
referida desegualdade estd contida na seguinte

kr—r+H1 _{ 2
k—1

RSP+ k14 k+1)=P.

esta iltima ainda se comprehende successivamente nas seguintes

Ji—r4-1

k>P o k1 k—1)>P, (k—=1)>P,

contentando-nos com valores de k> 1, e teremos finalmente

kS1+VP.
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Logo, é limite superior das raizes d'uma equagio a somma da uni-
dade com a raiz do maior coefficiente negativo, de grau equal d
differenga entre o grau da equagio e o expoente de X no seu pri-
meiro termo negalivo.

Pode seguir-se outro processo na determinagdo d’este limite.

Sendo P o inteiro immediatamente superior ao maior dos numeros
;/il_l‘ L] ri‘?‘Pl‘—{—l ’ ctc'l

a desegualdade fundamental & successivamente comprehendida
pelas seguintes:

Jn > Prjn—r+4 Prisfn—r—s4 ...,

ku_l)n
ko> Pl 4 P A PR B

k» (k—P)>Pk»
contentando-nos com limites superiores a P. Da dltima tira-se
k>2P,

e portanto: € limite superior o dobro do maior numero obtido
quando a cada coefficiente negativo se extrahe a raiz de grau equal
d differenca entre o grau de equagio e o expoente de X no termo
respectivo.

Na notagiio de que nos servimos, o numero r pode ser qual-
quer desde 1 até n; do mesmo modo s pode ser qualquer inteiro
desde 1 até n—r, e assim por deante. Se for r—1, o limite su-
perior é a somma do maior coefliciente negetivo mais a unidade.

92. Méthodo de Bret.—Seja a proposta, com os signaes de
cada termo em evidencia,

POt =P TP T g, =0,
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Se nos termos positivos substituirmos as respectivas potencias de
z pela expressio

am=(z 1) (@t +a2p . zdbl)+ 1,

e reduzirmos os termos semelhantes com os negativos, em que néio
s¢ faz esta transformagio, os coeflicientes das potencias n—r,
n—r—s, ete. de &, que correspondem a esles termos negativos,
sio

(pot+p+ - +pr—a) (@—1) —pr, 2

(Po+pr+ - prot+pepr+- -+ priu—i) @—1) —Ppria,
elc.

Na primeira d’estas expressdes entram os coefficientes de todos
os lermos positivos que precedem p,, na segunda todos o0s que
precedem p,_,, etc. Alem d'isto, substituindo por z, qualquer
valor k> 1, os coefficientes dos outros termos compdem-se s6 de
partes positivas; e portanto, determinando um numero que, sub-
stituido por x, torne aquellas expressdes positivas este valor de =
deverd satisfazer 4s condicdes

Pr

i ety
x>m+m+~+m4
Pr4s
i e T el W O AT ! = +l .
3>PU+PI+"'+F1r—l+Pr+l+"'+PJ'+l—1
etc. 3

e serd limite superior das raizes da proposia.

93. O méthodo de Newton, da, em geral, o limite mais pro-
ximo da maior das raizes. Quando estas sio todas reaes, este
limite & o inteiro immediatamente superior 4 maior; ou mesmo
a maior das raizes quando ella é inteira.
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Com effeilo, representando por h o menor numero inteiro
superior & maior raiz positiva da equacio [(z) =0, as raizes da
transformada [(y + h)=0 sio todas negativas; e designando-as
por —by, — by, -+~ by, com os signaes em evidencia, os coeffi-
cientes de f(y+ h) serdo todos positivos (n.? 59). Mas estes coe-
flicientes sio [(h) e todas as suas derivadas; por conseguinte h
¢ o limite, achado pelo méthodo de Newton.

Se as raizes sdo todas reaes e a maior d’ellas é o inteiro h,

serd f(h)=0 e

[ +R=yl #)+ 0 2= 0

Esta equaciio lem a raiz y —0 e todas as outras negalivas ; por-
tanto serdo positivos, como no caso precedente, os coefficientes
fh),...[ " (h), e h & o limite achado pelo mesmo méthodo.
Dos méthodos de Lagrange e Bret, deve preferir-se o pri-
meir6 quando ha muitos termos negativos, e o segundo quando
0 primeiro termo negativo é precedido por muitos positivos e os
maiores coefficientes negativos estam depois dos menores.

94. Para um numero [ ser limite superior das raizes d'uma
equagio [(x) =0 ndo basta que a substitui¢io de & por I ou por
qualquer numero maior que [ em [(z) de sempre resultados po-
silivos; & necessario que estes resultados sejam significativos.

Assim em

(@—B) (23 (@—1)=0

qualquer inteiro k> 1 di resultados positivos; e 2, por exemplo,
ndo & limite superior das raizes d'esta equagdo.

Se unicamente soubermos que ndo ha numero algum maior
que k que dé resultados negativos, s6 poderemos concluir que a
equacio nio tem raizes superiores a k ou, se lem algumas, cada
uma d'ellas é de ordem par de multiplicidade.

B5. O limile das raizes negativas da equacio [(x)=0 é o
limite superior das raizes positivas da transformada [(—&) -0
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- " =
-

L '
O limite inferior das raizes positivas da mesﬁ':qmelu éo
S A . 1 &
limite superior das raizes da transformada f (E)=0. Em geral,
toma-se zero para limite inferior das raizes positivas.
96. Sejam 2« e p o argumento ¢ o médulo da variavel @,
a, & p, 0 argumento e o modulo do coefficiente p, ; dividindo

a equagio pelo coefliciente py do 1.° termo, o médulo deste
termo serd p" e o do termo r +1 &

Pr p"T = R, p»—".
Po: .

O mod. f(x) ndo pode ser menor que
p"— Ry p"t— Ry p" 2 - — Raj

se acharmos para p um valor [ que torne esta expressio positiva,
¢ tal que o mesmo tenha logar para qualquer valor de p >, serd
! limite superior dos médulos das raizes da equagiio proposta.

Ora a expressio precedente ¢ funcgdo de quantidades reaes
e tem todos os termos negalivos, com excep¢io do primeiro;
logo serd (n.® 91)

I=1+R,,

representando por R, o maior dos modulos R. Teriamos tambem,
attendendo 4 relagho entre R, , p, € po,

g_ﬂ_ﬂ’_ !
pe -

e do mesmo modo se acharia o limite superior dos médulos das
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raizes da transformada em —;—, ou

f P‘lipl
f="-
Pn

sendo p, 0 médulo do dltimo termo da proposta e p, o maior
dos médulos dos coefficientes dos outros termos. Invertendo, seria

Pf_‘— o limite inferior dos médulos das raizes da proposta.
Pn T Ps -

Exerciclos.

PEh e 2
47. Com as raizes + yB e 3 :tg ¥ formar a equagio z* — 72?4~ 5zt

562 — 105 =0.

48. Achar pelo 1.° méthodo o limite superior das raizes da equagio
precedente.

49. Resolver 0 mesmo problema pelos outros dois méthodos,

50. Achar pelo 1.° méthodo o limite superior das raizes di efuacio
kxb — 3970 - Bta? — {79z — 84 =0,

81. Resolver o mesmo problema pelos outros dois méthodos.

CAPITULO VI
Raizes eguaes.
97. O polynomio inteiro f(z) de gran n &, em geral, da

forma (37).
9




LIGHES DE ALGEBRA.

Se os raizes a; e ag da equacio f(x) =0 sio da mesma or-
dem r de multiplicidade, &

(#—ai) . (x—aq)'=[(z—ay) (z—ag)['= X"

e a; e as sio as raizes da equacho do 2.° grau X=0. Se a
propesta tem i raizes ay, as,. .., da mesma ordem r de mul-
tiplicidade, @ parte correspondente de f(z) &

[[e—a) (z—ag)+ (2 —an)|"=X] ,

e as quantidades ay, @, . @, sio raizes simples da equagio X,=0,
de grau m <n.

* 98. Dando ao producto (37) a forma

f(@)=z—a).Q,

o polynomio .

no ¢ divisivel por __aq; e a derivada de [(z) serd (n.0 70, 2.%)

[@)=r@—a)y-'.Q+@_a)y.¢ (0
@y O+ (= —a) 0],

designando por Q' a derivada de

Q=(z—daf - (2—t) .
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Do mesmo modo teremos

Q=s(x—a)*'.R+(x—ag).R,
@

(@ —a)).(z -ag)* '

Se em (37) houvesse st tres lactores e fosse f(z)=(x—a)". 1
(x—ag)* .(x —ag)t, seria R=(z—ay)! e . 22N

[(z)

g i 1 [ i O H
o oA ST B & R Py

donde resultaria
x)

f(z;i=r_:.££€._._+‘ &ﬂ)—*[._ﬂ.i]

gl By x—ag-

E evidente que se acharia para a derivada uma expressdo
aniloga & precedente, no caso de serem mais de tres os factores
differentes de f(z); e em geral teremos

ﬁ:fj_._-{—‘_ L('_];’_‘_—}-{-U.M Jr
r— a4 I — ag Tr—ay

[ @) =r.

Esta relagio mostra que cada um dos factores differentes de
f(x) entra em ['(x) com o respectivo expoente diminuido de uma
unidade; por conseguinte entrara em [’ (z) com o expoente di-
minuido em duas unidades, por ser [’ (x) a derivada de [z, e
em geral:

“Se ay ¢ raiz da ordem r de multiplicidade da equagio [(x)=0,
a mesma quantidade ¢ raiz de ordem r—1 em  (x)=0, de or-
dem r—2 em [" (x) =0, elc.

Applicando a f6rmula (32) a f(x), viria

(@= )+ + W gy
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pois que, sendo a raiz a; de ordem r de multiplicidade, é

[lag) =["(a) =+ =1 (a;)=0.

99. Designando por X,, como anteriormente, o producto
dos factores simples, cuja ordem de multiplicidade em f(z) é r,
teremos em geral

10 g i e
donde resulta (1)
fl(x)=Xg.X5.X]:.. %S,

designando por S o producto dos factores de [’ () que nlo entram
em [(x). O maior divisor commum de f(z) e f'(x) &

dy=Xg.X3. X; 08

se for Xg=X3=X;=:---=1, a proposta s6 tem raizes simples,
ef tf1 =1. Lﬂ‘gﬂl. ;

A equagio [(x) =0 tem raizes equaes quando o maior divisor
commum de [(x) e da sua derivada ¢ differente da unidade, e
vice-versa.

100. O quociente da divisio de f(z) por dy, é
Uil =x1.Xg.X3.X1. .

Do mesmo modo, representando por ds o maior divisor commum
entre dy e a sua derivada, por dy o maior divisor commum entre
dy e a sua derivada, e assim por deante, teremos

AR g o S
dﬂz‘xi--- B
elc.’;
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e dividindo dy por dy, dy por dy, etc. virdo os quocientes

qg=\:g.Xg.x|. -
q3=X3.K|.. .

ele.

Uma nova série de divisdes fard conhecer os polynomios

X = q!, Xa= q’, elc.,
2 q3

que s6 teem factores simples; e em geral a equagio X, == 0, que
ndo tem raizes eguaes, & composta com as raizes de ordem r de
multiplicidade da proposta, cujo numero ¢ dado pelo grau de X,
Nem sempre saberemos resolver estas equagdes, mas em todo o
caso:

E sempre possivel [azer depender a resolugio d'uma equagio
com raizes multiplas da resolugio de equagdes que sé teem raizes
simples, e cada uma d'estas equacdes dd todas as raizes da mesma
ordem de multiplicidade da proposta.

101 Se na equaclo nlio houver raizes da ordem r de multi-
plicidade, seri X, = 1. O cilculo fara conhecer esta mrcumslancm.
dando ¢; = qr41.

Seja, por exemplo, f(7) =28 —6s1— 423+ 902+ 120+ §
=0; a derivada ¢é [ (z) = 6% — 243 — 122 + 182 4+ 12. Pro-
cedendo & divisto de f (=) por [ (=), depois de supprimir no di-
visor o factor 6 commum aos coefficientes de todos os termos de
f'(), o primeiro resto, dividido por—2, é

al 423 —Ja— B2 —2 .

Continuando as operacdes, acha-se que este polynomio é o
maior divisor commum de f(«) e [ (z}, donde concluimos que a

il

B Iy e B, e g
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——— e e

proposta tem raizes eguaes; e seguindo o processo do n.’ anterior,

forma-se o quadro

[(@) =ab — 6ad — had + 9o 4 122+ b

dy=ab+at—Ja? — b2z -2 gt
dy=a?+ 2+ 1 gp—a*—z—2
dy=a+1 gz w1
dt=1 gt =41

B PR .y e R Mmoo w w S e m

donde se tira

R S L
9 g

i3 3 qi !
x f =— _—.I' -‘\ ---—-v—a-!--:. l 3
3 s qi ‘

Portanto ¢ f () =(x —2)*.(xz - 1)4; a propoesta nio tem
raizes simples nem triplas, lem a raiz dupla 2 e a quadrupla—1.

102. Este processo ¢ laborioso, e por isso nlio se applica
ao chlculo das raizes commensuraveis, cuja determinaglo é facil
como adeante se verd.

Ora, suppnn&o racionaes os coellicientes da proposta, tam-
bem o serio os coefficientes de qualquer das equagdes X —0.
Portanto, se X, for do 1.° grau, a raiz correspondente é com-
mensuravel.

Posto isto, se a proposta ¢ do 3.° grau e tem raizes egunes,
ellas siio commensuraveis porque s6 poderio ser uma dupla ou
uma tripla. Se a proposta é do £.° grau e tem raizes eguaes,
ellas 56 poderdo deixar de ser commensuraveis se forem duas
duplas; neste caso, a equagho abaixa-se ao 2." grau, extrahindo
a raiz quadrada ao seu primeiro membro. Finalmente, se a pro-
posta & do 5.° grau, as suas raizes maltiplas, havendo-as, sdo
tambem commensuraveis, exceplo se forem duas duplas; mas
neste caso havers uma raiz simples, que é commensuravel, e,
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dividindo pelo binomio correspondente, a equagio abaixa-se ao
4.° grau e reduz-se ao caso anterior. _

Em conclusdo: o méthodo das raizes eguaes s6 se applica a
equagdes de raizes incommensuraveis e de grau superior ao 5.°

103. Naindagacio do maior divisor commum de uma funcgio
inteira e da sua derivada pode dispensar-se a primeira divisdo.
Sejam, com effeito,

f(@)=poz* +p 21+ paz—2+pgar—t+---,
[ (@) =npgz"—1+ (n —1)pya*—2+ (n - 2) pgacn—3
+(I'I—3}P31H g

e multiplique-se f(#) por n*py para evitar coeflicientes [raccio-
narios (n.? 81). Effectuando a divisdo, acha-se o primeiro resto

[2apops —ps (n—1) pa] @2+ [Supops—py (0—pg] 4+,

que serd o divisor da divisio immediata. Advertindo na compo-
sigho d'este polynomio, reconhece-se que elle se forma pela regra
seguinte:

A partir do 3.° termo de (x), multiplicam-se todos os coeffi-
cientes por 2, 3, 4, etc. veses o coefficiente do 1.° termo de [ (x);
multiplicam-se os coefficientes de [ (x), a partir do 2.° termo, pelo
coefficiente do 2.° termo de [(x), e as differengas entre os sequndos
productos ¢ os primeiros sio os coefficientes do primeiro resto.

A equagiio suppoe-se completa. Se for py=0, os coefficientes
procuradores sdo os productos dos coefficientes de f(z), a partir
do 3.° termo, respectivamente multiplicados por 2, 3, %, ete.

Exercicios.

B52. Reconhecer se a equagio 28 — 225 + 24 - 8o — 162 —82 4-20=0
tem raizes sguaes.

Rt iy R g

LR
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33. Hesolver a mesma equacio.

S4. Sem praticar a operagio, achar o resto da divisio de a%—3254224
—a%4-1 pela sua derivada.

88. 0 mesmo problema para a equagio do Ez, 52.

CAPITULO VIL

Raizes comprehendidas entre dois numeros.
Maximos e minimos.

104. A equagdo [(z)=0 pode sempre suppir-se desemba-
racada de raizes eguaes (n.” 100). Representando por ay, as,. .
m todas as suas raizes reaes, dispostas por ordem de grandezas
crescentes, o 1.° membro da proposta terd a forma (38), onde
o factor ¢ (x), que s6 depende das raizes imaginarias, se conserva
positivo e differente de zero para todos os valores reaes de .

Substituindo z em (38) successivamente pelos numeros 2y e
Z3 > xy, e dividindo um dos resultados pelo outro, virk

L—

fo) _m—a n—a oo o

[(xe) ®3—a; z3—ag zs—an %(xs)’

Se para a raiz real @ ¢ 2 <ay <a3, o faclor correspon-

d T — g

ente il—_‘ ar

e f(zy) e f(zg) teem o mesmo signal, quando entre z; e x5 ha

um numero par de raizes reaes da equagho, ou nenhuma; f(xy)

e [ (x3) teem signaes contririos, quando entre estes limites ha um
numero impar de raizes da proposta. !

Reciprocamente : se [ (xy) ¢ [ (x3) teem o mesmo siynal, entre

Xy € X3 ha um numero par de raizes reaes da equagio [(x)=0,

* porque se este numero fosse impar, [(x;) e [(xg) leriam signaes

& negativo. Logo o producto precedente ¢ positivo,
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contrérios; do mesmo modo; se [(xq) e [(xy) teem signaes contrd-
rios, entre Xy e xg ha wn numero impar de raizes da proposia.

Os termos maior e menor tomam-se no sentido algébrico, e
zero é um caso dos numeros pares.

103. Suppondo independente da incégnita o Gltimo termo
da proposta, do theorema precedente deduzem-se os seguinles
corollarios : -

1.° As equagdes de grau impar teem um numero impar de
raizes reaes, de signal contrario ao do seu iltimo termo.

Seja primeiro, com o signal em evidencia,

f@)=poa+ - —p=0,

e n=2k+ 1; designando por [ o limite superior das raizes po-
sitivas d’esta equagdo, serd

[0)<0, f()>0,

e entre 0 e [ haverd um numero impar de raizes.

Se o tdltimo termo da equagdo for positivo, o termo corres-
pondente da transformada em —z é negativo (n.” 84), e esla
equacio tem um numero impar de raizes positivas, que slo raizes
negativas da proposta.

2.° As equagdes de grau par, com o iltimo termo negativo,
teem um numero impar tanto de raizes positivas como de raizes
negativas.

Neste caso serd ainda

fi0)<0, fiH>0;

mas o altimo termo da transformada em — x conserva-se negativo,
e esta equagdo tem um numero impar de raizes positivas, que siio
_raizes negalivas da proposta.

3.° As equagdes de grau par, com o ultimo lermo posilivo,
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leem wm numero par tanto de raizes posilivas como de raizes ne-
gativas.
Neste caso &

[0)>0, >0,

tanto na proposta como na transformada em —z. As raizes reaes
podem ser todas positivas, todas negativas ou faltarem completa-
mente na equacio dada.

106. Se em (38) substituirmos & por &y < ay e depois fizermos
crescer & continuamente até 2= x3 > ay, o signal d'um dos fa-
ctores e o de [(x) muda, todas as vezes que x passa por uma
das raizes. No intervallo de duas raizes [ (x) passa por differentes
estados de grandeza, e entre elles haverd, pelo menos, um md-
atmo ou um minimo. A luncgho é mdzima na passagem de cres-
cente para decrescente, minima no caso contrario,

Ora, pela férmula de Taylor, para qualquer valor de = &

[(z+ h.:_ f) =f(@)+e,

designando por ¢ uma quantidade que se annulla para h=0, Dado
um valor =y de @, que ndo terna [’ (xg) =0, pode determinar-se
um valor r de ki (n.2 72, cor. 3) tal, que desde wg—r—=xy alé zo+r
=y 0 expressio precedente tenha o signal de [’ (xg); e estrei-
tando estes limites até ndo comprehenderem raiz alguma da equa-
gdo ['(x)=0, [ (x) conservarid o mesmo signal (n.% 104) desde
[ (xy) até [ (z3).

Posto isto, imaginemos o intervallo @g—ay dividido em partes
eguaes 0, tho pequenas quanto se quizer, e entre 0s numeros re-
sultantes

xll 1‘1"'9, 'T1+231r*‘i*ri

tomem-se dois consecutivos quuusquul:, que designaremos por

yt+(m—1)0=a,, z+tmb=a'40.
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A expressdo

AL S et £
6

conserva o signal de [ (xg) em toda a extensio dos valores de =,
desde @y até x3. Por conseguinte, se [’ (xg) & positiva, [(z) &
crescente desde [(xy) até [(xy), pois que em todo o intervallo &
[ +8)> [(@'); se [ () & negativa, a funccdo f(z) € decres-
cenle.

Temos supposto [ (g) differente de zero. Se, porém, for
[ (x9)=0 e zy=axy +m um numero comprehendido entre z,
¢ xq, estreitem-se estes limites de modo que entre elles nlo haja
outra raiz, além de xy, da equagdo f'(x)=0. Neste caso [ (z)
conserva-se positiva, ou' negaliva, para todos os valores de x des-
de xy até 2y + (m—1) 6; e é respectivamente negativa ou positiva,
desde z=ay + (m+ 1)6 até x—xy. Logo f(z) & crescente no
primeiro intervallo e decrescente no segundo, ou vice-versa; e,
pois que 6 se pode tornar menor que qualquer grandeza assigna-
vel, este resultado exprime-se nos seguintes termos:

A funcgiio inteira de coefficientes reaes eresce com os valores
reaes da variavel emquanto a sua derivada nao se torna negativa,
¢ decresce em quanto a derivada nao se torna posiiva.

107. A variacio de grandeza de [ (x) muda de sentido, como
acabamos de ver, quando a derivada [’ (z) passa por zero. Por-

tanto a funcclio é mdxima ou minima para todos os valores reaes
da variavel @, que sejam ruizes da equacio

[ x)=0.

Se uma d'estas raizes é xg, leremos

h?

[0+ )~ f(@) = o [ (a) + 4],
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sendo ¢« uma quantidade que se annulla para h=0. Suppondo

[ (0)20, podemos dar a h um valor r tho pequeno (n.® 72, cor. 3)

que o signal de [ (z) + s seja o de [7 (x)), qualquer que seja o
?

signal de h; e pois que o factor 3 é posilivo, 0 accrescimo

[ (@0 + h)— f (o) tera o signal de /" (xy) para todos os valores de
h desde h=—r até h=+r.
D'este modo, se ["(x) & positiva, as differencas

[Eo—r)—f(x), [(z0+r)—f(a)
sdio positivas; por conseguinte é

[(@—=r1)>[(@0), [(zo+r)>f(av),

e [(xy) € minima. Se [ (x,) & negativa, serd
[(o—r)<[fl@), [(oo+r)<[(a)

e a raiz xy corresponde a um mdximo.

Supponhamos agora que é ['(xy) =0 e representemos por
[™ (@) a primeira derivada a partir de ['(z) que ndo se annulla
para & =ux; serh .

[+ B)— [l = [/ () + 4]

Se m [or impar a funcglio conserva-se crescente ou decres-
cente, em quanto /™ (z) se conserva positiva ou negativa; se m
for par, f(z0) € méxima ou minima, conforme /™ (z,) é negativa
ou positiva,
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CAPITULO VIII.

Theoremas de Descartes, Budan e Sturm.

108. As equagdes suppdem-se reduzidas 4 forma f(x)=0,
ordenadas em sentido decrescente, com o 1.° termo positivo e o
altimo independente de x; designaremos por n o grau da pro-
posla.

Dois termos consecutivos de f(x) produzem uma permanencia
ou uma variagio, conforme teem o mesmo ou differente signal.

Entre dois termos quaesquer haverd um numero par de va-
riacdes, ou nenhuma, se ambos-teem 0 mesmo signal. Porquanto,
se nos termos intermédios houver mudancas de signal, estas s6
poderdo fazer-se aos pares. A reciproca é evidente.

Se a equagio proposta fér completa, os numeros p e v das
suas permanencias e variagdes hiio de satisfazer & condigio
p+v=n; e mudando & em' —z, as permanencias tornam-se em
variacbes e vice-versa.

Em geral a somma v+ v das variacdes da proposta e da
transformada em — z ndo pode ser maior que n. O dltimo termo
de uma equacio que s6 tem raizes imaginarias ¢ positivo (n. 105),
e portanto esla equaglio tem um numero par de variagdes.

109. A multiplicacdo da equagdo f(x) =0 por z—a, sendo
a positivo, introduz no producto a raiz posiliva a e um numero
impar de variacdes, uma pelo menos.

Com effeito, a primeira variacdo da proposta di-se no pri-
meiro termo negativo de f(#). Designando este termo por —pr
", com p.>0, esta parte de [(z) serd, com os signaes em
evidencia,

(P:I"" 4 +p,_|m"‘f'+") i (Prﬂ"_r + - } drrreig
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donde resultam para (z—a). fla) = F(z) 0s termos
poxrti4 ... — (apr—1+p,)ar—rH1 |

O termo pez"t! & positivo e irreductivel; os termos seguintes
podem reduzir-se ou produzir variagdes, e até pode ser r=1.
Mas em todo o caso subsistird o termo com z*=*+1," de signal
contrério ao primeiro: ¢ entre os dois havera um numero impar
de variagdes, uma pelo menos.

A“segunda variacdo de fiz) apparece quando se chega mova-
mente a um termo posifivo, que designaremos por p, "5, com’

Ps>0; e pode ser s~ r+ 1. Em lodo o caso, dos termos
= (Pra" Tt s b P @) + (et ) s
de f{z) resultam para F(z)
(@ tp) e — - (ap,_t + py) 2t

e estes dois termos subsistem sempre, produzindo pelo menos
uma variagio,

Continuando do mesmo modo, ha de chegar-se a um termo
4= u—r @" de [(x), em que pode ser r =0, e depois do qual ndo
ha variagdes ate =+ p, inclusivamente. Em F(z) o termo com
z'+! tem o signal de % Pu—rs €m quanto que o (ltimo, = ap,
tem sigoal contririo quelle. Por conseguinte em F(z) ha pelo
menos uma variacio mais do que em [(x).

Por outra parte, sendo pyz® e = p, os termos extremos de
[(z), os de F(x), sempre com os signaes em evidencia, serdo
pox"T! e tap,. Portanto os numeros v e V de variacdes em
[(x) e F(x) sdo de paridades differentes; e sendo V > v, serd

V—v=2k+1,

com k inleiro e positivo on zero.






