
RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES. 2 9 5 

applicando o mesmo méthodo a estes novos limites, acharemos 
outros dois cuja differença será 

0 a ioin+3* ' 

e assim por deante. 
Para se obter por este processo a convergência regular e 

rápida das approximações successivas, é necessário que seja 
2n + k > n ou n> — k, isto é, n > 1 — k; se esta condição não 
se verificar, estreitaremos mais os limites. 

Pode acontecer que o valor de k, que suppozemos constante, 
augmente em alguma das operações; mas neste caso só ha a 
notar que a approximação se tornará então mais rapida. 

181. Exemplo. — Appliquemos estes princípios á equação 
do n.* 1 7 9 ; as funcçôes de Fourier são : 

[' (x) = 3íc? — 2 , 

f"(x) = 6 x , 

f"(x) = 6 . 

Com os números da progressão décupla temos 

f ( X ) , f ( x ) , f"(x), r"(x) 

( - 1 ) - + 

í«0) " -
(0) -

f (>0 

(1) - + 

(10) + + 

— + 
— + 
0 + 
+ + 
+ + 
+ + 
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Ha duas raizes indicadas entre — 1 e O, e uma entre 1 e 1 0 ; 
aquellas são imaginárias, por ser 

I / • ( - ! ) ! = *. If ( - 1 ) 1 = 1 . |AO) 1 = 6, i r ( 0 ) | = 2 , 

e — + — maior que a differença 1 dos limites. Quanto á raiz 

real, para obter dois limites que a comprehendam e cuja diffe-
rença seja uma unidade da ordem do seu último algarismo, 
substituiremos nas funcções precedentes números da ordem 
natural que darão 

Aquella raiz fica, pois, entre 2 e 3 ; e a linha dos índices mostra 
que podemos desde já proceder á approximaçâo. Mas, dividindo 

18 
o maior valor de f [x) pelo menor de 2 f (x), achamos—- = 0,9 

e a unidade de ordem immediatamente superior ao primeiro 

algarismo d'este numero é 1 = ——; donde resulta /c = 0. Por ° i n/i 

outra parte, a dilTerença 1 dos limites dá n = 0; isto é, a condição 
n ^ l — k não 6 satisfeita e devemos estreitar mais o intervallo. 

Fazendo então x = 2 e a; = 2 ,1 , temos 

4 . 5 

3 . . . 

2 . . . 

A « ) . , f'(x), M . f » 

+ + + 
1 0 0 0 

+ + 4- + . 

/"(•>-•) . / » - / » . / " " ( * ) 

2. . . 

2,1. 

+ + + , 
+ + + + ; 
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logo a raiz fica entre 2 , 0 e 2 , 1 . A differença dos novos limites é —, 

donde n = 1; o maior dos valores de f''(x) dividido pelo menor 
12,6 

dos valores de 2 f ' í x ) é —— = 0 , 6 3 ; a unidade immedia tamente 

20 
superior ao primeiro algarismo do quociente 6 1 e portanto k—0: 
logo será n = 1 —k, o que indica que podemos proceder á appro-
ximação sem estrei tar mais os limites. 

Ora , o limite exterior é o maior 2 , 1 e a primeira approxi-
mação dá 

a . o M i . 

' /"'( 2 , 1 ) 1 1 , 2 3 ' 

devemos levar a divisão até o algarismo decimal da ordem 2n + k. 
isto até centesimas, e augmentar o último algarismo com uma 
unidade. Mag é 

0 , 0 6 1 _ 

e portanto o numero a subtrahir de 2 , 1 é 0 , 0 1 , o que dá o 

primeiro valor approximado 2 , 0 9 com erro inferior a -Jqí* 

Não sabemos, porém, qual é o sentido d'este erro ; substi-
tuindo x por 2 , 0 9 em fyx), acha-se — 0 , 0 5 0 6 7 1 e o signal d 'este 
resultado mostra que a raiz fica entre os novos limites 2 , 0 9 e 

1 
2 , 1 0 . A differença --— d'estes dois numeros dá n — 2 e a appro-

ximação seguinte deve ir até á quarta casa de dizima. 
Continuaremos pois a divisão de 0 , 0 6 1 por 1 1 , 2 3 até esta 

ordem, o que dará 0 , 0 0 5 4 ; e teremos para segundo valor 

approximado 

2 , 1 0 - 0 , 0 0 5 5 = 2 , 0 9 4 5 , 
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1 
com erro inferior a —. Mas / ( 2 , 0 9 4 o ) = — 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 1 3 7 5 ; 

o signal d'este resultado mostra que a raiz é > 2 , 0 9 4 5 , e fica 
entre os novos limites 2 , 0 9 4 5 e 2 , 0 9 í t í , dos quaes o segundo 
é exterior. 

Na approximaçâo seguinte teríamos 

- 2 , 0 9 4 6 . K V » " * 
f(2,0945) 

devendo levar a divisão até o oitavo algarismo da dizima, por 
ser n = 4. Continuando assim, Fourier cm mais duas approxi-
maçòes acha o valor da raiz com 32 algarismos exactos de 
dizima. 

Por este exemplo se vê que as operações mais trabalhosas 
são duas : as substituições de x por números compostos de 
muitos algarismos, e as divisões. Fourier simplificou uma e ou t ra ; 
a primeira, aproveitando em cada approximaçâo os cálculos da 
approximaçâo anterior, por um processo fundado na fórmula de 
Taylor; a segunda, considerando em cada divisão parcial somente 
os algarismos do divisor indispensáveis para dar com exactidão o 
algarismo correspondente do quociente. 

1 8 2 . Méthodo de Horner. — Supponhamos que são conhecidos 
dois limites, suficientemente proximos, que comprehendem uma 
raiz da proposta f(x) = 0 ; sejam a. e « 4- u estes limites, sendo 
u uma unidade da ordem de a. 

Transformemos a equação pela relação y — x — x; a transfor-
mada /i (y) = 0 terá uma raiz entre 0 e u. Para a determinar 
approximadamente, supprimimos os termos com as potencias 
de y superiores á primeira ; fica assim a equação incompleta 

ky+l 0 , 

u 

que dará para y um valor comprehendido entre «' e a' + —, 

sendo a' de ordem decimal immediata a 
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Transformando novamente a equação f\Qj) = 0 pela relaçSo 
u 

z = y — tx', a equação / j (z) = 0 terá uma raiz entre 0 « - ; 

determina-se approximadamente esta raiz, resolvendo a equação 
que se obtém egualando a somma dos dois últimos termos de 
f i ( z ) a zero. 

Continuando estas operações, levaremos a approximação até 
onde fôr necessário. Como cada algarismo é dado por uma 
equação incompleta, pode acontecer que o valor assim obtido 
esteja errado por excesso ou por defeito. 

O primeiro caso será indicado pela mudança de signal do 
termo conhecido da transformada seguinte. Com eífeito, suppo-
nhamos a! errado por excesso; o valor de y estará entre 0 e a 

u 
e não entre a e a' + —; de modo que f\ (0) e f\ (a') terão 

signaes contrários. Ora f\(0) é ' o termo conhecido de / i ( y ) = 0; 
f\ (a') é o termo conhecido de /à (z) = f\(z + a') = 0 : o que 
justifica a proposição enunciada. 

Se a' fòr errado por defeito, a approximação seguinte o 
indicará, dando um numero maior de 9 unidades da classe 
immediata. Se tivermos achado para a' 0 ,4 em vez de 0 ,5 , a 
transformada seguinte, que ha de dar o algarismo das centesimas, 
determinará um numero maior que 9. 

Appliquemos o méthodo á mesma equação 

x 3 — 2a: — 5 = 0 . 

A proposta tem uma raiz entre 2 e 3; a transformada em a; — 2 
resulta (n.° 86) do seguinte quadro dos coeficientes: 

1 0 - 2 - 5 

2 . . 1 2 2 - 1 

1 4 10 

1 6 
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e é 

+ 10a, - 1 = 0 , 

com uma raiz comprehendida entre 0 e 1. Os dois últimos 
termos dào 

1 0 a : - l = 0, 35 = 0 ,1 , 

o que indicará uma raiz da transformada, comprehendida en t re 
0 , 1 e 1. 

Formemos a nova transformada em « — 0 ,1 : 

1 6 10 — 1 
0 , 1 . . . 1 6,1 10,61 0 ,061; 

por onde se vê, sem continuar a operação, que o valor prece-
dente está errado por excesso, visto que o termo conhecido 0 , 0 6 1 
da transformada tem signal contrário ao do termo conhecido— 1 
da equação precedente. Vejamos então se aquella raiz estará 
entre 0 , 0 9 e 0 ,1 ; a transformada será 

1 6 10 - 1 

0 , 0 9 . . . 1 6 ,09 1 0 , 5 4 8 1 - 0 , 0 5 0 6 7 1 

1 6 ,18 1 1 , 1 0 4 3 

1 6 , 2 7 

a;3 + 6,27a;- + 11,1043a;— 0 , 0 5 0 6 7 1 = 0 . 
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Os dois últimos termos dào 

5 0 6 7 1 

* = Í T T Õ 4 3 Õ Õ = 0 ' 0 0 4 - - - ; 

e a nova transformada em x — 0 , 0 0 4 será 

1 6 , 2 7 1 1 , 1 0 4 3 - 0 , 0 5 0 6 7 1 

0 , 0 0 4 . . . 1 6 , 2 7 4 1 1 , 1 2 9 3 9 6 - 0 , 0 0 6 1 5 3 4 1 6 

1 6 , 2 7 8 1 1 , 1 5 4 5 0 8 

1 6,282 

ÍC3 + 6 ,282a^ + 11 ,154508a ; — 0 , 0 0 6 1 5 3 4 1 6 = 0 . 

Os dois últimos termos dão 

6 1 5 3 4 1 6 

1 1 1 5 4 5 0 8 0 0 0 U ' U U U 5 

e a transformada ém a — 0 , 0 0 0 5 será 

1 6 , 2 8 2 1 1 , 1 5 4 5 0 8 - 0 , 0 0 6 1 5 3 4 1 6 

0 , 0 0 0 5 . . . 1 6 , 2 8 2 1 1 , 1 5 7 6 4 9 - 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 1 

1 6 , 2 8 2 1 1 , 1 6 0 7 9 0 

1 6,282 

a 3 + 6 , 2 8 2 r * - f 1 1 , 1 6 0 7 9 ^ — 0 , 0 0 0 5 7 4 5 9 1 =0 , 
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0 . 0 0 0 5 7 4 5 9 1 
donde x = — . , — = 0 , 0 0 0 0 5 1 4 . Reunindo finalmente 

1 1 , 1 6 0 7 9 
os resultados obtidos, acha-se para valor da raiz real da proposta 
o numero 2 , 0 9 4 5 5 1 4 , com 7 decimaes exactas. 

183. Méthodo de Lagranye. — Lagrange obtém as raizes 
positivas das equações em forma de fracção contínua, pelo seguinte 
processo. 

1.° Supponhamos que a proposta f[x) = 0 tem uma só raiz 
entre dois inteiros consecutivos a e a + 1 ; façamos 

1 
x = a + — 

A equação transformada terá só uma raiz maior que 1, e a 
substituição de números inteiros mostrará que essa raiz fica 
entre a\ e ai + 1, ou 

1 
x\ a\ -4- — : 

e assim por deante. 
2.° Se houver mais de uma raiz entre a e a + 1 , suppo-

nhamos que chegamos a determinar um intervallo tal, que entre 

,. . h h+1 , . 
os limites — e haja uma só raiz da proposta. Faremos 

m m 
y = mx, e a transformada 

m = o 

terá uma só raiz entre os inteiros k e k+ 1, que determinare-
mos como no primeiro caso (Résolution des Equations numé-
riques). 

184. Méthodo das partes proporeionaes. — Supponhamos que 
a raiz flj da proposta f(x) = 0 está separada entre os limites " e 
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fS > a ; fazendo x\ = a -j- h e x\ — p — A\ teremos 

, /(a) = — hf'(xi) + ^ /""(®i) — • • 

12 

Suppondo fc e A quantidades tào pequenas, que não seja neces-
sário conservar no cálculo a 2." potencia d'estes números, nem 
as suas potencias superiores á 2. a , teremos, por ser f(tti) = 0, 

/ ( « ) = - A / > l ) , fQ)=kfi(Xi) , 

donde 

/"(«) li X\—a 

Esta expressão será tanto mai< exacta, quanto mais próximos 
forem os limites; d'ella se tira 

M«)-«AP) tt | (3-«)/(«) 
1 ~ A«)-AP) ~ A«W(P) ' 

Representando por 6 este valor approximado de x j , tomamos 
.agora para intervallo («6), ou (6(5), e applicamos-lhe novamente a 
mesma fórmula. 

Por exemplo, seja a equação 

f(x) = x * - 4 z - - 2 x + 4 = 0 , 
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e procuremos a raiz comprehendida entre 4 e S. Temos 

« = 4 , /"(«) = - 4 4 
^ = 4 + = 4 > 2 

p = 5 , / • (p )= 19 23 

approximadamente. Depois 

« = 4 , /•(«) = - 4 0 ,8 

[3 = 4 ,2 , A» = - 0 , 8 7 2 * 3 , 1 2 8 ^ 4 ) 4 5 ' 

em terceiro logar 

« = 4 , 2 , /"(«) = — 0 , 8 7 2 0 , 0 5 x 0 , 8 7 2 

P = 4 , 2 5 , f($) = 0 , 0 1 5 6 2 5 * = ' + 0 , 8 8 7 6 2 5 ' 

ou « = 4 , 2 4 9 1 ; finalmente 

« = 4 , 2 4 9 1 , f(a) = - 0 , 0 0 0 7 3 6 6 7 , 
P = 4 , 2 5 , / • (p )= 0 , 0 1 5 6 2 5 , 

• , • 0 , 0 0 0 9 x 0 , 0 0 0 7 3 6 6 7 
. = 4 , 2 4 9 1 + Õ7ÕT636Í67 

= 4 , 2 4 9 1 4 0 5 0 . 

E assim por deante. 
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C A P Í T U L O VI . 

Raizes imaginárias. 

185. Dada a equação f(z) = 0, de coefficientes reaes ou 
imaginários, a determinação das suas raizes imaginárias faz-se 
depender do cálculo das raizes reaes de outras equações de 
coefficientes reaes. Com effeito, se fizermos z — x + iy, sendo x 
e y variaveis reaes, a proposta torna-se em 

f(x + iy) = fi (x,y) + ifc (x,y) = 0 , 

onde f\ [x,y) e fe (x,y) são funcçôes de coefficientes reaes. O 
módulo de f(x+iy), ou a raiz quadrada de 

não poderá ser zero sem que seja 

f{ (x,y) = 0 , fi (x,y) = 0 ; 

portanto se a bi for uma raiz da proposta, estas equações 
terão a solução cominum x = a, y = b: e reciprocamente. 

Se x e y forem coordenadas rectangulares, as equações 
f\ = 0, [i(x,y) = Q representam duas curvas; a e b são as 
coordenadas de um ponto commum á ambas ellas. A resolução 
da proposta equivale à determinação de todos estes pontos 

20 
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communs, que por este motivo se chamam pontos raizes ; cada 

um d'elles define o imaginário correspondente a-{ bi. 

1 8 0 . Lemma. — Façamos, por brevidade, 

/i (*•») = P , fi (x,y) = Q 

e portanto 

/•(*) = P + iQ = 0 ; 

seja zo = a-{-bi uma raiz d'esta equação e c o ponto raiz corres-
pondente. 

Descrevamos do ponto c como centro, e com o raio r, uma 
circumferencia que não passe por 
nenhum ponto raiz da proposta ; 
designemos por x e y as coorde-
nadas de um ponto m d'esta cir-
cumferencia. As coordenadas 
d este ponto,relativamente a eixos 
tirados por c parallelamente ao 
systema dado, seriam rcos<p e 
r sen sendo ç o angulo do raio 
cm com o eixo dos x ; as coorde-
nadas do mesmo ponto relativa-
mente aos eixos propostos serão 

x = a -f r cos ? , y = b -j- r sen <p , 

donde 

; = .r -f- iy = bi) -j- r (cos 9 + i sen ç) 

= ;o + r ( c o s ¥ + 1 s e n ?) • 

Suppondo, em geral, que o ponto raiz c é de ordem p de 
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multiplicidade, e desenvolvendo pela fórmula de Taylor, teremos 

f[z) = f[zQ + r (cos j» + i sen <}-)] 

fP [z ) 
= rP (cos/xp + i sen p<p) ^ ° 

fP+Hzn) 

+ rv-f 1 [cos [p 4 - 1 ) ? •+ i sen (p + 1) ? ] + ••• 

Pondo, em geral, 
fk rz \ 

l~i = rk (cos ak + i sen ak ) , 

para todos os valores de k desde p alé n, teremos pela fórmula 
de Moivre, 

f\z) = rp rP [cos(fp 4 ) 4 i sen (/J<p 4 «p)] 

+ rp+l rP4 ' [cos [(/> 4 1)? + "p+i] + isen[(p+ 1 ) ? 4 a , ; + l ] ! 

4 etc. 

= P f iQ . 

Assim, teremos 

P = rp rP cos (pt+ «,,) + irf>41 cos[(p + 1 )y -j- a / ( + 1 ] - [ -e tc . , 

Q — rpfP sen (p* 4-<*p) + rp+i rP i 1 s e n [ ( p + l ) ç + * P +i ] + etc. , 

P _ rp cos (p<f 4 ap ) 4 r^-j-i r cos [ (p 4 1) 9 4 «p+ij 4 • • _ 

Q r í ) s e n ( p ? 4 « j J ) 4 r p + i r s e n [ ( p + l ) ç 4 a p + i | ' 

e suppondo r tão pequeno, que o numerador e o denominador 
tenham o signal dos seus primeiros termos, o signal do quociente 
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será o mesmo de 

cot (p-if + I 

Posto isto, o angulo <f> varia desde O até 2w, quando o 
ponto m descreve a circumlerencia ; portanto o angulo p<f. + cnp 

varia desde ap até 2p ~ + ap , e este intervallo comprehende p 
circumferencias. Ora é sabido que num intervallo de 4 ângulos 
rectos a cotangente se annulla duas vezes passando de positiva a 
negativa, e duas vezes se torna infinita passando de negativa a 
positiva ; portanto em lodo aquelle intervallo a cotangente passa 2p 
vezes de positiva a negati\a, annullando-se. Notemos que em cada 

P 
ponto m o valor de — é determinado, visto que, por hypothese, 

a circumlerencia não passa por nenhum ponto ra iz : o que equi-
vale a suppor o seu raio menor que a distancia do ponto c a 
qualquer outro ponto raiz da proposta. 

L o g o : quando a variavel z descreve uma circumferencia ou 
um contorno fechado, su/ficientemenle pequeno em volta de um 

P 

ponto raiz do grau p de multiplicidade, o quociente — annulla-se 

2p vezes passando de positivo a negativo. 

187. Theorema de Cauchy. — Tracemos no plano um con-
torno fechado, que não passe por nenhum ponto raiz da equação 

/ l » = P + iQ 0 ; 

o theorema de Cauchy enuncia-se nos seguintes t e rmos : 
Percorrendo este contorno sempre no mesmo sentido, represen-

tando por k o numero de vezes que em uma revolução inteira o 
P 

quociente - se annulla, passando de positivo a negativo, e por k' 

o numero de vezes que elle se annulla, passando de negativo a 
positivo, a differença ô = k— k' é egual ao dobro do numero de 



RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES. ODLT 

raizes eguaes ou deseguaes comprehendidas no interior do mesmo 
contorno. 

Em dois contornos taes como ACBA e ABDA podemos 
supprimir a parte commum AB 
e tomar o valor de 8 só para o 
contorno exterior. 

Com effeito, se o primeiro 
contorno for percorrido de A 
para C, aquella parte commum é 
descripta no sentido de B para A, 
emquanto que no outro contorno 
o mesmo arco é descripto no sen-

P 
tido opposto. Se o quociente — 

passa um certo numero de vezes 
de positivo para negativo quando 
se procede de B para A, passa egual numero de vezes de negativo 
para positivo quando se procede inversamente de A para B, e esta 
parte não virá a influir na dilTerença O mesmo succederá com 
as partes communs de maior numero de contornos, adjacentes 
dois a dois. 

Posto isto, dois casos temos a considerar, conforme o 
contorno considerado não contém pontos raizes ou vice-
versa. 

caso. Seja o contorno ACBD. Não pode ser simultanea-
mente P = 0 e Q = 0, visto que este contorno não passa por ne-
nhum porito raiz; mas pode haver pontos em que uma das funcçôes 
P ou Q se annulle isoladamente. Dividamos aquella área em partes 
taes, que cada uma não contenha 110 seu interior ou no seu con-
torno ponto algum ein que seja P = 0 ou ponto algum em que 
seja Q = 0. No contorno parcial, onde nunca é P = 0, o quociente 
P 

-• não passa por zero e é & = 0. Naquelle em que nunca é Q = 0, 

o denominador n3o muda de signal e a fracção só poderá mudar 
de signal passando por zero; mas depois de ter percorrido todo 

P . . 
o contorno, a fracção - torna ao seu primeiro valor, em gran-
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deza e srgnal. É portanto evidente que, se ella passou n vezes 
de positiva a negativa, passou o mesmo numero de vezes de ne-
gativa a positiva e será ainda & = 0. 

2.° caso. Supponhamos que o contorno contém uma raiz do 
grau/) de multiplicidade ; seja ABCD a área dada e a o ponto raiz. 
D'este ponto como centro descreva-se uma circumferencia E F G 

de raio tão pequeno quanto ;se 
quizer. e tracemos os arcos DF 
e BG ; teremos assim tres con-
tornos, ABED, E F D C B G E e a 
circumferencia G F E . No pri-
meiro e no segundo é á = 0, 
pelo primeiro caso ; no último 
é, pelo lemma, k = 2p, k1 = 0, 
£ = 2p. Assim o excesso 5 nos 
tres contornos é 2p, e terã o 
mesmo valor para o contorno 
externo ABCD, que resulta da 
reunião dos tres precedentes. 

Se na área fechada polo contorno se contivessem mais pontos 
raizes, dividiríamos esse espaço em outros, com uma só raiz em 
cada um. O theorema seria applicavel a cada um dos contornos 
parciaes, e portanto também ao total. 

1 8 8 . Separação das raizes imaginárias. — Consideremos, para 
mais simplicidade, um contorno rectangular fechado por duas rectas 
parallellas ao eixo dos y 

AB . . . (-c = x0) , Cl) . . . 0? = Z|) , 

e outras duas parallelas ao eixo dos x 

AD . . . (y y0) , BC . . . (y = yx) ; 

seja s - x + iy, f(z) P ; iQ 0, P - / * , (x, y), Q = ft (x, y ). 
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Para os lados BC e AD é y constante e x varia de XQ a XT; se 
ordenarmos P segundo as potencias decrescentes de y, aquella 
funcçào terá o signa! do seu primeiro termo para valores de y 
suficientemente grandes. Logo para yo =— e y i = = + l*> o* 
excesso 5 relativo áqueltes lados BC e AD será zero e só temos 
a calcular o excesso para os outros dois lados. 

Para AB é 

P _ f \ (% y) 

Q fifro.y)' 

onde se fará variar y desde — <x até + o o ; seja 3' o excesso 
correspondente. Para Cl) é 

P _ / i ( J | . y ) 

Q h(x i , y ) ' 

variando y de + o o a —ao visto que o contorno é percorrido na 
direcção ABCD ; o excesso para CD é egual e de signal contrário 
ao do mesmo lado percorrido em sentido opposto, e portanto, se 
este é 30, o excesso total será ô' —= 2u.. Assim pi é o numero 
de raizes contidas no contorno ; se for pi — 1, a raiz está separada 
e a sua parte real fica comprehendida entre x0 e x\ ; se for pi < 1 , 
tiraremos parallelas intermédias a AB e CD. até obtermos a se-
paração das raizes que não tiverem a mesma parte real. 

Transportando as parallelas AB e CD ao infinito, determina-
riamos semelhantemente os limites que comprehendem o coefi-
ciente de i em cada raiz. 
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C A P Í T U L O VI I . 

Resolução algébrica das equações do 3.° grau. 

189. Nos capítulos precedentes occupámo-nos da resolução nu-
mérica das equações; procuremos agora as fórmulas da resolução 
algébrica, a qual, não é possivel, em geral, além do 4.° grau. 

Toda a equação do 3.° grau a uma incógnita pôde reduzir-se 
(n.° 87, 2.°J á fôrma 

x3-\-p-x + q = 0 . 

Pondo x = y-{-Z; obtém-se a equação transformada 

(3yz+P)(y+z) + y*+z* + q = 0 ; 

e como x se pode decompor na somma de dois números por in-
finitas maneiras, podemos ainda fazer 

o que reduzirá a equação precedente a 

y 3 - f — q . 

Elevando ao cubo os dois membros de (»), esta egualdade 
e a precedente mostram que y3 e s3 são as raizes t1 e (' da 
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equação do 2.° grau 

á qual se dá o nome de reduzida ou resolvente. Os valores de y 
e z serão dados finalmente pelas equações binômias 

y 3 —í ' = 0 , s 3 - < " - 0 , 

as quaes dependem ambas da equação única w3 — 1 ^=0, ou das 
tres raizes cúbicas da unidade, que designamos por 1, a, a*. 

Ora as raizes da reduzida são 

- J L + t / ^ + P 3 . 
2 - V 4 2 7 ' 

donde, extrahindo a raiz cúbica a cada uma e sommando os re-
sultados, se deduz a fórmula de Cardan 

Para attender á multiplicidade de valores d'estes dois radicaes 

cúbicos, designemos por a e b os valores de 

Vl> e Vi correspon-
dentes ao valor 1 da raiz cúbica da unidade; teremos, em geral, 

yV = a , a a , «4a , 

V7' = b, « 6 , a*b . 

Sommando cada valor de vV com todos os de Vl'', obteem se 
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nove valores; e assim parece que se encontram nove raizes 
para a proposta do 3.° grau. Esta circumstancia provém de ha-
vermos triplicado o numero de raizes, elevando ao cubo ambos 
os membros da equação (i); e esta mesma equação servirá para 
verificar quaes d'aquellas raizes conveem ou não ao problema, 
aproveitando-se unicamente aquelles valores de t/ e z cujo pro-

P 
dueto seja egual a —. 

o 
Suppondo reaes os coefficientes da equação dada, os valores 

reaes a e 6 de / í ' e / / " satisfazem a condição indicada , bem 

como ya e a o u a 4 a e »6, visto ser a 3 = 1 . Teremos assim as 

tres raizes 

X\ = a + ó , xí = a a + Aoc2 , a?3 = aa* + ba . («) 

As outras combinações dos valores de y e z dão as raizes 

a;'j = a + 6c(, x'i = aa-\-b, x 3 = ao?ba* 

da equação t 

.r3 4- pax + q = 0 ; 

ou as raizes 

•r") = a + ba* , .r ' '2 = a a 4 - r ò , x"s = aaL + btx 

da equação 
x3 + pofix + q = 0 . 

Este méthodo é ge ra l ; no n.° seguinte se considerará par -
ticularmente o caso de serem reaes os coefficientes p e q. 

1 0 0 . As raizes da reduzida serão reaes, eguaes ou imagi-
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7 P r 
nárias, conforme a quantidade R = - y + ; r - fôr positiva, zero 
ou negativa. 

caso: R > 0 . Tomemos por a e b, como anteriormente, os 

valores arithméticos de Ml! e Ví1'; fazendo a -\-b=s, a — b = d, 

e notando que é 

as fórmulas (ii) darão a raiz real X| = s e as duas imaginárias 

_ l . ( i ± d v / = 3 ) . (49) 

2.° caso: R = 0. Será í' = ('', a = b, s = 2«^ d = 0; a pro-

posta tem todas as raizes reaes, sendo uma 2 i/t' e as outras 

duas eguaes com o valor commum — a — —/t'. 
3." caso : R < 0 . As fórmulas (ii) deixam suppôr que todas as 

raizes serão imaginárias, o que não pode ter logar (n.° Í05, 1.°); 
pelo contrário, deve presumir-se que esta circumstancia corres-
ponderá ao caso de serem reaes e deseguaes as tres raizes da 
proposta, único que falta reconhecer. Não podem ser todas reaes 
e eguaes sem que seja p = 0 e q = 0, porque a segunda derivada 
da proposta, egualada a zero, tem a raiz única x=-Q. _ 

Ora as raizes da reduzida são conjugadas; os valores y= vt', 

3/— 1 
z=y t" são imaginários, mas o seu producto yz = — —p é r ea l : 

u 
portanto y e z devem ser também conjugados. Se tomarmos para 
y os valores 

a, 4 - 6 | / - l , (a, + 6j 1)a , (a, + - 1)«* , 
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os de z serão da fôrma 

a . - ^ v ' ^ l , ( a j - ^ V ^ T ) « , ( a , - & , / ^ 7 ) a * , 

onde b\ é différente de zero. D'aqui resulta 

Xi = ai + 6 t 1 + a\ — bx \/— 1 = 2 a j • 

= (ai + bW~\) « + («1 - 6| = - a, - 6, , 

.ï3 = (at + í»! V ^ ï ) a 2 + (ai - 6, V ^ ï ) « = - a, + 6, , 

As raizes são pois reaes e deseguaes; mas a fórmula de Gardan 
não é própria para as calcular, por vir complicada com imaginá-
rios. Esta ditüculdade está ainda sem solução, e por isso se chamou 
a este caso irreductivel. 

191. Caso irreductivel.—Para calcular as raizes, convém neste 
caso recorrer a uma transformação'trigonométrica. 

Por hypóthese, é agora 

e portanto' p < 0 ; fazendo 

por ser 

1 
2 
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será 

/ M3 q 

* = V - 2 7 ' C 0 S ? = _ 2 Ã -

Com estes valores a fórmula de Cardan torna-se em 

x = ^Â-(cos9 + t s en9 ) + ^ - ( c o s ^ —isençp) ; 

ou, desenvolvendo o radical (n.° 63, 2°) 

3 / ~ <p+2íiit 
x ^ z ^ k . c o s — - — . 

o 

Fazendo n = 0, 1, 2, veem as raizes 

x \ = 2 tyk cos , 

A ^ = Í V K C O S ^ | - + 1 2 0 O ^ , 

.•r3 = 2v / Ã cos ^ + 2 4 0 ° ^ . 

Estes valores sào reaes e calculaveis por logarithmos. 

192. Quando se conhece a raiz xt, podemos obter muito facil-
mente as outras duas, traduzindo a fórmula (49) em funcção da 
raiz conhecida e dos coeficientes da proposta. 
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Com effeito, é s = a?i e por definição d = y — z . Ora, sendo 

y3—za yM-z3 

y-z y + z 
2 yz , 

y3 

teremos 

2 7 _ - 3 g - 2 p , n 

y — z 3«i 

donde se tira 

>v * 2 7 
y-z = — = d . 

2/í .n + 3</ 

Portanto as Ires raizes serão x\ = s e 

2 n 2 /w , + 3 ? J 

1 \Z27q* + 4 p 3 , — 7 

e como a equação do 3.° grau tem sempre uma raiz real, depois 
d'ella determinada a fórmula precedente dará as outras duas, quer 
ellas sejam reaes quer sejam imaginárias. 
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E x e r c í c i o s . 

77. x3 + 6*— 7 = 0. Raizes: x = l , * = — y ( l ± 3 » / ^ ¥ ) . 

7 8 . - 2 / 3 _ + 1% — 4 = 0. Raizes: y =0,362165, y =1,318918 

± 1,761176 

79. x3 — 3x — 18 — 0. Raízes : a: = 3, x = — ~ (3 ± v/~-^13). 

3 

80 . x3 — 27x + 54 = 0. Raízes : x = — 6, x = 3, x = 3. 

81. x3 — 3x + 1 = 0. Raizes: 2 eos 40', — 2 cos 20°, 2 cos 80°. 

C A P Í T U L O V I I I . 

Resolução algébrica das equações do 4.° grau. 

1 9 3 . Para resolver a equação do 4 .° grau lia um mélliodo 
muito simples, chamado de Descartes, que se funda, como os 
méthodos de Ley e Clebsh, na t ransformação do 1° membro 
em um produclo de dois factores trinomios do 2 . ° g rau . F ran-
coeur propoz um processo análogo ao que Hudde deu para as 
equações do 3 .° g rau , exposto no capítulo p recedente ; o méthodo 
de Francoeur consiste no seguinte. 

Demos á proposta a forma 

x*+pxi + qx + r = 0 ; 

fazendo * = y - \ - z , vem 

yi + (6s"2 +p) y1 + (t4 + pz? + qz + r) 

+ 4zy3 + (4z 3 2pz + q)y = Q . 



» 
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Pela condição 

annullam-se os dois últimos termos da transformada ; e elimi-
nando y2 , esta equação torna-se em 

Nesta última equação só ha potencias pares da incógnita; de 

modo que, pondo z2 = — í, ella pôde tornar-se em 
4 

í 3 -j- + (p~2 — 4r) í — ç* = 0 , 

que é do 3.° grau e se chama neste caso a reduzida. R e -
1 _ 

presentando uma das suas raizes por í', teremos z = ! Í " — v V ; 
e este valor posto em (i) e em -x — y -f z dará ^ 

Finalmente eliminando y e attendendo á correspondência dos si-
gnaes, temos as fórmulas 
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Se em vez da raiz 4' da reduzida nos tivessemos servido de 
qualquer das outras duas t" ou l'". obteríamos os mesmos valo-
res para x. Com effeito, de 

- í ' ' + í ' " = - 2 / > , l't"ï» = q9-

tira-se 

- 1 ' - 2p = i" + /" ' , = ± s/T't"' . 
\ft' 

As raízes t', l", t'" são independentes do signal de q, porque na 
reduzida só entra o quadrado d'este coefficiente; na áltima das 
expressões precedentes usaremos do radical com o signal + ou 
—, conforme q for positivo ou negativo. Assim, para q positivo, as 
fórmulas anteriores tornam-se em 

ou antes 

x = - ^ ( - V / í 7 d r V / í r ' ± V / i " > ) . 

Para q negativo será do mesmo modo 

x = 1 ( t / 7 i t [ / ? ± \ T r ) , 

2 1 
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Em qualquer dos casos as fórmulas são symétricas em t', t" e 
e dão os mesmos quatro valores quando uma d'estas quantidades 
se muda na outra e reciprocamente. Se os coefficientes da pro-
posta forem reaes, a reduzida tem uma raiz real positiva; para 
commodidade dos cálculos, será esta raiz que poremos por t' nas 
fórmulas precedentes. 

194. Supponhamos reaes os coefficientes p, q, r. Se a redu-
zida tiver tres raizes reaes, o seu producto t! t'1 t"'= q* é posi-
tivo; portanto estas raizes hão de ser todas positivas, ou uma po-
sitiva e duas negativas. As fórmulas mostram que as raizes da 
proposta são todas reaes no primeiro caso e imaginárias no se-
gundo. Neste último caso pode ainda ser que as duas raizes 
negativas da reduzida sejam eguaes, ou l" = /'"; então numa das 
fórmulas os imaginários destroem-se dois a dois, e a proposta terá 
duas raizes reaes e eguaes e duas imaginárias. 

Logo: Quando a reduzida se encontra no caso irreductivel a 
proposta tem quatro raizes reaes, ou quatro imaginárias, ou duas 
eguaes e duas imaginárias. 

Se a reduzida tiver só uma raiz real l\ essa raiz é positiva 

por ser negativo o último termo d'aquella equação; e Vt' é real. 

Designando t'1 e «'" por m •. u ^ — 1, será 

( < / t ' ' ± •/ ' ' ' )« = 2m ± 2 VV- + na , 

por onde se vê que aquelle quadrado tem dois valores, um posi-

tivo e outro negativo. Extrahindo a raiz quadrada, / í " ± yV'' 

tem, por um lado, um valor real da forma / a , e por outro lado 

um valor imaginário da forma 6. 
Logo: Se a reduzida tiver sómente uma raiz real, esta será 

positiva e a proposta terá duas raizes reaes e duas imaginárias. 
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C A P Í T U L O I X . 

Impossibilidade da resolução algébrica 
além do 4.° grau. 

195. Como já dissemos, resolver algébrícamenle a equação 
f(x) = 0 é formar uma funcção algébrica dos coeficientes de f[x), 
que substituída por x satisfaça immediatamente áquella equação. 
Dadas as variaveis independentes 

X\ i í j i • • • , Xn 

e uma funcção d'ellas que representamos por u, diz-se que esta 
funcção é algébrica quando podemos exprimir t em % . . . 
por meio das operações seguintes, repetidas um numero finito de 
vezes: 1.° addiçâo (ou subtracção); 2.° multiplicação (ou eleva-
ção a potencias); 3 .° divisão; 4.° extracção de raizes. Nesta úl-
tima consideraremos só os radicaes de índice primo, de que os 
outros veem sempre a depender. 

A funcção v, formada por meio das duas primeiras operações 
sómente, chama-se racional e inteira ou simplesmente inteira. A 
sua forma mais geral reduz se sempre a uma somma de termos 
como 

L ' 5 
tiX J Xq . . . , 

sendo k uma constante e r, s, .. . números inteiros e posi-
tivos. 

Se na formação de v intervier também a divisão, a funcção 
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é sómente racional e o seu' typo é 

<£. {X\,X±, . . . x„) 

' K ^ h • • • x„) 

sendo <p e ^ funcções inteiras. 

Finalmente a funcçâo algébrica, em geral, envolve também 

extracção de raizes. Se representarmos por r j , . . . funcções 

racionaes de x\, x<±, . . ., por r, s, . . . números primos, e por 

f uma funcção racional de x\, x%, . . . e de íA>|, í^vj , . . . a fun-

cçâo algébrica 

w = f ( x \ , . . . í/vi.vvi, . . .) 

diz-se de 4.a ordem. Do mesmo modo, se v'\, . . . são fun-
cções de primeira ordem e r', s', . . . números primos, a funcçâo 

10] = f(xi, X9,. . . i /o j , \ / . . •. Vv\, . . . ) 

diz-se de 2.a ordem. Em geral , representando por t>], . . . 
funcções algébricas de o rdem p—i; por r, s, . . . números pri-
mos; por <i, íj>, . . . funcções da mesma ordem que U] ou de 
ordem menos elevada; e por f uma funcção racional, 

W = /"(/], t i . . . . 

é de ordem p. Suppomos os radicaes )/v\, . . . reduzidos ao 
menor numero q; e assim diremos que a funcção W, de ordem 
p, é também de grau q. 

1 0 6 . Estabelecidas as definições do n.° anterior, seja 

f(x) = Xn + Px Xn - 1 + Pi X"-- ^ h Pn-l X -t- Pn = O 
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uma equação inteira de grau n; representemos por x\, x 2 , . . . xn 

as suas raizes e supponhamos que ellas podem ser expressas por 
uma funcçâo algébrica dos coefficientes de f[x), 

x = v{pi,pi < / « ! » • • • ) • (0 

Se substituirmos nesta fórmula 

P\ = — (xj + x 2 4 1- x„) , pi = (xj xí + r , x3 H ), etc. 

a funcção ç fica dependente só das raizes; e como ella deve re-
produzir identicamente x j , x 2 , . . ., os radicaes que entram em 
<p devem extrahir-se exactamente. Por exemplo, substituindo p 
por —(XJ+XJ ) e q por x\ x^ na fórmula que dá as raizes da 
equação x2 + px + q — 0, viria 

x\ + x% . / ( « i + xa)2 

* = 2 ± V 4 

ou ainda 

®i + x4 / ( x , - x 4 ) 2 

x = — 2 ~ ~ V 4 

- - \ 

_ Xj + X2 ± (X) — Xj) 

2 

Portanto os radicaes de çp serão funcçóes racionaes das 
raizes; mas não symétricas, aliás deixariam de ser radicaes e 
seriam funcçóes racionaes dos coeficientes. Supponhamos que 
o primeiro radical que se encontra em ç é / v i , sendo uj funcção 
racional dos coefficientes, isto é, funcção symétrica das raizes; 
representemos esse radical por y, d'onde 

y r = vi 
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Como y não é funcçâo symétrica das raizes, o seu valor mudará 
com a troca de duas d'ellas pelo menos; e esses valores serão 
dados pela equação precedente, onde o 2.° membro é invariavel 
para qualquer d estas permutações. Designemos por 

t:(j1(x2,.T3 . . . xn) 

um valor de y; outro qualquer, como ~ [xi,x\,x% . .. xB) que re-
sulta da permutação das raizes x\ e obtém-se multiplicando 
o primeiro por uma raiz primitiva a da equação 

zr- 1=0; 

e teremos 

- (íC, , «3 . . .) = OL-{Xi,XUX 3. . .) . 

Ora esta relação idêntica subsiste quando se permutam as raizes 
x\ e X f ; logo 

- (Xf, ,X3. . ,) = XZ (iTj, X», . . . ) , 

ou, multiplicando membro a membro e simplificando, 

a « = 1 , a = — 1 . 

D'esta expressão resulta r = 2; logo, o primeiro radical da 
fórmula será um radical quadrado. A funcçâo y tem dois va-
lores eguaes e de signaes contrários, e não é svmétrica: mas é 
inalteravel para qualquer numero par de permutações de duas 
raizes, e portanto para qualquer permutação circular d 'um nu-
mero impar de raizes. 

Este primeiro radical pode combinar-se depois com coeffi-
cientes da equação, ou com radicaes da mesma espécie, ou com 



RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES. 
ODLT 

outro radical de índice mais elevado. Nos dois primeiros casos 
teriamos funcçôes da mesma natureza de y e chegaríamos aos 
mesmos resultados; se a fórmula se limitasse a estas duas com-
binações, quando nella substituíssemos os coelficientes pelas raizes 
teriamos para cada uma d'estas uma identidade 

= \ | í (ocx,xi,x$. . .) . (M) 

Se a proposta fòr do 2.° grau, isto é, se houver duas raizes 
X\ e « j , esta relação é possivel porque 

x\ = <|/ , Xi) , xi = {x%, X)) 

teem valores différentes. Se houver mais de duas raizes, très pelo 
menos, a identidade não pode ter logar, porque o 2.° membro 
de (ii) não se altera por uma permutação circular de très raizes 
e o primeiro muda necessariamente de valor; logo neste caso 
haverá em (i) outro radical. Supponhamos que esse radical é 
z=y/v2. 

A funcçâo não é já symétrica, mas é invariavel para per-
mutações circulares d'um numero impar de raizes, como acaba-
mos de ver. A funcção z não é invariavel para estas permutações, 
mas o seu valor será dado sempre pela equação 

zs = t?í ; 

se um d'esses valores fôr 

outro, proveniente d'uma permutação circular de très raizes 

- («a, X3, « i , . . . ) , 
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obtem-se multiplicando o primeiro por uma raiz primitiva a da 
equação 

e será 

- x3, x{,. . .) = cn:(xuxi,xi,. . .) . 

Nesta relação idêntica podemos permutar as raizes de qualquer 
maneira e assim teremos successivamente 

* (£3, , X*,. . . ) = a it (ar2, x3. Xi,. . . ) , 

w(xt , íc 2 ,a-3, . . .) = a i r ( x 3 , x t , x 2 , . . .) ; 

multiplicando as très últimas egualdades membro a membro e 
simplificando, vem 

« 3 = t , 

d'onde s = 3. Logo, o segundo radical de (i) sera um radical 
cúbico. 

Os très valores différentes de z serão z, az, x*z; se houver 
mais de quatro raizes, isto é, se a proposta fôr de grau supe-
rior ao t . ° , poderemos effectuar permutações circulares de cinco 
letras na identidade z3 = rj e a funeção t>2 conserva o mesmo 
valor. Quanto a z, só poderá succeder uma de duas cousas: ou 
se conserva invariavel, ou toma successivamente aquelles très va-
lores z, az, «2z. 

Neste último caso poderíamos escrever a identidade 

K X3, Xt, Xy, Xj, . . .) = a 7 r ( x j , T 2 , X3,Xi,X^,X6, . . .) 

e depois successivamente 

- (x3, Xí, x-á, X\, x6,. . . ) = az (xit x-i, xlt X& xhx6,. . .) , 

(xi, Xfi, X\, Xf, X-J, x6, . . . ) = a - (xs, Xí. x s , X\, «2, . . . ) , 
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fazendo sempre permutações circulares das cinco primeiras letras; 
á quinta obteríamos no primeiro membro os índices na ordem 
natural. Multiplicando-as todas membro a membro e simplificando, 
acharemos 

« s = 1 ; 

mas, como é também a 3 = 1, seria a= 1, que é a única raiz 
commum a estas equações: o que não pode ter logar. 

No primeiro caso z, invariavel para permutações circulares 
de 5 raizes, seria também invariavel para permutações circulares 
de 3. Com effeito, consideremos um valor de z, 

z = - Í>3, ÍT|, «5, xu Xi, r6,. . . ) ; 

como z é invariavel para permutações de cinco letras, podemos 
substituir respectivamente 

x3> - ' '2, # 5 » X I ' Xi 

por 

e achamos 
t 

" ( « 3 . # 4 » ® B » • • ) = ~ « 4 » « 5 . ; 

mas é também 

" («3» #4» x w x U « 6 , . . .) = ~ (^ j , #2, #3, a"S, íCg,. . .) : 

logo teriamos 
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isto é, ic invariavel para permutações circulares de tres raizes, 
contra a hypóthese. Portanto a fórmula de resplução com radi-
caes só é possivel para equações de grau inferior ao 5.°. 

Na resolução algébrica das equações do 3.° e do 4 .° grau 
tivemos occasião de verificar o apparecimento dos dois radicaes, 
quadrado e cúbico, na 'ordem que deixamos apontada. 







RESTOS DE STURM- FORMAS. 

C A P Í T U L O I . 

R e s t o s d e S t u r m . 

197. Os restos de Sturm são definidos (n.° 115) pela relação 

I V - , = Kp • Op+i—®p+I ; 

e considerando-os, desde o primeiro, as egualdades 

/ > H Q | / » ~ R | . F ( * ) = O I R . - H I , R , = Q 3 R » - R 3 , e t c . 

dariam successivamente 

R I = Q I f ( * ) -í{x)< R » = ( O I Q Í - 1 ) í ( * ) - Q J / " ( * ) . 

R S = Qs ( Q I Q S - 1 ) f (,*)- QsQa/"(*) - Q I f (*) + li?) 

= ( Q I Q 2 0 3 - Q I - 0 « ) f ( « ) • - ( Q Í Q Í - 1 ) f («), 

etc. 
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Em gorai, teremos para qualquer resto 

Rp = A / ' ( a ? ) - Bf{x) , («") 

sendo A e B funcçôes inteiras de x, de graus p e p — 1, porque 
os quocientes Q são do 1.° grau. 

Esta propriedade pode servir para calcular os restos de Sturm. 
Com effeito, para p—i, por exemplo, faremos 

Ri = (ax b)f (x) — f ( x ) , 

com os coeíficientes desconhecidos a e b. Como Ri é de grau 
n—2 e o 2.° membro d'esta desegualdade é de grau n, os coe-
ficientes de xn e xn~1 devem ser nullos; e teremos assim duas 
equações para determinar a e b. 

Em geral calcularemos qualquer resto Rp por meio da iden-
tidade (»), empregando o seguinte processo. Os polynomios A e 
B, teem respectivamente p + 1 e p termos, com egual numero 
de coeficientes desconhecidos. Por outra parte, o 1.° membro 
de (i) é do grau n — p + 1 e o 2 .° membro do grau n+p—1; 
por onde se vê que devemos egualar a zero os coeficientes das 
potencias n—p, n—p + i,.. .n + p— 1 de x em Af1 (x)—Bf (x). 
Teremos assim 2p equações de condição, lineares e homogéneas, 
entre as 2 p + 1 constantes arbitrárias que entram em A e B; e 
como podemos sempre dividir por uma del ias , resultam 2p arbi-
trarias, que ficarão inteiramente determinadas por aquellas equa-
ções. Pondo os valores assim obtidos nos outros termos do segundo 
membro de (i), acharemos um valor único para R p . 

Seja, por exemplo, a equação 

f ( x ) s x 5 —2«* + a;3 —3a;4 + 1 = 0, 

donde se tira 

f (x) = 5x1 - 8a> + 3 a » - 6x + S ; 
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teríamos a primeira identidade 

K j = {ax + 6) (5® 1 - 8.r3 + 3x« - 6a; + 5) 

— — 2a;4 + a;3 — 3«® + 5a; — 1) . 

Como o 1.° membro des t a expressão é do 3.° grau e o 2.° membro 
é do 5.°, faremos as reducçôes e egualaremos depois a zero os 
eoefficientes de x5 e xi. Acham-se as equações 

5a— 1 = O , — 8 a + 5 6 + 2 = 0 , 

1 2 

donde se tira a = -g-, b = — ^ g . Pondo estes valores nos outros 

termos do 2.° membro d'aquella identidade, teriamos 

Ri = (3a — 8 6 — 1) x* + ( 3 6 - 6 a + 3 ) x * 

+ (5a — 66 — 5) a; + 56 + 1 

6 3 , 3 9 8 8 1 5 

" 2 5 ® ' 2 5 X 2 5 ^ 2 5 * 

•ou, desembaraçando de denominadores, 

Rj = 6a;3 + 39a:9 — 8 8 x + 1 5 , 

como daria directamente a divisão de f ( x ) por f [x], depois de 
se mudar o signal do resto. 

Continuando, faremos 

R â = (ax1 + bx + c) (5a;4 - 8a;3 + 3a;1 - 6a; + 5 ) 

- (dx + e) (a;« - 2a;i - f a;3 - 3 a á + 1) ; 
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e como o i . " membro é iio 2.° grau e o 2.° membro é do 6.° , 
egualaremos a zero os coefíicientes de x 6 , x 5 , x1 e x 3 , depois de 
feitas as reducções. É evidente que as quatro equações de condição 
sào lineares e homogéneas relativamente ás cinco constantes a, 
b, c, d, e; dividindo por uma d'ellas, por d por exemplo, ou, o que 
vale o mesmo, fazendo d = 1, teremos 

Sa — 1 = 0 , - 8 a + 5 6 - e + 2 = 0 , 

3 a - 86 + 5c + 2 e - 1 = 0 , 

- 6 a + 3 ò - 8 c - e + 3 = 0 : 

donde se tira 

. 1 7 _ 3 81 
a ~ 5 ' 1 0 ' C ~ 5 ' ' 10 " 

Os outros termos d8o 

R2 = ( 5 a - 6 & + 3 c + 3 e - 5 ) x s - | - ( 5 6 - 6 c - 5 e + l)x 

-f (5c -f e) = — 163x 2 + 2 9 4 x — 5 1 , 

depois de desembaraçar de denominadores. O cálculo directo daria 

- 12225x 2 4 2 2 0 5 0 x — 3 8 2 5 ; 

e dividindo por 75 , recáe-se na expressão achada para R 2 . 

198. Ent re os polynomios A e B existe uma relação impor-
tante. Demos a A e B índices correspondentes aos restos R; das 
identidades 

Oi/* ( x ) ~ ~ f { x ) = Ai/7 (x) — B}/" (x) 

(Q > Qí - 1) / » - Qif W = A 4 r (x) - B 2 / (x) 
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tira-se 

A , = Q , F B , = I , A 2 = Q , Q 8 - Í , B 2 = Q 2 , 

e portanto 

A I B Í - A 2 B I = 1 . 

Vamos ver que esta relação é geral e 

Ap Bjj-i-i — Ap^-i Bp = 1 , 

para qualquer valor de p. 
Com effeito, segundo a notação adoptada, é 

B p + 1 = Ap_|_i f (x) - Bp+j f{x) = Bp . Qp+i— Rp_i 

= Qp+AK f» - B, / (*)] - [Ap_, r f(x)]. 

Egualando os coefficieutes de f(x) e os de f (x), da identidade 
precedente resulta 

AP-I-I = Q P + I A p — A P — I , B ; , + I = B P — B p _ t ; 

multiplicando estas egualdades respectivamente por Bp e Ap e 
subtrahindo, vem 

Ap Bp_^i — A p + i Bp = Ap_i Bp — Ap B p _ i . 

Estas differenças são, pois, constantes e independentes de p; mas 
é At BJ — A2 Bi = 1, logo será também 

A P B P + T - A P + J B P = 1 . ( 5 0 ) 

Pelo que fica dito, qualquer funcção inteira que possa redu-

22 
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zir-se á fôrma A f (x)—B f ( x ) , sendo os polynomios A e B con-
venientemente escolhidos, não poderá distinguir-se de um resto 
de Sturm sen3o por um factor constante. 

199. Restos de Sturm em funcção das raizes. Supponhamos 
que na proposta f ( x ) = 0, de grau n, o coeficiente do 1.° termo 
é a unidade e a\,a%,. . .an são as raizes; as expressões 

f{x) = [x — ai) (x — ai)...(x — a„), 

f(x)^2(x—ai) (x — a3)...(x — an), 

Ti = l [ a i — a 3 ) . . .(x — a„) , 

T 3 = 2 ( a 1 - a 2 ) s ( a i - a 3 ) " 2 ( a 2 - o 3 ) 2 ( a ; — a 4 ) . . . ( x - a n ) , 

T„ = (a, - a 2 ) 2 (a, - a 3 ) 2 . . . ( a n _ \ - a „ ) 2 

chamam-se funcçòes de Sylvester. As duas primeiras são a proposta 
e a sua derivada; a somma \\ compõe-se dos termos que seobteem, 
substituindo cada grupo de dois factores lineares pelo quadrado 
da differença das raizes correspondentes; a somma T3 compõe-se 
dos termos que se formam, substituindo cada grupo de tres fa-
ctores lineares pelo producto dos quadrados das differenças dis-
tinctas das raizes correspondentes, tomadas duas a duas; final-
mente T„ é o producto dos quadrados das diflerenças das raizes. 

Todas estas funcçòes podem reduzir-se á fôrma 

A 7 H - B ' / » , («) 

como os restos de Sturm. Com eííeitò, seja, por exemplo, 

T3 = S (ai - a á)2 (<it - a 3) 2 (a4 - a 3 ) 2 (x - a 4 ) . . . ( x - an) ; 

fazendo x = a\, a expressão (i/j reduz-se a 

A' (a t — a2) (aj — a 3 ) . . . (af — a„) , 
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porque é f(a\)=0 e f1 (ay) reduz-se ao termo que não tem x—a\ 
por factor. Por outra parte, T3 torna-se em 

\ 

S (ai - a 2 f (oi - a3y- ( a 2 - a3)'
2 (a. - a 4 ) . . . (a, - a 3 ) , (4) 

que é a mesma expressão precedente, fazendo 

A' = E (aa - a3)2 (a, - a s) (a! - a 3 ) ; 

teremos assim, pondo novamente x em vez de a\, 

A' = S (a 2 - a 3 ) 2 (a - a 2 ) (x - a 3 ) , 
ou antes 

A' = Y. (ai - a-i)1 (x - a , ) (x — a 8 ) , 

visto que o I se estende a todas as combinações possíveis das 
raizes da proposta, duas a duas. 

Com esta expressão, A' f (x) tomará o mesmo valor que T3 

para x = a j , a±. . . an; fazendo B' = ax + b e pondo 

T8 = A'/» (x)-(ax + b ) f ( x ) . 

esta egualdade será lambem satisfeita com x=a\, a j , . . .an, at-
tendendo a que f ( x ) se annulla para lodos estes valores. Se além 
d'isto fizermos successivamente x egual a dois valores determi-
nados quaesquer, x\ e teremos duas relações para determinar 
a e b; mas então aquelia equação, de grau n+ 1, é satisfeita por 
n + 2 valores da incógnita, e é uma identidade (n.° 11). Logo, 
T3 pode tomar a fôrma A' / ' (a : ) —B ' f(x). 

Pelo mesmo processo se mostraria que qualquer funcção T r 

pode tomar aquelia forma, pondo por A' uma somma de termos 
compostos de p— 1 factores lineares multiplicados pelos quadra-
dos das dilferenças das raizes correspondentes, e por B' um po-
Ivnomio de grau p — 2. 
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D 'este modo as funcçôes de Sylvester não podem distinguir-se 
dos restos de Sturm senão por algum factor constante; façamos 

TÍ = Â'ÍRI, T3 = A-3R2, TJ = R3, etc. 

Considerando em primeiro logar a identidade 

T2 = A; f {*) - f{x) - h [OI/' (*) - f(x)}, 

será 

= ai) e B!, = const. 

Ora Tj é de grau n — 2 ; o termo mais elevado de A^/"'(») é 

nxxiix*—1 ^ n V e » de f [ x ) b xn. Para que estes termos se 

reduzam, deverá ser B' = n*; por outra parle, aquella identidade 

mostra que é B^ = Â-2, logo será /i2 = n 9 . 

Para determinar os factores da forma kp, notemos que os 
polynomios A e B dos restos de Sturm satisfazem á relaçSo 
(50 ) ; multiplicando-a por kp kp+\, vem 

kp Ap x /i';,+i B ^ i — kp+1 Ayj+i x kp Bp = kp kp+i, 

isto 6 

Mas, por outra parte, temos 

T , - A ; r (®) - B ; f ( x ) , T p + i = A ; + 1 r ( * ) - B ; + 1 M 
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donde resulta 

A' T — A ' T , = ( A ' B ' . - B ' A ' ) f ( x ) = k k ,.fíiv) . 
p+i p p jj-i-i v p jj-f-i p p-\-i"v ' p p+i'x ' 

O 2.° membro d 'esta identidade é do grau n em x; no 
l . ° membro a parte A ' T ^ j é de grau p — i+n—p — i 

= n — 2 , e a outra parte A ^ T é de grau p + n— p=n. Façamos 

í í = 2 ( a i — a t f , 

< 3 = 2 ( a i - a í ) 2 ( a i - a 3 ) í ( a 2 - a 3 ) 2 , 

Í 4 = 2 ( a 1 - a 4 ) 2 ( a 1 - f l 3 ) 2 ( a , - a í ) , ( a 2 - a 3 ) i ( a 2 — « ^ ' ( a a - a i ) 2 , 

e t c . ; 

o coefficiente da mais alta potencia* de x em A ^ j e em T^, se-

gundo a forma que suppomos a estas funcções, é lv ; e pela 

identidade "precedente será 

<* = A k 
p p p+1 

Pondo nesta relação p = 2 , 3 , 4 , . . vem 

t\ = ki A3 , <3 = As kl , t\ = kl Ag , e tc . ; 

mas é Aj = n2 , logo 

9 j , 1 2 
h , n l3 . Í 4 

i = — i > " i = — ' = T ' e t c # 

n <j n <3 

\ 
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Portanto as funcçôes de Sylvester são os restos de Sturm 
multiplicados por constantes positivas, que não influem nos 
signaes ; os coelficientes dos seus primeiros termos são 

1 ,«> <3> • • '» » 

e se nelles houver v variações, a proposta f(x) = 0 terá 2v raizes 
imaginárias. 

200. Os menores do determinante svmétrico de ordem n 

A = a\\-rx a . . aln 

«21 «22 + # • • 

«nl a„ 2 

teem as mesmas propriedades fundamentaes que as funcções de 
S tu rm; e as raizes da equação A = 0 são todas reaes, como 
vamos ver. 

i . ° No desenvolvimento do determinante A emprega-se 
com vantagem a fórmula (n.° 34) 

A = A« au — sBp/ aip a,a . 

Façamos i = n e designemos por B o menor relativo ao 
último elemento a,m; será 

A - Bann — 2B,,í anp aní 

dando a p e a i todos os valores 1, 2, 3 , . . n — 1 e combinando 
successivamente cada valor de p com todos os valores de l. 
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Posto isto, para valores eguaes de p e f, como p = t = p por 
exemplo, o 2 da expressão precedente dá um termo 

B a 
W* "IA 

Para p = y. e t = o, e depois para p = C e < = JA, O sommatorio 
dá os termos 

Bjj,a anji. flns , B9JX flno Qnji > 

ou, por ser B^a = B a ( i e sommando, 

2B(JL<j fln|i "no • 

Podemos, portanto, fazer 

Para usar d esta fórmula convém calcular separadamente o 
menor B de A e os menores B^^, e B a , de B: em p.<7 estam 
comprehendidas todas as combinações distinctas que se podem 
fazer com os números 1 , 2 , . . n — í, tomados 2 a 2. 

Se na última fórmula fôr B = 0, o 2.° membro reduz-se a 
dois te rmos; e, além d'isso, o determinante symétrico é expresso 
por um quadrado, como veremos no exemplo seguinte. 

Seja o determinante 

a\\ ai2 ays 

a» 1 an am Xi 

a-sï «33 «3 

Xi •*3 XI 
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que desenvolveremos pelos elementos da última linha e da última 
columna, attendendo á relação a, s = a S i . Supponhamos que é 

ölt ai« 
) 

ai3 = 0 ; 

Ö21 02» a 23 

Ö31 «33 

virá 

A I - - B „ ® J - B « A - J - B ^ J 

— SBizXiXi — 2Bi3a;,3-3 — 2 B 2 3 . 

Ora (n.° 48, cor.), é 

BJL B12 B13 

B21 B22 B23 ' 

B Ü = B I 2 = B , 3 

B32 B33 ' 

B21 B22 B23 

B31 B32 B33 ' 

donde, por ser B,-, = B s; , resulta primeiro que B n , B22, 833 
* teem o mesmo signal, e depois que 

BLÁ - ^ B I I B22 , B , 3 = V B U B 3 3 , B 2 3 = ^ 2 2 8 3 3 . 

Por esta forma se vê que a expressão de A4 se torna em 

Ai = — (a , V/BTT + XI ^ 2 2 + x31/Baã)« , 
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se os m e n o n s B u , B « , B33 forem positivos; e do mesmo modo 
se veria que aquella expressão é um quadrado positivo quando 
os mesmos menores são negativos. Aos radicaes que entram nas 
expressões de B12, B13 e B23 daremos o signal que fôr indicado 
pelas relações donde foram tirados ; por ellas se vê que 
os signaes ficam determinados logo que são conhecidos os 
que conveem aos menores relativos aos elementos de uma 
linha. 

Posto isto, representando por A um determinante svmétrico 
qualquer, por Dj o menor que resulta de apagarmos a última 
linha e a última columna de A, por o menor que pela mesma 
forma se deduz de Di e assim por deante, acabamos de ver que, 
sendo Dj = O, o determinante A e o segundo menor teem 
signaes contrários. Ora 

A , D], Dg . . . D „ _ ! 

são determinantes de différentes ordens, todos symétricos, e 
aquella propriedade applica-se a très d'elles consecutivos; por-
tanto se fôr Dfc = 0, os menores adjacentes Dj,_] e D ^ f i terão 
signaes contrários. 

2.° Voltando agora ao determinante symétrico A, vimos (n.° 
57) que elle se desenvolve em uma funcção inteira de grau n. 
Designemos por A, Aj, Aj, . . . A„_i aquelle determinante e 
os seus menores de différentes classes que se obteem quando 
apagamos as ultimas filas horizontaes e verticaes. Completemos 
com uma constante positiva An o grupo d'aquellas funcçôes, que 
são respectivamente de graus », n — 1, n — 2, . . . 2, 1. 

Pisto isto, se em 

A A i . A j , A„_, , A„ 

fizermos variar x segundo a lei de continuidade, desde — ac até 
+ GO , quando x passar por um valor que annulle uma funcção 
intermédia A/, as funcçôes adjacentes A/,_i e A/i-j-j terão signaes 



3IT> LIÇÕES DE ALGEBRA. 

differentes, como succede com os restos de Stui m; as conse-
quências são também as mesmas. Só se perdem variações 
quando x passa por um valor raiz da equação A = 0; mas o 
primeiro termo de cada uma d'aquellas funcções é positivo e o 
seu grau alternadamente par e impar : logo, ellas dão n varia-
ções para x = — oo e só permanências par x = + o o , e por 
conseguinte a equação A = 0 tem n raizes reaes. Do mesmo 
modo a equação Ai = 0 tem n — 1 raizes reaes, a equação 
A a = 0 tem n —2, etc. 

C A P Í T U L O II. 

Formas algébricas. 

2 0 1 . Chama-se forma qualquer funcção homogénea de duas 
ou mais variaveis, considerada em si mesmo, isto é, abstrahindo 
da equação que se obteria egualando essa funcção a zero. A 
forma pode ser binária, ternária, quaternária, etc., conforme 
depende de duas variaveis ou de tres, quatro, etc. ; também se 
diz quadrática, cúbica, quártica, etc., segundo é dó 2.° grau 
ou do 3.°, 4.°, etc. 

Os termos de uma forma binária de ordem n são os mesmos 
do desenvolvimento 

/ i x„ " I " - 1 I n—2 2 , , n (»1 + X$)n =XX+ flXj Xi + xx 1-

com coeficientes quaesquer ; convém, para symetria dos cálculos, 
conservar-lhes os coeficientes numéricos do desenvolvimento da 
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potencia n do binomio. Assim 

2 2 
a 0 Xj + 2fl | x t x i + a<i x% , 

3 2 2 3 
a0 Xj + 3ai xl + 3a2 x2 + <13 ®2 , 

4 3 9 ^ 3 4 
ao Xj + 4 a j xí xi + 6 a j x\ x 2 + 4as x\ + a i x 2 

são os typos das formas binárias quadrát ica , cúbica e quár t ica . 
Em geral, o numero de termos da forma binária de ordem n 
én + 1. 

Do mesmo modo para a forma ternária desenvolveremos 

(Xj + x 2 + x3)" 

= (XI+ « 2 ) n + »0*1 + * 2 ) n - 1 «3 + ^ r ^ - f a +xàn~*x\+- • -+xn 

e anteporemos a cada termo um coefficiente a rb i t r á r i o ; o numero 
de termos da forma é 

( n + l ) + n + ( n - 1 ) + - + 2 + l = ( n + l ) i W + 2 ) -

Nas formas quadrática e cúbica é usada com frequencia uma 
notação, de que se fará idéa pelos seguintes exemplos de formas 
t e rná r i a s : 

2 2 2 
ai 1 ®, + <>22 «ã + a33 x3 + 2ai2 xj X2 + 2 a i 3 xi x3 + 2a23 Xi X3 , 

3 3 3 2 2 9 
a\\\xx + 0222^2 + 0333^3 + 3an2X, x2 + 3au 3 Xj x3 + 3a!22Xix 2 

2 2 2 
+ 3ai33X| x 3 - f 3 a 2 i 3 + 3a233«2X3 + 6ai23 x\ x 3 . 
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A primeira tem 6 te rmos; e a segunda tem 10, como resulta 
da fórmula precedente. 

Para a forma quaternária teriamos 

+ Xl + X3 + Xí)
n = (X\ J r X i + x3)

n + n (Xí + Xi + x3) ("-
1 

+ n(f^-1(*1 + ar2 + x3y-*x\ +• • •+x
n
t 

com coefficientes quaesquer, além dos numéricos. O numero de 
termos seria 

X T _ ( n + l ) ( n + 2 ) , n(n + 1 ) , ( n - l ) n , 2 . 3 1 . 2 

ou 

N + ^ j ( n + i ) ( n + l + l) + n (n + l) + ( n - l ) ( n - l + 1) 

+ • • . + 2 ( 2 + 1 ) + 1 ( 1 + 1) ; 

e portanto 

N = 4 j [ ( n + 1 ) 2 + n 2 + ( n - i ) J + - - - + 2 2 + l 2 ] 

+ [ ( n + l ) + n + ( n - l ) + - . . + 2 + l ] j . 

A parte encerrada no primeiro colchete é (n.° 41) 

2 . 3 
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a outra parte é 

( n + l ) ( n + 2 ) 
( n + l ) + n 4 (n— 1 ) + • • « + 2 + 1 = - ^ ; 

logo será 

= ( n + l ) ( n + 2 ) ( n - f 3 ) 

í . 2 . 3 

Em geral , o numero de termos de uma forma de p variaveis 
e de grau n é 

( n + í ) (n + 2 ) . . . ( n + p - l ) 

1 . 2 . . . p — l 

2 0 2 . Transformações lineares.—Transformar linearmente uma 
forma é achar outra forma do mesmo grau, cujas variaveis sejam 
em numero egual ás primitivas e estejam ligadas com ellas por 
meio de relações lineares homogéneas. Chama-se módulo o 
determinante das constantes d'estas relações lineares, o qual 
representaremos por r. Assim, para uma forma ternária a trans-
formação linear pode ser definida por expressões como 

x\ = ai X | + olí X» + a 3 X 3 , 

«i = (3iXi + fcXs + foXi, , 

= 71 Xi + -/a X 2 + 73 X 3 ; 

o módulo d'esta transformação é 

r = «1 «2 «3 

71 72 73 
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As variaveis consideram-se como independentes, e suppõe-se 
sempre o módulo r diíFerente de zero. 

Seja a forma 

an + 2 a , X\ + a 2 » 

i 

e as relações de transformação 

X] = « i X, + « 2 X 2 , 

= (3Í Xi + fiz X2 ; 

a transformada será 

A0 X^ + 2A, X j X2 + A2 , 

cujos coefíicientes são dados pelas egualdades 

A0 = a 0 B j + 2 a 1 « i P J + a s p J , 

A | = an <*i «2 + a! («| |32 + a2 p,) 4- a 2 P, p2 , 

A 2 = a u a | + 2a 1 a } ̂  + a , . 

Em geral, os coeficientes da transformada são funcçôes 
lineares homogéneas dos coeficientes da forma primitiva, do 
grau n quanto ás constantes da t ransformação; as duas formas 
são do mesmo grau. 

A tlieoria das formas occupa-se especialmente das funcçôes 
que não são alteradas por uma transformação l inear ; essa pro-
priedade poderá convir a uma funcção dos coeficientes sómente, 
ou a uma funcção dos coeficientes e das variaveis, como adeante 
veremos. 
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2 0 3 . Systemas de formas lineares. — Consideremos o s j s -
tema de p formas lineares com p variaveis, 

f\ = a\\X\ + h ajp xp , 

fo — 021 Sl + «22 #2 H !• dip %p > « 
fp = ap\ X{ + a pXz + - •+ app xp 

e o determinante 

a\\ ai2 ai3 . . aip 

a-2i Û22 023 • • 12p 

ap 1 üpi ap 3 . . a,,p 

Eslas formas são independentes quando não ha alguma rela-
ção entre os coeficientes. Sabemos (n.° 52) que existe ent re 
ellas uma relação idêntica, e uma só, quando 6 é egual a zero 
sem que o sejam todos os seus primeiros menores. En t re 
aquellas funcçôes lia duas relações idênticas, quando á e todos 
os seus primeiros menores são eguaes a zero, sem que o sejam 
todos os menores de 2. a classe; e assim por deante. 

Em geral: se o determinante % de um systema de p formas com 
p variaveis for egual a zero e forem lambem eguaes a zero todos 
os seus menores atè os de classe i— 2 inclusivamente, sem que o 
sejam tudhs os de classe i, haverá entre as formas dadas i relações 
lineares, idênticas e distinetas. 

Neste caso as primeiras i funeções exprimem-se por meio 
das últimas p~i, e só estas são independentes. 

Supponhamos ò differente de zero e appliquemos ao systema 
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(») a t ransformação 

xi = «1 X j 4- «J X j + • • • + a p Xp , 

* * - ß l X , + ß , X a + - - + ß p X J , , 

xv — Xj X j 4 X j 4 • • • + lp Xp , 

cujo módulo é 

a i a 2 

ßi h • • • ßj> 

^2 . . . ~kp 

As novas formas serão 

(H) 

F1 = 6 1 1 X i + i i i X î + 1- ô|_PXj, , 

F 2 = B U X I + 6 2 2 X 2 + 1 - B I P X P , 

F P = BPX X , + BPT X J 4 - • • • + BPP X P , 

com os coeficientes 

6U = a » « 1 + « l ä ß t H f-aipXi , 

6,2 = Ö21 012 4 «M ßs 4- h a \ v , 

( » 0 

bpp = dp 1 *p 4 Op% ßp + • • • 4 app Xp . 
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Se representarmos por Ãi o determinante do sj stema (m), vê-se 
por estas expressões que é $\ = rõ, segundo o principio da multi-
plicação de determinantes da mesma ordem ; e portanto, o deter-
minante de um systema de formas lineares transformadas é egual 
ao producto do determinante do primitivo systema multiplicado pelo 
módulo da transformação. 

Os determinantes e J são conjunclamente eguaes a zero 
ou différentes de zero. Se houver uma relação entre as formas 
dadas, haverá uma relação semelhante entre as transformadas. 
A funcçâo 6 dos coeficientes, depois da transformação, apparece 
multiplicada por um factor que depende unicamente das constantes 
da substituição; se o módulo fòr r= 1, será = ô . 

2 0 4 . Transformação orthogonal.—A transformação (ti) toma 
o nome de orthogonal quando entre as novas variaveis e as pri-
mitivas existe a relação 

^ + a ! + . - - + 3 j - X | + X | + ••• + X J , 

que dá logar ás consequências seguintes: ' 
1." Substituindo x\, cc^,. . . xp pelas suas expressões (ít) e 

egualando em um e outro membro os coeficientes dos termos se-
melhantes, acham-se as relações 

+ tf + • • • + A? = I 1 

«* + p f • • • + v2 = i , 
V rí> p 

'2 <- |3 | (3 j | '+" - + / | / 2 = 0 , 

«p—1 ctp + (3^-1 + • • • + /.p-i lp = O ; 

2 3 
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cujo numero é 

, / ' ( / > - 0 v (/> + 1 > 
1 . 2 = 1 . 2 ' 

visto que os productos Xj X 2 , X| X3, etc. são as combinações das 
p variaveis duas a duas. 

2 . a Das relações precedentes resulta para c quadrado do 
módulo de uma transformação orthogonal (n.° 45) O valor 
r* = 1. 

3 . a Multiplicando (it) respectivamente por a j , | 3 i , . . . ).i e 
sommando os resultados, procedendo do mesmo modo com os 
multiplicadores a j , {Jg,. . 2, com a3, ?3,. . h, etc., obteem-se 
as expressões 

X] = -I- ß| Xi -i + /.| xp , 

X = n-i X] + ß . ) xi + • • • + / a Xp , 

Xp -*VX\ + í p 4 - h /.pXp , 

d'onde se deduziriam relações análogas ás primeiras. 
4." Nas fórmulas de uma transformação orthogonal o nu-

mero das constantes arbitrárias reduz-se a 

p(p+ 1 ) j ) ( p - 1 ) 

2 2 

Para p =- 3 as constantes arbitrárias serão 3. 

205. Forma quadrática de p variaveis.—A expressão geral 
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d'esta forma é 

f— « | | x2 4 2 ( í | 2 T J x.> 4 2(1,3 Ji 4 + 2ATpa"I tP 

+ a™ x + 2fl.)3 .t» + 4 xp 

4 a 3 3 + + 2 a 3 p a?p (iv) 

* + 

As derivadas parciaes de f , divididas por 2, s3o as formas 
lineares (i) com a condição a l s = aSi', e o seu determinante 5 é 
(n.° / 4 4 j o discriminante de /*. 

Appliquemos á funcçào quadrática a t ransformação (ti), em-
pregando o seguinte artificio. Se em (46) 

f- x\ f\ 4 ^ A + • • + x-p Íp : 

substituirmos xp pelas expressões (ti) e f\, fc,. . . fv 

. pelas (iii), teremos a transformada 

F = (6,, X, + bn X 4 4 • • f ft|P X i () («, X , + X 2 + • • • + ap Xp) 

+ ( ^ t x , + bu X 2 4- • • • + Xp) ((3j X, + X 2 + • • • + Xp) 

+ etc. 

4 (òpi X, + ftp2 x2 f • • • 4 bpp Xp) (J.| X, -f- /.2 X2 + • • 4Àp Xp) ; 
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ou, effectuando as operações, 

= b\ j X í h\\ 39 X, X4 t • + bu Xp X, Xp 

+ &2lßl + ^21 h + ^21 ßp 

+ -• + ... 
+ bpi /., + bp J / 2 + bpi lp 

+ 6 1 2 a , x , X2 + Ò12cí2 + ^12 ap Xi Xp 

+ &2iß 1 + &22 h + &22 ßp 

+ ... 
+ bpa /2 + bpi > 2 

+ b\va\ x , Xp + b\p GM X2 Xp + • • + b\p<ip X« : 
V 

+ hp h + b -ip ßp 

+.. . + ••• 
+ bpp >1 + bpp ~/.p + bpp lp 

onde está bem evidente a lei que seguem os termos do desen-
volvimento. 

Posto isto, representemos respectivamente por C| j ,c i 2». • • cXp 

os coeficientes que na primeira linha, na segunda e na ultima 
se encontram na primeira columna; por c2 , , c 2 2 , . . . c2p os que 
sa encontram nas mesmas linhas e na segunda columna; final-
mente e em geral por Cp,. c . . c//?) os que estam nas mesmas 
linhas e na última columna ; será a transformada 

F = (cu Xi + cu X.2 4 + cip Xp) X, 

+ (cai Xi + c í 2 X 2 + • • • + CfP Xp) X2 
% 

+ etc. 

+ (cpj Xj + Cj/Í X2 H 1- Cpp Xp)Xp . 
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Ora cis == csi ; de modo que os coefíicientes de X j , X j , . . . X„ 
sào respectivamente a metade das derivadas de F em ordem a estas 
variaveis. Por onde se vô que o discriminante A da transformada 
6 o determinante d'estes coefíicientes, e como precedentemente 

A = rô, = r í 6 . 

Logo : se transformarmos linearmente uma funcção quadrática ho-
mogénea, o discriminante da transformada é egual ao da forma 
primitiva multiplicado peio quadrado do módulo. 

Se a transformação fòr orthogonal, será r = 1 e portanto 
A = ô. 

2 0 0 . Funcção adjunta (GAUSS).—Se fizermos a transforma-
ção precedente tomando as novas variaveis 

X , = / i , X t = / • * . . . X„ = (10) 

o determinante do systema é o discriminante 5. Suppondo-o dif-
férente de zero, a eliminação nestas equações dará (n.° 53), 
depois de substituirmos as derivadas de /' pelas suas expressões, 

ríxi = An X| + Aïi X^ H I- A^t X ; j , 

Xr^ = A)2 X) + A22 X« + • • • + Api Xp , 

òxp = Aip X, + A-2p Xa + 1~ App Xp ; 

e nestas equações os primeiros menores de 5, que representámos 
pelos A, satisfazem á relação A,s A s , , porque S é symétrico. 
Attendendo a esta circumstancia, se multiplicarmos as mesmas 
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equações respectivamente por X , , X», . . e sommarmos, le-
remos 

«/•= A ! 1 x ; + 2 A,a X, X , . . . + 2 A|P X, Xp 

+ A 2 2 X * + + 2 A 2 p X ! Xp 

+ 
+ A X2 
' api> Ap • 

O discriminante da funcçâo quadrática òf, de p variaveis, é 
o determinante formado com os primeiros menores A, isto é, o 
determinante adjunto de o, ou A' = 5P—1 (n.° por isso a 
funcçâo òf se chama funcçâo adjunta de f. 

207. Uma forma quadrática pode em geral reduzir-se á somma 
de quadrados de formas lineares, em numero egual ao das varia-
veis. 

Para o demonstrar, notemos que dois casos podem dar-se na 
forma f : ou algum dos coefficientes dos quadrados é différente 
de zero, ou faltam todos estes termos. 

I.° caso. Supponhamos o primeiro coeficiente an différente 
de zero. Podemos fazer 

•1 
f=a\\x\ f 2 ( a i 2 l c 2 + ai3X3-S 'ra\pxp)x\ + 91 

» 1 9 a 

= ai t x\-f 2 ? x\ + 91 = — (ai 1 x\ + - f <p, — — . 

onde 9 é uma funcçâo linear e 91 uma forma quadrát ica; nem 
9 nem 91 encerram a variavel X\. Fazendo 

a 11 X! + ? = X, , 
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Xj é uma forma linear e temos 

1 « a -

' oil 1 r a li 

assim apparece no 2.° membro o primeiro quadrado de uma 
forma linear, e a parte restante é uma forma quadralica dep—1 
variaveis. A esta parte de /"applicaremos um raciocinio semelhante; 
e procedendo successivamente do mesmo modo chegaremos, á so-
lução procurada. Note-se que á forma Xj não falta nenhuma das 
vaiiaveis x\, . .xt, ; a Xj falta a primeira, a X3 as duas pri-
meiras, e assim por deante, ou: 

Xi = flu x\ + , 

XA = OXJ + A ' Î Î OC* + • • • , 

X3= Qx\ ; , 

representando por x\ a variavel com que fizemos a primeira ope-
ração, Xi a variavel com que fizemos a segunda operação, etc. O 
determinante dos coefficientes tem todos os elementos, do mesmo 
lado da primeira diagonal, eguaes a zero; e reduz-se ao termo 
principal, que é différente de zero porque a n , a ' jg . . . são dif-
férentes de zero. Portanto as formas X j , X 2 , . . . são independen-
tes entre si. 

2.° Caso. Supponhamos que faltam em f todos os quadrados 
das variaveis; a funcção, que pode ser a primitiva ou alguma 
d'aquellas a que fomos conduzidos pelas operações precedentes, 
só tem termos coin productos de duas variaveis. Admittindo que 
o coefficiente de X\ x2 é différente de zero, temos agora 

/ = ax\ Xi ~r x\ - r x« o» + çjj 
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onde são 91 e 92 formas lineares e 93 uma forma quadrat ica , da 
mesma natureza de f: tanto em 91 como em 92 e 93 faltam as 
variaveis x\ e xa. Podemos dar a f a disposição 

f= — (axi + 92) (axi + 91) + 93 - - — ; 

mas segundo a relação geral 

1 1 
(m + n)(p + q) = — (m+n+p + q)* — ~r{m + n — p — q)* , 

da expressão precedente deduz-se 

1 / 1 
/ "= (a» 1 + axi + 9, + ? 2 ) 2 - (axx - ax2 + <p» - <p,)s 

+ 9 3 - M 

4o 1 4o «T « ' 

fazendo 

Xi = ax1 + a ^ j + 9 , + < p 2 , X 2 = a ^ i — axi + 94 — 9 , , 

que são formas lineares Temos assim no 2 0 membro dois 
quadrados e uma funeção quadratica de p — 2 variaveis, á qual 
applicaremos o me^mo processo. Formando as linhas dos coefi-
cientes das duas formas lineares X, e X 2 , vem 

a 

a 

a . . . , 

—a . . . , 
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ou compondo-as por subtracção 

a a . . . , 

O - 2 a . . . ; 

e o determinante das funcções X se reduzirá, como no primeiro 
caso, ao termo principal, différente de zero; estas funcções são 
independentes. 

Temos pois demonstrado que uma forma quadrática de p va-
riaveis é egual a uma somma de quadrados de formas lineares 
independentes. Dos raciocínios precedentes resulta também que 
o numero d'esses quadrados será p ou menor que p; e portanto 
será 

/ W ^ + ^ X ] VH), X * . 

Se egualassemos os coeficientes dos quadrados e dos produ-
ctos que se encontram nos dois membros d'esta identidade, obte-
ria mos 

v , P Í P - 1 ) _ f ( P + i ) 
V 2 2 

equações; e como nas p formas lineares X J . X J . ' . . . X P de p va-
riações ha p4 coeficientes, d'estes ficariam por determinar 

2 2 

que poderíamos escolher arbitrariamente. O problema proposto 
tem pois muitas soluções. 

2 0 8 . Reduzida a forma /"á somma precedente, consideremos 
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esta expressão como uma forma de p variaveis X | , X j , . . .Xp; 
o seu discriminante reduz-se a 

A = /> •>. . . kjj . 

Substituindo agora X j , X j , pelas suas expressões, voltaremos 
á forma primitiva, que assim pode considerar se a transformada 
d'aquella ; o módulo r da transformação é o determinante das 
funcções X, différente de zero, como vimos. Por outra parte, o 
discriminante da transformada é o discriminante da forma primi-
tiva, multiplicado pelo quadrado do módulo; logo ó 

5 = r 2 Aj A 2 . . . hp . 

Se o 2.° membro fôr différente de zero, também o 1.° o será ; 
reciprocamente, se ô fôr différente de zero, nenhum dos coefli-
cientes A se annulla; se fôr ô = (), um pelo menos d'estes coe-
ficientes será zero. 

Logo : a condição necessária e sufficiente para que uma forma 
quadrática se converta em uma somma de tantos quadrados, quan-
tas são as suas variaveis, é que o seu discriminante seja différente 
de zero. 

209. Seja a forma quadrática ternária real 

f=a\i tej+0^x1^ a n + 2a u x , x j 2a ( 3 x \ x 3 + 2 a i 3 x 8 x 3 

e a transformação («/), em que = 3; se esta tran;>formaçào fôr 
orthogonal, teremos as fórmulas inversas (iv). Determinemos as 
nove constantes de modo que a funcção proposta se reduza, sendo 
possível, a 

f=si X* + Í 2 X | + s 3 X * , 
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com as constantes reaes «j, e s 3 ; d'aqui teremos, pelas fór-
mulas do n.° 2 0 4 , 3.° 

f c 

f= H («i + Pi « í + Yi x->) x i 

+ Si (*2 x \ + h .t2 + 72 -r3) x 2 + «3 («3 + p3 « i + 73 ÍP3)
 X 3 • 

Ora pelas fórmulas (t'<) e pela definição da funcção /"temos também 

f = ( a \ \ x i 4 ai iX2 4 a , 3 x \ 4 («21 4 <122J2 4 - a 2 3 ^ 3 ; x i 

4 (<131 «1 4 - 032 «2 4 6(33 «3) r 3 

(aj i x , -f a « 4 ai3 x3) (a, Xi 4- 32 X2 4 «3 X 3) 

4- («21 a", -f o2 2 x-i 4* a»3 «3) ( ^ X, 4 fa X 2 + X3) 

+ (agi Xi 4 032 Xi 4 a:i3 x3) (y, X, 4 y2 X2 4 73 X3) . 

Temos assim duas expressões de /"que devem ser idênticas; egua-
lando os coeficientes de x{ X j , X, e 0:3X1, vem 

ai 1 ai 4 a->i (3, 4 03, y, = s , a, , 

ai2 «I 4- aa Pi 4 a3 2 y, = s, pi , 

ai3 a i 4- a 2 3 + 033 71 = si 71 -

donde 

(ou — si) + a i i fíi 4 Osi-/, = 0 , 

0,2 a, 4 (022 'sl) Pi 4 03271 = O , 

li 13 a, + o i 3 p, 4- (033 — S,) 71 = O . 

Os outros productos dariam mais seis equações de condição, que 
só diíTeririam d'estas pela mudança de a , , p , , y\ e s, para as três 
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primeiras em *2, ^2,72 e Sa, e para as tres uilimas çm a 3 , j33, y3 

e s 3 . A eliminação dos coefficientes a, |3,7 em cada um d'estes 
tres grupos produz sempre uma equação como 

a i l — « a-2i aai 

a12 í>22 ~~ s a32 

«13 Ö23 Ö33 — S 

= 0 , 

(13) 

com S] em vez de s no primeiro, em vez de s no segundo e s3 

em vez de s no terceiro; logo estes tres coefficientes serão as 
raizes da equação precedente do 3.° grau. Estas raizes são reaes, 
como se viu no capitulo anter ior ; depois de as termos determi-
nado, as condições de identidade darão, com as tres primeiras 
relações do n.° 2 0 i , 1.°, os valores das constantes de uma trans-
formação ortliogonal real que reduz a funcção proposta á somma 
de tres quadrados. 

Para uma funcção de p variaveis a solução do problema de-
penderia da equação 

an — s a 2ij dpi - 0, 

aíi 022 — 5 dp*. 

p dip . . dpp — S 

com p raizes reaes; logo a reducção é sempre possível. Nesta última 
equação o termo independente da incógnita é o discriminante 5; 
quando fòr nenhuma raiz ó zero e a forma reduzida contém 
p quadrados; se fôr 3 0, ha uma raiz zero e a reduzida tem 
p—i quadrados. Neste caso, como o coefficiente da primeira po-
tencia de s é a somma dos primeiros menores de ò relativos aos 
elementos da primeira diagonal, se estes menores forem todos 
eguaes a zero haverá duas raizes zero, c a reduzida conterá p — 2 
quadrados; e assim por deante. 
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Se os menores relativos aos elementos da primeira diagonal 
forem eguaes a zero, também o serão os outros menores de 5, 
porque cada um d'estes é a raiz quadrada do producto de dois 
dos primeiros, visto que S é symétrico. D'esla relação resulta 
também que, sendo 3 = 0, a luncção adjunta é um quadrado. 

2 1 0 . Lei de inércia (IIERMITE).— Esta lei pode enunciar-se 
nos termos seguintes: em uma forma quadrática real, reduzida á 
somma de quadrados independentes, é invariavel o numero de 
quadrados positivos e o numero de quadrados negativos, qualquer 
que seja o modo como se fez a reducção. 

Supponhamos que em / (n.° 207) ha k coeficientes positivos; 
qualquer dos seus termos com o signal em evidencia será 

± À V X * = ± ( X R / / , Y ) 2 = ± Y * , 

e podemos escrever 

4 9 <J •> a 
Y 

Se por qualquer outro modo de reducção chegarmos á ex-
pressão 

f = z j + z j + - - - 4 i \ - z ) + x z 

será h = l. Com efleito, se fosse / i < / , consideremos as h+p — l 
equações lineares 

Y , = 0 , Y 2 = 0 , . . . Y , = 0 , 

Z / + 1 = 0 , Z I + 2 = 0 , . . . Z P = 0 ; 

o seu numero não pode ser maior que p— 1, e portanto é sempre 
possível determinar as p variaveis que nellas entram de modo que 
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satisfaçam aquelle systema e a 

Y / l + í = c > 0 , 

sendo Yk+t uma das funcçôes 

^ A-fl, Y/,-j_2i • • • Yp , 

qual se quizer. Teremos pois 

/ •= — V2 — V 2 Y" — Y 2 

I A-fl A-j-2 'h+t 1 p 

= Z" - + Z I + - - + Z 2 ; 

mas esta identidade é impossível, visto que todos os termos do 
1.° membro são negativos e um pelo menos differente de zero: 
logo não pode ser h < /. 

Do mesmo modo se mostraria que não pode ser h>l; e 
portanto será h — l, como se queria demonstrar. 

No n.° anterior vimos que qualquer forma quadrática se reduz 
por uma transformação ortliogonal á expressão 

de coeficientes reaes ; diz-se que a forma é positiva quando todas 
as raizes da equação em s são positivas, negativa quando estas 
raizes são todas negativas, indi/ferenle quando umas são positivas 
e outras negativas. 

211. Invariante. — Vimos que, transformando linearmente 
uma funcção quadrática homogénea, o discriminante da transfor-
mada é egual ao da forma primitiva multiplicado pelo quadrado 
do módulo; por este motivo se diz que o discriminante d'aquella 
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forma é invariante. Em geral, dá-se este nome áquella funcção 
dos coe/ficientes de uma forma que, depois de uma transformação 
linear, só differe da primitiva por um factor que é uma potencia 
do módulo da transformação. Assim dada a fôrma 

/"(ao, a i , . . . x \ , x í , . . .) 

e a transformada 

F (Ao, A j , . . . X j , X 2 . . . ) , 

a funcção 9 doá coeficientes que convém á relação 

9 (A0, A i , . . •) = rh 9 (ao, a , , . . . ) 

é um invariante. Demonstra-se que o discriminante de uma forma 
qualquer é invariante. 

Se fòr h=0, a funcção 9 toma o nome de invariante absoluto. 
Se uma forma tiver mais de um invariante, terá um absoluto; 
com effeito, supponhamos que ella tem dois invariantes 9 e <{/, 
taes que 

9 Ao, A i , . . . ) = rA 9 (a0, a , , . . . ) , 

K A o - A , , . . . ) = r A ' ^ ( a 0 , a , , . . . ) ; 

será 

[9 (Ap. A | , . . . I F _ [9 (a», a i . . . . ) 

[ f ( A 0 , A , ; . . . ) ] " i ' K « o . a i . . . . ) j " 

e a funcção que está no segundo membro é um invariante abso-
luto. 

Consideremos a forma binária de ordem n 

/ "= a 0 x j + n a j x»-' + " i ^ - - — a2 xn~-x^H anx^, 
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e a substituição linear 

= ° \ X | + 3 4 X» , 

«í = ( 5 | X | + P J X 9 ; 

a transformada 

a 0 (ai Xi + a 2 Xj)« + •••-} (in ( f r X t + fr X2)n 

- A 0 X j + n A , X « - i X 2 + " - + A n X | 

dá logar a n + 1 equações entre os coefficientes da forma e as 
constantes da transformação. Eliminando estas ultimas quantida-
des resultam n — 3 equações entre os coefficientes; se alguma 
d'ellas fôr tal como 

(f (ao, a i , . . . ) = f (A0, A i , . . . ) , 

9 será um invariante absoluto. Portanto nas formas binárias não 
pode haver mais de n — 3 relações d'esta especie; d'onde resulta 
que a forma quadrática e a cúbica não admittem invariante abso-
luto, nem conseguintemente mais de um invariante, que é o seu 
discriminante. 

2 1 2 . Invariantes simultâneos.—A fiincção dos coefficientes de 
muitas formas, que goza da propriedade de invariancia, chama-se 
invariante simultâneo d estas formas. Vimos que o determinante 
de um systema de formas lineares é invariante simultâneo. Em 
geral o éliminante de um systema de equações será um invariante 
simultâneo dos seus primeiros membros, l lepresentando-o por E, 
a equação E = 0 expr ime que as propostas teem uma solução 
commum ; mas depois da transformação as novas equações tam-
bém terão uma solução commum, e o seu éliminante E' será egual 
a zero. Logo serão conjunctamente E e E' eguaes a ze ro ; ou 
E' = R E , sendo R independente dos coefficientes das propostas. 
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Sejam 

f i (ao, a , . .x\, a r * . . . ) , /a(60 ' 6 1 . .®t ..) 

duas formas do mesmo grau, e 9 um invariante da primeira; se 
representarmos por cp'o, . . . as derivadas de cp em ordem a 
ao, d j , . . ., aquella expressão 

6o?'o + b\ ©'1 -4 

será um invariante simultâneo de f\ e /"a, como vae ver-se. 
Consideremos a funcção /'j + c/2, cm que c é uma constante 

arbitrária. Passa-se de /', para f\ + c/à mudando respéctivamente 
ao, at» • • • em a0 4 °bo< ai . . .; se çp (ao, a ( , . . .) é um 
invariante de f\, ©(ao-l- cbo, aj + cò], . . .) será um invariante 
de fi + c/j, qualquer que seja c. Desenvolvendo esta última fun-
cção, os coeficientes das diferentes potencias de c gosarão da 
propriedade de invariancia; e particularmente o primeiro, que é 
precisamente aquella expressão. 

Sejam, por exemplo, as formas quadráticas 

fx = ao1a\x\Xg-¥ agxl , fo = + 26j íra + . 

O discriminante a o a j —Oj é, como vimos, um invariante de fc 

applicando o theorema que acabamos de demonstrar, será 

a\ b-i + a<i bo — 2 a j b\ 

um invariante simultâneo de fa e f%. 

213. Covarianles.-—Dá-se este nome á funcção invariante 

dos coefficienles e das variaveis d uma forma. 

24 
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Sejam a funcção f e a transformada F 

f(a0,a[,. . . x\,Xi,, . .) , F(Ao, A j , . .. X 1 ( X 2 , . . .) ; 

um covarianle 9 é definido, em geral, pela egualdade 

9(Ao, A i , . . . X 1 t X 2 , . . . ) = r A 9 ( a o , a i , . . . . . ) . 

Ha um princípio fundamental que leva á determinação d'uma 
classe importante de covariantes; consideremos uma forma biná-
ria, porque facilmente se generalisarào os resultados que obti-
vermos. 

Seja a forma f[xI,ÍC2) e a transformação linear 

oc\ = X] + «2 , 

a 2 = f i 1 X, + [ ; 2 X 2 ; 

e supponhamos que o resultado da substituição é expresso pela 
equação 

f(xx,xi) = F ( X , , X 2 ) . 

Sejam tambein as variaveis y\, y2, Y | , Y2 ligadas pelas mesmas 
relações, 

J/i = Y j + «2 Y2 , 

J/a = Pi Y j + |52 Y 2 , 

que se chamam congrcdientes com as primeiras; será 

x, + ty, = «, iX, + >T|) + (X2 + 1Y2) , 

o-. + l y i = ft (X, f XY,) + ft (Xa + XY2) , 
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com X arbitrário. Assim, pois, as novas variaveis e .r2+X,i/2 

estão ligadas com Xj 4 XYj e X2 + XV2 pelas fórmulas que rela-
cionam as variaveis x\ e ;r2 com X, e X 2 , e portanto será também 

f{xx + m , ^ + >-y.2) = F ( X , + XY,, X2 + XY2) . 

Effectuando o desenvolvimento, serão eguaes os coeficientes das 
mesmas potencias de X, ou 

y\r*+2ymfU+y*A (v) 

= Y 1 + 2 Y 1 Y 2 F X , X2 + Y 1 F ' L 
1 2 

etc. 

Assim fica demonstrado que as operações definidas por estas 
relações gosam da propriedade de invariancia; qualquer del ias 
conduz a uma funcção P x 2 , y\, ijz) com as quatro variaveis 
congredientes. Se considerarmos e como constantes, P será 
uma funcção homogénea das variaveis y, e y 2 ; uma funcção in-
variante op dos coefficientes de P conserva a propriedade da inva-
riancia com quaesquer valores de arj e x 2 , e <p será um cova-
riante da forma f, visto que se compõe com as variaveis e os 
coefficientes d'esta forma. 

Seja, por exemplo, a forma binária cúbica 

f= ao «3 + 3 o i ® | ^ + + a| ; 

as segundas derivadas de f são 

6 (ao x\ + a\ ar2) , 6 (a i x\ + a 2 ,r2) , 6 (a2 x\ + a 3 ,r2) , 



3 7 2 LIÇÕES DE ALGEBRA. . 

e portanto, supprimindo o factor numérico, a segunda das ex-
pressões precedentes será 

t/2 (a0 xx + a, ®j) + 2y, t/2 (at xx + a2 xt) + y* (a2 xx + a3 <r2) , 

forma quadrática em y\ e y>. O discriminante d'esta forma é 

(«0 X] + «i Xi) (aj x\ + a3 r 2 ) — (a, a , + a 2 xtf 

= (ao a2 — a
2) x\ + (a0 a3 — a, a2) a, a?2 + (ai a3 — a

2) <r| ; 

e como o discriminante é invariante, esta expressão é um cova-
riante de f . 

Seja também a forma ternária f(xx, #3) de ordem n e 
appliquemos-lhe as operações indicadas pela expressão 

y \ rx,+y\ rx%+y\ + 2 * y , r x ^ r 2 » y 3 ^ V 3 

Esta forma é quadrática em relação a yx, y3, e o seu discri-
minante é o determinante das equações 

y>0+y*niX+ysf:iX3=o 

e como é invariante, resulta que o determinante das segundas 
derivadas 

11 - f", x] f" Xt X.J f" Xi X» 

f" Xi*l f" >x\ f" XiX-j 

f" X,, X, r 
X-J X., f \ 

4 
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é um covariante da forma f. O mesmo teria logar para qualquer 
numero de variaveis; este covariante chama-se o Hessiano de f. 

Outra expressão notável se deduz do mesmo princípio. Sejam 
tres formas fo, fe, f% a tres variaveis; as expressões correspon-
dentes á primeira fórmula (») são 

yii'i +y%fx +y*f\ , 
X, 3-3 XJ 

«s 

y\f'o +yîf'i +ysf' , 
X3 

do primeiro grau em y\, e j^ . O seu determinante 

rt 1 A , 

r 

será um covariante simultâneo das tres formas. Q mesmo tem 
logar para o determinante composto com as primeiras derivadas 
de n formas, ao qual se dá o nome de Jacobiano d 'estas formas. 
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