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applicando o mesmo méthodo a estes novos limites, acharemos
outros dois cuja differenga serd

1

o) e
i T T~

e assim por deante.
Para se obter por este processo a convergencia regular e
ripida das approximagdes successivas, ¢ necessario que seja

2n+k>n oun>—k isto & n>1—k; se esta condigho nio

se verificar, estreitaremos mais os limites.

Pode acontecer que o valor de k, que suppozemos constante,
augmente em alguma das operagdes; mas neste caso s6 ha a
notar que a approximacio se tornari entio mais rapida.

181. Exemplo. — Appliquemos estes principios & equagﬁu
do n.* 179 ; as funccdes de Fourier sdo:

[(x)=z—22c—5
[ (x) =32 —2
["(z) = 6
f"(@)=6.

Com os numeros da progressio décupla temos

[@h @) ["@) ["@

(—1) S — +
((<0) r o1 -5

(0) s e 0 :
(>0 L L L R & o +
4} - + o *:
(16) + + + +
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Ha duas raizes indicadas entre — 1 e 0, ¢ uma entre 1 e 10;
aquellas sio imagindrias, por ser

.=

If=D=4& | (=Di=1 |[0)|=5, |[0)|=2,

5. B

e T+—2— maior que a differenca 1 dos limites. Quanto & raiz

real, para obter dois limites que a comprehendam e cuja diffe-
renca seja uma unidade da ordem do seu altimo algarismo,
substituiremos nas funcgdes precedentes numeros da ordem
natural que dardo

(@, (@), [(@), ["E)

iy =i A HR e
AR 0 0
B + 4+ 4 +.

Aquella raiz fica, pois, entre 2 e 3; e a linha dos indices mostra
que podemos desde jo proceder & approximacdo. Mas, dividindo

8
o maior valor de [" (z) pelo menor de 2/ (), aclmmus-;-ﬁ-— 0,9
e a unidade de ordem immediatamente superior ao primeiro

1
Ty donde resulta k=0. Por
outra parte, a differenca 1 dos limites dia n =03 isto &, a condigdo
n= 1 —k nio ¢ satisfeita e devemos estreitar mais o intervallo.
Fazendo entio x =2 e &= 2,1, temos

algarismo d’este numero & 1 -
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logo a raiz fica entre 2,0 e 2.1. A differenca dos novas limites é TI[_b'

donde n=1; o maior dos valores de ["(z) dividido pelo menor

12,6 : : $
dos valores de 2/f'(x) é 2—0=0,63; a unidade immediatamente

superior a0 primeiro algarismo do quociente ¢ 1 ¢ portanto k=0:
logo serd n =1—k, o que indica que podemos proceder & appro-
ximaclio sem estreitar mais os limites.

Ora, o limite exterior é o maior 2,1 e a primeira approxi-
magio da

f2.1) o, 0061

O W § g T K e

devemos levar a divisdo até o algarismo decimal da ordem 2n+ k.
isto B, até centesimas, e augmentar o Gltimo algarismo com uma
unidade. Mas é

0,061
-Ii'g—:j=0."". LI ]

e portanto o numero a subtrahir de 2,1 ¢ 0,01, o que di o
primeiro valor approximado 2,09 com erro inferior a 108

Nao sabemos, porém, qual é o sentido d’este erro; substi-
tuindo z por 2,09 em fiz), acha-se —0,050671 e o signal d'este
resultado mostra que a raiz fica entre os novos limites 2,09 e

2.10. A differenca -l":l_i d’estes dois numeros da n=2 e a appro-

ximaglio seguinte deve ir alé 4 quarta casa de dizima.

Continuaremos pois a divisio de 0,061 por 11,23 até esta
ordem, o que dard 0,0054%; e teremos para segundo valor
approximado

2,10—0,0055 = 2,0945 ,

o . e e 3 3

T e = T

P s
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com erro inflerior a HI" Mas f(2,0945) =—0,000574591375;

o signal d'este resultado mostra que a raiz ¢ > 2,0945, e fica
entre 0s novos limites 2,0945 e 2,0946, dos quaes o segundo
& exterior.

Na approximaco seguinte leriamos

[12,0946)

DO s
2,0946 7/(2,0048)
devendo levar a divisio alté o oitavo algarismo da dizima, por
ser n=4. Continuando assim, Fourier em mais duas approxi-
macdes acha o valor da raiz com 32 algarismos exactos de
dizima.

Por este exemplo se v& que as operagdes mais trabalhosas
sio duas: as substituicdes de x por numeros compostos de
muitos algarismos, e as divisdes. Fourier simplificou uma e outra ;
a primeira, aproveitando em cada approximacdo o$ calculos r.Ia
approximagdo anterior, por um processo fundado na f6rmula de
Taylor; a segunda, considerando em cada divisio parcial sémente
08 algarismos do divisor indispensaveis para dar com exactiddo o
algarismo correspondente do quociente.

182, Méthodo de Horner.— Supponhamos que sdo conhecidos
dois limites, sufficientemente proximos, que comprehendem uma
raiz da proposta f(z)=0; sejam « e a + u estes limites, sendo
u uma unidade da ordem de a.

Transformemos a equagio pela relaclio y =2 —a; a transfor-
mada fj (y)=0 terd uma raiz entre 0 e u, Para a determinar
approximadamente, supprimimos os termos com as potencias
de y superiores & primeira; fica assim a equaglo incompleta

ky+1=0,

que dard para y um valor comprehendido entre o' e o/ + lu

0’
sendo ' de ordem decimal immediata a a.
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Transformando novamente a equacde fi(y) = 0 pela relagdo

: u
s—y—d, a equalo fy(s)=0 terh uma raiz entre 0 & o

determina-se approximadamente esta raiz, resolvendo a equagdo
que se obtém egualando a somma dos dois dltimos termos de
fa(z) a zero.

Continuando estas operagdes, levaremos a approximagio até
onde for necessario. Como cada algarismo & dado por uma
equacdo incompleta, pode acontecer que o valor assim obtido
esteja errado por excesso ou por defeito.

O primeiro caso serid indicado pela mudanga de signal do
termo conhecido da transformada seguinte. Com efleito, suppo-
nhamos &' errado por excesso; o valor de y estard entre 0 ¢ o

e nio entre 2 e a + 1—%: de modo que f; (0) e fi(«) terdo

signaes contrarios. Ora f;(0) é"o termo conhecido de fi (y)=0;
fi(¢) é o termo conhecido de [3(3)= /i (z+4a)=0: o que
justifica a proposicio enunciada. -

Se « for errado por defeito, a approximaglo seguinte o
mdicara, dando um numero maior de 9 unidades da classe
immediata. Se tivermos achado para «' 0,4 em vez de 0,5, a
transformada seguinte, que ha de dar o algarismo das centesimas,
determinard um numero maior que 9.

Appliquemos o méthodo & mesma equagio

B—22—-5-10.

A proposta tem uma raiz entre 2 ¢ 3; a transformada em x —2
resulta (n.° 86) do seguinte quadro dos coefficientes :

1 0 -2 -5

2..4 '3 2 —1
10

-
-
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eé
+6x2+10x—1=0,

com uma raiz comprehendida entre 0 e 1. Os dois tGltimos
termos dao

105—'1:07 -T'—ﬂ.l '
que indicara uma raiz da transformada, comprehendida entre
i

e l.
Formemos a nova transformada em z— 0,1 :

0
0,

{ gl o gorheat Ay

01...1 6,1 10,61 0,061 ;

por onde se vé, sem continuar a operagio, que o valor prece-
dente estd errado por excesso, visto que o termo conhecido 0,061
da transformada tem signal contrario ao do termo conhecido — 1
da equagdo precedente. Vejamos entdo se aquella raiz estard
entre 0,09 e 0,1; a transformada sera

| Y 10 -1

0,09...1 6,09 10,5481 —0,050671
i 6,18 11,1043
1 627

28-+6,272° + 11,10432 — 0,050671 =0 .
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0s dois altimos termos dao
50671
T= Titos300  00%
e a nova transformada em = — 0,004 serd

1 6,27 11,1043 —0,050671

0,005...1 6274 11,129396 — 0,006153416
1 6,278 11,154508
i 6,282

236,282 + 11,1545082 — 0,0061 53416=0 .

Os dois altimos termos dio

S 153516
_ 616386 o000

e a transformada em & — 0,0005 serd

1 6,282 11,154508 —0,006153416

0,0005... 1 6,282
1 6282 11,160790
1 6,282

a3 + 6,282 + 11,160792— 0,000574591 =0 ,

11,157649 —0,000574591 .

T S
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0.000574591
R ST = 0.0 . : -
donde = 11.16079 0,0000514. Reunindo finalmente
os resultados obtidos, acha-se para valor da raiz real da proposta
o numero 2,0945514, com 7 decimaes exactas.

183. Méthodo de Lagrange. — Lagrange obtém as raizes
positivas das equacdes em lorma de fracgio continua, pelo seguinte

processo.
1.° Supponhamos que a proposta fiz) =0 tem uma s6 raiz
entre dois inteiros consecutivos a e a+ 1; lacamos

A equagdo transformada terf s6 uma raiz maior que 1, e a
substituicdo de numeros inteiros mostrari que essa raiz fca
entre a; e a; + 1, ou
|
Ty =ay+—2:
1 R .'J.'&

e assim por deante.
2.° Se houver mais de uma raiz entre a e a-|- 1, suppo-
nhamos que chegamos a determinar um intervallo tal, que entre

PR AN T D BN E
o3 limites — e —— haja uma s6 raiz da proposta. Faremos
m m

y=maz, ¢ a transformada
[(y)=0

terf uma s6 raiz entre os inteiros k e k41, que determinare-
mos como no primeiro caso (Résolution des Equations numé-

riques).

184. Méthodo das partes proporeionaes. — Supponhamos que
a raiz ay da proposta f(x)= 0 esth separada entre os limites « e
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B>a; fazendo @y =« h e xy = £ —k, teremos

) = ) — M) + o )=

k‘.’
fiB) = Mlay) + kf' (1) + 5 (o) + - -

Suppondo h e k quantidades tio pequenas, que no seja neces-
sario conservar no célculo a 2." potencia d’estes numeros, nem
as suas potencias superinrs"s a 2.° teremos, por ser f(zy) =0,

flay=—nh{"(z) »  [(B) = k[ (1)
donde

f (_a_‘) ! J'f & —a
f & a1 —p :

Esta expressio serd lanto mais exacta, quanto mais proximos
forem os limites; d'ella se tira

o = A=), Bafie),
T R —1R fl)—[(#)
Representando por b este valor approximado de @y, tomamos
.agora para intervallo («b), ou (bf), e applicamos-lhe novamente a
mesma formula.

Por exemplo, seja a equagio

f(a)=2—4§2*~22 1 4=0,
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¢ procuremos a raiz comprehendida entre 4 e 5. Temos

== * 5 ([ : = -
i P
p=5, ()= 19 -
approximadamente. Depois
=4 , f(d)=—4& 0.
: fe) RIS Ly T

B=42, [(B)——0872 3,128

em terceiro logar
a=42 , f(a)=—0872 nry 0,05 0,872
B=4,25, [(f)= 0016626 ~ 0887625 '
ou x=4,2491; finalmente

—~ 42491 , [(x)=—0,00073667 ,
—425 , [(B)= 0015625

[
3

0,0009 < 0,00073667

o= 82001+~ eaeieT

= §,24914050 .

E assim por deante.
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CAPITULO VI

Raizes imaginarias.

185. Dada a equagio f{z)=0, de coefficientes reaes ou
imaginérios, a delerminacio das suas raizes imaginérias faz-se
depender do calculo das raizes reaes de outras equagdes de
coeflicientes reaes. Com effeito, se fizermos z =z + iy, sendo =
ey variaveis reaes, a proposta torna-se em

flz+iy)=fi (xy) +ifs (xy) =0 ,

onde fy(x,y) e fa(zy) sdo [unccdes de coefficientes reaes, O
module de [(z+ iy), ou a raiz quadrada de

[fi(@y)]* + [fa@y)]®

nio poderi ser zero sem que seja

(@) =0, [lry)=0;

portanto se a--bi [or uma raiz da proposta, estas equagdes
terdo a solu¢lio commum z=a, y=>0: e reciprut'.amenle.

Se x e y forem coordenadas reclangulares, as equacdes
fi(z.y) =0, fa(xy) =0 representam duas curvas; a e b sdo as
coordenadas de um ponlo commum a ambas ellas. A resolugio
da proposta equivale & determinagio de todos estes pontos

20
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communs, que por esle molivo se chamam ponlos raizes; cada

um d'elles define o imagindrio

correspondente a - bi.

186. Lemma.— Facamos, por brevidade,

fi(zy) =P,

¢ portanto

[z (z.y) =

[@)=P+iQ=0;

seja 9 = a--bi uma raiz d'esla equago e ¢ o ponto raiz corres-

pondente.

Descrevamos do ponlo ¢ como centro, € com o raio r, uma

r=a-1-rcosy ,

donde
s=0r+ iy =(a

Suppondo, em geral, que

- bi) -}

circnmlerencia que ndo passe por
nenhum ponto raiz da proposta ;
designemos por x e y as coorde-
nadas de um ponto m d’esta cir-
cumlerencia. As coordenadas
d’este ponto, relativamente a eixos
tirados por ¢ parallelamente ao
systema dado, seriam rcosg e
rsen 4, sendo g o angulo do raio
em com o eixo dos z; as coorde-
nadus do mesmo ponto relativa-
mente aos eixos propostos serlio

y=b-{rseng,

r(cos g iseng)

r(cosg-Liseny) .

o ponto raiz ¢ & de ordem p de
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multiplicidade, e desenvolvendo pela [érmula de Taylor, teremos

f(z)=[[z+r(cos g +isen )]
ﬁ‘(xu)

= r? (cos pg -1 sen pg)

- [cos(p+ 1)p-+isen(p+1)g] {p+(lzﬂ

Pondo, em geral,

k
,r (_l}l—-n Lusu,,-{-lsendg)

para todos os valores de k desde p alé n, teremos pela formula
de Moivre,

f(z) = ry v? [cos(py+a)) + isen(pp+ap)]
+ rpprrttcos[(p+ g + 2] Hisen (p+1)p+ i
+ ete,
=P+iQ .

Assim, leremos

P=r, 1P cos(py+ay) +rpparPticos[(p+ 1) + appa] +ete. ,
Q=ry r2sen (py -+ 2p) + 1?1 tsen[(p+ D)o + xppa]+ete.
E___r,.ms{pvp+mp)+rﬂ+1rrc:s[(pjl- Ne+appr]+--
Q rpsen(pptay) +rpprsen{(p+1)g+2pu]+-- '

e suppondo r tio pequeno, que o numerador e o denominador
enhum o signal dos seus primeiros termos, o signal do quociente
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serd 0o mesmo de

B

col (g +ay ) .

Posto isto, o angulo g varia desde 0 até 2=, quando o
ponto m descreve a circumlerencia; portanlo o angulo pg + «,
varia desde a, até 2p7+-a,, e este intervallo comprehende p
circumferencias. Ora ¢ sabido que num intervallo de 4 angulos
rectos a cotangente se annulla duas vezes passando de positiva a
negativa, e duas vezes se torna infinita passando de negativa a
positiva ; portanto em lodo aquelle intervallo a cotangente passa 2p
vezes de positiva a negativa, annullando-se. Notemos que em cada

P
ponto m o valor de ) ¢ determinado, visto que, por hypathese,

a circumferencia ndo passa por nenhum ponlo raiz: o que equi-
vale a suppor o seu raio menor que a distancia do ponto ¢ a
qualyuer outro ponto raiz da proposta. :

Logo: quando a variavel z descreve uma circumferencia ou
um conlorno fechado, sufficientemente pequeno em volta de um

ponto raiz do grau p de multiplicidade, o quocisnre%an_nuﬂa-se
2p vezes passando de posilivo a negalivo.

187, Theorema de Cauchy. — Tracemos no plano um con-
torno fechado, que ndo passe por nenhum ponto raiz da equaglio

[5)=P+iQ=0;

o theorema de Cauchy enuncia-se nos seguintes termos :
Percorrendo este contorno sempre no mesmo sentido, represen-

tando por k o numero de vezes que em uma revolugio inteira o
1]

quociente 0 se annulla, passando de positivo a negativo, e por k'

o numero de veses que elle se annulla, passando de negativo a
positive, a differenca 6 =k —k' ¢é equal ao dobro do numero de
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raizes eguaes ou deseguaes comprehendidas no interior do mesmo
contorno.

Em dois contornos taes como ACBA e ABDA podemos
supprimir a parte commum AB
e tomar o valor de & s6 para o
contorno exterior.

Com effeito, se o primeiro
contorno for percorrido de A
para C, aquella parte commum &
descripta no sentido de B para A,
emquanto que no outro contorno
o mesmo arco é descripto no sen-

ll
tido opposto. Se o quociente —

Q

passa um certo numero de vezes
de positivo para negativo quando
se procede de B para A, passa egual numero de vezes de negativo
para positivo quando se procede inversamente de A para B, e esta
parte ndio vira a influir na differenca §. O mesmo succedera com
as partes communs de maior numero de contornos, adjacentes
dois a dois.

Posto isto, dois casos temos a considerar, conforme o
contorno considerado ndo contém ponlos raizes ou vice-
versa.

{.° caso. Seja o contorno ACBD. Niio pode ser simultanea-
mente P=0 e Q =0, visto que este contorno nio passa por ne-
nhum ponto raiz; mas pode haver pontos em que uma das funcgdes
P ou Q se annulle isoladamente, Dividamos aquella drea em partes
taes, que cada uma ndo contenha no seu interior ou no seu con-
torno ponto algum em que seja P=0 ou ponlo algum em que
seja Q=0. No contorno parcial, onde nunca é P = 0, o quociente

ndo passa por zero e ¢ § =10, Nm]uullu em que nunca é Q=0,

o denominador ndo muda de signal e a fraccio s6 poderd mudar
de signal passando por zero; mas depois de ter percorrido todo
]

o contorno, a [rac¢do 0] torna ao seu primeiro valor, em gran-

s lek T i

.
*
o
b
L
!.:
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deza e signal. E portanto evidente que, se ella passou n vezes
de positiva a negativa, passou o mesmo numero de vezes de ne-
gativa a positiva e serd ainda §=0.

2.° caso. Supponhamos que o contorne contém uma raiz do
grau p de multiplicidade ; seja ABCD a érea dada e a o ponto raiz.
D’este ponto como centro descreva-se uma circumflerencia EFG
de raio tho pequeno quanto 'se
quizer. e tracemos os arcos DF
e BG; teremos assim tres con-
tornos, ABED, EFDCBGE e a
circumferencia. GFE. No pri-
meiro e no segundo é § =0,
pelo primeiro caso; no ultimo
é, pelo lemma, k=2p, k'=0,
3 = 2p. Assim o excesso 9 nos
tres contornos é 2p, e terd o
mesmo valor para o contorno
externo ABCD, que resulta da
reunido dos tres precedentes.

Se na firea fechada pelo contorno se conlivessem mais pontos
raizes, dividiriamos esse espaco em outros, com uma si raiz em
cada um. O theorema seria applicavel a cada um dos contornos
pnrriacs. e porlanto tambem ao tolal.

188 Separagdo das raizes fmﬂyt'mirr'us. — Consideremos, para
mais simplicidade, um contorno rectangular fechado por duas rectas
parallellas ao eixo dos y

AB © ... ‘(Twag) CD L (me=Ep),
e outras duas parallelas ao eixo dos «
AD ... (y=w), BC ... (y=w);

seja z=a+iy, iz)=P1iQ=0, P={) (zy), Q= fu(z ¥
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Para os lados BC e AD é y constante e = varia de zg a #y; se
ordenarmos P segundo as potencias decrescentes de y, aquella
funcgdo tera o signal do seu primeiro termo para valores de y
sufficientemente grandes. Logo para yo——o € yy= 1+ 0°
excesso 3 relativo aquelles lados BC e AD serd zero e s6 lemos
a caleular o excesso para os outros dois lados.

Para AB ¢
E =" fi (@ y)
Q fg (Zps y) ;

onde se fard variar y desde —oo até + o ; sefa &' o excesso
correspondente. Para CD ¢é

P fizny)

Q fazny '

variando y de 400 a — oo visto que o contorno & percorrido na
direcgdo ABCD ; o excesso para CD ¢é egual e de signal contrério
ao do mesmo lado percorrido em sentido opposto, e portanto, se
este & 35, o excesso total serh &' —J, = 2. Assim p. ¢ 0 numero
de raizes contidas no contorno ; se for u.— 1, a raiz estd separada
e a sua parte real fica comprehendida entre z, e @y ; se for <1,
tiraremos parallelas intermédias a AB e CD. alé obtermos a se-
paraglio das raizes que nllo liverem a mesma parte real.

Transportando as parallelas AB e CD ao infinito, determina-
riamos semelhantemente os limites que comprehendem o coeffi-
ciente de ¢ em cada raiz.

s —— e ST T

P
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CAPITULO VII.

Resolugio algébrica das equagdes do 3.° grau.

189. Nos capitulos precedentes occupamo-nos da resoluciio nu-
mérica das equacdes ; procuremos agora as f6rmulas da resolucio
algébrica, a qual, ndo & possivel, em geral, além do §.° grau,

Toda a equagdo do 3.° grau a uma incégnila pode reduzir-se
(m.° 87, 2.°) & forma

2 4pr+q=0.
Pondo 2 =y -z, obtém-se a equagdo transformada
@yz+p)(y+a-+y’+22+¢=0;

e como . se pode decompor na somma de dois numeros por in-
finitas maneiras, podemos ainda fazer

v-—3 0

o que reduzird a equagdo precedente a

Elevando ao cubo os dois membros de (i), esta egualdade
e a precedente mostram que y* e 3% sio as raizes ¢ e ¢’ da
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equagdo do 2.° grau
g s
Ly 27

& qual se da o nome de reduzida ou resolvente. Os valores de y
e 3 serdo dados finalmente pelas equagdes binomias

y —=0, #—0'=0,

as quaes dependem ambas da equaciio iinica u® — 1 =0, ou das
tres raizes cibicas da unidade, que designamos por 1, «, a®.
Ora as raizes da reduzida sio

52 \/_?i o
2'+‘ 4+27'

donde, extrahindo a raiz cibica a cada uma e sommando os re-
sultados, se deduz a fdrmula de Cardan

zﬂy-—%:\_/i: \/ \/" +”3 (48)

Para attender & multiplicidade de valores d'estes dois radicaes

s 3 ' A
citbicos, designemos por a e b os valores de V1’ e V1" correspon-
dentes ao valor 1 da raiz cabica da unidade ; teremos, em geral,

v’?=a, ua , o‘a,
VO b by el

Sommando cada valor de V' com todos os de V. 1’_'. obteem se
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nove valores; e assim parece que se enconlram nove. raizes
para a proposta do 3.° grau. Esta circumstancia provém de ha-
vermos triplicado o numero de raizes, elevando ao cubo ambos
os membros da equacdo (i) ; e esta mesma equacio servirh para
verificar quaes d'aquellas raizes conveem ou ndo ao problema,

aproveitando-se unicamente aquelles valores de y e z cujo pro-
ducto seja egual a — %

Suppondo reaes os coefficientes da equacio dada, os valores

8 3 = - = -
reaes @ e b de V'I' e V1’ satisfazem a condicdo indicada, bem
como >a e a2h, ou a¥a e 2ab, visto ser «? = 1. Teremos assim as
tres raizes

zy=a+b, m=aatba?, zyg=aa*+ba. (i1)
As outras combinagdes dos valores de y e 5 ddo as raizes

#y=a+ba, 2y—actb, z'3=ad|be?

da equacdo
z3f paz+-¢=0;

ou as raizes
z'y=a+bat, 2'9—aa®+tbd, z'y=aatba

da equacio
23 +-palz4-¢=0 .

Este méthodo é geral; no n.° seguinte se considerard par-
ticularmente o caso de serem reaes os coefficientes p e gq.

190. As raizes da reduzida serio reaes, eguaes ou imagi-
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: : Pagigh
nirias, conforme a quantidade R - 1—+§?
ou negativa.

1.° caso: R > 0. Tomemos por a e b, como anteriormenle, 0s
valores arithméticos de V' e V"; fazendo a + b=3s, a—b=d,
e notando que ¢

for positiva, zero

1 e i —a
SR = e— ‘—"1| ?--'——— S —— »
a 3 G ¥ V. 3, a 3 1—v—=3)
as formulas (ii) dardio a raiz real x;=s e as duas imagindrias
1 b

2° caso: R=0. Serd ('={(", a=0b, s=2a, d=0; a pro-
posta tem todas as raizes reaes, sendo uma 27/t e as outras

duas eguaes com o valor commum —a=— VY.

5.% caso: R<0. As [ormulas (i7) deixam suppdr que todas as
raizes serdio imaginarias, o que nio pode ter logar (n.° 105, 1.°);
pelo contrério, deve presumir-se que esta circumstancia corres-
pondera ao caso de serem reaes e deseguaes as tres raizes da
proposta, inico que falta reconhecer. Nio podem ser todas reaes
e eguaes sem que seja p= 0 e ¢ =0, porque a segunda derivada
da proposta, egualada a zero, tem a raiz dnica z=0. g

Ora as raizes da reduzida sdo conjugadas ; os valores y = Ve,

z=<’/ﬁ sio imaginarios, mas o seu producto yz = — 3P é real:

portanto y e 5 devem ser tambem conjugados. Se tomarmos para
y os valores

ag 4BV —1, (m+uV =1z, (a+by —1)at,
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os de z seriio da f6rma

a,—b 'r‘(;—_i- v (ag—by Vzu—_l}&. (ag—by Iv":T_]u* .
onde &y é differente de zero. Daqui resulta

gy=ay+bV—1+a;—byvV—1-2q,
.1‘1—(ﬂ:—:f‘b]\'/-.—_:l)a-‘:'(ﬂ;--hl/——_l)diz—m-—bﬂfg,

z3= (0 + b V=D + (a1 — bV 1)z =—ar + b V3 ,

por ser

atat=—1, ot—a=¢y_38,

As raizes s3o pois reaes e deseguaes; mas a [6rmula de Cardan
nao & propria para as caleular, por vir complicada com imagina-
rios. Esta difficuldade esta ainda sem soluciio, e por isso se chamou
a este caso irreductivel.

191, Caso irreductivel.—Para calcular as raizes, convém neste
caso recorrer a uma transformagio-trigonométrica,
Por hypéthese, ¢ agora

S
ik i &0,
B i

e portanto p < 0; fazendo

= —ksen'yp ,

hﬂrﬂ
=1

g .
TR =kcosg , T +
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serd
k=\/—— )y COBQp=—

Com estes valores a- [6rmula de Cardan torna-se em

ﬁl-ﬂ

x—Vk(cosp+iseny)+ Vk(cosy —iseng) ;
ou, desenvolvendo o radical (n.” 63, 2.°)

== Eﬂ-.— cos __+;!.m= "

Fazendo n=0, 1, 2, veem as raizes

zy—2Vk cns—?‘;- ;

—ovk cns(

3+IZI}>

= Ef‘(; cos (; + 210“) 5

Estes valores sio reaes e calculaveis por logarithmos.

192. Quando se conhece a raiz z;, podemos obter muito facil-
mente as outras duas, traduzindo a formula (39) em funcgio da
raiz conhecida e dos coefficientes da proposta.

Rl
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Com effeito, ¢ =z, e por definicio d=y—z. Ora, sendo

y—s y+s3

L g&+‘£_P’

teremos

—2pry
y—s 3ay 5
donde se tira :
L
3.r|‘./l“l-w— 27
y SRR e d .

2p.ei + 3y

Portanto as Ires raizes serdo rp =5 e

“E_'T'“ 2pay + 3q
1 V27qt+ 4p? —
e P WU i i A8
2 2pxy + 3¢

e como a equacio do 3.° grau tem sempre uma raiz real, depois
d’ella determinada a f6rmula precedente daré as outras duas, quer
ellas sejam reaes quer sejam imagindrias.
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Exercicios.

77. 3} 62— T7=0. Raizes: z=1{, a:=—%-{i—_t—:w‘_33,

78,3 — 3y + 12y — & == 0. Raizes : y = 0,362165, y = 1,318918
+ 1,761176 y/— 3.

20. @ — Je— 18— 0. Raizes : 2 =3, 2= — = 3+ V= 1)

80. = — 37z -} 54 =0, Raizes: z=—06, =3, 2=3.
81. 2® — 3z 1 = 0. Raizes: 2 cos 40°, —2 cos 20°, 2 cos 80°,

CAPITULO VIIIL,

Resolucdo algébrica das equagdes do 4.° grau.

193. Para resclver a equacdo do 4.° grau ha um méthodo
muito simples, chamado de Descartes, que se funda, como os
méthodos de Ley e Clebsh, na transformacio do 1.° membro
em um producto de dois factores trinomios do 2.° grau. Fran-
coeur propoz um processo anilogo ao que Hudde deu para as
equagdes do 3.° grau, exposto no capitulo precedente; o méthodo
de Francoeur consisle no seguinte.

Demos & proposta a forma

et +pa*+qrtr=0;
fazendo = =y 1 z, vem

yi+ (62 +-p)y*+ (b + pa*+qztr)
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Pela condigao

y=—a-L_1 0

annullam-se os dois ultimos termos da transformada: e elimi-
nando y?, esla equagdo torna-se em

1 1 1
6 ' — (p?— 4§ ‘..'ﬂ.____ . .
3 +—2pz + lﬁ(p r) {uq 0

Nesta iltima equagio s6 ha potencias pares da incognita; de

modo que, pondo 2= — (, ella pode tornar-se em

i
3 4-2pP - (pr—dr)t—qt =0
que & do 3.° grau e se chama neste caso a reduzida. Re-

; s
présentando uma das suas raizes por ¢, teremos z= 1 —//;
e este valor posto em (i) e em 2~ y+ 5 dara B

= i © 2q
& i P bz
z ytgv"!’, y 4( [ Epi!/t_")'

Finalmente eliminando y e attendendo & correspondencia dos si-
gnaes, temos as [6rmulas

.‘L‘—"' V‘l _2\/‘—1 _EP"_V(E

V’t'i 2‘/—1 -—ﬂp—k‘f“
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Se em vez da raiz £ da reduzida nos livessemos servido de
qualquer das outras duas (" ou (', obteriamos os mesmos valo-
res para x. Com effeito, de

PO+ " =—0p, Pl gt

tira-se

—v—Zp=t i,

As raizes t', (", 1" sdo independentes do signal de ¢, porque na
reduzida sb entra o quadrado d'este coefficiente: na dltima das
expressdes precedentes usaremos do radical com o signal + ou
—, conforme ¢ for positivo ou negativo. Assim, para q positivo, as
férmulas anteriores tornam-se em

; B \/_!m e Dhae

2 T ) | [ i il

x 2&"':_ 7 A 2&":: ;
1 - \/i— A

&= ""'ﬁ‘/‘i _El "}Il ‘r';év.! i

ou antes
i ¢ R
o= (Vi = V05V,

o ’
85 (- V2V 2= Vi)

Para g negativo serd do mesmo modo

4|
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Em qualquer dos casos as formulas sdo symétricas em (', &' e ¢,
e dio os mesmos quatro valores quando uma d'estas quantidades
se muda na outra e reciprocamente. Se os coefficientes da pro-
posta forem reaes, a reduzida tem uma raiz real positiva; para
commodidade dos célculos, serd esta raiz que poremos por ¢' nas
formulas precedentes.

194. Supponhamos reaes os coefficienles p, g, r. Se a redu-
zida tiver tres raizes reaes, o.seu producto ¢ ¢ ¢/ =q* é posi-
livo; portanto estas raizes haio de ser todas positivas, ou uma po-
sitiva e duas negativas. As [6rmulas mostram que as raizes da
proposta sio todas reaes no primeiro caso e imaginirias no se-
gundo. Neste dltimo caso pode ainda ser que as duas raizes
negativas da reduzida sejam eguaes, ou (" =" entio numa das
formulas os imaginérios destroem-se dois a dois, e a proposta tera
duas raizes reaes e eguaes e duas imaginarias.

Logo: Quando a redusida se encontra no caso irreductivel a
proposta lem qualro raizes reaes, ou quatro imagindrias, ou duas
eguaes e duas imagindrias.

Se a reduzida tiver s6 uma raiz real ¢, essa raiz é positiva

por ser negalivo o {ltimo termo d’aquella equagiio; e V' é real.
Designando (" e (" por m - u V—1, ser

(VO %= Vi) = 2m = 2V mE+ n?

por onde se vé que aquelle quadrado tem dois valores, um posi-
tivo e outro negativo. Extrahindo a raiz quadrada, Vi’ == V"
tem, por um lado, um valor real da forma Va, ¢ por outro lado

um valor imaginirio da forma V' —b.
Logo: Se a redusida tiver sémenle uma raiz real, esta_serd
positiva e a proposta lerd duas raizes reaes e duas imagindrias.
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CAPITULO IX.

Impossibilidade da resolugdo algébrica
alem do 4.° grau.

193. Como ja dissemos, resolver algébricamente a equaglo
f(@) =0 & formar uma funcgiio algébrica dos coeflicientes de f(z),
que substituida por x satisfaga immediatamente aquella equagio.
Dadas as variaveis independentes

Ty o XYy .04 &y

e uma funcgio d'ellas que representamos por v, diz-se que esta
funcglo ¢ algébrica quando podemos exprimir v em zy, g, . .
por meio das operagdes seguintes, repetidas um numero finito de
vezes: 1.° addiio (ou subtracgde): 2.° multiplicagio (ou eleva-
¢lio a potencias); 3.° divisho; $.° extracgdo de raizes. Nesta dl-
tima consideraremos s6 os radicaes de indice primo, de que os
outros veem sempre a depender.

A funcgdo v, formada por meio das duas primeiras operacdes
sémente, chama-se racional e inteira ou simplesmente inleira. A
sua forma mais geral reduz se sempre a uma somma de termos
como

r. I
k.'c,:r%....

sendo k uma constante e r, s, ... numeros inteiros e posi-
tivos,
Se pa formagdio de v intervier lambem a divisdo, a funcglo

ks B TS el B R

o S e AT T R, SV
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& somente racional ¢ o seu’ typo é

'blf.1‘|..:l‘!, & .‘I‘.'.)

B @y, X2y 0 6 - Tn)

sendo ¢ e  funcgdes inteiras.

Finalmente a funcgdo algébrica, em geral, envolve tambem
extracciio de raizes. Se representarmos por vy, vy, ... funcgdes
racionaes de zy, 3, ..., por r, s, ... NUMeros primos, e por
[ uma func¢do racional de x4, a'g, ... ede Vv,, Vvg, . .. afun-
ccho algébrica

w=f(.t1....|'v/ﬁl.|'!'rrg....}

diz-se de 1.% ordem. Do mesmo modo, se v'y, v’y ... sdo fun-
cedes de primeira ordem e #/, §, ... numeros primos, a funcglo

wl=f(#1. Ty« Vt.'.t, V,l)!. e ;"”l}‘jl. 'I./'B'-!, v

diz-se de 2." ordem. Em geral, representando por vy, vy, ...
funcgdes algébricas de ordem p— 1; por r, s, ... numeros pri-
mos; por ty, &3, ... funcedes da mesma ordem que vy ou de
ordem menos elevada; e por [ uma funcgdo racional,

W =f(."]. g, o {‘,f'jy V;.'g, “n )

¢ de ordem p. Suppomos 0s radicaes V'vy, ¥vg ... reduzidos ao
menor numero q; e assim diremos que a funccio W, de ordem

p. ¢ tambem de grau q.

196. Estabelecidas as defini¢des do n.° anterior, seja

fZ)=2*+pz*—'+ppa*2+.- +ps2+pi=0
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uma uqum;an inteira de grau n; representemos por £y, T3, . .. Ty
as suas raizes e supponhamos ?{Ii.le ellas podem ser expres&as por
uma funcgdo algébrica dos coefficientes de f(z),

=9 (P Pas - Vo, )0 ()

Se substituirmos nesta formula
p=—ntnt +z), p=Eatnasat-), e

a funcglo 9 fica dependente s6 das raizes; e como ella deve re-
produzir identicamente xy, x3, . .., 0s radicaes que entram em
@ devem extrahir-se exactamente. Por exemplo, substituindo p
por —(xy+x3) e q por x; &3 na formula que da as raizes da
equagio z* + px + q=0, viria

.t|+:x:g \'/[.1;1+:r 3
" — T Xy

POL s O \/k-‘ﬂi —a3)
T Vet 4

_nto X (@ —2)
3 .

ou ni_nda

Portanto os radicaes de ¢ serio funcgdes racionaes das
raizes; mas ndo symélricas, aligs deixariam de ser radicaes e
seriam - funcgoes racionaes dos coefficientes. Supponhamos que
o primeiro radical que se encontra em ¢ é V'vy, sendo vy funcgao !
racional dos coefficientes, isto é, func¢lio symétrica das raizes;
representemos esse radical por y, d'onde . :

yr='ﬂ| .
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Como y nio é funcciio symétrica das raizes, o seu valor mudara
com a troca de duas d'ellas pelo menos; e esses valores serdo
dados pela equagdo precedente, onde o 2.° membro é invariavel
para qualquer d'estas permutagdes. Designemos por

T?{:J'I..Tg,ﬂ"ﬂ ‘e A-'I"HJ

um valor de y; outro qualquer, como = (z3, ), 23 . . . Z,) que re-
sulta da permutagio das raizes xy e xy, obtém-se multiplicando
o primeiro por uma raiz primitiva « da equaglo

g'—1=0:

e teremos

=(Zy, 23,23, . .) =% [Ty Ty X3 . .) .

Ora esta relagdo identica subsiste quando se permutam as raizes
xy e xq; logo

= (24, &) X3 . ) =% Ty, T2, Xg. . .) »
ou, multiplicando membro a membro e simplificando,

al=1, a=—1,

D’esta expressio resulta r=2; logo, o primeiro radical da
férmula serd um radical quadrado. A funcgdo y tem dois va-
lores eguaes e de signaes contrérios, e nio ¢ symétrica: mas é
inalteravel para qualquer numero par de permutacdes de duas
raizes, e portanto para qualquer permutagdo circular d'um nu-
mero impar de raizes.

Este primeiro radical pode combinar-se depois com coeffi-
cientes da equagiio, ou com radicaes da mesma espécie, ou com
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outro radical de indice mais elevado. Nos dois primeiros casos
teriamos funccdes da mesma nalureza de y e chegariamos aos
mesmos resultados; se a formula se limitasse a estas duas com-
binagdes, quando nella substituissemos os coefficientes pelas raizes
teriamos para cada uma d’estas uma identidade

zl—-{;(a',,xg..rs...:] . (l.l’)

Se a proposta for do 2.° grau, isto &, se houver duas raizes
xy e &3, esta relagio & possivel porque

oy = (@), 23) , 23=1 (@2 71)

teem valores differentes. Se houver mais de duas raizes, tres pelo
menos, a identidade ndo pode ter logar, porque o 2.° membro
de (it) ndo se altera por uma permutacdo circular de tres raizes
e o primeiro muda necessariamente de valor; logo neste caso
haverd em (i) outro radical. Supponhamos que esse radical ¢
EE V;;

A func¢lo vg niio & j& symétrica, mas & invariavel para per-
mutagdes circulares d'um numero impar de raizes, como acaba-
mos de ver. A funccdo 3 nlio é invariavel para estas permulagdes,
mas o seu valor serd dado sempre pela equagiio

=10y
se um d’esses valores [Or
ﬂ.(.‘r.]..ifg..'l'a.. . .) »

outro, proveniente d'uma permutago circular de tres raizes

% (g g @y v - ) e




328 LIGIES DE ALGEBRA.

obtem-se multiplicando o primeiro por uma raiz primitiva « da
equagio

e serd

%

% (29, 23, 21,. . . )=an (2, 23, 23,. . B

Nesta relagio identica podemos permutar as raizes de qualquer
maneira e assim leremos successivamente

::(xg.ml,xi.‘ vo) = a®(Tg, T3 Bp0e.:)
)=

:(:Ilwi'l'r;h-- El{.fs.l‘l,&'}!,.,,);

multiplicando as tres ltimas egualdades membro a membro e
simplificando, vem

=1,

d'onde s=3. Logo, o sequndo radical de (i) serd um radical
ctibico,

Os tres valores differentes de z serdo s, 2z, «%: se houver
mais de quatro raizes, isto é, se a proposta for de grau supe-
rior a0 4.° poderemos effectuar permutacdes circulares de cinco
letras na identidade z%—v; e a funcgio vy conserva o mesmo
valor. Quanto a z, 86 podera succeder uma de duas cousas: ou
se conserva invariavel, ou toma successivamente aquelles tres va-
lores z, az, ais.

Neste dltimo caso poderiamios escrever a identidade

® (&g, 2y, Ty, Ty, 24, By . . ) = 2w (24, 2y, X3, Ty, Ty, Ty . . .)
e depois successivamente

= (@, &y, 25, T, Dy, T, . ) =ax (31,-1‘3-3(1355u’*-'n¢a-- o)
% (@4 T X, Ty, T3y Ty - . ) = 0 (29, 2y T5, T, Ty, Ty .)
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fazendo sempre permutagdes circulares das cinco primeiras letras;
& quinta obteriamps no primeiro membro os indices na ordem
natural. Multiplicando-as todas membro a membro e simphficando,
acharemos

a¥=1;

mas, como ¢ tambem «%=1, seria =1, que é a dnica raiz
commum a estas equagdes: o que nio pode ter logar.

No primeiro caso z, invariavel para permutacdes circulares
de 5 raizes, seria tambem invariavel para permutacdes circulares
de 3. Com effeito, consideremos um valor de z,

—'r. . M I -
& =TTy, Tf, Ty, Ty, T3y Tgy - - ) '

como z é invariavel para permutagdes de cinco letras, podemos
substituir respectivamente

5!7313'-‘3, mﬂ.'llrli I.l
por
Ty, Ty, Ty, Ty Ty

e achamos

':(:Fal Ty, Ty, 1y T T« - ) =z{‘T!l‘rﬂHr'l 2y Ty Ty« - -} H
. 4

mas ¢ tambem
T (m.l'xii &y Ty L3y Tgs - - ') Gz(l‘ril T3y T3y Efjy Thiy Ty - « -) :
logo teriamos

= (zq, T3, T1y By Thy T« - - ) =% (X1, T8, T3y Tts T5s Tgip» -+ +) »

IETERR T e

s — -

oy i B o




330 LIGDES DE ALGEBRA.

isto é, = invariavel para permutacdes circulares de tres raizes,
contra a hyp6these. Portanto a formula de resolugio com radi-
caes s6 ¢ possivel para equagdes de grau inferior ao 5.°.

Na resolugio algébrica das equacgdes do 3.° e do 4.° grau
tivemos occasido de verificar o apparecimento dos dois radicaes,
quadrado e cibico, na ordem que deixamos apontada.




v

Restos de Sturm. Formas.







RESTOS DE STURM. FORMAS.

CAPITULO 1.
Restos de Sturm.

.197. Os restos de Sturm sdo definidos (n.° 115) pela relaglio
Rp—s =Ry . Qpp1— Ry
e considerando-os, desde o primeiro, as egualdades
[(®)=Qf () =Ry, [(x)=0:R;—Ry, Ry=0Q3Re—Rg, etc.
dariam successivamente

Ri=Qif (2)—f(x), Re=(Q1Q:—1)[ (z) —Qsf (),
Ry=Q3(QiQa— 1) /() — QaQsf (2) — Q[ (z) + [ ()
= (Q10:Q3— Q1 —Qs) /' (#) = (QQs — 1) [ () ,

ete.
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Em geral, teremos para qualquer resto

Ry= A/l (z)- Bf(2) , (8)

sendo A e B [uncgdes inteiras de x, de graus p e p—1, porque
os quocientes Q sao do 1.° grau.

Esta propriedade pode servir para calcular os restos de Sturm.
Com effeito, para p= 1, por exemplo, faremos

Ry = (az+ b) f (a) — [ (&),

com os coefficientes desconhecidos a e b. Como Ry ¢ de grau
n—2 e o 2. membro d’esta desegualdade é de grau m, os coe-
Micientes de a" e z"—! devem ser nullos; e teremos assim duas
equacdes para determinar a e b.

Em geral calcularemos qualquer resto R, por meio da iden-
tidade (i), empregando o seguinte processo. Os polynomios A e
B, teem respectivamente p+ 1 e p termos, com egual numero
de coefficientes desconhecidos. Por outra parte, o 1.° membro
de (i) & do graun—p+1 e o 2.° membro do grau n +p—1;
por onde se v& que devemos egualar a zero os coefficientes das
potencias n—p, n—p+1,...n+p—1 de # em Af (z)—Bf (x).
Teremos assim 2p equagdes de condigio, lineares e homogéneas,
entre as 2p+ 1 constantes arbitririas que entram em A e B; e
como podemos sempre dividir por uma d’ellas, resultam 2p arbi-
trarias, que ficardo inteiramente determinadas por aquellas equa-
goes. Pondo os valores assim obtidos nos outros termos do segundo
membro de (i), acharemos um valor inico para R,.

Seja, por exemplo, a equagio '

[(z)=ab—2l+ad 32t B2—1 =0,
donde se tira

[ (®)=5a'— 823+ 32— 62+ 5 ;
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- e e e s e e

teriamos a primeira identidade

Ry = (az+B) (8! — 82° + 3t — 62+ 5)
(28— Qaeh 23 — Ja + B —1) .

Como o 1.° membro d'esta expressdo é do 3.° grau e o 2.° membro
& do 5.°, faremos as reduccdes e egualaremos depois a zero os
coefficientes de 2% e x%. Acham-se as equagdes

Ba—1=0, —8a+8b+2=0,

2
donde se tira a = -;-, b=---2§. Pondo estes valores nos outros

termos do 2.° membro d’aquella identidade, teriamos

R;=(3a—8b— 1) 2%+ (36— 6a+ 3) a*
+(8a— 6b—5) x4 5b 1

gt 08 Wt g R
=ERER L o Sl H o S
5% Tag® 3% T ap’

‘ou, desembaragando de denominadores,
Ry — 623+ 3922 — 88z + 15 ,

como daria directamente a divisio de f{z) por [’ (z), depois de
se mudar o signal do resto.
Continuando, faremos

Ry = (ax?+bx +-¢) (Ba* — Ba® + 3a? — 6 - B)
—(dx+e) (@8 —20t {23 —30*+ Br'—1)
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e como o 1." membro ¢é do 2.° grau e o 2.° membro é do 6.°,
cgunalaremos a zero os coefficientes de 2%, 25, 24 e o9, depois de
feitas as reducgdes. E evidente que as quatro equagdes de condiglo
sio lineares e homogéneas relativamente as cinco constantes a,
b, e,d, e; dividindo por uma d’ellas, por d por exemplo, ou, o que
vale 0 mesmo, lazendo d = 1, teremos

da—1=0, —8a}B8b—e}2=0,
3a—-8b-4-8c42e—1—-0,
—6a+3b—8c—e3=0:

donde se lira

| Yoy 17 3 81
ﬂ='B-, b__i_']" c='5'l d=‘ '. ei—,—-—l-—o a

Os outros termos dao

Ry = (Ba—6b+3c+ 3e—5) a? + (5b—6c—Se + 1)z
+ (5c+e) = — 16322 -+ 2942 — 51 ,

depois de desembaragar de denominadores. O calculo directo daria
— 1222522 | 220502 — 3825 ;

e dividindo por 75, reche-se na expressdo achada para Rs.

198. Entre os polynomios A e B existe uma relagdo impor-
tante. Demos a A e B indices correspondentes aos restos R; das
identidades

Of (@) —f(2) = A1/ (2) — Byf (2)
(@1 Q2 — 1) (@) — Quf (a) = Asf () — Byf ()
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lira-se

=0 Bi=1, As=Qii—1, By=Qu,

e portanto -
A B:—A; By=1.

Vamos ver que esta relago ¢ geral e

Ay Bp+l —Appi By =1,

para qualquer valor de p.
Com effeito, segundo a notaciio ndoplada,

Rpp1=Appr f (0)—Bppi f(@) =R, . O,H.a— R—i
= Qua[A; [' () — B, [ ()] — [Ap—1 [ (2)—Bp—i f (2)] -

Egualando os coefficientes de [(z) e os de [ (z), da identidade
precedente resulta

Apr1=0Qp11 Ap —Ap—1, Bop1=Qu1 B, —Byy ;

multiplicando estas egualdadﬂs respeclivamente por B, e A, e
subtrahindo, vem

Ap By —Ap1By=A, 1B, — A, By

Estas differencas sio, pois, constantes e independentes de p; mas
¢ Ay By —Ag By =1, logo serd tambhem

ApBppi—App i By=1, (50)

Pelo que fica dito, qualquer fancgdo inteira que possa redu-
22

e e e |

L T MR e
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zir-se & forma A [ (x)— B [(x), sendo os polynomios-A e B con-
venientemente escolhidos, ndo poderd distinguir-se de um resto
de Sturm senlio por um factor constante. <

199. Restos de Sturm em [uncgdo das raizes. Supponhamos
que na proposta f(x)=0, de grau n, o coefficiente do 1.° termo
¢ a unidade e ay,as,...a, sdo as raizes; as expressdes

[l@)= (z—ay) (x—aq)...(@—a.),
f($)=’§($""ﬂg) (-'l'—ﬂa}...(i‘:—ﬂu:],
Ty=3(ay—02)*(@—ay).. .(v—a,),

Ta= 2(0'1 —ﬂ;)'(m —da)!(ﬂi— a;;}’(m— a‘) ek -(.'I'—ﬂ. )‘
To= (ay—ag)* (a1~ a3)*. . . (au—1 —a,)?

chamam-se funccies de Sylvester. As duas primeiras slo a proposta
¢ a sua derivada; a somma Ty compde-se dos termos que se obteem,
substituindo cada grupo de dois factores lineares pelo quadrado
da differenca das raizes correspondentes; a somma Tg compde-se
dos termos que se formam, substituindo cada grupo de tres fa-
clores lineares pelo producto dos quadrados das differencas dis-
linctas das raizes correspondentes, tomadas duas a duas; final-
mente T, é o producto dos quadrados das diflerencas das raizes.
Todas estas funcgoes podem reduzir-se & forma

A/ @) =B f@) (i)
como os restos de Sturm. Com efleito, seja, por exemplo,
Ty= X (a, — as)® (ay —ag)® (az —ag)* (:c—-a,)q. (=) ;
fazendo x = ay, a expressio (ii) reduz-se a

A’ (a4 '—ﬂg) (ﬂ’ —da) ‘. 0(“1 _'ﬂn} "
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porque ¢ f(ay)=0 e f'(a;) reduz-se ao termo que niio lem z— ay
_por factor. Por outra parte, Ty torna-se em

(o — 0y (ay —ag)? (ag—ag)? (0. —ay). . (@ —a3), (3)

que ¢ a mesma expressio precedente, fazendo
Al=%X (ﬂg — Gs}i {:ﬂl - ﬂ!} (ﬂi - aa) H
teremos assim, pondo novamente x em vez de ay,

A'=X l:dlg—-— ll:;:l‘i (.T—ﬂg) (;‘l:--—ag} ¥
ou anles
A'=%(a)— a9)* (x—ay) (x—ag) .

visto que o £ se estende a todas as combinagdes possiveis das
raizes da proposta, duas a duas.

Com esta expressio, A’ [ (z) tomard o mesmo valor que Ty
para &=y, ag. . .ay; fazendo B'=ax+ b e pondo

Ty=A'f (@) —(ax + b) [ (x) .

esta egualdade serd lambem satisfeita com z = ay, as, . . .4, al-
tendendo a que [(z) se annulla para todos estes valores. Se além
d'isto fizermos successivamente x egual a dois valores determi-
nados quaesquer, xy e 73, teremos duas relagdes para determinar
a e b; mas entio aquella equagdo, de grau n+ 1, ¢ satisleita por
n + 2 valores da incignita, e ¢ uma identidade (n.® 77). Logo,
T; pode tomar a forma A'f' (z)— B' f(=).

Pelo mesimo processo se mostraria que qualquer funccio T,
pode tomar aquella forma, pondo por A" uma somma de termos
compostos de p— 1 factores lineares multiplicados pelos quadra-
dos das dilferencas das raizes correspondentes. e por B’ um po-
lynomio de grau p—2.

]
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D’este modo as funcgdes de Sylvester ndo podem distinguir-se
dos restos de Sturm sendio por algum factor constante; fagamos

T;-_-' 5‘1 R|, T;-— fa‘a Rs, T| = f;] Ra. ele.
Considerando em primeiro logar a identidade

Ta = AL [ (@) — B, [ (x) = ke [Qif (2) = ()]
serd

| ST o ] ] i L
Ay=E(z—m) e B, = const.

Ora Ty &’de grau n—2; o termo mais elevado de AS () &

na < na"—1 —n?z" e o de [(x) & 2. Para que estes termos se
reduzam, deverd ser B, —n®; por outra parle, aquella identidade

mostra que & B, = kg, logo serd ky = n? '
Para determinar os factores da férma kp, notemos que os

polynomios A e B dos restos de Sturm satisfazem & relaclio
(50); multiplicando-a por k, k1, vem

kip Ap > bipt-a Bpgy — hy g1 Ap g1 > by By =k g,
isto 6

A8 —A B = k.

Mas, por outra parte, temos

Ty A/ [ (@)= B [(2) Trti=A, . (@B, [@):
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donde resulta
A;_]__,Tp— A;T p-l-iﬁl:A;B;-{-l_B;lA;}-{-l)ﬂx}gkpkp _I_lﬁ;;a) ¥

0 2. membro d'esta identidade é do grau n em z; no

1.° membro a parte A’TP_H é de grau p—1+n—p—A1

=n—2, e a outra parte AH-iTp é de grau p+n—p=n. Facamos

ll=z(df_"di]' '

t3=3(ay—as)*(ay—az)*(ag—ay)* ,
ty—2(ay—ag)*(ay—ag)¥(a—ay)’ (ay—ag)® (ag—ay)*(ag—ay)* ,
elc. ;

o coefficiente da mais alta potencid de z em A;H_l ¢ em TP. se-

gundo a forma que suppomos a estas funcgdes, & ¢,; e pela
identidade precedente sera

i_'
o kp kp-l—l 3
Pondo nesta relagiio p—2, 3, 4,.. vem

l:r-kgks. l:=f-'3h- li=hk5- ele. ;

mas & kg = n®, logo

;o n i Loy
ka::_i'l k.[; g k]z "!—!" ] etc
f ly nly
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Porlanlo as fuucqu.’res de Sylvester slo os restos de Sturm
multiplicados por constantes posll‘.nns, que ndo influem nos
signaes ; os coefficientes dos seus primeiros termos siio

I, g:0, iy,

e se nelles houver v variagdes, a a proposta fiz) = 0 terd 2v raizes
imaginérias.

200. Os menores do determinante symétrico de ordem n

A=layn+& ap T
asy dg+x .. aay,
| @ny 2 v Qup1-& |

teem as mesmas propriedades fundamentaes que as funcgdes de
Sturm; e as raizes da equacdo A =0 sio todas reaes, como
vamos ver. :

1.° No desenvolvimento do determinante A emprega-se
com vantagem a férmula (n.® 34)

A=A ai; —3Bpaia .

Fagamos i=n e designemos por B o menor relativo ao
altimo elemento ay, ; serd

A = Ba,, — EBpr np Onf »

dando a p e a ¢ todos os valores 1, 2,3,. . n—1 e combinando
successivamente cada valor de p com todos os valores de t.
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——— e — e SRR e

Posto isto, para valores eguaes de p e f, como p={=p por
exemplo, o X da expressdo precedente di um termo -

2
Byt

Para p=p e t=o, € depois para p=0 e t=p, 0 sommatorio
d& os termos

Bpu Gpp Qng » Bcp. Ong Gy 3

ou, por ser By, = Bsy e sommando,

2BP' aﬂl‘l an' -
Podemos, portanto, fazer

2
A= Ban.u =5 }'Bp,y, aﬁ[l- —22 Bpll as}‘ O ?

Para usar d'esta formula convém calcular separadamente 0
menor B de A e os menores By, e B,, de B: em po estam
cumprehendidas todas as combinagdes distinctas que se podem
fazer com os numeros 1, 2, ..n— 1, tomados 2 a 2.

Se na dltima [6rmula for B=0, o 2.° membro reduz-se a

dois termos; e, além d'isso, o determinante symétrico & expresso -

por um quadrado, como veremos no exemplo seguinte.
Seja o determinante

Ag=|ayn ag M3 T
a3 G G Ty
agy ag a3 X3

b | Ira I3 &y

= s i
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que desenvolveremos pelos elementos da viltima linha e da iiltima
columna, attendendo & relagio ay = a,; . Supponhamos que é

B=lan an ap|=0;
lagy  asm  ay
lagy agp ag
vird

2 2 :
Ai=—By, & —By,z, — By,

— 2B zyaxy — 2By xq — 2Bag rexy .

Ora (n.° 48, cor.), ¢

B B By
By Ba By '
nllzn!g;!}m‘
By By By’

By _Bas By
Byy - Bgs By’

donde, por ser Bj, — By, resulta primeiro que Byy, Bas, By
* leem o mesmo signal, e depois que

Bia=VBiBa, Biy—VBBy, By—y B: By
Por esta forma se vé que a expressio de Ay se torna em

Aj=—(x P’B{; +x; 'p‘rlli_;_. + 74 I;ﬂ;;i;_)! -




WESTOS DR STURM. FORMAS, 345

se os menorcs Byy, Bia, Byy forem positivos; e do mesmo modo
~se veria que aquella expressio é um quadrado positivo quando
0s mesmos menores siio negalivos. Aos radicaes que entram nas

expressdes de Bz, Big e Bag daremos o signal que for indicado
pe as relacdes donde foram tirados; por ellas se v& que
os signaes ficam determinados logo que s3o conhecidos os
que conveem aos menores relativos aos elementos de uma
hinha.

Posto isto, representando por A um determinante symétrico
qualquer, por Dy o menor que resulta de apagarmos a dltima
linha e a dltima columna de A, por Dg 0 menor que pela mesma
forma se deduz de Dy e assim por deante, acabamos de ver que,
sendo Dy =0, o determinante A e o segundo menor Dy teem
signaes contrérios. Ora

Ay D, Dy...Dpy

sio determinantes de differentes ordens, todos symétricos, e
aquella propriedade applica-se a tres d'elles consecutivos; por-
tanto se for Dy =0, os menores adjacentes Dy _y e Dyyq terdio
signaes contririos.

2.° Voltando agora ao determinante symétrico A, vimos (n.”
37) que elle se desenvolve em uma funcglio inteira de grau m.
Designemos por A, Ay, Ag, ... Ay—y aquelle determinante e
os seus menores de differentes classes que se obteem quando
apagamos as ultimas filas horizontaes e verticaes. Completemos
*com uma constante pﬂhllll"ﬂ An 0 grupo d’aquellas funcgdes, que
sdo respectivamente de graus myn—1,n—2,...2, 1.

Pisto isto, se em

A Apy Agy Dgy 4 Ay

fizermos variar x segundo a lei de continuidade, desde — o até
+ @, quando z passar por um valor que annulle uma funcco
intermédia Ay as funccdes adjacentes Aj_y e Ajyyq terlo signaes
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differentes, como succede com os restos de Sturm; as conse-
quencias sdio tambem as mesmas. S6 se perdem variagdes
quando z passa por um valor raiz da equacio A =0; mas o
primeiro termo de cada uma d’aquellas funcgdes é positivo e o
seu grau alternadamente par e impar: logo, ellas ddo n varia-
gdes para x=—oo e sO permanencias par & =--o, e per
conseguinte a equagdo A =0 tem n raizes reaes. Do mesmo
modo a equagio Ay=0 tem n—1 raizes reaes, a equagio
Ag=0 tem n—2, etc.

CAPITULO II

Formas algébricas.

201. Chama-se forma qualquer funcgdo homogénea de -duas
ou mais variaveis, considerada em si mesmo, isto &, abstrahindo
da equacho que se obleria egualando essa funcglo a zero. A
forma pode ser bindria, terndria, quaterndria, etc., conforme
depende de duas variaveis ou de tres, quatro, etc.; tambem se -
diz quadrdtica, cubica, qudrtica, etc., segundo é do 2.° grau
ou do 3.° %.° ete.

Os termos de uma forma bindria de ordem n slio 0s mesmos
do desenvolvimento $

& —1) 5
(21 + 23)* =2} +na} ‘za+"(fﬂj-v’f Yy oot ay

com coefficientes quaesquer ; convém, para symetria dos céleulos,
conservar-lhes os coefficientes numéricos do desenvolvimento da
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potencia n do binomio. Assim

a, xf + 2a, vy 22 1,--11!1'32 »
auz? + 3ay :.\:I: xg -+ Jagay m§+aa ::: :
ag 1: -+ Aay -Tal xq -+ Bag I? a': +hagxy -'-'-‘g +ag 1—‘;
sio 0s typos das formas bindrias quadrética, ciibica e quéirtica.
Em geral, o numero de termos da forma binéria de ordem n

én+1.
Do mesmo modo para a forma ternéria desenvolveremos

(@4 -+ 29 -+ 2g)"

—1

= (@1 +@a)* - n(@y -+ 212y +- 3

e anteporemos a cada termo um coefficiente arbitririo ; o numero

de termos da forma é

(n+1)(n+2)

@+ D)+t m—1)+ +2+1=—0p

> Nas formas quadritica e cibica ¢ usada com frequencia uma
notagdo, de que se fard idéa pelos seguintes exemplos de formas
terndrias :

f 2 2
a1 @y + ag T, -+ a3 Ty + 213 @ a3+ a1y 2y 23+ 2an va 23
3 3 3 e 2 2
a1y + Gaa, + a3y + Jariery 2y + Jagery 2y + Baynxyx,

¢ Rl ) - Bl
-+ Bayg37) 2y -+ a7y x5+ Jazgy wa g + Gajeg xq 73 7y .
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A primeira tem 6 termos; e a segunda tem 10, como resulta
da férmula precedente. '
Para a forma quaterniria teriamos

(g + @3+ @3+ 2" = (®) + 23 +23)" + (31 25 +ag) (1 xy

-1
= (1 29 -l-mu}""*.zi—i—----f-:n: '

-4~ 3 ‘

com coefficientes quaesquer, além dos numéricos. O numero de
termos seria

=(n+t](n+ 2}+u(n—i- _L)_I_{"Lt}f_ -!_2;.3 1.2

WS B L4 e
2 2 - K iy

N -3

ou

N +Tl_,2(h-:'- D1+ +amt)+m—1)n—1+1)
[

,!' ]

4o+ 22+ 1)+ 11 +1)
e portanto

N =é ;[[ﬂ APt (n— 1) 4. 22 19
@+ Dtnt@—1)4- 4241
A parte encerrada no primeiro colchete & (n.° 4/)

(4120 (n—1)24.. 4224 [z={ﬂ+ 1)(ﬂ;§]{ﬂn+3} :
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a outra parte é

(n+ 1”“"?_2_}‘ .

(n+1)+nt (n—=1)+--4+24+1= 2 H

N = .('.l__ 1) {n .._?_).(.!'--. 3]
- l .2.3

Em geral, o numero de termos de uma forma de p variaveis
e de grau n é

(n+1)n+2)...n+p—1)
1.2...p—1

202. Transformagaes lineares.—Transformar linearmente uma
forma ¢ achar outra forma do mesmo grau, cujas variaveis sejam
em numero egual ds primitivas e estejam ligadas com ellas por
meio de relacdes lineares homogéneas. Chama-se médulo o
determinante das constantes d'estas relagdes lineares, o qual
representaremos por r. Assim, para uma forma terndria a (rans-
formagclio linear pode ser definida por expressdes como

1‘|=¢1x|+ugxg+ G3X3 ¥
=Py X1+ P2 Xa+3Xg ,

n=nX1+nXet+yXs;
o médulo d'esta transformacio é

r=|o ay ag
b B2 P

Horn 7
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As variaveis consideram-se como independentes, e suppde-se
sempre o modulo r differente de zero.
Seja a forma

2
anx?+ﬂa|.t|z;+aga:i '
e as relagdes de transformagiio

= Xy + a9 Xg ,
xy = By Xq + Pa Xg ;

a transformada serd
AoX] +2A¢ Xy X3 +Ag X3,

cujos coeflicientes sdo dados pelas egualdades

Au:"u"'?'i'ﬁnl'lﬁl +“245!ll '
Al=a,ap2g+ ay (2 Bs+ 'i.ﬁ:}‘}‘ as by P,

""i=“u“:+2“t“2ﬁi+“iﬁ:'

Em geral, os coefficientes da transformada sdo funccdes
lincares homogéneas dos coeflicientes da forma primitiva, do
grau n quanto s constantes da transformagdo ; as duas formas
slio do mesmo grau.

A theoria das formas occupa-se especialmente das funccdes
que ndo sdo alteradas por uma transformagio linear; essa pro-
priedade poderd convir a uma funcgio dos coeflicientes sémente,
ou a uma lunccio dos coeflicientes e das variaveis, como adeante
Yeremos.
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' 208. Systemas de formas lineares. — Consideremos o sys-
tema de p formas lineares com p variaveis,

fi=anz +apr+--+apa,
fi=anx +anryt -tayz, (¢)

fr=anz+a st tapx
e o determinante

d=|an a1z ai..ay| .

@3y Ogy a3 .. d3y

'ﬂ.ial ﬂli! ﬁjiﬁ Sl - ajlp

Estas formas sdo independentes quando ndo ha alguma rela-
cdio entre os coefficientes. Sabemos (n.* 52) que existe entre
ellas uma relaclo identica, e uma $6, quando & € egual a zero
sem que o sejam todos os seus primeiros menores. Entre
aquellas funcgdes ha duas relacoes identicas, quando § e todos
08 seus primeiros menores $iio eguaes a zero, sem que o sejam
todos os menores de 2.* classe; ¢ assim por deante.

Em geral: se o determinante § de um systema de p formas com
p variaveis [0r egual a zero e forem tambem equaes a zero lodos
0 seus menores alé os de classe 1 —2 inclusivamente, sem que o
sejam todus os de classe i, haverd entre as [ormas dadas i relagies
lineares, identicas e distinclas.

Nesle caso as primeiras- i funcedes exprimem-se por meio
das dltimas p— i, e s6 estas sho independentes.

Supponhamos ¢ differente de zero e appliquemos ao systema
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() a transformagiio
J"Eﬂlxl"'ﬁixg'{" 'i"ﬂpxlp ’

=P Xo +83 X+ - 45, X, ,

zp=A X1+ 1 Xe+ - +2,X, ,

cujo médulo &

r=|ay a up’
‘ i Pa dp
T 1;. |

As novas formas seriio
Fi=0i Xg+b9Xa+ - +8,X, ,

Fo=by Xy + bga Xa + - + g, X, , ‘

com os coellicientes

biyy=apa+aiafr+ - +ag ,

bp=anaytasnfat - +ayd,
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Se representarmos por 3y o determinante do systema (iii), vé-se
por estas expressdes que ¢ dy=rd, segundo o principio da multi-
plicacio de delerminantes da mesma ordem ; e portanto, o deter-
minante de um systema de formas lineares transformadas ¢ egual
ao producto do determinante do primitivo systema multiplicado pelo
mddulo da transformagio.

Os determinantes d; e & sio conjunclamente eguaes a zero
ou differentes de zero. Se houver uma relagio entre as formas
dadas, haverd uma relagdo semelhante entre as transformadas.
A funcgio & dos coefficientes, depois da transformagio, apparece
multiplicada por um factor que depende unicamente das constantes
da substitui¢iio ; se o médulo for r=1, serd 8 =4.

204. Transformagio orthogonal.—A transformacio (i7) toma
o nome de orthogonal quando entre as novas variaveis e as pri-
milivas existe a relaclo

*

Atal 4o +at=XI+XE+ £ X2,

que da logar és consequencias seguintes

1.* Substituindo zy, xs,. ..z, pelas suas expressdes (i) e
egualando em um e outro membro os coeflicientes dos termos se-
melhantes, acham-se as relagdes

-----------------------

2p—1 ®p Pyt Fhalpy=0;
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cujo numero &

pip— I) . {{1_4 I.J

b |
B 1.2

visto que os productos Xy Xs, X X3, etc. slio as combinagdes das
p variaveis duas a duas.

2." Das relagdes precedentes resulta para ¢ quadrado do
médulo de uma transformacdo orthogonal (n.° 45) o valer
ri=1.

3.* Multiplicando (it) respectivamente por ag, fi,... M e
sommando os resultados, procedendo do mesmo modo com os
multiplicadores ag, fg,...J2, com a3, fs,. .. i, elc., obleem-se
as expressdes

x!=1|It +i?,|.rg +}.|.'.I“J, =

—— L g [ #] L e _"
X oy Iy +;Jg ﬁ'?i+ + f.e.i‘r, ¥

......................

d’'onde se deduziriam relacdes analogas 4s primeiras.
4." Nas formulas de uma transformagdo orthogonal o nu-
mero das constantes arbitrarias reduz-se a

¢ Plpt1) plp—1)
P 2 o o

Para p—3 as constantes arbitririas serio 3.

205. Forma quadrdtica de p variaveis.—A expressio geral
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d’esla forma &

'f'—- ayy J'? + oy dy 2o ast -+ 2&'1!41'1 Ty,

+ uggxf +- ay raly + - - +2ﬂg!..n2.'['p
+£I33.‘i'.'§+"“ """+2ﬂ:1,n-"~‘sxp (Iﬂ\)
Y SRS e STIRMAPI (Ld LT L

As derivadas parcines de f, divididas por 2, sdo as formas
lineares (i) com a condigdo a;,= asi; e o seu determinante § é
(n.° 144) o discriminante de f.

Appliquemos & funccdo quadratica a transformagdo (i), em-
pregando o seguinte artificio. Se em (46)

f=afita2 it - tapfy i

substituirmos zy, @3, ... &, pelas expressoes (ii) e fi, fo.... fp

_pelas (i), teremos a transformada

F=0n X+ bhsXat - +0 X)) (1 Xy +asXat - + 2, X))
+ (bay Xy +baa Xo + - - + 09, Xp) (By Xy + BaXg + - + 3, X;)
+ etc.
+ by Xy + bpa Xo oo + 0, X)) (g Xy + 9 Xg + 45, X) 5
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ou, effectuando as operagoes,

F=byya"
+ bay §y
+ el
+b,gu,
+ bag By
+ sew

+ byp oy
+ by, By
i

+ by 4

Xf -+ I’J'” T

+ by B2

A

+ by Js
Xy X+ byg oy

+ bas B2

+bipai
e

+ E"‘u‘u "-j: |

xl xp ¥ pr az |

XiXed -

% X,

IXE'*'"' xlxlp

+ bf'P J‘F I

onde esta bem evidente a lei que seguem vs termos do desen-

volvimento.

Posto isto, represenlemos respectivamente POT €114 €124. . . €1y
os coefficientes que na primeira linha, na segunda e na ultima

se encontram na primeira columna; por cay, €29,. .

. €y 08 que

s encontram nas mesmas linhas e na segunda columna ; final-

mente e em geral por ey, €. ..

Cyp 08 que estam nas mesmas

linhas e na Gltima columna : serd a transformada

F=[c,|x1 + g Xg+o

o {l‘.‘ﬂ Xj T a3 Kg i
+ele,
+(em Xy e Xg 1

_]I_ C“. x.p:l X|
o] '!'Cg.., x,l) x!

| 1

e Xp) Xy
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Ora ¢; == ¢;i; de modo que os coeflficientes de Xy, Xg,...X,
slio respectivamente a metade das derivadas de F em ordem a estas
variaveis. Por onde se v que o discriminante A da transformada
¢ o determinante d'estes cocflicientes, ¢ como precedentemente

i\:r&l =fi5 .

Logo: se (ransformarmos linearmente uma funcgdo quadrdtica ho-
mogénea, o discriminante da transformada ¢ equal ao da forma
primitiva multiplicado pelo quadrado do médulo. e

Se a transformagdo for orthogonal, serd r =1 e portanto
A==,

206. Funceio adjunta (Gavss).—Se fizermos a transforma-
¢lo precedente tomando as novas variaveis

NPT X e o A (10)

o determinante do systema é o discriminante 5. Suppondo-o dif-
ferente de zero, a eliminacdo nestas equacdes dard (n.” 53),
depois de substituirmos as derivadas de [ pelas suas expressdes,

Sy =An Xy + Ay Xgt -+ +A.I'!XP ’
RJ‘Q:AHK[ +r’lgi xg‘{' "'+Ap*xln L]

e nestas equacdes os primeiros menores de 8, que representimos
pelos A, satisfazem & relacdo Aj= Ay, porque & & symétrico.
Attendendo a esta circumstancia, se mulliplicalrmus as mesmas
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equagdes resperlimnmltc por X;, Xs, .. & sommarmos, le-
remos

3f = Au X]+2A400 Xy Xg +-+- 245 X; X,
+Ag X3+ -ore oo+ A9 X1 X,

..............

O discriminante da funcgdo quadritica df, de p variaveis, é
o determinante formado com os primeiros menores A, isto é, o
determinante adjunto de 3, eu A’=2dr—1 (.° 47); por isso a
funcgdo df se chama funcedo adjunta de f.

207. Uma forma quadrdtica pode em geral reduzir-se d somma
de quadrados de formas lineares, em numero egual ao das varia-
veis.

Para o demonsirar, nolemos que dois casos pndem dar-se na
forma [: ou algum dos coefficientes dos quadrados é differente
de zero, ou faltam tados estes termos.

1.° caso. Supponhamos o primeiro coefficiente ayy differente
de zero. Podemos fazer

Ty ; .
f=ﬂlli'1 +2(apay Tagryt+ - Fayxy) T to
2
: | 1 l r | &t ?
=ayri+2yo o= A xy9 T ——.
HE¥1T sy &)Y a“""1 bd 1 an’’

onde 3 ¢ uma funcgio linear ¢ g uma forma quadritica; nem
¢ nem g; encerram a variavel xy. Fazendo

1y Iy ‘*"’? g K1 '
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X; ¢ uma forma linear e temos

[= —Xl-l'f_—t -

F ]
a

assim apparece no 2.° membro o primeiro quadrado de uma
forma linear, ¢ a parte restante & uma forma quadratica de p—1
variaveis. A esta parte de [ applicaremos um raciocinio semelhante;
e procedendo successivamente do mesmo modo chegaremos, & so-
lugdo procurada. Note se que & forma Xy nao falta nenhuma das
variaveis 2y, #3.. . .@y 3 8 Xg falta a primeira, a X3 as duas pri-
meiras, e assim por deante, ou:

k.' — ﬂti rl ‘:l ........... .
Xs Ozi+agpas 7201y L
\.i {}‘rl 1 {}ri : »

representando por @y a variavel com que fizemos a primeira ope-
raciio, Ty a variavel com que fizemos a segunda operagio, elc. 0
determinante dos coefficientes tem todos os elementos, do mesmo
lado da primeira diagonal, eguaes a zero; e reduz-se ao termo
principal, que & differente de zero porque apy, a'se.. .. sho dil-
ferentes de zero. Portanto as formas Xy, Xg, . . . sdo independen-
tes entre si.

2.° Caso. Supponhamos que faltam em [ todos os quadrados
das variaveis; a funcclo, que pode ser a primitiva ou alguma
d'aquellas a que fomos conduzidus pelas operagdes precedentes,
s6 tem termos com productos de duas variaveis. Admittindo que
o coefficiente de x; xs é differente de zero, temos agora

[=axy 2yt @ Taava+ 53
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onde sio gy e g formas lineares e g3 uma forma quadratica, da
mesma natureza de [ tanto em g; como em ;3 e 33 faltam as
variaveis x; e x3. Podemos dar a f a disposicao

1 .
[= 5 (ax1F59) (azy + 91) 43— ?%ﬁ

mas segundo a relagdo geral

o5 Vi
(mtn)(ptg=gmintptet—rmtn—p—gp,

da expressio precedente deduz-se

i3 , i
[=%a (@01 Hazs+ g + ) — = (a2) — amy + 93— 942

LM
+ 93 -
e rfesy 1 P2
=X — X 4 gq— 11T
ia" ia\e,” i
fazendo

Xi=mazy+azry+9 163, Xg=ari—uny+99—19,

que sio formas lineares. Temos assim no 2° membro dois
quadrades e uma funccio quadratica de p—2 variaveis, 4 qual
applicaremos o mesmo processo. Formando as linhas dos coeffi-
cientes das duas formas lineares X; e Xg, vem
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ou compondo-as por subtraccio

0 —2a ...:

e o determinante das funccdes X se reduzirf, como no primeiro
caso, a0 termo principal, differente de zero; estas flunccdes sio
independentes.

Temos pois demonstrado que uma forma quadritica de p va-
riaveis & egual a uma somma de quadrados de formas lincares
independentes. Dos raciocinios precedentes resulta tambem que
o numero d'esses quadrados serd p ou menor que p; e portanto
seré

2 2 ; 2
[=kgXq ke Xy 4o By X

Se egualassemos os coeflicientes dos quadrados e dos produ-
ctos que se encontram nos dois membros d'esta identidade, obte-
riamos

p_“P(P—U:P(P*l)
O 2

equm.ﬁes e como nas p formas lineares Xy, Xg,. . X de p va-
riacdes ha p? coefficientes, d'estes ficariam por delermmar

pr P _plp—1
2 2

que poderiamos escolher arbitrariamente. O problema proposto
tem pois muitas solugdes.

208. Reduzida a forma [ & somma precedente, consideremos

— AT N

———— g g PR

Y - s
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esta expressio como uma forma de p variaveis Xy, Xg,. . . Xp;
o seu discriminante reduz-se a x

.-ﬁ.=f'l'| t‘l‘!. v .s{'}, .

Substituindo agora Xy, Xs, pelas suas expressdes, voltaremos
& forma primitiva, que assim pode considerarse a transformada
d’aquella; o médulo r da transformagio é o determinante das
funcgdes X, differente de zero, como vimos. Por outra parte, o
discriminante da transformada ¢ o discriminante da forma primi-
tiva, multiplicado pelo quadrado do médulo; logo é

6-=r”-‘1 < .flp :

Se o 2.° membro f[or differente de zero, tambem o 1.° o serd:
reciprocamente, se § for differente de zero, nenhum dos coefli-
cientes & se annulla; se for =0, um pelo menos d’estes coe-
flicientes serd zero.

Logo: a condigiio necessdria e sufficiente para que uma forma
quadrdtica se converla em uma somma de lantos quadrados, quan-
tas sdo as suas variaveis, € que o seu discriminante seja differente
de zero.

209. Seja a forma quadritica ternéria real

2

2, L . EN] :
[=ane;+asx, +agge; 20132 3 2a13 0 23+ 2aggze vy

e a transformaglo (i), em que ¢ p=23; se esta transformagdo for
orthogonal, teremos as [ormulas inversas (iv). Determinemos as

nove constantes de modo que a funcgdo proposta se reduza, sendo
possivel, a

."-_'. sl xi'*:‘ 52 xi'!'-":; x:-’ L

1 2
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com as conslanles reaes sy, s3 e sg; d'aqui teremos, pelas for-
mulas do n.° 204, 3.°

f=s1 (g 2y + By g+ 71 23) Xy

P

+ 53 (19 2y -+ Pawa+yas) Xa -+ sp(my @ + P32 +y373) X -
Ora pelas formulas (it) e pela definicio da funcglo f temos tambem

[=(anx +apxs +agag x + (a1 + anry + agg xg) 19
+ (agy 2y + aga xe + agy Ty) Ty
= (ayy 2y + app 29 + ag3 xg) (a3 Xy + a3 Xg + 23 X3)
+ (as @, + a3 2y +asyxg) (3, Xy + P2 Xa+ 5 Xa)
+ (agy @y + agaxy + agax) (1, X H 72 Xo + 73 Xa) -

Temos assim duas expressdes de [ que devem ser identicas; egua-
lando os coefficientes de x, Xy, z3 X, e 23 Xy, vem

ap o +ay by +Hany = ne,
app ey +anfyt+apy =k,

a3 +apdtamr ="
donde
(ay—5) ag +ag Py + a1y =0,

ajpy + (@2 —8) By +ageyn =0,

uygey + asy ;'5| -+ (ﬂ':i:i —8) 7= 0.

Os outros productos dariam maig seis equacdes de condigdo, que
s6 differiriam d’estas pela mudanga de ay, {51, 71 € 5y para as tres
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primeiras em g, ﬁg,;o‘-g € $3, e para as tres ullimas ¢m a3, 3. 73
e s3. A eliminacio dos coefficientes a, By 7 em cada um d'estes
tres grupos produz sempre uma equagao como

a1 —s  ay agy  |=0,
| G613 dn—s agp (13)
1
ap ay a3 —s

com sy em vez de s no primeiro, s3 em vez de s no segundo e 53
em vez de s no terceiro; logo estes tres coefficientes serdo as
raizes da equagiio precedente do 3.° grau. Estas raizes siio reaes,
como se viu no capitulo anterior ; depois de as termos determi-
nado, as condigdes de identidade dario, com as tres primeiras
relagdes do n.” 204, 1.°, os valores das.constantes de uma trans-
formacao orthogonal real que reduz a funcglo proposta 4 somma
de tres quadrados.

Para uma funcglio de p variaveis a solucao do problema de-
penderia da equagao

61—s Gp) ... Gy |=0,
fja Ous =0 . Ay |
agp a3z, N o |

com p raizes reaes; logo a reduccio & sempre possivel. Nesta altima’
equagiio o termo independente da incognita é o discriminante 3;
quando [r 30, nenhuma raiz ¢ zero e a forma reduzida contém
p quadrados; se [or — 0, ha uma raiz zero e a reduzida tem
p—1 quadrados. Neste caso, como o coefliciente da primeira po-
tencia de s é a somma dos primeiros menores de § relativos aos
elementos da primeira diagonal, se estes menores forem todos
eguaes a zero havera duas raizes zero, ¢ a reduzida conters p—2
quadrados ; e assim por deante,
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=]

Se os mcnores relativos aos clementos da primeira diagonal
forem eguacs a zero, tambem o serdo os oulros menores de 9,
porque cada um destes € a raiz quadrada do producto de dois
dos primeiros, visto que d é symétrico. D'esla relaco resulta
tambem que, sendo 3 =0, a funcgdo adjunta é um quadrado.

210. Lei de inéreia (Hermire).— Esla lei pode enunciar-se
nos termos seguintes: em uma forma quadrdtica real, reduzida d
somma de quadrados independentes, ¢ invariavel o numero de
quadrados positivos ¢ o numero de quadrados negativos, qualquer
que seja o modo como se fes a reducgio.

Supponhamos que em [ (n.° 207) ha k coefficientes positivos;
qualquer dos seus termos com o signal em evidencia serd

R s NP

e podemos escrever

2 e y?

g 2
=Y+ Yt + Y, =Y, — p*

Se por qualquer outro modo de reducglo cliegarmos & ex-
pressio

2, 2 2 e g
[=4t2pt "+ 5 =T~ =L,

serh h=1. Com cffeilo, se fosse h <[, consideremos as h+p—1
equagdes lineares

leor Yi='}|. " .Y:l_-:ﬂ p
Ziy1=0,2,43=0,...2,=0;

o seu numero ndo pode ser maior que p—1, e portanto é sempre
possivel determinar as p variaveis que nellas entram de modo que
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satisfagam aquelle systema e a
Yipr=c20,
sendo Y4 uma das funccoes
Yo, Yaga,. .. Y,

qual se quizer. Teremos pois

2 V!

2 5 -
o, e e =Y

b1 [E5 N ¥

= Zyx ALY AT

mas esta identidade é impossivel, visto que todes os termos do
1.° membro sio negativos e um pelo amenos differente de zero:
logo ndo pode ser h<l.

Do mesmo modo se mostraria que ndo pode ser h>1; e
portanto serd k=1, como se queria demonstrar.

No n.° anterior vimos que qualquer forma quadrética se reduz
por uma transformagéio orthogonal & expressio

5 X3+ X3+ g X2

de coefficientes reaes ; diz-se que a forma ¢ pesitiva quando todas
as raizes da equaglio em s siio positivas, negativa quando estas
raizes sdio todas negativas, indifferente quando umas sio positivas
e outras negativas. -

211. Invariante.— Yimos que, (ransformando linearmente
uma funcgio quadratica homogénea, o discriminante da transfor-
mada é egual ao da forma primitiva multiplicado pelo quadrado
do médulo; por este motivo se diz que o discriminante d’aquella




RESTOS DE STURM. FORMAS. 367

forma é invariante. Em geral, dé-se esle nome équella funcedo
dos coefficientes de uma forma que, depois de uma transformacio
linear, s6 differe da primitiva por um faclor que ¢ uma polencia
do médulo da transformagio. Assim dada a [6rma

[(ag, at, . . .x1, 24, - - 3
¢ a transformada

F (Ao, Ay, . X1, X3...)
a funcgio o dos coefficientes que convém & relagio

?(ﬁq.,."ﬂ....)-—'f*" ?(ﬂu, ayy - ..}

& um invariante. Demonstra-se que o discriminante de uma forma
qualquer & invariante.

Se for h=0, a funcciio 3 toma o nome de invariante absoluto.
Se uma forma tiver mais de um invariante, terd um absoluto;
com effeito, supponhamos que ella tem dois invariantes ¢ e ¢,
laes que

v Ay, ;\,....}rr"?[ag.a;....] B

$ (Ao Ay ) =M (ag, a5 . ) 5
serd
[? l:."\.[}. A|. sa .ﬂhr = [? l:ﬂﬂ! ﬂ!_‘_* o )J_,

1h
[ (Ao A ) (blasar.. )

¢ a funcgdio que esta no segundo membro & um invariante abso-
luto.
Consideremos a forma binaria de ordem n

nin—1)]
[~ agx} + nay T xgt- L—E--—} ag .r'l‘—!:r': + -1 oy 73,
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e a substituicdo linear

Ty =a,_"i| - tgxg .
23 =0 X+ B Xs ;

a transformada

gy ':_‘I| XI + 3] X!)u ey un{ﬁ‘l xl "E—E‘!xl:jﬂ
=Ao X} +nA  Xi—1 Xy + - Ay X3

dé logar a n+1 equagdes entre os coefficientes da forma e as
constantes da transformacio. Eliminando estas ullimas quantida-
des resullam n—3 equacdes entre os cocfficientes; se alguma
d’ellas for tal como

900,81, -.)=p(AoyA1,...),

% serd um invariante absoluto. Portanto nas formas binarias nio
pode haver mais de n—3 relagdes d'esta especie; d'onde resulta
que a forma quadritica e a cabica nio admittem invariante abso-
luto, nem conseguintemente mais de um invariante, que é o seu
discriminante,

212. Invariantes simultdneos.— \ funccdo dos coefficientes de
muitas formas, que goza da propriedade de invariancia, chama-se
invariante simulidneo d’estas formas. Vimos que o determinante
de um systema de formas lineares ¢ invariante simultineo. Em
geral o eliminante de um systema de equagdes serd um invariante
simultineo dos seus primeiros membros. Representando-o por E,
a equagdo E— 0 exprime que as propostas teem uma soluciio
commum ; mas depois da transformacdo as novas equacdes tam-
bem teriio uma solugio commum, e o seu eliminante E' sera egual
a zero. Logo serlio conjunctamente E e E' eguaes a zero; ou
E'=RE, sendo R independente dos coefficientes das propostas,
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Sejam

fj (ﬂo. 51.....1‘?1,:1....) ¥ fg(b“, 51,...:1?1 s 3. . )

duas formas do mesmo grau, e g um invariante da primeira; se
representarmos por %'o, 1, .- . a3 derivadas de o em ordem a.
ag, aj, - - .. aquella expressio

bogo+bi v+

serh um invariante simultineo-de f e f3, como vae ver-se.
Consideremos a funcgiio fi + cfs, em que ¢ ¢ uma constante
arbitraria. Passa-se de f; para [} + ¢fa mudando respéctivamente
ag, ay, - .. em ag+ chy, ay +eby, .. .i85¢ 3 (ag, @y, ...) € um
invariante de [y, 7(ao+ cby, @ + cby, ...) serd um invariante
de fi + cfs, qualquer que seja c. Desenvolvendo esta tultima lun-

cgiio, os coeflicientes das diflerentes potencias de ¢ gosardo da :

propriedade de invariancia: e particularmente o primeiro, que &
precisamente aquella expressiio.
Sejam, por exemplo, as formas quadréticas

ﬁ=ﬂnz‘f+2a|a-|i'g+ag.r:i § fg=bo$f+%1;r|a'g+ng§ !

O discriminante agag—a, 6, como vimos, um invariante de fy;
applicando o theorema que acabamos de demonstrar, serh

ay by + ag by — 2ay by

um invariante simultineo de f; e fs.

213. Covariantes.— Di-sé este nome & funcgdo invarianie
dos coefficientes e das variaveis d'uma forma.

ah
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Sejam a func¢do [ e a transformada F

fontiee o zioon...) s FlhoAn. .. Xy Xg .0
um covariante ¢ é definido, em geral, pela egualdade

9(Aps Ay, ... X1, X, . . )=rtg(ag,ay, ... 2,2, . . i

Ha um principio fundamental que leva 4 determinacao d’uma
classe importante de covariantes; consideremos uma forma bina-
ria, porque facilmente se generalisarlio os resultados que obti-
vermos.

Seja a forma f{ay,a3) e a transformacio linear

=2 X+ X5,
ag=[(1 Xy +[aXg;

e supponhamos que o resultado da substituicho & expresso pela
equagio

[y, x3) = F (X4, Xy) .

Sejam tambem as variaveis yy, ys, Yy, Yy ligadas pelas mesmas
relagdes, ‘
N=uYi+al,,

? r Z
Va=FY1+pEY,,
que se chamam congredientes com as primeiras; seri

T+ by == Xy + 1Y) + 0. (X3 + 1Yy) ,
T+ :"'Hﬂ ES |'7;1 {\1 t 'l."‘jJ + g (xi + }."g_) ’
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com 1 arbitririo. Assim, pois, as novas variaveis &y +hyj, e zathya
estdo ligadas com X, + 1Yy e Xg+ 1Yy pelas formulas que rela-
cionam as variaveis xy e 3 com Xy e Xg, e portanto serd tambem

f(@y + g, @9+ hys) =F(X; + 1Yy, Xg +1Yy) .

Effectnando o desenvolvimento, serdo eguaes os coefficientes das
mesmas potencias de 4, ou

nl, Tl =YaFy +YoFy
y}f‘,’frﬂynmf;,,,'i-y%f:; (v)
= Y': F;3+ 2Y; Y F;:Xi + YEF;;

etc.

Assim fica demonstrado que as operagdes definidas por estas
relagdes gosam da propriedade de invariancia; qualquer d’ellas
conduz a uma funccio P (zy, z2.y;, y3) com as quatro variaveis
congredientes. Se considerarmios x; e @3 como constantes, P serd
uma funcgio homogénea das variaveis y; € y3; uma [unct;ao in-
variante ¢ dos coefficientes de P conserva a propriedade da inva-
riancia com quaesquer valores de xy e 13, ¢ 9 serf um cova-
riante da forma [, visto que se compde com as variaveis e o0s
coefficientes d’esta forma.

Seja, por exemplo, a forma biniria cibica

f=ayz}+ 3ay a7y + 3ay @ 73+ ag 7 ;
as segundas derivadas de [ sio

6(&01‘1"‘(“1‘3), h'{:aj.r["'ﬂg.i“g}, 6(112.&'[4‘&31‘1:},

L]
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e porlanlo; supprimindo o factor numérico, a segunda das ex-
pressoes precedentes serd

yi (00 2y +ay 29) + 2y ys (@1 2y + ag7s) + 42 (aa 7y +agy)
forma quadritica em y; e ya. O discriminante d'esta forma é

(ag 2y + ay 2q) (agxy + ag 73) — (ay 2y + aq xg)?
= (a9 a3 —a]) 2} + (a9 a3 — a ag) 2y 29 + (ay a3 — af) 23 ;
e como o discriminante ¢ invariante, esta expresslio ¢ um cova-
riante de f.

Seja tambem a forma lernaria f(zy, 23, 23) de ordem n e
appliquemos-lhe as operagdes indicadas pela expressio

PR Y P T M Y MY Y

Esta forma ¢ quadritica em relagio a yy, ya, y3, € 0 seu dlsm-
minante ¢ o determinante das equagdes

sn!:f--!-yif;m “yal, =
Wl Tl 0l =0

DIl sl =0

e como ¢ invariante, resulta que o determinante das segundas
derivadas

1 " /] "

II ul rI? rfl Ty f-l'1 LA
] i i

! ffi oy r-f: f*: &

| r-’: rr f”1

& oy Iy Te :.3
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¢ um covariante da forma f. O mesmo teria logar para qualquer
numero de variaveis; este covariante chama-se o Hessiano de f.

Outra expressdo notavel se deduz do mesmo principio. Sejam
tres formas [3, fa. [3 a tres variaveis; as expressdes correspon-
dentes 4 primeira [érmula (v) sio

Y1 f’,x“-‘y&flr'?ysf;i: :
1 : ] a
" f;jy:r;ﬁ-?-yaf;; :

Flfal'i‘yaf;,s‘yaf;& ;

do primeiro grau em y, ys e y3. O seu determinante

! o R )
e
P fe - 1t

|

e |

serd um covariante simultineo das tres formas. O mesmo (em
logar para o determinante composto com as primeiras derivadas
de n formas, ao qual se da o nome de Jacobiano d’estas formas.
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ERRATA.
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