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A L G E B R A C O M P L E M E N T A R 

I. — Preliminares 

1. Dá-se o nome de variavel á grandeza que pode tomar 
diversos valores, em numero fiuito ou infinito. Pelo contrario 
chama-se constante a grandeza que conserva sempre o valor 
que uma vez lhe foi attribuido. 

Convencionalmente designam-se as variaveis pelas ultimas 
letras do alphabeto. O conjuncto de todos os valores de que 
uma variavel é susceptivel constitue o seu campo de variabili-

dade. 

Comparando uma grandeza com outra da mesma especie, 
arbitrariamente escolhida para unidade, a cada um dos seus 
valores se pode fazer corresponder um numero racional ou 
irracional, positivo ou negativo. Por outra parte, se numa recta 
invariavel ou eixo tomarmos um ponto fixo ou origem O, cada 
ponto do eixo ficará determinado pela sua distancia á origem, 
expressa numa certa unidade linear e tomada com o signal po-
sitivo ou negativo conforme o ponto considerado estiver á direita 
ou á esquerda de O; reciprocamente a cada numero dado cor-
responderá um ponto determinado do eixo. 

É, pois, natural representar cada valor da variavel por um 
X 
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ponto d'esta recta; e diremos frequentemente, por exemplo, 
ponto a em vez de valor a cla variavel. 

D'este modo também um campo de variabilidade será ex-
presso por um conjuncto de pontos da recta fixa. Estes pontos 
podem ser em numero finito ou infinito, constituindo um ou 
mais segmentos completos do eixo ou mesmo achando-se iso-
lados. 

Um segmento cujos pontos pertencem todos a um campo 
chama-se intervallo. Se os seus extremos forem a e ò > a, 
diz-se que a, b e h — a são respectivamente o extremo inferior, 

extremo superior e a amplitude do intervallo ab. 

Se um ponto da recta fixa pertence a um campo de variabi-
lidade e ao mesmo tempo a um intervalo cujos pontos per-
tencem todos ao mesmo campo, diz-se que a variavel é continua 

naquelle ponto. Se o intervallo fica todo á direita ou todo á 
esquerda do ponto considerado, diz-se que neste ponto a va-
riavel é contínua á direita, ou continua á esquerda respectiva-
mente. 

A um intervallo a b também se dá o nome de grupo de pon-

tos. Seja a um ponto da recta fixa, que pode pertencer ou não 
a um certo campo, e supponhamos que, tomando para a direita 
ou para a esquerda ou de ambos os lados de a um segmento 
arbitrariamente pequeno de que a seja um extremo, se encontra 
sempre dentro d'esse segmento, por mais pequeno que elle seja, 
um ponto que pertença ao campo considerado. Diremos então 
que a representa um limite dos valores da variavel, ou um 
ponto limite do grupo. Assim, por exemplo, se o campo é com-
posto dos infinitos pontos 

I I I I 
2 ' 3 ' 4 ' n' 

é claro que, tomando á direita do ponto zero um segmento ar-
bitrariamente pequeno, nelle se encontrarão sempre infinitos 
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pontos d'esta especie. Portanto zero será o ponto limite d'este 
grupo. 

Um caso particular convém considerar. Se um campo fôr 
tal que, tomando um ponto para a direita e a distancia ar-
bitrariamente grande da origem, por maior que seja esta dis-
tancia existam sempre á direita d'esse ponto outros que per-
tençam ao mesmo campo, dizemos que o extremo superior do 

campo é o ponto + oo. Se o mesmo tiver logar para a esquerda 
da origem, dizemos que o extremo inferior do campo ê o ponto 

— oo. Correspondentemente se pode dizer que um limite dos 

valores da variavel é + œ no primeiro caso e — oo no segundo, 

ou ainda que + oo e — oo são respectivamente pontos limites do 

grupo de pontos. 

Do mesmo modo duas variaveis xi e independentes entre 
si, podem ser representadas por um ponto de um plano funda-
mental. Bastará traçar neste plano dois eixos concorrentes e, 
tomando para origem em cada uma d'estas rectas o seu ponto 
de intersecção, contar numa delias a variavel xi e na outra a 
variavel xi, como fica dito. A intersecção das parallelas aos 
eixos, tiradas pelos pontos xi e ÍEJ, será o ponto do plano que 
representa o systema das duas variaveis. 

Continuando pelo mesmo processo, um systema de très va-
riaveis independentes xi, e x:\ pode ser representado por um 
ponto do espaço. Tendo marcado no plano fundamental o ponto 
{xi, xí), na perpendicular ao plano, tirada por esse ponto, se 
contará a terceira variavel xj . Querendo generalisar este modo 
de representação, podemos admittir a noção de espaços a n di-

mensões, e um systema de valores de n variaveis será desi-
gnado por um ponto d'este espaço. 

2. Duas variaveis x e y podem estar ligadas entre si por 
uma relação de dependencia tal que, dado um valor arbitrario 
a uma d'ellas que por este motivo se chama independente, 

fique inteiramente determinado um valor da outra. Imaginemos, 
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por exemplo, todos os circulos que podem descrever-se em 
torno de um centro fixo. O raio d'estes circulos é variavel bem 
como a sua area, mas para cada valor do raio fica logo deter-
minado o valor da area correspondente. Logo estas duas va-
riaveis dependem uma da outra. 

Esta dependencia pode ter logar por différentes formas. Pode 
acontecer que para certos valores da variavel independente, que 
supporemos ser x, resulte um só valor bem determinado de y ; 

que para outros valores de x venham para y diversos valores 
determinados, e que para outros não haja valor algum bem de-
terminado de y. 

Mas imaginemos que se define o campo de variabilidade de x 

e a dependencia entre x e y por modo tal, que para todos os 
pontos d'esse campo y seja determinado e tenha um valor único. 

Diremos então que y é funcção de x no mesmo campo, o que 
se indicará por um symbolo tal como 

y =/0)> 

representando por f ou por outra letra F, <p, *F, etc., o sym-
bolo de funcção. O valor que toma y para x — aò represen-
tado por / ( a ) . 

Se a dependencia entre as variaveis x q y for tal que, ao 
mesmo tempo que y se considera funcção de x, também x se 
pode considerar funcção de y, diz-se que a funcção x é inversa 

da funcção y. 

A representação analytica de que temos tratado é ordinaria-
mente chamada explicita, por contraposição a outra que se 
chama implícita. 

Imaginemos que é dada uma relação analytica entre as va-
riaveis x e y, isto é, uma relação expressa por uma serie de 
operações analyticas que devam executar-se simultaneamente 
sobre as duas variaveis ; e supponhamos que deve ser zero o 
resultado final que se obtém depois de effectuadas estas ope-
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rações sobre cada systema de valores de x e y. Esta hypo-

these traduz-se na fórmula 

/ (* , .? / )=o , 

onde f indica o conjuncto de todas as operações que devem 
executar-se sobre x e y. Posto isto, se podermos definir um 
campo de variabilidade de x de modo que a todos os valores 
de x comprehendidos nesse campo corresponda um valor bem 
determinado de y que convém á relação dada, diremos que y 

é funcção implícita de x. 

Convém observar aqui que ao conceito de funcção não anda 
inherente a possibilidade da sua representação geometrica ou 
analytica, isto é, a existencia de algum processo analytico ou 
geometrico que nos permitta, dado um valor de x, determinar 
o valor correspondente de y. 

Se dermos a x todos os valores para os quaes a funcção y 

fica determinada, os systemas em numero infinito dos valores 
das duas variaveis definirão outros tantos pontos do plano, 
que na maior parte dos casos formam uma curva; e assim te-
remos unia representação geometrica da funcção y, pois que 
esta curva indicará a maneira como y varia quando damos a x 

todos os valores possíveis. Todavia este modo de represen-
tação nem sempre se pode verificar, e ha funcções para as 
quaes o conjuncto dos infinitos pontos (x, y) não forma pro-
priamente uma curva. Ha muitos exemplos d'este caso. 

Quanto á representação analytica, qualquer das operações 
fundamentaes de addição, subtracção, multiplicação, divisão, 
potenciação e radiciação, applicada á variavel x combinada com 
quantidades constantes, dá logar a uma nova variavel cujo 
valor depende em geral do valor de x e que, por conseguinte, 
pode em geral dizer-se funcção de x. O mesmo succede quando 
á variavel x se applica mais que uma d'aquellas operações ou 
a mesma repetida varias vezes. Teremos outros exemplos de 
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funcções quando a variavel y representa o seno, o coseno, a 
tangente, etc., de um arco x, ou ainda o logarithmo ou a ex-
ponencial de um numero x. Cada uma d'estas funcções corres-
ponde a uma operação analytfca bem determinada, que tem de 
praticar-se sobre a variavel; e de uma funcçâo, cujo valor pode 
calcular-se effectuando um certo numero d'estas operações sobre 
a variavel independente, se diz que é capaz de uma represen-

tação analytica. Entretanto casos ha em que entre x e y existe 
uma relação de dependencia, sem que todavia seja possível 
exprimi-la por fórmulas analyticas em todo o campo de varia-
bilidade ~de x. 

3. O conceito de funcçâo, que definimos para o caso de uma 
variavel independente, pode generalisar-se para maior numero 
de variaveis. Se tivermos h +1 variaveis y, xi, . . x h taes 
que, dando a xi, . . . , x/, certos valores comprehendidos em 
campos determinados, venha sempre para y um valor determi-
nado, diz-se que y é funcçâo das variaveis xi, . . . , Xk e escre-
ve-se •** 

y=f(xi, ..., xk). 

Entre as funcções analyticas das variaveis xi, . . . , x^ cha-
mam-se racionaes inteiras ou simplemente inteiras aquellas 
que são representadas pela somma algébrica de um numero 
finito de termos da forma 

(1) ~ Axt1 

em que A ó constante e os expoentes ou, . . . , aA são números 
inteiros e positivos ou zero. Por exemplo 

2 

y = xixi — -g- x\ + 4xlx3 

é uma funcçâo inteira das variaveis xi, X3. 



A funcção inteira é, pois, um polynomio que podemos repre-

sentar pela notação 

onde o symbolo sommatorio S designa a somma algébrica de 

um numero finito de termos da forma do termo geral (1). 

4. As funcções analyticas dividem-se em algébricas e trans-

cendentes. Quanto entre as A + l variaveis y, X{, as* existe 
uma relação de dependencia que se traduz na equação 

(2) f { y , xi, xH) = 0, 

em que f ( y , xi, ..., xfi é funcção inteira d'aquellas A-f 1 va-
riaveis, diz-se que y ó funcção algébrica das variaveis indepen-
dentes «1, . . ., Xk. 

As razões trigonométricas seno, coseno, etc., a exponencial 
y = ax e a funcção logarithmica y = log x são funcções transcen-

dentes. 

No caso de duas variaveis sómente a equação 

/ ( « , * ) = o 

mostra que, se y é funcção algébrica de x, a inversa x, se existir, 
também é funcção algébrica de y. 

Designando por n um numero inteiro e positivo, á funcção 
algébrica pode-se dar a forma 

Ao yn + A iy»~l + . . . + A + A„ = 0, 

e os coeficientes A; são funcções inteiras das variaveis xi,..x 

podem alguns d'estes coeficientes ser constantes ou zero. Esta 
funcção diz-se racional quando è n — 1 e reduz-se, pela defi-
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niçRo anterior do symbolo sommatorio, a 

£ Aa?"1 . . . xíh 

E B * ? 1 . . . xl" ' 

A funcção diz-se irracional quando é n > l . 
As funcções racionaes subdividem-se em inteiras e fraccio-

narias conforme é ou não constante o denominador da ultima 
expressão. 

Resumindo: As funcções analyticas dividem-se em algébricas 

e transcendentes; as algébricas subdividem-se em racionaes e 

irracionaes; ns racionaes podem ser inteiras ou fraccionarias. 

As funcções inteiras exprimem-se effectuando com as varia-

veis independentes e um numero finito de constantes unicamente 

as operações de addição, subtracção e multiplicação. 

Racionaes são as funcções que se exprimem effectuando com 

as variaveis independentes e um numero finito de constantes 

unicamente as operações de addição, subtracção, multiplicação 

e divisão. 

As funcções algébricas que não são inteiras nem racionaes 

chamam-se b~racionaes. 

5. A Álgebra Complementar ó o ramo da analase que tem 
por objecto o estudo das funcções algébricas. O problema fun-
damental que a algebra trata de resolver 6 o seguinte: 

Dadas as equações algébricas 

f i y, z, • • •) = 0, f i ( X , y,z, ...) = 0, etc. 

achar o systema ou systemas dos valores das incógnitas x,y, z, ... 

que satisfazem a estas equações. 

Cada um d'estes systemas é uma solução das propostas e a 
sua determinação depende", em geral, da resolução dos dois 
problemas seguintes: 

1.° Separar as incógnitas por processos de eliminação, de 
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modo que a questão se reduza â resolução de uma só equação 
com uma incógnita. 

2.° Resolver a equação final f ( x ) = 0. 
A quantidade x pode ser considerada como funcçâo algébrica 

dos coefficientes a, b, c, . . . d'esta equação. A resolução algé-

brica tem por objecto determinar a natureza e formas possíveis 
d'esta funcçâo 

x = tp (a, b, c, ...). 

A resolução numérica limita-se á indagação de processos ,prá-
ticos, pelos quaes seja possível, dados os valores numéricos de 
a, b, c, ... achar a raiz ou raizes da equação, isto é, os va-
lores numéricos de x que a satisfazem. 

II —Polynomios. Identidades. 

6 . DEFINIÇÕES. — Duas funcções f j e F̂  dizem-se identica-
mente eguaes, o que se exprime pela notação fi = f j , quando a 

egualdade fj = fj subsiste para todos os valores das variáveis. 

Diz-se que a funcçâo f é identicamente nulla, e escreve-se 

f = 0 , quando é f—O para quaesquer valores das variaveis. 

7. Por definição, a funcçâo inteira de uma variavel é a 
somma algébrica 

f ( x ) = ciar*1 + ax"* + ... + CkX™, 

em que os expoentes aj, . . . , xk sâo números inteiros e positivos 
ou zero. As constantes cj, . . . , c* são números reaes positivos, 
negativos ou zero, ou números imaginarios. 

Suppondo feitas as reducções, como é sempre possivel, os 
expoentes «i, . . . , txk serão todos différentes uns dos outros. 
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Diremos então que CiXa' é um termo de f (x), c* o coeficiente 

d'este termo e a; o seu grau. O maior grau dos differentes 
termos é o grau do polynomio, com tanto que o coeficiente do 
termo correspondente seja differente de zero. O polynomio cujos 
termos teem todos zero por coefficiente não tem grau. Se fôr 

ajt = 0, o ultimo termo da expressão de f ( x ) reduz-se a uma 
constante; d'aqui resulta que o termo constante se considera 
de grau zero, e o polynomio que se reduz sómente a este termo 
é também de grau zero. 

O polynomio de grau n diz-se completo quando nos seus 
termos se encontram todas as potencias do variavel x, desde a 
potencia de expoente n até á de expoente zero inclusivè. Se o 
polynomio for incompleto, podem preencher-se as lacunas res-
tituindo-lhe os termos que faltarem e dando a cada um o coeffi-
ciente zero. Assim o polynomio ordenado terá a forma 

(1) f ( x ) =P0X* + PíX—1 + . . . + Pn-iX* + Pn-lX+Pni 

e d'este modo fica esclarecido o que deva entender-se quando 

se fala em primeiro termo, segundo termo, etc., último termo 

de f ( x ) . 

8. Como se disse, suppomos o polynomio (1) de grau n, 

isto é, po^szO. Substituindo x por a e subtrahindo, vem a 

differença 

f ( x ) —f(a) = po (xn — a") +pi (xn-{ - an~l) + ... + 

+pn-2 — a1) + pn-i (x — a). 

Ora, sendo i um numero inteiro, é 

x' — ai = (x—à) (x'-* -f- ax'~2 + . . . + a ' -*x + o'"1); 

pondo successivamente i = n, n — 1, etc. e substituindo os re-
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sultados na expressão precedente, virá 

í f ( x ) —f(a)ss(x — a) [po (a:"-1 -f ax»-* - f . . . + ax«-* f a»"1) 

j + pi (x*~2 -f axn~3 -f ... + an~J) 
( 2 ) + 

\ + Pn—i + a) + Pn—Í\-

O factor que está multiplicando o binomio « - a no segundo 
membro d'esta identidade é ainda uma funcção inteira de x, 

que designaremos por fi (x) e é do grau n—l. Assim teremos 

f ( x ) —/(«) = (x — a) f\ (x), 

donde se tira 

(3) f(x)^(x-a)fi(x)+f(a)-, 

e o polynomio fi (a?) será da forma 

fi {x) = qoxn-{ + q{x
n~* + ...+ ?n-iaj + Çn-i-

A expressão (3) mostra que o resto da divisão de f{x) 

por x — a é / ( a ) . O quociente d'esta operação é fi (x), cujos 
coeficientes se v6 por (2) que são: 

I qo=po, 

\ qi=poa+pi = aqo+pi, 

(4) l qi=poai+pia-{-pt = aqi-{-pi, 

W»-t = Po a"-1 -\-pi an~* +... + = aqn_i + pn_i; 

o resto f(a), que designaremos por qn para uniformisar a nota-
ção, é 

9» = poa" -\-pi an~l +.. Pn—i a-\-p„ = aqn_{-f pH. 
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Por conseguinte o primeiro termo do quociente tem o mesmo 
coefficiente que o primeiro termo do dividendo, como immedia-
tamente resultaria de ser a unidade o coefficiente do primeiro 
termo do divisor. Os outros coefficientes do quociente e o resto 
são dados pela fórmula geral 

qi = aqi-i+Pi, i=l,2,...«, 

cujo enunciado, a que se chama regra de Rufini, é o seguinte: 
Na divisão de f(x) por x — ao coefficiente de cada termo 

do quociente e o resto é egual ao coefficiente do termo anterior 

do quociente multiplicado por a, mais o coefficiente do termo da 

mesma ordem no dividendo. 

Na applicaçâo desta regra devemos completar o polynomio 
/(ar), se elle fôr incompleto, e attender ao signal de a, Seja, 
por exemplo, 

/(ar) E= 3a;6 — 3a:4 + 2x3 + 2x1 — 7x — 4 

e o divisor ar-}-1; fazendo a = — 1, teremos: 

coef.de/(ar) 3 , 0 , - 3 , 2 , 2 , - 7 , - 4 

qo= 3, 

91 = O + 3 . (— 1) = - 3 , 

= — 3 — 3 . (— 1) = O, 

93 = 2 + 0 . ( - 1 ) = 2, 

34 = 2 + 2 . ( - 1 ) = 0, 

95 = — 7 + 0 . (— 1) = — 7, 

q& — — 4 — 7 . (— 1) = 3. 

O quociente é pois 

3ar5 — 3a:4 + 2ar* — 7 
e o resto é 3. 
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9. Continuando a designar por f(x) o polynomio (1) onde 
suppomos po^rO, seja ai uma raiz da equação f ( x ) = 0. Por 
definição se rá / ( a i ) = 0 e de (3) resulta 

f ( x ) = (x—ai)fi{x), 

fi (x) = p0a;"-1 + qix"-* + ... -f ?«-»x + 2„_t. 

Logo: 

THEOKEMA I — Se Ai fôr raiz da equação inteira f (x) = 0, o 
polynomio f(x) será divisível por x — a j . 

Se a%^=a\ fôr ainda raiz da equação f ( x ) — 0, substituindo 
x por oí na primeira das egualdades precedentes virá 

0 = (a2 — a i ) f i (a i ) ; 

e, pois que a$ — ai é différente de zero, será f\ (aj) = 0. Por 
conseguinte hade ser pelo TJieor. I 

fi(x) = (x — c^)fi(x), 
e além d'isto 

fi (x) s pox"-* + n xn~3 + ... + rn_j ; 

donde resulta, pelas últimas expressões de f ( x ) e fi (x), 

f ( x ) = (X — Ct() (X — Oî)/î (x). 

Continuando pelo mesmo processo, é evidente que se chegaria 
á seguinte conclusão: 

THEOREMA I I . — Se houver k constantes différentes aj, a j , . . . , 
ajt(k^n) que verifiquem as condições 

/ (« , ) = /(«*) = . . .= / (<**) = 0, 
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será 

f ( x ) ^(x — at){x — ai)...(x — ak)fk (x), 

fk (x) = pox"-k + x"-*~l +... + s„_k. 

No caso de ser k = n reduz-se fk (x) a po e é 

f(x)E=p0(x — ai) (x — ai) ...(x—an). 

Se o numero aM+t é differente de qualquer dos números ai, aj , 
..., a„, não pode ser f ( a n + l ) = 0 em quanto seja po ^ 0. Logo: 

THEOREMA I I I . — Um polynomio do grau n em x nâo pode 

annular-se para mais de n valores differentes de x. 

10. Se o polynomio (1) se annullar para n -f-1 valores diffe-

rentes de x, serão eguaes a zero os coefíicientes de todos os 

seus termos. 
Suppondo a proposição demonstrada para polynomios do grau 

n — 1, vamos ver que ella tem logar para os polynomios do 
grau n; e visto que o mesmo principio está verificado para os 
polynomios de grau 2, concluímos que elle é geral. 

Ora, se fôr a um dos n-{-1 valores de x que annullam o 
polynomio f ( x ) de grau n, será 

f ( x ) = (x — a)fi(x); 

e o polynomio fi (x), de grau n— 1, ha de annullar-se para os n 

valores restantes de x. Assim, pela hypothese, os coefíicientes 
de fi (x) são todos eguaes a zero; donde se conclue, pelas 
expressões (4), que os coeficientes de f (x) são também todos 
eguaes a zero. Logo: 

THEOREMA I . — A condição necessário, e sufficiente para que 

um polynomio inteiro a uma variavel se annulle identicamente 

é que os coefficientes de todos os seus termos sejam eguaes a 

zero. 
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Acabamos de ver que esta condição é necessaria, e é mani-

festo que ella é também sufficiente. 

Se dois polynomios fi (ar) e ft (x) a uma variavel x forem 

identicamente eguaes, a sua differença <p (x) será identicamente 

nulla e vice-versa. Supponhamos que «w* e bxk são os termos 

de fi (x) e fi(x) em que a variavel tem o mesmo espoente k; em 

^(x)=fi ( x ) - f i ( x ) 

haverá o termo 

(a — b)xk 

e de ser <p (a?) = 0 resulta pelo lheor. I que será a — b = 0, ou 

a = b. Logo: 

TEOREMA I I . — A condição necessaria e sufficiente para serem 

identicamente eguaes duas funcções inteiras de uma variavel è 

que os termos homologos nas duas funcções tenham coefficientes 

eguaes. 

11. A funcçâo inteira de h variaveis é do mesmo modo a 

somma algébrica 

(5) f(xi,..xh) = CI xil... xf!1 + a x? ... x\l + ... -F ck x\k... xlk, 

em que os expoentes «i, . . . , 6k são números inteiros e positivos 

ou zero. As constantes c i . . . , c t são números reaes positivos, 

negativos ou zero, ou números imaginarios. 

Suppondo feitas as reducções, como no caso anterior, não 

haverá naquella somma duas parallelas em que todas as varia-

veis tenham os mesmos expoentes; isto é, se os expoentes forem 

a i , . . . , rji, Oi numa parcella e ay,...,vj;-,6, na outra, pode ser 

a> = ajl •••> TJi = 1li> 

mas será 0, =?= 8j. 

Diremos então que 
«i Pi 
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é um termo da funcção; c( é o coefficiente d'este termo, of o seu 
grau relativamente a xi, p, o seu grau relativamente a scj, etc. 
e Oi -f- Pi + . . . + 0j o seu grau geral ou simplesmente o grau d'este 
termo. A maior das sommas 

o, + + 

é o grau do polynomio, com tanto que seja diflerente de zero o 
coefficiente do termo correspondente. O polynomio cujos termos 
teem todos zero por coefficiente nao tem grau. Se for = pj. = 
= . . . = 0k — 0, o ultimo termo da expressão de f{x\,..., a;*) re-
duz-se a uma constante; d'aqui resulta que o termo constante 
se considera de grau zero, e o polynomio que se reduz somente 
a este termo ó também de grau zero. 

O polynomio de uma só variavel e ató uma constante podem 
considerar-se como casos particulares dos polynomios de h va-
riareis, suppondo que são zero os expoentes de algumas destas 
variaveis ou de todas ellas. 

Uma funcção f ( x , y, . . ) diz-se homogenea quando satisfaz á 
condição 

f{kx, ky,...) = k'f(x, y, ...), 

e diz-se que i é o grau de homogeneidade d'esta funcção. Por 
exemplo 

x3—5y3j-2 \/x6+yB 

^x3 —y3 

3 
é uma funcção homogenea e o seu grau de homogeneidade ó —. 

A funcção inteira do grau n é homogenea quando todos os seus 
termos são do grau n e n é também o seu grau de homoge-
neidade. 

Designando por n o grau do polynomio (5) relativamente a 
«i, e ordenando este polynomio segundo as potencias decres-
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centes de xi, podemos dar-lhe a forma - • 

f(xi, ...,xk) = <po(xi, 

-f- «pi (xí, ..., xk) x'lrl-\- ... <f>„ (ixi, ..., xk). 

O coefliciente <p( de x'l~i (i = l, 2, . . . , n) è funcção inteira das 
outras A —t 1 variaveis, e pode ser constante ou zero. 

1 2 . THEOREMA I . — A condição necessaria e sufficiente para 

que uma funcção inteira de h variaveis seja identicamente 

nulla é que se annullem os coeficientes de todos os seus termos. 

E manifesto que esta condição é sufficiente. Por outra parte, 
se ella fôr necessaria para funcções de h — 1 variaveis, vamos 
demonstrar que também o será para polynomios de h variaveis; 
e o theorema ficará demonstrado pelo methodo chamado de in-

ducção mathematica, visto que já foi demonstrado para o caso 
de uma variavel só. 

Com efleito, se a funcção f[xi, ...,Xh) fôr identicamente nulla, 
demos-lhe a forma (6). Dando às variaveis x-2, ...,Xh os valores 
Oi, . . . , a/i o polynomio ficará somente com a.variavel e hade 
annullar-se para todos os valores de x\. Por conseguinte, n.° 10, 
Theor. I, serão nullos os coeficientes de todos os seus termos, 
ou 

...,a/,) = 0, i= 1 ,2 , . . . ,« . 

Mas isto mesmo terá logar para todos os systemas de valores 
que se attribuam ás variaveis xi, ..., xk, e os polynomios cp, de 

\ 

h — 1 variaveis serão identicamente nullos. Logo, segundo a 
hypothese, são nullos todos os coeficientes d'estes polynomios; e 
como elles são precisamente os coeficientes de todos os termos 
de f(xi, ...,xk), fica demonstrado o theorema. 

Se dois polynomios fi e / j d eh variaveis forem identicamente 
eguaes, a sua differença /i —/a será identicamente nulla e vice-
versa. D'aqui resulta, como no caso de uma variavel, que: 

THEOREMA I I . — A condição necessaria e sufficiente para que 
2 
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duas funcções inteiras de qualquer numero de variaveis sejam 

identicamente eguaes é que os termos homólogos tenham em 

ambas coeficientes eguaes. 

1 3 . THEOREMA I . — Se M e n j são os graus de dois poly-

nomios fi e fj , o grau do producto fi fa será ni-J-nj. 

A proposição está demonstrada para os polynomios de uma 
variavel. Vamos ver que, se ella tiver logar para polynomios de 
h — 1 variaveis, também hade verificar-se para polynomios de 
h variaveis e portanto é geral. 

Consideremos em primeiro logar dois polynomios homogeneos. 
Todos os termos que proveem da multiplicação de fi por fi 

serão de grau mj -f m, e o theorema ficará demonstrado para 
este caso quando se provar que no producto ha, pelo menos, 
um termo cujo coefficiente é differente de zero. 

Ordenando os dois polynomios segundo as potencias de uma 
das variaveis, de xi por exemplo, teremos 

fl(xi,...,xk) = yo(xi)...,x*).xk
l'-\-<?'l(xt,...,xh).x

l
l'~

i+... 

fi (®Í ,...,«*) =3 $ (aa, ... , xh) . x\' + cpV («2, • • • , Xh) • « í ' + • • • 

Os coefficientes dos termos de fi não são todos nullos, visto 
que, por hypothese, /( é do grau wi; e por ki designamos o 
expoente mais elevado que a variavel X{ tem nos termos de fi 

cujos coefficientes são difterentes de zero. Portanto não pode 
ser cpó^O. O mesmo se pode dizer de <po, e além d'isto cpó e 
tpo são, como fi e fi, polynomios homogeneos; os graus d'estes 
polynomios são respectivamente ni — ki e ni — Ja. 

Posto isto, o termo do producto fi ft, em que xi tem grau 
mais elevado, será 

<pó ( x i , . . . , xk). <po (xt,..., xk) x^1'. 

Mas, sendo o theorema verdadeiro para polynomios homogeneos 
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de h — 1 variaveis, o producto f'o . <po será um polynomio homo-
geneo de grau ni—ki-\-nï— ht. Neste producto haverá um ou 
mais termos com coeficientes différentes de zero ; os productos 
d'elles por an*'-!-*« darão para fi fi outros tantos termos de grau 

ni — k{ + m — kî + (/fi -f- h) = m + m, 

com coeficientes différentes de zero como se queria demonstrar. 
Consideremos agora dois polynomios não homogeneos fi e fi, 

aos quaes será sempre possivel dar a forma 

fi (Xi, ...,Xk) = <p'„, (xi, . . . , Xk) Cp«,—* (xi, ...,xh)+ ... 

fi (m, • • •, xk)=cp;;, (xi,..., x,t)+tp;;s_1 (xt,..., xk) +... 

designando por tpí e cpj polynomios homogeneos dos graus i e j 

respectivamente, ou identicamente nullos. Ora, por hypothese, 
fi é do grau ni e portanto não pode ser cpú, = 0 ; e o mesmo se 
dirá de tpó',. Mas os termos de grau mais elevado no producto 
fi fi hão de provir do producto de o'„, por tp'„',; e como, pelo 
caso anterior, o producto d'estes factores homogeneos será de 
grau mi + ni, este será também o grau do producto j\ fi. 

COROLLARIO. — O producto de k polynomios de graus M , m, 

..., m é um polynomio de grau m + na -f ... -j-iik. 

1 4 . THEOREMA. — Se o producto de dois ou mais polynomios 

se annulla identicamente, um dos factores pelo menos é identica-

mente nullo. 

Se assim não fosse, todos os polynomios teriam graus deter-
minados e o producto teria tombem um certo grau, contra a 
hypothese. 

D'aqui resulta que, na identidade 
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podemos supprimir o factor cp, commum aos dois membros, se 

<p não fôr identicamente nullo. Com effeito d'aquella identidade 

resulta a seguinte 

<p (/i — /à) = 0 

e, não sendo <p = 0, será /i — /a = 0 ou 

/*=/*, 

como resultaria se tivessemos supprimido o factor tp. 

III. — Fórmula de Taylor. 

1 5 . ARRANJOS k a k de n objectos distinctos 

(ii, as, . . a n 

são todas as collecções que se podem formar dispondo em k 

logares differentes (k ^ ri) e em todas as ordens possíveis outros 
tantos objectos arbitrariamente escolhidos entre os propostos. 
Uma d'estas collecções distingue-se de todas as outras por 
algum dos seus elementos, ou só pela ordem d'estes elementos, 
ou de ambos os modos. 

Designaremos por Ao numero de todos os arranjos de n 

objectos k a k. E claro que o numero N dos arranjos em que 
um elemento a; occupa o primeiro logar será egual ao numero 
d'aquelles em que o elemento inicial é outro qualquer cij. E 
pois que o numero dos elementos dados é n, teremos 

A„, k = n . N. 
s 

Por outra parte, os arranjos cujo elemento inicial é ax pode-
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riam obter-se conservando fixo este elemento e effectuando 
todos os arranjos k— 1 a k — 1 dos outros n — 1 elementos. 
Por conseguinte será N = A„_(i *„£ ou 

A „ j i = n . A „ _ i j 

Diminuindo successivamente uma unidade a n e a k teremos 
do mesmo modo as egualdades 

N 

A „ _ 1 ( = (n — 1 ) A„_2, k-i, 

A„_2, t-t = (n — 2) A„_3, k-3r 

A B _ Í + 2 , 2 = (n — k + 2). A „ _ T + L J I, 

A N _ T + 1 ( 1 = W — Ä + 1; 

e a ultima é evidente, porque para qualquer valor de p hade 
ser A P i i = p . Multiplicando membro a membro estas egual-
dades e a precedente, acha-se finalmente, depois de feitas as 
reducções, 

( 1 ) AM ) * = TI (RA — 1 ) . . . (W — A" -J -1 ) . 

Logo, o numero de arranjos de n objectos k a k é o producto 

de k factores inteiros, consecutivos e decrescentes a partir de n. 
PERMUTAÇÕES de n objectos são os arranjos d'estes objectos 

n a n. Designando por P„ o numero das permutações de n 

elementos e pondo k = n em (1) virá 

(2) P„ = 1 . 2 . 3 . . .n. 

Logo, o numero das permutações de n elementos ê o producto 

dos n primeiros números inteiros. 

Este producto pode ser expresso por algum dos symbolos 

|n ou n!, 
que se lê factorial n. 
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COMBINAÇÕES de n objectos k a lc são os arranjos que se 
distinguem por algum dos seus elementos. Considerando estes 
elementos como factores numéricos, ás combinações pode-se dar 
também o nome de productos distinctos. 

Entre os seis arranjos 2 a 2 

ai a%, as ai ai ai ai; ai 03, 03 aj 

dos tres elementos ai, ai, <23, os tres distinctos 

aiat, ai a$, ai<t$ 

são as combinações dos mesmos elementos 2 a 2. Comparando 
estes dois grupos de collecções vê-se logo que os arranjos 
podem deduzir-se das combinações permutando os elementos 
de cada uma d'ellas. Mas ó evidente que esta consideração é 
applicavel a todos os casos e portanto, designando pos C„, * o 
numero de combinações de n elementos lc a k, teremos 

A„, u = C„, k Pa ; 

d'aqui se tira por (1) e (2) 

n _ Ànjk _n (n— 1)... (n — ^- + 1) 
1 . 2 . 3 . . . A' ' 

A última fracção representa-se muitas vezes pelo symbolo 

tn \ n (n — 1)... (n — k + 1) 
U j \k_ 

que se lê n sobre 1;. Multiplicando ambos os termos por [ n — k 
viria 

M |!» 
\ k ) \k\n—k' 
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e mudando nesta expressão k em n — k resulta 

/ » lü _ M 
\ n - k j \n-k.\k = \ k j ' 

Logo, o numero das combinações de n objectos k a k é egual 

ao numero das combinações dos mesmos objectos n — k a n — k. 
Os coeficientes binomiaes de ordem n são 

(SH. (»"O' (")' 
onde se vê, pelo principio antecedente, que dois equidistantes 

dos extremos são eguaes. Fazendo a = 6 = 1 em 

(a + bf = a" + Ç) a-' b +... + (n ^ J aò«~» + Q ò» 

acha-se 

Fazendo successivamente # = 1, 2, . . . , n na identidade 

sommando os resultados e representando por S;, „ (i = 1,2, 3 , . . . ) 

a somma l i- j -2 i + ••• + «' das potencias i dos n primeiros 

números inteiros, virá 

(l+n)*-H = l + w + ( * + * ) S 1 ) B + ( * + * ) S 2 , . + . . . + ( k t 1 ) Sm-

Por esta fórmula teríamos S*,n expresso em Si, „, Sj, „, etc., e 
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se podiam calcular successivamente os números 

S3, n = l3 + 23 + . . . + M3 = ü l í ^ + 1 1 2 . 

t 
A última d'estas expressões mostra que é S3, n = (Si, n)

2-

16. Mudando x em x-\-h na funcção inteira (1) do n.° 7, 

desenvolvendo as potencias de x- \ -h e ordenando relativamente 

a h, acha-se . 

= po x" 4- pi a?"-« 4 . . . 4 Pn-1 X* 4 /?„_! X + pn 

4 h [1npo xn~l 4 (n — 1)pi xn~~2-\-... 4 2p„_2 a:4?>n-»]-f eh*. 

De f (x-{- h)~f (x)—k resulta f(x-\-h)—f(x)-\-k; assim aquella 

differença representa o incremento que proveio para a funcção 

f ( x ) do incremento h dado á variavel independente x. 

No desenvolvimento precedente de f ( x 4 h) a parte indepen-

dente de h é precisamente a mesma funcção f ( x ) de grau n, e 

o çoefficiente da primeira potencia de h é uma funcção de x, 

de grau n—1, que se deduz de f ( x ) pela seguinte lei, chamada 

regra de derivação : multiplica-se cada termo de f (x) pelo 

expoente de x nesse termo e diminue-se uma unidade ao expoente. 

A funcção assim formada chama-se derivada de / ( x ) , e desi-

gna-se por f (x); temos assim 

f (x) = npo x"-14 (n -1)pi xn~2 4 . . . 4 2pn_t x + pn_{. 
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Applicando a regra de derivação a pn, ou a uma constante 
qualquer, acha-se que a sua derivada é zero, por isso que a 
derivada de c = c. x° é 0. cx~l = 0. 

A derivada de/ ' (se) chama-se segunda derivada d e f ( x ) , e 
é designada por f" (x). Applicando a regra de derivação á 
expressão precedente de f (x) viria 

f (x) = n(n — l) p0 x
n~f + (n — 1) (n — 2) pi x"~3 - f . . .+2p n - i , 

que é uma funeção inteira de grau n — 2. 
Em geral, designando por /W (x) a derivada de ordem k de 

f(x), isto é, a funeçao inteira de grau n — k que se obteria 
applicando k vezes successivas a regra de derivação a f{x), 

seria 

fV\x)=n(n-l)„{n-k+l)pwi^k+(n-l)(n-2)...(n—k)pixn-"-i+M 

O coefficiente numérico de cada termo de /W (x) é o producto 
de k inteiros consecutivos; dividindo, pois, ambos os membros 
da ultima expressão por k!, viria mais simplesmente 

f-rrxn-1+c Tc ' h
 x n - k ~ i y* x M + -

Para k = n teríamos a constante 

/(") (x) = n (n — 1)... 2po = n\po, 

e para k > n seria sempre (x) = 0. 

Posto isto, desenvolvendo as potencias de x-\-h que estam 

no segundo membro da expressão de f (x - \ -h ) , acha-se para 

coefficiente de hk 

( f y po x»-k + (W 7 pi xn-k~l + (" * 2) Pi X"-'-1 +•••, 
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que é, como acabamos de ver, a expressão de Logo, 

o desenvolvimento de f ( x + h) será 

f ( x + h) = f ( x ) + hf (*)+.,. + ^ f) (») + ...+ £ f» („); 

e esta egualdade é conhecida pelo nome de fórmula de Taylor. 

Applicando esta fórmula ás funcções inteiras f (x), f (x), 

etc., viria 

f ( x + h) mf (X) + hf" (x)+ . . . •+ - — y / ^ (X), 

f (x-\-h)= f (x) + kf»(x) + ...+ f) (x), 

etc. 

Mudando x em h e vice-versa, a fórmula de Taylor torna-se 

em 

f ( x + k)=f(h) + xf + (h), 

onde f (li), f (h), . . . , / (") (h) são os resultados obtidos quando 

se substitue x por h em f ( x ) , f (x), . . . , /<"> (x). Para h = 0 

temos a fórmula de Maclaurin, que é a seguinte: 

f(x) =/(0) + xf (0) + + + ^ /•(«) (0). 

Mudando x em x — h na penúltima fórmula, obtem-se a 

seguinte: 

(3) f ( x ) =f(h) + ( x - h ) f ( h ) + . . . + fc^! fin) {hy 

Na funcção inteira f(x,y) de duas variaveis independentes 
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podemos dar a x e a y respectivamente incrementos quaesquer 

h e k. Mudando primeiro s em x + h, pela fórmula de Taylor 

teremos a expressão 

h? 
f ( x + h, y) s f ( x , y) + h f , {x, + (x, y) + ... 

Designamos por /v ' (x, y) o resultado que se obtém applicando 

r vezes successivamente a f (x, y) a regra de derivação relati-

vamente a x, como se y fosse constante. Por isto a estas fun-

cções se dá o nome de derivadas parciaes. 

Mudando depois y e m ^ + t na ultima egualdade, virá ainda 

f(x+h,y + k) =f(x,y+k)+hf'x (x, y+k)+j /*>' (x,y+k) + ... 

Mas ji; (x, y) é em geral funcção inteira de y, e portanto será 

pela mesma fórmula de Taylor 

k1 1/ 
f ( x , y+k) = f(x,y) + k f y (x, y) + (x,y)+..., 

fx {x, y + k) =f'x (x,y)-f kfl,j(x, y) +1" fx,'y> (x,y)+..., 

fx< (x, y + k) ==/xí(x,y) + kf&,y(x,y) + ... 

Designamos por f p ( x , y ) a derivada parcial da ordem r de 
( r ) 

f ( x , y) relativamente só a y, e por fxP, yi (x, y) a funcção que se 

obtém derivando p vezes relativamente a x e q vezes relativa-

mente a y a funcção f ( x , y). Nesta última expressão será 

p + q = r; é claro que nas funcções inteiras a ordem das deri-

vações ó arbitrária, e este principio é geral. 

Das ultimas egualdades resulta o desenvolvimento 

f(x+h, y+k)=f(x,y)+hfx (x,y)+kf,j (x, y) 

+% f'kx>y) +W*(x>y) + I>fy' (x>y)+ etc, a ít 
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Se fôr, por exemplo, 

f (*, y) = ay* + 2 bxy + ca:2 + 2dy + 2ex + g, 

as primeiras derivadas parciaes relativamente a x e y serão 

f;(x,y) = 2by + 2cx + 2e, 
(4) 

f;(x,y) = 2ay + 2bx + 2d. 

A segunda derivada relativamente a x e y obtem-se derivando 
a primeira d'estas funcções relativamente a y ou a segunda re-
lativamente a x, e de qualquer dos modos se achará 

f:,(x,y) = 2b. 

Finalmente as segundas derivadas relativamente a x e a y 

somente são respectivamente 2c e 2a, d'onde resulta que 

f(x -\-h,y-\- k) =f(x, y) + 2h (by + cx + e) 

+ 2k (ay + bx + c) + h^c + 2hkb + k* a; 

ou, ordenando relativamente ás variaveis, 

f ( x + h,y + k) = ay1 + 2bxy + cxi 

+ 2(ch + bk-\-e)x + 2(bh + ak + â)y + f(h,k), 

que é a mesma expressão precedente mudando a: em h, y em 
k e vice-versa. 
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IV. — Continuidade. 

17. O valor absoluto do numero real A exprime-se pelo 

symbolo 

que se lê módulo de A. 

Segundo as regras do cálculo algébrico é evidente que 

| À | + | B | 5 | A + B | , 

| A | x | B j = | AB |. 

18. Entende-se por vizinhança do "ponto a definida por um 

numero positivo dado a o conjuncto dos pontos x para os 

quaes é 

| as — a | < a . 

Esta desegualdade desdobra-se nas duas 

— u<x—a<a, ou 
a — «<íc<a + a; 

por onde se vê que os pontos de que se trata estam contidos 

no intervallo cujos extremos são a — a e a + a. 
Do mesmo modo a vizinhança do ponto {a, b) do plano, defi-

nida pelos números positivos a e comprehende todos os 
pontos do plano cujas coordenadas (x, y) verificam as desigual-
dades » 

| « - o | < a , | y - í | < p . 

Esta vizinhança compõe-se dos pontos Internos de um rectân-

gulo contido entre as parallelas ao eixo dos y tirados pelos 



BO 

pontos a — a e a + a do eixo dos x, e as parallelas a este ultimo 
eixo tiradas pelos pontos b — p e 6 + (3 do eixo dos y. 

A vizinhança do ponto a, b, c compõe-se de todos os pontos 
x, y, z que verificam as desigualdades 

sendo a, p, y números positivos. 

Finalmente a vizinhança do ponto a\, ..., 11+ compõe-se 

de todos os pontos xi, xt, . . . , a?* que verificam as desigualdades 

—ai|<ai, \xí — a i | < a 2 , . . . , \xk — ak\<ah, 

sendo também positivas as quantidades ai, a^, a*. 

19. Designando por o valor que a funcçâo f {xi, ..., x/,) 

tem no ponto ai, ai, . . . , ak, diz-se que a funcçâo/1 é continua 

neste ponto quando, dada uma quantidade positiva arbitraria-
mente pequena e, é possivel determinar uma quantidade positiva 
3 tal, que para todos os valores das variaveis que verifiquem 
as desigualdades 

20. THEOREMA I . — Se duas funcções ii(x\, ...,xk) e 

U(xi, Xk) forem contínuas 110 ponto a», . . a * , a funcçâo 

tp = fj -f- fi também é continua neste ponto. 

Segundo a hypothese, qualquer que seja a quantidade posi-
tiva arbitrariamente pequena e, haverá sempre dois números 
positivos <3i e di taes que seja 

I ÍC — a I < a, I y-b\<$, | 2 - c | < T , 

seja 
\xi — ai\<à, i= 1, 2, ..., h, 

i—1,2, ..., h. 
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Portanto, se designarmos por 5 o menor dos números e òi, 
será 

s 

para todos os valores das variaveis que verifiquem as desigual-

dades 

| Xi — a,-1 < 5, i = l , 2, . . . , h. 

Mas (n.° 17) é 

I í / i • - * | ) + ( A - f c ) I=I ( A + fi) - (*» + *») I ^ I fi -*» I+! h -k I ; 

donde se conclue que para os mesmos valores das variaveis 

será 
\ ( f i + f i ) - ( h + f o ) \ < £ , 

que é a condição de continuidade da somma / i + / j . 
C O R O L L A R I O . — S e as funcções fj , fj , . . . , f„ em numero finito, 

são contínuas num ponto, a somma fi + iî + . . . + f, é continua 

no mesmo ponto. 

2 1 . THEOREMA.—Se duas funcções fi(x«,...,xi) e fs(xi,...,xA) 

forem continuas no ponto ai, . . . , a„, a funcção tp = fi x fa tam-

bém é continua nesse ponto. 

Segundo a hypothese, qualquer que seja a quantidade posi-
tiva arbitrariamente pequena 6, será possivel determinar dois 
números positivos õi e òt tão pequenos que sejam 

| / i — P a r a I®» — « i | < 3 i , 

\fî — fa\<0 para | m — a,1 < <J2 

ou, desigdando por d o menor dos números e Si, 

\fi-ki\ <0, \fi-ki\<e 
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para todos os valores das variaveis que verifiquem as desigual-

dades 

|Xi — a,J<(5, » = 1, 2, .4., h. 

Por outra parte é f i f t — kikf — ft ( f i — ki) + ( f t — fa) e 
por conseguinte (n.° 17) 

I f i f i - J a h l ^ l M . l f i - h l + l h l . l f t - J c l , 

donde resulta, substituindo \ f i — | e \ft — ki\ por 0, 

I f i / í - i i A í K I | / i | - f |A;i| | .0 . 

Mas 

\fi\ = \ki + (fi-ki)\^\ki\ + \ f i - k 2 \ 

ou 

| / a i < | ^ 1 + 6 ; 
e assim teremos 

I f i f i - h k i l K ] 1 ^ , 1 + 1 ^ 1 1 0 + ^ . 

Posto isto, seja s uma quantidade positiva arbitrariamente 

pequena. Se os números e nâo forem ambos uullos, 

determinaremos 0 pela condição de verificar as desigualdades 

isto é, 

^ Í I T H - T O ' e < V 

Se for | ki | = | ki | = 0, faremos simplesmente 6i < e ou 

0 < V^. 

• 'S 
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De qualquer dos modos ficará satisfeita a desigualdade 

\ f i f y - h k t \ < z , 

que exprime a condição da continuidade do producto f i f t no 
ponto considerado. 

COROLLARIO. — Se forem contínuas num ponto as funcções 

f j , f», . . . , f; em numero limitado, o producto fi fj . . . f, será con-

tinuo no mesmo ponto. 

22. A condição de continuidade é satisfeita em todos os 
pontos por uma constante, considerada como um caso particular 
das funcções de h variaveis. O mesmo se dirá de cada varia-
vel 

D'aqui resulta, pelo corollario do último theorema, que a 

expressão 

C j a ? " ' . . . a?®', 

em que os expoentes a„ (J„ . . . 0; sãò números inteiros e posi-
tivos, é contínua em todos os pontos. Pelo corollario do Theor. I 

a somma algébrica de um numero limitado de termos d'aquella 
forma, é egualmente contínua. Logo: 

THEOREMA I I I . — Afuncção inteira de H variaveis è continua 

em todos os pontos. 

3 
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V. — Determinantes. 

§ 1.° —Definições. 

23. Chama-se transposição, e designa-se pelo symbolo 
(a, P) a troca de dois elementos a, p de uma permutação. De 
uma das permutações de n elementos, escolhida arbitrariamente, 
podem deduzir-se todas as outras por transposições successivas; 
aquella permutação toma o nome de principal. Seja, por 
exemplo, 2413 a permutação principal dos quatro elementos 1, 
2, 3, 4; fazendo a transposição (2, 4) dos dois primeiros ele-
mentos obtém-se outra permutação, e as duas são 

2413, 4213. 

Transpondo successivamente o terceiro elemento com cada um 
dos precedentes, aquellas permutações e as que d'ellas se dedu-
zem por esta forma são, ao todo, as 2 . 3 seguintes: 

2413, 1423, 2143; 

4213, 1243, 4123. 

Transpondo afinal nestas permutações o último elemento succes-
sivamente com cada um dos três primeiros, teremos obtido as 
2 . 3 . 4 permutações dos quatro elementos dados. 

Dá-se uma inversão entre dois elementos de uma permutação 
quando elles se acham dispostos em ordem contrária áquella 
em que os mesmos elementos se succedem na permutação prin-
cipal. Por commodidade adoptamos geralmente como principal 
a permutação cujos elementos procedem na ordem natural, 
excepto quando expressamente se diga o contrario; assim a 
permutação principal de quatro elementos seria 1234, e em 2431 
haveria quatro inversões, a saber: uma de 2 com 1, duas de 



4 com 3 e com 1, uma de 3 com 1. Em geral, conta-se o nu-
mero das inversões de uma dada permutação comparando cada 
um dos seus elementos com todos os seguintes. 

As permutações de n elementos dividem-se em duas classes. 
São de primeira classe ou pares a principal e aquellas em que 
lia um numero par de inversões. As outras são de segunda 

classe ou impares. O numero total das inversões em duas per-
mutações P e P dos mesmos elementos é par ou impar, con-
forme P e P' são da mesma ou de différentes classes. 

2 4 . THEOREMA DE B E Z O U T . — D u a s permutações dos mesmos 

elementos são de classes diferentes quando uma d'ellas resulta 

da simples transposição de dois elementos da outra. 

Na demonstração d'este theorema temos a considerar os dois 
casos seguintes: 

1.° Se os elementos transpostos a, jí são contíguos, a permu-
tação P e a outra P', que resulta simplesmente da transposição 
d'aquelles elementos de P, terão a forma 

P = A«PC, P' = Ap«C. 

A e C são os mesmos em P e P', e representam o grupo dos 
elementos que precedem e o d'aquelles que succedem aos dois 
elementos transpostos; se a fôr o elemento inicial ou p o ele-
mento final de P, faremos respectivamente A = 1 ou C = 1. 

Ora é evidente que as inversões produzidas pelos elementos 
de A, comparados com os de C e com a e P, são as mesmas 
em P e P'. O mesmo se diria das inversões de « e p com os 
elementos de C. Mas a transposição (a, P) lia de produzir ou 
desfazer uma inversão; portanto, designando por v e v1 os 
números de inversões que ha em P e P', será v/ = v + l. Logo 
as permutações P e P' são de classes différentes, visto que os 
numéros v e v' são de paridades diferentes, isto é, um é par e 
o outro »'' impar. 
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2.° Se entre a e p ha um grupo B de li elementos, as duas 
permutações podem ser representadas por 

P = A « B p C , P' = A p B a C 

e a differença v — v' ou v' — v só pode provir da transposição 

(«, P). 
Ora, transpondo a successivamente com cada um dos h ele-

mentos de B e com p, da permutação P deduz-se a seguinte: 

P" = ABpaC; 

e transpondo p successivamente com cada um dos h elementos 
de B, de P" se deduz a permutação considerada F. 

D'este modo se vê que P' se pode deduzir de P por meio de 
2h 1 transposições de elementos consecutivos; e pois que, pelo 
caso anterior, cada uma d'estas operações produz mudança de 
classe e o numero d'ellas é ímpar, segue-se que P e P' são de 
classes differentes. 

COROLLARIO. — O numero das permutações pares de n ele-

mentos é egual ao das impares. 

Com effeito, de cada permutação de uma classe resultará 
uma da outra classe pela transposição de dois elementos. 
Pode-se advertir que para qualquer valor de n > 1 o numero 
das permutações de n elementos ó par. 

25. Invertendo a ordem dos elementos de uma permutação 
P, a permutação resultante diz-se inversa de P. Estam neste 
caso 1234 e 4321. 

Entre as permutações dos mesmos elementos, a inversa da 
principal é aquella em que o numero de inversões é máximo, 
porque cada um dos seus n elementos produz inversões com 
todos os seguintes. Assim, este numero será expresso por 

Y = (n_l) + (n_2) + ... + 2 + l = ^ — 
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Designando por i o quociente inteiro da divisão de n por 4, o 
numero V será par quando n tiver alguma das formas Ai ou 
4i + 1 , e ímpar quando fôr n = 4i + 2 ou n -= 4i + 3. Exprime-se 
este resultado nos termos seguintes: 

A permutação inversa da principal de n elementos é par ou 

impar conforme seja dupla ou simplesmente par o maior numero 

par contido em n. 

26. Trocando succès si vãmente o primeiro elemento de uma 
permutação P de ordem n com cada um dos seguintes, obtém-se 
a permutação circular de P. As duas são da mesma classe 
quando n ó ímpar e vice-versa, porque se passa de uma para 
a outra por meio de n— 1 transposições. 

Assim, por exemplo, 4321 é a permutação circular de 1432. 

* A primeira é par e a segunda é ímpar. 
O nome de circular resulta da maneira como esta permutação 

se poderia obter, fazendo corresponder cada elemento da per-
mutação dada P, que continuamos a suppor de ordem n, a uma 
das n divisões eguaes de uma circumferência. Imprimindo a 
esta circumferência uma rotação de amplitude egual a uma das 
suas divisões e em sentido contrario áquelle em que ellas pro-
cedem, o logar da permutação P passaria a ser occupado pela 
correspondente permutação circular. 

27. O numero t das inversões que os primeiros k elementos 
de uma permutação P de ordem n produzem, quando se com-
param sómente com os últimos n — k elementos da mesma per-
mutação, determina-se do modo seguinte. 

Representemos pelos números 1, 2, 3, . . . , n os elementos 
de P, e supponhamos que os da permutação principal procedem 
na ordem natural. Designemos por ai, m, . . . , ak os k elementos 
considerados, dispostos em ordem ascendente. Um d'elles ah só 
produz inversões com os a* — 1 números 1, 2, . . . , (ak — 1) 
menores que a/,; mas havemos de excluir d'estes os li — 1 nu-
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meros ai, a-t, j que sa encontram entre os k primeiros 
elementos de P, e por conseguinte o numero das inversões que 
resultam da comparação de <xk com os últimos n — k elementos 
de P será 

« A — 1 — {h — 1 ) = «* — h. 

Pondo successivamente h = 1, 2, 3, . . . , k, sommando os resul-

tados e fazendo ai + + . . . + «t• = s, acha-se finalmente 

Qualquer que seja a permutação p dos elementos «i, «j, 
«A, a somma s tem sempre o mesmo valor. Se não houver in-
versões entre os primeiros k nem entre os últimos n—k elementos 
de P, o numero total das inversões de P será 

(1) v = s ~2 

Se houver u inversões nos primeiros k e v! nos últimos n — k 

elementos, o numero das inversões de P será 

(2) = „ + + 1 ) . 

O numero t somente será zero quando fôr 

a1 = l, «2 = 2, . . . , <xk=k. 

O numero de inversões que o elemento inicial «i faz com as 
seguintes é evidentemente ai — 1. 

28 . Chama-se matriz a figura formada com np elementos 

dispostos em n filas horizontaes, ou linhas, e p filas verticaes, 
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ou columnas; o rectângulo, a que esta disposição dá logar, 
encerra-se ordinariamente entre dois traços duplos verticaes. 
Contam-se as linhas de cima para baixo, e as columnas da 
esquerda para a direita. 

Duas notações se tem adoptado para representar systemati-
camente e de um modo geral os elementos de uma matriz. Na 
notação de Leibnitz designam-se todos os elementos pela mesma 
letra affectada de dois índices, que podem ser sobrepostos como 
em a{, ou consecutivos como em a^j. Dispondo os índices de 
cada systema na ordem natural, os inferiores ou do primeiro 
systema indicam a ordem da linha e os superiores ou do segundo 
systema indicam a ordem da columna em que se encontra o 
elemento considerado; assim o elemento aj está no cruzamento 
da linha i e da columna j. Os dois números i e j definem a 
posição d'este elemento na matriz, o que se exprime pelo sym-
bolo (i, j). D'este modo a matriz, de n linhas e p columnas 
será: 

1 1 2 » ai a, ... a\ • 

I i p as 02 . . . aS 

I i p 
Q-n &n • • • A» 

Na notação de Cauchy os elementos são representados por 
letras differentes affectadas de um índice só. Distinguem-se as 
columnas pelas letras e as linhas pelos índices, representando-se 
aquella mesma matriz pelo quadro seguinte: 

ai bi ... Ui . 

O? bi . . . «2 

a» bn ... un 

As letras desempenham aqui o mesmo papel que os índices do 
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segundo systema na notação de Leibnitz, e o que dissermos 
d'estes se applicará áquellas ou vice-versa. 

Quando o numero das linhas ó egual ao das columnas, ou 
n=p, a matriz diz-se quadrada e de ordem n. Chama-se pri-

meira diagonal á que parte do vértice superior da esquerda e 
segunda diagonal á outra. O numero dos elementos d'esta 
matriz ó n2. Chama-se transposição de linhas e columnas a 
troca ordenada d'estas filas umas pelas outras, isto é, a troca 
efiectuada de modo que a primeira linha passe a ser primeira 
columna, a segunda linha se mude em segunda columna, e assim 
por deante. 

29 . Consideremos o producto 

(3) T = a p l a p » . . . a P " , 
' «| d; In' 

cujos factores são n elementos de uma matriz quadrada de 
ordem n escolhidos de modo que em T entre como factor um 
elemento, mas um só, de cada linha e um elemento, mas um 
só, de cada columna da matriz. 

A collecção 
aj ai . . . a„ 

dos índices inferiores dos factores de T será uma permutação 
dos números 1, 2, . . . , n, por isso que nella entram n elementos 
e que estes elementos são todos diflferentos. Com effeito, se 
fosse, por exemplo, a, = a,, em T encontravam-se dois elementos 
da linha o„ ou da linha ao que é contrário á hypóthese. 

O mesmo se dirá da «ollecçâo 

( 3 l P i . . . (3n 

dos índices superiores. Para definir a classe d'estas permuta-
ções tomam-se para principaes nos dois systemas de índices 

/ 



41 

aquellas que se encontram nos elementos da primeira diagonal 
e em ordem descendente. Quando os Índices procedem segundo 
a ordem das linhas e das columnas, cada uma das permutações 
principaes tem os elementos dispostos na ordem natural. 

Podemos agora dar a seguinte: 
D E F I N I Ç Ã O . — D E T E R M I N A N T E de n2 elementos, dispostos numa 

matriz quadrada, é a somma algébrica dos productos distinctos 

de n elementos escolhidos de modo que em cada producto mtre 

como factor um elemento, nuas um só, de cada linha e um ele-

mento, mas um só, de cada columna da matriz; dando a cada 

producto o signal -f- ou —, conforme são da mesma classe ou de 

classes differentes as permutações dos índices dos dois systemas 

nos elementos considerados. 

Designando por v e v' os números de inversões d'estas per-
mutações, o numero v + v' será par se elas forem da mesma 
classe e vice-versa. Por conseguinte, representando por A„ o 
determinante de n2 elementos, que se diz de ordem n ou de n 

linhas, a definição precedente traduz-se na fórmula 

(4) An = £ ( - l ) " + < " . a ? 1 a p 2 . . . a p n . K ' n \ ' a, a, a» 

Também se pode representar o determinante pela sua matriz 
encerrada entre dois traços verticaes, do modo seguinte: 

A„ = i ai ai 

an ... a„ 

É, porém, necessário não confundir o conceito da matriz, 
que é simplesmente um systema de quantidades ao qual não 
corresponde um valor determinado, com o conceito de deter-
minante, que é uma somma. Esta distincção se confirmará 
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quando virmos que na matriz se podem effectuar transforma-
ções que, produzindo matrizes differentes, não influem no valor 
do determinante. 

Se em (3) trocarmos dois factores, a^ e aj-j por exemplo, 
o producto não muda de valor; e as permutações dos índices, 
que eram primeiro 

ai . . . a; . . . dj ... a„ , 

Pi . . . Pi . . . P/ . . . pn , 

tornaram-se em 

ai . . . dj . . . a, . . . a„ , 

pl . . . py . . . Pi . . . P„ , 

e ambas mudam de classe pelas transposições (a„ aj), (p,-, p;). 
Por conseguinte o signal do termo considerado também se não 
altera, e d'aqui se segue que em (4) podemos dispor os factores 
do termo geral de modo que os índices de um systema sigam 
a ordem natural. Assim, a somma em que se resolve o deter-
minante A„ pode ser expressa pela fórmula ' 

(5) A„ = E ( — l y . a f h a f y . . . ajj", 

dispondo os índices inferiores na ordem natural e notando que 
na permutação correspondente será v = 0. 

A fórmula (5) mostra que, para ter o desenvolvimento do 
determinante, basta effectuar todas as permutações dos índices 
superiores e pela classe de cada uma d'ellas se determinará o 
signal do termo correspondente. D'aqui resulta que: 

1.° O termo 

a[a\ ... ajj, 

que corresponde á permutação principal d'aquelles índices, per-
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tence ao determinante onde tem o signal +. Este termo cha-
ma-se principal, e é formado com os elementos da primeira 
diagonal; estes termos teem egualmente o nome de principaes. 

2." O termo 

n n - 1 l ai a% ... an , 

que corresponde á permutação inversa da principal, pertence 
também ao determinante e o seu signal é dado pelo coefficiente 
(n.° 25), 

( - 1 ) 2 • 

Este termo é formado com os elementos da segunda dia-
gonal. 

3.° O numero dos termos do determinante de ordem n é n! 
Metade são positivos e metade são negativos (n.° 24, Corol.) 

O determinante pode representar-se simplesmente por 

| a{ | , ou (a\ ... a"), 

e ainda por 

/l, 2, 

' \ 1 , 2 , . . . J ' 

Na notação de Cauchy pode-se escrever, por exemplo, 
As = I abe I. 

30. Pela regra do numero anterior teremos o desenvolvi-

mento de 

a2. J 2 
AJ AI 

<4 ®L 

ellectuando as permutações 12, 21 dos indiçes 1,2. Conser-
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vando os índices inferiores na ordem natural e attendendo 

regra dos signaes, teríamos Ai = a}a |—«i 

Egualmente para 

A3 = 1 2 3 ai ai ai 

1 2 3 a± 

1 2 3 a3 a3 a3 

effectuam-se as permutações dos índices 1, 2, 3. Pela regra do 
n.° 23 teremos primeiro as duas 

12 3, 2 1 3, 

ás quaes depois se juntarão as seguintes : 

3 2 1 , 1 3 2 , 3 1 2 , 2 3 1 . 

Conservando os índices inferiores na ordem natural e atten-
dendo á regra dos signaes, viria 

t 

l 1 2 3 2 1 3 , 3 1 2 1 3 2 , 2 3 1 3 2 1 
u3 = ai a3 — «i a3 -f- ai aj a3 —- ai a3 + ai a% a3 — ai a% a3. 

Este desenvolvimento tem 6 termos, 3 positivos e 3 nega-
tivos. 

Do mesmo modo se obteria o desenvolvimento de determi-
nantes de ordem mais elevada, mas o processo seria cada vez 
mais complicado e hade ser substituido por outros mais expe-
ditos. Os determinantes de 3.a ordem resolvem-se facilmente 
pela regra de Sarrus, de que principalmente convirá usar quando 
os elementos não estejam expressos em alguma das notações 
de Leibnitz ou de Cauchy. A regra é a seguinte: 

Ligam-se os elementos que ocupam as posições (1,2), (2,3) 
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assim como (2,1), (3,2) por meio de parallelas á primeira dia-
gonal e completam-se os triângulos cujos vértices são respecti-
vamente (3,1) e (1,3). Os elementos da primeira diagonal e os 
que formam os vértices dos dois triângulos compõem os termos 
positivos do determinante. Para ter os termos negativos opé-
ra-se de modo análogo relativamente á segunda diagonal. 

31. Chamam-se conjugados dois elementos e a^ que teem 
os mesmos índices, mas invertidos. Os elementos principaes 
são conjugados de si mesmos. Dois elementos conjugados estam 
situados symetricamente a respeito da primeira diagonal. 

O determinante diz-se de diagonal vazia quando todos os 
elementos principaes são zero, symetrico quando os elementos 
conjugados sâo eguaes dois a dois, contra symetrico ou pseudo 

symetrico quando os elementos conjugados teem, dois a dois, o 
o mesmo valor numérico e signaes contrários, hemisymetrico 

quando é contrasymetrico e de diagonal vazia. 
Desenvolvendo pela regra de Sarrus o determinante symetrico 

S = a b d 

b c e 

d e g 

acha-se S = acg + 2bde — aes — cdi — gbi. Para a = c = g = 0 

seria S = 2bde. 

Desenvolvendo o determinante contrasymetrico 

S' = a -b d 

b c — e 

-d e 9 

acha-se S' = acg + ae2 + cdi + glr. Para a = g — 0 seria 
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S' = O e, em geral, o determinante hemisvmetrica de ordem 

ímpar é nullo. 

32. Combinando de todas as maneiras i linhas e i colum-
nas de uma matriz de np elementos, para todos os valores pos-
síveis de i, os determinantes formados com os elementos com-
muns a estas filas orthogonaes chamam-se determinantes da 

matriz. A ordem d'elles pode variar desde o menor dos nú-
meros 7i e p até á unidade, considerando cada elemento como 
um determinante de primeira ordem. 

Entre os determinantes de uma matriz alguns poderão annul-
lar-se, e em muitos casos convirá especificar a ordem mais ele-
vada dos que podem ser différentes de zero. Este numero cha-
ma-se característica. 

Assim, quando dissermos que c é a característica de uma 
matriz, queremos significar que na matriz há, pelo menos, um 
determinante de ordem c que é différente de zero e todos os 
determinantes de ordem superior a c se annullam. 

O menor valor de c será a unidade, porque não teremos de 
considerar matrizes compostas só de elementos zero. O maior 
valor possivel de c é o menor dos números n e p. 

§ 2.° — Propriedades fundamentaes. 

33. A transposição das linhas e columnas de um deter-
minante A corresponde a uma rotação de 180° executada pelo 
plano de A em torno da sua primeira diagonal; e cada elemento 
de A irá ocupar no novo determinante A' a posição que o seu 
conjugado tinha em A. 

Ora um termo 

T = + a ^ . . . a?" 

— ai <i% a» 

de A hade encontrar-se, abstrahindo do signal, em A' e vice-
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versa; por isso que em T se encontra um elemento, e um só, 
de cada linha e de cada columna de A'. 

O signal é também o mesmo. Com effeito as permutações dos 
índices das linhas e das columnas de A, em que se encontram 
os elementos de T, são respectivamente 

aj a j • . . <*n > Pi Pâ — P» ; 

e as permutações dos índices das linhas e das columnas de A' 
em que se encontram os mesmos elementos de T são, em vir-
tude da transposição, 

Pi fa • • • pn , ai a j . . . an , 
isto é, as mesmas. Além d'isto os elementos principaes, sendo 
conjugados de si proprios, são os mesmos em A e A', e d'aqui 

j>e segue que "as permutações principaes são as mesmas nos 
dois determinantes. Logo o signal do termo considerado é tam-
bém o mesmo em ambos, e portanto: 

I. O valor de um determinante não se altera quando se 

mudam ordenadamente as linhas em columnas e as columnas em 

linhas. 

34. Se no determinante 

A = ai 
k . . . aj . k 

• ai 
n ... a{ 

ah 
k ... ah . k 

• a* 
n ... ah 

1 
Ok 

k ... «A . • 4 
n 

... Ok 

1 
an 

k 
... a„ . 

k . a„ « ... a„ 
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trocarmos duas columnas h e k, é evidente que, abstrahindo do 

signal, os termos dos desenvolvimentos de A e do determinante 

A' = k 
. ai . . . a{ ... a" 

1 a* . k . ah ... 4 
n ... ak 

ai . . aie . . . a* ... a" 

1 a„ . k . an 
h . . . a„ n ... a„ 

serão os mesmos. 
Quanto aos signaes, os termos principaes de A e A' são res-

pectivamente 

Ti l h k n 
— ai . . . ak . . . a/t . . . a„, 

Tf i 1 k h n 
= -f- ai . . . ah . . . a/i . . . a„. 

Este último tem o signal — em A, porque as permutações 
dos índices inferiores são as mesmas em T e T', emquanto que 
as dos índices superiores são de classes différentes pelo theo-
rema de Bezout. 

Por outra parte as linhas teem os mesmos indices em A e A', 
e nos termos positivos de cada determinante a permutação dos 
índices superiores hade ser da mesma classe da respectiva per-
mutação principal e vice-versa. Logo será A' = — A ; e como 
da propriedade I resulta que o mesmo succederia quando se tro-
cassem duas linhas, segue-se que: 

I I . Um determinante muda de signal pela troca de duas• 

filas parallelas. 

COROLLARIO. — Trocando p filas parallelas do determinante 

A, o novo determinante será A' = (— l ) f . A. 
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Uma permutação circular de p linhas ou columnas é equi-
valente á troca de p — 1 filas parallelas ou á multiplicação do 
determinante por (— 1) f — 

35 . Em todos os termos do determinante entra como factor 
um elemento, e um só, de cada linha e de cada columna, e 
d'aqui se segue que, multiplicando todos os elementos de uma 
fila por um numero, cada termo do determinante fica multipli-
cado por esse numero. Logo : 

I I I . Se multiplicarmos ou dividirmos todos os elementos de 

uma fila por um numero, o determinante fica multiplicado ou 

dividido pelo mesmo numero. 

COROLLARIO I . — Se forem zero todos os elementos de uma 

fila de A, será A = 0. 

COROLLARIO I I . — Mudando os signaes a todos os elementos 

de uma fila o determinante muda também de signal. Mudar os 

signaes aos elementos de p filas equivale a multiplicar a deter-

minante por (—l)?. Mudando os signaes a todos os elementos 

de um determinante de ordem n, o determinante muda ou não de 

signal conforme n é impar ou par. 

36. Pela propriedade I I I pode-se operar no determinante 
uma transformação, que em geral simplificará o seu desenvol-
vimento. Seja 

A = b 

V 

b" 

Multipliquem-se primeiro as columnas respectivamente por bc, 
ca e ab, como na reducçâo de fracções ao mesmo denominador, 
e divida-se o determinante por a261cs. Divida-se depois a pri-
meira linha por abe, e multiplique-se o determinante por este 

4 



50 

factor. Teremos assim 

1 
A = 

a262c* ' 
abc bca cab 

a'bc b'ca c'ab 

a"bc b"ca c"ab 

1 
abc 

1 - 1 1 

a'bc b'ca c'ab 

a"bc. b"ca c "ab 

Se fôsse a = 0, por exemplo, multiplicaríamos sómente as 

duas ultimas columnas de A por c e b. Em geral é sempre 

possivel reduzir á unidade todos os elementos de umá fila 

que sejam différentes de zero, como se vê no exemplo se-

guinte : 

0 X y z = ÍC2^2Z2. 0 1 1 1 

X 0 z y 1 0 
z 

xy 
y_ 
zx 

y z 0 X 1 
z 

xy 
0 

X 

yTz 

z y X 0 1 L. 
XZ 

x 

yz 
0 

xyz 
0 1 1 1 

xyz 0 z2 y1 

xyz z2 0 x2 

xyz yi a?2 0 

0 1 1 1 

1 0 z2 y2 

1 z2 0 x* 

1 y* x1 0 

Obtém-se o segundo determinante dividindo por x a segunda 

linha e a segunda columna do proposto, por y a terceira linha 

i 
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e a terceira columna, por z a quarta linha e a quarta columna 
e multiplicando o resultado por x 1 y i z i . As outras transforma-
ções nâo offerecem dificuldade. 

37. Se forem eguaes os elementos correspondentes de duas 
filas parallelas, o determinante annulla-se. Com effeito, tro-
cando essas filas, o determinante muda de signal ( I I ) ; mas o 
seu valor não se altera porque a matriz se conserva exacta-
mente a mesma, e por conseguinte será A =— A ou 2A = 0, 
isto é, A = 0. 

Se os elementos correspondentes de duas filas parallelas são 
proporcionaes, o determinante annulla-se. Assim teremos, por 
exemplo, em virtude da propriedade I I I , 

A = a pi b =p. a b b 

a' pb' b' a' V b' 

a" pb" b" a" b" b" 

Este resultado é evidentemente geral e portanto: 
IY. Sendo proporcionaes os elementos correspondentes de 

duas filas parallelas, o determinante annulla-se. 

Assim, por exemplo, 

2 4 5 

1 - 2 9 

3 6 7 

2 2 . 2 5 

1 2.(— 1) 9 

3 2 . 3 7 

= 0, 

como se poderia ver effectuando o desenvolvimento pela regra 
de Sarrus. 
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38. Um determinante da forma m 

ai bi «í + Pi + fi C l 

cm bi <*2 + Pî + Ï2 C î 

« 3 h < * 3 + + Ï 3 C 3 

ai h «4 + P* 4" Y* C 4 

resolve-se na somma dos très 

A = ai bi a i C l + ai bi P . C l + ai bi ï« C l 

ai h a ai h P * Ci Oi h TÎ Ci 

« 3 b3 « 3 C 3 a3 h P 3 C3 ai h Ï 3 C3 

ai h a t Ci a4 64 P * Ci ai bi ï i Ci 

Com effeito a expressão 

ai bt (<X3 + + T3) Ci = albi «3 a -f- ai bi (B3 C4 + at òa C4 

mostra que o termo principal de A é egual á somma dos 
termos principaes dos tres determinantes em que A se re-
solveu ; e do mesmo modo cada termo de A será egual á 
somma dos termos homólogos d'estes tres últimos determi-
nantes. O principio traduzido na penúltima egualdade é geral; 
logo: 

Y. Se os elementos de uma columna (ou linha) forem ex-

pressos por sommas de i parcellas ou polynomios, o determi-

nante resolve-se na somma dos i determinantes que se obteem 

quando no determinante dado todos os polynomios se substituem 

8uccessivamente pelo primeiro termo, segundo termo, etc., de 

cada um. 
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Teríamos uma applicaçâo d'esta propriedade fazendo inver-
samente 

0 a. b + a a b = a a b = 0, 

a' a' V 0 a' V a1 a' V 

a" a" b" 0 a" b" a" a" b" 

por onde se veria que os primeiros dois determinantes são nu-

mericamente eguaes e de signaes contrários. 

39 . Pela propriedade V é 

ai bi *"f~pc\ Cl - ai bi Cl + ai pci Cl 

ai bi +pci Cl ai bi a ai pci Cl 

«3 bi +pC3 c3 az bz C3 <*3 pci C3 

ou, pois que o ultimo d'estes determinantes é zero, TV, 

ai hi Cl + ai + J 9 C 1 C l 

ai bi Cl ai bi+pci Cl 

« 3 h C3 az bz ~\~pcz C 3 

É evidente a generalização d'este principio a determinantes 
de ordem mais elevada e á somma de mais columnas. O mesmo 
se dizia das linhas, e portanto: 

VI. Um determinante não se altera quando aos elementos 

de uma columna, ou linha, se juntam os elementos correspon-

dentes de outras columnas, ou linhas, respectivamente miâtipli-

cados por factores constantes. 

Por esta propriedade, a que se chama principio da addição 
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das linhas, teríamos, por exemplo, 

12 16 24 33 = 20 x 3 16 24 33 , 

20 25 35 45 1 5 7 9 

20 27 36 55 5 27 36 55 

28 38 51 78 7 38 51 78 

e este ultimo determinante resultou de dividir por 4 a primeira 
columna e por 5 a segunda linha de A, multiplicando depois A 
por 4 x 5 . Depois, subtrahindo da l . a , 3.a e 4.a linha a 2.a mul-
tiplicada respectivamente por 3, 5 e 7, acha-se 

A = 20 x 0 1 3 6 

1 5 7 9 

0 2 1 10 

0 3 2 15 

D'este modo se pode fazer depender um determinante de 
outro, em que os elementos de uma fila, menos um, sejam 
eguaes a zero. 

§ 3.° — Determinantes menores. 

4 0 . Menor de classe h de um determinante A de ordem n 

é o determinante de ordem n — h que se obtém quando se sup-
primem h linhas e h columnas de A. 

O número de menores de l . a classe do determinante A é 
egual ao numero dos elementos de A, ou ws, porque são dis-
tinctos os systemas de duas filas orthogonaes que se cruzam 
sobre dois elementos differentes. 

Cada um d'estes menores é um determinante de ordem 
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n — 1, que terá (n — l)2 menores de l . a classe. Todos elles são 
menores de 2.a classe de A, mas não são distinctes porque 
duas linhas e duas columnas dadas cruzam-se sobre 22 ele-
mentos. Por conseguinte em A haverá 

(n - 1 ) 2 

l2 " 2* 

menores distinctes de 2.a classe. Do mesmo modo se veria 
também que no mesmo determinante ha 

m2 (n - 1 ) 2 (n — 2)2 

l 2 ' 22 ' 32 

menores distinctes de 3.a classe, e assim por deante. 

41. Os elementos de um determinante podem considerar-se 
como menores de classe n — 1 de A, e a cada um d'elles corres-
ponde um menor de J.a classe. 

Em geral, a um menor M de ordem h de um determinante 
de ordem n corresponde outro menor M' de ordem n — h, que 
se obteria supprimindo as h linhas e as h columnas represen-
tadas em M. Um d'estes menores diz-se complementar do 
outro. 

Assim no determinante de 5.a ordem 

1 
a{ 

i 
ai 

3 
ai a í al 

i 
Oa a\ 

4 
O! a | 

i 
a3 

2 
« 3 

3 
a 3 

4 
a 3 a l 

i 
a 4 a! 

S 
a * 

4 
a 4 

a 4 

a5 

•i 
a « 

3 
a s ai a s 
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os menores 

são complementares. N'um d'elles faltam os índices que se en-
contram no outro. 

Chamam-se menores principaes de A aquelles cujos elementos 
principaes são também elementos principaes em A, isto é, aquel-
les que estão contidos em linhas e columnas dos mesmos ín-
dices. Primeiro menor principal de ordem h de A é o que se 
contém nas primeiras h linhas e nas primeiras h columnas de 
A. Se um menor é principal, o seu complementar também é 
menor principal. 

Num determinante de ordem n haverá tantos menores prin-
cipaes de ordem h quantas são as combinações de n elementos 

42 . Seja M um menor de ordem h do determinante 

e M' o menor complementar de M. 

Um termo de M será da forma, (5), 

í = ( - l ) " a p l a?* . . . a?* V ' «1 «J «A 
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com os íudices inferiores na ordem natural e designando por u 

o numero de inversões da permutação (3j |3j . . . (3̂  . Do mesmo 
modo um termo de M' será da fôrma 

também com os índices inferiores na ordem natural e desi-

gnando por u1 o numero de inversões da permutação (JA + 

+ » ••• IV 
Por outra parte, ao termo geral (3) do determinante An tam-

bém se pode dar a forma 

T = ( - l f + - ' . J*1 a?2 . . . o f j + í . . . > ' í( «! 51 a i f l «n 

sendo v e v1 respectivamente os números de inversões das per-
mutações «i aa . . . «A a* + i . . . an e f3j . . . j3A (3* + i . . . (3„ . 
Ora, pondo « I + «2+ . . . + « A = S I , |3I + |3a~h ••• + |3A = «a e 
si + «j = s, será por (1) e (2) 

e portanto -y + = u + v! + * — à(h + 1 ) ; d'aqui resulta, por 

ser par o numero K (A + 1), que 

(— 1)»+»' = (— 1)«+"'. (— l)s . 

Logo será 

T = (— l)s tÜ. 

Mas t e t' são dois termos quaesquer de M e M'. Além d'isto 
s é, por definição, a somma dos índices das linhas e das co-
lumnas de A representadas em M, e portanto conserva o mesmo 
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valor para todos os termos de M. D'aqui se conclue que todos 

os termos do producto 

( - 1 y MM' 

pertencem ao desenvolvimento de A. Estes termos são distinctos 
por corresponderem a termos distinctos de M, ou de M', ou de 
ambos estes factores. 

O factor (— l)s M' chama-se complemento algébrico de M, e 
assim teremos por definição 

(6) c. a . M = (—l)s [m. c. M] ; 

designamos por c . a . M o complemento algébrico de M, por ?n.c.M 
o menor complementar de M e por s a somma dos índices das 
linhas e columnas representadas em M. 

Na indicação do signal é indifterente empregar a potencia 
s ou s' de — 1, sendo s' a somma dos índices das linhas e das 
columnas representadas em M'. Com effeito a somma dos ín-
dices de todas as linhas e columnas de A é por um lado s + sf 

e por outra parte 2 ( 1 + 2 + . . . + n). Por aqui se vê, sendo 
eguaes estas sommas, que s + s1 é um numero par e portanto 

( - 1 ) 5 = ( - ! > " • 

Por conseguinte será também 

c .a .M' = (— l)s [m.c.W], 

e por este motivo se dizem recíprocos os menores M e M'. 
Pois que as linhas e as columnas representadas num menor 

principal teem os mesmos índices, para estes menores o nu-
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mero s é par. Logo, se o menor M fôr principal, será 

(7) c. a . M = m. c. M. 

43. O menor complementar do elemento a\ do determi-
nante A de ordem n é o determinante de ordem n — 1 que se 
obtém supprimindo em A a linha i e a columna j e, designando 
por Aí o complemento algébrico d'aquelle elemento, será 

A{.= (— l)'"+>.[ra.c.a(]. 

Os (n — 1)! termos do producto a{ Aí fazem parte, como se 
Viu, do desenvolvimento de A. 

O elemento a{ diz-se par quando os Índices i e j são ambos 
pares ou ambos impares. O complemento algébrico de um ele-
mento par é o respectivo menor complementar, e o de um 
elemento impar é o seu menor complementar com signal con-
trário. 

O signal também se pode determinar pela regra seguinte, 
chamada do percurso orthogonal: 

Percorre-se a primeira linha do determinante desde o pri-

meiro elemento até á columna em que se encontra o elemento 

considerado. Desce-se depois por esta columna até chegar ao 

mesmo elemento. Enunciando o signal + no ponto de partida 

e mudando de signal em cada elemento percorrido, o ultimo 

signal enunciado é o que se deve empregar. 

Facilmente se justifica esta regra, por isso que o primeiro 
elemento do determinante é par e em cada fila um dos Índices 
conserva-se constante e o outro procede na ordem natural. 

44 . Nas h columnas de A representadas no menor M conteem-se 

^ j menores de ordem h, que se obteriam praticando todas as 

combinações h a h das n linhas do determinante. 
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Designando por c este numero, por Mi, M», . . . Mc aquelles 
menores e por (Mj), (M^), ...', (Mj) os respectivos comple-
mentos algébricos, será 

(8) A = M1(M'0 + Mí (M',) + . . . +Me(Me). 

Com effeito os termos em que se resolve o segundo membro 

de (8) são distinctos pelo factor Mi, ou por (Mí), ou por 

ambos. O numero de termos de Mi é , o de (Mj) é | n—h 

e portanto o da somma (8) será 

( à ) • \A-\n-h=[n , 

que é exactamente o numero de termos de A. 
Á expressão (8) dá-se o nome de desenvolvimento de Laplace. 

V 

45. Applicando a fórmula (8) ao caso em que os menores 
Mi, . . . , M„ se reduzem aos elementos de uma linha ou de 
uma columna e designando por A-, como anteriormente se fez, 
o complemento algébrico do elemento a\, teremos para o desen-
volvimento do determinante A as duas expressões: 

A = A J aí + A f a f + . . . + A « a ? , 

A = A v 1 + A U + - + A Í o ' n . 

Visto que, abstrahindo do signal, Aj é um determinante de 
ordem n— 1, estas fórmulas mostram como um determinante A 
se pode fazer depender de outros cuja ordem vae diminuindo 
successivamente de uma unidade. 
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Supponhamos agora que no determinante 

A = i ai . . a\ . 
k . ai . . a* 

al
n . • a% • 

k .. an . n . . a„ 

• • + AÍ a{, 

é <4 = aj (i = l , 2 , . . . , ri). Neste caso é A = 0 pela proprie-

dade IV e, mudando <4 em af no segundo membro da ultima 

egualdade viria 

A{<4 + A Í < 4 + . . . + A J
B a ! ; = 0. 

Para as linhas teremos uma relação semelhante e portanto: 
É egual a zero a somma dos productos que se obteem quando 

se multiplicam os elementos de uma fila pelos complementos al-

gébricos dos elementos homólogos de outra fila parallela á pri-

meira. 

Estes resultados e os precedentes estão comprehendidos nas 
seguintes fórmulas: 

j A í a í + Af O Í + . . . + A ? aü = 8, 

( = i ^ h , 8 = 0); 

l A i a t + M 4 + . . . + A { a * = 8, 

A applicaçâo das fórmulas (9) e (10) ao determinante 

a i bi Cl 

aí h Ci 

« 3 h C3 

(9) 

(10) 



dá, para i — h e j ==k, as relações seguintes 

A = Ajai + Bjòi + Ciei = Ajai + Aíoj + A3a3, 

= A 2ai + Bih + Cid = B i h + Bjôa + B3&3, 

= A3<Z3 + B3Í3 + C3C3 = Cl Cl -f Cl Cl + C3C3, 

sendo os complementos algébricos dos elementos de A: 

Ai = bi Cl , A2 = — b, Cl As = bi Cl 

h C3 63 C3 bi Ci 

Bj = — ai Ct , B 2 = ai Cl , B3 — — ai Cl 

«3 C3 « 3 C3 ai Cl 

Ci = «2 bi , Ü 2 = - ai bi c 3 = ai bi 

« 3 b3 as b3 ai bi 

Applicando as mesmas fórmulas ao caso i h e j =?= k te-

remos as doze relações 

A lai + Bibi + C1C2 = Aja3 -f B1J3 + CiC3 = 0, 

A»ai -f B261 + Cici = Asaj + B2&3 + Cic3 = 0, 

A3aj + B3Ò1 + C3CJ = A302 + B362 + Ü3qi = 0; 

Aiôi + Aibi + A3&3 = A4ci + A2CÍ -f AgC3 = 0, 

Biai + Biai + 6303 = BJCJ + B2C2 -f B3C3 = 0, 

Cia! + C2a2 + Csas = Ciii + C2òí + Cs bt = 0. 

Por estas fórmulas se acharia que o determinante do n.° 39, 

v 
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desenvolvido pelos elementos da primeira columna, daria 

A = 2 0 x 0 1 3 6 

1 5 7 9 

0 2 1 10 

0 3 2 15 

= - 2 0 1 3 6 

2 1 10 

3 2 15 

Por este processo se pode abaixar em uma unidade a ordem 
do determinante, quando são nullos todos os elementos de uma 
fila menos um. Esta disposição pode obter-se pela proprie-
dade VI, do modo que se viu no mesmo exemplo; e assim 
também, subtrahindo respectivamente da 2.a e da 3.® columna 
do ultimo determinante a l . a multiplicada por 3 e a segunda 
multiplicada por 2, virá 

A == — 20. 1 0 0 

2 - 5 8 

3 - 7 11 

= 20. 5 8 

7 11 

. - 2 0 . 

Inversamente pode-se elevar em uma unidade a ordem do 
determinante pela addiçSo de duas filas orthogonaes. O ele-
mento em que estas filas se cruzam será +1 ou — 1, conforme 
a sua posição seja par ou ímpar no novo determinante. Os 
restantes elementos de uma das filas serão zeros, e os da outra 
podem ser quaesquer. Assim teremos : 

ai bi Cl = 0 ai bi Cl 

ai bi a P i P* P3 

aí h 03 0 at h Ci 

0 az h C3 

sendo arbitrários (Bi, j3a e fo-
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Desenvolvendo cada um dos determinantes successivos pelos 

elementos da primeira columna segundo a fórmula (9), te-

-emos 

a i 0 0 0 

at bi 0 0 

az bz C3 0 

ai h Cl di 

a{ 0 0 

bz cz 0 

bi Cl di 

0 | = aibiddi. 

di 

É claro que, fazendo o desenvolvimento pelas linhas segundo 
a fórmula (9), se chegaria ao mesmo resultado quando fossem 
nullos os elementos para o outro lado da primeira diagonal; 
e que o determinante se simplificaria do mesmo modo, ainda 
mesmo que fosse de ordem mais elevada. Logo: 

O determinante reduz-se ao termo principal quando são 
nullos todos os elementos para um lado da primeira diagonal. 

Se forem nullos todos os elementos para um lado da 
segunda diagonal, o determinante de ordem n reduz-se a 
este termo com o signal determinado (n.° 25) pelo coeffi-

" (" - 0 
ciente (— 1) 2 . 

4 6 . THEOREMA. — Um determinante de ordem n, em que 

são nullos os elementos communs ás primeiras h linhas e ás 

ultimas n — h columnas, é egual ao producto dos dois de-

terminantes adjacentes á matriz de elementos zero. Os ele-

mentos que completam a matriz do determinante podem ser 

quaesquer. 

Com effeito, desenvolvendo o determinante pelos menores 
de ordem h contidos nas suas primeiras h columnas, o pri-
meiro termo do desenvolvimento de Laplace é o segundo mem-



bro da egualdade 

65 

(11) 

1 
ai . . . a} 0 . . 0 = 

1 
ai k . . . ai X aí}! 

n 
ak+l 

«í 
k ...ah 0 . . . 0 aí . . . a* a*+4 

aí+i 
k A-M ... ak+i 

\ 
i an 

k ... an 
n . . a„ 

porque ambos os seus factores são menores principaes de A. 
Os outros termos do desenvolvimento annullam-se, porque em 
cada um entra como factor um determinante que tem uma 
linha de zeros pelo menos. 

Se forem nullos os elementos communs ás primeiras li —(— 1 
linhas e ás ultimas n — h columnas de A, será A = 0. 

Neste caso o último determinante do segundo membro de 
(11) teria uma linha de zeros. 

COROLLAKIO. — Um determinante de ordem n pode elevar-se 

directamente á ordem n -}- p. 
Viu-se no n.° 45 como este resultado se obteria, elevando a 

ordem do determinante em uma unidade de cada vez; mas será 
preferível proceder do modo seguinte. Construa-se um determi-
nante K de ordem p que seja egual á unidade, fazendo por 
exemplo 

K = 1 0 . . . 0 

0 1 . . . 0 

0 0 

Disponha-se a primeira diagonal de R no prolongamento da 

primeira diagonal do determinante considerado, e complete-Be 

5 
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a matriz quadrada de ordem n -f- p preenchendo as linhas 
com zeros e as columnas com elementos arbitrarios, ou vice-
versa. O determinante assim obtido será, do mesmo modo que 
(11), o producto de dois factores, um dos quaes é o determi-
nante dado e o outro é E = l. 

47. O último theorema pode enunciar-se com mais genera-
lidade nos termos seguintes, e a demonstração seria a mesma: 

THEOREMA. — Se no determinante A de ordem n forem nullos 

os elementos de h columnas, com excepção sómente dos que per-

tencem a h linhas differentes, A reduz-se ao producto da multi-

plicação do menor de ordem h contido nestas linhas e columnas 

pelo respectivo complemento algébrico. 

Este theorema tem uma applicação importante no desenvol-
vimento do determinante cujos elementos principaes são da 
forma a + x. Resolvendo este determinante segundo a l . a co-
lumna, pela propriedade V teremos 

aJ+.-c af 

aj af+a? 

n 
.. ai 

n .. a% 

1 2 
ai ai 

a] a\-\- x . 

n .. ai 
n .. at 

+ x a\ 

0 a\+x 

n .. a i 

.. <4 

i i a„ a„ .. a^+x 1 s a„ a„ .. a^+x 0 a\ .. a*-\-x 

Cada um dos dois últimos determinantes ainda se decompõe 
em dois pelo mesmo processo e assim seguidamente, de modo 
que A resolve-se afinal na somma de 2" determinantes de ele-
mentos simples. 

Dois d'estes determinantes serão 

Ao = «1 ai x 0 

0 0 

0 

x 
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- e um dos restantes será, por exemplo, 

(12) 

X 0 . . 0 A-M 
«i 

n ... a{ = -

0 x .. 0 *+t 
Oi . . . aï • 

A+l 
a» 

0 0 . . X 
h+l a* . . . «I 

0 0 . . 0 . . . aj_|_i 

0 0 . . 0 an
r . . . a* 

onde o factor de é um menor principal de ordem n — li de Ao. 
Designemos em geral por A' um dos outros determinantes 

em que A ficou resolvido. Se a variavel x se encontrar na 
columna a, de A', o índice da linha que cruza esta columna 
sobre o elemento x será o mesmo a„ porque x entra só nos 
elementos principaes de A. Além d'isto os restantes elementos 
d'aquella columna a< serão zero. 

Por conseguinte se x se encontrar em h columnas de A', 
nestas columnas só se encontrará um menor de ordem h que 
seja differente de zero, o qual se reduz a ÍC* e é um menor 
principal de A'. O complemento algébrico 8 d'este menor é o 
respectivo menor complementar, que será um menor principal 
de ordem n — k de Ao; e assim teremos 

A' = S.T*. 

No termo (12) o menor 8 está contido nas últimas n — h linhas 
e columnas de Ao. 

Mas a mesma disposição se verificará com todas as combina-
ções h a h das n columnas de A, visto que todos os elementos 
principaes de A são da forma a-\- x. Logo, designando por S„_* 
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a somma de todos os menores principaes de ordem n — h de AQ, 
os termos do desenvolvimento de A em que entra a potencia h 
de x são dados pela expressão 

Sn-»«*, 

e o numero d'elles é ^ n . 

Fazendo succesivamente h = 1, 2, . . . , n — 1, teremos assim 

A = Ao + Sn-1 X + S„_2a;2 + . . . + Si ar"-1 + a*. 

Sommando os numéros de parcellas em que se pode resolver 
cada termo d'este desenvolvimento, acha-se o numero total 
(n.° 15) 

que é com effeito, como já vimos, o numero dos determinantes 
de elementos simples em que A se resolve. 

A chamada equação em 8 da Geometria Analytica no espaço é 

A = a-s b" b' 

b" a'-s b 

= 0. 

a"-s | 

Applicando o desenvolvimento precedente ao seu primeiro 
membro, temos de fazer x = — s e portanto mudaremos o 
signal dos termos em que entram potencias ímpares de x. O 
termo independente de s é o determinante symetrico 

Ao = a b" b' 

b" a' b 

b' b a 
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Designando por 8, 8', 8" os menores principaes de 2.* ordem 
de Ao teremos 

S = aa' — b"», 3' = aa! - 6'*, 3" = a'o" - 6»; 

os de 1.® ordem são 
a,' a', a", 

e por conseguinte 

A = A o - ( 8 + $' + d")s + (a + a' + a ' V - s s 

será o desenvolvimento pedido. 

§ 4.° — Producto de determinantes. Determinante adjunto. 

48. O producto de dois determinantes, um de ordem n e 
outro de ordem p, exprime-se num determinante de ordem n-f-p 

pelo theorema do n.° 46. Se os determinantes forem ambos de 
ordem n, o producto pode ser expresso por um determinante da 
mesma ordem n, como vamos ver. 

Sejam os determinantes dados 

A, = a} . . a* , Aj = i N . a t 

ai . n .. an 
< an . n 

• a» 

Transponham-se as linhas e columnas de A(; segundo aquelle 
theorema, o producto será 

A = A| x Aá = a! 
i Oj • ai Pl • • ez 

a? 
n 

. aS 0Í . . P; 

0 0 . .. 0 ai • 0L{ 

0 0 . . 0 1 a„ n 
a» 
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e os elementos (B'„ . . , 6 ; são arbitrários. Substituindo o deter-

minante d'estes elementos pelo seguinte 

s - - 1 0 ... 0 

0 - 1 ... 0 

0 0 ... - 1 

o producto toma a forma 

A = aí 

a\ 

«1 . 
2 Oij . 

• a í 

• <4 

- 1 . 

0 . 

0 

0 

0 

0 

a5 . 

0 . 

0 . 

. . a" 

. . 0 

. . 0 

0 . 

1 
ai 
i «2 • 

. - 1 

* ai 

n a i 

• 

0 0 . .. 0 1 
a« • 

n 
«n 

Juntem-se á columna i d'este determinante as n últimas res-
pectivamente multiplicadas por a f , a f , ..., a*. Fazendo succes-
sivamente i = 1, 2, . . . , n, virá 

0 0 . . . 0 - 1 0 . . 0 

0 0 . . 0 0 - 1 . . 0 

0 0 . . 0 0 0 . . - 1 

m} rn\ . . 7»? ( «? .. • «i 

m| . n . Mi < 
« 2 

2 Otf .. 

( m„ n 
• m„ 

1 
*H 

i a„ .. n « » 
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onde se fez 

m? = aj xf + a* xj +...+ a] a". 

Posto isto, permutem-se em A as columnas j e n -\-j (j = 1, 
2, . . . , » ) ; o determinante virá multiplicado por (— 1)*, e teremos 

( - ! ) • . . A. - 1 0 .. 0 0 0 . . 0 

0 - 1 . . 0 0 0 . . 0 

0 0 . . . - 1 0 0 . . 0 

1 
«1 «1 R 

«4 m\ m\ . n mi 
4 

«2 
2 Xi • 

» Xi »4 
i Tíli . . mi 

4 
XJI 

2 
«ri •• 

n 
«n mi, ml . • 

D'e8ta expressão resulta pelo theorema do n.° 46 

(— 1)".A= S m[ .... m\ , 

m,\ ?n» 

ou, supprimindo o factor commum S = (— l)n , 

a} a" X 4 
ai • 

n 
• «1 = m[ n mi 

<4 • 
n 

• a» 
4 x„ n 

• a» 
t rrin . . ml 

Os elementos do último determinante são a somma dos 

productos que se obteem multiplicando os elementos de cada 
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ai bi ci í _ 

ai bi Ci 

az 63 cj 

linha de um dos factores pelos elementos homólogos de todas 
as linhas do outro factor. 

D'«ste modo se acharia, por exemplo, 

+ + C 1 0|«i + 6|6í + C|Cí £ílÉt3 + 6l63 + ClC3 

aia2+W>2 + CiCí a | + 6 | - f c | cmai-̂ -b%bz-\-CiCz 

aja3 + 6iÒ3 + CjC3 aja3+6jÒ3+CiC3 a j + ^ l + c * 

Em geral o quadrado de um determinante é expresso por um 
determinante symetrico. 

Da mesma forma se acharia 

®i 62 + bi ai | > 

ai bi + bi aj a| | 

donde se deduz a expressão 

(13) (ai ai - bi bi)* + (a, bi + 6, a2)* = (a? + ftj) (a| + b\). 

Transpondo as linhas e as columnas no factor Ai e depois 
em Ai, vê-se que o producto de dois determinantes pode tomar 
quatro formas que resultam: 

1.° da multiplicação de linhas por linhas, 

2." da multiplicação de linhas por columnas, 
3.° da multiplicação de columnas por linhas, 
4.° da multiplicação de columnas por columnas. 

ai bi 

bi ai 

49. Designando por A{ o complemento algébrico do ele-
mento a[ do determinante 
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A'= Al . . . A? 

A» . . . A„ 

chama-se adjunto de A. 
Effectuemos o producto P = A x A', multiplicando successiva-

mente cada linha h de A' por todas as linhas de A. O elemento 
mi de P será a somma dos productos dos elementos da linha i 

de A' pelos elementos homólogos da linha j de A, ou 

mí = A-aj + A?aj+...+A"aj. 

Esta expressão mostra, (9), que é 

para i —j, m\ = A, 

para i =t=j, —0; 

portanto os elementos de cada linha de P são zero, com 
excepção apenas do elemento principal que é A. Logo será 

A x A ' A 0 . . . 0 

0 A . . . 0 

• • • • • 

0 0 . . . A 

- A » . 

Esta expressão ó uma identidade, porque subsiste quaesquer 

que sejam os elementos de A; e pois que o factor A não é 

identicamente nullo, é permittido (n.° 14) supprimir nos seus 
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dois membros este factor commum. D'aqui resulta a egualdade 

(14) A' = AB_1. 

50 . Designemos por ai o complemento algébrico do elemento 
Aí de A'. Por definição será 

(15) aj = (— l)*4"'. [wi. c. Aj]. 

Elevemos á ordem n este menor de A', que é um determi-

nante de ordem n — 1. Para o conseguir podemos fazer (n.° 45) 

A | . • A í " 1 A i A Í + 1 . . . A í 

A Í _ 4 . • Atl M-i M±[ . • • AU 

0 . 0 ( - 1 ) ' + J 0 . 0 

Af-fi . • M+i Alt! . • A ? + 1 

A í . . A r 1 A n A « + 
. A ; 

e multiplicando a linha i por (— !)'+•>, virá finalmente 

A l . . . A r 1 A Í A { + ' . . . A í 

A L , . 

0 

A ! + 1 . 

. . A t l 

. . 0 

• A Í T Í 

M-i 

i 

M+i 

A í ± í . 

0 

M$\ .. 

• • AU 

. 0 

. A : + 1 

A ' • í i n Ai A n 
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Formemos o producta tx{ x A multiplicando successivamente 

cada linha de «j por todas as linhas de A. Teremos, como ante-

riormente, 

A 0 . . . 0 0 0 . 0 

0 A . . . 0 0 0 . 0 

0 0 . . . A 0 0 . . 0 

j «i <4 . J • • «i-i «í a'i+l • .. a{ 

0 0 . . . 0 0 A . . 0 

0 0 . . . 0 0 0 . . A 

e neste determinante todos os elementos principaes sâo eguaes 
a A, menos o da columna i que é a{. 

Permutemos no mesmo determinante a linha t e a columna i 

com cada uma das precedentes. Teremos effectuado assim 
um numero par 2 (i — 1) de trocas de filas parallelas e d'estas 
permutações, que por este motivo não produzem mudança de 
signal, resultará para aquelle producto a forma 

«? aí aí • Oj_4 aí+i • • ai 

0 A 0 . . . 0 0 .. 0 

0 0 A . . . 0 0 .. 0 

0 0 0 . . • o . 0 . A 

Nesta egualdade podemos supprimir o factor commum A, 

como anteriormente fizemos e pelo mesmo motivo. Assim 
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teremos finalmente \ 

(16) a{ = a{ A"-2. 

« 

51. Em dois determinantes da mesma ordem dizem-se cor-

respondentes dois menores contidos respectivamente nas mesmas 
linhas e nas mesmas columnas. 

Sejam M e M' dois menores correspondentes de ordem h do 
determinante A e do seu adjunto A'; será 

(17) c.fl .M' = M i » - » - » , 

como vamos demonstrar. 
Supponhamos em primeiro logar que 

M = «1 . . a* , M' = A) . . A} 

«i . . a* Aí • • AJ 

são os primeiros menores principaes de ordem h de A e A'. 
Neste caso o complemento algébrico n de M' é simplesmente 

o menor complementar de M', que é o determinante de ordem 
n — h 

IA = Aft-H A*+2 

A-H A+l 
A»+í .A+í 

Ah-f-I 

A" 

A" 

A : 
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Eleve-se este determinante á ordem n, pondo (n.° 46, Cor.) 

I A ' 1 0 

0 1 

0 0 

A1 A2 

A1 A* 

0 0 0 

0 0 0 

1 0 0 . 

A* A*+í A*+2 
^k+i ' 

a» AM-i A*+2 
-"-h+i ' 

A1 A* ••• A* A*+1 A*+2 AM 

0 

o 

An 

A" Ai+2 

como é permittido, por isso que os elementos communs ás 
primeiras h columnas e ás últimas n — h linhas podem ser 
quaesquer. 

Effectuando o producto de (I por A pela multiplicação de 
linhas por linhas e attendendo a (9), virá 

LI A . a\ «4 • . ai al+i al+t . i 
• a„ 

a\ 
k Oi . • aí aÍ+i aí+i • . ai, 

0 0 . . D A 0 . . . 0 

0 0 . . 0 0 0 . . A 

ou H A = M A " - * 

por isso que o primeiro menor principal de ordem h do último 
determinante é o menor M, depois de transpostas as linhas e 
columnas. Supprimindo nesta egualdade o factor commum A, 
resulta a expressão (17). 
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Consideremos agora um menor qualquer M contido nas 
linhas ai, ai, . . . , a* e nas columnas (Jt, $1, . . . , de A, assim 
como o menor M' contido nas mesmas linhas e columnas de A'. 

Transportem-se as linhas representadas em M de modo que 
se mude a linha ai para o primeiro logar de A, a linha aj para 
o segundo logar e, em geral, a linha 

a; 0 ' = 1, 2, . . . , h) 

para o logar i. Para esta linha a mudança depende de 

aj — i 

trocas de linhas adjacentes. 

Opere-se de modo semelhante com as columnas . . . , 
Designando por Aj o determinante assim obtido, o seu primeiro 
menor principal de ordem h será M i = M . Por outra parte, o 
numero de trocas de filas parallelas adjacentes, que foi neces-
sário eftectuar para levar M á posição Mi, é 

r - ( o i - l ) + ( < * - 2 ) + . . .+ (a*- / i )+( f3 , - l )+( f3 4 -2 )+ . . . + ( & - £ ) 

ou, designando por s a somma dos índices das linhas e das 

columnas representadas em M, 

r = s — 2 ( 1 + 2 + . . . + ã ) ; 

e por ser (— l) r = (— l) s segue-se que será 

(18) A| = (— l) s . A. 

O adjunto A4' de A< terá a mesma disposição de linhas e 
columnas que Aj. Mas cada elemento Ai de A, torna-se para 
Aí em 

(—l) s .Ai, 
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por isso que a troca de duas linhas ou de duas columnas adja-
centes produz mudança de signal nos complementos algébricos 
de todos os elementos do determinante. Por conseguinte, repre-
sentando por Mí o primeiro menor principal de ordem k de 
Aj, será 

visto que m.c.W é um determinante de ordem n — k. 

Além d'isto o complemento algébrico do menor principal Mí 
é simplesmente o seu menor complementar, e por conseguinte 

c . a . M ^ - l ) ' — * > ' . [ m . c . M ' ] . 

Ora, por difiniçâo, é 

c .a .M' = (— l)s [ra.c.M']; 

d'esta expressão e da precedente resulta que 

(19) c .a .MÍ = ( - l ) ( » - * - 1 ) ! . [ c . a . M ' ] . 

Mas pelo caso que se tratou primeiro é 

c . a . M j = Mi .Ai n - * — 1 ^ 

ou, attendendo a (18) e visto ser Mj = M, 

c . a . MÍ = (- l)<"-*-1)'.M.A"-*-1 

D'esta egualdade e da (19) se deduz a (17), que assim fica 
demonstrada no caso geral. De (17) se pode deduzir (16), 
pondo h = 1. 

Sendo A = 0, annullam-se A' e os complementos algébricos 
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de todos os menores de A'. Os que correspondem aos me-

nores de 2.a ordem s&o da forma 

c.a. M A! 

A{ Al 

a\ a\ 

aí al 

A " - 3 ; 

e se fosse A = 0, seria 

isto é, 
Aí Al = AÍ A' 

A í : A { : : A / : A j , A J - A i : : A { A í -

Logo: 

Se for A = 0, o« complementos algébricos dos elementos homó-

logos de duas columnas ou de duas linhas de A são proporcionaet 

entre si. 

VI. — Dependencia linear. 

62. Duas collecções de constantes, como (1, 2, 3, 4) e 
(2, 4, 6, 8) por exemplo, dizem-se proporcionaes entre si 
quando os elementos de uma se podem obter multiplicando os 
elementos correspondentes da outra por um factor constante. 

Ordinariamente entende-se que cada uma das duas collecçOes 
se pode obter operando d'este modo sobre a outra. Mas no 
caso das collecções (1, 2, 3, 4) e (0, 0, 0, 0), por exemplo, se 6 
possível passar da primeira para a segunda multiplicando os 
seus elementos por zero, nâo ha factor com que se possa passar 
da segunda para a primeira. 

Para definir a proporcionalidade em termos que convenham 
a todos os casos, adopta-se a seguinte: 

DEFINIÇÃO I . — Duas collecções de constantes 

» i » 
> > • • • > *Epy 

I» i» a 
• • • i xp 
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dizem-se proporcionaes quando existem dois factores constantes 

ki, k», que não são ambos nullos e verificam as egualdades. 

kiXi-\-JaXi = 0 (í= 1, 2,...,p). 

Para ki =?= o teremos 

/ kt a 

e para 0 teríamos egualmente 

a ki i 

Por conseguinte a definição I é conforme com a noção ante-
rior de proporcionalidade; e alem d'isso abrange evidentemente 
o caso das collecções. 

/ i i 
Xi, x$, ..., xk, 

0, 0, 0, 

para as quaes bastaria fazer ki = 0 e dar a kt =2= 0 um valor 
qualquer. 

O conceito de proporcionalidade generalisado para maior 
numero de collecções toma o nome de dependencia linear, e 
assim temos a seguinte: 

DEFINIÇÃO I I . — Diz-se que são linearmente dependentes n 
collecções de p constantes cada uma 

x f , 4 ' , ( i = 1 , 2 , . . . , « ) , 

quando existem n constantes ki, kj . . . , k„, que não são con-

junctamente nuüas e verificam as egualdades 

ki X j k i Xj . . . + a?jB) = 0, 0 = 1, 2, ...,p). 
6 
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Quando não existe um systema de factores que satisfaçam a estas 

condições, as collecções dizem-se linearmente independentes. 

Do mesmo modo o conceito de proporcionalidade gene-
ralisa-se para os polynómios com a seguinte : 

DEFINIÇÃO I I I . — OS n polynómios FI, f j , . . . , f„ com qual-

quer numero de variaveis dizem-se linearmente dependentes 
quando existem n constantes k j , ki, . . . , kn, que não são con-

junctamente nullas e verificam a identidade 

k l f l + kifi+...+knfn^O. 

Quando não existem estes factores os polynómios são linear-
mente independentes. 

A theoria da dependencia linear assenta nos seguintes prin-
cípios elementares : 

THEOREMA I . — Se n grupos de constantes, ou n polynómios, 

são linearmente dependentes, é sempre possível exprimir linear-

mente um d'elles nos restantes, mas não necessariamente um 
qualquer. 

Com effeito, sendo différente de zero pelo menos um factor /r,, 
podemos dividir por ki a relação ou relações em que entrar 
este factor. 

THEOREMA I I . — Se entre n collecções, ou entre n polynó-

mios, houver um certo numero l<n que sejam linearmente de-

pendentes todas as collecções, ou todos os polynómios, o são 

egualmente. 

Para ver que assim é bastaria adoptar para factores da 
dependencia linear as l constantes que correspondem ás l col-
lecções, ou aos l polynómios, e que não são conjunctamente 
nullas, e mais n — l zeros. 

THEOREMA I I I . — Se uma das n collecções se compõe unica-

mente de zeros, ou se um dos n polynómios é identicamente 
nullo, todas as collecções, ou todos os polynómios, são linear-

mente dependentes. 
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É o que se pode reconhecer adoptando um factor k=?= 0 
para a collecçâo de zeros, ou para o polynómio identicamente 
nullo, e n — 1 zeros para as collecções restantes, ou para os 
outros polynómios., 

53. Dadas n collecções de p constantes, consideremos sepa-
radamente os casos de ser n^p e n>p. 

1 . ° CASO, Designando por « a matriz das np quantidades 
que formam as collecções dadas, ou 

a = i 
• Xp 

n 
Xi 

u 
Xi 

n 
• Xp 

(n) (M) Xf . • Xp 

vamos demonstrar o seguinte 

THEOREMA I . — A condição necessária e suficiente para 

serem linearmente dependentes n collecções de p constantes 

cada uma , 

4 ° , 4 ° , 4", (»' = 1, 2, n), 

quando n^ p, é que se annullem todos os determinantes de ordem 

n contidos na matriz a. 

A condição é evidentemente necessária por isso que, sendo 
as collecções linearmente dependentes, em cada um d'esses 
determinantes haverá uma linha que pode ser expressa por 
uma combinação linear das outras e portanto todos elles se 
annullam. 

Para provar que a mesma condição é suficiente, supponha-
mos que todos aquelles determinantes se annullam e designemos 
por c a característica da matriz a. Consideramos c > 0 porque, 
se fosse c = 0, todos os elementos de a se annullariam e é evi-
dente que não teremos de considerar collecções compostas de 



84 

zeros somente. Na maior parte dos casos será c — n — 1, mas 
pela hypothese só podemos dizer que é c < n. 

Segundo a definição de característica, em a haverá pelo 
menos um determinante de ordem c que é difíerente de zero, e 
supporemos que esse determinante S se encontra nas primeiras 
c linhas e nas primeiras c columnas de «. Não se prejudica 
d'este modo a generalidade da demonstração, porque aquella 
disposição se pode sempre obter ordenando convenientemente 
as collecções e as quantidades que as compõem; é evidente que 
a ordem de umas e outras é indifferente para a questão de que 
se trata. O determinante d será, pois, 

8 = x t 

(c) 
X,' 

Xc 

X, 

:0. 

Em « ha, pelo menos, mais uma linha do que em 8. Seja 
8' um determinante de « formado com as primeiras c +1 linhas 
e com as primeiras c columnas e mais uma das seguintes. 
Pela definição de característica será 

/ 
Xi 

1 
• Xc 

/ 
Xj 

(«) 
• Xç 

A R I ; . 

= 0. 

Designemos por ki, kz, . . . k c + í , os complementos algébricos 
dos elementos da ultima columna de 8'. Estes complementos 
conservam os mesmos valores e os mesmos signaes para qual-
quer outra columna j de a que esteja representada em 5', por-
que são independentes dos elementos d'esta columna e a posição 
de cada um d'estes elementos é a mesma em todos os deter-
minantes de ordem c +1 assim formados. Entre aquelles 
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complementos, o último pelo menos é diôerente de zero por ser 

h+i = 

Além d'isto, pelas fórmulas (10), a somma 

h Xj + h Xj + ...+ kc+i £cje+1), (J = c + 1 , c + 2 , ., p) 

representa o desenvolvimento de qualquer dos determinantes 5', 
e é zero porque em todos os casos ó <$' = 0. Para os outros 
valores de i = 1, 2, . . . ,c a mesma expressão é a somma dos 
productos da multiplicação dos elementos de uma columna pelos 
complementos algébricos dos elementos correspondentes de outra 
columna de 8', e esta somma ó ainda egual a zero segundo 
aquellas fórmulas. Logo será. 

k i x j + h X - + . . . + kc+i x j + i ) = 0 , ( j = 1 , 2 , . . . , p); 

por conseguinte as primeiras c + 1 das collecçOes dadas são 
linearmente dependentes. D'aqui se segue que todas o são 
também, pelo Theor. II do n.° 52. 

2.° CASO . O caso de ser n > p reduz-se ao precedente jun-
tando n—p zeros a cada collecção de p constantes. Temos 
assim ii collecções de n constantes cada uma, e na matriz 
quadrada a ha só um determinante de ordem n; este determi-
nante é egual a zero, por ter pelo menos uma columna de zeros. 
As n collecções são pois linearmente dependentes pelo Theor. I, 
e d'aqui resulta evidentemente que também o serão as collecções 
dadas. Logo: 

THEOREMA I I . — São linearmente dependentes n collecções de 

p constantes quando è n > p. 

54. Se forem dados n polynómios ft, f i , ..., f„ com um 

« 
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numero qualquer de variaveis independentes, a condição neces-
sária e sufficiente da sua dependencia linear consiste em serem 
linearmente dependentes as n collecções dos seus coeficientes. 

Por conseguinte os theoremas demonstrados no n.° anterior 
são applicaveis áquelles polvnómios. 

VII. — Systemas lineares não homogeneos. 

65. Consideremos em primeiro logar o systema linear 

| F | = a\ xi -f- a? xí + .. Xj-\- . . . -j- a? xn -bi = 0, 

1 Fj = a,- xi -f- af xi + . .. -j- ctj xn - b i - 0, 

\ F„ =a\xi + al x%-\-.. • +a{ Xj+ . i n • • ~r an xn' - i „ = 0, 

em que o numero das equações é egual ao das incógnitas. 
Se fôr differente de zero o determinante do systema 

a} » ai > 

isto é, o determinante dos coeficientes das incógnitas, não se an-
nullarão conjunctamente os complementos algébricos A{, . . . , A{ 
dos elementos da columna j de A. Multipliquem-se as equa-
ções (1) respectivamente por estes factores, e designe-se por S,-
a somma dos productos; será 

(2) S j ^ M F, + Ai F 2 + . . . 4-Aí F„ = 0, 

0 = 1, 2 , . . . , » ) . 
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Substituindo Fj, . . . , F„ pelos desenvolvimentos (1) e prati-

cando as reducções, virá 

Syswu a!i+»íí xt-\-...-\-mn (AÍ ò i+AÍ bn)=0 

e o coeficiente do termo geral m{ x{ será 

( 

m = AÍ «í + AÍ 4+--- + AÍ a!n. 

Esta ultima expressão mostra, (10), que é 

para i=j, rrij = A, 

para i =?=j, mi = 0. 

Por outra parte 

AÚ1 + AÍ&Í+ . . . +AÍ,6„ 

é o desenvolvimento de um determinante A3-, que se obteria substi-

tuindo em A os elementos da columna j pelos termos conhe-

cidos das equações (1), depois de transpostos para o segundo 

membro. 

D'estas considerações se conclue que a equação (2) se re-

duz a 
S,- = A Xj —[Ay = 0 ; 

e pondo successivamente7 = 1, 2, . . . , n, teremos as n equa-

ções 

(3) Aa?i — Aj = 0, Aas2-A, = 0, . . . , Accn — A „ = 0 , 

das quaes se tira 
Ai Aj A„ 

(4) «1 = - j - , 

por ser A ^ 0. 
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56. Dois systemas de equações dizem-se equivalentes quando 
as soluções de cada um d'elles conveem ao outro. 

Os systemas (1) e (3) são equivalentes. Com effeito uma so-
lução do systema (1) torna 

Fi = 0, F , a O , F„ = 0 

e por conseguinte satifaz a (2) ou, o que é a mesma coisa, 
a (3). 

Reciprocamente, representando por R; o resultado que se 
obtém quando na equação F( = 0 se substituem as incógnitas 
pelos valores (3), teremos a egualdade 

V „1 , 2 Aa B Ab 
' = ' ' "Ã— 

Multiplicando ambos os membros por A, como é permittido 
por ser A ^ t O , vem 

A R i = a ? A 1 + a f A í + . . . -J-a" AB — bi A. 

Desenvolvendo agora cada determinante Aj pelos elementos 
da columna j, que são os termos conhecidos das equações (1) 
depois de transpostos, e praticando as reducções relativamente 
a estes elementos, teremos 

A R, =• mibi + mibí + . . . - ( - mn bn —bi A. 

Mas o cofficiente do termo geral mj bj d'este desenvolvimento 
será 

mj — a} A)+af Aj + ...+«? A] 
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e esta expressão mostra, (9), que é 

para j = i, m, = A, 

p a r a j ^ r i , mj = 0. 

Por conseguinte o mesmo desenvolvimento reduz-se a 

A Ei = bi A — bi A = 0 

ou, visto ser A 0, 

R, = 0 

e cada uma das equações Fj = 0 é satisfeita pela solução (4). 
Logo os systemas (1) e (3) são equivalentes e assim: 
Se fõr differente de zero o determinante de um systema de n 

equações do primeiro grau com n incógnitas, este systema 

admitte uma solução e uma só; o valor de cada incógnita será 

dado por uma fracção, cujo denominador é o determinante do 

systema e cujo numerador se obtém, substituindo no denominador 

os coefficiente d'essa incógnita pelos termos conhecidos das equa-

ções respectivas depois de transpostos. 

A este enunciado dá-se o nome de regra de Cramer. 

57. A equivalência dos systemas (1) e (3) foi demonstrada 
para o caso de ser A 0. Um exemplo bastará para mostrar 
que os dois systemas podem deixar de ser equivalentes quando 
é A = 0. 

Consideremos as equações 

«-\-y + z = 1, 

« + ^ + 2 = 2, 

» + ^ + 2 = 3. 
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O determinante d'este systema é 

1 1 1 = 0 

1 1 1 

1 1 1 

e os determinantes Ai, Aj, A3 são neste caso 

Ai = 1 1 1 = 0, A2 = 1 1 1 = 0 , A3 = 1 1 1 

2 1 1 1 2 1 1 1 2 

3 1 1 1 3 1 1 1 3 

= 0. 

As equações (3) tornam-se agora em 

0.® = 0, 0.̂  = 0, 0.2 = 0 

e admittem uma infinidade de soluções, emquanto que o sys-
tema proposto não admitte, manifestamente, solução alguma. 

O caso de ser A = 0 está comprehendido no caso geral, que 
vamos considerar. 

58 . Supponhamos que é dado um systema 

= «1 Xl - F «1 Xi + . .. xp - Ô ! = 0 , 

( 5 ) 1 
| F , =3 <4 xi + A | xi + . ... +a{xr -bi = 0 , 

( 5 ) 1 

=3 <4 xi + A | xi + . 

F„ + . . . + aT
nxf — bn =0 

de n equações do primeiro grau com p incógnitas, sendo n e p 

dois números quaesquer inteiros e positivos. Tres casos se 
podem dar, a saber: 

1.° As equações não admittem solução: o systema diz-se in-

compatível. 
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2.° As equações teem uma solução única: o systema diz-se 

determinado. 
3.* As equações admittem infinitas soluções: o systema diz-se 

indeterminado. 

No reconhecimento d'estes casos recorre-se ás matr izes : 

a =» 1 2 
ai ai .. 

t 2 Oj ai .. 

a? 

a? 

a} af 

1 2 a 2 Oi . 

• api b i 

. al bi 

1 2 a„ a„ . . 
1 2 a„ an • .. aT

n bn 

A matriz a é formada com os coefficientes das incógnitas, e cha-

ma-se matriz do systema. A matriz [3 é formada com os mesmos 

coefficientes e os termos conhecidos das equações (5), e cha-

ma-se matriz completa. Designando por f i , f i , . . . , / « o s poly-

nomios a que se reduzem os primeiros membros das equações 

(5) quando se omittem os termos conhecidos, teremos as n 

identidades: 

(6) F t m f i - b i , ( i = 1 , 2 , . . . , » ) . 

E evidente que a característica de a. não pode ser superior 

á característica c de p, porque todos os determinantes de a se 

encontram egualmente eín p. Ass im teremos a considerar os 

dois casos seguintes : 

1.° Característica de a menor que c; 

2.° Característica de a egual a c. 

1.° CASO. Em p hade haver, pelo menos, um determinante 

8 de ordem c que seja differente de zero; e em 8 haverá uma 

columna dos termos conhecidos ò;, aliás o mesmo determinante 

se encontraria em a e a característica de a não seria menor 

que c, contra a hvpothese. 



Supponhamos que o determinante 8 se encontra nas primeiras 
c linhas e nas últimas c columnas de p, isto é, no canto su-
perior da direita d'esta matriz. Não se prejudica d'este modo 
a generalidade dos resultados, porque aquella disposição se 
pode sempre obter ordenando convenientemente as equações e 
as incógnitas que nellas figuram; é evidente que a ordem de 
umas e outras ó indifferente para a questão de que se trata. 
Os polynómios f i , fi, fc serão linearmente dependentes, 
pois que a característica de a é menor que c; e haverá c fa-
ctores ki, ki, . . . , kc, que não são conjunctamente nullos e ve-
rificam a identidade 

kifi + k i f t + ... +kcfe = 0. 

D'aqui resulta, por (6), a identidade: 

ki Fl + kiFi + ...+kcFc = -(kl + . . . + M«) = C. 

Mas, por ser c a característica de fl, os polynomios Fi, F s , . . . , F„ 
são linearmente independentes: donde se conclue que será 
C ^ F R O . 

Por conseguinte as equações (õ) são incompatíveis. Se hou-
vesse um systema de valores das incógnitas para o qual se 
annullassem todas as funcções F„ substituindo esses valores 
na ultima identidade viria 

0 = C ^ 0 . 

2." CASO. O S determinantes da matriz P, em que entra 
uma columna de termos conhecidos bn tomam o nome de cara-

cterísticos. Para que as duas matrizes tenham a mesma cara-
cterística é necessário e sufficiente que se annullem todos os 
determinantes característicos. 



93 

Ora, se fôr c a característica commum de a e de p, em 
ambas as matrizes haverá um determinante 8 de ordem c que 
é differente de zero. Supponhamos, e já se viu que é lícita a 
liypothese, que 8 é o determinante que occupa o canto superior 
da esquerda das duas matrizes: á direita da ultima columna 
de 8 haverá em p outras columnas, pelo menos a dos termos 
conhecidos 

Posto isto, junte-se a S uma das columnas seguintes de p 
e uma linha qualquer c + h ; teremos assim um determinante, 
que é egual a zero por ser de ordem c + 1. Por conseguinte os 
polynómios Fi, . . . , Fc, Fc_|_4 são linearmente dependentes, e 
entre elles existe uma relação da forma 

* i F 1 + k F i + . _ . . + kcFc + kc+hFc+h^O. 

Mas os polynómios Fi, Fa, . . . , Fc são linearmente indepen-
dentes, porque nas primeiras c linhas de p ha pelo menos um 
determinante differente de zero; por conseguinte será 

& i F i + . . . + f c c F c ^ 0 , 
j* 

e por aqui se vê que hade ser k c + i , ^ 0 , para se poder veri-
ficar a última identidade. Podemos portanto dividi-la por esta 
constante, e assim teremos 

F.+»a&f,Fi + jfe?)Fi+ ... Fc , (k = l, 2, . . . , n - c ) . 

Estas identidades mostram que uma solução das c primeiras 
equações (5) satisfaz neste caso ás restantes n — c; conside-
remos sómente aquellas c equações. Transpondo para o se-
gundo membro os termos conhecidos, bem como os termos 
que envolvem as incógnitas xc^i, . . . , xr, damos a estas in-
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cógnitas valores arbitrários Os segundos mem-

bros das equações 

/ l l I C 7 C + l ' V ' 

1 a4 Xi + ... + ai x0 = Oi — a4 xc+i — ... —a\xr, 
(7) 

I 1 I I C 7 C + L ' Í ' 

\ aca?i + ••• + ac£cc = oc — ac xc + i — . . . —aí a^ 

podem considerar-se conhecidos, e o determinante d'este sys-

tema de c equações a c incógnitas é, por hypothese, differente 

de zero. 

Por conseguinte a regra de Cramer é applicavel ás equa-

ções (7) . Assim se achariam para xi, .. ., xc os valores 

x[, ..., x'c, os quaes, juntos aos que attribuimos ás outras 

incógnitas, dão uma solução das c primeiras equações (5) e por-

tanto de todo o systema. 

Convém notar que não pode ser c>p. Para c—p haverá 

uma solução única. Para c <^p haverá infinitas soluções, visto 

serem arbitrários os valores attribuidos a xe+i, ..., xp. 

Da discussão precedente resulta: 

THEOREMA I . — A condição necessária e sufficiente para ser 

compatível um systema de equações lineares não homogeneas é 

que a matriz do systema e a matriz completa tenham a mesma 

característica, ou que os determinantes característicos sejam 

todos eguaes a zero. 

THEOREMA I I . —• Dado um systema de equações lineares não 

homogeneas com p incógnitas e tendo a matriz do systema e a 

matriz completa a mesma característica c, podemos dar valores 

arbitrários a p — c incógnitas e as outras ficarão determinadas 

de um modo único. As p — c incógnitas podem sei• escolhidas 

como se quizer, comtanto que seja c a característica da matriz 

dos coeficientes das outras incógnitas. 
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59. Entre o numero p das incógnitas e o numero n das 
equações podem dar-se as tres relações seguintes: 

1.° p > n . Se as duas matrizes teem a mesma característica 
c, hade ser c = n ou c < r a ; em qualquer dos casos podem 
dar-se valores arbitrários a p — c incógnitas, e o systema é in-
determinado. 

2.° p = n. Se fôr c = n, o determinante do systema é diffe-
rente de zero, a regra de Cramer é applicavel e o systema é 
determinado. Se fôr c < w , o determinante do systema é egual 
a zero e as equações admittem infinitas soluções quando as duas 
matrizes teem a mesma característica. 

3.° p < n . Se as duas matrizes teem a mesma característica 
c, pode ser c <ip ou c —p. No primeiro caso o systema é in-
determinado. No segundo caso, suppondo que a característica 
da matriz das c primeiras equações é c, os valores que estas 
equações derem para as incógnitas satisfazem ás outras equa-
ções e todas ellas teem uma solução única: o systema ó deter-
minado. 

Em todos os casos o systema é incompatível se as duas ma-
trizes não teem a mesma característica, e esta condição é a 
primeira que se deve examinar. No exemplo do n.° 57 a cara-
cterística da matriz do systema é 1 e a da matriz completa é 2, 
pois que é, por exemplo, o determinante 

1 1 

1 2 

= 1. 

O caso A = 0 (n.° 57) fica assim esclarecido: o systema ó 
indeterminado quando as duas matrizes teem a mesma caracte-
rística, e incompatível quando esta condição se não verifica. 

Sendo p < w, pode acontecer que seja n = p + l e c = f A 
característica da matriz completa só poderá ser maior que p, se 
fôr differente de zero o determinante R dos coeficientes das 
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incógnitas e dos termos conhecidos. Por conseguinte, neste 

caso 

R = 0 

será a condição de compatibilidade do systema. 

V I I I . — Systemas lineares homogeneos. 

00. Dizem-se homogeneas as equações 

f i = al
lxi + a\ai+ ... + ap

ixp = 0, 

/ j = <4 x i + <4 x» + • • • + a§ », = 0, 

/„ = al
n xi + a\ xí + ... + ap

n xp = 0, 

em que faltam os termos conhecidos. A matriz d'este systema e 
a matriz completa só differem por uma columna de zeros, e 
portanto teem a mesma característica que se chama caracterís-

tica do systema. 

N'este caso os enunciados dos theoremas I e II do n.° 58 
teem de ser modificados nos termos seguintes: 

THEOREMA I . — Um systema de equações lineares homogeneas 

é sempre compatível. 

THEOREMA I I . — Sendo C a característica de um systema li-

near homogeneo com p incógnitas, podem-se dar quaesquer va-

lores a p — c incógnitas e as outras c ficarão determinadas de 

um modo único. 

Estas c incógnitas hão de ser escolhidas de modo que seja 
c a característica da matriz dos seus coefficientes. Se fôr c=p, 
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o systema só admitte a soluçilo x i = x i — . . . = x p = 0. Visto 
não poder ser c >/>, temos que: 

THEOREMA I I I . — A condição necessária e sufficiente para 

que um systema de equações lineares homogeneas com p incó-

gnitas tenha outra solução além de xj = ... = x^, = 0 é que a 

sua característica seja menor que p. 

COROLLARIO I . — Se o numero das equações for menor que 

o das incógnitas, haverá sempre solução differento de zero. 

COROLLARIO I I . — Se o numero das equações for egual ao 

das incógnitas, a condição necessária e sufficiente para haver 

soluções differentes de zero è que o determinante dos coefficientes 

das incógnitas seja egual a zero. 

01. No caso em que o numero das incógnitas excede em 
uma unidade o numero das equações a matriz do systema (8) á 

a = 

i 
aP-1 

a? 

ap
P-i 

em que o numero das columas excede em uma unidade o nu-
mero das linhas. Designemos por <$, o determinante de ordem 
p — 1, cuja matriz resulta de a pela suppressâo da columna i. 

Se as equações consideradas são linearmente independentes, 
um dos determinantes 8i, <$2, . . . , òp será differente de zero, por 
ser a característica c —p — 1. 

Seja âj^zfrO. Transpondo para o segundo membro em todas 
as equações o termo em x' e dando a esta incógnita um valor 
arbitrário x t e r e m o s o systema: 

a\ xi + • • • + a\ 1 Xi-i -f- a i + l x { + r l h a[ xf = — a\ xh 

í ^ - i X, - f -(- a l _ { X i - i + a l ± i Xi j i+i •1 — &p—1 
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O determinante d'este systema é differente de zero, e o numero 
das equações é egual ao das incógnitas. Resolvendo-as pela 
regra de Cramer, achava-se para cada uma das incógnitas x* o 
valor expresso pela fracção 

Xk' 

cujo numerador se forma substituindo em os coeficientes de 
xi,, isto é, os elementos da columna k de a, pelos termos conhe-
cidos das equações respectivas. Será, pois, 

A = i ai 
k-l 

. ai i ' 
— «1 Xi a r • .. a r 1 a j + 1 .. a{ 

df-1 . k-i . ap_i 
i ' —ap_i x, k-1-1 df-1 i-1 . . . ap_i • 44 

df-1 . . a j_ i 

Levando neste determinante a columna k para o logar da 
columna que falta em d,-, por meio de i — k — 1 trocas de co-
lumnas, e pondo em evidencia o factor —x\, commum a todos 
os elementos da columna k, virá 

: ( - ! ) < - * * ; a} k-1 k+1 
ai a j 

1 k—l fr+1 í—1 i í+1 B 
Cíp—l ... Cif—1 df—i . . • Clp—l (tf—1 O.p—1 •.. Ctf—l 

i—l i 
ai ai a í + 1 . . . a? 

J + i 

Este determinante é aquelle mesmo que designámos por ; 

por «onseguinte teremos 
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d'onde se conclue evidentemente que (xi, x±, ..., xp) s&o pro-
porcionaes aos determinantes [<$i, —Òí, . . . , (— 1)í- 1 

Se as equações fossem linearmente dependentes, todos estes 
determinantes seriam eguaes a zero e o caso não offerecia in-
teresse. 

IX . — N ú m e r o s i n c o m m e n s t i r á v e i s , n e g a t i v o s 
e c o m p l e x o s . 

§ 1.°—Números incommensuraveis. 

62. A arithmetica define as operações ou combinações que 
se podem praticar com os números racionaes positivos, e es-
tuda as propriedades d'estas operações. A classe dos números 
racionaes é formada pelos números inteiros e pelas fracções 
cujos termos são números inteiros; estes números podem ser 
positivos ou negativos. 

A Álgebra representa os números por letras afim de gene-
ralisar os resultados, e define as operações algébricas pelas 
leis fundamentaes das operações aritlimeticas do seguinte 
modo: 

1 . ° ADDIÇÃO dos números representados pelas letras a e b 

é a combinação unívoca d'estes números, representada pela 
notação a + 6, cujas leis fundamentaes são: 

a) a + b — b + a, (lei commutativa); 

P) (a + b) + c = (a + c) + b, (lei associativa) ; 

f) a + 0 = a, (o modulo da somma é zero). 

2.° SUBTRACÇÃO Ó a operação inversa da addiçâo. 
3 . ° MULTIPLICAÇÃO dos números a e b é a combinação uní-

voca d'estes números representada pela notação a x b , ou sim-
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plesmente ab, e regida pelas seguintes leis íundamentaes: 

a) ab = ba, (lei commutativa) ; 

P) (ab)c = (ac)b, (lei associativa) ; 

f) (a + b) c = ac + bc, (lei distributiva) ; 

3) a + 0 = 0, d x 1 -= a, (o modulo da multiplicação é a 

unidade). 

4 . ° DIVISÃO é a operação inversa da multiplicação. 
Õ.° POTENCIAÇÃO é a multiplicação de factores eguaes. 
6 . ° RADICIAÇÃO é a operação inversa da potenciação. 

O cálculo arithmetico funda-se principalmente nestas leis íun-
damentaes, na propriedade que teem as operações de darem 
resultados eguaes quando a e b são substituidos por quanti-
dades eguaes e nas leis íundamentaes das egualdades, a saber: 
a = a ; a = b, . b = a; a — b, b = c, . a = c. 

As operações de subtracção e radiciação não são sempre 
possíveis, emquanto se empregam sóinente os números racionaes 
positivos. Para não separar os casos em que estas operações 
são ou não são possíveis, introduzem-se novas classes de números 
e generalisam-se as definições das operações: tendo em vista 
que se observem as propriedades íundamentaes acima indi-
cadas, e que as novas definições conduzam aos mesmos resul-
tados que as anteriores quando se applicam a números racionaes 
e positivos. E o mesmo que se fez na Aritkmetica, quando se 
generalisou a definição de multiplicação para a tornar appli-
cavel aos números fraccionarios. Os números irracionaes ap-
pareceram ainda na Aritkmetica, onde foram introduzidos pela 
operação de radiciação; na Álgebra appareceram primeiro os 
números negativos, e depois os imaginários que occorrem na 
radiciação dos números negativos. 

63. Antes de definir as operações com os números incom-
mensuraveis, vejamos como elles podem ser representados. 
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Consideremos um grupo composto de uma infinidade de nú-
meros racionaes, positivos e crescentes 

Ml, m, ..., un, ..., 

e outro grupo de uma infinidade de números racionaes, posi-

tivos e decrescentes 

vi, ih, v„, ... ; 

supponhamos que os números do primeiro grupo são todos me-
nores que os do segundo grupo, e que a differença 

vn — «n 

se pode tornar tão pequena quanto se queira para valores de n 

suficientemente grandes. 
Se existir um numero racional A maior que todos os nú-

meros do primeiro grupo e menor que os do segundo, esse 
numero será completamente determinado pelos dois grupos. 
Com effeito, se houvesse outro numero B naquellas condições, 
os dois números estariam comprehendidos entre un e vn , por 
maior que fosse n, e portanto seria 

1B — A | < vn - v^ ; 

mas esta desegualdade é incompatível com a condição de se 
poder tornar a differença v„ — un menor que qualquer quanti-
dade assignavel, pois que A e B são dois números invariaveis. 

Se não existir numero algum racional que satisfaça áquellas 
condições, diremos, por definição, que os dois grupos estão se-
parados por um numero irracional. Como neste caso qualquer 
numero racional differente dos que formam os dois grupos 
ha-de ser maior do que um valor de u„ ou menor do que um 
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valor de v n , vê-se que cada numero irracional divide todos os 
números racionaes em dois grupos taes, que os números do 
primeiro grupo são todos menores que os do segundo grupo. 
Os números do primeiro grupo dizem-se menores e os do se-
gundo grupo maiores do que o numero irracional considerado. 

Os dois grupos são denominados classes contíguas ou de Dede-

kind. Dois números irracionaes A e B dizem-se eguaes, quando 
todos os números racionaes menores que A são também me-
nores que B e todos os números racionaes maiores que A são 
também maiores que B. 

Diz-se que é A > B quando existe algum numero racional 

menor que A e maior que B. 

6 4 . ADDIÇÃO . — Sejam A E B dois números, racionaes ou 
irracionaes, determinados pelas classes 

Ul, uz, ..., un , ... 

Vl, Vi, ..., vn , ... , 

u'i, u't, ..., u'n, ... 

v'l, v/i, ..., v'„, ... . 

Forme-se o grupo de números crescentes 

ui + u'i, MJ + M'2, — un + u'„, ... 

e o dos números decrescentes 

vi-\-v\, vi + v12, ..., v„+t;'„, ... 

Os números do primeiro d'estes grupos são menores que os 
do segundo, e a differença (v„ -f-

®'n ) — ("n w'n ) = (yn — Mn ) -f" 
(v'n — u'n ) pode tornar-se indefinidamente pequena para va-
lores sufficientemente grandes de n. Por conseguinte os dois 

A 

B 
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últimos grupos determinam um numero racional ou irracional 
que os separa, e este numero será a somma dos dois A e B. 

Esta definição satisfaz aos requisitos exigidos no n.° 62, 
como vamos ver. Em primeiro logar, se os números A e B 
forem racionaes, aquelles grupos definem o numero racional 
A + B, que os separa. 

Depois, por ser 

Mn + Vn = Vn + Un , Un + l/« = v'n + u'n , 

os grupos de números que definem A + B são os mesmos que 
definem B + A, donde resulta A + B = B + A. 

Finalmente também seria evidentemente A + 0 = A e, se 
forem 

/ / ii a 
Ui , w2 , ..., u„ , . . . 

II II II 
Vi , Vi , ..., v„, ... 

as classes que definem um terceiro numero C, de 

(u„ + uH) + u'n = (u„ +«!') + u'„, 

(Vn + Vn) + Vn = (vn + Vn) + Vn 

se conclue que será (A + B) + C = (A + C) + B. 

6 5 . SUBTRACÇÃO. — Consideremos os mesmos números A 
e B e supponhamos que é A > B . Facilmente se provaria como 
no caso anterior que as classes 

un 

Vn 

determinam um numero racional ou irracional. Digo que este 

— v„ 

— wn 

(n = 1, 2, 3, . . . ) 



104 

numero ó a differença A —B, isto é, segundo a definição de 
subtração, a somma do mesmo numero com B ó egual a A. 
Com effeito esta somma é representada pelas duas classes 

u„ — vn+un, 
, , ( « = 1 , 2 , 3 , . . . ) ; 

Vn — Un + V„ , 

e, sendo a um numero racional qualquer menor do que o nu-
mero representado por estas classes, para valores de n suffi-
cientemente grandes teremos 

a ^ u n — v'n -f un < M„ < A. 

Do mesmo modo para qualquer numero racional p maior do 

que o numero representado pelas mesmas classes, teremos 

p 5 vn — un+vn > Vn > A. 

Logo pela definição de egualdade, as duas classes anteriores ás 
ultimas duas representam um numero tal, que a somma d'este 
numero com B é egual a A, ou (A —B) + B = A. 

6 6 . MULTIPLICAÇÃO. — Chama-se producto da multiplicação 
de A por B ao numero definido pelas duas classes contíguas 

(u„ x u„) , (vn x v'n) , (n = 1, 2, 3, . . . ) . 

Para justificar esta definição temos de mostrar em primeiro 
logar que estas duas classes representam um numero racional 
ou irracional. Com effeito os productos un x u'n crescem e os 
productos vn x v'n decrescem quando n cresce indefinidamente. 
Por outra parte é vn v'n > um um, quaesquer que sejam os nu-
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meros n e m, e da desegualdade 

Vn V» — Un Un = Vn (v'„ — Un) + Un (VH — li,) < Vl (v'n—Un)+v'l (v„-U„) 

resulta que a differença vn v'n — un un se pode tornar indefini-
damente pequena para valores de n suficientemente grandes. 

Seria fácil mostrar que o producto, definido d'este modo, sa-
tisfaz ás leis fundamentaes da multiplicação. 

6 7 . DIVISÃO . — Dados os mesmos números A e B, ó fácil 
u„ vn , 

ver que os números —r- crescem com n, os números —7- de-
vn un 

crescem nas mesmas circumstancias conservando-se sempre 
superiores aos primeiros, e finalmente da desegualdade 

Vn Un = Vny'n—unu'n Vny'n — UnUn 

Un V'n u'nVn («i)3 

e da desegualdade anterior resulta que a differença 

Vn Un 

u'„ v'„ 

se pode tornar indefinidamente pequena para valores suficien-

temente grandes de n. Logo as duas classes contíguas 

( « = 1 , 2 , 3 , . . . ) 

definem um numero racional ou irracional que se chama quo-
ciente dos números A e B. 

Com effeito, para justificar esta definição bastará mostrar, 

Un 

u'n 
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segundo a definição da divisão, que o producto d'aquelle nu-
mero por B é um numero egual a A. Ora este producto é de-
finido pelas duas classes 

sendo a um numero racional qualquer menor que o numero 
representado por estas duas classes, para valores suficiente-
mente grandes de n teremos 

^ 

a < x u'n < un < A 
V n 

e, sendo fi um numero racional qualquer maior que aquelle 
mesmo numero, teremos para valores suficientemente grandes 
de n 

u n 

A 
Logo, pela definição de egualdade, será g - x B = A. 

Da potenciação e radiciação não será necessário tratar espe-
cificadamente. A primeira é um caso particular da multiplicação 
e a segunda é a inversa d'aquella. 

As leis fundamentaes das egualdades podem considerar-se 
axiomaticas, bem como o principio da conservação dos resul-
tados das operações executadas sobre os números a e b quando 
os substituímos por outros eguaes respectivamente a a e a b. 

68. Esta doutrina abrange os números irracionaes que se 

encontraram na Aritlimetica por occasião da radiciação dos nú-

meros inteiros. 

Assim v/Ã; 
por exemplo, quando não é expressa por um 

numero racional, representa um numero irracional que separa 
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o grupo de números racionaes obtidos quando, na extracção 

da raiz quadrada pelos processos ensinados na Arithmetica, se 

leva a approximaçâo successivamente até decimas, centesimas, 

etc., formando os números 

mi m? m„ 

TCP 10«' ' " ' TÕ""' 

do grupo de números 

mi + 1 rm + 1 m„ -f 1 
i o ' ío2 ' ' 10« ' • • • ' 

Os quadrados dos números do primeiro grupo e dos números 

racionaes inferiores a estes são menores que A, e os quadrados 

dos números do segundo grupo e dos números racionaes supe-

riores a estes são maiores que A. Por isso i/3T separa os nú-

meros racionaes cujos quadrados são menores que A d'aquelles 

cujos quadrados são maiores que A. 

Os grupos de números 

3 3 3 3 3 3 

"ÍCP T Õ Õ ' 1 0 0 0 ' 

4 3 4 _ 3 3 4 _ 

"ÍCP T Õ Õ ' T Õ Õ Õ ' 

dão-nos um exemplo de duas classes contíguas separadas por 

um numero racional, que é neste caso o quebrado —. 
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§ 2.° — Números negativos. 

69. A differença a — b é definida na Arithmetica quando 
é a>b. Se fôr b > a, aquella subtracção é impraticável 
com os números considerados no sentido arithmetico; por este 
motivo se considera aquella differença neste caso como definição 
de uma nova classe de números, a que se dá o nome de nú-

meros negativos. 

Quando é a> b e c > d , os números a—b e c — d são eguaes 
se é 

a- \ -d = i + c. 

No caso de ser a <b e c > d, os mesmos números dizem-se 
eguaes, por definição, quando esta condição tem lugar. 

Diz-se que é a — ô > c — d quando se verifica a condição 

a-\-d>b-\-c 

D'aqui resulta, pondo a — c=0, que será — 6> — d quando 
fôr d>b; isto é, um numero negativo é tanto menor quanto 
maior é o seu valor absoluto. 

As operações effectuadas com os números d'esta nova classe 
definem-se do modo seguinte: 

1.° Chama-se addição de dois números a — b e c — d a ope-
ração definida pela egualdade 

(a — 6) + (c — rf) = a + c —(J- fd) . 

2." Chama-se multiplicação de dois números a — b e c — d a 
operação definida pela egualdade 

(a — b) (c — d) = ac+bd — (bc + ad). 

No caso de ser a = c = 0 é — b x (— d) = bd. 
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Subtracção e divisão são as operações inversas da addição e 

da multiplicação. Potenciação é a multiplicação de factoreB 
eguaes. 

§ 3.°—Números complexos. 

70. A extracção de raizes de grau par dos números nega-
tivos é impraticável com os números estudados até agora, 
e d'aqui vem a necessidade de introduzir no cálculo uma nova 
classe de números para representar aquellas raizes ; estes nú-
meros, que se chamam imaginários ou complexos, são da forma 
geral a + bi, sendo por definição 

t» 1. 

D'esta expressão resulta que as potencias inteiras de i se re-

produzem indefinidamente em períodos de quatro termos diffé-

rentes, a saber : 

Dois imaginarios puros ai e bi dizem-se eguaes quando é 
a = b, e reciprocamente. A somma d'estes números é definida 
pela egualdade 

ai -f- bi = (a -f b)i. 

Em a + bi o signal não representa propriamente uma 
somma, porque não é possível sommar um numero real a com 
o imaginário bi; alguns auctores substituem aquelle signal por 
um symbolo, que exprime unicamente que o numero é composto 
de duas partes de especie différente. Por este motivo se dá ao 
numero a + bi o nome de complexo. 
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Por definição dizem-se eguaes dois números complexos 

a-\-bi e c di quando é 

a = c, b — d; 

e reciprocamente. As egualdades entre números complexos re-
duzem-se a egualdades entre números reaes, e as combinações 
que se podem fazer com umas também se poderão fazer com 
as outras. 

COROLLARIO I . — S e for a + b i = c, será a = c e b = 0 . Aos 

números reaes pode-se dar a forvui de complexos. 

COROLLARIO I I . — Se for a + bi = di, será a = 0 e b = d. 
Aos imaginários puros pode-se dar a forma de complexos e 

a + bi é a forma mais geral de todos os números. 

COROLLARIO I I I . — Se for a + bi = 0 , será a = b = 0 ; e in-

versamente. 

71. Chama-se módulo do complexo a-\-bi o valor arithme-

tico de vã 2 + b1; portanto o módulo ó sempre um numero 

positivo, e pode, como para os recursos reaes, ser represen-

tado pelo symbolo 

| o + U | = + l/a2 + 62. 

Dois complexos eguaes teem evidentemente o mesmo módulo. 
A inversa não é verdadeira; os números 3 -(- 4i e 4 + 3i, por 
exemplo, teem o mesmo módulo e não sâo eguaes. 

Dois complexos da forma a-\-bi e a—bi dizem-se conjugados 
e teem módulos eguaes. 

Fazendo, como é permittido, 

A 2 , 
» I = COS2A, a2 -t o2 
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teríamos também 

1 «.LM = . i ,, = sen2a. a 2 + o4 ar t 0z 

Pondo 

p2 = a2 + 62, 

das relações precedentes tira-se 

(1) a = p cos a, b — p sen a, 

e portanto 

a -f- bi = p (cos a -f- i sen a), 

que é a forma trigonométrica do numero complexo. O angulo 

cl chama-se argumento e p é, como dissemos, o módulo. 

As equações (1) dão para « um só valor menor que 2 rc. 

Designando este valor por cu, o argumento pode ter uma infini-

dade de valores da forma 2kn-\-on, sendo k um numero inteiro, 

positivo ou negativo. D 'aqui resulta, pelas condições de egual-

dade de dois complexos, que complexos eguaes teem o mesmo 

módulo, como já se disse; e sendo 

p (cos 4- i sen «i) = p (cos a j + i sen aj), 

os argumentos «i e «j hão de satisfazer ás condições 

cos ai = cos aj, senai = sena2. 

A recíproca é egualmente verdadeira, e por conseguinte: 

As condições necessários e suficientes para dois números 

complexos serem eguaes é que tenham módulos eguaes e que a 

diferença dos argumentos seja um múltiplo inteiro de 2 x. 

¥ 
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Os argumentos ai e a» de dois complexos conjugados hâo de 

satisfazer ás condições 

cos ai = cos a2, sen ai =— senaj, 

d'onde resulta ai = 2kr. — ai ; por conseguinte : 

Dois complexos conjugados teem o mesmo módulo e a somma 

dos seus argumentos é um múltiplo inteiro de 2%. 

72. As operações fundamentaes com números complexos 
definem-se nos termos seguintes: 

1 . ° ADDIÇÃO. — A addiçâo de complexos é definida pela 
egualdade 

(2) (ai + ibi) + (ai + ibi) = (a, + ai) + i(h + bt). 

O resultado da operação depende unicamente das sommas 
+ a ï e b[-\-bi de números reaes. Por conseguinte as leis que 

regem a addiçâo d'estes números sâo applicaveis aos números 
complexos, quando a addiçâo é definida pela egualdade (2). 

Se representarmos por p (cos a + i sen a) a somma dos com-
plexos pi (cos + t sen«{) e pi (cos «2 + i sen «2), por aquella 
definição teremos 

p cos a = pi cos ai + p2 cos a2 , 
p sen a = pi sen ai + p2 sen a2. 

Elevando estas expressões ao quadrado e sommando os resul-
tados, acha-se 

P* = P> + P« + 2 PI PS C O S (A» — «»)• 

D'aqui resulta, auppondo pi > p2, que será 

P = pi ± ps 
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quando fôr cos («i — aj) = + 1 ; em todos os outros casos é 

p < p i - f Pi e p > p t —p2- Logo: 
O módulo da somma não pode ser maior que a somma dos 

módulos das paraUelas. 

SUBTRACÇÃO é a operação inversa da addição, e portanto é 

(«I + ibi) — («2 + ibi) = («i — a i) + i(b | — b-j). 

Com effeito, sommando o segundo membro d'esta egualdade 
com «2 + ibi, a somma será ai -f- ibi. 

2." MULTIPLICAÇÃO. — A multiplicação de complexos é defi-
nida pela egualdade 

(3) (ai -f ibi) (at + ibi) = (am — bJjj) -f- i(aih + aibi). 

Facilmente se veria que neste producto se verificam as leis 
commutativa, associativa e distributiva da multiplicação, visto 
que elle depende unicamente do producto de números reaes; e 
bem assim que a unidade é o módulo d'esta operação. 

Por outra parte, se um dos factores se annullar, [aiibi 
por exemplo, será ai=bi=0 e o producto também é zero. In-
versamente, se o producto fôr zero, teremos 

(ai »2 — b-i f -f- («i bi + bi aa)2 = 0 

ou, n.° 48, (13), 

(«? + $ ( « ! + $ = 0. 

D'aqui resulta que hade ser = 0 ou + = 0, isto 

é, um dos factores do producto será nullo. 
Se'fôr p (cos a-j- i sen a) o producto dos dois números conj-

8 
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plexos 

pi (cos «i i sen ou), p2 (cos oii i sen aj), 

pela definição (3) e pelas condições de egualdade de com-

plexos teremos 

p cos a = pip» (cos at cos ai — sen ai sen a^) = pipj cos (ai -j- a^), 

p sen a = pipj (sen «i cos ai -j- sen ai cos a4) = pip* sen (ai ai). 

D'aqui resulta que será 

p = pi p2 , a = + aã ; 

para maior numero de factores, cujos módulos fossem pi, pi, 

. . . , p; e os argumentos «i, cci, . . . , a, teríamos dò mesmo modo 

que o módulo p e o argumento a po producto seriam 

(4) p = pi p2 • p; , a = ai -f ou -f . . . -f a* . 

Logo: 

O módulo e o argumento do producto são respectivamente o 

producto dos módulos e a somma dos argumentos dos factores. 

No caso de dois imaginários conjugados, que tenham o mó-

dulo commum pi e os argumentos ai e a-2, será (n.° 71) «i + 

ou = 2kií e portanto 

pi (cos ai -f- i sen ai) x pi (cos ai — í sen ai) = pf. 

O producto de dois imaginários conjugados é eguál ao qua-

drado do módulo commum. 

73 . A potencia do expoente inteiro e positivo n é o caso 

particular do producto quando sfío eguaes os factores. Logo (4) 

[p (cos a -f i sen a)]" = pn (cos n a -f i sen n oc). 
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Esta expressão é conhecida pelo nome de fórmula de Moivre. 

Por definição de expoente negativo é 

[p (cos «-f- i sen «)]- n = -T—/ ^ . v 1 n [p (cos a - f i sen a)]B 

Sendo n inteiro, a fórmula de Moivre é applicavel ao segundo 
membro d'esta egualdade, que se torna em 

1 = p - « . 1 ; 
p" (cos n a } ' seuíí a) r cos na-\- i sen n a 

multiplicando ambos os termos d'esta fracção por cosíia—ísenna 

e attendendo ao último theorema do n.° 72, acha-se finalmente 

[p (cos a -f- i sen a) ] - " = p— " (cos na — i sen n a) 

= p— ™[cos(— na)-\-i sen(—na)]. 

D'este modo se vê que a fórmula de Moivre ainda é applicavel 
ao caso do expoente inteiro e negativo. 

Por definição, a raiz do grau n de um numero p (cos a^-i sen a) 
é o numero r (cos <p -f- i sen ç) definido pela egualdade 

[r (cos <p -\-i sen y)]" = p (cos a -j- i sen a) 

ou, visto n ser inteiro, 

rn (cos nf-\-i sen n tp) = p (cos a-f- i sen a). 

D'aqui resultam, pelas condições de egualdade de dois números 

complexos, as relações 

r" = p, n (p = 21cii-\- a, 
isto é 

— 2/bt + a 
r-Vb T — — » 

onde k é um inteiro qualquer e Ĵ p exprime o numero determinado 
arithmeticamente pela extracção da raiz de grau n do numero p. 

A forma do argumento 'f mostra que a raiz de grau n 

! 
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de um numero dado não tem um valor único. Usando do 
expoente fraccionario para indicar todos os valores possíveis da 
raiz, das expressões precedentes deduz-se 

/K\ r / , • viT T( 2fac + a , . 2fcx4-«\ (5) [p (cos a -f i sen a ) J " = y p I cos —— + ? sen — I 

ou, pela definição de multiplicação de complexos, 

R , , . V-,— « / * / A , . 2A;TC , . 2kr.\ (6) [p(cosa-j-isena)j"= y picos—-f«sen—jI cos ——[-isen-^-J. 

Pondo p = l e a = 0 em (5), teremos 

A , • 
(7) 1 = cos h í s e n — , w ti n 

e esta expressão dará todas as raizes de grau n da unidade. O 
numero d'ellas ene são todas deseguaes. Com efteito, quando 
se substituem por k todos os números inteiros, os valores do 
segundo membro de (7) reproduzem-se indefinidamente em 
períodos de n termos, os quaes correspondem a k = 0, 1, 2, 
..., n — l; estes termos são todos diflerentes, porque desde 0 
até 360° não se encontram dois ângulos que tenham conjunta-
mente o mesmo seno e o mesmo coseno. 

A presença do factor (7) em (6) mostra que a multiplicidade 
das raizes do grau n de um numero ó devida á multiplicidade 
das raizes da unidade. Para k = 0 viria 

[p (cos « + i sen a)]" = Ĵ p ^cos s e u . 

Por Conseguinte a fórmula de Moivre ainda tem logar para 
expoentes fraccionarios, quando nos limitamos á raiz correspon-
dente a Vl — 1. 
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Dando a k os valores 0, 1, 2, . . . , n—l, os valores dos 
argumentos que correspondem em (5) a todas as raizes diffé-
rentes do numero dado são 

8 a 2* +a 2.2« +o ( « - ! ) . 2 « + « 
W n» n ' n~~' '*• ' n 5 

2ic 

e procedem numa progressão arithmetica, cuja razão é —. 

Estes argumentos só dão valores reaes para a raiz quando é 

,n, 2/vX 4-o n 2k% + a 
(9) = 0, OU = TC. w n n 

A primeira d'estas condições só pode verificar-se com « = 0 e 
k = 0; para ter logar a segunda pode ser « = 0 com n = 2k, ou 
oc = n com n = 2k-\-1. D'aqui resultam as seguintes consequên-
cias : 

1.a Se o numero dado é imaginário, não pode ser a = 0 nem 
a = 7t e as raizes são todas imaginárias. 

2.a Se o numero é real e positivo, 6 a = 0. No caso de n ser 
par, ambas as condições (9) se verificam e ha duas raizes reaes, 
uma positiva e outra negativa. No caso de n ser ímpar, a 
segunda condição não se pode verificar e ha só uma raiz real, 
que é positiva. Em ambos os casos as raizes imaginárias são 
conjugadas duas a duas porque, pondo de parte o primeiro 
termo da progressão (8), nos outros a somma de dois equidis-
tantes dos extremos é egual á somma 2iz dos mesmos extremos, 
visto ser agora a = 0; para n par o termo médio é s, e dá a 
raiz negativa. 

3.a Se o numero dado fôr real e negativo, será x = n e neste 
caso não pode verificar-se a primeira condição (9). Para n par 
não ha raiz real, e para n ímpar ha uma raiz real negativa 
cujo argumento s é o termo médio de (8). Em ambos os casos 
as raizes imaginárias são conjugadas duas a duas. 
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Exemplo: seja x=8'J, donde p = 8, /p = 2 e «=>0. Os 

argumentos (8) são agora 

0, 120°, 240°; 
mas sabemos que 

sen 120° sen 240° = ~ / 3 , 
A 

cos 120° = cos 240° = — 4 • 
u 

Logo as tres raizes cúbicas de 8 serão 2 e —1 ±i /3. 

74. Gauss imaginou uma representação geometrica da varia-
vel imaginária z = xJ

r hj, considerando as variaveis reaes x 
e y como coordenadas ortliogonaes de um ponto M do plano, 
que tem o nome de affixo. E claro que, dado este ponto, o 
imaginário fica determinado, e inversamente. 

A distancia do affixo á origem, isto é, á intersecção dos 
eixos coordenados, chama-se vector e considera-se sempre posi-
tiva. Por outra parte esta distancia é egual a vx- J ry ' i , e 
portanto o vector do affixo é o módulo do imaginário. 

Alem d'isto, designando por cp o angulo que faz o vector 
com o eixo dos x e sendo o módulo Va;2 + y% = p, teremos 

x = p cos (p, y = p sen cp; 

portanto cp será o argumento do imaginário z. Este angulo con-
ta-se desde 0 até 360°, a partir do eixo dos x positivos. 

Os affixos de dois imaginários conjugados são pontos syme-
tricos relativamente ao eixo dos x. Se em p(cos<p-(-isencp) fizermos 

— ou cp = —e p = l, virá z = + i . Assim, +i e —i repre-M mJ 

s ;ntam direcções oppostas, perpendiculares ao eixo dos x, do 
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mesmo modo que os sigttaes + e —, applicados ás quantidades 
reaes, designam direcções oppostas, contadas sobre o mssmo eixo. 
As direcções intermédias sito definidas pelo factor cos<f>-|-isen'f, 
que desempenha o papel de um signal directivo. 

A somma dos complexos M 

pi (cos ai + i sen ai), 

pa (cos aa -}- i sen aa) 

pode representar-se geometrica-
mente do modo seguinte. Sejam O 
Mi e Ma os affixos das duas 
parcellas, e tirem-se os vectores OMi e O Ma. Construam-se 
MiM e MjM respectivamente parallelas a OMa e OMi. A inter-
secção M das rectas MiM e }IaM será o aflixo da somma 
d'aquelles números, por isso que, sendo 

(pi cos ai, pi sen ai) e (pa cos aa, pa sen aa) 

as coordenadas dos pontos Mi e Ma, as do ponto M são eviden-

temente 

( p i cos ai + pa cos a a , pi sen a i + pa sen a a ) . 

O vector OM da somma é a resultante dos vectores das par-

cellas. JÁ 
Consideremos ainda os núme-

ros complexos cujos aftixos são 
Mi e Mi. Tome-se em OX o 
comprimento OU igual á unidade, 
e tirem-se as rectas MaM e OM 
que fazem com OMa os ângulos 
MOMa = ai, e OMjM = OUMi. A intersecção M d'estas rectas 
é o aftixo do producto d'aquelles dois números. 

Com effeito, sendo UOMi=ai e UOMa=aa, será UOM=a|-}-aa 
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o argumento do producto. Da semelhança dos triângulos OUMi 
e OMjM resulta a proporção OM: OM2 = OMi: OU e, sendo 
OMi = pi, OMj = p2 e OU = 1, será OM = pi p2 o modulo do 
producto. A troca dos pontos Mi e M2 conduziria ao mesmo 
ponto M, por ser ai a* = et* + ai e pipi = p2pi, e assim no 
ponto M se verifica a lei commutativa da multiplicação. 

De um modo semelhante se obteria a representação geomé-
trica da difterença, do quociente, da potencia e da raiz de grau 
n do numero complexo. 

A vizinhança do numero A — a-\-ib compõe-se de todos os 
números z — x-\-iy que verificam a desigualdade 

—A | <8, 
sendo d um numero positivo dado. Mas é 

|s —A |= V(x-af + { y - h f , 

e o segundo membro d'esta expressão representa, como é 
sabido, a distancia dos affixos dos números A e z. D'aqui 
resulta que aquella vizinhança se compõe de todos os pontos 
interiores ao circulo descripto com o centro no aflixo de A e o 
raio ô. 

O campo de variabilidade da variavel imaginária z é definido 
pelo mesmo círculo. 

X. — L i m i t e s . 

§ 1.* — Definições e princípios fundamentaes. 

75. A successão de uma infinidade de números 

(1) «1, «2, 113, . . . , un, ... 
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chama-se determinada quando, dado um valor do índice n, o 
elemento correspondente un fica inteiramente determinado. 

Diz-se que a successâo determinada (1) admite um limite a, 

ou tende para o limite a, quando, dado um numero positivo 
arbitrariamente pequeno s, é possível determinar um numero 

i tal, que para todos os valores de n > m seja 

I un — a | < s. 

Isto mesmo se exprime escrevendo 

lim un = a, 
n = 00 

ou simplesmente lim u„=a, subentendo as palavras para n = oo. 

EXEMPLOS: 1 . ° O S números 

1, 
1 1 
2 ' 3 ' n > ' • 

decrescem indefinidamente e, dando a n valores suficientemente 

grandes, a differença entre e zero pode tornar-se tão pequena 

quanto se quizer. Logo: 

lim .— =-0. 
n—cr- W 

2.° Consideremos a succesâo 

1 + t t 
2 ' 3 ' 4 ' 2 I « ' " ' 

a differença 

. 1 + n ^ 1 
2 + n 2 + m 
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pode tornar-se menor que qualquer quantidade assignavel para 

valores de n suficientemente grandes. Logo: 

r 1 + n 1 hm — = 1. 
n=oc 2 + n 

3.° Designemos por x um numero tal, que seja |a? |< 1. Pondo 

l < r | = T T Ã ' 

será h um numero positivo e teremos 

m 1 1 ^ 1 

® " = ri-TTÃ-« = ZT7Z ÏT < 
^ 1 + nh + ^ S f h k ^ . . . • i + n h ' s 

ú \ 

Dando a n valores que satisfaçam á condição 

í + i Ã < S ' 

sendo s uma quantidade positiva arbitrariamente pequena, ou 

. 1 - e 

virá | a? | n <e. Logo: 
LIM. I x |n = 0 

76. A variavel u que passa successivamente pelos valores 
(1) não pode convergir conjunctamente para dois limites diffé-
rentes a e b. 

Com effeito, se u tende para o limite a, dada a quantidade 
positiva arbitrariamente pequena s hade existir um numero «j 



123 

tal, que seja. 

\un — a|<-g s 

para todos os valores de n > w i . Mas, se a mesma variavel 

tende para o limite b, hade existir um numero «2 tal, que seja 

para todos os valores de n^>m. Logo a condição 

| a — b | = | (a — un) + (un — b) | ^ | un — a \ +1 un — b | < s 

seria satisfeita para todos os valores de n superiores ao maior 
dos números nj e w»; e esta desegualdade não pode verificar-se, 
sendo a b, por isso que | a — b \ é uma quantidade constante 
e s é uma quantidade arbitrariamente pequena. 

77. Se os valores da variavel u estam sempre comprehen-
didos entre os valores correspondentes de duas variaveis t e v 

que tendem ambas para o mesmo limite a, existe para u um 
limite que é o mesmo a. 

Com efteito, tendendo t e v para o limite a, ao numero posi-

tivo arbitrariamente pequeno 3 hade corresponder um numero 

m tal, que será 

11„ — a | < e 

para todos os valores de n > ; e outro numero m tal, que 
será também 

| vn — a | < s 

para todos os valores de n > m. Por conseguinte as duas 

últimas desigualdades hão de ser satisfeitas para todos os 

v 
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valores de n superiores ao maior dos números ni e n%; mas 
pela hypothese a differença un — a está comprehendida entre 
tn—a e va — a, e d'aqui resulta que \un — a\ será inferior a 
um dos números [ tn — a | e | v„— a | . Logo será para aquelles 
valores de n 

| % — a | < e, 
isto é, lim u„ = a. 

78. Se os elementos da successão determinada (1) se con-
servam sempre inferiores a um numero dado k, a variavel u 
não pode tender para um limite superior a k. 

Com eífeito, pela hypothese será 

a — uno a — k; 

por conseguinte, para a > & não poderá verificar-se a desigual-
dade 

| — a | < s 

quando dermos a e valores inferiores a a — k. 

Do mesmo modo, se os elementos da successão (1) se con-
servam sempre superiores a um numero dado k, a variavel u 

não pode tender para um limite inferior a k. 

Com eífeito, pela hypothese será 

un — a^>k — a; 

por conseguinte, para a < & não poderia verificar-se a desigual-
dade 

\un — a | < s 

quando dessemos a s valores inferiores a k — a. 
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79. Para ter um critério por onde se possa reconhecer se 
a successâo (1) admitte um limite, vamos demonstrar o seguinte: 

THEOREMA. — A condição necessária e sufficiente para que 

uma successâo determinada de infinitos números 

Mi, U*2, «3, Un, . . . 

admitta um limite é que, dada uma quantidade positiva arbitra-

riamente pequena e, exista um valor finito nj tal, que seja 

(2) | un — un+l | < e 

para todos os valores de n > ni conjunctamente com todos os 

valores inteiros e positivos de k = 1, 2, 3 . . . 
Em outros termos: a condição necessária e sufficiente para 

a existencia do limite é que, passada uma certa ordem, a diffe-
rença entre um termo da successâo e qualquer dos seguintes 
tenda para o limite zero. Começaremos por demonstrar que a 
condição é necessária, e depois veremos que ella também é 
sufficiente. 

I. — Supponhamos que a variavel u tende para um limite a. 

Neste caso, a um numero positivo arbitrariamente pequeno s 
hade corresponder um numero ni tal, que para todos os valores 
de n~>m seja 

I 1 
I M» — a I < g - e ; 

e para os mesmos valores de n será também 

| t t n + i l - a | < i e , = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

D'estas duas desigualdades resulta a seguinte 

| un — a. | +1 a — «„-h j < s, 
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e portanto 

| (un — a) + (a — M,+t.) | < | u„ — a | -f1 a -r- un+k | < £, 

isto é, 
j Mn — | < 

que é a condição (2). Logo esta condição ó necessária. 
I I . — Supponhamos que a cada quantidade positiva arbitra-

riamente pequena e corresponde um numero tal, que para todos 
os valores de n superiores a este numero seja 

| Un - un+k | < s, (& = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

Imaginemos uma successâo de quantidades positivas, decres-

centes e différentes de zero 

S3> • • •j S», 

de modo que seja limsn = 0; esta condição pode realizar-se 

por muitos modos, e um d'elles seria, por exemplo, fazer stt = —. 

Para qualquer d'estas quantidades Sj haverá um numero w; 

tal, que seja 
; 

(3) I U„i+k — u„{ | < 6j. 

Assim teremos, em correspondência com os números ej, ei, 
£3, . . . , outros tantos numéros ni, m, «3, . . . com os-quaes se 
verificam as desigualdades 

I WBrf £ — M»,|<ei, 

I - «n, ! < S-', {k = 1, 2, 3, . . . ) . 

!««,+* —Mn, [ <S3, 
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Posto isto, consideremos a classe formada com os números 

un, — ei , Un} — S2, • . . , Ej, •. . 

e a classe formada com os números 

Mfi,+ Sl> M„,+ S2, . . . , Mnj + Síj ••• 

Para mostrar que estas duas classes determinam um numero 
a, devemos demonstrar em primeiro logar que, sendo wBi —e; 
um elemento de primeira classe e unj+tj uin elemento da 
segunda classe, será 

UH — Sj < U„. + Zj 

ou, em outros termos, 

uH— u ^ O j + e,-. 

Ora de (3) resulta, no caso de ser iij > 

I u»i — u»j I < 

e, no caso de ser Ji; > n;-, 

K j — « • , ! < « / ; 

d'onde se conclue que em qualquer dos casos será 

I «»,• — | < + Zj 

e, por maioria de razão, 
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Em segundo logar temos de provar que a differença 

(u»j + £;•) — (w«t + Si) 

se pode tornar tão pequena quanto se quizer para valores con-

venientes de i e j . E com effeito, para isso bastará fazer i—j, 
pois que aquella differença se reduz então a 2s, e por defi-

nição esta quantidade pode-se tornar indefinidamente pequena 

para valores crescentes de i. 

O numero a determinado por aquellas duas classes é o 

limite da successão considerada, como vamos ver. 

Este numero é maior que todos os da primeira classe e 

menor que todos os da segunda classe, ou 

Mfii — Z i < a < U n i + Ei. 

Mudando os signaes a todos os membros d'estas desigualdades, 

teremos 
— u„. + s; > — a > — uH{ — s;. 

Além d'isto, a desigualdade (3) desdobra-se, como é sabido 

(n.° 18), nas duas 

u„ r f s; > > Mn,- — e,-; 

e sommando membro a membro estas desigualdades e as pre-

cedentes, acham-se as seguintes 

2£; > un^k — a> — 2si , 

isto é, 

| m„.+I — a \ <2 8,-

Bastará, pois, dar a n um valor maior que rii para que seja 

| un — a | < 2 a,-

e esta condição exprime que lim un — a. 
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80. Uma successão de infinitos números u„ positivos e cres-

centes, mas que não podem tomar-se infinitamente grandes quando 

o indice n cresce indefinidamente, admitte sempre um limite de-

terminado. 

Supponhamos que os elementos d« successão (1) satisfazem 
ás condições 

(4) Ml ^ Mj ^ «3 ^ Mi 

Se estes números não podem tornar-se infinitamente grandes, 
haverá um numero positivo k tal, que seja sempre 

M „ < A ; 

por maior que seja n. 

Designemos por e uma quantidade positiva arbitrariamente 
pequeua e differente de zero, e imaginemos a progressão ari-
thmetica 

0, 3, 2e, Be, . . . 

Por meio d'esta progressão o intervallo de 0 a k ficará divi-
dido em outros mais pequenos, cujo numero é finito, sendo o 
primeiro de 0 a e e o último de ms, por exemplo, a k. Suppo-
nhamos que é conhecido entre estes intervallos o último em que 
se podem encontrar elementos da successão dada; esse intervallo 
pode ser o último de todos, mas diremos de um modo geral que 
elle está comprehendido entre (is e (|i-J-l)e. Se w, fôr um elemento 
comprehendido entre estes extremos, pela hypothese todos os 
números M, + I, M,+J, . . . serão inferiores a ((A-j-L)e. Mas pela 
condição (4) estes números serão superiores ou pelo menos 
eguaes a «,-, e portanto todos elles estão contidos, assim como 
Mj, no intervallo de [is a (|i -f l)e. D'aqui se conclue evidente-
mente que é 

| MI — ui+ic I < s , (k = 1, 2, .3, . . . ) 
9 
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e assim í c a verificada, pelo theorewa do numero anterior, a 

condição necessária e sufficiente da existencia do limite. 

81. Se, crescendo n indefinidamente, o numero un chega a 
tornar-se e se conserva maior que qualquer quantidade assi-
gnavel, diz-se que un tende para o infinito e escreve-se 

lim un = 00 . 
n = oo 

Além d'isto, se o numero un, crescendo n, acaba por con-
servar- sempre o mesmo signal, positivo ou negativo, diz-se 
então que un tende respectivamente para o infinito positivo ou 
negativo, e escréve-se no primeiro caso 

lim un — -f Qo 
n =oc 

e no segundo caso 

lim un = — oo . 
n — ac 

§ 2.° — Operações com limites finitos. 

8 2 . A D D I Ç Ã O . — Se as vartaveis u„ e v„ tendem respectiva-

mente para os limites finitos a e b , o limite da somma u, -j- v„ 
existe e è egual a a { b . 

Pela hypothese e segundo a definição de limite, á quantidade 
positiva e arbitrariamente pequena £ corresponderá um numero 
ni tal, que para todos os valores de n > « i seja 

i 1 
| m„—a I C y S . 

Ao mesmo valor de s corresponderá um numero «j tal, que 




