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LICOES

ALGEBRA COMPLEMENTAR

I. — Preliminares

1. Di-se o nome de variavel 4 grandeza que pode tomar
diversos valores, em numero finito ou infinito. Pelo contrario
chama-se constante a grandeza que counserva sempre o valor
que uma vez lhe foi attribuido.

Convencionalmente designam-se as variaveis pelas ultimas
letras do alphabeto. O conjuncto de todos os valores de que
uma variavel ¢ susceptivel constitue o seu campo de variabili-
dade.

Comparando uma grandeza com outra da mesma especie,
arbitrariamente escolhida para unidade, a cada um dos seus
valores se pode fazer corresponder um numero racional oun
irracional, positivo ou negativo. Por outra parte, se numa recta
invariavel ou eizo tomarmos um ponto fixo ou origem O, cada
ponto do eixo ficard determinado pela sua distancia 4 origem,
expressa numa certa unidade linear e tomada com o signal po-
sitivo ou negativo conforme o ponto considerado estiver 4 direita
ou 4 esquerda de O; reciprocamente a cada numero dado cor-
responderd um ponto determinado do eixo.

E, pois, natural representar cada valor da variavel por um
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ponto d'esta recta; e diremos frequentemente, por exemplo,
ponto & em vez de valor a da variavel.

D'este modo tambem um campo de variabilidade serd ex-
presso por um conjuncto de pontos da recta fixa. Estes pontos
podem ser em numero finito ou infinito, eonstituindo um ou
mais segmentos completos do eixo ou mesmo achando-se iso-
lados.

Um segmento cujos pontos pertencem todos a um campo
chama-se intervallo. Se os seus extremos forem a e b >a,
diz-se que a, b e b —a sllo respectivamente o extremo inferior,
extremo superior e a amplitude do intervallo ab.

Se um ponto da recta fixa pertence a um campo de variabi-
lidlade e ao mesmo tempo a um intervalo cujos pontos per-
tencem fodos a0 mesmo campo, diz-se que a variavel é continua
naquelle ponto. Se o intervallo fica todo 4 direita ou todo &
esquerda do ponto considerado, diz-se que neste ponto a va-
riavel & continua & direita ou conlénua d esquerda respectiva-
mente.

A um intervallo a b tambem se di o nome de grupo de pon-
tos. Seja a um ponto da recta fixa, que pode pertencer ou nilo
a um certo campo, e supponhamos que, tomando para a direita
ou para a esquerda ou de ambos os lados de a um segmento
arbitrariamente pequeno de que a seja um extremo, se encontra
sempre dentro d’esse segmento, por mais pequeno que elle seja,
um ponto que pertenca ao campo considerado. Diremos entfio
que a representa um limite dos valores da variavel, ou um
ponto limite do grupo. Assim, por exemplo, se 0 campo é com-
posto dos infinitos pontos
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é claro que, tomando & direita do ponto zero um segmento ar-
bitrariamente pequeno, nelle se encontrarfio sempre infinitos




pontos d’esta especie. Portanto zero serd o ponto limite d’este
grupa.

Um caso particular convém considerar. Se um campo for
tal que, tomando um ponto para a direita e a distancia ar-
bitrariamente grande da origem, por maior que seja esta dis-
tancia existam sempre & direita d’esse ponto outros que per-
tencam ao mesmo campo, dizemos que o extremo superior do
campo é o0 ponto + co. Se 0 mesmo tiver logar para a esquerda
da origem, dizemos que o extremo inferior do campo é o ponto
— . Correspondentemente se pode dizer que wm limite dos
valores da variavel é + oo no primeiro caso ¢ — oo no segundo,
ou ainda que + o ¢ — oo sdo respectivamente pontos limites do
grupo de pontos.

Do mesmo modo duas variaveis ay e xa, independentes entre
8i, podem ser representadas por um ponto de um plano funda-
mental. Bastard tragar neste plano dois eixos concorrentes e,
tomando para origem em cada uma d'estas rectas o seu ponto
de intersecgflo, contar numa dellas a variavel 2 e na outra a
variavel a3, como fica dito. A interseeclio das parallelas aos
eixos, tiradas pelos pontos xy e 3, serd o ponto do plano que
representa o systema das duas variaveis.

Continuando pelo mesmo processo, um systema de tres va-
riaveis independentes x4, @3 e 3 pode ser representado por um
ponto do espago. Tendo marcado no plano fundamental o ponto
(@1, ), na perpendicular ao plano, tirada por esse ponto, se
contard a terceira variavel #3. Querendo generalisar este modo
de representa¢lio, podemos admittir a noglio de espagos a n di-

mensdes, e um systema de valores de n variaveis serd desi-

gnado por um ponto d’'este espago.

2. Duas variaveis # e y podem estar ligadas entre si por
uma relagio de dependencia tal que, dado um valor arbitrario
a uma d'ellas que por este motivo se chama independente,
fique inteiramente determinado um valor da outra. Imaginemos,




por exemplo, todos os circulos que podem deserever-se em
torno de um eentro fixo. O raio d’estes circulos & variavel bem
como a sua area, mas para cada valor do raio fica logo deter-
minado o valor da area correspondente. Logo estas duas va-
riaveis dependem uma da outra.

Esta dependencia pode ter logar por differentes formas. Pode
acontecer que para certos valores da variavel independente, que
supporemos ser @, resulte um s6 valor bem determinado de y;
que para outros valores de @ venham para y diversos valores
determinados, e que para outros nilo haja valor algum bem de-
terminado de y.

Mas imaginemos que se define o campo de variabilidade de »
e a dependencia entre & e y por modo tal, que para todos os
pontos d’esse campo y seja determinado e tenha wm valor unico.
Diremos entlo que y é funcgdo de # no mesmo campo, o que
se indicar4 por um symbolo tal como

¥ =f(:.."),

representando por f ou por outra letra F, ¢, ¥, etc., o sym-
bolo de funegdo. O valor que toma y para @=a 6 represen-
tado por f(a). 3

Se a dependencia entre as variaveis @ e y for tal que, ao
mesmo tempo que y se considera funceflo de #, tambem = se
pode considerar funcello de g, diz-se que a funcglo @ & inversa
da funeciio y.

A representaciio analytica de que temos tratado é ordinaria-
mente chamada explicita, por contraposi¢io a outra que se
chama implicita.

Imaginemos que é dada uma relaglio analytica entre as va-
riaveis # e y, isto é, uma relagio expressa por uma serie de
opurai;ﬁes analyticas que devam executar-se simultaneamente
sobre as duas variaveis; e supponhamos que deve ser zero o
resultado final que se obtem depois de effectuadas estas ope-



racdes sobre cada systema de valores de = e y. Esta hypo-
these traduz-se na formula

f(‘r: y] . 0:

onde f indica o conjuncto de todas as operagdes que devem
executar-se sobre = e y. Posto isto, se podermos definir um
campo de variabilidade de = de modo que a todos o0s valores
de @ comprehendidos nesse campo corresponda um valor bem
determinado de y que convém & relagiio dada, diremos que y
é funcedio implicita de .

Convém observar aqui que ao conceito de funegiio niio anda
inherente a possibilidade da sua representaciio geometrica ou
analytica, isto ¢, a existencia de algum processo analytico ou
geometrico que nos, permitta, dado um valor de z, determinar
o valor correspondente de y.

Se dermos a  todos os valores para os quaes a funeclio y
fica determinada, os systemas em numero infinito dos valores
das duas variaveis definirio outros tantos pontos do plano,
que na maior parte dos casos formam uma curva; e assim te-
remos uma representaclio geometrica da funcgdo y, pois que
esta curva indicard a maneira como y varia quando damos a 2
todos os valores possiveis. Todavia este modo de represen-
tacio nem sempre se pode verificar, e ha funcedes para as
quaes o conjuncto dos infinitos pontos (z, %) niio forma pro-
priamente uma curva. Ha muitos exemplos d’este caso.

Quanto & representagio analytica, qualquer das operagdes
fundamentaes de addigdio, subtracciio, multiplicaglio, divisdo,
potenciaciio e radiciagfio, applicada 4 variavel @ combinada com
quantidades constantes, di logar a uma nova variavel cujo
valor depende em geral do valor de # e que, por conseguinte,
pode em geral dizer-se funcgdio de x. O mesmo succede quando
& variavel 2 se applica mais que uma d'aquellas operagdes ou
a mesma repetida varias vezes. Teremos outros exemplos de
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funcgdes quando a variavel y representa o seno, o coseno, a
tangente, etc., de um arco », ou ainda o logarithmo ou a ex-
ponencial de um numero #. Cada uma d’estas funcedes corres-
ponde a uma operagio analytica bem determinada, que tem de
praticar-se sobre a variavel; e de uma funcgflo, cujo valor pode
caleular-se effectuando um eerto numero d’estas operagdes sobre
a variavel independente, se diz que & capaz de uma represen-
tagdo analytica. Entretanto casos ha em que entre z e y existe
uma relacio de dependencia, sem que todavia seja possivel

exprimi-la por formulas analyticas em todo o campo de varia-
bilidade de a.

8. O conceito de funeclio, que definimos para o caso de uma
variavel independente, pode generalisar-se para maior numero
de variaveis. Se tivermos k< 1 variaveis ¥ Ety ... 2y taes
que, dando a &, ..., , certos valores comprehendidos em
campos determinados, venha sempre para y um valor determi-
nado, diz-se que y ¢ funecdo das variaveis , . ..y &) € escre-

ve-se
y=r@ ..., @)

Entre as funegbes analyticas das variaveis @4y ..., &y, cha-
mam-se racionaes inteiras ou simplemente inteiras aquellas
que slio representadas pela somma algebrica de um numero
Jinito de termos da forma

—

) Azt .o

em que A & constante e os expoentes aj, -« @ slio numeros
Inteiros e positivos ou zero. Por exemplo

2
y=zi23— 5 23+ dajay

¢ uma funcglio inteira das variaveis ay, x4, a3.
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A funcelio inteira ¢, pois, um polynomio que podemos repre-
sentar pela notacglio

y—EAE?' LEAT

onde o symbolo sommatorio £ designa a somma algebrica de
um numero finito de termos da forma do termo geral (1).

4. As funccdes analyticas dividem-se em algebricas e trans-
cendentes. Quanto entre as h+ 1 variaveis y, &1, ««sy T existe
uma relagiio de dependencia que se traduz na equagio

(2) f(y, @, «ony @) =0,

em que f (¥, o4, »+-, &) ¢ funccio inteira d’aquellas A+ 1 va-
riaveis, diz-se que y é funcello algebrica das variaveis indepen-
dentes xy, ..., T4

As razbes frigonometricas seno, coseno, efc., & exponencial
y=a e a funcgllo logarithmica y = log 2 silo funcgdes transcen-
dentes.

No caso de duas variaveis sémente a equaglio

f(ti 5')'"0

mostra que, se y & funcglio algebrica de @, a inversa i, se existir,
tambem & funcgio algebrica de y. .

Designando por 2 um numero inteiro e positivo, & funegiio
algebrica pode-se dar a forma

Aoy + Ayt 4.+ Auay + Au=0,
o os coeflicientes A; slio funecdes inteiras das variaveis @y, ..., Za;

podem alguns d'estes coeflicientes ser constantes ou zero. Esta
funcedlo® diz-se racional quando é n=1 e reduz-se, pela defi-
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ni¢ho anterior do symbolo sommatorio, a

EAx .., o

EB.rF‘... .’n?" :

A funeclio diz-se irracional quando 6 n>>1.

As funcgdes racionaes subdividem-se em inteiras e fraceio-
narias conforme ¢ ou ndlo constante o denominador da ultima
expressio.

Resumindo: As funecdes analyticas dividem-se em algebricas
e transcendentes; as algebricas subdividem-se em racionaes e
irracionaes; ns racionaes podem ser inteiras ou Jfraccionarias.

As funcgdes inteiras exprimem-se effectuando com as varia-
veis independentes e um numero finito de constantes unicamente
as operagdes de addigdo, subtraccdo e multiplicacdo.

Racionaes sdo as funcgdes que se exprimem effectuando com
as variaveis independentes e wm numero finito de constantes
unicamente as operagdes de addicdo, subtraccdo, multiplicagdo
e divisdo.

As funcgdes algebricas que ndo sdo inteiras mem racionaes
chamam-se irracionaes.

5. A Algebra Complementar 6 o ramo da analase que tem
por ebjecto o estudo das funegdes algebricas. O problema fun-
damental que a algebra trata de resolver é o seguinte :

Dadas as equagbes algebricas

fl(zh":z: ---)ﬂﬂ,ft(-r,y, 2, ...)=0, ste.

achar o systema ou systemas dos valores das incdgmitas =, P8 ..
que satisfazem a estas equacBes.

Cada um d’estes systemas é uma solucdo das propostas e a
sua determinaclio depende, em geral, da resolucio dos dois
problemas seguintes:

1.° Separar as :'n_cbguitas por processos de eliminacdo, de
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modo que a questiio se reduza 4 resolucio de uma s6 equagio
com uma inedgnita.

2.° Resolver a equaciio final f(x) =0,

A quantidade @ pode ser considerada eomo funcelio algebrica
dos coeflicientes a, b, ¢, ... d'esta equaclio. A resolucdo alge-
brica tem por objecto determinar a natureza e formas possiveis
d’esta funcefio

z=y(abe,...).

A resolugdo numerica limita-se & indagaclio de processos pri-
ticos, pelos quaes seja possivel, dados os valores numericos de
a, b, ¢, ... achar a raiz ou raizes da equacflo, isto 6, os va-
lores numericos de # que a satisfazem,

I1. — Polynomios. Identidades.

8. DEFINIGOES. — Duas funcgdes fy e fa dizem-se identica-
mente eguaes, o que se exprime pela notagdo fy= f, quando a
equaldade f, =fy subsiste para todos os valores das variaveis.

Diz-se que a funcollo f é identicamente nulla, e escreve-se -

f=0, quando é f=0 para quaesquer valores das variaveis.

7. Por definiglo, a funcelio inteira de uma variavel é a
somma algebrica

f@ =aa®14 gz + ...+ a™,

em que os expoentes gy, ..., & slo numeros inteiros e positivos
ou zero. As constantes ¢y, ..., ¢; 840 numeros reaes positivos,
negativos ou zero, ou numeros imaginarios.

Suppondo feitas as reducgdes, como é sempre possivel, os
expoentes ay, ..., o serfio todos differentes uns dos outros.
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Diremos entlio que ¢;@* ¢ um termo de f(x), ¢ o coefficiente
d’este termo e a; o seu grau. O maior grau dos differentes
termos é o grau do polynomio, com tanto que o coefficiente do
termo correspondente seja differente de zero. O polynomio cujos
termos teem todos zero por coefficiente nfio tem grau, Se for
a;=0, o ultimo termo da expressfio de f(x) reduz-se a uma
constante; d’aqui resulta que o termo constante se considera
de grau zero, e o polynomio que se reduz sdmente a este termo
é tambem de grau zero.

O polynomio de grau m diz-se completo quando nos seus
termos se encontram todas as potencias do variavel z, desde a
potencia de expoente n até 4 de expoente zero inclusivd. Se o
polynomio for incompleto, podem preencher-se as lacunas res-
tituindo-lhe os termos que faltarem e dando a cada um o coeffi-
ciente zero. Assim o polynomio ordenado terd a forma

(1) f@ =poa*+pia*'+...+pas®+ Parti®tPa;

e d’este modo fiea esclarecido o que deva entender-se quando
se fala em primeiro termo, segundo termo, etc., iltimo termo

8. Como se disse, suppomos o polynomio (1) de grau =,

isto 6, po5=0. Substituindo = por a e subtrahindo, vem a
differenga

f@)—f(@)=po(a"—a")+p (@ —a)+...+
+ Pu-2 (ﬂ:’ '-—-ﬂ-’) +Pl—l (“H'—a)-

Ora, sendo ¢ um numero inteiro, é
z—a=(@—a)(@t+axr—24.. . +a e ta);

pondo successivamente i=mn, n—1, etc. e m‘aba-tituindo 08 Te-
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sultados na expressiio precedente, vird

£(2) —f (@)= (2—a) [po (a4 aa*2+-...+az*— 4 art)

+P"._:| (u", + l‘.l:l +P....|_].

O factor que estd multiplicando o binomio z —a no segundo
membro d’esta identidade 6 ainda uma funcello inteira de a,
que designaremos por fi (x) e é do grau n—1. Assim teremos

f@)—f(a)=(x—a)fi(z),
donde se tira

®) f@)=(@—a)fi (=) +f(@);

e o polynomio fi(z) serd da forma

Si@=gpz" '+ qaa*t+... 4 gua®+ oy

A expressio (3) mostra que o resto da divisdo de f(x)
por #—a é f(a). O quociente d’esta operaciio ¢ fi(z), cujos
coefficientes se v@ por (2) que sdo:

go=po,
fi=poa+pr=agq+p,
4) { p=pa+patpr=aq+ps,

.....................

Gt EPﬂGH:]'PlaH+--'+FH = On—2 + Pu—i;

o resto f(a), que designaremos por g, para uniformisar a nota-
¢lo, 6

fn=poa" +pra* +...+pu_yatpu=agu_s+ pu.
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Por conseguinte o primeiro termo do quociente tem o mesmo
coefficiente que o primeiro termo do dividendo, como immedia-
tamente resultaria de ser a unidade o coefficiente do primeiro
termo do divisor. Os outros coefficientes do quociente e o resto
siio dados pela formula geral

qi= afi—i +Pi; fe= 1, Sy wianly

cujo enunciado, a que se ehama regra de Rufini, é 0 seguinte:

Na divisao de f(x) por x—a o coefficiente de cada termo
do quociente ¢ o resto é egual ao coefficiente do termo anterior
do quociente multiplicado por a, mais o coefficiente do termo da
mesma ordem no dividendo.

Na applicagiio desta regra devemos completar o polynomio
f(x), se elle for incompleto, e attender ao signal de a. Seja,
por exemplo,

f(@) =3x8 —3a*+2z% + 22* — Tz —4
e o divisor #+1; fazendo a=—1, teremos:

coef. de f(@)...evuen. e 3,0,-3,22, —7,—4
0= 3,
q=0+3.(—1) =-—3,
p=—3—-3.(—1)= 0,
p=24+0.(—-1) = 2
p=2+2.(-1 = 0,
p=—T+0.(—1)=—T1,
gp=—4—T.(—D)= 3.

O quocieute & pois

88 — Bt 4 203 T
e o resto & 3.
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9. Continuando & designar por f(x) o polynomio (1) onde
suppomos pp>=0, seja @) uma raiz da equacgio f(x) =0. Por
definiclio serd f(a;) =0 e de (3) resulta

f(@) =(@—a)fi (@),
fi@)=p* '+ "+ ... + gua2+ G-

Logo:

TueoreMA I — Se ay for raiz da equagdo inteira f(x)=0, o
polynomio f(x) serd divisivel por x —a,.

Se ag 5= ay for ainda raiz da equaglo f(x) =0, substituindo
@ por az na primeira das egualdades precedentes vird

0= (a2 —a) fi (a2);

e, pois que as—ay & differente de zero, serd f (as)=0. Por
conseguinte hade ser pelo Theor. I

' fi (z)=(x—a) fa (@),
e além d'isto

fi@)=pez 2+ ria* 3+ ...+ 1o}
donde resulta, pelas tGltimas expressdes de f(x) e fi (),
f(@)=(z—a)(z—as)fi (2).
Continuando pelo mesmo processo, ¢ evidente que se chegaria
& seguinte conclusio:
TueoreMA II. — Se houver k constantes differentes ay, aa, ...,

a; (k 2n) que verifiguem as condigdes

£(as) = Fas)= ... =F (@) =0,




f@)=s@—a)(z—as)...(—a)fi(x),
fi (@) =pou"*t+ ozt 4 ...t 8us

No caso de ser k=n reduz-se fi(z) a po e é
f@=po(z—ai)(@—a)...(#—a).

Se 0 numero @,y & differente de qualquer dos numeros ay, as,
<11y Gy, 00 pode ser f(anps) =0 em quanto seja po = 0. Logo:

TuroreMA II1. — Um polynomio do grau n em x ndo. pode
annular-se para mais de n valores differentes de x.

10. Se o polynomio (1) se annullar para n 4 1 valores diffe-
rentes de x, serfio egnaes a zero os coefficientes de todos os
seus termos.

Supponde a proposiclio demonstrada para polynomios do grau
n—1, vamos ver que ella tem logar para os polynomios do
grau u; e visto que o mesmo principio estd verificado para os
polynomios de gran 2, eoncluimos que elle é geral.

Ora, se for @ um dos »+1 valores de = que annullam o
polynomio f(x) de grau =, serd

f(@) =(z—a)fi(x);

e o polynomio fj (), de grau n— 1, ha de annullar-se para os »
valores restantes de . Assim, pela hypothese, os coefficientes
de fi(x) sio todos eguaes a zero; donde se conclue, pelas
expressdes (4), que os coefficientes de f(z) silo tambem todos
eguaes a zero. Logo:

TuEOREMA I. — A condicdo necessaria e sufficiente para que
um polynomio inteiro a uma variavel se annulle identicamente
é que o8 coefficientes de todos os seus termos segjam eguaes a
zero.
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Acabamos de ver que esta condiglio é necessaria, e ¢ mani-
festo que ella é tambem sufficiente.

Se dois polynomios fi () e fi(z) a uma variavel @ forem
identicamente eguaes, a sua differenca ¢ (z) serd identicamente
nulla e vice-versa. Supponhamos que az* e ba* sdo os termos
de fi () e fa(x) em que a variavel tem o mesmo espoente k; em

¢ (@) =fi(x)—fa(x)
haverd o termo
(a—b) z*

e de ser g (z) =0 resulta pelo 7heor. I que serh a—b=0, oun
a=b. Logo:

TroreMA II. — A condigllo necessaria e sufficiente para serem
identicamente eguaes duas fumcgles inteiras de wma variavel é
que os termos homologos nas duas funcgdes tenham coefficientes
eguaes.

11. A funcclio inteira de % variaveis & do mesmo modo a
somma algebrica
) f@, . re)mezd. . ot + o ad... o0 ..

Ly +ssy % (T ..o Foax ...E +...—|—c,;=|:; e )7,
em que 08 expoentes ai, ..., #; sho numeros inteiros e positivos
ou zero. As constantes ¢ ..., ¢ sio numeros reaes positivos,
negativos ou zero, ou numeros imaginarios.

Suppondo feitas as reducgbes, como no caso anterior, nio
haverd naquella somma duas parallelas em que todas as varia-
veis tenham os mesmos expoentes; isto é, se o8 expoentes forem
@iy ..oy Wi, 6; numa parcella e aj, ..., %;, 6; na outra, pode ser

3 G=0 o0y Ni="Nj»
mas serd 6; == 6,

Diremos entfio que
ez ol . 2y
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6 um termo da funcelio; e, & o coefficiente d’este termo, & o seu
grau relativamente a @y, [, 0 seu grau relativamente a x3, ete,
e @+ i+ ...+ 0, 0 seu grau geral ou simplesmente o grau d'este
termo. A maior das sommas

a+Bi+...+6

6 o grau do polynomio, comtanto que seja differente de zero o
coefliciente do termo correspondente. O polynomio cujos termos
teem todos zero por coefficiente nflo tem grau. Se for o = fy=
—...=0;=0, o ultimo termo da expressio de f(xi, ..., ) re-
duz-se a uma constante; d’aqui resulta que o termo constante
se considera de grau zero, e o polynomio que se reduz sémente
a este termo & tambem-de grau zero.

O polynomio de uma s6 variavel e até uma constante podem
considerar-se como casos particulares dos polynomios de A va-
rlaveis, suppondo que slo zero os expoentes de algumas destas
variaveis ou de todas ellas.

Uma funcgllo f(x,y, ..) diz-se homogenea quando satisfaz &
condi¢fio

S ke, ky,...}ak’f(m,y,.--),

e diz-se que i 6 o grau de homogeneidade d’esta funcglio. Por
exemplo
@3 —Dyd + 2 Vab+ 38
Vad —y?

¢ uma funegllo homogenea e o seu grau de homogeneidade & %

A funegio inteira do gran n ¢ homogenea quando todos os seus
termos sfio do grau » e n é tambem o seu grau de homoge-
neidade.

Designando por #n o grau do polynomio (5) relativamente a
@i, e ordenando este polynomio segundo as potencias decres-
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centes de a4y, podemos dar-lhe a forma v

®) fles, ...om) =0 (e, ..., 2) 2} ;
+‘Ft(ﬁh ---;ﬂ)ﬁ";d*— voo G (2, ..-,E‘;}.

O coefliciente ¢, de &}~ (i=1, 2, ..., n) & fuﬁcqito inteira das

outras A =1 variaveis, e pode ser constante ou zero.

12. TueoreMA I. — A condi¢do necessaria e sufficiente para
que uma funcedo inteira de h variaveis seja identicamente
nulla é que se annullem os coefficientes de todos os seus termos.

E manifesto que esta condiclio 6 sufficiente. Por outra parte,
se ella for necessaria para funecbes de h —1 variaveis, vamos
demonstrar que tambem o serd para polynomios de % variaveis;
e o theorema ficard demonstrado pelo methodo chamado de in-
ducgdo mathematica, visto que ji foi demonstrado para o caso
de uma variavel so. >

Com efeito, se a funcclio f(wy, ..., ;) for identicamente nulla,
demos-lhe a forma (6). Dando 4s variaveis @3, ..., a; os valores
a3, ..., @ 0 polynomio ficard sémente com a.variavel @ e hade
annullar-se para todos os valores de @. Por conseguinte, n.® 10,
T'keor, I, serio nullos os coeflicientes de todos os seus termos,

on i
pilas; ..., 3)=0, _1':=1, Sy ey D

Mas isto mesmo terd logar para todos os systemas de valores
que se attribuam ds variaveis @3, ..., ®;, € 0s polynomios ¢; de
h—1 variaveis serilo identicamente nullos. Logo, segundo a
hypothese, sdo nullos todos os coeflicientes d'estes polynomios ; e
como elles sllo precisamente os coeflicientes de todos os termos
de f(wy, ..., =), fica demonstrado o theorema.

Se dois polynomios f; e fa de % variaveis forem identicamente
eguaes, a sua differenca fi —fa serd identicamente nulla e vice-
versa. D’aqui resulta, como no caso de uma variavel, que:

Tueonema I1. — A condiglo necessaria e sufficiente para que
2
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duas funccdes inteiras de qualquer numero de variaveis sejam
identicamente eguaes é que os termos homdlogos Tenham em
ambas coefficientes equaes.

18. TueoreMA I.—Se ny e ny sdo os graus de dois poly-
nomios fy e fy, o grau do producto fy fa serd ny+ na.

A proposiclio estd demonstrada para os polynomios de uma
variavel. Vamos ver que, se ella tiver logar para polynomios de
h—1 variaveis, tambem hade verificar-se para polynomios de
h variaveis e portanto é geral.

Consideremos em primeiro logar dois polynomios homogeneos.
Todos os termos que proveem da multiplicacio de fi por fa
serfio de grau my +na, e o theorema ficard demonstrado para
este caso quando se provar que no producto ha, pelo menos,
um termo cujo coefliciente ¢ differente de zero.

Ordenando os dois polynomios segundo as potencias de uma
das variaveis, de @ por exemplo, teremos

ﬁ (2'], "'1"&)5?b{ﬂ,---,l‘).m{'{—?& (iI':._. - "!zﬁ}-#:l—l'!'. .
Fr(@iye ey ) =G0 (@1, 0ces @)@+ 0 (23,00 cs )20+

Os coefficientes dos termos de fi nilo sio todos nullos, visto
que, por hypothese, fi é do grau mi; e por k¢ designamos o
expoente mais elevado que a variavel @ tem nos termos de fi
cujos coefficientes sio differentes de zero. Portanto nio pode
ser gp="0. O mesmo se pode dizer de gy, e além d'isto gy e
vy sllo, como fi e f», polynomios homogeneos; os graus d’estes
polynomios sfio respectivamente ny — k¢ e na— ka.

Posto isto, o termo do produeto fi f2, em que @ tem grau
mais elevado, serd

B0 (%2, o 22) .00 (22, ..., ;) 24N,

Mas, sendo o theorema verdadeiro para polynomios homogeneos
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de k2 —1 variaveis, o producto gg . g serd um polynomio homo-
geneo de grau ng — ki +na —ki. Neste produeto haverd um ou
mais termos com coefficientes differentes de zero; os productos
d’elles por @*-t% darfio para fi fi outros tantos termos de grau

R W e s VT Y B SR B

eom coeflicientes differentes de zero como se queria demonstrar,
Consideremos agora dois polynomios nlio homogeneos fi e fa,
aos quaes serd sempre possivel dar a forma

Si@iy ooy @) =@, (@1, ooy @) +@ut @1y ooy @) + o0
fe@y, o m) =g @, @) T g @ e m)

designando por ¢ e g; polynomios homogeneos dos graus i e j
respectivamente, ou identicamente nullos. Ora, por hypothese,
fi & do grau ny e portanto nilo pode ser g, =0; e 0 mesmo se
dird de g,,. Mas os termos de grau mais elevado no producto
Ji f2 hiio de provir do producto de g, por g, ; e como, pelo
caso anterior, o producto d’estes factores homogeneos serd de
grau ny+ na, este serd tambem o grau do producto fi fa.

CoroLLARIO. — O producto de k polynomios de graus ny, na,
vvey I € wm polynomio de graw ng+ng + ...~ ng

14. TueoreMA. — Se o producto de dois ou mais polynomios
se annulla identicamente, wum dos factores pelo menos é identica-
mente nullo.

Se assim nfio fosse, todos os polynomios teriam graus deter-
minados e o producto teria tombem um certo grau, contra a
hypothese.

D’aqui resulta que, na identidade.

¢ =g/
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podemos supprimir o factor , commum aos dois membros, se
 nfio for identicamente nullo. Com effeito d’aquella identidade
resulta a seguinte

¢(fi—fa)=0

e, nilo sendo =0, serd fi—fi=0 ou

fi=h,

como resultaria se tivessemos supprimido o factor g.

III, — Formula de Taylor.

15. ARraxJ08 k a k de n objectos distinetos

@i, (3, ...y Oy

slo todas as collecgbes que se podem formar dispondo em k
logares differentes (kZ#) e em todas as ordens possiveis outros
tantos objectos arbitrariamente escolhidos entre os propostos.
Uma d'estas collecgdes distingue-se de todas as outras por
algum dos seus elementos, ou 86 pela ordem d'estes elementos,
ou de ambos os modos.

Designaremos por A,; o numero de todos os arranjos de n
objectos & a k. E claro que o numero N dos arranjos em que
um elemento @; occupa o primeiro logar serd egual ao numero
d’aquelles em que o elemento inicial é outro qualquer a;. E
pois que o numero dos elementos dados é n, teremos

All.t.-":ﬂoN-

Por outra parte, os arranjos cujo elemento inicial é a; pode-
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riam obter-se conservando fixo este elemento e effectuando
todos os arranjos k—1 a k—1 dos outros n—1 elementos,
Por conseguinte serd N = A,_y 1 ou

A.'§_=R.AH‘ [

Diminunindo successivamente uma unidade a » e a & teremos
do mesmo nivdo as egualdades

Ay bt = t‘" —1) Aus, k-3,

Argra=n—2)A, 3 3.
An-tpza=(n—k+2) Auiiy, 1)
Ay i=n—k+1;

e a ultima é evidente, porque para qualquer valor de p hade
ser A, 1=p. Multiplicando membro a membro estas egual-
dades e a precedente, acha-se finalmente, depois de feitas as
reduccbes,

1) Agp=n(n—1)...(n—k+1).

Logo, o numero de arranjos de n objectos k a k ¢ o producto
de k factores inteiros, consecutivos e decrescentes a partir de n.

PermuTagOES de n objectos sfio os arranjos d'estes objectos
n a n. Designando por P, o numero das permutagdes de n
elementos e pondo k== em (1) vird

) D198

Logo, o numero das permutagdes de n elementos ¢ o producto
dOJ n Pﬂ?ﬂ&ﬂ"ﬂﬂ numeros inteiros.
Este producto pode ser expresso por algum dos aymbolus

[ ou =l
que se 1& factorial n.




22

CoMBINAGDES de n objectos k a k siio os arramjos que se
distinguem por algum dos seus elementos. Cousiderando estes
elementos como factores numericos, is combinagdes pode-se dar
tambem o nome de productos distinctos.

Entre os seis arranjos 2 a 2

ayay, agayy agay, daay; azds, a3 ag

dos tres elementos ay, az, a3, 08 tres distinetos
ty (g, ayag, dzdz

sdio as combinacdes dos mesmos elementos 2 a 2. Comparando
estes dois grupos de collecgdes vé-se logo que os arranjos
podem deduzir-se das combinagbes permutando os elementos
de cada uma d’ellas. Mas ¢ evidente que esta consideragiio &
applicavel a todos os casos e portanto, designando pos Ca,z 0
numero de combinagdes de n elementos & a k, teremos

Ay k=0 Py;
d’aqui se tira por (1) e (2

¢ Ay nm—1)...(n—k+1)
b A L 1.2.3. ..k :

A tltima fracglio representa-se muitas vezes pelo symbolo

(:)En(u-ﬁl)..gn"kﬁ'l}

que se 18 n sobre ;. Multiplicando ambos os termos por [n—k
viria

(:) -
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e mudando nesta expressiio k em »n— k resulta

(nzk)=!1=_TEEE'(:)‘

Logo, o numero das combinacdes de n objectos k a k é equal
ao numero das combinacdes dos mesmos objectos n—k a n—Kk.
Os coefficientes binomiaes de ordem n siio

G =1 @) G (2o G

onde se v@, pelo principio antecedente, que dois-equidistantes
dos extremos sfio eguaes. Fazendo a=b=1 em

~

(@+b)r =ar + (’l‘)a-—!b it (ﬂil)ab'—l—l-(:) b

6+ ()+-+ 2 0)+()-=

Fazendo successivamente z=1, 2, ..., n na identidade

acha-se

(1 $ayH — =1 +("‘ 5 1) m+("42‘ l)z!+...+("‘"§1)f,

~sommando os resultados e representando por 8, (i=1,2,3,...)
a somma 1°4}24...4n' das potencias 7 dos = primeiros
numeros inteiros, vird

=ttt (1) 80t (3 ) Saatet () S0

Por esta formula teriamos S , expresso em Sy ,, 83 ., etc., e
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se podiam ecalenlar suceessivamente os numeros

Sya= 142+ +a= 200D,

Sy a=10+204. 2= "("+_1§52n+1)=
Ss:':ls+2’+-n+ﬂsﬂ ﬂ____‘(ﬂq‘j" 1)1_

A tltima d'estas expressdes mostra que & Sy, , = (8¢, )%

16. Mudando @ em x+ % na fanegiio inteira (1) do n.° 7,
desenvolvendo as potencias de #+ % e ordenando relativamente
a h, acha-se .

f@tR)y=po(@-Hh)+pa(@+Hh) =t A pus(@H R (- h)+p*
=poat +pratt 4.+ pus @+ puy 2+ p,
+hnpo a4 (n—1)pra* 4. .. 4 2py_s @+ poyH ekt

De f (@ +h)—f (x)=k resulta f(z+h)=F(z)+k; assim aquella
differenca representa o incremento que proveio para a funecfio
S (x) do incremsnto h dado & variavel independente .

No desenvolvimento precedente de f(z+ %) a parte indepen-
dente de & é precisamente a mesma funcgiio f(x) de grau n, e
o eoefliciente da primeira potencia de % ¢ uma funcelio de x,
de grau n—1, que se deduz de f(r) pela seguinte lei, chamada
regra de derivacdo : multiplica-se cada termo de f(x) pelo
expoente de x messe termo e diminue-se uma unidade ao expoente.
A funcglio assim formada chama-se derivada de f(z), e desi-
gna-se por f’(x); temos assim

f@=nppx*+(mn—Dp *2+...4 2p, s 2+ pu.
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Applicando a regra de derivagio a p,, ou a uma constante
qualquer, acha-se que a sua derivada é zero, por isso que a
derivada de c=c.z? 6 0.cx—!=0.

A derivada de f'(%) chama-se segunda derivada de f(z), e
¢ designada por f”(z). Applicando a regra de derivagio 4
expressiio precedente de f'(x) viria

i (m)==’z(n_1)paa:-—l+{n-u(u—z}p,z-—' +.oo 200,

que 6 uma funcgllo inteira de grau n—2. ;

Em geral, designando por ¥ (z) a derivada de ordem k de
f(x), isto é, a funcglio inteira de grau n—k que se obteria
applicando & vezes successivas a regra de derivagio a f(z),
seria

f* (3)5"(ﬂ-lJ-(ﬂ—k-l"l)poz‘-*+{n—1) (n—2)...(n—k)p an—k—i
O coefficiente numerico de cada termo de f* (x) é o producto

de k inteiros consecutivos; dividindo, pois, ambos os membros
da ultima expressfio por k!, viria mais simplesmente

20 (1) (1T e

Para k= n teriamos a constante
f®(@)=n(@m—1)...2po=nlpo,

e para k> n seria sempre f® (z)=0.

Posto isto, desenvolvendo as potencias de o+ h que estam
no segundo membro da expressio de f(x +h), acha-se para
coefficiente de A*

(E_)Pﬂ_r-—t_i_ (ﬂi—_l) p:l"“*“'*‘("1:2)3:;-.,:'—*—!4-...,
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que &, como acabamos de ver, a expressio de fw ( ) . Logo,
o desenvolvimento de f(x -+ k) serd

FE+ B =f @)+ @)oot gY@+t 2o @)

e esta egualdade é conhecida pelo nome de formula de Taylor.
Applicando esta formula és funegdes inteiras f' (z), /" (x),
ete., viria

F @B f @b @) b G 0 ),

1o+ 0 = @)+ @ ook g £ ),

ete.
Mudando & em % e vice-versa, a formula de Taylor torna-se
em

F@+n)=f W)+ af )+ 5 1 @)+t e h),

onde f (A), f' (k) ..., f® (k) sfio os resultados obtidos quando
se substitue = por A em f(x), f' (=), ..., f™ (). Para h=0
temos a formula de Maclaurin, que é a seguinte:

f)= f(0)+¢f(0)+—-f'(0}+ + 1 £0).

Mudando # em ®—% na penultima formula, obtem-se a
seguinte:

@ f@=f B+ =R E+.t ED g,

Na funcglio inteira f(x,y) de duas variaveis independentes
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podemos dar a # e a y respectivamente incrementos quaesquer
h © k. Mudando primeiro 2 em - A, pela formula de Taylor
teremos a expressio

Pt b gy =f (o, 0) b 9) + g F )+

Designamos por £ (2, 3) o resultado que se obtem applicando
» vezes successivamente a f (x, y) a regra de derivacdo relati-
vamente a x, como se y fosse constante. Por isto a estas fun-
codes se di o nome de derivadas parciaes.

Mudando depois y em y—+k na ultima egualdade, vird ainda

Fot by tR=fy+Hf 0yt B+ FA @+ B+

Mas f‘,}' (x, y) ¢ em geral fanccfio inteira de y, e portanto serd
pela mesma formula de Taylor

fe gD =l@n+ @)+ g @D+

£y + 0 = L @)+ by 09+ P @3 e
fo(a, y+8) =fo (@) + kfe, y (2 9) +..

Designamos por f}ﬂ (z,y) a derivada parcial da ordem r de
f (=, ) relativamente s6 a y, e por Syt (2 y) a faneglio que se
obtem derivando p vezes relativamente a @ e q vezes relativa-
mente a y a fancglo f(x, y). Nesta dltima expressio serd
p+g=r; & claro que nas funcgdes inteiras a ordem das deri-
vacbes & arbitrdria, e este principio é geral.

Das ultimas egualdades resulta o desenvolvimento

@+ b,y k)= (@g)Hhfs @y, @)
2 ] ] 3 N
1 ) Ly )+ F ) ete




Se for, por exemplo,

@ y) = ay* + 2bay + ca®+ 2dy + 2ex 4 g,
as primeiras derivadas parciaes relativamente a x o y serio

Je (@ y) =2by+2ex+ 2e,
Ty (@, y) = 2ay + 2bx 1 2d.

4)

A segunda derivada relativamente a 2 e y obtem-se derivando
a primeira d'estas funccdes relativamente a y ou a segunda re-
lativamente a @, ¢ de qualquer dos modos se achard

Jo s (2, y) = 2b.

Finalmente as segundas derivadas relativamente a = e a Y
somente sfo respectivamente 2¢ e 2a, d'onde resulta que

F@+hy+k)=f(z y)+2k @Gy +cz+e)
+ 2k (ay + bz + c)+ ke + 2hkb + k?a;

ou, ordenando relativamente &s variaveis,

S@+h y+ k)= ay+ 2bay + cxt
+2(c?l.+bk—|—e)a:+2(bk+ak+d)y+f{ﬁ, k),

que é a mesma expressiio precedente mudando @ em %, y em
k e vice-versa.
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IV. — Continuidade.

17. O valor absoluto do numero real A expfime-se pelo
symbolo
|4,
que se 16 médulo de A.
Segundo as regras do edlculo algebrico & evidente que

|Al+|B|S|A+B],
|A|x|B|=[AB|.

i

18. Entende-se por vizinkanga do’ponto a definida por um
numero positivo dado a o conjuncto dos pontos @ para 08
quaes é

|z—a|<a.
Esta desegualdade desdobra-se nas duas

—a<ec—a<a,
ou
a—a< e at u;

por onde se vé que os pontos de que se trata estam contidos
no intervallo cujos extremos slo a—a e a+a.

Do mesmo modo a vizinkan¢a do ponto (a, b) do plano, defi-
nida pelos numeros positivos a e f, comprehende todos os
pontos do plano cujas coordenadas (=, y) verificam as desigual-
dades A

|le—al<a, |y—2|<B.

Esta vizinhanca compde-se dos pontos Internos de um rectin-
gulo contido entre as parallelas ao eixo dos y tirados pelos
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pontos a—a e a-+a do eixo dos @, e as parallelas a este ultimo
eixo tiradas pelos pontos 5—B e b+B do eixo dos y.

A vizinhanga do ponto a, b, ¢ compde-se de todos os pontos
®, ¥, z que verificam as desigualdades

|z —a|<aq, ly—2|<P, |z—el<1,

sendo a, B, { numeros positivos.
Finalmente a vizinkanga do ponto ay, as, ..., a compde-se
de todos os pontos @y, @3, ..., @ que verificam as desigualdades

- <ay, |m—m|<a, ..., |B—a|<ag,

sendo tambem positivas as quantidades ay, as, ..., a.

19. Designando por k; o valor que a funcedo fi(wy, ..., @)
tem no ponto ay, ag, ..., a, diz-se que a fancclo fi & continua
neste ponto quando, dada uma quantidade positiva arbitraria-
mente pequena &, é possivel determinar uma quantidade positiva
d tal, que para todos os valores das variaveis que verifiquem
as desigualdades

|xi—ai|<d, 1=1,2, ..., &,
seja
fi—k|<e.

20. Tueorema I.— Se duas funegies fy(z(, ..., =) e
fa (x4 .., @) forem continuas no ponto ay, ..., a, a funccdo
@ ="fi+fz tambem é continua neste ponto,

Segundo a hypothese, qualquer que seja a quantidade posi-
tiva arbitrariamente pequena ¢, haverd sempre dois numeros
positivos dy e da taes que seja

|f.-k.|<:?l)—t para |@i—a;| <dy,
ma im1,2, ..., M

f—ll<ze pura |m—a|<d
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Portanto, se designarmos por 3 o menor dos numeros d e ds,
serd

1 1
|fl"kli<'§=a |f:—k:]<-2-e

para todos os valores das variaveis que verifiquem as desigual-
dades
|e—a] <3 i=1,2,..0h

Mu..s (n.® 17) é
| (fimk)+ (fa—ha)|=| (it ) — G +-Ba) S| fimha [+ | fa—al

donde se eonclue que para os mesmos valores das variaveis
seri

| (fitfo)—(a+Tea) [ <

que ¢ a condigio de continuidade da somma fi + fa.

CoroLLARIO. — Se as funcgdes fi, 3, . . ., fi, em numero finito,
sdo continuas num ponto, a somma fi+fa+... +f; é continua
no mesmo ponto.

21, TuEOREMA.—Seduas funcedes fy(Xi,...,%4) € fa(X1,...,%)
forem continuas no ponto ay, ..., &, @ funcglo p=fi x fz tam-
bem é continua nesse ponto.

Segundo a hypothese, qualquer que seja a quantidade posi-
tiva arbitrariamente pequena 6, serd possivel determinar dois
numeros positivos d; e d3 tho pequenos que sejam

|fi—ki|<0 para |&—a|<dy,
|fai=Fa|<0 para |@—ai|<d

ou, desigdando por & o menor dos numeros J; e d3,

|fi—ki]| <0, |fo—Fs|<O
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para todos os valores das variaveis que verifiquem as desigual-
dades
|oi—ay| <8 i=1,2,..,h

Por outra parte é fii—=kiks=fi (fi—k) +ki (fa—la) e
por conseguinte (n.® 17) :

|fia—tula|S| ]| =t |+ B || fa—Re],

donde resulta, substituindo | fi —k | e |fa—Fka| por 6,

. [fifa—kika| <} |fa| +|Ku] |- 0.
Mas

|fa|=|kat(fa=ha)| Z | Ka| + | fa— s

on
: el <|hes |46
e asslm teremos
[fifa—kika| <} [ku| +| ko] | 0+ 62
Posto isto, seja ¢ uma quantidade positiva arbitrariamente

pequena. Se os numeros |k| e |k2| ndo forem ambos nullos,
determinaremos  pela condiglio de verificar as desigualdades

1 1
N+ ke 0< 50 <

12
2 e
N TER TS <y/5

Se for |k |=|k:|=0, faremos simplesmente #2< ¢ ou

isto &,

P




33

De qualquer dos modos ficard satisfeita a desigualdade

[fife—kaks| <,

que exprime a condi¢io da continuidade do producto fify no
ponto considerado.

COROLLARIO. — Se forem continuas num ponto as funcgBes
fi, fa, ..., fi em numero limitado, o producto fi fy ... f; serd con-
tinuo no mesmo. ponto.

22. A condicio de continuidade & satisfeita em todos os
pontos por uma constante, considerada como um easo particular
das funcctes de h variaveis. O mesmo se dird de ecada varia-
vel =,

D’aqui resulta, pelo corollario do dltimo theorema, que a
expressiio

caaf ... al,
em que 08 expoentes &, fi, ... 6; sio numeros inteiros e posi-

tivos, é continua em todos os pontos. Pelo corollario do Theor. I
a somma algebrica de um numero limitado de termos d’aquella
forma, ¢ egualmente continua. Logo:

TueoreMA ITI. — A funccdo inteira de h variaveis é continua
em todos os pontos.




V.— Determinantes.

§ 1> — DefinicSes.

23. Chama-se transposicdo, e designa-se pelo symbolo
(a, B) a troea de dois elementos @, B de uma permutagiio. De
uma das permutacdes de n elementos, escolhida arbitrariamente,
podem deduzir-se todas as outras por transposicdes successivas;
aquella permutagiio toma o nome de principal. Seja, por -
exemplo, 2413 a permutacilo principal dos quatro elementos 1,
2, 3, 4; fazendo a transposicio (2, 4) dos dois primeiros ele-
mentos obtém-se outra permutaciio, e as duas sdo

2413, 4213, =
Transpondo successivamente o terceiro elemento com cada um
dos precedentes, aquellas permutagdes e as que d’ellas se dedu-
zem por esta forma sfo, ao todo, as 2.3 seguintes:

2413, 1423, 2143;
- 4218, 1243, 4123.

Transpondo afinal nestas permutagdes o ltimo elemento succes-
sivamente com cada um dos tres primeiros, teremos obtido as
2.3.4 permutacbes dos quatro elementos dados.

Dé-se uma inversdo entre dois elementos de uma permutagiio
quando elles se acham dispostos em ordem contriria fquella
em que os mesmos elementos se succedem na permutagiio prin-
cipal. Por commodidade adoptamos geralmente como prineipal
a permutaglo eujos elementos procedem na ordem natural,
excepto quando expressamente se diga o contrario; assim a
permutaciio principal de quatro elementos seria 1234, e em 2431
haveria quatro inversdes, a saber: wma de 2 com 1, duas de

s
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4 com 3 e com 1, uma de 3 com 1. Em geral, conta-se o nu-
mero das inversdes de uma dada permutaciio comparando cada
um dos seus elementos com todos os seguintes.

As permutacdes de n elementos dividem-se em duas classes.
S0 de primeira classe ou pares a principal e aquellas em que
ha um numero par de inversdes. As outras slo de segunda
classe ou impares. O numero total das inversbes em duas per-
mutagdes P e P' dos mesmos elementos é par ou impar, con-
forme P e P' siio da mesma ou de differentes classes.

24. TuroreMA DE BEzovur.— Duas permutagdes dos mesmos
elementos sdo de classes differentes quando uma d'ellas resulta
da simples transposicdo de dois elementos da outra.

Na demonstraclio d’este theorema temos a considerar os dois
ecasos seguintes:

1.° Se os elementos transpostos a, B slio contiguos, a permu-
tagiio P e a outra P, que resulta simplesmente da transposiciio
d’aquelles elementos de P, terfio a forma

P=AdfC, P'=ABaC.

A e C slio 08 mesmos em P e I, e representam o grupo dos
elementos que precedem e o d'aquelles que succedem aos dois
elementos transpostos; se a for o elemento inicial ou f o ele-
mento final de P, faremos respectivamente A=1 ou C=1.

Ora é evidente que as inversdes produzidas pelos elementos
de A, comparados com os de C e com a e B, sio as mesmas
em P e P'. O mesmo se diria das inversdes de « e § com os
elementos de C. Mas a transposi¢io («, B) ha de produzir ou
desfazer uma inversio; portanto, designando por v e v os
numeros de inversdes que ha em P e P, serk v'=v+ 1. Logo
as permutagdes P e I silo de classes differentes, visto que os
numeros v e v sfio de paridades differentes, isto &, um é par e
o outro & impar.
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2.° Se entre « e § ha um grupo B de % elementos, as duas
permutagdes podem ser representadas por

P=A«BBC, P'=ABBaC

e-a differenca v—v' ou ¥'—v s6 pede provir da transposigio
(2, B).

Ora, transpondo @ successivamente com cada um dos % ele-
mentos de B e com B, da permutacio P deduz-se a seguinte:

P’ = ABBaC;

e transpondo f successivamente com eada um dos % elementos
de B, de P" se deduz a permutacio considerada P,

D’este modo se vé que P' se pode deduzir de P por meio de
2k +1 transposigdes de elementos consecutivos ; e pois que, pelo
caso anterior, cada uma d’estas operagdes produz mudanca de
classe e 0 numero d'ellas é impar, segue-se que P e P! sio de
classes differentes.

CoROLLARIO. — O numero das permutagﬂes pares de n ele-
mentos ¢ equal ao das impares.

Com effeito, de cada permutacio de uma classe resultard
uma da outra classe pela transposicio de dois elementos.
Pode-se advertir que para qualquer valor de n>1 o numero
das permutacdes de n elementos é par.

25. Invertendo a ordem dos elementos de uma permutacio
P, a permutaglio resultante diz-se inversa de P. Estam neste
caso 1234 e 4321,

Entre as permutacdes dos mesmos elementos, a inversa da
principal é aquella em que o numero de inversdes ¢ miximo,
porque cada um dos seus n elementos produz inversdbes com
todos os seguintes. Assim, este numero serd expresso por

Ve@—1+m—2)+...+2+1=2020,
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Designando por i o quociente inteiro da divisio de n por 4, o
numero V serd par quando m tiver alguma das formas 4¢ oun
4i+1, e impar quando for n =4i{+2 on n=4i+3. Exprime-se
este resultado nos termos seguintes:

A permutacdo inversa da principal de n elementos é par ou
impar conforme seja dupla ou simplesmente par o maior numero
par contido em n.

26. Trocando suceessivamente o primeiro elemento de uma
permutagiio P de ordem n com cada um dos seguintes, obtém-se
a permutagio circular de P. As duas slo da mesma classe
quando n é impar e vice-versa, porque se passa de uma para
a outra por meio de n— 1 transposicdes.

' Assim, por exemplo, 4321 é a permutaglo circular de 1432.
A primeira é par e a segunda é fmpar.

"0 nome de circular resulta da maneira como esta permutagiio
se poderia obter, fazendo corresponder cada elemento da per-
mutaclio dada P, que continnamos a suppor de ordem 2, a uma
das n divisdes eguaes de uma circumferéncia. Imprimindo a
esta circumferéncia uma rotagilo de amplitude egual a uma das
suas divisbes e em sentido contrario dquelle em que ellas pro-
cedem, o logar da permutaglio P passaria a ser occupado pela
correspondente permuta¢fio circular.

27. O numero ¢ das inversdes que os primeiros k elementos’
de uma permutagiio P de ordem n produzem, quando se com-
param somente com os ltimos n—k elementos da mesma per-
mutag¢iio, determina-se do modo seguinte.

Representemos pelos numeros 1, 2, 3, ..., n os elementos
de P, e supponhamos que os da permutagio principal procedem
na ordem natural. Designemos por a, as, ..., o 0s k elementos
considerados, dispostos em ordem ascendente. Um d’elles o 86
produz inversdes com o0s @ —1 numeros 1, 2, ..., (m—1)
menores que @ ; mas havemos de excluir d’estes os A—1 nu-
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INETOS oy, @1, ..., @y (Ue s2 encontram entre os & primeiros
elementos de P, e por conseguinte o numero das inversdes que
resultam da comparaglio de 2, com os ultimos » —k elementos
de P serd

Gl =) Z g

Pondo successivamente k=1,2,3, ..., k, sommando os resul-
tados e fazendo @y + a3 +...4 a2, = s, acha-se finalmente

TS WO AR SRR ST el

Qualquer que seja a permutacdio p dos elementos ay, a3, ...,
@y, & somma s tem sempre o mesmo valor. Se nfio houver in-
versdes entre os primeiros k nem entre os filtimos n —k elementos
de P, o numero total das inversdes de P serd

& smshELD,

Se houver u inversdes nos primeiros % e u' nos ultimos n —k
elementos, 0 numero das inverstes de P serd

(2) t:=u+u’—!—s-—ﬂ%t1—).

O numero ¢ sémente seri zero quando for
alml’ u’=2, ey ﬂ*nk.

O numero de inversdes que o elemento inicial & faz com as
seguintes ¢ evidentemente ay — 1.

28. Chama-se matriz a figura formada com np elementos
dispostos em n filas horizontaes, ou linkas, e p filas verticaes,




39

ou columnas; o rectangulo, a que esta disposicio di logar,
encerra-se ordinariamente entre dois tragos duplos verticaes,
Contam-se as linhas de cima para baixo, e as columnas da
esquerda para a direita.

Duas notacdes se tem adoptado para representar systemati-
camente e de um modo geral os elementos de uma matriz. Na
notagllo de Leibnitz designam-se todos os elementos pela mesma
letra affectada de dois indices, que podem ser sobrepostos como
em al, ou consecutivos como em @ j. Dispondo os indices de
cada systema na ordem natural, os inferiores ou do primeiro
systema indicam a ordem da linha e os superiores ou do segundo
systema indicam a ordem da columna em que se encontra o
elemento considerado; assim o elemento a} esti no eruzamento
da linha i e da columna j. Os dois numeros i e j definem a
posicdo d'este elemento na matriz, o que se exprime pelo sym-
bolo (i, j). D’este modo a matriz, de = linhas e p columnas
serd:

ay a3 ... af
II:G:.-G"

Na notaglo de Cauchy os elementos sfio representados por
letras differentes affectadas de um indice s6. Distinguem-se as
columnas pelas letras e as linhas pelos indices, representando-se
aquella mesma matriz pelo quadro seguinte:.

! ap by ... g

"

O D5 ame iy

As letrag desempenham aqui 0 mesmo papel que os indices do
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segmdo systema na notagio de Leibnitz, e o que dissermos
d’estes se applicard Aquellas ou vice-versa.

Quando o numero das linhas é egual ao das columnas, ou
n=p, a matriz diz-se quadrada e de ordem n. Chama-se pri-
meira diagonal & que parte do vértice superior da esquerda e
sequnda diagonal 4 outra. O numero dos elementos d'esta
matriz é n?. Chama-se transposicao de linhas e columnas a
troca ordenada d'estas filas umas pelas outras, isto é, a troca
effectuada de modo que a primeira linha passe a ser primeira
columna, a segunda linha se mude em segunda columna, e assim
por deante.

29. Consideremos o producto

®) T=afi ol .. o

“y ant "

cujos factores sfio n elementos de uma matriz quadrada de
ordem n escolhidos de modo que\em T entre como factor um
elemento, mas um s6, de cada linha e um elemento, mas um
80, de cada columna da matriz,

A colleegiio
: @ a ...q,

dos indices inferiores dos factores de T seri uma permutaciio
dos numeros 1, 2, ..., a, por isso que nella entram » elementos
e que estes elementos siio todos differentos. Com effeito, se
fosse, por exemplo, a; =a;, em T encontravam-se dois elementos
da linha a;, ou da linha @j, 0 que ¢ contrario 4 hypothese.

O mesmo se dird da eollecedio

PrfeoceBu
dos indices superiores. Para definir a classe d’estas permuta-
gbes tomam-se para principaes nos dois systemas de indices
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aquellas que se encontram nos elementos da primeira diagonal
e em ordem descendente. Quando os indices procedem segundo
a ordem das linhas e das cblumnas, cada uma das permutagdes
principaes tem os elementos dispostos na ordem natural.

Podemos agora dar a seguinte:

DeFINIGR0.— DETERMINANTE de n? elementos, dispostos numa
matriz quadrada, é a somma algebrica dos productos distinctos
de n elementos escolhidos de modo Gue em cada producto entre
como factor um elemento, mas uwm 36, de cada linha e wm ele-
mento, mas um 86, de cada columna da wmatriz; dando a cada
producto o signal + ou —, conforme sdo da mesma classe ou de
classes differentes as permutagdes dos indices dos a‘.m.s sys:erma
nos elementos considerados.

Designando por v e ¢/ 08 numeros de inversdes d’estas per-
mutagdes, o numero v+’ serd par se elas forem da mesma
classe e vice-versa. Por conseguinte, representando por A, o
determinante de n* elementos, que se diz de ordem n ou de n
linhas, a definiclio precedente traduz-se na férmula

(4) A, =X(— 1']"+".a21a5:...a£:.

Tambem se pode representar o determinante pela sua matriz
encerrada entre dois tragos verticaes, do modo seguinte:

Av=|qa} ... a}

B, porém, necessario n#io confundir o conceito da matriz,
que ¢ simplesmente um systema de quantidades ao qual nio
corresponde um valor determinado, com o conceito de deter-
minante, que ¢ uma somma. Esta distinecio se confirmari
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quando virmos que na matriz se podem effectuar transforma-
cies que, produzindo matrizes differentes, nio influem no valor
do determinante.

Se em (3) trocarmos dois factores, ag‘.: e “EJ,: por exemplo,
o producto nfio muda de valor; e as permutagdes dos indices,
que eram primeiro

Of sue T oes % ew ﬁ,q,

e i R

tornaram-se em
B owos B vae &G o0o Oy,

Bt N B scles

e ambas mudam de classe pelas transposicdes (w, ), (B;, B;).
Por conseguinte o signal do termo considerado tambem se niio
altera, e d’aqui se segue que em (4) podemos dispor os factores
do termo geral de modo que os indices de um systema sigam
a ordem natural. Assim, a somma em que se resolve o deter-
minante A, pode ser expressa pela formula e

®) ﬂ-=2(—1)".afla§! .. abn,

dispondo os indices inferiores na ordem natural e notando que
na permutacfio correspondente serd v=0.

A formula (5) mostra que, para ter o desenvolvimento do
determinante, basta effectuar todas as permutagdes dos indices
superiores e pela classe de cada uma d’ellas se determinars o
signal do termo correspondente. D’aqui resulta que:

1.° O termo

1
ﬂ|{l; sss fy

que corresponde i permutaglio principal d’aquelles indices, per-
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tence ao determinante onde tem o signal +. Este termo cha-

ma-se principal, e ¢ formado com os elementos da primeira

diagonal ; estes termos teem egualmente o nome de principaes.
2. O termo

non—{ i
agﬁl LR ﬂ..,.

que corresponde & permutaglo inversa da principal, pertence
tambem ao determinante e o seu signal é dado pelo coeflicients
(.8 25), |

(=1 *

Este termo ¢ formado com os elementos da segunda dia-
gonal.
3.° O numero dos termos do determinante de ordem n é n!
Metade sfio positivos e metade sio negativos (n.” 24, Corol.)
O determinante pode representar-se simplesmente por

| &l |, ou (af ... a}),
R ...,n)
@t 0 Vo

Na notagiio de Cauchy pode-se escrever, por exemplo,
Ay=| abe].

e ainda por

80. Pela regra do numero anterior teremos o desenvolvi-
mento de

- F

a— Eu-
fe B

effectuando as permutagies 12, 21 dos indices 1,2. Conser-
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As=aj a3 a3 —aj aj aj
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vando os indices inferiores na ordem natural e attendendo 4
regra dos signaes, teriamos As —af ai— aj as.
Egualmente para

Aa:'a: a} ai

1 3
ﬂ:?:ﬂ-:

i 12
a3 (I3 {I;

effectuam-se as permutagdes dos indices 1, 2, 3. Pela regra do
n.” 23 teremos primeiro as duas

» 123,213,
ds quaes depois se juntarfio as seguintes :
321, 132, 312, 231.

Conservando os indices inferiores na ordem natural e atten-
dendo & regra dos signaes, viria

}—al ab b+l of ad—of e} -+ of ad ad—af o .

Este desenvolvimento tem 6 termos, 3 positivos e 3 nega-
tivos.

Do mesmo modo se obteria o desenvolvimento de determi-
nantes de ordem mais elevada, mas o processo seria cada vez
mais complicado e hade ser substituido por outros mais‘expe-
ditos. Os determinantes de 3.* ordem resolvem-se facilmente
pela regra de Sarrus, de que principalmente convira usar quando
os elementos nio estejam expressos em alguma das notacdes
de Leibnitz ou de Cauchy. A regra é a seguinte:

Ligam-se os elementos que ocupam as posices (1,2), (2,3)
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assim como (2,1), (3,2) por meio de parallelas & primeira dia-
gonal e completam-se os triangulos cujos vértices sllo respecti-
vamente (3,1) e (1,3). Os elementos da primeira diagonal e os
que formam os vértices dos dois triangulos compdem os termos
positivos do determinante. Para ter os termos negativos opé-
ra-se de modo andlogo relativamente &4 segunda diagonal.

81. Chamam-se conjugados dois elementos uE e “E que teem
08 mesmos indices, mas invertidos. Os elementos principaes
slio conjugados de si mesmos, Dois elementos conjugados estam
situados symetricamente a respeito da primeira diagonal.

O determinante diz-se de diagonal vazia quando todos os
elementos principaes slo zero, symetrico quando os elementos
conjugados sio eguaes dois a dois, contra symetrico ou pseudo
symetrico quando os elementos conjugados teem, dois a dois, o
o mesmo valor numerico e signaes contrarios, hemisymetrico
quando é contrasymetrico e de diagonal vazia.

Desenvolvendo pela regra de Sarrus o determinante symetrico

S=|a b d
b c e
d 8 g1,

acha-se S =acg+ 2bde —ae* —cd*— gb*. Para amec=g=0
seria S = 2bde.
Desenvolvendo o determinante contrasymetrico

B=| a =& d
b c —e

—d ‘e g

acha-se S'=acy+ aet+ cd?+ gb*. Para a=c=g=10 seria

ik
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8'=0 e, em geral, o determinante hemisymetrica de ordem
impar ¢é nullo.

82. Combinando de todas as maneiras ¢ linhas e 7 colum-
nas de uma matriz de np elementos, para todos os valores pos-
giveis de i, os determinantes formados com o0s elementos com-
muns a estas filas orthogonaes chamam-se determinantes da
matriz. A ordem d'elles pode variar desde o menor dos nu-
meros n e p até 4 unidade, considerando cada elemento como
um determinante de primeira ordem.

Entre os determinantes de uma matriz alguns poderfio annul-
lar-se, e em muitos casos convird especificar a ordem mais ele-
vada dos que podem ser differentes de zero. Este numero cha-
ma-se caracteristica.

Assim, quando dissermos que ¢ ¢ a caracteristica de uma
matriz, queremos significar que na matriz hi, pelo menos, um
determinante de ordem ¢ que ¢ differente de zero e todos os
determinantes de ordem superior a ¢ se annullam.

O menor valor de ¢ serd a unidade, porque niio teremos de
considerar matrizes compostas 86 de elementos zero. O maior
valor possivel de ¢ ¢ 0 menor dos numeros = e p.

§ 2.» — Propriedades fundamentaes.

88. A transposicio das linhas e columnas de um deter-
minante A corresponde a uma rotagiio de 180° executada pelo
plano de A em torno da sua primeira diagonal; e cada elemento
de A ird ocupar no novo determinante A’ a posi¢lo que o seu
conjugado tinha em A.

Ora um termo

T—-j:ag: nk P ag:

de A hade encontrar-se, abstrahindo do signal, em A' e viee-
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versa; por isso que em T se encontra um elemento, e um 80,
de cada linha e de cada columna de A’

O signal é tambem o mesmo. Com effeito as permutagdes dos
indices das linhas e das columnas de A, em que se encontram
os elementos de T, sllo respectivamente

ayag ... dy, PiPa i Bas;

e as permutacdes dos indices das linhas e das columnas de A’
em que se encontram os mesmos elementos de T slo, em vir-
tade da transposi¢lio, :

ﬁ!B‘l e ﬁ. y T O ... Oy,

isto &, as mesmas. Além d’isto os elementos prineipaes, sendo
conjugados de si proprios, sio os mesmos em A e A', e d'aqui
_se segue que“as permutagdes principaes sflo as mesmas nos
dois determinantes. Logo o signal do termo considerado ¢ tam-
bem o mesmo em ambos, e portanto:

I. O valor de wm determinante ndo se altera quando se
mudam ordenadamente as linhas em columnas e as columnas em
linhas.

34. BSe no determinante

£,

—— k
&'— G} ew ﬂi ess Y s

A k "
ay ... @ .. A ... Gj
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trocarmos duas columnas % e k, é evidente que, abstrahindo do
signal, os termos dos desenvolvimentos de A e do determinante

A’= a:

2.
Pa
2

& - . . = -

A
Gf o5 @R e Oy oen 88

s A . M i

Ay oes ﬂ-: LR a: LR a:

serdio 08 mesmos.
Quanto aos signaes, os termos principaes de A e A’ slo res-
pectivamente :

| L3 k "
T=I+G1 ase O see A soe Oy

T’='+ﬂ-= e ﬂi suw Rt --u; Oy

Este tltimo tem o signal — em A, porque as permutacdes
dos indices inferiores sfio as mesmas em T e T', emquanto que
as dos indices superiores siio de classes differentes pelo theo-
rema de Bezout.

Por outra parte as linhas teem os mesmos indices em A e 4/,
e nos termos positivos de cada determinante a permutagio dos
indices superiores hade ser da mesma classe da respectiva per-
mutaclo principal e vice-versa. Logo serd A'=—A4; e como
da propriedade I resulta que o mesmo succederia quando se tro-
cassem duas linhas, segue-se que:

II. Um determinante muda de signal pela troca de duas
Jilas parallelas.

COoROLLARIO. — Trocando p filas parallelas do determinante
A, o novo determinante serd A'=(—1). A.
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Uma permutagio circular de p linhas ou columnas & equi-
valente 4 troca de p — 1 filas parallelas ou 4 multiplicagiio do
determinante por (—1)r—1.

85. Em todos o8 termos do determinante entra como factor
um elemento, ® um 86, de cada linha e de cada columna, e
d’aqui se segue que, multiplicando todos os elementos de uma
fila por um numero, cada termo do determinante fica multipli-
cado por esse numero. Logo:

ITI. Se multiplicarmos ou dividirmos todos os elementos de
uma fila por um numero, o determinante fica multiplicado ou
dividido pelo mesmo numero.

CoROLLARIO I. — Se forem zero todos os elementos de wma
Jila de A, serd A= 0.

CoroLrARIO II. — Mudando os signaes a todos os elementos
de uma fila o determinante muda tambem de signal. Mudar os
signaes aos elementos de p filas equivale a multiplicar a deter-
minante por (—1)?. Mudando os signaes a todos os elementos
de um determinante de ordem n, o determinante muda ou ndo de

signal conforme n ¢ impar ou par.

86. Pela propriedade III pode-se operar no determinante
uma transformacgfio, que em geral simplificard o seu desenvol-
vimento, Seja

A=|la b e
a V¥ ¢
aﬂ' bﬂ cﬂ

Multipliquem-se primeiro as columnas respectivamente por be,

ca @ ab, como na reducgllo de fracedes ao mesmo denominador,

e divida-se o determinante por a*%*. Divida-se depois a pri-

meira linha por abe, e multiplique-se o determinante por este
4




tactor. Teremos assim

17 jake’ dea b} 1K T 5T

A e,
a®le |t be  Wea cab| | abe Yea dab

a'be b'ca c"ab a’be b'ca c'ab|.

Se fosse a=0, por exemplo, multiplicariamos sémente as
duas ultimas columnas de A por ¢ e b. Em geral ¢ sempre
possivel reduzir & unidade todos os elementos de uma fila
que sejam differentes de zero, como se vé no exemplo se-

guinte :

O @ 'y ~esl=a¥h |01 1 1
 Rm v S 1 0 LR &
2y =
¥ e 0 @ el ¥ g 2
xy Yz
>
B . .0 j H S |
| y | &€re yz

R A S A M AR N TR
eys. O & 3 1500y

rayy.-o8 0 gt 1 2 0 a

ayz y? 2 0 Lo g% a0

Obtem-se o segundo determinante dividindo por @ a segunda
linha e a segunda columna do proposto, por ¥ a terceira linha
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e a terceira columna, por z a quarta linha e a quarta columna
e multiplicando o resultado por a?y?z%. As outras transforma-
¢bes nilo offerecem difficuldade.

37. Se forem eguaes os elementos correspondentes de duas
filas parallelas, o determinante annulla-se. Com effeito, tro-
cando essas filas, o determinante muda de signal (II); mas o
sen valor niio se altera porque a matriz se conserva exacta-
mente a mesma, e por conseguinte serf A=— 4 ou 24 =0,
isto é, A =0.

Se os elementos correspondentes de duas filas parallelas siio
proporeionaes, o determinante annulla-se. Assim teremos, por
exemplo, em virtude da propriedade II,

A=|a pb b |=p.la b b |=0.
a pbf ¥ a U v
ajf Pbrr b" G" bu‘ bﬂ

Este resultado é evidentemente geral e portanto:

IV. Sendo proporcionaes os elementos correspondentes de
duas filas parallelas, o determinante annulla-se.

Assim, por exemplo,

2 4 bl=f 2 22  5|=0,
o RO R e e R
8.8 1 828 7

como se poderia ver effectnando o desenvolvimento pela regra
de Sarrus. '
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88. Um determinante da forma o

A=|ay & atbi+n o
a by wmtPatr o
a3 b watPity
a b wthpitu o

resolve-se na somma dos tres

B=lar b o ¢ |+| & b B c:|+ a by T e

a b m e as by B2 e as by 12 c2
az b; a3 €3 a3 53 ﬁj Lr ] as b: 13 C3
a b w oo | a, b B @ a._ % T oo

Com effeito a expressio

arba(estPatri)ce=ahhases tarbafacitarbayscs

mostra que o termo principal de A & egual & somma dos
termos principaes dos tres determinantes em que A se re-
solveu; e do mesmo modo cada termo de A serd egual 4
somma dos termos homdlogos d'estes tres fltimos determi-
nantes. O prineipio traduzido na pendltima egualdade é geral;
logo:

V. Se os elementos de uma columna (ow linha) forem ex-
pressos por sommas de i pareellas ou polynomios, o determi-
nante resolve-se na somma dos i determinantes que se obteem
quando no determinante dado todos os polynomios se substituem
guccessivamente pelo primeiro termo, sequndo termo, etc., de
cada um,
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Teriamos uma applicaglio d’esta propriedade fazendo inver-
samente

3 T TRl +aabl—aab—0,
fi ol it Dﬂ.’b"a'a'b’

Ul al'l b” 0 II" bff aﬂ aﬁ b"

por onde se veria que os primeiros dois determinantes sfio nu-
mericamente eguaes e de signaes contréirios.

=

89. Pela propriedade V &

a hitpe e|=|ai b ea|+|a pa o
as bit-per ca ag by c2 @z pea ¢

ag bytpey e ag by e a pa
ou, pois que o ultimo d'estes determinantes é zero, IV,

a b oe|t|la htpa o
a b o a htpa o
ay by o as bytpes e |

E evidente a generalizaclio d’este principio a determinantes
de ordem mais elevada e 4 somma de mais columnas. O mesmo
se dizia das linhas, e portanto:

VI. Um determinante ndo se allera quando aos elementos
de uma columna, ou linha, se juntam os elementos correspon-
dentes de outras columnas, ou linhas, respectivamente multipli-
cados por factores constantes.

Por esta propriedade, a que se chama principio da addigdo
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das linkas, teriamos, por exemplo,

A=|12 16 24 38 |=20x<|8 16 24 33}

20 25 35 4b TR A
20 21 36 55 5 27 836 55
28 38 51 78 7 38 51 78|

e este ultimo determinante resulton de dividir por 4 a primeira
columna e por D a segunda linha de A, multiplicando depois A
por 4 < b. Depois, subtrahindo da 1.*, 3. e 4, linha a 2.* mul-
tiplicada respectivamente por 3, 5 e ? acha-se

A=20x]|0 1 8 6
8-y
10 2 .1 10
0 3 2 15

D’este modo se pode fazer depender um determinante de
outro, em que os elementos de uma fila, menos um, sejam
eguaes a zero.

§ 3. — Determinantes menores.

40. Menor de classe h de um determinante A de ordem =
6 o determinante de ordem n — kA que se obtém quando se sup-
primem % linhas e A columnas de A.

O ndmero de menores de 1.* classe do determinante A &
egual a0 numero dos elementos de A, ou a?, porque sfo dis-
tinctos os systemas de duas filas orthogonaes que se cruzam
sobre dois elementos differentes,

Cada um d'estes menores ¢ um determinante de ordem
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n—1, que terd (n—1)* menores de 1.* classe. Todos elles silo
menores de 2.* classe de A, mas nlio slio distinetos porque
duas linhas e duas columnas dadas cruzam-se sobre 2% ele-
mentos. Por conseguinte em A haverd

n?! (n—1)

R

menores distinetos de 2.* classe. Do mesmo modo se veria
tambem que no mesmo determinante ha

nt (n—1P0 (n—2)?
G LG e

menores distinctos de 3.* classe, e assim por deante.

41. Os elementos de um determinante podem considerar-se
como menores de classe n—1 de A, e a cada um d’elles corres-
ponde um menor de 1.* classe.

Em geral, a um menor M de ordem % de um determinante
de ordem n corresponde outro menor M’ de ordem n—h, que
se obteria supprimindo as & linhas e as A columnas represen-
tadas em M. Um d'estes menores diz-se complementar do
outro.

Assim no determinante de 5.* ordem

& 5
5

e Su Su
8. 8o $» Pa

ay
as
a3
aj

- Lol

=
-
=]
M eeME AN
=
™o

&
as

=
o
=
)
=




08 Imenores
i B 2 i 5
‘aa a3 ay aj df
8 L U -
“; as |, ay ﬂi1
e he
as das ﬂnF

sfio complementares. N'um d'elles faltam os indices que se en-
contram no outro.

Chamam-se menores principaes de A aquelles cujos elementos
principaes sflo tambem elementos principaes em A, isto 6, aquel-
les que estlio contidos em linhas e columnas dos mesmos in-
dices. Primeiro menor principal de ordem h de A é o que se
contém nas primeiras % linhas e nas primeiras % columnas de
A. Se um menor é principal, o seu complementar tambem &
menor principal.

Num determinante de ordem n havera tantos menores prin-
cipaes de ordem % quantas sdo as combinagies de n elementos

hah, ou(;).

42. Seja M um menor de ordem % do determinante

A=lg{ ... a

.
R v v oy

e M’ o menor complementar de M.
Um termo de M serd da forma, (5),

t=(—1)yaft aft .. o
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com os indices inferiores na ordem natural e designando por u
o numero de inversdes da permutaciio By B3 ... B . Do mesmo
modo um termo de M’ seri da forma

(=1 ottt afbtd . of,

tambem com os {ndices inferiores na ordem natural e desi-
gnando por u' o numero de inversdes da permutaclo B4
Bita oo Ba- \ :

Por outra parte, ao termo geral (3) do determinante A, tam-
bem se pode dar a forma

T=(—1yr+". ag! a:E: a& aﬁi: aE:

sendo v e v/ respectivamente os numeros de inversdes das per-
mutaches ajdg .. X &g +ox Oy € ﬂlﬁ] ﬂ; ﬁ.+; ﬁ“.
Ora, pondo ey +aa+ ... +ay=8y, fi+Pa+ ... +Pi=21 e
8; + a3 =4, serd por (1) e (2)

_?J(-’!2+1)_’ vr=u+,_£r+"_h_(b2iﬂ,

v =g

e portanto v+ v'=u+u'4+s—h(h+1); d’aqui resulta, por
ser par o numero A(h+1), que

el S Sl -1
Logo serd
T=(—1) tt.

Mas ¢t o ¢ sio dois termos quassquer de M e M'. Além d'isto
8 é, por definiciio, a somma dos indices das linhas e das co-
lumnas de A representadas em M, e portanto CONServa 0 mesmo
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valor para todos os termos de M. D’aqui se conclue que todos
os termos do producto

(—1y MM

pertencem ao desenvolvimento de A. Estes termos silo distinetos
por corresponderem a termos distinctos de M, on de M, ou de
ambos estes factores.

O factor (— 1y M’ chama-se complemento algebrico de M e
assim teremos por defini¢fio

(6) c.a.M=(=1)[m.c.M];

designamos por ¢.a.M o complemento algebrico de M, por m.c. M
o menor complementar de M e por s a somma dos indices das
linhas e columnas representadas em M.

Na indicaglio do signal é indifferente empregar a potencm.
s ou & de —1, sendo & a somma dos indices das linhas e das
columnas representadas em M'. Com effeito a somma dos in-
dices de todas as linhas e columnas de A é por um lado s + &
e por outra parte 2(1 + 2+ ... +a). Por aqui se vé, sendo
eguaes estas sommas, que 8- s é um numero par e portanto

(-—- 1)’ e (— 1}.; :
Por conseguinte serd tambem

c.a. M =(—1) [m.c.M],

e por este motivo se dizem reeiprocos os menores M e M'.
Pois que as linhas e as columnas representadas num menor
principal teem os mesmos indices, para estes menores o nu-
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mero & 6 par. Logo, se o menor M for principal, serd

(7} C-a;M=}R.G-M.

48. O menor complementar do elemento af do defermi-
nante A de ordem = é o determinante de ordem m»—1 que se
obtém supprimindo em A a linha ¢ e a columna j e, designando
por Al o complemento algebrico d’aquelle elemento, serd

Ai=(=1)+1.[m.c.ail.

Os (n—1)! termos do producto a] A{ fazem parte, como se
Y¥iu, do desenvolvimento de A.

O elemento af diz-se par quando os indices i e j sfio ambos
pares ou ambos impares. O complemento algebrico de um ele-
mento par é o respectivo menor complementar, e o de um
elemento impar é o seu menor complementar com signal con-
trério. :

O signal tambem se pode determinar pela regra seguinte,
chamada do percurso orthogonal:

Percorre-se a primeira linha do determinante desde o pri-
meiro elemento até d columna em que se encontra o élemento
considerado. Desce-se depois por esta columna até chegar ao
mesmo elemento. Enunciando o signal + no ponto de partida
e mudando de signal em cada elemento percorrido, o ultimo
signal enunciado é o que se deve empregar.

Facilmente se justifica esta regra, por isso que o primeiro
elemento do determinante é par e em eada fila um dos indices
conserva-se constante e o outro procede na ordem natural.

" 44. Nas h columnas de A representadas no menor M conteem-se

(;:] menores de ordem %, que se obteriam praticando todas as

combinacdes & a h das n linhas do determinante.
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Designando por ¢ este numero, por My, Mg, ... M, aquelles
menores e por (M), (M), ..., (M) os respectivos comple-
mentos algebricos, serd

®)  A=M (M) +M OO+ ... +M,QOL).

Com effeito os termos em que se resolve o segundo membro
de (8) sdo distinctos pelo factor M;, ou por (M;), ou por
ambos. O numero de termos de M; é |k, o de (M) é |n—h

e portanto o da somma (B) serd
n
(h) |k [n=h=|n

que ¢ exactamente o numero de termos de A. =
A expressio (8) da-se o nome de desenvolvimento de Laplace.

45. Applicando a férmula (8) a0 caso em que os menores
My, ..., M, se reduzem aos elementos de tma linha ou de
uma columna e designando por A}, como anteriormente se fez,
o complemento algebrico do elemento @i, teremos para o desen-
volvimento do determinante A as duas expressdes:

A=Al gl + Al o} + ... + Al o8,

L)

A &) o+ Akt oo+ AL g,

Visto que, abstrahindo do signal, A é um determinante de
ordem n — 1, estas formulas mostram como um determinante A
se pode fazer depender de outros cuja ordem vae diminuindo
successivamente de uma unidade.
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Supponhamos agora que no determinante

Ae=|g} ..ol ...af ...a} |=Alal+ AL+ ... + AL d

- & . -

u:---dn-na:.&.a:

6@ =d (i=1,2, ..., n). Neste caso é A=0 pela proprie-
dade IV e, mndando @ em a; no segundo membro da ultima
egualdade viria

AMad+Aald+...+Al =0

Para as linhas teremos uma relagio semelhante e portanto :

E egual a zero a somma dos productos que se obteem quando
se multiplicam os elementos de uma fila pelos complementos al-
gebricos dos elementos homdlogos de outra fila parallela d pri-
meira. -

Estes resultados e os precedentes estfio comprehendidos nas
seguintes formulas:

@ ;A.-'al+A?a§+-.-+A?aI-3:

(t=h,b=A; iz==h,8=0);

Alaf+Alat+... +AL k=),

(10) |
(G=k,8=A4; j=k, 3=0).

A applicaglio das formulas (9) e (10) ao determinante

ﬁ=f ay fl[ (]
| az b’ c2
] 3 f.la 3 i
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d4, para i=~h e j=Fk, as relagdes seguintes

A= Aay + Biby + Cieg = Ayay + Agaz + Asay,
= Asas + Babs + Caca = By by -+ Babs 1+ Babs,
= Asay + Babs +- Caes = Cyes + Caea + Cae,

sendo os complementos algebricos dos elementos de A:

Aj= |b e, As=-—'i'b| ¢4 Azg= |b @&l

by ¢ | by e3 by e
Bi=—|as c:|, Bi= a o, Bi=—lar ¢}
a3 c3 a ¢y ag - Cca

Cs= |ay b|.

az by

Ci= a3y K|, Cam=m—|a 0

as by as by

Applicando as mesmas férmulas ao caso i=h e j ==k te-
remos as doze relagbes

Ajaz + Bib:s 4 Cyea= Ayas + Bibs + Ciez =0,
Asaj + Bab) + Cacy = Agay + Baby + Caes =0,
Aszay + Bsby 4 Csey = Asas +Bsba + Csca=0;
Aydy + Asbs + Asby= Ayer + Ases + Azes =0,
Byai + Byas + Bsay= Bicy + Baos -+ Bycs =0,
Ciay + Csas + Cyag = Ciby 4 Cads + Csbs = 0.

Por estas formulas se acharia que o determinante do n.° 39,
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desenvolvido pelos elementos da primeira columna, daria

A=20x<]0 1 3 6|=-—20/1 3 6
1 57 -9 21 10
g ol 3 2 16
03 2 16

Por este processo se pode abaixar em uma unidade a ordem
do determinante, quando sfio nullos todos os elementos de uma
fila menos um. Esta disposicio pode obter-se pela proprie-
dade VI, do modo que se vin no mesmo exemplo; e assim
tambem, subtrahindo respectivamente da 2.* e da 3.* columna
do ultimo determmn.nta % e multlphcada. por 3 e a segunda
multiplicada por 2, vird

A==20./1 O 0!—20 -—20.
e (a5 b |
gkl 111

Inversamente pode-se elevar em uma unidade a ordem do
determinante pela addiio de duas filas orthogonaes. O ele-
mento em que estas filas se cruzam serd +1 ou — 1, conforme
a sua posigo seja par ou impar no novo determinante. Os
restantes elementos de uma das filas serflo zeros, e os da outra
podem ser quaesquer. Assim teremos :

a hh al|=| 0 a b o},
az b o —1 By Br Ba
a; by o 0 aa by o

0 a3 s @

sendo arbitrérios fi, Pa e fs.
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Desenvolvendo cada um dos determinantes successivos pelos
elementos da primeira columna segundo a formula (9), te-
Temos

ag 0 0 0 |=a|bs 0O 0 |=aihs
ag ba 0 O by e3 O

ag by es O by e dy

I'cu b o d;

ey 0 |=aibacsds.
a d;\

" E claro que, fazendo o desenvolvimento pelas linhas segundo

a formula (9), se chegaria a0 mesmo resultado quando fossem

nullos os elementos para o outro lado da primeira diagonal;
e que o determinante se simplificaria do mesmo modo, ainda
mesmo que fosse de ordem mais elevada. Logo:
O determinante reduz-se ao termo principal quando s&o
nullos todos os elementos para um lado da primeira diagonal.
Se forem nullos todos os elementos para um lado da
segunda diagonal, o determinante de ordem = reduz-se a

este termo com o signal determinado (n.® 25) pelo coeffi-
nin—1)
ciente (—1)

46. TueorEMA. — Um determinante de ordem n, em que
sdo nullos os elementos communs ds primeiras h linhas e ds
ultimas n—h columnas, é egual ao producto dos dois de-
terminantes adjacentes d matriz de elementos zero. Os ele-
mentos que completam a matriz do determinante podem ser
quaesquer.

Com effeito, desenvolvendo o determinante pelos menores
de ordem k contidos nas suas primeiras % columnas, o pri-
meiro termo do desenvolvimento de Laplace é o segundo mem-




bro da egualdade

A= a.‘ TR I | BRSO | ml s atx ﬂﬂ:{ “es d:_,H

(11)
@hid - Ghps Gh1L ... @iy
I B R

porque ambos os geus factores silo menores principaes de A.
Os outros termos do desenvolvimento annullam-se, porque em
cada um entra como factor um determinante que tem uma
linha de zeros pelo menos.

Se forem nullos os elementos communs ds primeiras h+ 1
linkas e ds ultimas n—h columnas de A, serd A =0,

Neste caso o iltimo determinante do segundo membro de
(11) teria uma linha de zeros.

CororLario. — Um determinante de ordem n pode elevar-se
directamente & ordem n+- p.

Viu-se no n.° 456 como este resultado se obteria, elevando a
ordem do determinante em uma unidade de cada vez; mas seré
preferivel proceder do modo seguinte. Construa-se um determi-
nante R de ordem p que seja egual & unidade, fazendo por

exemplo

Re=|1 0 ... 0
T R k.
00 1

Disponha-se a primeira diagonal de R no prolongamento da
primeira diagonal do determinante considerado, e complete-se
b
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a matriz quadrada de ordem =+ p preenchendo as linhas
com zeros e as columnas com elementos arbitrarios, ou vice-
versa. O determinante assim obtido serd, do mesmo modo que
(11), o producto de dois factores, um dos quaes é o determi-
nante dado e o outro é R=1.

47. O (ltimo theorema pode enunciar-se com mais genera-
lidade nos termos seguintes, e a demonstragiio seria a mesma:

THEOREMA. — Se no determinante A de ordem n forem nullos
0s elementos de h columnas, com excepgdo sémente dos que per-
tencem a h linkas differentes, A reduz-se ao producto da multi-
plicagdo do menor de ordem h contido nestas linhas e columnas
pelo respectivo complemento algebrico. '

Este theorema tem uma applicagiio importante no desenvol-
vimento do determinante cujos elementos principaes sio da
forma a + @. Resolvendo este determinante segundo a 1.* co-
lumna, pela propriedade V teremos

A=lg!tral ...al |=lalal ...a} |Hz af a}
a3y aytz ... a3 as astz ... a 0 ai+x ... af
e oo Gpt |a: a: cos a2 |0 & a‘,'-|-z|

Cada um dos dois Gltimos determinantes ainda se decompde
em dois pelo mesmo processo e assim seguidamente, de modo
que A resolve-se afinal na somma de 2* determinantes de ele-
mentos simples.

Dois d’estes determinantes serfio

Mo=|ai ... a}ls e 0 ... 0|=2%
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- e um dos restantes serd, por exemplo,

20 ... 04" ... &}
0 Ut e
S Ui Lo, R Mg el af'H...u:l
(12) (00 ... 2t ... 0}

i Vel 4 s e

- ﬂtI: ..: ﬂ:..“ ""*1

Q0. 0 o ad

onde o factor de #* é um menor principal de ordem n—/% de Ao,

Designemos em geral por A’ um dos outros determinantes
em que A ficou resolvido. Se a variavel « se encontrar na
columna & de &, o indice da linha que cruza esta columna
sobre o elemento x seri o mesmo g, porque & entra sb nos
elementos principaes de A, Além d’isto os restantes elementos
d’aquella columna «; serfio zero.

Por conseguinte se z se encontrar em % columnas de A,
nestas columnas s6 se encontrari um menor de ordem % que
seja differente de zero, o qual se reduz a z* e é um menor
principal de &. O complemento algebrico 3 d’este menor é o
respectivo menor complementar, que seri um menor principal
de ordem »—h de Ap; e assim teremos

A= 32,

No termo (12) o menor 3 estd contido nas Gltimas n — A linhas
e columnas de Aq.

Mas a mesma disposiclo se verificard com todas as combina-
gdes k a h das n columnas de A, visto que todos os elementos
principaes de A silo da forma a + . Logo, designando por S,y
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a somma de todos os menores principaes de ordem n— A de Ay,
os termos do desenvolvimento de A em que entra a potencia %
de = sfio dados pela expressiio

Sn—l"r

: n
e o numero d’elles & -(n—h)'

Fazendo succesivamente A=1, 2, ..., n—1, teremos assim
A=ﬂu+8,_,.u+8,_,::'+,,,+8ur'—‘+z*.

Sommando os numeros de parcellas em que se pode resolver
cada termo d'este desenvolvimento, acha-se o numero total

(n.° 15)
14(, % V(2 o)+t (}) +1 =2

que é com effeito, como j& vimos, o numero dos determinantes
de elementos simples em que A se resolve.
A chamada equagdo em s da Geometria Analytica no espago é

ﬁ=|a-—8 b v =0.
b a—s b
b b a’'—g|

Applicando o desenvolvimento precedente ao seu primeiro
membro, temos de fazer #=—g e portanto mudaremos o
signal dos termos em que entram potencias impares de @. O
termo independente de s é o determinante symetrico

N=|a & ¥
0 it ol
& !
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Designando por 3, ¥, ¥ os menores principaes de 2.* ordem
de A¢ teremos

d=aa' =V, & =ad —b? & =da —b%

o8 de 1.* ordem sflo

a, a, al

€ por conseguinte
A=M&—(3+d+3)s+ (a+a' +a")s?—a

serd o desenvolvimento pedido.

§ 4°— Producto de determinantes, Determinante adjunto.

48. O producto de dois determinantes, um de ordem n e
outro de ordem p, exprinie-se num determinante de ordem n-+p
pelo theorema do n.” 46. Se os determinantes forem ambos de
ordem », o producto pode ser expresso por um determinante da
mesma ordem n, como vamos ver.

Sejam os determinantes dados

By=|gf ... a

|| 5!= 11: Ty ﬁ: .

Ga .o O

I.
van ity

Transponham-se as linhas e columnas de Ay; segundo aquelle
theorema, o producto serd

A=A xMy=|qaf a} ... ol B .. B
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e os elementos f3}, .., 8 sdo arbitrdrios. Substituindo o deter-
minante d’estes elementos pelo seguinte

Rebjusf G 00w PO i v
G i = A

A=|al

aj

al a; bt - a: 0 ®aw _1
0 %1005, 550 H ai
vl s S = o

‘|
|

[ Pty 1) oot ol

Juntem-se 4 columna i d’este determinante as = fltimas res-
pectivamente maultiplicadas por af, af, ..., af. Fazendo succes-
sivamente =1, 2, ..., n, vird

A=|0 0 ... 00—
ﬂ 0 LER 0

L 0 0 G " aw _1

Fs it

my oy
TEEET N e o3

| 3 3 |
|y My ... W, Ry By .. oy |
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onde se fez
mi=a) ol +al i +...+a

Posto isto, permutem-se em A as columnas j e n-j (j=1,
2, ..., »); 0 determinante vir4 multiplicado por (— 1)*, e teremos

(—1rA=|-1 b Rl D=0 0
=i 0 0.0
0 0 S SO ) (T | A
&1 8 s « mi mi
o @ ... o3 WA M3 e
N S R S -l o

D’esta expressdio resulta pelo theorema do n." 46

(=1 A=S|wml ... mi]

:nl'. £ sty 8

ou, suppﬁmindo o factor commum S =(—1)",

aj | > |

2

lof . ... |-

L & [ -

iy

?_.

L: al | o

Os elementos do dltimo determinante sio a somma dos
productos que se obteem multiplicando os elementos de cada
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linha de um dos factores pelos elementos homologos de todas
as linhas do outro factor,
D’este modo se acharia, por exemplo,

Lo oalt=] al+ditei  aart+bibitcies aras+bidsteresl.
2 by ca] |maatbibatecs  ait+bi4el  asas+babstcse
3 by sl |mastbibyteies asasthabiteaes  aj4-bitel

Em geral o quadrado de um determinante é expresso por um
determinante symetrico. :
Da mesma forma se acharia

5 TH G O W

'ﬂ-l bl|’—
aybs +biaa a3+ b3

by as

donde se deduz a expressiio
(13)  (asas—bybs)* + (aibs + byas)? = (a} + b)) (e + B3).

Transpondo as linhas e as columnas no faetor Ay e depois
em Ay, vé-se que o producto de dois determinantes pode tomar
quatro formas que resultam:

1.° da multiplicagio de linhas por linhas,

2.* da multiplicacfio de linhas por eolumnas,

3. da multiplicaglio de columnas por linhas,

4.° da multiplica¢fio de columnas por columnas.

49. Designando por A/ o complemento algebrico do ele-
mento a] do determinante

5"'|a} bas d1[;

tl
ol vigir ol
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o determinante

chama-se adjunto de A.

Effectuemos o producto P = A > &', multiplicando successiva-
mente cada linha % de A’ por todas as linhas de A. O elemento
ml de P serd a somma dos productos dos elementos da linha i
de A’ pelos elementos homélogos da linha j de A, ou

mi = Ala} + Aldj+...+ Ald],
Esta expressiio mostra, (9), que é

para I:==j, m{m&,

para i==j, mi=0;

portanto os elementos de cada linha de P sllo zero, com
excepgllo apenas do elemento principal que & A. Logo serd

AxNe=|d 0 ... O|=04n
I

Esta expressiio ¢ uma identidade, porque subsiste quaesquer
que sejam os elementos de A; e pois que o factor A ndo é
identicamente nullo, ¢ permittido (n.” 14) supprimir nos seus
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dois membros este factor commum. D’aqui resulta a egualdade
(14) A= Av,

50. Designemos por o o complemento algebrico do elemento
A{ de A'. Por definigio serd

(15) = (—1)*.[m.c. Al).

Elevemos 4 ordem n este menor de A’, que é um determi-
nante de ordem n— 1. Para o conseguir podemos fazer (n.° 45)

ad=(=1)p+.| Al ... AT A} 7\ et Y g |
Ay v oo A Al Sttt Al
0 e O (=10 % 20

A’:—H ey JH,?: ALH A{ii "ee Ai-i-l

NP O ol ) ? R R et

e multiplicando a linha ¢ por (— 1), vird finalmente

ﬁ{ = A_: en A{_I Ait A{+l LR A:
A Moy Mo - A oAy
0 es 0 1 0 A el &)
Al Mgt Ay MR- Al

VNS TR gty AW o ¥ B\
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Formemos o producto &> A multiplicando successivamente
cada linha de & por todas as linhas de A. Teremos, como ante-
riormente,

eixA=|A

=}
B ©
o
(=)
o
=}

(1 22§ Nt 7 SR S | e
a:'; f.!f; . rILl ﬂ‘f @y - tt-{
0 0 0 0 A 3 0

o neste determinante todos os elementos principaes slo eguaes
a A, menos o da columna i que é ai.

Permutemos no mesmo determinante a linha i e a columna ¢
com cada uma das precedentes. Teremos effectuado assim
um numero par 2 (i—1) de trocas de filas parallelas e d’estas
permutagdes, que por este motivo nilo produzem mudanga de
signal, resultard para aquelle producto a forma

dd=|af o Bt B v b o A
O LB O iy 4@ S0EE sl
O =0 Tl rert B O e

. . - . - ® - 0 .

0507 20" 50 0L B o

Nesta egualdade podemos supprimir o factor commum A,
como anteriormente fizemos e pelo mesmo motivo. Assim
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teremos finalmente

(16) : o = af A1,

L

51. Em dois determinantes da mesma ordem dizem-se cor-
respondentes dois menores contidos respectivamente nas mesmas
linhas e nas mesmas columnas.

Sejam M e M’ dois menores correspondentes de ordem % do
determinante A e do seu adjunto A'; serd

(17) c.a. M =MAv -4~

como vamos demonstrar.
Supponhamos em primeiro logar que

M=|af ... al|, M=|Af.. A}

al..a Al Ab

slio 08 primeiros menores principaes de ordem % de A e A'.
Neste caso o complemento algebrico p de M’ & simplesmente
0 menor complementar de M’, que é o determinante de ordem
n—nh
=] AMH 442 "
F Ah-,l-l A.H-l A’H—I E

A:i; A A

U i g
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Eleve-se este determinante & ordem =, pondo (n.° 46, Cor.)

p=| 1 Bt s g 0
0 1 i 0 0 0
0 0 s | 0 0
[ H A [ Wy ST
AH! Ai+1 3 Ai—u Al-f-l AH—;
Bl e A e AR A
A,: A' _ fi. AH" =+:

como ¢ permittido, por isso que os elementos communs 4s
primeiras % columnas e 4s Gltimas n—A linhas podem ser

quaesquer.

Effectuando o producto de p por A pela multiplicagio de

linhas por linhas e attendendo a (9), vird

pA= a:a; . ay a=+| l‘.li.'.g 20
ay ﬂ; . ay ﬂ:-p-! i3
00 e =D A 0
05 s =0 0
ou jt A =M A

por isso que o primeiro menor principal de ordem % do dltimo
determinante ¢ o menor M, depois de transpostas as linhas e
Supprimindo nesta egualdade o factor commum A,

columnas.
resulta a expressilo (17).
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Consideremos agora um menor qualquer M contido nas
linhas @, a3, ..., @ e nas columnas By, Ps, ..., fx de 4, assim
como 0 menor M’ contido nas mesmas linhas e columnas de &',

Transportem-se as linhas representadas em M de modo que
se mude a linha ey para o primeiro logar de A, a linha az para
o segundo logar e, em geral, a linha

Bl k)
para o logar i. Para esta linha a mudanca depende de

a—i
trocas de linhas adjacentes.

Opere-se de modo semelhante com as columnas fi, ..., fi.
Designando por A; o determinante assim obtido, o seu primeiro
menor principal -de ordem % serd My =M. Por oufra parte, o
numero de trocas de filas parallelas adjacentes, que foi neces-
sario effectuar para levar M 4 posiclio My, é

r=(a—1)+(@m—2)+.. . Ha—A)HE-DHE-2)+. ..+ Eh)

ou, designando por s a somma dos indices das linhas e das
columnas representadas em M,

r=8—2(14+2+...+5);
e por ser (—1) =(—1)* segue-se que serd
a8) b= (1)
O adjunto A; de Ay terd a mesma disposiciio de linhas e
columnas que A;. Mas cada elemento A de A, torna-se para

A{ em
(—1)y.Al,
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por isso que a troca de duas linhas ou de duas columnas adja-
centes produz mudanca de signal nos complementos algebricos
de todos os elementos do determinante. Por conseguinte, repre-
sentando por M; o primeiro menor principal de ordem % de
A, serd

m.c. M| = (—1)*—N2 [m.e.M],

visto que m.c.M' é um determinante de ordem n—2.
Além d'isto o complemento algelbirico do menor principal Mj
é simplesmente o seu menor complementar, e por conseguinte
e.a@. M{ = (—1)*=Ms,[m.c. M].
Ora, por difiniglo, &
c.a. M =(—1)[m.c.M];
d’esta expressfio e da precedente resulta que
(19) coa. Mj = (—1)n—A=1s.[c.a. M'].
Mas pelo caso que se tratou primeiro é
eoa My =My A==t
ou, attendendo a (18) e visto ser My=M,
¢ My = (—1)—A—1e M An—d—t
D’esta egualdade e da-(19) se deduz a (17), que assim fica
demonstrada no caso geral. De (17) se pode deduzir (16),

pondo h=1,
Sendo A=0, annullam-se A’ e os complementos algebricos
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de todos os menores de A'. Os que correspondem aos me-
nores de 2.* ordem sfio da forma

c.a.| A} AE =| af af A+
Al Al |d af
e se fosse A = 0, seria
Al A=Al Al
isto 6,
Al AlicAl AL, Al:Af::Ab: AL
Logo:

Se for A=0, os complementos algebricos dos elementos homé-
logos de duas columnas ou de duas linkas de A sdo proporcionaes
entre si,

VI. — Dependencia linear.

52, Duas collecgdes de constantes, como (1, 2, 3, 4) e
(2, 4, 6, 8) por exemplo, dizem-se proporcionaes entre si
quando os elementos de uma se podem obter multiplicando os
elementos correspondentes da outra por um factor constante.

Ordinariamente entende-se que cada uma das duas collecgles
se pode obter operando d’este modo sobre a outra. Mas no
caso das collecgdes (1, 2, 3, 4) e (0, 0, 0, 0), por exemplo, se &
possivel passar da primeira para a segunda multiplicando os
seus elementos por zero, nilo ha factor com que se possa passar
da segunda para a primeira.

Para definir a proporcionalidade em termos que convenham
a todos os casos, adopta-se a seguinte:

Dermigio I. — Duas collecgdes de constantes

1‘1, .I!:, Teny x”
"

L L
Yy Ty ey B
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dizem-se proporcionaes quando existem dois factores constantes
ki, ks, que ndo sdo ambos nullos e verificam as egualdades.

kaithkaaz=0 (i=1,2,...,p)

Para ky === o teremos

-.b‘-‘ hxn
Y e c— I
i kl ]

e para ki = 0 teriamos egualmente

Por conseguinte a defini¢io I é conforme com a nogfio ante-
rior de proporcionalidade; e além d'isso abrange evidentemente
o caso das collecches.

a;h :ﬂ‘., sty -r'l.:
0, 0’. sray 0’

para as quaes bastaria fazer k=0 e dar a k2520 um valor
qualquer.

O conceito de proporcionalidade generalisado para maior
numero de colleccies toma o nome de dependencia linear, e
assim temos a seguinte:

DermigXo II. — Diz-se que #lo linearmente dependentes n
eollecgdes de p constantes cada uma

i )= s
P i z}." (i=1,2, ..., n),

quando existem n constantes ki, ka ..., ki, que ndo sdo con-
junctamente nullas e verificam as egualdades

klmjt+hz,}'+-.-+k.m?]=0, Uﬂl’ 2’ "*?P)‘
6
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Quando ndo existe um systema de factores que satisfagam a estas
condigBes, as collecgdes dizem-se linearmente independentes.

Do mesmo modo o conceito de proporcionalidade gene-
ralisa-se para os polynémios com a seguinte:

Dermxigio III. — Os n polyndmios f, fy, very Ty com qual-
quer numero de variaveis dizem-se linearmente dependentes
quando existem n constantes ky, ks, ..., k., que ndo sdo con-
Junctamente nullas e verificam a identidade

Bifitkafit .4k fym0.

Quando ndo existem estes factores os polynémios sdo linear-
mente independentes.

A theoria da dependencia linear assenta nos seguintes prin-
cipios elementares :

TaeoreMA 1. — Se n grupos de constantes, ou n polyndmios,
8o linearmente dependentes, é sempre possivel exprimir linear-
mente wm d'elles nos restantes, mas ndo necessariamente um
qualquer.

Com effeito, sendo differente de zero pelo menos um factor k;,
podemos dividir por & a relacio gu relagdes em qna entrar
este factor.

TueoREMA II.—Se entre n collecgbes, ou entre n polyné-
mios, houver um certo numero 1< n que sejam linearmente de-
pendentes todas as collcegdes, ou todos os polyndémios, o sdo
equalmente.

Para ver que assim & bastaria adoptar para factores da
dependencia linear as ! constantes que correspondem és I col-
leegbes, ou aos ! polynémios, e que nfio sdio wnjunctamenta
nullas, e mais n — I zeros.

TueoreMA III. — Se wma das n collecgdes se compde unica-
mente de zeros, ou se wm dos n polynémios é identicamente
nullo, todas as colleccdes, ou todos os polyndmios, sdo linear-

mente dependentes.
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E o que se pode reconhecer adoptando um factor k==0
para a collecclio de zeros, ou para o polynbmio identicamente
nullo, e #—1 zeros para as collecgdes restantes, ou para os
outros polyndmios..

53. Dadas n collecgdes de p constantes, consideremos sepa-
radamente os casos de ser n<p e n>p.

1.° caso, Designando por « a matriz das np quantidades
que formam as collecgdes dadas, oun

[

d [
=z xy wesl @ ]
i i ]
Xy Ly Ly
ay :r,',"

vamos demonstrar o seguinte

TueoreMa I.— A condiglo necessiria e sufficiente para
serem linearmente dependentes n collecgdes de p constantes
cada wma 5

al', af, .., "".Irl}? (=12, ..., n)

quando 1= p, é que se annullem todos os determinantes de ordem
n contidos na matriz e,

A condiglo é evidentemente necessdria por isso que, sendo
as collecgdes linearmente dependentes, em cada um d'esses
determinantes haverd uma linha que pode ser expressa por
uma combina¢io linear das outras e portanto todos elles se
annuilam.

Para provar que a mesma condi¢lo é sufficiente, supponha-
mos que todos aquelles determinantes se annullam e designemos
por ¢ a caracteristica da matriz «. Consideramos ¢ > 0 porque,
se fosse ¢ =0, todos os elementos de « se annullariam e é evi-
dente que nflo teremos de considerar collecdes compostas de
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zeros somente. Na maior parte dos casos serd c=u—1, mas
pela hypothese 86 podemos dizer que é ¢ <n.

Segundo a definigio de caracteristica, em a haveri pelo
menos um determinante de ordem ¢ que é differente de zero, e
supporemos que esse determinante d se encontra nas primeiras
¢ linhas e nas primeiras ¢ columnas de «. Nilo se prejudica
d’este modo a generalidade da demonstraglo, porque aquella
disposi¢lio se pode sempre obter ordenando convenientemente
as collecgdes e as quantidades que as compdem ; & evidente que
a ordem de umas e outras & indifferente para a questiio de que
se trata. O determinante § serd, poia,

S=|m ... z |=0.

Em « ha, pelo menos, mais uma linha do que em 3, Seja
¥ um determinante de « formado com as primeiras ¢+ 1 linhas
e com as primeiras ¢ columnas e mais uma das seguintes.
Pela definicllo de caracteristica serd

' i '
V= Iy wes 5'.'; @y = 0.
;I!".‘] =23 -'i!.‘fj :I'_}"
i i
;F;H_ ) e wiﬂ-l- i E}H 1)

Designemos por ki, ks, ... k.q1, 08 complementos algebricos
dos elementos da ultima columna de ¥'. Estes complementos
conservam os mesmos valores e 08 mesmos signaes para qual-
quer outra columna j de a que esteja representada em &', por-
que sdo independentes dos elementos d'esta columna e a posiglio
de cada um d’estes elementos ¢ a mesma em todos os deter-
minantes de ordem ¢+ 1 assim formados. Entre aquelles
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complementos, o Gltimo pelo menos ¢ differente de zero por ser

kepy =2,
Além d’isto, pelas formulas (10), a somma
hz_:;+k:w_?+ o F o2t (emetl, e42, .., p)

representa o desenvolvimento de qualquer dos determinantes d,
e 6 zero porque em todos os casos é &=0. Para os outros
valores de i=1, 2, ..., ¢ a mesma expressfio é a somma dos
produetos da multiplicagio dos elementos de uma columna pelos
complementos algebricos dos elementos correspondentes de outra
columna de ¥, e esta somma & ainda egual a zero segundo
aquellas formulas. Logo serd

kyaytkeay + oo Hhopray 1=0, (j=1,2, ...; p);

por conseguinte as primeiras ¢+ 1 das colleccdes dadas siio
linearmente dependentes. D’'aqui se segue que todas o sio
tambem, pelo Theor. I do n.” 52.

9.9 caso. O caso de ser n>p reduz-se ao precedente jun-
tando » —p zeros a cada collecgo de p coustantes. Temos
assim n colleccdes de m constantes cada uma, e na matriz
quadrada « ha s6 um determinante de ordem n; este determi-
nante ¢ egual a zero, por ter pelo menos uma columna de zeros.
As n collecgdes sflo pois linearmente dependentes pelo Theor. I,
e d’aqui resulta evidentemente que tambem o serfio as colleccdes
dadas. Logo:

TreorEMA T1. — Sdo linearmente dependentes n collecgdes de
p constantes quando é n > p.

54. Se forem dados n polynémios fi, fz, ..., fu com um
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numero qualquer de variaveis independentes, a condiglio neces-
séria e sufficiente da sua dependencia linear consiste em serem
linearmente dependentes as n collecgdes dos seus coefficientos.

Por conseguinte os theoremas demonstrados no n.° anterior
830 applicaveis 4quelles polynomios.

VII. — Systemas lineares nio homogeneos.
66. Consideremos em primeiro logar o systema linear

Fi=al zi+dl o+t ... +af 5+ ... +af 2y—by =0,

- w - . . . . - ] " . * .

()i Fi=al &ital m+...+d g+ ... +-af 2—b=0,

. - . L] o - - 0 - [l - . - - .

F,=ala +a o+ ... +a{ag,+...+a: Ty— by, =0,

em que o numero das equagdes & egual ao das incognitas.
Se for differente de zero o determinante do systema

s Al
s

isto é, o determinante dos coefficientes das incognitas, ndo se an-
nullarfio conjunctamente os complementos algebricos Af,..., A
dos elementos da columna j de A. Multipliquem-se as equa-
g0es (1) respectivamente por estes factores, e designe-se por S,
a somma dos productos; serd

2) Sy=Al Fi+ Al Fa+ ...+ A/ Fo=0,
(F=1,2,...,m).
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Substituindo Fy, ..., F, pelos desenvolvimentos (1) e prati-
cando as reducgdes, vird

§ymmy 2y+ma 23t oty 2a— (& bt A bt AL B)=0
e o coefficiente do termo geral m; z; serd
mi= & O+ &} ai+..+ K ae
Esta ultima expressfio mostra, (10), que é

para i=j, mj =4,
para i==j, m =0.
Por outra parte
A+ Mkt .. + AL

& o desenvolvimento de um determinante 4;, que se obteria substi-
tuindo em A os elementos da columna j pelos termos conhe-
cidos das equagdes (1), depois de transpostos para o segundo
membro.

D'estas consideracdes se conclue que a equaglio (2) se re-
* duz a

Sj = A8 =0;

e pondo successivamente j = 1, 2, ..., M, teremos as n equa-
ciies
(3) Azpg—A; =0, Aoy — Mg =0, ..., Az, — Ay =0,

das quaes se tira

A
{4] ml""%"axi"-xlﬁ veey zl-‘;i:':

por ser A == 0.
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66. Dois systemas de equacdes dizem-se equivalentes quando
as solugdes de cada um d’elles conveem ao outro.

Os systemas (1) e (3) sfio equivalentes. Com effeito uma so-
luglio do systema (1) torna

Fi=0, F3=0,..,F,=0

e por conseguinte satifaz a (2) ou, 0 que é a mesma coisa,
a (3).

Reciprocamente, representando por R; o resultado que se
obtem quando na equaglio F; = 0 se substituem as incognitas
pelos valores (3), teremos a egualdade

; R :
R.-=u.'—f+a;’;:'—+ e %-—6:-

Multiplicando ambos os membros por A, como é permittido
por ser A =0, vem

ARi=a{Ac+alAs+ ... LalA,—bA.

Desenvolvendo agora cada determinante A; pelos elementos
da columna j, que sdo os termos conhecidos das equagdes (1)
depois de transpostos, e praticando as reducgdes relativamente
a estes elementos, teremos

AR, -ﬂﬁh-l—?mﬁrl- soe oy by —=b; A,

Mas o cofficiente do termo geral m; b; d'este desenvolvimento
serd

m; =a}A}+a;’A}+ oo +af A}
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e esta expressilo mostra, (9), que &

para j =i, m; = A,

para j =i, m; = 0.
Por conseguinte o mesmo desenvolvimento reduz-se a_
ARi=b A—=bA=0

ou, visto ser A == 0,

R, =0

e cada uma das equacdes F; = 0 & satisfeita pela soluclio (4).

Logo os systemas (1) e (3) sllo equivalentes e assim :

Se for differente de zero o determinante de um systema de n
equagdes do primeiro graw com n incdgnitas, este systema
admitte wma solugdo e uma s8d; o valor de cada incdgnita serd
dado por uma fracgio, cujo denominador é-o determinante do
systema e cujo numerador se obtem substituindo no denominador
08 coefficiente d’essa incbgnita pelos termos conhecidos das equa-
¢bes respectivas depois de transpostos.

A este enunciado dé-se o nome de regra de Cramer,

57. A equivalencia dos systemas (1) e (3) foi demonstrada
para o caso de ser A == 0. Um exemplo bastard para mostrar
que os dois systemas podem deixar de ser equivalentes quando
6 A=0.

Consideremos as equagdes

aty+z=1,
et+y+z=2,
et+y+z=3.
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O determinante d’este systema ¢

2R - =0
ol
: e

| L= R W

e o8 determinantes Ay, Az, Ay sio neste caso

ﬂn|=}1 1 1|=0,As=|1 1 1/=0,4;=[1 1 1|=0.
: |2 151 1 21 (o
I8 1.1 131 1-3 8

As equagdes (3) tornam-se agora em
0.2=0, 0.y=0, 0.z2=0

e admittem uma infinidade de solugbes, emquanto que o sys-
tema proposto nfio admitte, manifestamente, solu¢io alguma.

O caso de ser A= 0 esti comprehendido no caso geral, que
vamos considerar.

-

58. Supponhamos que é dado um systema

Fisao+asm+ ... +dfa,—b =0,
Fy=aja +aies+ ... +de, —b=0,

. ® . Ll w - - - - - . =

Fo,=aya+aym+ ... +ahay —by =0

(3)

de n equagdes do primeiro grau com p incOgnitas, sendo n e p
dois numeros quaesquer inteiros e positivos. Tres casos se
podem dar, a saber:

1. As equagdes nfio admittem solugdio: o systema diz-se in-
compativel.
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2.° As equagdes teem uma solugfio upica: o systema diz-se
3. As equagdes admittem infinitas solugdes: o systema diz-se
indeterminado.

No reconhecimento d’estes casos recorre-se 48 matrizes :

Gn.ﬂ,:ﬂ? ..-CIT ] F=‘ a}ﬂ? ---fdblg!'
ddl ... & e ST
tndn ... ) ann oon @b

A matriz a 6 formada com os coefficientes das incognitas, e cha-
ma-se matriz do systema. A matriz B é formada com os mesmos
coefficientes’ e os termos conhecidos das equagdes (5), e cha-
ma-se matriz completa. Designando por fi, fa, ..., fy 08 poly-

" nomios a que se reduzem os primeiros membros das equacdes
(5) quando se omittem os termos conhecidos, teremos as n
identidades :

(6) Fi=fi=b, (@=1,2, ...,n).

E evidente que a caracteristica de « nflo pode ser superior
4 caracteristica ¢ de f, porque todos os determinantes de « se
encontram egualmente em . Assim teremos a considerar os
dois casos seguintes :

1.° Caracteristica de @ menor que ¢;

2. Caracteristica’ de a egual a e.

1.” Caso. Em j hade haver, pelo menos, um determinante

-~ 3 de ordem ¢ que seja differente de zero; e em 3 haveri uma

columna dos termos conhecidos b;, aliis o mesmo determinante
se encontraria em a e a caracteristica de « nflo seria menor
que ¢, contra a hypothese.

PP
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Supponhamos que o determinante 3 se encontra nas primeiras
¢ linhas e nas tltimas ¢ columnas de B, isto é, no canto- su-
perior da direita d'esta matriz. Nio se prejudica d’este modo
a generalidade dos resultados, porque aquella disposicio se
pode sempre obter ordenando convenientemente as equacdes e
as incognitas que nellas figuram; & evidente que a ordem de
umas e outras & indifferente para a questiio de que se trata.
Os polynémios fi, fi, ..., f. serfio linearmente dependentes,
pois que a caracteristica de a ¢ menor que c; e haverd ¢ fa-
ctores ki, ka, ..., ke, que ndio sfio conjunctamente nullos e ve-
rificam a identidade :

kifit+hkafit ... +kfe=0.
D’aqui resulta, por (6), a identidade:
kiFi+kaPFa+ ...+ kFom—Rkibi+kaba+ ... +k:5)=C.

Mas, por ser ¢ a caracteristica de 8, os polynomios Fy, Fy, ..., F,
sfio linearmente independentes: donde se conclue que serd
C==0.

Por conseguinte as equagdes (5) sfio incompativeis. Se hou-
vesse um systema de valores das incOgnitas para o qual se
annullassem todas as funcgdes F;, substituindo esses valores
na ultima identidade viria -

0=0=0.

2.° 04s0. Os determinantes da matriz §, em que entra
uma columna de termos conhecidos b;, tomam o nome de cara-
cteristicos. Para que as duas matrizes tenham a mesma cara-
cteristica ¢ necessirio e sufficiente que se annullem todos os
determinantes caracteristicos.
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Ora, se for ¢ a caracteristica commum de a ¢ de f, em
ambas as matrizes haverd um determinante ¥ de ordem ¢ que
é differente de zero. Supponhamos, e ji se vin que & licita a
hypothese, que 3 & o determinante que occupa o canto superior
da esquerda das duas matrizes: & direita da ultima columna
de 8 haverA em B outras columnas, pelo menos a dos termos
conhecidos b;.

Posto isto, junte-se a 8§ uma das columnas seguintes de P
e uma linha qualquer ¢--%; teremos assim um determinante,
que & egual a zero por ser de ordem ¢ 1. Por conseguinte os
polynémios Fy, ..., F, F. , slo linearmente dependentes, e
entre elles existe uma relagio da forma

P +haFet ... +kFot kjaFepa=0.

Mas os polynémios Fy, Fy, ..., F. sflo linearmente indepen-
dentes, porque nas primeiras ¢ linhas de § ha pelo menos um
determinante differente de zero; por conseguinte serd

ki Fi+4 ... “i‘ng‘:ﬁ:D,
e por aqui se v8 que hade ser k., =0, para se poder veri-
ficar a Gltima identidade. Podemos portanto dividi-la por esta
constante, e assim teremos

Fc-I-IEk;”F!"l"k'i”Fl‘l‘ Sk +kEJF¢ y (h=1,8, ..., n—e)

Estas identidades mostram que uma soluc¢iio das e primeiras
equagdes (D) satisfaz neste caso ds restantes n—e; conside-
remos s6mente aquellas-¢ equagdes. Transpondo para o se-
gundo membro os termos conhecidos, bem como os termos
que envolvem as incOgnitas & ¢, ..., ¥, demos a estas in-
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cognitas valores arbitrérios z,  , ..., z;. Os segundos mem-
bros das equagdes

alzit ... tafz=bi—ai" zpy— . —af @,
M
atay+ ... +ale=b—alt" WL-H---- —-aﬂm;

podem considerar-se conhecidos, e o determinante d'este sys-
tema de ¢ equagdes a c¢ incognitas é, por hypothese, differente
de zero.

Por conseguinte a regra de Cramer & applicavel 4s equa-
cbes (7). Assim se achariam para i, ..., . 0s valores
@Yy ory Tyy 0B quaes, juntos aos que attribuimos #s outras
inebgnitas, dio uma solugio das e primeiras eqnnqﬁes (5) @ por-
tanto de todo o systema.

Convém notar que nfio pode ser ¢>p. Para e=p haverd
uma soluclio tinica. Para ¢ <p haverd infinitas solugdes, visto
serem arbitrdrios os valores attribuidos a &4y, ..., @y.

Da discussfio precedente resulta:

THEOREMA I. — A condi¢lo necessdria e suficiente para ser
compativel um systema de equacgdes lineares ndo homogeneas ¢é
que a matriz do systema e a matriz completa tenham a mesma
caracteristica, ou que os determinantes caracteristicos sejam
todos equaes a zero. ‘
- TueoreMA II. — Dado um systema de equagdes lineares ndo
homogeneas com p incdgnitas e tendo a matriz do systema e a
matriz completa a mesma caracteristica c, podemos dar valores
arbitrdrios a p—c incégnitas e as outras ficardo determinadas
de wm modo tnico. As p—c incognitas podem ser escolhidas
como se quizer, comtanto que se¢ja ¢ a caracteristica da matriz
dos coefficientes das outras incdgnitas.
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59. Entre o numero p das inebgnitas e o numero n das
equagbes podem dar-se as tres relagdes seguintes:

1. p>n. Se as duas matrizes teem a mesma caracteristica
¢, hade ser ¢c=n ou ¢<n; em qualquer dos casos podem
dar-se valores arbitririos a p— ¢ inebgnitas, e o systema ¢ in-
determinado.

2. p=mn. Se for ¢ =n, o determinante do systema & diffe-
rente de zero, a regra de Cramer & applicavel e o systema é
determinado. Se for ¢ <n, o determinante do systema é egual
a zero e as equagdes admittem infinitas solu¢des quando as duas
matrizes teem a mesma caracteristica,

3. p<n. Se as duas matrizes teem a mesma caracteristica
¢, pode ser e<p ou ¢=p. No primeiro caso o systema é in-
determinado. No segundo caso, suppondo que a caracteristica
da matriz das ¢ primeiras equagdes & ¢, os valores que estas
equagdes derem para as incégnitas satisfazem 4s outras equa-
¢bes e todas ellas teem uma solucilo dnica: o systema & deter-
minado.

Em todos o0s casos o systema é incompativel se as duas ma-
trizes nio teem a mesma caracteristica, e esta condiclio é a
primeira que se deve examinar. No exemplo do n.® 57 a cara-
cteristica da matriz do systema é 1 e a da matriz completa é 2,
pois que &, por exemplo, o determinante

oo

O caso A=0 (n.° 57) fica assim esclarecido: o systema &
indeterminado quando as duas matrizes teem a mesma caracte-
ristica, e incompativel quando esta condiglo se nflo verifica.

Sendo p < n, pode acontecer que sejan=p+1lec=p. A
caracteristica da matriz completa 86 podera ser maior que p, se
for differente de zero o determinante R dos coefficientes das
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ineognitas e dos termos conhecidos. Por conseguinte, neste
caso

R=0

serd a condigho de compatibilidade do systema.

VIII. — Systemas lineares homogeneos.

60. Dizem-se homogeneas as equagbes

fi=aizitaiast ... +di5=0,
fizaa+an+t ... +da=0,

- - - - . L] ] - .

f,aaix;+a:m:+ e, +a’.'.;v,—0,

(8

em que faltam os termos conhecidos. A matriz d’este systema e
a matriz completa s6 differem por uma columna de zeros, e
portanto teem a mesma caracteristica que se chama caracteris-
tica do systema.

N’este caso os enunciados dos theoremas I e II do n.® 58
teem de ser modificados nos termos seguintes:

TrEOREMA 1.— Um systema de equagdes lineares homogeneas
é sempre compativel.

TueorEMA II. — Sendo ¢ a caracteristica de um systema li-
near homogeneo com p incognitas, podem-se dar quaesquer va-
lores @ p — ¢ incdgnitas e as outras c ficardo determinadas de
um modo Unico.

Estas ¢ incognitas hiio de ser escolhidas de modo que seja
¢ a caracteristica da matriz dos seus coeflicientes. Se for ¢=p,
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0 systema 86 admitte a soluglo oy =a3= ... ==, =0. Visto
nfio poder ser ¢>p, temos que:

TreoremA 1II. — A condigdo necessiria e sufficiente para
que wm systema de equagdes lineares homogeneas com p incd-
gnitas tenha outra solugdo além de xy= ... =x,=0 ¢ que a
sua caracteristica seja menor que p,

CoroLrLario I. — Se 0 numero das equagdes for menor que
o das incdgnitas, haverd sempre solugdo differents de zero.

CoroLrario I1. — Se o numero das equagdes for egual ao
das incognitas, a condigdo necessdria e sufficiente para haver
solugdes differentes de zero é que o determinante dos coefficientes
das incdgnitas seja equal a zero.

61. No caso em que o numero das incognitas excede em
uma unidade o numero das equacdes a matriz do systema (8) &

a= a:

o B b

TR b

em que o numero das columas excede em uma unidade o nu-
mero das linhas. Designemos por d; o determinante de ordem
P—1, cuja matriz resulta de « pela suppressiio da columna i.
Se as equagdes consideradas sflo linearmente independentes,
um dos determinantes 3, 3, ..., 3, serd differente de zero, por
ser a caracteristica c=p —1,

Seja 8; 5= 0. Transpondo para o segundo membro em todas
as equagdes o termo em = & dando a esta incognita um valor
arbitrério «j, teremos o systema:

al & + +ﬂ:_lﬂ|_..] +a£+"-’l+1+"'+ a:'-"’p = —“i ﬁrn".-
1 i—1 i+ p i !
[ MY T R ay_y ;r.',-__.|+ﬂp—| Tijirt +a;—-l Ly = — Oy_y Tjs
1
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O determinante d’este systema é differente de zero, e 0 numero
das equacgdes é egual ao das incOgnitas. Resolvendo-as pela
regra de Cramer, achava-se para cada uma das ineégnitas @ o
valor expresso pela fracgiio

ml_a_,

r

cujo numerador se forma substituindo em J; os coefficientes de
@y, isto &, os elementos da columna k de a, pelos termos conhe-
cidos das equagbes respectivas. Serd, pois,

Bt f arieiEa o
A S e M al o e B A e

- - . - . - . . L] . . . - . .

ﬂ-:.._i ans ﬂ:___.: —a;_;.r: a:i: ...a;:{a;ii e 4—1

Levando neste determinante a columna k para o logar da
columna que falta em J;, por meio de i —k— 1 trocas de co-
lumnas, e pondo em evidencia o factor — &, commum a todos
os elementos da columna k, vird

A=(—1)—*g gl .. 'd...aal aoft... &

k—1 _k+

I o s P |, SYe B

Este determinante é aquelle mesmo que designimos por d; ;
por eonseguinte teremos

(= 1yt .z 0
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d’onde se conclue evidentemente que (21, @y, ..., x,) sllo pre-
porcionaes aos determinantes [, —d3, ..., (—1)13,].

Se as equagdes fossem linearmente dependentes, todos estes
determinantes seriam eguaes a zero e o caso niio offerecia in-
teresse.

IX. — Numeros incommensuraveis, negativos
e complexos.

§ 1> — Numeros incommensuraveis.

62. A arithmetica define as operacdes ou combinagdes que
se podem praticar com os numeros racionaes positivos, e es-
tuda as propriedades d’estas operagdes. A classe dos numeros
racionaes ¢ formada pelos numeros inteiros e pelas fraccdes
cujos termos 840 numeros inteiros; estes numeros podem ser
positivos ou negativos.

A Algebra representa os numeros por letras afim de gene-
ralisar os resultados, e define as operagies algebricas pelas
leis fundamentaes das operacdes arithmeticas do seguinte
modo :

1. AppigRo dos numeros representados pelas letras a e b
é a combinagho univoca d'estes numeros, representada pela
notaglio @+ b, cujas leis fundamentaes sfo :

a) at+b=5b+a, (lei commutativa);
B) (@+8)+e=(ate)+b, (lei associativa);
7)at0=a, (0 modulo da somma ¢ zero).

2.° SusTRACGRO é a operaclio inversa da addigfio.
3. MurripLicAgXo dos numeros @ e b é a combinagio ani-
voca d'estes numeros representada pela nota¢do a > b, ou sim- -
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plesmente ab, e regida pelas seguintes leis fundamentaes:

a) ab=ba, (lei commutativa);

B) (ab)e=(ac)b, (lei associativa);

7) (@+b)e=ac+be, (lei distributiva);

3) a+0=0, ax1-=a, (0 modulo da multiplicaglo é a
unidade).

4.° DivigXo ¢ a operagio inversa da multiplicaglio.

5.* PoreNciagio ¢ a maultiplicaghio de factores eguaes.

6.° RapiciagXo é a operagio inversa da potenciaglio.

O ecileulo arithmetico fanda-se principalmente nestas leis fun-
damentaes, na propriedade que teem as operacbes de darem
resultados eguaes quando a e b sllo substituidos por quanti-
dades eguaes e nas leis fundamentaes das egualdades, a saber:
a=a; a=b ..b=a; a=b b=¢, .".a=¢,

As operagbes de subtracglio e radiciagio nfo sdo sempre
possiveis, emquanto se empregam sémente 0s numeros racionaes
positivos, Para nflo separar os casos em que estas operagdes
8fio ou nio sfo possiveis, introduzem-se novas classes de numeros
e generalisam-se as definicdes das operacdes: tendo em vista
que se observem as propriedades fundamentaes acima indi-
cadas, e que as novas definigdes conduzam aos mesmos resul-
tados que as anteriores quando se applicam a numeros racionaes
e positivos. K 0 mesmo que se fez na Arithmetica, quando se
generalisou a definigio de multiplicagio para a tornar appli-
cavel aos numeros fraccionarios. Os numeros irracionaes ap-
pareceram ainda na Arithmetica, onde foram introduzidos pela
operacfio de radiciaglio; na Algebra appareceram primeiro os
numeros negativos, e depois os imagindrios que occorrem na
radiciagio dos numeros negativos.

83. Antes de definir as operagdes com 0s numeros incom-
mensuraveis, vejamos como elles podem ser representados,
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Consideremos um grupo composto de uma infinidade de nu-
meros racionaes, positivos e crescentes

Uiy UBy sooy Hny =ony

e outro grupo de uma infinidade de numeros racionaes, posi-
tivos e decrescentes

”I; ‘Dt-_. veuy t"l.s ‘-*;

supponhamos que os numeros do primeiro grupo sio todos me-
nores que os do segundo grupo, e que a differenga

Vg — Uy

se pode tornar tio pequena quanto se queira para valores de »
sufficientemente grandes.

Se existir um numero racional A maior que todos os nu-
meros do primeiro grupo e menor que os do segundo, esse
numero serd completamente determinado pelos dois grupos.
Com effeito, se houvesse outro numero B naquellas condigles,
os dois numeros estariam comprehendidos entre u, e v,, por
maior que fosse n, e portanto seria

|IB—A|<ta—1t;

mas esta desegualdade & incompativel com a condi¢lio de se
poder tornar a differenca v, — u, menor que qualquer quanti-
dade assignavel, pois que A e B silo dois numeros invariaveis.

Se ndo existir numero algum racional que satisfaga dquellas
condigdes, diremos, por defini¢io, que os dois grupos estio se-
parados por um numero irracional. Como neste caso qualquer
numero racional differente dos que formam os dois grupos
ha-de ser maior do que um valor de u, ou menor do que um
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valor de v, , vé-se que cada numero irracional divide todos os
numeros racionaes em dois grupos taes, que os numeros do
primeiro grupo sio todos menores que os do segundo grupo.
Os numeros do primeiro grupo dizem-se menores e os do se-
gundo grupo maiores do que o numero irracional considerado.

Os dois grupos slio denominados classes contiguas ou de Dede-
kind. Dois numeros irracionaes A e B dizem-se eguaes, quando
todos 0s numeros racionaes menores que A siio tambem me-
nores que B e todos os numeros racionaes maiores que A sio
tambem maiores que B.

Diz-se que é A>B quando existe algum numero racional
menor que A e maior que B, -

64. AppigRo. — Sejam A e B dois numeros, racionaes ou
irracionaes, determinados pelas classes

Wiy UBy cony Uny ony
A ’

Uiy Ty ooy Uy aes

W5y ey e
B !

vy, U’,, “any tJ’,,, P

Forme-se o grupo de numeros crescentes
'y, ua e, ool oy, ...
e o dos numeros decrescentes

ntv), natvly, ..., vt ...

Os numeros do primeiro d'estes grupos siio menores que o0s
do segundo, e a differenga (vq + v'y ) — (up +tt'y ) = (vy —u, ) +
(Yn—u's) pode tornar-se indefinidamente pequena para va-
lores sufficientemente grandes de n. Por conseguinte os dois
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iiltimos grupos determinam um numero racional ou irracional
que os separa, e este numero serd a somma dos dois A e B.

Esta definicio satisfaz aos requisitos exigidos no n.” 62,
como vamos ver. Em primeiro logar, se os numeros A e B
forem racionaes, aquelles grupos definem o numero racional
A+ B, que os separa.

Depois, por ser

Up - Uy = Uyt Uy ull+ﬂl=1ﬂﬂ+urﬂj

os grupos de numeros que definem A+ B sfio os mesmos que
definem B+ A, donde resulta A+B=B+A.
Finalmente tambem seria evidentemente A+ 0=A e, se
forem #

ST TS R

1" o 1"
Viy Yoy svrs Uny oo

as classes que definem um terceiro numero C, de

(tty - 11) + th = (2t +11n) +
(0 + V) ~+ Vp = (Vg + Ta) + T

se conclue que serd (A+B)+C=(A +C)+B.

65. SusrrAcgio. — Consideremos 0os mesmos numeros A
¢ B e supponhamos que 6 A > B. Facilmente se provaria como
no caso anterior que as classes

un_vn ]

!
Ty — Uy ,

(Il-:al, 2, 3, ...)

determinam um numero racional ou irracional. Digo que este
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numero ¢ a differenga A—B, isto ¢, segundo a definigio de
subtragio, a somma do mesmo numero com B é egual a A.
Com effeito esta somma é representada pelas duas classes
> ’
s ”j‘+“:' P e 1, R
Un — Uy + Uy ,

e, sendo « um numero racional qualquer menor do que o nu-
mero representado por estas classes, para valores de n suffi-
cientemente grandes teremos

ATty — U+ Uy <ty <A,

Do mesmo modo para qualquer numero racional § maior do
que o numero representado pelas mesmas classes, teremos

BSun—umtuv, >0 > A,

Logo pela definico de egualdade, as duas classes anteriores ds
ultimas duas representam um numero tal, que a somma d’este
numero com B é egual a A, ou (A—B)+B=A.

66. MuLTIPLICAGX0.— Chama-se producto da multiplicagdo
de A por B ao numero definido pelas duas classes contiguas

(ﬂﬂx“u:'s (ulxv;)J (n=1, 2, 3, vae)

Para justificar esta definigio temos de mostrar em primeiro
logar que estas duas classes representam um numero racional
ou irracional. Com effeito os productos u, ><u, crescem e os
productos v, < v, decrescem quando n cresce indefinidamente.
Por outra parte é v, v > un tp, quaesquer que sejam 0s nu-
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meros n e m, e da desegualdade

Un Un — Uy Uy == Uy (O — th) T tn (Vn — thn) < D1 (Un—n) +-0 (Vn—tln)

resulta que a differenca v, vy —u, u, se pode tornar indefini-
damente pequena para valores de n sufficientemente grandes.

Seria facil mostrar que o producto, definido d’este modo, sa-
tisfaz 4s leis fundamentaes da multiplicacghio.

87. Divisio. — Dados os mesmos numeros A e B, é facil

Uy Un
Ver que 08 numeros —trr'- crescem com n, 08B NUMEros —— de-
n H"

crescem nas mesmas circumstancias conservando-se sempre
superiores aos primeiros, e finalmente da desegualdade

Uy Uy  UpUp—lUylly _ Uy Up—llyly
T . ¥ I <

Uy Uy Un Ty (uq)?

e da desegualdade anterior resulta que a differenca

Uy thy
'y v

se pode tornar indefinidamente pequena para valores sufficien-
temente grandes de n. Logo as duas classes contignas

Vi
v

m=1,2 8, ...)

Wy
definem um numero racional ou irracional que se chama gquo-
ciente dos numeros A e B.
Com effeito, para justificar esta definigio bastard mostrar,
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segundo a definigho da divisfio, que o producto d’aquelle nu-
mero por B é um numero egual a A. Ora este producto ¢ de-
finido pelas duas classes

(;"}', M’-)r (.:,_, xv"), (=1, 2, 3, ...);

sendo @ um numero racional qualquer menor que 0 numero
representado por estas duas classes, para valores sufficiente-
mente grandes de n teremos

— Uy
a2 —— xuy <y <A
Un
e, sendo § um numero racional qualquer maior que aquelle

mesmo numero, teremos para valores sufficientemente grandes
de n

p= v: Vs >uy A,

tn

Logo, pela definicio de egualdade, serd —g— xB=A.

Da potenciagio e radiciagio nflo serd necessario tratar espe-
cificadamente. A primeira é um caso particular da multiplicagio
e a segunda é a inversa d’aquella.

As leis fundamentaes das egualdades podem considerar-se
axiomatieas, bem como o principio da conservaciio dos resul-
tados das operacbes executadas sobre os numeros a e b quando
os substituimos por outros eguaes respectivamente a a e a b.

68. Esta doutrina abrange os numeros irracionaes que 8e
encontraram na Arithmetica por occasifio da radiciagio dos nu-
meros inteiros.

Assim VA, por exemplo, quando nfio ¢ expressa por um
numero racional, representa um numero irracional que separa




107

o grupo de numeros racionaes obtidos quando, na extracglio
da raiz quadrada pelos processos ensinados na Arithmetica, se
leva a approximagfio successivamente até decimas, centesimas,
etc., formando os numeros

i ¥ s
107 108" 1425 5081200

do grupo de numeros

mi+1 ma+1 .__-1-__1_
TR Tk sl e [ M i

Os quadrados dos numeros do primeiro grupo e dos numeros
racionaes inferiores a estes sio menores que A, e os quadrados
dos numeros do segundo grupo e dos numeros racionaes supe-
riores a estes siio maiores que A. Por isso (/A  separa os nu-
meros racionaes cujos quadrados sfio menores que A d'aquelles
cujos quadrados sfio maiores que A.

Os grupes de numeros

3 33 333
107 100’ 10007
4 34 34
107 100’ 1000° °*°

dfio-nos um exemplo de duas classes contignas separadas por

; 1
um numero racional, que ¢ neste caso o quebrado 5
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§ 2° — Numeros negativos.

60. A differenga a—b & definida na Arithmetica quando
6 a>b. Se for b> a, aquella subtracglo é impraticavel
com o8 numeros considerados no sentido arithmetico; por este
motivo se considera aquella differenca neste caso como defini¢lo
de uma nova classe de numeros, a que se di o nome de nu-
meros negativos.

Quando é a> b e ¢>d, os numeros a—b & ¢ —d sllo eguaes
g é

atd=>b+te.

No caso de ser a<<h e ¢>d, os mesmos numeros dizem-se
eguaes, por definigllo, quando esta condi¢llo tem lugar.
Diz-se que é a— 5> ¢ —d quando se verifica a condigfio

at+d>b+4e

D’aqui resulta, pondo a=¢=0, que serd —b>—d. quando
for d>b; isto é, um numero negativo é fanto menor quanto
maior é o seu valor absoluto.

As operacdes effectuadas com os numeros d'esta nova classe
definem-se do modo seguinte:

1.° Chama-se addigdo de dois numeros a —b e ¢ —d a ope-
racio definida pela egualdade

(a—Bb)+(c—d)=a+c—(b+d).

2.° Chama-se multiplicacdo de dois numeros a—b e e—d a
operagiio definida pela egualdade

(@—b) (¢ —d) = ac +bd — (be + ad).

No caso de ser a=c=10 ¢ —b < (—d) = bd.
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Subtracgdo e divisdo sio as operagdes inversas da addiclio e
da multiplicaglo. Potenciagio ¢ a multiplicagllo de factores
eguaes. >

§ 8.° — Numeros complexos.

70. A extracclio de raizes de grau par dos numeros nega-
tivos ¢ impraticavel com os numeros estudados até agora,
e d’aqui vem a necessidade de introduzir no edlculo uma nova
classe de numeros para representar aquellas raizes; estes nu-
meros, que se chamam imagindrios ou complexos, sio da forma
geral a+bi, sendo por definigio

lem—1,

D’esta expressio resulta que as potencias inteiras de i se re-
produzem indefinidamente em periodos de quatro termos diffe-
rentes, a saber:

=11, itz i tHie—1, Hi=—d,

Dois imaginarios puros ai e bi dizem-se eguases quando &
a =b, e reciprocamente. A somma d’estes numeros ¢é definida
pela egualdade

ai + bi = (a + b)i.

Em a-+ b o signal + nfo representa propriamente uma
somma, porque nfio & possivel sommar um numero real a com
o imaginério bi; alguns auctores substituem aquelle signal por
um symbolo, que exprime unicamente que o numero & composto
de duas partes de especie differente. Por este motivo se dd ao
numero a -+ bi o nome de complexo.
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Por definiglo dizem-se eguaes dois numeros complexos
a+bie c4 di quando é

e reciprocamente. As egualdades entre numeros complexos re-
duzem-se a egualdades entre numeros reaes, e as combinagdes
que se podem fazer com umas tambem se poderfio fazer com
as outras.

CoroLraRIO I. —Se for a+bi=e, serd a=c e b=0. Aos
numeros reaes pode-se dar a forma de complexos.

CoroLLari0 IT.—Se for a+bi=di, serd a=0 ¢ b=d.
Aos imagindrios puros pode-se dar a forma de complexos e
a+bi é a forma mais geral de todos os numeros.

Cororuario ITI. — Se for a+-bi=0, serd a=h=0; e in-
versamente.

71. Chama-se mddulo do eomplexo a-+bi o valor arithme-
tico de Va®-+4%; portanto o modulo é sempre um numero
positivo, e pode, como para os recursos reaes, ser represen-
tado pelo symbolo

[a+bi | =+ Va*+ B2

Dois complexos egunaes teemr evidentemente o mesmo modulo.
A inversa ndlo é verdadeira; os numeros 3 4-4i e 4 4 3i, por
exemplo, teem o mesmo médulo e niio s¥o eguaes.

Dois complexos da forma a5 ¢ a—bi dizem-se conjugados
e teem modulos eguaes.

Fazendo, como ¢é permittido,

a? :
?TF = C08%a,
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teriamos tambem

a? . T
= a’+b’ = p 1 = Ben* a.
Pondo
p?=ad+ B,
das relagdes precedentes tira-se
(1) a=pcosa, b=psena,

e portanto
@+ bi =p (cos « 4 ¢ sen a),

que é a forma trigonometrica do numero complexo. O angulo
a chama-se arqumento e p 6, como dissemos, o modulo.

As equages (1) diio para « um s6 valor menor que 2.
Designando este valor por oy, 0 argumento pode ter uma infini-
dade de valores da forma 2kx 4, sendo & um numero inteiro,
positivo ou negativo. D’aqui resulta, pelas condigdes de egual-
dade de dois complexos, que complexos eguaes teem o mesmo
moédulo, como j& se disse; e sendo

p(cos &y + i sen &) = p (cos a3 + ¢ sen @),
o0s argumentos «; e a3 hiio de satisfazer 4s condigdes
COS @y == COS a3, SEN g) = Sen aa.

A reciproca é egualmente verdadeira, e por conseguinte:

As condigdes necessarias e sufficientes para dois numeros
complexos serem eguaes ¢ que tenham méddulos eguaes e que a
differenca dos argumentos seja wm multiplo inteiro de 2 =.

»
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Os argomentos «; e az de dois complexos conjugados hilo de
satisfazer 4s condighes

COS oy == CO8 03, BN oy =—8en uy,

d’onde resulta as=2kx— a; por conseguinte :
Dois complexos conjugados teem o mesmo médulo e a somma
dos seus argumentos é um multiplo inteiro de 2x.

72. As operagbes fundamentaes com numeros complexos
definem-se nos termos seguintes:

1.° Abpigio. — A addigho de complexos é definida pela
egualdade

(2)  (aatib) + (a2 + ibs) = (a1 + aa) +i(by + bs).

O resultado da operagio depende unicamente das sommas
a;+az e by+bs de numeros reaes. Por conseguinte as leis que
regem a addi¢io d’estes numeros slio applicaveis aos numeros
complexos, quando a addigho é definida pela egualdade (2).

Se representarmos por p(cosa+isena) a somma dos com-
plexos p(cosa+isena) e ps(cosas+isenas), por aquella
defini¢dio teremos -

p COS @ = py COS ay -} p3 coS a3 ,
p sen a = py sen @ -+ ps sen az .

Elevando estas expressdes ao quadrado e sommando os resul-
tados, acha-se

p'=pl+ pi+ 2 p1 pa cos (@) — a).
D’aqui resulta, auppondo pi > ps, que serd

p=prtps
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quando for cos (¢ —wg)=-+1; em todos os outros casos &
p<pi1+p2ep>p—ps Logo:

O mddulo da somma nldio pode ser maior que a somma dos
médulos das parallelas.

SuBTRACGX0 é a operagilo inversa da addicfio, e portanto &

(a1 + iby) — (az+ iba) = (g — as) + i(hy — b).

Com effeito, sommando o segundo membro d'esta egualdade
com az+ibs, a somma serd aq+ iby.

2.° MuLtmeLicagio. — A multiplicagio de complexos ¢ defi-
nida pela egualdade

B) (ax + i) (aa +ibs) = (asaz — buby) + i(asba + ashy).

Facilmente se veria que neste producto se verificam as leis
commutativa, associativa e distributiva da multiplieacilo, visto
que elle depende unicamente do producto de numeros reaes; e
bem assim que a unidade ¢ o mddulo d’esta operagiio. =

Por outra parte, se um dos factores se annullar, las+ by
por exemplo, serd ay=054;=0 e o producto tambem é zero. In-
versamente, se o producto for zero, teremos

(a1 ag = by b3)* + (a4 ba + by ag)* =0

om, n." 48, (13),
(ai -+ B7) (a3 -+ B3) = 0.

D'aqui resulta que hade ser a;+bi=0 ou a3-+25=0, isto
¢, um dos factores do produeto serd nullo.
Se’for p(cosa--isena) o producto dos dois numeros com-
8
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plexos
pi(cos &y +isenay), pa(cosaa i senm),

pela definicio (3) e pelas condighes de egualdade de com-
plexos teremos

p €08 a == pypz (COS @) €08 ay — sen ay sen ag) = p)pa cos (ay - a3),
p Sen == pipa (S€n oy €OS a3 -}- sen ag COS «y) = pypa sen (o |- az).

D’aqui resulta que serd

p=pipa, x=oy-oa;

para maior numero de factores, eujos médulos fossem py, ps,
..« pi @ 08 argumentos my, x3, ..., % teriamos do mesmo modo
que o modulo p e o argumento « po producto seriam

4) P=pIPt o Piy G=oqt ozt ..oty

Logo:

O médulo e o arqumento do producto sdo respectivamente o
producto dos midulos e a somma dos argumentos dos factores.

No caso de dois imagindrios conjugados, que tenham o mé-
dulo commum gy e os argumentos o € &g, serd (n.® T1) oy
a«a=2kx e portanto

p1 (€08 oty -+ € sem oey) >< py (cos ay — 4 sen ) = g,

O producto de dois imagindrios conjugados é egual ao qua-
drado do mddulo commun.

78. A potencia do expoente inteiro e positivo = é o caso
particular do producto quando siio eguaes os factores. Logo (4)

[p(cos @i sen a)]" = p* (cos n & |- i sen n &).




115

 Esta expressito ¢ conhecida pelo nome de férmula de Moivre.
Por defini¢io de expoente negativo &
1
[p (cos @ -+ 1 sen a)]*

[p(coszf-isena)] "=

Sendo n inteiro, a férmula de Moivre é applicavel ao segundo
membro d'esta egualdade, que se torna em

1 1
- ®
¢" (cosn a4 isenna) b cosma+isenna’

multiplicando ambos os termos d’esta fracefio por cosna—isenna
e attendendo ao dltimo theorema do n.” 72, acha-se finalmente

[p(cosa-isena)]— "=p— "(cosna—1isenna)

=~ *[cos (— na) }-i sen (—na)].

D’este modo se vé que a formula de Moivre ainda é applicavel
ao caso do expoente inteiro e negativo.-

Por defini¢fio, a raiz do grau n de um numero p (cos a-}-isen a)
6 0 numero r(cos ¢ i seng) definido pela egualdade

[r (cos ¢ 4 i sen g)* = p (cos a | sen a)
ou, visto n ser inteiro,
r"(cnamp—|—ise'nnq;) = p (cos a-}- i sen a).

D’aqui resultam, pelas condiges de agualdade de dois numeros
complexos, as relagbes

Me=p, np=2ksta

PR S L A*:-|—a

isto &

onde k ¢ um inteiro qualquer e J/p exprime o numero determinado
arithmeticamente pela extracgiio da raiz de grau = do numero p.
A forma do argumento $ mostra que a raiz de grau =
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de um numero dado nilo tem um valor Gnico. Usando do
expoente fraccionario para indicar todos os valores possiveis da
raiz, das expressdes precedentes deduz-se

rta 21:1:—1—1:)
]

+isen
/!

i
(5) [p(eosatisena)]" =vp (cos

ou, pela definicio de multiplicacio de complexos,

{ -

Pondo p=1 ¢ a=0 em (5), teremos

1
- Okx . . Qkx
(7) 1 —COB-;E—-F!SG]]“—N_-,

e esta expressilo dard todas as raizes de grau » da unidade. O
numero d'ellas ¢ n e sllo todas desequaes. Com effeito, quando
se substituem por k todos os numeros inteiros, os valores do
segundo membro de (7) reproduzem-se indefinidamente em
periodos de n termos, os quaes correspondem a k=0, 1, 2,
veuy t—1; estes termos sfio todos differentes, porque desde O
até 360° nilo se encontram dois angulos que tenham econjunta-
mente 0 MesmMo seno € 0 Mesmo coseno.

A presenca do factor (7) em (6) mostra que a multiplicidade
das raizes do grau n de um numero & devida A multiplicidade
das raizes da unidade. Para k=0 viria’

1
[p(cosatisena)]" = Vp (cos %—I— isenﬂi).

Por donseguinte a formula de Moivre ainda tem logar para

expoentes fraccionarios, quando nos limitamos 4 raiz correspon-
dente a V1=1.
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Dando a % os valores 0, 1, 2, ..., n—1, o8 valores dos
argumentos que correspondem em (5) a todas as raizes diffe-
rentes do numero dado siio

®) « 2z+4a 2.2z +a (n—1).2z 4+«
ﬂ, 7 » bt A | ]

n T n

e procedem numa progressilo arithmetica, cuja razio ¢ %‘- .

Estes argumentos s ddo valores reaes para a raiz quando é

@) e o AN S B ES

n

A primeira d’estas condigdes 86 pode verificar-se com =0 e
k=0; para ter logar a segunda pode ser a=0 com » =2k, ou
a=m comn=2k-+1. D’aqui resultam as seguintes consequen-
cias:

~1.* Se o numero dado é i{magindrio, nfio pode ser @ =0 nem
a==7 @ as raizes slo todas imaginirias.

2.* Se o numero ¢ real e positivo, ¢ @ =0. No caso de n ser
par, ambas as condigdes (9) se verificam e ha duas raizes reaes,
uma positiva e outra negativa. No caso de n ser impar, a
segunda condi¢io nfio se pode verificar e ha s6 uma raiz real,
que & positiva. Em ambos os casos as raizes imagindrias sio
conjugadas duas a duas porque, pondo de parte o primeiro
termo da progressiio (8), nos outros a somma de dois equidis-
tantes dos extremos ¢ egual 4 somma 27z dos mesmos extremos,
visto ser agora a=0; para n par o termo médio é %, e dé a
raiz negativa.

3.* Se o numero dado for real e negativo, serd =7 e neste
caso nfio pode verificar-se a primeira condiglio (9). Para n par
nfio ha raiz real, e para n impar ha uma raiz real negativa
cujo argumento = & o termo medio de {S]. Em ambos os casos
as raizes imagindrias s#io conjugadas duas a duas.
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l —
Exemplo: seja =87, donde p=8, Vp=2 e a=0. Os
argumentos (8) sfo agora

0, 120°, 240°;
mas sabemos que

sen 120° = — sen 240"—% V3,

cO8 120“:005240"=—-;- -

Logo as tres raizes cibicas de 8 serfio 2 e —1+14 V3.

74. Gauss imaginou uma representaciio geometrica da varia-
vel imagindria z=x -4y, considerando as variaveis reaes x
e y como coordenadas orthogonaes de um ponto M do plano,
que tem o nome de affizo. B claro que, dado este ponto, o
imagindrio fica determinado, e inversamente.

A distancia do affixo 4 origem, isto &, & intersecglio dos
eixos coordenados, chama-se vector e considera-se sempre posi-
tiva. Por outra parte esta distancia ¢ egual a Vai+y?, e
portanto o vector do affixo ¢ 0 médulo do imagindrio.

Alem d'isto, designando por ¢ o angulo que faz o vector
com o eixo dos 2 e sendo 0 médulo Va?+ 2= p, teremos

-

r=pcosy, y=pseng;

portanto ¢ serd o argumento do imagindrio z. Este angulo con-
ta-se desde O até 360° a partir do eixo dos @ positivos.
Os affixos de dois imagindrios conjugados sfio pontos syme-
tricos relativamente ao eixo dos 2. Se em p(cosgt-iseng) fizermos
= 3w ; : s ¢ i
=7 OU p=— ¢ p=1, virk z=7i. Assim, +i e —i repre-
- -

santam direcgdes oppostas, perpendiculares ao eixo dos x, do
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mesmo modo que os sigraes + e —, applicados ds quantidades
reaes, designam direcgdes oppostas, contadas sobre o masmo eixo.
As direcees intermédias sfio definidas pelo factor cos¢ 4 isen g,
que desempenha o papel de um signal directivo.

A somma dos complexos

pa (cos & i senay),
pa (cos e + i sen «2)

pode representar-se geometrica-
mente do modo seguinte. Sejam O
M; e M: os affixos das duas
parcellas, e tirem-se os vectores OM; e OMjs. Construam-se
MM e MsM respectivamente parallelas a OMz e OM;. A inter-
seccio M das rectas MM e J:M serd o affixo da somma
d’aquelles numeros, por isso que, sendo

(prcosay, prsena) e (pycosas, p:sena)

as coordenadas dos pontos My e Mg, as do ponto M slo eviden-
temente

(pu cos @y + pa cos az, pisenay+ pasen as).

O veetor OM da somma & a resultante dos vectores das par-
cellas. M

Consideremos ainda os nume-
ros complexos cujos affixos sio
M; e M:, Tome-se em OX o
comprimento OU igual 4 unidade,
e tirem-se as rectas MaM ¢ OM
que fazem com OM;z os angulos
MOM; = a;, ¢ OMsM =OUM;. A intersecciio M d'estas rectas
é o affixo do producto d’aquelles dois numeros.

Com effeito, sendo UOM =a; e UOMa=as, seri UOM= ay-+az
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o argumento do producto. Da semelhanca dos triangulos OUM;
e OM:M resulta a proporgio OM: OMs=OM,:0U e, sendo
OMy=p;, OMz=p2 ¢ OU=1, seri OM=gip2 0o modulo do
producto. A troca dos pontos M; e Mz conduziria ao mesmo
ponto M, por ser wy+ar—as+t o  pipa=paps, © assim no
ponto M se verifica a lei commutativa da multiplicaciio.

De um modo semelhante se obteria a representaciio geome-
trica da differenga, do quociente, da potencia e da raiz de grau
n do numero complexo.

A vizinhanga do numero A =a+ib compde-se de todos os
numeros z=x+-iy que verificam a designaldade

]z_"ir(a:

sendo ¢ um numero positivo dado. Mas &

|z—A|=V(@x—ap+(y—bp,

e o segundo membro d'esta expressfo representa, como é
sabido, a distancia dos affixos dos numeros A e z. D’aqui
resulta que aquella vizinhanga se compde de todos os pontos
interiores ao circulo descripto com o centro no affixo de A e o
raio 4.

O campo de variabilidade da variavel imagindria z ¢ definido
pelo mesmo circulo.

X.- — Limites.
§ 1*— Defini¢cdes e principios fundamentaes.
76. A successlo de uma infinidade de numeros

(1) Uiy tgy U3y ouvy Upy oes
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chama-se determinada quando, dado um valor do indice =, o
elemento correspondente u, fica inteiramente determinado. |

Diz-se que a successfio determinada (1) admite um limite a, '
ou tende para o limite a, quando, dado um' numero positivo
arbitrariamente pequeno e, ¢ possivel determinar um numero
ny tal, que para todos os valores de n> n seja

[y —a| <e.
Isto mesmo se exprime escrevendo

limu, =a,

N=x

ou simplesmente lim u,=a, subentendo as palavras para n= oo.
Exesmpros: 1.° Os numeros

1 1

1
1, T A { AR EE e L

decrescem indefinidamente ¢, dando a n valores sufficientemente
¢ 1
grandes, a differenca entre - ¢ zero pode tornar-se tio pequena

quanto se quizer. Logo:

lim X =0,
n

L=k

2.° (Consideremos a succesiio

bl o e 140
Fis L S GURE T
a differenca
1_1+-?i= 1
24n 24n
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pode tornar-se menor que qualquer quantidade assignavel para
valores de n sufficientemente grandes. Logo:

14
 co? 5 Sl

3.° Designemos por # um numero tal, que seja |x|< 1. Pondo

=l = %

serd A um numero positivo e teremos

e - T A 1 i
1+uk+ﬂ(n l‘lft'-l- 1+nk”

ey

Dando a « valores que satisfagam 4 condigio
1
RS
sendo ¢ uma quantidade positiva arbitrariamente pequena, ou

l—ce

“:"hz:

vird |z |* <e. Logo:
lim.|xz[*=0

76. A variavel u que passa successivamente pelos valores
(1) nfio pode convergir conjunctamente para dois limites diffe-
rentes a e b.

Com effeito, se u tende para o limite @, dada a quantidade
pnsiti'.'ﬂ. arbitrariamente pequena & hade existir um numero




tal, que seja.

|u,.—a|<:%n:

para todos os valores de n>mn. Mas, se a mesma variavel
tende para o limite b, hade existir um numero ny tal, que seja

i g
para todos os valores de n>>mna. Logo a condicllo

|a—b|=|(a—t)+ (n—b) | S| ta—a|+|ua—]|<e

seria satisfeita para todos os valores de n superiores ao maior
dos numeros n; e nz; e esta desegualdade nilo pode verificar-se,
sendo a == b, por isso que |a—b| é uma quantidade constante
e ¢ & uma quantidade arbitrariamente pequena.

7%7. Se os valores da variavel u estam sempre comprehen-
didos entre os valores correspondentes de duas variaveis ¢ e v
que tendem ambas para o mesmo limite @, existe para u um
limite que ¢ 0 mesmo «.

Com effeito, tendendo ¢ e v para o limite a, a0 numero posi-
tivo arbitrariamente pequeno = hade correspouder um numero
ny tal, que serd

ti—a|<e

para todos os valores de n>>mi; e outro numero ni tal, que
serd tambem

|va—a|<e

para todos os valores de n>na. Por conseguinte as duas
tiltimas desigualdades hiio de ser satisfeitas para todos os
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valores de = superiores ao maior dos numeros ny e ng; mas
pela hypothese a differenca u,—a esti comprehendida entre
th—a e vy—a, e d’aqui resulta que |u, —a| serd inferior a
um dos numeros |ty —a| e |v,—a|. Logo seri para aquelles
valores de n

[y —a| <,
isto &, limu, =a,

78. Se os elementos da successio determinada (1) se con-
servam sempre inferiores a um numero dado %, a variavel »
nfio pode tender para um limite superior a k.

Com effeito, pela hypothese serd

a—Uy>a—k;
por conseguinte, para a >k nilo poderd verificar-se a desigual-
dade
|up—a|<e
quando dermos a e valores inferiores a a —k.
Do mesmo modo, se os elementos da successiio (1) se con-
servam sempre superiores a um numero dado k, a variavel u

ndio pode tender para um limite inferior a k.
Com effeito, pela hypothese serd

iy —a - k—a ’
por conseguinte, para a <k ndo poderia verificar-se a desigual-
dade

|y —a|<e

quando dessemos a e valores inferiores a k—a.
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79. Para ter um criterio por onde se possa reconhecer se
a suceessdo (1) admitte um limite, vamos demonstrar o seguinte:

THEOREMA. — A condigdo necessdria e sufficiente para que
uma successdo determinada de infinitos numeros

Uiy Uy MYy, svisy Bas us

admitta um limite é que, dada wma quantidade positiva arbitra-
riamente pequena g, exista wn valor finito ny tal, que seja

(2) |t — 1 | <8

para todos os valores de n>ny conjunctamente com todos os
valores inteiros e positivos de k=1, 2, 3 ...

Em outros termos: a condi¢llo necessiria e sufficiente para
a existencia do limite é que, passada uma certa ordem, a diffe-
renca entre um termo da successiio ¢ qualquer dos seguintes
tenda para o limite zero. Comecaremos por demonstrar que a
condigio ¢ necessdria, e depois veremos que ella tambem &
sufficiente.

I. — Supponhamos que a variavel u tende para um limite a.
Neste caso, a um numero positivo arbitrariamente pequeno ¢
hade corresponder um numero ny tal, que para todos os valores
de n>ny seja

Iﬂ-—a}<%=;
@ para os mesmos valores de n serd tambem
1
|‘ll.+k-—ﬂ]<§3, (kﬂlnl' 2, 3, .!l)l

D’estas duas desigualdades resulta a seguinte

I"u—‘ﬂ]-f']a—u.ﬂf{l:

TR LSS LR

nean

il
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e portanto

| (g — @) + (@ — 11y ) | Z |t — @ |+ | a = upia | <3,

isto &,
I Uy — Ug ik ! < g

que é a condiglo (2). Logo esta condiglio & necessdria.

II. — Supponhamos que a cada quantidade positiva arbitra-
riamente pequena e corresponde um numero tal, que para todos
os valores de n superiores a este numero seja

|y = wgps| <e, k=1,2,3,...).

Imaginemos uma suceessiio de quantidades positivas, decres-
centes e differentes de zero

Ely €3y BYy vuvy Eny uvy

de modo que seja lime,=0; esta. condi¢io pode realizar-se
N==
por muitos modos, e um d’elles seria, por exemplo, fazer Ca=—+

Para qualquer d'estas quantidades e; haverd um numero #;
tal, que seja

(3) |tk — e, | < 8

Assim teremos, em correspondencia com 08 numeros &, ez,
g3, ..., Outros tantos numeros ny, N3, N3, ... COM OS-qUALS S
verificam as desigualdades

| Ug k= Un, l < &,
| itk — ty, | 83, (k=1,23 ...).
| u'rf"t_ﬂﬂal { ‘33

¥ L L & -
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Posto isto, consideremos a classe formada com o0s numeros
ug1—"|, ﬂ-,—!j, ey 'H“‘.—B.', “aw
e a classe formada com os numeros

Uy, + Bl H..+Ej, fany uui+5i:”'

Para mostrar que estas duas classes determinam um numero
a, devemos demonstrar em primeiro logar que, sendo u, —¢;
um elemento de primeira classe e u,,+¢ um elemento da
segunda classe, serd

U — & <, + &

ou, em oufros termos,
Un; — Un; <& +en
Ora de (3) resulta, no caso de ser n;> n;,
|u1||'—u"j| <&
e, no caso de ser n; >n;,
I“-n,-"'unjl.{sj;
d’onde se conclue que em qualquer dos casos serd
b“l;—“l)- l<‘i+‘l1
e, por maioria de razllo,

Uy; — "lj < &t g.
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Em segundo logar temos de provar que a differenca
[t{-:. + sf} g {”l,- +¢)

se pode tornar tdo pequena quanto se quizer para valores con-
venientes de ¢ e j. E com effeito, para isso bastard fazer i=j,
pois que aquella differenca se reduz entio a 2¢ e por defi-
niciio esta quantidade pode-se tornar indefinidamente pequena
para valores erescentes de i.

O numero a determinado por aquellas duas classes é o
limite da suecessiio considerada, como vamos ver.

Este numero é maior que todos os da primeira classe e
menor que todos os da segunda classe, on

Uy, — ;<A <Uy +E

Mudando os signaes a todos os membros d’estas designaldades,
teremos

=ty FED>—aD>— Uy — i

Além d’isto, a desigualdade (3) desdobra-se, como é sabido
(n.° 18), nas duas

Uy, 4> Ny ik > Un, — €}

e sommando membro a membro estas designaldades e as pre-
cedentes, acham-se as seguintes

2 >t p—a>—2¢,
isto &,
[ tnir—a]| <2¢

Bastard, pois, dar a # um valor maior que »; para que seja

e esta condigio exprime que lim u, —a.

LR
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80. Uma successdo de infinitos numeros u, positivos e cres-
centes, mas que ndo podem tornar-se infinitamente grandes quando
0 indice n cresce indefinidamente, admitte sempre um limite de-
terminadao.

Supponhamos que os elementos da suceessiio (1) satisfazem
4s condigdes

(4) u

L1 B | MR

All
All

us

All

Se estes numeros no podem tornar-sé infinitamente grandes,
haverd um numero positivo & tal, que seja sempre

ty < ke
por maior que seja u.

Designemos por ¢ uma quantidade positiva arbitrariamente
pequena e differente de zero, e imaginemos a progressiie ari-
thmetica

O.ce, BE 805

Por meio d’'esta progressio o intervallo de 0 a k ficard divi-
dido em outros mais pequenos, cujo numero é finito, sendo o
primeiro de O a ¢ e o dltimo de me, por exemplo, a k. Suppo-
nhamos que é conhecido entre estes intervallos o tltimo em que
se podem encontrar elementos da successfio dada; esse intervallo
pode ser o Gltimo de todos, mas diremos de um modo geral que
elle estd comprehendido entre pe e (--1)e. Se u; for um elemento
comprehendido entre estes extremos, pela hypothese todos os
LUMEros %; 4y, Ui+, ... serlo inferiores a (u+ 1)s. Mas pela
condiglio (4) estes numeros serdo superiores ou pelo menos
eguaes a w;, e portanto todos elles estlio contidos, assim como
u;, no intervallo de pe a (p--1)e. D’aqui se conclue evidente-
mente que é

| wi —wipp ) <, k=1,2,3,...)
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& assim fica verificada, pelo theorema do numero anferior, a
condigfio necessdria e sufficiente da existencia do limite.

81. Se, crescendo n indefinidamente, o numero u, chega a
tornar-se e se conserva maior que qualquer quantidade assi-
gnavel, diz-se que u, tende para o infinito e escreve-se

lim Uy =00.

=

Além d’isto, se o numero u, , crescendo =, acaba por con-
servar- sempre o mesmo signal, positivo ou negativo, diz-se
entlio que u, tende respectivamente para o infinito positivo ou
negativo, e escréve-se no primeiro caso

lim w, =}
=

e no segundo caso
lim u.="_'m¢
LT T -]

§ 2.° — Operagdes com limites finitos.

82. Appigio.— Se as variaveis u, e v, tendem respectiva-
mente para os limites finitos a e b, o limite da somma uy -+ Vs
existe e é equal a a--b.

Pela hypothese e segundo a definigio de limite, & quantidade
positiva e arbitrariamente pequena ¢ corresponderd um numero
ny tal, que para todos os valores de n>>ny seja

|u~.—a]<-%-t.

Ao mesmo valor de e corresponderA um numero na tal, que






