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Nos ultimos anos, tem havido um aumento no interesse pelo desenvolvimento e aplicaggo de um
novo paradigma de computagao evolutiva, denominado Algoritmo de Estimacao de Distribuicao. No
lugar de usar os operadores tradicionais de mutagao e recombinagdo de codigo genético, essa classe
de algoritmos explora o espaco de busca construindo, a cada iteragdo, um modelo probabilistico
que representa a distribuicdo de probabilidade das melhores solugdes. Em seguida, novas solugoes
candidatas sdo amostradas a partir do modelo probabilistico obtido. A estimativa da distribuigao de
probabilidade das melhores solucoes permite capturar correlagoes entre variaveis do problema por meio
das regularidades encontradas nessas solugoes. Consequentemente, o algoritmo é capaz de manipular
eficientemente blocos construtivos, que correspondem a solucées parciais de boa qualidade contidas
em trechos do vetor de solugoes, evitando seu rompimento. Se, ao longo das geragdes de um algoritmo
evolutivo, é possivel identificar e preservar blocos construtivos, o niimero de solugoes candidatas que
precisam ser avaliadas até se atingir um certo nivel de desempenho tende a ser bem menor que o niimero
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de avaliacGes requerida por algoritmos evolutivos tradicionais, para obter o mesmo desempenho. No
entanto, o custo computacional por geracao cresce quando se emprega um algoritmo de estimacao
de distribui¢do. Este capitulo descreve as principais propostas existentes na literatura e formaliza
os modelos graficos probabilisticos geralmente adotados junto a problemas de otimizagao de interesse
pratico, tanto em espacos continuos quanto discretos.

1. Introducao

Algoritmos genéticos sdo meta-heuristicas baseadas em populagao, inspirados na teoria da selecao
natural e nos principios da genética. Apesar de terem sido aplicados com sucesso na resoluciao de
problemas de busca e otimizacao nas mais diversas dreas, existem duas principais limitagoes associ-
adas a estes algoritmos que podem produzir um impacto negativo em problemas de otimizacao mais
complexos: (i) a defini¢cio adequada dos operadores de mutagao e recombinacdo de cédigo genético
para cada tipo de problema, bem como os valores para seus parametros; e (ii) a auséncia de um
mecanismo capaz de extrair e utilizar conhecimento sobre as regularidades do problema por meio de
solugoes promissoras. Em muitos casos, as varidveis do problema se relacionam, formando subconjun-
tos que representam solugoes parciais de boa qualidade para o problema. Essas solugbes parciais sao
denominadas blocos construtivos (do inglés building blocks)(Goldberg, 1989).

Os algoritmos genéticos, na sua forma mais simples, com codificagbes fixas e operadores genera-
lizados, independentes do problema, frequentemente rompem os blocos construtivos e, desse modo,
tendem a tornar o processo de busca por boas solu¢oes menos eficaz.

Vérias propostas surgiram para eliminar ou amenizar estas limitagoes, desde a mudanga na re-
presentacao das solugoes candidatas até a criacao de operadores de mutacao e recombinagdo mais
especificos. Entretanto, esta abordagem é altamente dependente do problema. Diante deste cenédrio,
na tltima década uma nova classe de algoritmos evolutivos, chamada Algoritmo de Estimacao de Dis-
tribuicao (AED) (do inglés Estimation of Distribution Algorithm), foi concebida como uma extensiao
dos algoritmos genéticos (Baluja, 1994; Miihlenbein e Paass, 1996). Os AEDs combinam os conceitos
de computacao evolutiva e aprendizado de maquina para evoluir a populagdo de solucoes. Nesses
algoritmos, os operadores de mutagao e recombinacao sao substituidos por um modelo probabilistico
que representa a distribuicao de probabilidade conjunta das melhores solugdes. Em seguida, utiliza-se
este modelo gerado para amostrar novas solugées. As escolhas do modelo mais apropriado e da forma
de construi-lo variam conforme a aplicagao.

A habilidade de identificar e preservar os blocos construtivos implicitamente confere a estes algo-
ritmos um potencial diferenciado como ferramentas de otimizagdo. A busca torna-se mais robusta, no
sentido de que tende a ocorrer uma redugao acentuada na variacao de desempenho entre re-execugoes
do algoritmo para um mesmo problema. Além disso, tende a ocorrer também uma redugao acentuada
no numero de avaliagoes de solugbes candidatas até que se atinja um certo nivel de desempenho.

Os objetivos deste capitulo sdo apresentar as motivacées que levaram ao desenvolvimento dos
AEDs, explicar detalhadamente seu principio de funcionamento, elencar algumas aplicagdes praticas
em que os AEDs estao sendo empregados com sucesso e apresentar perspectivas para o desenvolvimento
de novos AEDs.

2. Blocos Construtivos

O algoritmo genético, assim como diversos outros algoritmos de busca e otimizagdo, representa
as solucoes candidatas para um determinado problema como um vetor de atributos. E sabido que,
em muitos problemas de otimizacdo, as varidveis podem se relacionar umas com as outras, formando
solugoes parciais de boa qualidade para o problema. A essas solugdes parciais dé-se o nome de blocos
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construtivos. Os blocos construtivos podem ser vistos, entdo, como pequenos conjuntos de posi¢oes do
vetor de solugdes que se relacionam e, juntos, representam solugoes parciais para o problema. Esses
blocos construtivos contribuem de forma significativa para garantir a qualidade das boas solugoes e
devem ser sempre preservados.

Para ilustrar melhor o conceito de blocos construtivos, considere o problema artificial Trap-5 (Deb
e Goldberg, 1992). Este problema consiste em dividir o vetor de solugdes (vetor bindrio n-dimensional)
em parti¢oes disjuntas de 5 bits cada. Este particionamento permanece fixo durante todo o processo
de otimizagao e o algoritmo nao possui nenhum conhecimento sobre como foi feito tal particionamento.
Em seguida, uma fun¢do (Equagdo 11.1) é aplicada para cada grupo de 5 bits.

5, seu =5

traps(u) = { (11.1)

4—u, seu<b

em que u denota a quantidade de vezes que aparece o simbolo 1 no bloco de 5 bits. Na Figura 11.1 é
possivel visualizar esta funcao para um bloco de 5 bits.

trap-5(u)

Valor de u (quantidade de 1)

Figura 11.1: Exemplo do problema Trap-5 para um bloco de 5 bits

O objetivo é maximizar a fungao. Para um vetor de solugoes n-dimensional, esta funcao possui seu
6timo global quando todos os seus bits sdo iguais a “1”, e possui 2/5 —1 Gtimos locais. A contribuicio
de todas as fungoes sdo combinadas para formar o valor de adaptagao ou fitness do individuo (solugao
candidata). Portanto, o fitness de uma solugao candidata n-dimensional X é dado por:

n/5
fitness(X) = Ztmp5(5i) (11.2)
i=1

em que S; representa o i-ésimo bloco de 5 bits.

Este exemplo sugere que existem problemas em que o tratamento de varidveis de forma isolada
nao funciona, pois cada grupo de 5 bits contendo a sequéncia “11111” é um bloco construtivo. Um
algoritmo genético tradicional apresenta dificuldades ao tentar resolver problemas desse tipo (Trap-
k, com k > 2), pois os operadores de mutagao e recombinagao nao conseguem preservar os blocos
construtivos, levando-os constantemente ao rompimento. Esta situacao é conhecida como problema
da ligagdo (do inglés, linkage problem) (Goldberg et al., 1989).
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Diversas tentativas para evitar o rompimento dessas soluc¢oes parciais foram realizadas, incluindo a
mudanca na representagao das solugoes e o desenvolvimento de operadores evolutivos especificos. Infe-
lizmente, abordagens deste tipo sdo altamente dependentes do problema, levando ao desenvolvimento
de algoritmos muito especificos. Além disso, elas requerem que o usudrio possua um conhecimento
prévio no dominio do problema. Entretanto, em muitos problemas do mundo real, este conhecimento
nao esta disponivel previamente.

Nesse sentido, uma maneira mais eficiente de lidar com os blocos construtivos é deixar que o préprio
algoritmo descubra as relacoes existentes entre as variaveis, usando para tanto informagdes estatisticas
extraidas a partir do conjunto das melhores solugoes. Esta abordagem é denominada aprendizado da
ligacao (do inglés, linkage learning).

As melhores solugoes podem ser encaradas como amostras geradas a partir de uma distribuigao de
probabilidade desconhecida. Em estatistica, o termo distribuicdo de probabilidade para um conjunto
de dados refere-se a probabilidade desses dados serem observados. O algoritmo poderia, entao, estimar
a distribuicao de probabilidade das melhores solugoes e, posteriormente, utilizar esta distribuicao para
gerar novas solugoes candidatas.

Dessa maneira, um algoritmo com esse principio de funcionamento consegue identificar e manter
blocos construtivos do problema, durante sua prépria execugao, evitando o rompimento de parte das
solugoes parciais. Cabe ressaltar que nem todos os blocos construtivos sao detectados e geralmente a
informacao disponivel para se gerar um modelo de distribuicao de probabilidade é limitada, conduzindo
assim a modelos aproximados e possivelmente tendenciosos.

Na Figura 11.2, esta ilustrado o esquema de evolucao de solugbes candidatas para um problema
ficticio, usando um modelo probabilistico em lugar dos tradicionais operadores de mutacdo e recom-
binagao. Algoritmos baseados neste principio de funcionamento para explorar o espago de busca sao
chamados de Algoritmos de Estimacao de Distribuicao (AEDs) e serao descritos na segdo seguinte.

Populagdo Selecdo das
corrente melhores solugdes Novas solugdes
01100 11100 00100

10101 Wit | Modeo [ 01O

01100 robabilistico 11100
11100 1 p o100
00111 1 i

Figura 11.2: Exemplo do uso de um modelo probabilistico para gerar novas solucoes candidatas.

3. Algoritmos de Estimacao de Distribuicao

Algoritmos de Estimacao de Distribuigao (AEDs) compreendem um conjunto de algoritmos evo-
lutivos que substituem os operadores de mutagao e recombinacao por um modelo probabilistico que
representa a distribuicdo de probabilidade conjunta para as melhores solugbes encontradas até entao.
Esses algoritmos também sao chamados de Algoritmos Genéticos Baseados em Modelos Probabilisticos
(Baluja, 1994; Miihlenbein e Paass, 1996).

O funcionamento de um AED ¢ similar ao de um algoritmo evolutivo. A populagao inicial de
solugoes é gerada aleatoriamente. A cada iteracgdo, todas as solugodes sao avaliadas usando a fungao de
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fitness e as melhores sao selecionadas para a construgao de um modelo probabilistico que represente a
distribuigdo de probabilidade dessas melhores solugoes. Apds ter construido o modelo, ele é utilizado
para amostrar novas solugoes candidatas. Este processo é repetido até que o critério de parada seja
satisfeito. A diferenca, portanto, entre um Algoritmo de Estimacao de Distribuigao e um algoritmo
evolutivo tradicional é a maneira como eles processam as melhores solugdes. O pseudocddigo de um
AED é apresentado no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo de Estimagao de Distribuigao (AED)

Inicio
Iniciar a populacao aleatoriamente;
enquanto condicao de parada nao for satisfeita faga
Avaliar a populagao;
Selecionar as melhores solugoes;
Construir o modelo probabilistico;
Amostrar novas solugoes usando o modelo probabilistico;
fim enquanto
Fim

Além da manipulacao eficiente de blocos construtivos, pode-se citar mais duas motivagoes para
se utilizar essa nova forma de evoluir a populagdo de solugoes. A primeira estd relacionada com a
possibilidade de analisar melhor e entender o processo de evolucao do algoritmo. Ja a outra reside no
fato de néo ser mais preciso se preocupar com a escolha dos operadores de mutacdo e recombinacao
mais adequados para cada tipo de problema, bem como os valores para seus parametros. E evidente
que a construcao do modelo probabilistico requer a determinacao de alguns parametros, mas estes
sao de mais facil definicao, no sentido de que sua variacao nao altera drasticamente o desempenho do
algoritmo.

Ao projetar um AED, surgem trés questoes fundamentais:

1. Que modelo probabilistico adotar para representar a distribuicao de probabilidade das melhores
solugoes?

2. Como construir este modelo probabilistico?

3. Como usar o modelo probabilistico construido?

A resposta a primeira questao depende da complexidade do problema que se estd tentando resolver
e do grau de relacionamento entre as varidveis que se deseja capturar. Neste sentido, pode-se classificar
os Algoritmos de Estimagdo de Distribuigdo em 3 categorias: (i) sem dependéncia entre as varidveis;
(#i) com dependéncia entre pares de varidveis; e (iii) com dependéncia entre multiplas varidveis. Ainda
nesta secao, serao apresentados os algoritmos mais relevantes de cada categoria.

Para responder as outras duas questoes, o projetista precisa ter em mente que é preciso existir um
compromisso entre acuidade do modelo e custo computacional para gera-lo. Quanto mais abrangente
e geral for o modelo, maior serd o tempo para construi-lo e também para amostrar novas solugoes.
Na Segao 5, serao descritas abordagens simples e eficientes para construir redes bayesianas e redes
gaussianas, dois modelos graficos probabilisticos amplamente utilizados por Algoritmos de Estimagao
de Distribuicao e dedicados a capturar relacionamentos entre miltiplas variaveis.
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Sem dependéncia entre as varidveis

Os algoritmos que nao consideram nenhuma relagdo entre as variaveis, ou seja, supoem que as variaveis
sao independentes, sdo os mais simples. Devido a simplicidade do modelo probabilistico utilizado, os
algoritmos nesta categoria nao requerem custo computacional elevado e apresentam bom desempenho
quando aplicados a problemas junto aos quais o relacionamento entre as varidveis nao é tao significa-
tivo.

O primeiro algoritmo proposto nesta categoria foi o aprendizado incremental baseado em po-
pulacdo (PBIL, do inglés Population Based Incremental Learning) (Baluja, 1994). Nesse algoritmo,
as solugoes candidatas sao representadas por vetores bindrios, denominados cromossomos. Existe um
vetor de probabilidades, da mesma dimensao do cromossomo, denotando a probabilidade de cada gene
do cromossomo receber o valor “1”. Inicialmente, o vetor de probabilidades contém o mesmo valor
para todas as posigoes, 50%. A cada iteragao, as melhores solugdes sao selecionadas e o vetor de pro-
babilidades é atualizado seguindo uma regra baseada no aprendizado hebbiano. Esse vetor é utilizado,
entdo, para amostrar novas solugdes a cada itera¢do. Sebag e Ducoulombier (1998) desenvolveram
uma versao desse algoritmo para lidar com problemas de otimizagdo no espago continuo, denominada
PBIL,, na qual cada varidvel é modelada por um func¢ao densidade de probabilidade gaussiana. A
cada iteragao, a média e a variancia de cada gaussiana sao estimadas usando as melhores solucoes.

Posteriormente, Miihlenbein e Paass (1996) propuseram o algoritmo de distribui¢ao marginal uni-
variada (UMDA, do inglés Univariate Marginal Distribution Algorithm). Seu funcionamento é similar
ao do PBIL, com a excecao de que o vetor de probabilidades é atualizado calculando-se apenas a
frequéncia com que aparece o nimero “1” nas melhores solugoes selecionadas.

O algoritmo genético compacto (cGA, do inglés Compact Genetic Algorithm), proposto por Harik
et al. (1999), também utiliza um vetor de probabilidades, o qual é iniciado contendo o valor 50%
para todas as posicoes. Em seguida, duas solugoes candidatas sao amostradas a partir desse vetor e
avaliadas pela funcao de fitness. O vetor de probabilidades ¢ atualizado utilizando o valor dos genes
do cromossomo com melhor fitness. Se os cromossomos possuirem o mesmo valor num mesmo gene, o
vetor de probabilidades nao é atualizado para aquela posicao. Esse procedimento continua até que o
vetor de probabilidades tenha convergido.

O algoritmo de estimagao de distribui¢do com aprendizado por reforgo (RELEDA, do inglés Rein-
forcement Learning Estimation of Distribution Algorithm), proposto por Paul e Iba (2003), é similar
aos outros trés algoritmos ja apresentados. A diferenca é que o vetor de probabilidades é atuali-
zado de acordo com um método de aprendizado por refor¢o. Os autores compararam RELEDA com
PBIL e UMDA e mostraram que seu algoritmo converge mais rapidamente para a solugao 6tima que
os concorrentes. Os autores também desenvolveram o algoritmo de estimacdo de distribuicdo com
cédigo real (RECEDA, do inglés Real-Coded Estimation of Distribution Algorithm) para otimizacao
de fungbes com varidveis continuas. A partir das melhores solugoes, a média e a matriz de covariancia
sao calculadas.

O algoritmo de estimagdo de distribui¢do usando campo aleatério de Markov (DEUM, do inglés
Estimation of Distribution Algorithm Using MRF) (Shakya et al., 2004) pode ser visto como uma
adaptacao dos outros quatro algoritmos. Em vez de calcular a frequéncia para cada gene do cromos-
somo, ele atualiza o vetor de probabilidades utilizando um campo aleatério de Markov (MRF, do inglés
Markov Random Field). Os autores mostraram empiricamente que DEUM apresenta bons resultados
para uma série de problemas de otimizagao (Shakya et al., 2005).

Dependéncia entre pares de variaveis

Existem algoritmos que consideram dependéncia entre pares de varidveis. Dessa forma, é preciso
definir como representar a estrutura do modelo probabilistico, a fim de expressar o condicionamento
das varidveis.
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O algoritmo de maximizag¢do da informagdo mitua para agrupamento de entradas (MIMIC, do
inglés Mutual Information Mazimization for Input Clustering) (De Bonet et al., 1997) utiliza uma
estrutura em cadeia entre as varidveis para poder representar o relacionamento entre elas, conforme
ilustrado na Figura 11.3(a). Para encontrar a melhor estrutura de cadeia de varidveis, o algoritmo
utiliza um mecanismo de busca que visa maximizar a informacao mutua.

Baluja e Davies (1997) propuseram a combinagao de otimizadores com informagao mutua hierdrquica

(COMIT, do inglés Combining Optimizers with Mutual Information Trees), um algoritmo que utiliza
uma estrutura em &arvore para modelar a dependéncia entre as variaveis. Nesse tipo de estrutura,
todas as varidveis precisam ter um pai, com excegao da varidvel-raiz. Este algoritmo é mais geral que
o MIMIC, pois duas ou mais varidveis podem ser condicionadas a uma outra varidvel em comum. Na
Figura 11.3(b) estd um exemplo gréfico do modelo probabilistico utilizado pelo COMIT. Para obter
a estrutura em arvore, os autores empregaram o algoritmo de arvore geradora méxima ponderada
(MWST, do inglés Mazimum Weight Spanning Tree) (Chow e Liu, 1968).

J4 o algoritmo de distribuigdo marginal bivariada (BMDA, do inglés Bivariate Marginal Distribu-
tion Algorithm) (Pelikan e Miithlenbein, 1999) pode ser considerado como uma extensao do COMIT.
A diferenca é que o modelo em arvore utilizado por ele permite que existam mais de um noé-raiz, como
mostrado na Figura 11.3(c). Para criar as sub-drvores e decidir quais varidveis devem ser conectadas
ou nao, o algoritmo emprega o teste do Qui-quadrado (Greenwood e Nikulin, 1996).

O o O\o

(a) (b) (c)

Figura 11.3: Modelos gréficos que consideram dependéncia entre pares de varidveis: (a) MIMIC, (b)
COMIT e (c) BMDA.

Dependéncias entre miltiplas variaveis

Pelikan et al. (1999) mostraram que, em problemas complexos que possuem dependéncias entre
multiplas varidveis, os algoritmos pertencentes as duas categorias anteriores nao sao capazes de so-
lucioné-los de forma satisfatéria. Nesse sentido, varias propostas surgiram recentemente utilizando
modelos capazes de expressar o relacionamento entre diversas varidveis. Como resultado, o modelo
probabilistico é mais poderoso, embora sua obtencao se torne mais complexa.

O algoritmo genético compacto estendido (ECGA, do inglés Extended Compact Genetic Algorithm)
(Harik et al., 2006) é uma extensao do cGA. A idéia bdsica é agrupar as varidveis em grupos inde-
pendentes e, entao, aplicar o ¢cGA nesses grupos (veja Figurall.4(a)). O algoritmo de agrupamento
primeiramente considera a existéncia de n grupos, sendo uma variavel em cada grupo. Em seguida,
tenta-se unificar pares de grupos usando medidas de entropia e a métrica Comprimento Minimo de
Descri¢gao (MDL, do inglés Minimum Description Length). Problemas que podem ser decompostos
em sub-problemas sem sobreposicao sao tratados de forma satisfatéria pelo ECGA. Por outro lado,
se existir sobreposigao, o algoritmo falha, pois o problema nao pode ser modelado de forma acurada
pela simples divisao das varidveis em classes distintas.

Miihlenbein e Mahnig (1999) propuseram o algoritmo de distribuigdo fatorizada (FDA, do inglés
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Factorized Distribution Algorithm). Este algoritmo utiliza uma estrutura em grafo definida previ-
amente e que se mantém fixa durante todo o processo de otimizagdo, sendo atualizados apenas os
pardmetros numéricos (probabilidades). Portanto, é preciso ter conhecimento sobre o problema a
ser tratado para se construir um grafo adequado. O FDA utiliza a distribuigdo de Boltzmann para
amostrar novos individuos. Um exemplo de grafo utilizado pelo FDA pode ser visto na Figura 11.4(b).

O algoritmo de otimizagiao bayesiano (BOA, do inglés Bayesian Optimization Algorithm) (Pelikan
et al., 1999) utiliza uma rede bayesiana para modelar as dependéncias entre as variaveis, conforme ilus-
trado na Figura 11.4(c). A cada iteracao, uma rede bayesiana é gerada a partir das melhores solugoes,
tentando refletir da melhor forma as relagoes entre as variaveis. Apds gerada, a rede é utilizada para
amostrar novas solucoes candidatas. Para construir a rede bayesiana, BOA come¢a com um estrutura
sem arcos e os vai adicionando até que néo ocorra melhora na métrica utilizada para avaliar a qualidade
do modelo. Usualmente, BOA emprega a métrica Bayesian Dirichlet (BD). O algoritmo de otimizagao
bayesiano com c6digo real (rBOA, do inglés real-coded Bayesian Optimization Algorithm) (Ahn et al.,
2006) é uma extensdo do BOA para otimizacdo em espagos continuos, empregando modelo de mis-
tura gaussiana. J& o algoritmo de otimizacao bayesiano hierdrquico (hBOA, do inglés hierarchical
Bayesian Optimization Algorithm) (Pelikan, 2005a) resolve problemas de otimiza¢ao decompondo-os
hierarquicamente, em vez de decompd-los em um tinico nivel.

Outro algoritmo que também utiliza redes bayesianas foi proposto posteriormente por Larranaga
et al. (2000a), sendo denominado algoritmo de estimacao de redes bayesianas (EBNA, do inglés Esti-
mation of Bayesian Networks Algorithm). Seu funcionamento é similar ao BOA e diversas versoes do
algoritmo foram criadas com diferentes métricas para avaliar os modelos. Posteriormente, os autores
desenvolveram a versao do algoritmo para lidar com otimizacdo em espagos continuos, denominada
algoritmo de estimagao de redes gaussianas (EGNA, do inglés Estimation of Gaussian Networks Al-
gorithm) (Larrafiaga et al., 2000b). EGNA utiliza redes gaussianas para modelar a dependéncia entre
as variaveis.

Bosman e Thierens (2000) propuseram o algoritmo evolutivo com densidade iterativa (IDEA,
do inglés [terated Density Fvolutionary Algorithm), que é uma arquitetura geral de algoritmos para
aplicacao em problemas de otimizac@o tanto no dominio discreto quanto continuo. No caso continuo,
os algoritmos utilizam fungoes densidade de probabilidade gaussianas multivariadas.

Uma proposta mais recente é o algoritmo de estimacao de distribuigdo com rede de Markov (MN-
EDA, do inglés Markov Network Estimation of Distribution Algorithm) (Santana, 2005), que utiliza
uma rede de Markov como modelo probabilistico, como mostrado na Figura 11.4(d). Essa rede é
gerada usando um procedimento estatistico conhecido como aproximacao de Kikuchi (Kikuchi, 1951).
Novas solugoes sao produzidas usando amostragem de Gibbs.

Desempenho do BOA no Trap-5

Nesta secdo, é apresentado o desempenho do BOA junto ao problema Trap-5, ja descrito na segao
2, e comparado com um algoritmo genético (AG). Os algoritmos foram comparados em termos de
nimero de avaliagoes de funcao-objetivo necessarias até a populacao convergir. A escalabilidade dos
algoritmos também foi testada, variando o valor de n no Trap-5 (tamanho do vetor de solugdes).

Os parametros do BOA foram estabelecidos da seguinte forma: o tamanho da populagdo variou
de 200 (para n=20) até 600 (para n=80). Foi imposta uma restricdo no nimero de pais que um né
pode ter na rede bayesiana, definido como 2. Para o algoritmo genético, o tamanho da populagao foi
definido igual ao do BOA. Foi utilizado o operador de recombinagao de um ponto com taxa de 90%. A
taxa de mutacao foi definida como 1%. Ambos os algoritmos utilizaram selegdo por truncamento com
50%, ou seja, metade da populacao era selecionada. Estes parametros foram definidos empiricamente.

Os resultados médios em 30 execucoes podem ser vistos na Tabela 11.1. Todos os algoritmos
encontraram o 6timo global em todos os casos. Entretanto, BOA precisou de um nimero menor de
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(a) (b) (©)
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Figura 11.4: Modelos gréficos que consideram multiplas dependéncias entre as varidveis: (a) ECGA,
(b) FDA, (c) BOA e EBNA e (d) MN-EDA.

avaliagoes de fungao que o AG. Isto porque os operadores de mutagao e recombinacao do AG rompiam
os blocos construtivos.

Tabela 11.1: Média dos resultados comparativos entre BOA e AG para o problema Trap-5, em termos
de avaliagoes de fitness

n BOA AG
20 | 8100 14300
30 | 9200 22400
50 | 40000 | 70600
80 | 65400 | 114800

4. Limitacoes dos AEDs

Embora os algoritmos de estimagao de distribuigdo (AEDs) possuam diversas caracteristicas vanta-
josas e os experimentos nas mais diversas areas comprovem isto, eles apresentam algumas limitacoes.
A primeira esta relacionada ao custo computacional para implementd-los. Ja que a cada iteracdo
é necessario construir o modelo probabilistico, os algoritmos nao sao indicados para problemas de
otimizagdo muito simples, pois existem técnicas mais eficientes para resolvé-los.

Outra limitagao estd relacionada com a perda de diversidade na populagdao. Dado que tais algorit-
mos geram novas solu¢ées com base na distribuigao de probabilidade das melhores solugoes selecionadas
previamente, eles tendem a explorar o espago de busca de uma forma polarizada. O algoritmo tende
a visitar uma regiao do espago de busca ja visitada anteriormente, levando-o a minimos locais facil-
mente. Dessa forma, qualquer algoritmo de estimagdo de distribuicao béasico apresenta desempenho
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aquém do desejado quando é aplicado junto a problemas de otimizagdo multimodal.

Por fim, a qualidade do modelo probabilistico influencia diretamente no comportamento do algo-
ritmo. A construcao de redes bayesianas ou redes gaussianas torna-se uma tarefa mais dificil frente a
problemas de dimensao elevada, com muitas varidveis. Qutro fator que pode comprometer a qualidade
do modelo é a quantidade de dados disponiveis para construi-lo. Por essa razao, sugere-se que os AEDs
trabalhem com populagdes contendo muitos individuos.

Na Secao 7 sao apresentadas algumas possiveis abordagens para amenizar estas limitagoes.

5. Modelos Graficos Probabilisticos

Esta secao fornece uma defini¢ao formal dos dois modelos graficos probabilisticos mais utilizados
em Algoritmos de Estimagdo de Distribuigdo: a rede bayesiana, utilizada quando o problema é de
otimizagdo com varidveis discretas, e a rede gaussiana, no caso das varidveis serem continuas. Serd
descrita também uma possivel abordagem para construir os modelos graficos probabilisticos a partir
de um conjunto de dados e, em seguida, utiliza-los para amostrar novos dados. Repare que estas duas
tarefas sdo fundamentais para um Algoritmo de Estimagao de Distribuicdo. A etapa de aprendizado
do modelo corresponde a estimacao da probabilidade conjunta das melhores solucoes encontradas,
enquanto a amostragem de novos dados a partir do modelo obtido corresponde a geracao de novas
solugdes candidatas.

Formalmente, um modelo grafico probabilistico para um conjunto X={X, Xs, ..., X, } de varidveis
aleatdrias é uma fatoracdo grafica da distribuicdo de probabilidade conjunta de X. Se as varidveis
forem discretas, os modelos recebem o nome de rede bayesiana. Se as variaveis forem continuas, o
modelo é chamado de rede gaussiana. O modelo consiste de uma estrutura em grafo que representa as
dependéncias condicionais das varidveis em X e de um conjunto de probabilidades para cada variavel
(Cowell et al., 1999; Jensen, 1996, 2001; Pearl, 1988).

Tanto as redes bayesianas quanto as redes gaussianas s@o modelos graficos probabilisticos cuja
estrutura é um grafo aciclico direcionado, no qual:

e cada no corresponde a uma variavel aleatéria;

e os arcos ligando os nés indicam as relagoes de dependéncia entre as varidveis. Um arco saindo
de uma varidvel X; e chegando numa varidvel X; significa que “X; é pai de X;” e que “X; é
filho de X;”;

e cada variavel possui uma distribuicao de probabilidade.

Na Figura 11.5, é apresentado um exemplo de modelo grafico probabilistico que ilustra os concei-
tos definidos previamente. O conjunto de varidveis X={X1, X9, X3, X4, X5} retrata as varidveis do
modelo, que sao representadas pelos nés do grafo.

Além da dependéncia condicional explicita entre as varidveis, os modelos gréficos probabilisticos
representam implicitamente as independéncias condicionais entre elas. Uma varidvel é dita ser condi-
cionalmente independente de outras que nao sao suas filhas, dados os seus pais. Na rede da Figura
11.5, a varidvel X5 é condicionalmente independente de X7, X5 e Xy, dado seu pai Xj.

Portanto, no caso em que o modelo grafico probabilistico da Figura 11.5 é uma rede bayesiana, a
distribuicao conjunta das varidveis pode ser expressa por:

p(x1r2x3r425) = p(r1)p(22|r1)p(Xs|T1)p(@s|2223)P(T5|23), (11.3)

em que p(.) representa a fungio massa de probabilidade.
De uma forma mais geral, a distribuicao conjunta de X é dada por:
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Figura 11.5: Exemplo de rede bayesiana.

5
p(zixoxsrszs) = Hp(xﬂpa,-). (11.4)
i=1

em que x; é um possivel valor da varidvel aleatéria X e pa; é o conjunto de pais da varidavel Xj.
Por exemplo, na Figura 11.5, pag={Xs, X3}. O termo p(z;|pa;) é a probabilidade condicional de x;,
dados os valores das varidveis contidas no conjunto pa;.

Por outro lado, se for uma rede gaussiana, a distribuicao conjunta é representada por uma distri-
buigao gaussiana com vetor de médias p e matriz de covariancia 3, da forma:

f@zssrazs) = N(u, B) = (2m) /2 S| 22 B mm), (11.5)

em que |Y| denota o determinante da matriz de covaridncia e £ =1 é a inversa da matriz de covariancia,
também chamada de matriz de precisao e algumas vezes denotada por W.

A decomposigao em produtos da distribuigao de probabilidade conjunta para X adquire a seguinte
forma, quando o modelo utilizado é uma rede gaussiana:

5
ferzozszans) = | | f(@ilpas), (11.6)
i1
em que
f@ilpas) = N(ui+ > brilex — ), 07), (11.7)
zpEPa;

sendo que p; denota a média de Xj, Uf é a variancia de X;, condicionada aos pais de X; e bg; é o
coeficiente de regressao linear refletindo o relacionamento entre as variaveis Xy e X;. Se by; = 0, entao
nao existe relacionamento entre as varidveis X e X;.

Para tornar evidente a relacdo entre redes gaussianas e distribuigbes gaussianas multivariadas,
Shachter e Kenley (1989) mostraram a transformacao de by; e J% da rede gaussiana em matriz de
precisao W da distribuicao gaussiana equivalente. A transformacao é realizada por meio da seguinte
férmula recursiva:

W (i) + biﬂzbfﬂ —bit1

W(i+1)= , T i (11.8)
7bz+1 1
Tit1 01?4-17
em que W(i) denota a submatriz do canto superior esquerdo, W(1) = ﬁ, b; é o vetor coluna

(b1iy --r, b(i,l)i)t e bt é o seu vetor transposto.
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E a independéncia condicional que permite graficamente decompor a distribuicao de probabili-
dade conjunta de X em produtos, levando a uma reducao no nimero de parametros necessarios para
especificar o modelo.

Aprendizado de modelos graficos probabilisticos

O aprendizado de modelos gréficos probabilisticos a partir de um conjunto de dados (no caso, as
melhores solugoes selecionadas) pode ser dividido em duas etapas. A primeira é a defini¢ao das relagoes
de interdependéncia entre as varidveis, ou seja, a estrutura em grafo. Uma vez que a estrutura foi
definida, entra em cena a segunda etapa, que é o cdlculo das distribui¢des de probabilidade para as
variaveis. Esta segunda tarefa é mais simples que a primeira. Basta maximizar a verossimilhanca do
modelo, considerando os dados.

Ja o aprendizado da estrutura da rede é mais complexo e consiste em determinar relagoes entre as
variaveis, adicionar ou excluir arcos, estabelecer diregoes, enfim definir um grafo aciclico direcionado
para o qual serao calculadas distribui¢des de probabilidade. Geralmente, o aprendizado da estrutura
pode ser considerado como um problema de otimizacao, em que um mecanismo de busca explora o
espaco de busca contendo todos os possiveis grafos aciclicos (todas as possiveis topologias de redes),
enquanto uma métrica de qualidade avalia cada soluc¢ao candidata.

Com relagdo ao mecanismo de busca, geralmente é utilizado um algoritmo guloso nao-populacional,
como o de subida da encosta (do inglés hill climbing). Embora simples, ele tem sido aplicado com
sucesso e apresentado bons resultados, tanto para redes bayesianas quanto para redes gaussianas. A
busca pela melhor estrutura da rede bayesiana se inicia considerando uma estrutura de grafo bésica
(geralmente um grafo sem arcos ou completamente conectado). Em seguida, sdo realizadas algumas
perturbacoes na estrutura corrente do grafo até que nao seja mais possivel obter melhoras na qualidade
da rede, de acordo com a métrica escolhida. PerturbacGes tipicas sdo adi¢do, remocéao e inversao de
arcos. E necessario garantir que, apos cada alteragdo da estrutura, ela ainda seja um grafo aciclico.

Na Figura 11.6, estd ilustrado o esquema desta busca para um problema com 4 variaveis. O
algoritmo comega sem ligagdo entre os nés (a) e uma avaliagdo desta rede nao conectada é feita. Em
seguida, adiciona-se um arco e a rede resultante é avaliada novamente (b). Se a nova estrutura for
melhor, mantém-se o arco. Caso contrario, ele é retirado. Este processo continua até que nenhuma
estrutura seja melhor que a anterior. No exemplo, a rede (e) é retornada como solugao.

500 G-
® OO O @

Oy O MO
@' @'@

(d) (e)

Figura 11.6: Processo iterativo para construc¢ao do modelo grafico probabilistico.

Alguns trabalhos, no intuito de reduzir o espago de busca, ordenam as varidveis numa lista de



. CAPITULO 11
ALGORITMOS DE ESTIMAGCAO DE DISTRIBUICAO

modo que os possiveis pais de uma determinada varidvel s6 podem ser aqueles que aparecem antes
dele na lista. Outra forma de reduzir a complexidade da busca é limitar a quantidade de pais que uma
varidvel pode ter.

Um ponto que merece destaque é o fato de um AED ser um algoritmo de busca que utiliza
outro algoritmo de busca mais simples para obter o modelo grafico probabilistico. O leitor deve
estar se perguntando por que nao utilizar uma meta-heuristica baseada em populagdao para realizar
esta tarefa. A raz@o para isso (utilizar algoritmo simples de busca local) é que o aprendizado do
modelo probabilistico ndo visa resolver o problema de otimizacdo que o AED estd tentando resolver.
Os AEDs nao precisam da melhor rede bayesiana ou rede gaussiana, somente necessitam que estes
modelos expressem algumas relagoes importantes entre as varidveis. Conforme exposto anteriormente,
algoritmos como o de subida da encosta apresentam bons resultados e trocé-lo por um algoritmo
baseado em populagdo pode implicar em um aumento de custo computacional ndo condizente com o
possivel ganho de desempenho.

Com relagao as métricas de avaliacao da qualidade da rede bayesiana, as mais utilizadas s@o as
métricas bayesianas. Estas métricas medem a qualidade da rede computando a sua verossimilhanca
com respeito aos dados, permitindo incluir conhecimento a priori sobre a estrutura e os parametros
numéricos. Sua forma geral é:

P(D|B)P(B)
PD) 7

em que B é a rede bayesiana sendo avaliada e D é o conjunto de dados disponivel. Como P(D) é
constante para todas as redes, pode ser omitido. Portanto, as métricas maximizam P(D|B)P(B).

P(B|D) = (11.9)

Métrica para avaliar redes bayesianas

Heckerman et al. (1995) propuseram uma métrica que calcula a verossimilhanca marginal e usa co-
nhecimento a priori que segue uma distribuicdo de Dirichlet. A essa métrica, eles deram o nome de
Bayesian Dirichlet (BD):

N;)! (Nijk + Nijr)!
P(D|B) , , 11.10
1) HUHl T H (N (11:10)

em que D representa o conjunto de dados, B é a rede bayesiana sendo avaliada, n é o nimero de
variaveis, ¢; denota o nimero de possiveis valores que os pais de X; podem assumir, r; é o numero de
possiveis valores de X;, N;j; é o nimero de casos em que X; assume o k-ésimo valor com seus pais
assumindo o j-ésimo valor, e Nj; = > 71 | Nijp. Os termos NZ-' e N]k representam conhecimento a
priori sobre as estatisticas N;; e Njjp.

Outras métricas utilizadas sdo a métrica baseada na entropia (Acid e Campos, 1996), a métrica do
Comprimento Minimo de Descri¢do (MDL, do inglés Minimum Description Length) (Griitnwald, 2000;
Lam e Bacchus, 1994; Suzuki, 1996) e outros critérios cldssicos para selegdo de modelos, como BIC
(do inglés Bayesian Information Criterion) (Schwarz, 1978) e AIC (do inglés Akaike’s Information
Criterion) (Akaike, 1974).

Meétrica para avaliar redes gaussianas
A métrica mais utilizada para medir a qualidade de redes gaussianas foi derivada da métrica BIC, a qual

utiliza o logaritmo da verossimilhanga junto com uma funcao para penalizar redes muito complexas:

N n

L —1/2ui—pi-% bii (i —p11,))2 ,
P(D|G) = |[[ [ e /2" 2mncpes Wlonm b7 f(N) 5 dim(G), (11.11)
=i V2T
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em que D representa o conjunto de dados, G é a rede gaussiana sendo avaliada, N denota a quan-
tidade de instancias, n é o nimero de varidveis, by; é o coeficiente de regressao linear refletindo o
relacionamento entre X e X;, pa; é o conjunto de pais da varidvel X; e v; é a variancia condicional de
X, dados X1, ..., X;_1 Vi, k. A fungdo f(N) = % In N é responsavel por penalizar modelos complexos
e dim(G) = 2n+ > | pa;, que representa a quantidade de pardmetros a serem estimados.

Amostrando novas solucgoes

Uma vez que o modelo probabilistico foi gerado, novas solugoes candidatas podem ser amostradas de
acordo com a distribuigdo de probabilidade expressa pelo modelo. Para amostrar novas solugoes, é
utilizado o método da Amostragem Probabilistica Légica (PLS, do inglés Probabilistic Logic Sampling)
(Henrion, 1986). Esse método amostra primeiramente todas as varidveis que nao sao dependentes de
nenhuma outra. Em seguida, amostram-se as varidveis-pais para depois amostrar as variaveis-filhas.

6. Aplicacoes de AEDs

Por muito tempo, os AEDs permaneceram restritos a problemas de otimiza¢ao mono-objetivo com
varidveis discretas. Nesta secao, sao apresentados os principais trabalhos reportados na literatura para
outros tipos de problemas, como otimizacdo com varidveis continuas, otimizacao multiobjetivo e oti-
mizagao dinamica. Sao apresentadas também propostas em duas dreas de aplicagoes: bioinformética
e aprendizado de maquina. O propdsito desta secdo é mostrar que os AEDs representam uma alter-
nativa interessante em relagdo a outros algoritmos evolutivos e estdo recebendo étima aceitacao da
comunidade cientifica. Mais detalhes destas e outras aplicagdes podem ser encontradas em (Larranaga
e Lozano, 2002), (Pelikan, 2005a) e (Pelikan, 2005b).

Otimizagao com variaveis continuas

Em se tratando de problemas de otimizagao com varidveis continuas, existem os AEDs que utilizam
uma funcao densidade de probabilidade gaussiana para modelar cada varidvel do problema, como no
caso do RECEDA (Paul e Iba, 2003) e do PBIL. (Sebag ¢ Ducoulombier, 1998). A cada iteragdo, a
média e a variancia de cada varidvel sdo atualizadas. Repare, portanto, que estes algoritmos nao sao
capazes de capturar o relacionamento entre as variaveis.

Outras abordagens, como o EGNA (Larranaga et al., 2000b) e IDEA (Bosman e Thierens, 2000),
utilizam redes gaussianas para tentar capturar relacionamento entre multiplas varidveis. A cada
iteragao, uma rede gaussiana é construida utilizando algum algoritmo de busca junto com uma métrica
de avaliagdo das redes candidatas. Assim como nas versoes discretas, novas solugoes sao amostradas a
partir do modelo obtido. Estes algoritmos consideram que os dados disponiveis para construir o modelo
probabilistico foram gerados por uma tnica distribui¢do gaussiana multivariada. Para problemas com
funcoes unimodais, o algoritmo consegue estimar corretamente a distribuicao de probabilidade para
os dados. Entretanto, para fungdes multimodais, em que os 6timos locais nao estdao concentrados em
uma Unica regiao, mas sim espalhados, uma tnica distribuicao gaussiana multivariada nao é capaz de
modelar os dados de forma satisfatodria.

Para sanar esta deficiéncia, alguns algoritmos passaram a trabalhar com modelo de mistura usando
fungoes densidade de probabilidade gaussiana , como o real-coded Bayesian Optimization Algorithm
(rBOA) (Ahn et al., 2006, 2004). Com esta modificagdo, a fun¢do densidade de probabilidade conjunta
das melhores solugoes é expressa por:

k
f@)=> aifix), Y =1 a; >0, (11.12)
=1
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em que f;(x) é uma tunica funcao densidade de probabilidade gaussiana multivariada, k é a quantidade
de clusters e, consequentemente, a quantidade de componentes do modelo de mistura, e «; é o coefici-
ente do i-ésimo componente da mistura. Os parametros da mistura podem ser obtidos via algoritmo
EM (Ezpectation Mazimization) ou por meio de algoritmos de agrupamento.

Os AEDs estao sendo aplicados com sucesso a vérias fungoes comumente utilizadas na literatura,
como a Griewank, Rosembrock, Rastrigin, Schwefel, Michalewicz e Ackley, superando outros algo-
ritmos de otimizagdo. Apenas para fornecer uma impressao da complexidade destes problemas, sao
apresentadas as defini¢oes e os gréficos de cada uma destas fungdes para duas dimensoes. O emprego
de duas dimensdes aqui é para efeito de visualizagao grafica, pois sdo consideradas na pratica dezenas
e até centenas de dimensoes junto a essas fungoes de teste.

e Griewank: é uma funcdo que possui muitos 6timos locais. Ela é definida como:

2
4

d d 4
Flz)=1+ ; 1000 il;[lcos(ﬁ). (11.13)

O valor do minimo global desta fungio, para qualquer nimero de dimensoes (d), é zero, o qual é
obtido quando todas as varidveis assumem valor zero. Na Figura 11.7, é ilustrado o grafico da fungao
Griewank para duas dimensoes.

Figura 11.7: Gréafico da funcao Griewank para duas dimensoes.

e Rosenbrock: é uma fungao bastante desafiadora para muitos algoritmos de otimizacao. Ela
possui um vale longo, estreito e curvo, no qual estd o 6timo global. A fungao é definida como:

d—1
Fz) =Y 100(x;1 — 27)* + (z; — 1) (11.14)
=1

O valor do 6timo global, para qualquer nimero de dimensoes (d), é zero, o qual é obtido quando
todas as varidveis assumem o valor um. O gréafico desta fungao, para duas dimensoes, é apresentado
na Figura 11.8.

e Rastrigin: esta fungao é baseada na fungao esfera, a qual recebeu um termo modulador para
permitir a existéncia de muitos 6timos locais. A fungao Rastrigin é definida por:

d—1
F(z) =10d Y (z7 — 10 cos(2m;)). (11.15)

=1
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x1

Figura 11.8: Gréfico da funcao Rosenbrock para duas dimensoes.

O valor do 6timo global, para qualquer nimero de dimensoes (d), é zero, o qual é obtido quando
todas as varidveis assumem o valor zero. Na Figura 11.9, é ilustrado o gréfico da fungao Rastrigin,
para duas dimensoes.

x2 -5 5

Figura 11.9: Gréfico da funcao Rastrigin para duas dimensoes.

e Schwefel: é uma fungdo composta por um grande nimero de picos e vales. O minimo global
se encontra distante dos minimos locais, fazendo com que os algoritmos tendam a ficar presos
nesses minimos. Esta funcao é definida como:

Z —x; sen(y/]ai]). (11.16)

O valor do étimo global é -418,9829d, o qual é obtido quando todas as varidveis assumem o valor
420,9687. O gréafico desta fungao, para duas dimensoes, é apresentado na Figura 11.10.

e Michalewicz: esta funcio possui muitos étimos locais e é definida por:

Zsen (z;)sen? <(Z+7T1) > (11.17)

O 6timo global depende do ntimero de dimensodes (d). Na Figura 11.11, é ilustrado o grafico da
fungdo Michalewicz para duas dimensdes.

e Ackley: é uma funcdo considerada de dificuldade moderada, a qual é definida por:
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e
Q -100 100

Figura 11.11: Gréfico da funcao Michalewicz para duas dimensoes.

F(z) = —ae "V aXiiam i iz cos(en) 4 g 4 el (11.18)
O criador da fungao sugere utilizar os seguintes valores para os parametros: a = 20, b =02 e ¢ =
2. O valor do 6timo global, para qualquer nimero de dimensdes (d), é zero, o qual é obtido quando

todas as varidveis assumem o valor zero. Na Figura 11.12, é ilustrado o gréafico da fungao Ackley para
duas dimensoes.

— o 0
~—
-50 50

x1

Figura 11.12: Gréfico da fungao Ackley para duas dimensoes.

Maiores detalhes sobre AEDs para problemas com varidveis continuas podem ser encontrados em
(Ahn et al., 2006).
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Otimizagao multiobjetivo

Um problema de otimizagao multiobjetivo consiste em otimizar simultaneamente duas ou mais fungoes-
objetivo, possivelmente conflitantes, no sentido de que a melhora no valor de um dos objetivos pode
degradar o valor dos outros (Deb, 2001; Zitzler et al., 2000). Nesse caso, a no¢ao de otimalidade
comumente adotada na literatura é aquela associada com a otimalidade de Pareto, a qual pode ser
expressa usando o conceito de dominancia. Uma solugao domina outra se nao é pior que a outra em
nenhum objetivo e é estritamente melhor em pelo menos um objetivo. Uma solucdo é nao-dominada
se nao existem solugoes factiveis que a dominem, no sentido de que a melhora em algum objetivo vai
implicar a piora em algum outro objetivo. Maiores detalhes podem ser encontrados no capitulo 17
deste livro.

A fronteira de Pareto é formada pelos valores das fungdes-objetivo correspondentes a cada solugao
que compoe o conjunto de solugdes nao-dominadas. Na auséncia de informagoes adicionais sobre a
relevancia dos objetivos, todas essas solugoes sao igualmente importantes. Nesse sentido, duas metas
praticas devem ser alcangadas por um algoritmo de otimizagao multiobjetivo:

1. Encontrar um conjunto de solucoes que pertenga ou que pelo menos esteja o mais proximo
possivel da fronteira de Pareto;

2. Encontrar um conjunto de solugoes com a maior diversidade possivel, de preferéncia unifor-
memente distribuidas ao longo da fronteira de Pareto, como no exemplo ilustrado na Figura
11.13(a). J4& na Figura 11.13(b), é apresentado um exemplo de distribui¢do nio desejavel ao
longo da fronteira de Pareto, pois embora possua a mesma quantidade de solugoes que a pro-
posta mostrada na Figura 11.13(a), as solugbes possuem pouca diversidade entre si, ficando
concentradas em algumas regioes da fronteira.

A primeira meta é bastante Obvia, jd que a fronteira de Pareto satisfaz as condigoes de nao-
dominancia ou otimalidade de Pareto. Ja a segunda meta é necessaria para evitar qualquer polarizagao
em favor de uma funcao-objetivo especifica. Somente com um conjunto diverso de solugdes cuja
distribuigao se aproxima de uma distribuicao uniforme pela fronteira de Pareto é que se pode promover
um “equilibrio” no que diz respeito a satisfazer os objetivos. A diversidade pode ser promovida nos
espagos de decisao e de objetivos, uma vez que a proximidade de duas solugoes no espago de decisao
nao implica proximidade no espago de objetivos, e vice-versa.
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Figura 11.13: Exemplos de resultados em otimizagdo multiobjetivo (no espago dos objetivos): (a)
vérias solugoes distribuidas uniformemente e (b) solugoes concentradas em algumas regides.

A maioria dos AEDs capazes de tratar problemas de otimiza¢ao multiobjetivo foi concebida tendo
como inspiragéo os algoritmos NSGA-II (Deb et al., 2002) e SPEA2 (Zitzler et al., 2001).
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Thierens e Bosman (2001) propuseram o multiobjective mizture-based iterated density estimation
algorithm (mMIDEA), que utiliza selecao baseada no conceito de dominancia. O algoritmo foi aplicado
ao problema da mochila (Zitzler e Thiele, 1999) e vérios outros com varigveis continuas, obtendo bons
resultados em todos os casos.

Laumanns e Ocenasek (2002) deram origem ao multiobjective mized BOA (mmBOA) incorporando
ao algoritmo BOA os operadores do SPEA2 e o conceito de uma segunda populagao. Quando aplicado
ao problema da mochila, mmBOA produziu resultados que dominavam os resultados gerados pelo
NSGA-IT e SPEA2. Outra extensdo do BOA foi proposta por Khan et al. (2002), s6 que desta vez
utilizando o operador de sele¢ao do NSGA-II.

Li e Zhang (2008) apresentaram um AED baseado em decomposigao. Simultaneamente, o algoritmo
resolve problemas mono-objetivos e depois agrega as solugdes. Experimentos em problemas complexos
mostraram que o algoritmo supera o NSGA-II significativamente.

Algoritmos capazes de se beneficiar das regularidades contidas na fronteira de Pareto para alguns
tipos de problemas foram desenvolvidos por Zhang et al. (2008) e Zhou et al. (2008). Os algoritmos
foram aplicados a varios tipos de problemas e comparados com outras propostas encontradas na lite-
ratura. Os resultados indicaram que os algoritmos capazes de identificar as regularidades do problema
apresentam melhor desempenho.

Marti et al. (2008) e Sastry et al. (2005) apresentam as limitagoes dos AEDs quando aplicados a
problemas de otimizagao multiobjetivos e apontam novas direcoes para a pesquisa nesta area.

Otimizagao em ambientes dinamicos

No mundo real, muitos problemas sao dinamicos e requerem algoritmos capazes de se adaptarem
as mudangas do 6timo global ao longo do tempo. Formalmente, a fungdo objetivo para este tipo
de problema é representada como F(z,t), expressando a sua dependéncia ndo somente do vetor de
variaveis x, mas também do tempo ¢.

Muitos trabalhos surgiram investigando a eficdcia de AEDs junto a esta classe de problemas.
Yang e Yao (2005) realizaram uma modificagio no algoritmo PBIL, incorporando um mecanismo para
manuten¢ao de diversidade. Por meio de varios problemas, eles comparam PBIL com um algoritmo
genético e levantaram os pontos positivos e negativos desse algoritmo quando aplicado a problemas
de otimizacao dinamica.

Liu et al. (2008) apresentaram uma versao do algoritmo UMDA que contém um mecanismo de
manutencao de diversidade na populagao. O algoritmo proposto foi testado em vérios benchmarks e
os resultados mostraram que ele foi capaz de se adaptar as mudangas do ambiente rapidamente.

Fernandes et al. (2008) também adaptaram o UMDA adicionando um mecanismo de memdria de
solugoes, a fim de manter diversidade e mesmo reinicializar o vetor de probabilidade quando ocorre
mudanga no ambiente. Resultados obtidos nos experimentos mostraram que o algoritmo é eficaz na
resolucao de problemas de otimizacao dinamica, superando outros algoritmos evolutivos.

J4 Yuan et al. (2008) propuseram um AED para problemas com varidveis continuas. Eles estu-
daram um modelo gaussiano com matriz de covaridncia diagonal e, portanto, nao expressam rela-
cionamentos entre as varidveis. Os autores utilizam a estratégia de manutencao de diversidade na
populacao, amostrando novas solugoes aleatoriamente a cada n iteragoes.

Problemas de bioinformatica

Algoritmos de Estimagao de Distribuigao tém se mostrado eficazes na resolugdo de uma variedade de
problemas de bioinforméatica. Os pesquisadores nesta drea alegam que o uso desta classe de algoritmos
oferece vantagens sobre algoritmo evolutivos mais simples, como por exemplo, a possibilidade de
estudar os modelos probabilisticos obtidos ao longo do processo de busca a fim de encontrar informagoes
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adicionais. Devido & elevada dimensao do espaco de busca nesses tipos de problemas, a maioria dos
trabalhos utiliza algoritmos mais simples, os quais consideram que as variaveis sao independentes.

Pefia, Lozano e Larranaga (2004) apresentam a aplicagdo do UMDA para agrupar dados de ex-
pressao génica. O algoritmo foi avaliado em conjuntos de dados artificiais e reais. Em ambos os casos,
grupos de genes relevantes foram obtidos. Outra proposta de agrupamento utilizando o UMDA pode
ser encontrada em (Cano et al., 2006).

Posteriormente, Palacios et al. (2006) aprimoraram o UMDA para trabalhar com biclusterizagao
de dados de expressao génica. Quando comparado com algoritmos genéticos, o algoritmo proposto
apresentou melhores resultados.

Aplicagoes junto a predicao de estrutura de proteinas usando modelos probabilisticos markovianos
podem ser encontradas em (Santana et al., 2004) e (Santana et al., 2008b). Posteriormente, Santana
et al. (2008a) combinaram um Algoritmo de Estimacao de Distribuicdo com um processo de busca
local para a mesma, tarefa.

Para uma extensa lista de aplicagbes em bioinformética, consulte (Armananzas et al., 2008).

Aprendizado de maquina

Os Algoritmos de Estimacao de Distribuicao estao sendo aplicados com sucesso também a problemas
de aprendizado de méquina, especialmente em selegdo de atributos, aprendizado de redes neurais
artificiais e de sistemas nebulosos.

A selecao de atributos é um problema de busca e otimizacdo multimodal em que os atributos
possuem relacionamento. Por exemplo, considere um conjunto de dados com 10 atributos. Suponha
também que foi verificado que qualquer subconjunto que possuir os atributos 3, 4 e 7, dentre outros, é
tido como boa solucao. Neste caso, a presenca dos atributos 3, 4 e 7 no subconjunto forma um bloco
construtivo (solugao parcial). Inza et al. (2000) e Canti-Paz (2002) trataram desse tipo de problema
usando a abordagem wrapper (Kohavi e John, 1997). Os autores utilizaram AEDs para explorar o
espaco de busca e o classificador naive Bayes (Theodoridis e Koutroumbas, 2006) para avaliar cada
solucao candidata. Em seus algoritmos, o modelo probabilistico empregado foi a rede bayesiana.

Cotta et al. (2001) avaliaram as versdes dos algoritmos UMDA e MIMIC para problemas com
variaveis continuas na tarefa de evoluir pesos de redes neurais artificiais MLP. Durante os experimen-
tos, os autores compararam os algoritmos de estimacao de distribuicao com algoritmos genéticos e
estratégias evolutivas. Ja Galic e Hohfeld (1996) utilizaram o algoritmo PBIL para evoluir a arquite-
tura e os pesos de redes neurais.

O uso do UMDA e do MIMIC para a geragao de regras SE-ENTAO de sistemas nebulosos foi
investigado por delaOssa et al. (2009). Os termos linguisticos para cada varidvel foram definidos
previamente por meio de fungdes de pertinéncia triangulares distribuidas uniformemente ao longo do
universo de discurso.

7. Novas Perspectivas em AEDs

Nesta secao, sdo apresentados alguns tépicos relevantes relacionados ao desenvolvimento de AEDs
capazes de resolver problemas mais complexos, de explorar o espaco de busca da melhor forma e com
um custo computacional associado reduzido. Os trabalhos citados a seguir representam as primeiras
tentativas de se obter AEDs com estas caracteristicas e, evidentemente, investigagoes futuras devem
ser realizadas.

Informagoes adicionais sobre diregoes a serem estudadas no desenvolvimento de AEDs podem ser
encontradas em (Santana et al., 2009) e (Sastry et al., 2006).
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Algoritmos hibridos

No intuito de melhorar a capacidade de exploraciao do espago de busca dos AEDs, surgiram algumas
propostas combinando esta classe de algoritmos com técnicas simples de busca local (Li, Zhang, Tsang
e Ford, 2004; Tang e Lau, 2005; Zhang et al., 2007, 2003). Mais recentemente, os AEDs estdo sendo
combinados com algoritmos que apresentam propriedades complementares, como evolucao diferencial
(Chen et al., 2008; Sun et al., 2005), sistemas imunoldgicos artificiais (Castro e Von Zuben, 2009a,b,
2008; Chang et al., 2009), enxame de particulas (Wang et al., 2009; Wang, 2007; Zhou et al., 2007)
e algoritmos genéticos (Pena, Robles, Larranaga, Herves, Rosales e Pérez, 2004; Robles et al., 2006,
2005).

Algoritmos paralelos

Visando distribuir o custo computacional entre varios processadores e, consequentemente, acelerar o
tempo de execugdo do algoritmo, alguns trabalhos desenvolveram AEDs paralelos (Jaros e Schwarz,
2007; Ocenasek et al., 2006; Schwarz e Jaros, 2008). Geralmente, a arquitetura adotada é a mestre-
escravo (do inglés master-slave), na qual existe um processador central incumbido de coordenar a
divisao de tarefa entre os processadores escravos. Se o gargalo do algoritmo estd na etapa de avaliagao
das solugoes candidatas, esta tarefa é dividida entre p processadores escravos, enquanto o restante
do algoritmo é executado no processador mestre. Por outro lado, se o gargalo esta na construcao do
modelo probabilistico, o processador mestre realiza todas as outras etapas, deixando a construcao do
modelo sob responsabilidade dos processadores escravos.

Aprendizado incremental e esporadico do modelo probabilistico

Nos AEDs, a tarefa de construcdo do modelo probabilistico a cada iteragdo é, geralmente, a que
consome mais tempo. Visando aliviar este custo computacional, alguns trabalhos tém se dedicado a
projetar algoritmos em que o modelo probabilistico é construido esporadicamente, e ndo em todas as
iteragoes (Pelikan et al., 2008b). O que permanece em todas as iteracoes é a atualizagdo dos parametros
numéricos do modelo probabilistico. Pelikan et al. (2008a) investigaram o aprendizado incremental do
modelo probabilistico. A cada iteracao, o modelo probabilistico obtido na iteragdo anterior é utilizado
como ponto de partida.

8. Material Adicional

Em nenhum dos itens desta secdo é apresentada uma lista exaustiva, sendo que podem existir
outros bons softwares, congressos e peridédicos que tratam de AEDs, além daqueles mencionados na
sequéncia.

Softwares
e Bayesian Optimization Algorithm (BOA): http://medal-lab.org/.
e Hierarchical Bayesian Optimization Algorithm (hBOA): http://medal-lab.org/.
o Mized Bayesian Optimization Algorithm (mBOA): http://jiri.ocenasek.com/.

e Real-coded Bayesian Optimization Algorithm (rBOA): http://www.evolution.re.kr/.

Multiobjective Real-coded Bayesian Optimization Algorithm (mrBOA): http://www.evolution.
re.kr/.
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e Regularity Model Based Multiobjective Estimation of Distribution Algorithm (RM-MEDA): http:
//dces.essex.ac.uk/staff/zhang/.

Congressos

Existem duas principais conferéncias em que os pesquisadores na drea de AEDs apresentam seus
trabalhos:

e [EEE Congress on Evolutionary Computation (CEC).
e Genetic and Evolutionary Computation Conference (GECCO).
Periédicos
Os seguintes periédicos publicam com frequéncia trabalhos sobre AEDs:
e FEwolutionary Computation. MIT Press.
e [EEFE Transactions on Evolutionary Computation. IEEE Press.
e Informations Sciences. FElsevier.

o International Journal of Approzimate Reasoning. Elsevier.

9. Conclusoes

Neste capitulo, foram abordados os conceitos basicos de uma nova classe de algoritmos evolutivos,
denominada Algoritmos de Estimagdo de Distribuigdo (AEDs). Em vez de explorar o espago de
busca evoluindo a populagao de solugoes por meio de operadores de cruzamento e mutacao, os AEDs
utilizam um modelo grafico probabilistico que representa a distribui¢ao de probabilidade conjunta para
as melhores solugdes encontradas até entdo. A cada iteracao, este modelo probabilistico é construido e,
posteriormente, utilizado para amostrar novas solugoes. Operando desta maneira, estes algoritmos sao
capazes de identificar as regularidades do problema e utilizar este conhecimento ao longo do processo
de busca. Consequentemente, os AEDs podem manipular blocos construtivos (solugdes parciais para
o problema) de forma eficiente.

O capitulo apresentou as motivagoes que levaram ao desenvolvimento dos AEDs, seguido de um
pseudocédigo para um AED canénico. Em seguida, foram apresentados os algoritmos mais impor-
tantes, conforme o modelo probabilistico utilizado para expressar o relacionamento entre as variaveis.
Foram elencados os principais trabalhos reportados na literatura para problemas de otimizagdo com
varidveis continuas, otimizacdo multiobjetivo e otimizacdo dinamica. Algumas propostas na drea de
bioinformatica e aprendizado de maquina também foram citadas. O capitulo forneceu também novas
tendéncias para o desenvolvimento de AEDs com melhor capacidade de exploracao do espago de busca
e com reduzido custo computacional. Por fim, fontes para informagoes adicionais foram incluidas, caso
o leitor deseje se aprofundar no assunto.



