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Os capitulos anteriores deste livro trataram de diferentes técnicas para resolver problemas de oti-
mizagao formulados como problemas de escolha dos valores de um conjunto de varidveis de decisao
satisfazendo um conjunto de restrigoes, de forma a minimizar (ou maximizar) uma determinada fungao
(a fungdo-objetivo). Na verdade, grande parte da teoria de otimizagdo, desenvolvida ao longo do século
XX, diz respeito a problemas formulados dessa maneira.

No entanto, muitos dos problemas encontrados no mundo préatico seriam mais adequadamente
formulados em termos de muiltiplos objetivos. Por exemplo, em situacoes de projeto de sistemas de
engenharia, normalmente é importante minimizar o custo de construgao do sistema, ao mesmo tempo
em que também se faz necessario otimizar indices de desempenho diversos. Para o fim de se estabelecer
um exemplo concreto, imagine-se uma situacao de projeto de um motor elétrico. Deseja-se: minimizar
o custo de produgao do motor; minimizar o peso final do motor; maximizar a eficiéncia energética do
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motor; maximizar o conjugado eletromecanico fornecido; minimizar a interferéncia eletromagnética
induzida pelo motor em outros equipamentos; maximizar o valor da sobretensao que o motor serd
capaz de suportar, de curta e de longa duracao; etc. E importante notar que o resultado final do
projeto, que serd o motor efetivamente construido, deverd demonstrar um bom comportamento no
que diz respeito a todos esses objetivos, de forma que o procedimento de projeto nao podera se
resumir a uma otimizacdo considerando um dos objetivos apenas. Além disso, deve-se notar que
em alguma medida, os diferentes objetivos serao tipicamente contraditérios entre si. No exemplo do
motor, pode-se perceber que, dentre as diferentes alternativas de projeto final do motor, existirao
aquelas que terao menor custo de construcao e menor eficiéncia energética, e outras de maior custo
e mais eficientes. Tipicamente, ndo existird um tinico motor que seja o de menor custo construtivo
possivel e simultaneamente também o de maior eficiéncia possivel. Entao, problemas com multiplos
objetivos tipicamente colocardao para o projetista um problema de tomada de decisao que envolve a
andlise das trocas (ou trade-offs) entre objetivos.

O problema de projeto de um motor elétrico, conforme enunciado no paragrafo anterior, se en-
quadra na classe dos chamados problemas de otimiza¢do multiobjetivo. Serd visto em maior detalhe,
nas préximas sec¢oes deste capitulo, que a formulagao de tais problemas geralmente conduz a que todo
um conjunto de solucdes, chamadas solugdes eficientes', que irdo satisfazer & condicdo de otimalidade
estabelecida em termos das vérias fungées-objetivo do problema. De maneira intuitiva, pode-se ima-
ginar que essas seriam aquelas solugoes que atingiram o limite de desempenho imposto pela fisica do
problema, no sentido em que, por exemplo, para baixar o custo de produgao do motor ainda mais, em
relacdo a uma solucdo que ja seja 6tima, seja preciso sacrificar por exemplo um pouco da eficiéncia
energética do motor. Devido a multiplicidade das solugdes de problemas formulados dessa maneira, a
solucdo completa de um problema de projeto (que necessariamente deverd indicar um tnico motor a
ser fabricado, no caso do exemplo em questdo) usualmente ird envolver duas etapas: a etapa de deter-
minacao das solucoes eficientes, e a etapa de tomada de decisao, para selecdo de uma tnica solucao a
ser efetivamente implementada.

Este capitulo ira tratar especificamente da etapa de geracdo das solugoes eficientes. O capitulo
16 ird abordar a questao da tomada de decisao. E importante mencionar, neste ponto, que ha trés
abordagens gerais para a integracao da tomada de decisao em problemas de otimizagao multiobjetivo,
que seriam com a decisao sendo tomada a priori, ou progressivamente, ou ainda a posteriori. Na
primeira, a priori, os critérios a serem utilizados na tomada de decisao seriam explicitados antes
da geracao de qualquer solucgao eficiente. Esses critérios ja poderiam, portanto, ser considerados no
processo de otimizacgao, de forma a conduzir diretamente a uma tnica solugao que, além de ser eficiente,
serd também a preferida. Na segunda, progressiva, um tomador de decisao ird tomar conhecimento
das possibilidades de solucao existentes para o problema & medida em que estas forem sendo geradas,
no decorrer da execucao do algoritmo de otimizacao. Esse tomador de decisao ird entao interagir com
o algoritmo de otimizacao, guiando-o para a determinagao das solugoes eficientes que correspondam a
sua preferéncia, evitando assim a necessidade da geracao de todo o conjunto de solugoes eficientes. Por
fim, a terceira abordagem, a posteriori, ird supor que todo um conjunto de amostras do conjunto de
solugoes eficientes do problema de otimizacdo multiobjetivo devera ser gerado, para ser apresentado a
um tomador de decisdo. Esse tomador de decisao, apds examinar as diferentes solugoes contidas nesse
conjunto, ird formar sua opiniao a respeito de qual solugdo devera ser preferida.

Esta 1ltima situacdo, da tomada de decisdo a posteriori, foi assumida como contexto-padrao pela
grande maioria dos estudos envolvendo a otimizacao multiobjetivo dentro da abordagem da com-
putacdo evolutiva®. Este capitulo ird apresentar, especificamente, a abordagem da computacao evolu-

1 . ~ . P ~ . . ~ s ~ ~
Na literatura sdo encontrados os seguintes sinénimos para solugdes eficientes: solugdes Pareto-6timas, solucoes nao-

dominadas, solugoes ndo-inferiores.
2 Recentemente, tém aparecido algumas excecoes a esse padrdo; ver, por exemplo, as referéncias (Battiti e Passerini,
2010; Deb et al., 2010; Karahan e Koksalan, 2010; Kim et al., 2011).
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tiva para tratar os problemas de otimizacao multiobjetivo, de forma que serd pressuposto aqui que o
mecanismo de otimizagao deva cumprir o papel de gerar uma amostragem representativa do conjunto
de solugoes eficientes, antes de se iniciar qualquer intera¢do com um tomador de decisao.

Deve-se mencionar que, antes do aparecimento da abordagem evolutiva, ja existiam outras abor-
dagens para o problema de otimizacao em contextos envolvendo miiltiplos objetivos. Os métodos
tradicionais de otimizag@o, construidos para a minimizac¢ao de um tnico objetivo, lidam com os pro-
blemas em que existem multiplos objetivos relevantes de duas formas diferentes. Essas formas sao: (i)
constréi-se uma unica fungdo objetivo como uma soma ponderada das diversas fungoes de interesse; ou
(ii) tratam-se todos os objetivos, menos um, como restri¢oes, ficando apenas um objetivo formulado
como funcgao-objetivo a ser minimizada. Dessa forma, é possivel que uma otimizagdo de uma unica
funcao-objetivo conduza a uma solucao que seja adequada no que diz respeito a varios objetivos dife-
rentes. Ha entretanto diversas possiveis objegdes a essas abordagens, relacionadas com dificuldades de
aplicacao pratica e com a perda de solucoes possivelmente interessantes. Mas talvez a objecdo mais
importante a ser feita seja a de que os problemas com muiltiplos objetivos normalmente envolvem esco-
lhas dentre solugoes que representam diferentes compromissos entre os diferentes objetivos. Portanto,
para que a escolha seja feita adequadamente, é importante que o projetista tenha conhecimento das
alternativas disponiveis, de forma a poder comparé-las — o que significa que métodos que fornecam
como saida uma tnica solucao estardao omitindo informagao essencial a respeito do problema.

Devido a tais consideragoes, foi desenvolvida uma teoria para fundamentar a otimizagao multiobje-
tivo, inicialmente no ambito dos métodos deterministicos de otimizacao, que visava construir métodos
capazes de gerar conjuntos de solugdes pertencentes a aquele conjunto de solugoes eficientes. A 1égica
basica desses métodos consistia em reformular o problema de otimiza¢ao multiobjetivo, de forma tal a
gerar um problema de otimizagdo mono-objetivo (chamado problema escalarizado) que gerasse como
solucao um vetor de varidveis de decisdo que garantidamente pertencesse ao conjunto de solucoes efi-
cientes. Esse problema seria parametrizado de tal forma que, variando-se os parametros do problema
escalarizado, seria possivel em principio gerar todas as solugbes pertencentes ao conjunto de solugoes
eficientes. Essa abordagem, por construgao, iria requerer a execugao completa de um algoritmo de
otimizagdo mono-objetivo para gerar cada uma das solugbes pertencentes ao conjunto de solugoes
eficientes do problema multi-objetivo. As referéncias (Chankong e Haimes, 1983) e (Ehrgott, 2000)
descrevem em detalhe essa abordagem.

Com o surgimento dos Algoritmos Evolutivos, capazes de fazer evoluir simultaneamente todo um
conjunto de diferentes tentativas de solugdo — as populagoes — foi possivel elaborar técnicas para a
obtencao, em uma unica execucao do algoritmo, de todo um conjunto de solugdes que representam
diferentes compromissos entre os objetivos do problema. Essas técnicas, denominadas de MOEA,
do inglés Multi-Objective Evolutionary Algorithms, ou de EMO, do inglés Evolutionary Multicriteria
Optimization, vieram a ocupar uma posicao de destaque dentre as metodologias capazes de tratar
problemas de otimizag¢do multiobjetivo, constituindo hoje o elenco de ferramentas mais utilizado em
problemas préticos dessa natureza (Deb, 2001; Coello Coello et al., 2002).

Diversas das razoes que contribuiram para a popularidade dessa abordagem se aplicam tanto ao
caso multiobjetivo quanto ao caso em que hd uma tdnica funcao-objetivo:

1. Diversas técnicas de otimizacao multiobjetivo cldssicas requerem que os problemas sejam en-
quadrados em formulagoes especificas. Esse é o caso, por exemplo, de formulagoes que requerem
fungoes-objetivo e restrigdes lineares com variaveis inteiras, ou fungoes-objetivo e restrigoes con-
vexas, ou ainda fungoes-objetivo convexas com restri¢oes lineares, ou outras. Os MOEA nao
apresentam esse tipo de limitacdo, apresentando grande flexibilidade no que diz respeito a es-
trutura das fungoes-objetivo e restri¢oes do problema.

2. Os AFE’s sdo capazes de tratar problemas que envolvem fungoes multimodais, com multiplas
bacias de atragdo de diferentes minimos locais. A maior parte dos algoritmos de otimizagao
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tradicionais nao contém mecanismos para lidar adequadamente com esse tipo de funcao.

3. Como outras heuristicas, as técnicas de computacao evolutiva admitem que se fixe o tempo de
execugao, de forma a retornar as melhores solugoes encontradas até entdo. Embora nao haja
garantia de otimalidade exata dessas solugoes, isso torna essa classe de métodos aplicdvel em
problemas nos quais ha a limitacao do tempo disponivel para a entrega da solugao — o que
inviabilizaria o uso de diversas técnicas existentes.

4. Os AEs sdo relativamente simples em termos computacionais e faceis de implementar.

5. E f4cil combinar (hibridizar) EAs com outras técnicas de optimizagdo, tais como procura local
e outras metaheuristicas;

6. Os AEs sao facilmente adaptéveis devido ao facto do mecanismo evolutivo ser separado da
representacdo do problema. Assim, um mesmo AE poderd ser usados em diferentes tipos de
problemas, sendo normalmente necessario apenas o tratamento especifico da codificagdo das
variaveis do problema.

Uma vantagem adicional dos AE’s multiobjetivo, que nao se verifica no caso de uma tnica funcao
objetivo, reside nos ganhos computacionais associados a evolu¢ao simultanea de um grande nimero de
solugoes, que irdo gerar todo um conjunto de amostras do conjunto de solugdes eficientes do problema,
com uma unica execugao do algoritmo. A referéncia (Giel e Lehre, 2010) mostra formalmente essa
vantagem, em termos da redugdo da complexidade computacional do problema.

A Optimizagao Multi-Objectivo (MOO) constitui hoje um tema de investigagdo importante para
cientistas e engenheiros, nao sé devido a natureza multi-objectivo da maioria dos problemas do mundo
real, mas também devido ao facto de existirem ainda muitos pontos de investigacdo em aberto nesta
area.

Este capitulo estd organizado nos seguintes tépicos:

e A secao 1 formaliza o problema da otimizagao multiobjetivo, estudando sua estrutura ma-
tematica e identificando as funcoes que devem ser executadas por algoritmos de otimizagao
multiobjetivo.

e A secdo 2 apresenta os elementos construtivos bésicos dos algoritmos evolutivos multiobjetivo,
mostrando que alguns desses elementos sao idénticos a elementos analogos presentes nos algorit-
mos evolutivos mono-objetivo, enquanto outros sao especificos para o caso multiobjetivo. Essa
segao se encerra com a apresentacido dos pseudo-cédigos de dois AE’s multiobjetivo cldssicos, o
NSGA-II (Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm IT) e o SPEA2 (Strength Pareto Evoluti-
onary Algorithm 2).

e A secgao 3 discute algumas fungoes que vém sendo incorporadas a versoes recentes de algoritmos
evolutivos multiobjetivo, procurando também indicar algumas questoes que sao tema de pesquisa
corrente na area.
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1. Otimizacao Multiobjetivo

No capitulo 1, os problemas de otimizagao foram definidos como:

x* = arg min f(x)

g2(x) < 0 (17.1)
sujeito a:

Im (X) <0

Essa formulagao ainda se aplica aos problemas de otimizacao multiobjetivo. O problema é formulado,
nesse caso, como a questao de determinar o vetor x* que minimiza f(x). Novamente, as fungoes de
restrigdo g1(x) a g, (x) serao definidas como fungoes que sdo satisfeitas quando sdo menores ou iguais
a zero. A diferenga em relagdo ao caso de um tnico objetivo é que agora f(x) passa a ser definido
como um vetor de fungdes-objetivo:

fp(x)
Imediatamente se coloca a questdao: o que significa a minimiza¢do nesta nova situagao? Um ponto
central da teoria de otimizacao multiobjetivo é a definicdo de minimo a ser adotada.

Cabe em primeiro lugar examinar por qué essa dificuldade néo ocorria (ou, pelo menos, nio ficava
aparente) quando o problema tinha apenas uma fungao objetivo. Naquele caso, a fungao f(x) retornava
um Unico nimero real, ou seja, um escalar. Um conjunto de k& nimeros escalares a; sempre pode ser
ordenado usando a relagdo <, ou seja, sempre é possivel escrever: a; < as < ... < ax. O minimo
de um conjunto de nimeros pode ser definido como o elemento que aparece no extremo esquerdo da
ordenagao a; < as < ... < ag, ou seja, como o elemento que é menor ou igual que todos os demais.
Note-se que pode haver mais de um elemento nessa situacao, se o menor de todos ocorrer mais de
uma vez. Assim, por exemplo, o conjunto {3,7,5,3,4,2,9,2} pode ser ordenado da seguinte forma:
2<2<3<3<4<5<7<9. O elemento 2, que aparece no extremo esquerdo da ordenagao, é
chamado de minimo do conjunto. O operador relacional de menor ou igual (<), que fez com que esse
conjunto de niimeros fosse ordenado dessa maneira, é chamado de ordem total, porque foi capaz de
estabelecer uma tnica ordenagao encadeando todos os elementos do conjunto.

A relagao de menor ou igual, em esséncia, é o fundamento para definir o que é um minimo. Essa
relagdo permite comparar dois elementos, identificando-se o melhor dos dois como aquele que é menor,
dentre os dois. Quando essa relacao pode ser estabelecida entre todos os pares de elementos de um
conjunto, numa ordenagao total, passa a existir um elemento que é menor ou igual que todos os demais
e, portanto, o melhor de todos do conjunto. Problemas de otimizagdo visam identificar exatamente
esse elemento “melhor de todos”, definido dessa forma.

A relacao de menor ou igual, quando utilizada para comparar vetores em uma comparagao com-
ponente a componente, ja nao é mais capaz de gerar uma ordem total em geral. No caso de conjuntos
de vetores, alguns pares de vetores serdao relacionados dessa forma, ou seja, em alguns casos, cada
componente x} de um vetor x! serd menor ou igual a cada componente x% de um vetor x?. Em
outros casos, algumas componentes de x! serfio menores, e outras maiores, que as correspondentes
componentes de x2. Essa é a origem da dificuldade para se definir o que é um minimo no caso de
vetores.

Para generalizar o conceito de minimo, de forma a estabelecer um conceito aplicdvel a vetores,
recorre-se & nocao de ordem parcial. Define-se um operador relacional de precedéncia, +>—, que devera
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possuir as seguintes propriedades:

(i) a <% a (reflexividade)

(ii) se a <~ b e b+ a entdo a = b (anti-simetria)
(iii) se a <= b e b <~ c entdo a +*— ¢ (transitividade)

Uma relagdo (+—) que tenha tais propriedades quando aplicada aos elementos de um conjunto é
chamada de ordem parcial, porque ela faz com que seja possivel definir uma precedéncia entre os
elementos desse conjunto. No caso de conjuntos cujos elementos sao vetores de nimeros reais, é
possivel definir uma relagao de precedéncia especifica, a relacdo <, que serd 1til para o propésito de
reestabelecer uma nogao de minimizagao significativa para o caso de conjuntos de vetores. Sejam os
vetores a e b:

al bl

as b2
a—= b =

ap by

A relagao < entre esses vetores é definida como:
a=<b se a;<bparatodoi=1,...,p (17.2)

O operador < definido dessa forma claramente atende as propriedades (i), (ii) e (iii), e portanto é uma
ordem parcial. Vetores de nimeros reais entdo podem ser ordenados utilizando a relagao =<, de forma
que isso se aplica aos vetores de valores das fungoes-objetivo de problemas de otimiza¢ido multiobjetivo.
A grande diferenca da nova situagao, quando comparada & otimizacdo de uma tnica fungao-objetivo,
é que agora a relagao de precedéncia pode nao se aplicar a todos os pares de elementos de um conjunto
de vetores.

Para exemplificar esse ponto, considere-se o seguinte conjunto:

LR (73

Pode-se verificar que as seguintes relagoes sao validas:

1-[2):12

HEEEY

Também é valida a relagao:

No entanto, neste caso nao é possivel estabelecer relagoes utilizando o operador < entre um elemento
4 2 4 3 L
5 e o elemento 6|’ nem entre um elemento 5 e o elemento 7| Nesses casos, a primeira

componente de um dos vetores é maior que a primeira do outro, enquanto o contrdrio ocorre na
segunda componente. Por esse motivo, o operador = aplicado a conjuntos de vetores é apenas uma
ordem parcial, e ndo uma ordem total. A figura 17.1 ilustra o significado da relagao <.

No caso de conjuntos cujos elementos s@o nimeros escalares, pode-se verificar que o operador <,
atende as propriedades (i), (i) e (iii) e, além disso, para quaisquer dois escalares a; e a; sempre
ocorrera ou a; < a; ou entao a; < a;. Como vimos, por este motivo a relacao < é chamada de ordem
total para conjuntos de nimeros reais. Um conjunto ordenado com uma ordem total sempre tera
um elemento que se encontra a esquerda de todos os demais do conjunto, quando este é ordenado.



CAPITULO 17
ALGORITMOS EVOLUTIVOS MULTI-OBJECTIVO | 363

Y2 ys3

Figura 17.1: Os pontos y1, y2, y3 € y4 s30 tais que y; < y2, y1 < y3 € y1 =< y4, Ou seja, y; precede todos os
demais. Além disso, y2 = y3 e y4 = y3, ou seja, y3 é precedido por todos os demais. Por fim, observa-se ainda que
Y2 A ¥4, € ya A Y2, ou seja, ndo hd relagdo de precedéncia entre y; e yy4.

Esse elemento é chamado de o menor elemento do conjunto, ou de minimo do conjunto. Ja uma
ordem parcial pode ou nao levar a uma ordenagdao em que haja um unico elemento do conjunto a
esquerda de todos os demais. No caso do conjunto mostrado na equagao (17.3), que é ordenado em

. . L L. . 4
duas sequéncias diferentes, cada sequéncia conta com um elemento minimo diferente, { para uma

5

sequéncia e [ } para a outra sequéncia. Se nesse conjunto fosse introduzido por exemplo o elemento

6

0 . .. T .
[ 0l este se tornaria o elemento minimo das duas sequéncias, ou o menor elemento do conjunto,

pois sao validas as relagoes { 8 } < { g } e [ 8 ] < [ z }7 mesmo nao havendo uma ordenagao total
do conjunto.

Como nem sempre existird um elemento que seja o menor de um conjunto cuja ordenagao é parcial,
como no caso do conjunto em (17.3), o resultado de uma minimizacdo nesse conjunto deve fazer
referéncia a outro tipo de entidade. Considere-se o conjunto representado na equagido (17.3). A ordem
parcial < define duas sequéncias de ordenagoes diferentes que encadeiam os elementos desse conjunto,

indicadas nas equagoes (17.4) e (17.5). Os elementos que sao minimos dessas duas sequéncias, no caso
2 4 S L. . . L
os elementos a = 61¢ b= 5 | 1o sdo comparaveis entre si, mas compartilham a caracteristica

de nao terem nenhum outro elemento diferente deles que os preceda (note-se que o elemento b é
precedido por outro elemento igual a ele). Ou seja, ndo existe no conjunto nenhum elemento c
diferente de a para o qual seja vélida a relacdo ¢ = a, nem nenhum elemento c diferente de b que
satisfaca a relacao ¢ =< b. Esses elementos, que sdo minimos de alguma sequéncia definida pela ordem
parcial no conjunto, sdo chamados de elementos minimais do conjunto no que diz respeito a tal ordem
parcial. Todo conjunto ordenado segundo uma ordem parcial sempre tera pelo menos um elemento
minimal, e em geral poderd possuir varios elementos minimais. Na figura 17.1, o elemento y; é o
elemento minimal, considerando o conjunto constituido pelos elementos yi, y2, ¥3 € y4.

Neste ponto estamos em posicao de definir o que seriam as solugoes do problema de otimizagao
multiobjetivo (17.1). Considerem-se duas solugoes factiveis x, e x; para o problema (ou seja, solugdes
que satisfazem as restrigdes). Se se verificar a relagio f(x,) =< f(xp) para f(x,) # f(xp), a solugio x,
serd certamente melhor que a solucao xj, pois os valores de todas as fungoes objetivo de x, serdo ou
melhores ou no minimo iguais em relagao a outra solucao. Entao, as solugoes minimais do conjunto de
solugoes factiveis, no que diz respeito a ordem parcial <, coincidem com o que se espera que sejam “as
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melhores solugoes” do problema (17.1), e sdo chamadas de solugdes eficientes desse problema. Como
consequéncia, um problema de otimizagao multiobjetivo (17.1) ird possuir, em geral, um conjunto de
solugoes eficientes, que apenas em casos muito particulares ird se reduzir a uma tinica solugao eficiente.

E importante neste ponto enunciar formalmente as definigdes de dominancia, de solugdo eficiente
e de conjunto Pareto-étimo e fronteira Pareto-otima:

Defini¢ao (Dominancia): Sejam x, e x; dois vetores de decisao factiveis do problema de otimizagao
multiobjetivo (17.1). Se f(x4) = f(xp) e f(x4) # f(xp), entao se diz que x, domina x,. Essa situacao
é indicada pela notacao: x, < Xp.

Com certo abuso de linguagem também diremos aqui, quando néo houver possibilidade de causar
ambiguidade, que se f(x,) < f(xp) e f(x,) # f(xp), entdo f(x,) domina £(xp).

Defini¢ao (Solucao Eficiente): Um vetor de varidveis de decisdo x* factivel é uma solugdo eficiente
do problema de otimizagdo multiobjetivo (17.1) se ndo existir qualquer outra solugdo factivel desse
problema que domine x*.

Também com abuso de linguagem diremos aqui, quando nao houver possibilidade de causar ambigui-
dade, que se f(x*) ndo é dominada pela imagem de nenhuma outra solugao, sendo x* factivel, entao
f(x*) é um ponto eficiente.

Defini¢ao (Conjunto Pareto-()timo): O conjunto P de todas as solugdes eficientes do problema
de otimizagdo multiobjetivo (17.1) é denominado conjunto Pareto-dtimo desse problema.

Definicao (Fronteira Pareto-()tima): A imagem do conjunto P de todas as solugoes eficientes do
problema de otimizagdo multiobjetivo (17.1), constituida de todos os pontos eficientes no espago de

objetivos, é denominada fronteira Pareto-étima desse problema.

A figura 17.2 ilustra os conceitos de dominéncia, de ponto eficiente, e de fronteira Pareto-6tima.
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Figura 17.2: Os pontos brancos nesta figura sdo dominados por algum outro ponto, enquanto os pontos pretos, por
sua vez, sdo ndo-dominados, no espaco de objetivos ). Desta forma, a fronteira Pareto-6tima relativa ao conjunto de
todos os pontos representados na figura é constituida pelo conjunto dos pontos pretos, que sdo os pontos eficientes.

Finalmente podemos esbogar a tarefa que cabe a um algoritmo de otimizacao multiobjetivo. Ide-
almente, o resultado de uma otimizacao multiobjetivo deveria ter como resultado o conjunto P, de
todas as solugoes eficientes do problema (17.1). No entanto, na prética, a geracao numérica de todas
as solucoes contidas nesse conjunto nao é possivel em grande parte das vezes, devido a elevada car-
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dinalidade desse conjunto. O caso extremo ocorre quando as variaveis de decis@o do problema forem
continuas, quando a cardinalidade de P usualmente serd infinita. Nesse caso, o conjunto Pareto-étimo
serd um objeto continuo ou continuo por partes, no espago R™, como mostrado na figura 17.5, adiante.
Mas mesmo em problemas de variaveis discretas, muito frequentemente o conjunto Pareto-6timo po-
dera conter um nimero muito elevado de elementos. Assim, o resultado esperado de um procedimento
de otimizacao multiobjetivo normalmente é um conjunto de amostras do conjunto P, que deve estar
distribuido de forma a representar esse conjunto (ou seja, de forma a dar uma boa idéia do formato
geométrico e da localizagao desse conjunto).

Interpretacao Geométrica

Yy X

fa T2

fi 1

Figura 17.3: Mapeamento do espago de pardmetros X' no espaco de objetivos ) feito pela fungdo f(x). A regido
factivel no espaco de pardmetros é designada por F, sendo o conjunto-imagem da fun¢3o f(-) sobre o conjunto dos
pontos factiveis designado por F,. O ponto de minimo da fun¢do f1(x) no espago de pardmetros é designado por
X4, e sua imagem no espaco ) é designada por y 4. O ponto de minimo da funcdo f2(x) no espaco de pardmetros
¢é designado por xp, e sua imagem no espago ) é designada por yp.

Uma interpretacao geométrica pode ajudar a constituir um melhor entendimento da estrutura do
problema de otimizagdo multiobjetivo. Para o fim de estabelecer tal interpretagao, iremos provisoria-
mente admitir que o vetor de varidveis de decisdo x do problema de otimizacdo multiobjetivo (17.1)
tenha componentes reais, ou seja, x € R™. Nesse caso, o conjunto factivel F, serd uma regiao do
espago de varidveis de decisao X = R™, conforme encontra-se representado na figura 17.3. A imagem
do vetor de fungoes-objetivo estard no espaco de objetivos ) = RP, sendo que o conjunto dos pontos de
Y que correspondem a imagem de pontos em F; serd denotado por F,. Deve-se notar que, nos eixos da
representacao cartesiana do espago de objetivos ), estao representados os valores das diversas fungoes
objetivo fi(x), fa(x), ..., fp(x). Na figura 17.3, o ponto y4 € Y corresponde ao vetor de objetivos
que ocorre como imagem do ponto x4 que minimiza a fungdo fi. O ponto yp € ) corresponde ao
vetor de objetivos que ocorre como imagem do ponto xp que minimiza a fungéo fy. Observe-se que
embora um ponto de minimo de alguma funcdo f; possa ocorrer no interior da regiao F, (na figura
17.3, esse é o caso do ponto x4), os pontos correspondentes as imagens de todos os minimos no espago
Y necessariamente se encontrardo na fronteira do conjunto 7, (vide o ponto y4).

A relagdo de dominancia entre solugoes factiveis pode ser representada geometricamente no espago
de objetivos ). O conceito de dominancia encontra-se ilustrado na figura 17.4. Nessa figura, sao
mostrados os pontos y4 e yp pertencentes ao espago ). Um cone paralelo aos eixos coordenados
do espago ) é colocado com vértice no ponto yp. Esse cone serd denominado cone polar. Todos os
pontos no interior do cone polar dominam y g, de forma que y g é dominado por y 4. Mais precisamente,
devemos dizer que o ponto Xpg, cuja imagem é ypg, é dominado pelo ponto x4, cuja imagem é y 4. A
partir desta figura, pode-se inferir que quando se coloca um cone polar sobre a imagem y* de uma
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2 Y

h

Figura 17.4: Representa¢do da dominincia no espaco de objetivos ). O ponto yp serd dominado por qualquer
ponto localizado no cone com vértice em yp (cone polar) que se encontra representado na figura. Por exemplo, y 4
domina yp.

solugao eficiente x*, ndo pode haver, no interior desse cone, a imagem de nenhuma outra solucao
factivel (do contrério, essa solu¢ao nio seria eficiente).

f2

fi

Figura 17.5: A fronteira de Pareto Y* C ), associada ao conjunto-imagem F, da fun¢do f(x) encontra-se
representada em linha continua. O restante da fronteira do conjunto F, estd representado em linha tracejada. O
conjunto Y* possui extremos nos pontos y4 e yp, correspondentes aos minimos individuais das fung¢des f1(x) e
f2(x). O cone polar colocado sobre o ponto y1, situado no interior do conjunto-imagem F, terd intersecdo ndo vazia
com esse conjunto. Todos os pontos situados nessa intersecdo dominam y;, de forma que este n3o constitui uma
solucdo eficiente. O ponto ys, situado agora na fronteira de F,, tem seu cone polar ainda apresentando intersegdo
ndo vazia com F,. Como y; é dominado por todos os pontos situados nessa intersecdo, entdo y, também nio
pode ser uma solugdo eficiente. Finalmente, o ponto ys3, situado em uma parte da fronteira de F,, que faz parte da
fronteira Pareto-6tima, tem seu cone polar situado de tal forma que sua intersecdo com o conjunto F, é agora vazia.
Como n3o h3 nenhuma solu¢do que domina y3 (se existisse, esta estaria no cone polar), entdo ys tem de ser uma
solugdo eficiente do problema.

Essa observacao tem como consequéncia que todo ponto y 4 pertencente ao interior do conjunto
serd dominado, pois o interior de um cone polar com vértice em y 4 serd sempre nao-vazio, e havera
portanto algum ponto nesse cone que dominard y 4. Assim, todo ponto eficiente tera de ter sua imagem
nao no interior, mas na fronteira do conjunto J,, de forma que um cone polar situado sobre um desses
pontos nao tera nenhuma intersecao com o préprio conjunto F, de forma que nao exista nenhum
ponto que possa dominar esses pontos eficientes. Essa estrutura do problema estd representada na
figura 17.5. Por esse motivo, o conjunto-imagem do conjunto Pareto-6timo é usualmente denominado
fronteira Pareto-otima do problema de otimizagdo multiobjetivo.

Finalmente, pode-se estabelecer o que seria o conjunto de solugoes X+ que se espera que sejam de-
terminadas a partir de um procedimento de otimizagao multiobjetivo. Espera-se, desse procedimento,
que produza: (i) um conjunto de solugdes que esteja contido no conjunto Pareto-étimo (X* C X*);
e (ii) que represente uma amostragem do conjunto Pareto-6timo capaz de descrever esse conjunto,
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Figura 17.6: A fronteira de Pareto Y* C ), associada ao conjunto-imagem F, da fun¢do f(x) encontra-se
representada em linha continua. Essa fronteira Pareto-étima encontra-se amostrada por um conjunto de pontos b
que representam Y*, no sentido de que todo ponto de V* estd préximo (e portanto representado) por pelo menos
um ponto no conjunto )5*

no sentido de que toda solucdo pertencente ao conjunto Y* tenha pelo menos um ponto de X* em
sua proximidade, e que portanto a “represente”. Na maioria dos algoritmos de otimizagao multi-
objetivo que foram desenvolvidos até hoje, essa proximidade é medida no conjunto-imagem ), de
forma que esses algoritmos sao construidos de forma a produzir uma amostragem representativa da
fronteira Pareto-6tima Y*. Deve-se notar que uma amostragem representativa da fronteira Pareto-
Otima )* na@o necessariamente implica uma correspondente amostragem representativa do conjunto
Pareto-6timo X'*, e vice-versa. A figura 17.6 mostra um conjunto V* de amostras que seriam, nesse
sentido, representativas do conjunto V*, e que portanto deveriam ser o resultado de um algoritmo de
otimizacao multiobjetivo.

2. Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo

Algoritmos evolutivos, como foi visto nos capitulos anteriores deste livro, sdo constituidos essenci-
almente por operacoes de:

e Variacao: a partir de solugoes anteriores, devem ser geradas novas solugoes;

e Atribuicdo de Aptidao: a cada solugao gerada pelo algoritmo, o algoritmo deve atribuir um valor
de aptidao, a ser usado para comparar essa solucao com outras solugoes;

e Selecao: dadas as aptidoes de vdrias solucoes disponiveis apds a aplicagdo das operagoes de
variagao, devem-se escolher algumas para serem mantidas na populagao, enquanto outras serao
eliminadas. Essa escolha é feita

e Arquivamento: as melhores solugdes até entdo encontradas pelo algoritmo devem ser armazena-
das.

Nos algoritmos genéticos mono-objetivo, por exemplo:

e Os operadores genéticos de mutacao e de cruzamento exercem a funcao de mecanismos de va-
riagao.

e Dependendo do mecanismo de selegao empregado, a atribuicdo de aptidao pode ser feita com
a atribuicao do préprio valor da fungao-objetivo, ou utilizando uma transformagao nao-linear
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desse valor, ou ainda pelo uso de um ranqueamento das solucdes. As vezes, 0 mecanismo de
atribui¢do de aptidao inclui também um operador de nicho, que tem a funcdo de aumentar a
aptidao relativa de solugoes que se localizem em regides pouco exploradas do espago, de forma
a gerar uma pressao para o aumento da diversidade da populagao.

o As selegoes baseadas em roleta (com diversas variagoes) podem utilizar aptidoes construidas a
partir de transformagoes nao-lineares do valor de fungao objetivo, ou a partir de ranqueamentos.
Ja as selecoes baseadas em torneio normalmente utilizam a aptidao diretamente expressa como
o valor da fungao-objetivo.

e Os AG’s mono-objetivo normalmente contam com um arquivamento baseado em elitismo, que
as vezes encontra-se implicito no mecanismo de selecao.

Outros tipos de AE’s contam com diferentes operadores, que sempre deverdo executar essas funcgoes.

Algorimos Evolutivos Multiobjetivo também deverao contar com mecanismos que executem essas
quatro funcoes. Normalmente, é possivel reaproveitar os mesmos mecanismos de variagao utilizados
pelo correspondente algoritmo mono-objetivo, para o fim de construcao de uma versao multiobjetivo
do algoritmo. Assim, as operagoes de mutagao e de cruzamento de um AG mono-objetivo poderao ser
utilizadas, ipsis literis, em versdes multiobjetivo do mesmo algoritmo. Também a funcgao de selegao
pode ser realizada, no caso multiobjetivo, com mecanismos idénticos aos empregados no caso mono-
objetivo. Ja as fungoes de atribuigao de aptidao e de arquivamento irao requerer estruturas especificas
para o caso multiobjetivo. A discussao sobre esse ponto é apresentada nas préximas subsecoes.

Nesta secao, serao estudados em particular os algoritmos Non-Dominated Sorting Genetic Algo-
rithm 11, ou NSGA-II, proposto por (Deb et al., 2002), e Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2,
ou SPEA2, proposto por (Zitzler et al., 2001). Esses algoritmos recebem tal destaque porque sao os
dois algoritmos evolutivos multiobjetivo que vieram sendo mais amplamente empregados nesta tltima
década, sendo em grande parte responsaveis pela rapida popularizacao da otimizagao multiobjetivo
evolutiva. Esses algoritmos sao os representantes mais ilustres da chamada 2* geracdo de EA’s mul-
tiobjetivo, caracterizada pelo uso de técnicas de arquivamento de solugdes, em combinacao com a
selecao pela dominancia de Pareto. Hoje ja existem algoritmos mais avangados que, nao obstante,
ainda nao atingiram tamanha disseminagdao na comunidade cientifica e nos campos de aplicagao da
computagao evolutiva. Na préxima secdo, serao comentados alguns desses desenvolvimentos posterio-
res a0 NSGA-IT e ao SPEA2.

Aptidao em AE’s Multiobjetivo

A atribuicao de aptidao em AE’s multiobjetivo deve ser feita de forma a cumprir os seguintes requisitos:

e Se existir uma relagdo de dominancia entre duas solugoes, x, < X3, entao a aptidao da solugao
X, deve necessariamente ser maior que a da solucao xp.

e Caso nao haja relagdo de dominancia entre duas solugoes, ou seja, X, A Xp € Xp A X4, entao
deve-se fazer a atribuicao de aptidao a essas solucoes de forma que a solucdo mais importante
para garantir a representatividade da amostragem do conjunto de Pareto (normalmente aquela
com menor nimero de vizinhos sem relagdo de dominancia) tenha maior aptidao.

O primeiro desses requisitos é necessario para que o algoritmo convirja para o conjunto Pareto-étimo,
no qual estarao solugoes cuja aptidao deverd ser maior que a de qualquer solugao fora desse conjunto.
O segundo requisito é também indispensédvel quando se assume que o propdsito de um procedimento
de otimizacao multiobjetivo seja a geracao de um conjunto de amostras do conjunto Pareto-6timo que
seja representativo.
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Sao possiveis diferentes maneiras de construir mecanismos de atribui¢ao de aptiddo que atendam
a tais requisitos. Esses mecanismos devem partir de um indice que garanta o ordenamento de acordo
com as relagoes de precedéncia. Alguns diferentes indices utilizados na literatura sao:

indice de Fronteira (If): Atribui-se o indice 0 a todas as solugdes nao-dominadas da populagao
(fronteira ndo-dominada). Essas solugdes s@o entdo excluidas do conjunto de trabalho e, sobre
as solucoes restantes, determinam-se as solugoes nao-dominadas relativas a esse conjunto, que
corresponde a nova fronteira ndo-dominada, relativa ao novo conjunto. A essas solugoes atribui-
se o indice 1, e a fronteira subsequente, obtida no passo seguinte, o indice 2, e assim por diante,
aumentando-se o indice de uma unidade para cada nova fronteira, até que todos os pontos da
populacao estejam rotulados.

Indice de Dominagao (Iy): Realiza-se a contagem do niimero de solugdes que dominam cada uma
das solugoes contidas na populagao. As solugbes nao dominadas por nenhuma outra, atribui-se o
indice 0. As solucbes dominadas por uma tnica outra solugao, atribui-se o indice 1. As solucgoes
dominadas por duas outras solugdes, atribui-se o indice 2, e assim por diante.

Indice de Forca-Pareto (I,): Realiza-se a contagem do ndmero de solucdes que sdo dominadas por
cada uma das solugoes contidas na populagao. As solugoes nao dominadas por nenhuma outra,
atribui-se o indice 0. Como fndice de cada solucdo dominada x?, totaliza-se a soma do ntimero
de solucdes que sao dominadas pelas solucdes que dominam x°.

O indice I foi inicialmente empregado no algoritmo NSGA (Srinivas e Deb, 1994), e integra também
o algoritmo NSGA-II (Deb et al., 2002). O indice I, foi utilizado no algoritmo MOGA (Fonseca e Fle-
ming, 1993, 1995). O indice I, foi proposto junto com o algoritmo SPEA2 (Zitzler et al., 2001). Além
dessas duas alternativas, sdo possiveis outras formas de se criarem indices que preservem as relagoes de
precedéncia. Chamamos particularmente a atencao para a metodologia utilizada no algoritmo IBEA
(Zitzler e Kunzli, 2004), que utiliza uma légica bem distinta dessas acima.

A figura 17.7 ilustra os indices obtidos dessas formas. Deve-se notar que os indices atribuidos as
solugoes nao-dominadas da populagdo coincidem nos trés casos, sendo sempre 0. Ja as solugoes de
alguma forma dominadas sao ordenadas de maneiras diferentes segundo os diferentes indices. Nos trés
casos, entretanto, garante-se que solugdes de mesmo indice nao tenham relacdo de precedéncia entre
si. Também se garante que, sempre que houver relagdo de precedéncia entre duas solugoes, a solugao
que domina ira possuir indice menor que o da solucao que é dominada, ou seja:

Xq < xp = Li(x,) < L(xp),

sendo isso vélido para I, dado por Iy, por I; ou por I,. A partir deste ponto, para falar genericamente
de um indicador que pode ser qualquer desses trés, utilizaremos a notacao I,. Nos algoritmos a serem
apresentados a seguir, a notagao I,(P) serd utilizada para representar o vetor de resultados do célculo
do valor do indice I, para cada elemento de um conjunto P de pontos do espago de varidveis de decisao.

Apdés o computo do indice I, sobre o conjunto P dos pontos pertencentes & populacdo de um AE
multiobjetivo, ja passa a existir uma ordenagao das solugbes pertencentes a essa populagdo. Se um
desses indices fosse utilizado como valor de aptidao, no algoritmo, pode-se perceber que seria induzida
uma pressao seletiva que iria favorecer a selecao de individuos de maior precedéncia, na ordem parcial
<. Dessa forma, a populagio iria convergir em diregdo ao conjunto Pareto-6timo do problema de
otimizacao multiobjetivo.

Entretanto, deve-se notar que a simples aplicagdo de um desses indices como valor da aptidao dos
individuos nao iria produzir o efeito de que a populagdo convergisse para amostras bem distribuidas
no conjunto Pareto-6timo, pois nao haveria nenhum mecanismo causando o efeito de uma distribuicao
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Figura 17.7: Exemplo de cémputo do indice de Fronteira (I#, no canto superior esquerdo), do indice de Dominacio
(Z4, no canto superior direito) e do indice de Forca-Pareto (I, no canto inferior esquerdo), para o mesmo conjunto de
pontos. No canto inferior esquerdo, estdo registrados, para cada ponto, o niimero de outros pontos que ele domina.
Esse niimero é utilizado no computo no indice I,.

representativa do conjunto®. Por esse motivo, torna-se necessirio acrescentar algum fator que produza
um refinamento do ordenamento baseado no indice I, que seja capaz de induzir essa boa distribuicao.
Esse fator de correcdo deve preservar a ordem relativa entre as solugoes que tiverem indices I, dife-
rentes, pois essa ordem é a garantia de que as relagoes de precedéncia sejam atendidas; assim, o fator

de correcao usualmente é aplicado de forma a apenas desempatar as solugdes que tiverem o mesmo
indice. Duas maneiras de realizar tal correcao sao:

Distancia de Aglomeracao (d,): Em problemas com dois objetivos, faz-se a ordenagao das g solugoes
de mesmo indice I (essas solugdes, portanto, ndo tém relagdo de dominancia entre si), de acordo

com a ordem crescente de um dos objetivos (por exemplo f1), ficando estas solugdes rotuladas

com indices que vao de i = 1 até i = q. Consequentemente, essas solugoes ficardao ordenadas pela
ordem decrescente do outro objetivo (f3). Para cada solugao de i = 2 até i = ¢ — 1 calcula-se o
numero:

Go(x') = [ = L] + [AET) = AT

Esse nimero é proporcional ao perimetro do retangulo cujos vértices opostos encontram-se
sobre as solugdes vizinhas da solugao 7, no espago de objetivos. Quanto maior o nimero d,(x"),
mais distante a solucao i estard das vizinhas, e portanto mais importante sera esta solugao para

30 indice I, até possui algum efeito de evitar a aglomeracio de pontos em uma pequena regido, causado pela conta-

gem das dominancias herdadas pelos pontos. No entanto, deve-se notar que esse indice ndo consegue, por exemplo,
discriminar entre duas soluges ndo-dominadas diferentes.
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Figura 17.8: Interpretacio geométrica da distancia de aglomerac3o 6,. Cada solucdo d,(x?) tem sua imagem no
espaco de objetivos, y?, no interior de um retangulo cujos vértices opostos estdo localizados nas imagens vizinhas
yi~1 e y**1. O indicador §,(x") corresponde 3 metade do perimetro desse retdngulo (ou seja, a soma de sua base
mais sua altura).

garantir a representatividade do conjunto de solugdes. Por convencao, as solugoes extremas, com
i=1eci=q,terao d,(x') = 00 e 6,(x7) = 00, 0 que significa que essas solucdes sio consideradas
mais importantes que quaisquer outras, para garantir a representatividade do conjunto. A figura
17.8 ilustra o significado de J,.

k-Vizinhanca (d;): Estabelece-se inicialmente um valor para k. Um possivel critério para se definir
k pode ser, por exemplo, fazer k = /N, sendo N o tamanho da populacio. Calcula-se entdo
a distancia (por exemplo euclidiana), no espago de objetivos, entre cada par de solugdes per-
tencentes & populagio. Para cada solugio x' determina-se a distancia 6 (x*) que corresponde a
k-ésima menor distancia de x* em relacio as demais solucdes da populacao.

Tanto o nimero §,(x?) quanto o niimero d;,(x*) podem ser interpretados como medidas da densidade da
amostragem existente na regido ao redor do ponto x*. Assim, para que ocorra uma melhor amostragem
do conjunto Pareto-6timo, o algoritmo deverd privilegiar, a cada momento, a selegdo de solugdes em
regides menos densamente ocupadas, ou seja, solugdes com menor valor de J, ou de é;. O indicador
0, foi proposto junto com o algoritmo NSGA-II (Deb et al., 2002). J4 o indicador & foi empregado
no algoritmo SPEA2 (Zitzler et al., 2001).

Deve estar claro que é possivel definir outras medidas de densidade de amostragem capazes de
executar fungao semelhante & desempenhada por §, e d;. Por exemplo, o algoritmo RPSGA (Gaspar-
Cunha, 2000; Gaspar-Cunha e Covas, 2004) utiliza uma técnica de clusterizagdo proposta por (Rose-
man e Gero, 1985) para gerar uma medida desse tipo. Para fazer referéncia, genericamente, a qualquer
medida de densidade com tais propriedades, utilizaremos aqui a notagdo d.. A notagao 0. (I, P) serd
utilizada para representar o vetor de resultados do calculo do valor do indicador §, para cada elemento
de um conjunto P de pontos do espago de varidveis de decisdo, apds a aplicagdo prévia da operagao
I.(P) sobre os elementos desse conjunto.

Finalmente, dados um indice I, relativo as relacoes de precedéncia entre solucoes, e um indice 0y,
ligado a densidade de amostragem, pode-se construir um tinico ranqueamento das solugoes pertencentes
a populagao do AE, pela aplicagao primeiro de I, e depois de J, para desempatar as solugoes de mesmo
valor de I,. A ordem total implicita nesse ranqueamento serd utilizada para criar uma pressao seletiva
dirigida a obtencdo de um conjunto de amostras pertencentes ao conjunto Pareto-6timo e que ainda
constitua uma amostragem representativa desse conjunto. Assim, dadas N solugdes xi,...,Xy, um
ranqueamento é produzido de forma a associar um ntmero inteiro de 1 até N a cada solugao. Essa
fungao de ranqueamento R(x) é tal que:
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o Se I.(xq) < L(xp) entdo R(x,) < R(xp)
e Se I,(x,) = Ii(xp) entao:

— Se 0.(x4) < 0x(xp) entdo R(x4) < R(xp)
— Se 0.(xp) < di(xq) entdo R(xp) < R(xq)
— Se 0.(xp) = dx(x4) entdo sorteia-se R(xp) < R(x4) ou R(x,) < R(xp)

Deve-se notar que a aplicacao de I e 0, pode ainda deixar lugar a algumas solugoes ficarem empatadas,
com mesmo valor dos dois indices. No entanto, este serd um evento relativamente raro, ao contrario
do que ocorreria pela aplicagdo apenas de I,. No caso desse tipo de empate, o desempate é feito
aleatoriamente.

O ranqueamento R(x) pode enfim ser utilizado para definir a aptiddo*, que serd utilizada em um
mecanismo de selecdo, seja ele do tipo roleta ou torneio, exatamente como nos AG’s mono-objetivo.
A notagao R(Zy, d,, P) serd utilizada aqui para representar o vetor de resultados do ranqueamento dos
pontos pertencentes ao conjunto P, apds a aplicacdo prévia das operagdes I.(P) e 0.(I.,P) sobre o
conjunto. Ja a notacao

V < seleciona(l,, ., R, P,n)

ird representar a operagao de atribuir ao conjunto V as n soluc¢bes pertencentes ao conjunto P que
ocupam as n primeiras solugoes no ranqueamento R (I, dx, P).

Arquivamento em AE’s Multiobjetivo

No caso dos algoritmos evolutivos mono-objetivo, o arquivamento da melhor solucdo é uma operacao
simples, que envolve guardar o vetor de varidveis de decis@o x que represente, em cada momento, a
melhor solugao até entdo encontrada pelo algoritmo durante sua execucao.

No caso de algoritmos multiobjetivo, essa fungao de arquivamento é significativamente mais com-
plexa. Para situar a dificuldade, suponha-se inicialmente o seguinte procedimento ingénuo de arqui-
vamento que poderia ser empregado pelo menos como conceito:

e Seja um conjunto Pi_1 que constitui o arquivo de todas as solu¢Ges nao-dominadas encontradas
até a iteracao k — 1 do algoritmo.

e Na iteracao k, para cada nova solucdo x; encontrada, sao feitas as seguintes operagoes:
— Se x; é dominada por algum elemento de Pj_1, entdo o arquivo é mantido inalterado (a
solucdo x; nao é introduzida no arquivo).

— Se x; domina uma ou mais solugbes contidas em Pj_1, entdo as solugoes dominadas sao
excluidas do arquivo, e a solucao x; ¢ incluida no arquivo.

— Se x; nao tem relacao de dominéncia (nem domina nem é dominada) com nenhuma das
solugoes contidas em Pj_;, entao x; trata-se de uma nova estimativa de solugao nao-
dominada, sendo incluida no arquivo.

e A execugao dessas operagoes para todas as novas solugoes geradas na iteragao k, sobre o arquivo
Pr—1 vindo da iteracao anterior, ird gerar o novo arquivo Py ao final da iteragao k.

4 Da maneira como foi definido R(x), quanto menor o seu valor, maior serd a aptiddo do individuo, e portanto maior a
chance dele ser selecionado.
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A dificuldade com esse procedimento é que muito frequentemente a cardinalidade do conjunto Pareto-
6timo de um problema de otimizagdo multiobjetivo serd muito elevada, ou até mesmo infinita, como
no caso da maioria dos problemas de varidveis continuas. Assim, haverd uma tendéncia para que
esse procedimento gere um arquivo Py que ird crescer muito rapidamente. Isso causa problemas nao
apenas relacionados com o armazenamento de um grande nimero de solugbes, mas também com o
esfor¢o computacional para avaliar novas solugoes, pois cada nova solugao tem de ser comparada com
todas as solucoes do arquivo.

E preciso, portanto, de alguma forma limitar o nimero de solugdes a serem armazenadas no
arquivo. Consequentemente, a questdao da amostragem representativa, discutida anteriormente no
contexto da construgao da funcao de aptidao R (I, dx, P), também serd relevante para o arquivamento,
pois serd necessério, dentre as diferentes alternativas para arquivar solugbes nao-dominadas, escolher
uma estratégia que garanta essa representatividade, ou diversidade, do conjunto arquivado.

Suponha-se que deva ser montado um arquivo que ird conter as ¢ melhores solugdes que o algoritmo
tiver encontrado até um dado momento. As seguintes hipéteses podem ocorrer:

o I possivel que, até o momento em questao, ainda nao tenham sido encontradas ¢ solugoes nao-
dominadas. Nesse caso, uma alternativa é deixar o arquivo incompleto, contendo apenas as
solucoes nao-dominadas até entao determinadas. Outra alternativa é também incluir no arquivo
algumas das solu¢ées dominadas. Para se proceder a essa inclusao, é possivel simplesmente uti-
lizar o ranqueamento R(I,, d«,P), conforme construido anteriormente, para escolher as solugoes
a serem acrescentadas.

e E possivel também que num dado momento tenham sido determinadas exatamente ¢ solugoes
nao-dominadas. Nesse caso, essas solucoes deverao constituir o arquivo.

e Por fim, é possivel ainda que o nimero de solugbes nao-dominadas disponivel, num dado mo-
mento, seja maior que o tamanho do arquivo, q. Nesse caso, algumas solugbes nao-dominadas
deverdo ser descartadas. Novamente, uma solugdo simples ¢ utilizar o ranqueamento R(Iy, d., P),
preservando as solugdes que ocupam as ¢ primeiras posi¢oes do ranking e descartando as demais.
No entanto, é comum o uso de outro tipo de estratégia para efetuar esse descarte.

No caso do algoritmo NSGA-II (Deb et al., 2002), o arquivamento é feito utilizando-se a prépria
populacao como arquivo de tamanho N. Apds a geracao de N novas solugoes por meio dos operadores
de variagao, as N melhores solugoes do conjunto de 2N elementos que contém as N novas solugoes
e mais as N solugoes da populagdo anterior sao diretamente selecionadas utilizando o ranqueamento
R(I¢,0q,P), de forma deterministica. Assim, o arquivamento das melhores solugdes fica implicito no
préprio mecanismo de selecao da nova populagao.
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Figura 17.9: Representacdo da sequéncia de descarte de pontos utilizada no arquivamento do algoritmo SPEA2.

No caso do algoritmo SPEA2 (Zitzler et al., 2001), é empregado um arquivo das melhores solugoes,
mantido separado da populagdo. Em caso do nimero de solu¢ées nao-dominadas ser menor que g, o
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arquivo é completado simplesmente utilizando o ranqueamento R(I,,dy,P). J4 em caso do nimero
de solugoes nao-dominadas exceder o tamanho do arquivo, ao invés de se utilizar o ranqueamento,
emprega-se um critério baseado num indice que mede a densidade das solugoes do arquivo apenas em
relacao as outras solugoes também pertencentes ao arquivo, ndao mais considerando toda a populagao.
O procedimento, chamado de truncagem, é descrito a seguir:

e O processo se inicia com um conjunto C de solugdes nao-dominadas, de cardinalidade ¢ > ¢,
do qual devem ser excluidas ¢ — ¢ solucoes, de forma a constituir o conjunto Q, que devera ter
cardinalidade q.

e Determinam-se as distancias dois-a-dois, no espago de objetivos, entre todos os elementos de C.

e Tomam-se os elementos aos quais se associa a menor distancia. Esses serao pelo menos dois
elementos, distantes um do outro dessa minima distancia. Desses elementos, escolhe-se aquele
que apresentar a menor distancia em relagdo a um outro elemento, para ser excluido do conjunto
C. Caso persista o empate entre elementos (ou seja, mais de um elemento cuja segunda menor
distancia a outro ponto do conjunto é igual) considera-se a terceira menor distancia como critério
de desempate, e assim por diante.

e O procedimento se repete, até que restem apenas g solugoes em C, as quais sao entao armazenadas
em P.

Esse procedimento ¢ ilustrado na figura 17.9. A notacao
P < truncagem(C, q)

sera utilizada para designar a aplicacao dessa operagao de truncagem sobre o conjunto C de maneira
a que a cardinalidade do conjunto P resultante seja igual a q.

Estrutura de AE’s Multiobjetivo

Para exemplificar a construcao de algoritmos evolutivos multiobjetivo, sdo agora apresentadas as
estruturas do NSGA-IT e do SPEA2. O pseudo-cédigo do algoritmo NSGA-IT encontra-se representado
no Algoritmo 1, e o pseudo-cédigo do algoritmo SPEA2 encontra-se descrito no Algoritmo 2. As
seguintes definigoes serdao empregadas nos algoritmos:

B + variacao(A,n)
ird representar a aplicacao de operadores de mutacao e de cruzamento aos individuos do conjunto
A, resultando em n novos individuos que sd@o armazenados no conjunto B.

B « aleatério(n)
ird representar a geracao aleatoria de n individuos, que serao armazenados no conjunto 5.

B <+ nao-dominado(.A)
ird indicar a operacao de identificar os elementos nao-dominados pertencentes ao conjunto A,
atribuindo o resultado ao conjunto B.

B < torneio(A, R, I, 6., n)
indicard a realizacdo de um torneio bindrio com reposicao®, realizado com os elementos do
conjunto A, utilizando como fungdo de aptiddo o ranqueamento R(I,dy,.A), resultando na
escolha de n individuos que sao armazenados no conjunto 5.
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Algoritmo 1 Pseudocédigo do NSGA-II

1. X + aleatério(N)

2: enquanto critério de parada nao satisfeito faga
3. X ¢ variagao(X, N)

4: P—XUX

5. X < seleciona(/f,dq, R, P, N)

6: fim enquanto

Algoritmo 2 Pseudocédigo do SPEA2

1. X + aleatério(N)
2: Q + @
3: enquanto critério de parada nao satisfeito faga
4: P+—XUQ
Q < nao-dominado(P)
se |Q| > ¢ entdo
Q + truncagem(Q, q)
senao se |Q| < ¢ entao
Q « seleciona(/p, dx, R, Q,q)
10:  fim se
11: X < torneio(Q, R, I, 6, N)
12: X « variacao(X, N)
13: fim enquanto

Além disso, a notacao |A| indica a cardinalidade do conjunto A.

E importante mencionar que o algoritmo NSGA-II ¢ o algoritmo SPEA2 incluem em sua espe-
cificagdo, além das macro-operacoes a serem realizadas sobre os conjuntos descritas nesses pseudo-
cédigos, também a especificagao de estruturas de dados eficientes, bem como de algoritmos detalhados
particularmente eficazes para a realizagao dessas macro-operagoes. Isso quer dizer que, embora todo
algoritmo que implemente os pseudo-cédigos descritos no Algoritmo 1 e no Algoritmo 2 va certa-
mente produzir sequéncias de populagoes e resultados compativeis com o NSGA-II e o SPEA2, nao
necessariamente isso sera feito com a mesma eficiéncia computacional dos algoritmos originais.

3. Desenvolvimentos Recentes e Futuros

A computagao evolutiva multiobjetivo foi, ao longo da década dos 2000, um tema no qual foi
concentrado intenso esfor¢o de pesquisa. Uma grande variedade de detalhes a respeito do funciona-
mento dos algoritmos dessa classe vém sendo investigada, e encontra-se descrita em extensa literatura,
constituida de quase seis mil artigos, publicados nos tltimos dez anos, que se encontram hoje inde-
xados®. Nesta secdo, ao invés de procurar apresentar uma lista abrangente de temas que vém sendo
abordados, faremos uma discussao de apenas quatro assuntos, que se destacam por concentrarem o
trabalho de muitos grupos de pesquisadores, em varios locais diferentes, e que parecem, neste mo-
mento, ter potencial para causar mudancas nas estruturas consideradas padrao na drea de algoritmos
evolutivos multiobjetivo: a hibridizagdo com mecanismos de busca local, o desenvolvimento de algo-

5 Em um torneio bindrio com reposicéo, dois individuos sdo escolhidos a cada vez, aleatoriamente. Esses dois individuos
sdo comparados, utilizando uma funcao de aptidao, sendo o melhor dos dois escolhido. Os dois individuos sio retornados
ao conjunto original, e o processo se repete, até que n escolhas tenham sido feitas.

5 Consulta realizada na base Scopus, em 14/06/2011, indicou 5936 artigos em 10 anos.
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ritmos baseados no indicador de hipervolume, a introducao de ferramentas para indicagdo progressiva
de preferéncias, e a questao tedrica do tratamento de muitos objetivos.

Mecanismos de Busca Local

Sabe-se hoje que, em geral, os algoritmos evolutivos irdo requerer algum mecanismo de busca local, em
adigao aos operadores evolutivos bésicos, para realizar eficientemente as tarefas de determinagao de
minimos de fungoes. Isto ocorre porque os operadores evolutivos tradicionais sdo construidos a partir
de movimentos aleatorizados, que geram novos pontos que serao aproveitados se forem melhores que os
anteriores. Esse tipo de movimentagao é importante para a realizagao de buscas globais, principalmente
no caso de func¢oes multimodais. No entanto, mais cedo ou mais tarde, o processo de busca termina
por chegar em pontos a partir dos quais seria possivel atingir o ponto de 6timo por meio da escolha da
dire¢cdo do movimento como aquela em que a funcao decresce mais rapidamente. Quando o processo
de otimizagao atinge regioes em que essa busca é possivel, fazer a busca utilizando a informagao local
sobre o decrescimento da func¢@o torna-se muito mais eficiente que a busca aleatorizada tipica dos
operadores evolutivos. Isso vale tanto para algoritmos para problemas de varidveis discretas quanto
para problemas de varidveis continuas. FEssa hibridizagdo de algoritmos evolutivos com técnicas de
busca deterministica local poderia ser realizada em dois estdgios: primeiro se faz a busca aleatorizada
e, a partir de um certo ponto, inicia-se uma busca por meio de algoritmos deterministicos. No entanto,
h&é uma tendéncia hoje para a construgao de algoritmos que empregam operadores de busca local como
um operador constituinte do algoritmo evolutivo, que é executado ao longo das iteracoes do AE. Esse
tipo de esquema tem sido denominado Algoritmo Memético (Moscato, 1999; Hu et al., 2003).

O primeiro algoritmo memético multiobjetivo foi apresentado por (Ishibuchi e Murata, 1998).
Outro algoritmo memético importante foi proposto por (Knowles e Corne, 2000b). O algoritmo deno-
minado Memetic Pareto Archive Evolutionary Strategy (M-PAES) associa um esquema evolutivo de
busca global, baseada em operadores de mutagio e de recombinagao, com o algoritmo PAES (Knowles
e Corne, 1999), que realiza buscas locais. Uma revisdo sobre algoritmos meméticos multiobjetivo é
apresentada em (Knowles e Corne, 2004).

Neste momento, podem ser identificados trés tipos de estratégias para a realizacao de buscas locais
em algoritmos evolutivos multiobjetivo:

e Durante a execugao do algoritmo, sao escolhidos alguns pontos do arquivo corrente, e sao aplica-
das operagoes de busca local sobre esses pontos, na tentativa de gerar novos pontos que dominem
os anteriores, ou ainda pontos sem relacao de dominancia com os anteriores que sirvam para me-
lhorar a amostragem da estimativa do conjunto Pareto-6timo. (Lara et al., 2010) apresentam um
tipo de operador que procura executar essas operagoes de maneira automadtica. (Sindhya et al.,
2011), por outro lado, apresentam estratégias baseadas em algoritmos cldssicos de programagcao
nao-linear para realizar essa tarefa.

e Durante a execugao do algoritmo evolutivo, vao sendo construidos modelos das fungoes-objetivo
do problema multiobjetivo. Esses modelos sao entao empregados para a geragao de estimativas
melhoradas de solugbes Pareto-Gtimas. (Wanner et al., 2008) mostram uma estratégia baseada
em modelos de aproximagcao quadratica para realizar essa operagao.

e Outra alternativa é a construcao de modelos do préprio conjunto Pareto-6timo, como forma de
articular a informagao a ser utilizada na busca local. Os autores (Gaspar-Cunha e Vieira, 2004)
e (Loshchilov et al., 2010) mostram alternativas de realizacdo desta estratégia.

Indicador de Hipervolume

Neste capitulo foi visto que a tarefa de avaliar a qualidade das solugoes de algoritmos de otimizagao
multiobjetivo é bem mais complexa que no caso mono-objetivo. No caso multiobjetivo, essa tarefa diz
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respeito a avaliar a qualidade de um conjunto de pontos, que deve constituir uma amostragem repre-
sentativa do conjunto Pareto-6timo. Nao basta avaliar isoladamente o quao cada ponto se aproxima do
conjunto Pareto-6timo exato, mas também de julgar o quao bem representado estd cada ponto desse
conjunto exato, naquele conjunto-solucao que procura representd-lo. Uma discussao abrangente sobre
essa questao de avaliar os conjuntos-solucao de algoritmos de otimizagao multiobjetivo foi apresentada
por (Zitzler et al., 2003).

Uma maneira engenhosa de executar essa tarefa foi proposta por (Zitzler, 1999), baseada na
medicao do tamanho da regidao dominada pelo conjunto-solugdo a ser avaliado. O indicador que
resulta dessa medicdo, chamado de indicador de hipervolume”, é ilustrado na figura 17.10. O célculo

R

fa 2

fi fi
(a) (b)

Figura 17.10: Indicador de hipervolume. (a) Conjunto de pontos a ser avaliado, no espago de objetivos. (b) O
valor do indicador de hipervolume corresponde ao volume da regido constituida pelos pontos que simultaneamente
dominam um ponto de referéncia R e sdo dominados por pelo menos um ponto do conjunto a ser avaliado.

desse indicador é feito da seguinte forma:
e Toma-se o conjunto de pontos a ser avaliado, no espago de objetivos.

e Acrescenta-se um ponto de referéncia R, dominado por todos os pontos do conjunto a ser avali-
ado.

e Calcula-se o volume da regiao constituida pelos pontos que simultaneamente dominam R e sdo
dominados por pelo menos um ponto do conjunto a ser avaliado.

No caso de duas dimensoes (dois objetivos), esse volume se reduz & drea da unido dos retangulos, com
lados paralelos aos eixos coordenados, que tém um vértice em R e o vértice oposto em um ponto do
conjunto.

Uma propriedade desejdvel para um indicador que se proponha a avaliar conjuntos de solugoes
fornecidas por algoritmos de otimizacdo multiobjetivo seria a chamada Pareto-conformidade®. Sejam
A e B dois conjuntos sendo avaliados, e I(A) e I(B) os valores de um indicador I calculado sobre
esses conjuntos. A propriedade de Pareto-conformidade é expressa como (Zitzler et al., 2007):

A=B e B£A = I(A)>I(B) (17.6)

A relagao A =X B significa que para todo ponto b; pertencente a B, existe pelo menos um ponto a;
pertencente a A tal que a; = b;. Jd a relagao B A A significa que existe pelo menos um ponto a;
pertencente a A tal que nenhum ponto b; pertencente a B satisfaz a relacao b; < a;. Caso A e B sejam

7 Na literatura, esse indicador também é chamado de métrica S, (ou S-metric, em inglés), seguindo a nomenclatura
originalmente empregada na referéncia em que o indicador foi proposto.
8 Do inglés: Pareto-compliance.
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relacionados dessa forma, entdo um indicador I(-) Pareto-conforme deverd retornar valores escalares
tais que I(A) > I(B).

O indicador de hipervolume é a tnica métrica para avaliar conjuntos de estimativas do conjunto
Pareto-6timo hoje conhecida que possui a propriedade de Pareto-conformidade (Zitzler et al., 2007).
Por esse motivo, ao longo dos iltimos 10 anos, o indicador de hipervolume veio se tornando uma
métrica relativamente consensual, quando se trata de avaliar o desempenho de algoritmos evolutivos
de otimizagao multiobjetivo.

Dois tipos de questoes relacionadas com o indicador de hipervolume tém merecido significativos
esforgos de pesquisa nos anos recentes. O primeiro diz respeito a dificuldade computacional para o
calculo desse indicador. Embora no caso de apenas duas dimensoes esse cilculo seja bastante trivial,
quando o nimero de dimensoes cresce o problema se torna muito mais complexo. Tém sido feitos
esforgos tanto para a construcao de algoritmos rapidos para o calculo do indicador em dimensoes
elevadas (Beume et al., 2009; Emmerich e Fonseca, 2011; While et al., 2011) quanto para a obtencao
de versoes estocasticas ou heuristicas desse célculo que aproximem o valor do indicador, sem calculé-lo
de forma exata (Bringmann e Friedrich, 2009; Bader, 2009; Ishibuchi et al., 2010). O segundo tipo
de questao que vem sendo estudado diz respeito a construgao de algoritmos evolutivos que utilizem
diretamente o indicador de hipervolume, como critério empregado no mecanismo de selecao (Zitzler e
Kunzli, 2004; Emmerich et al., 2005; Bader, 2009). Diferentes estratégias podem ser empregadas para
que, ao se substituirem algumas solucoes de um conjunto por outras, o conjunto resultante tenha um
indicador de hipervolume com um valor maior que o inicial. A férmula mais simples seria a exclusao
dos pontos com menor contribuicao individual para o indicador, e a inclusdo dos novos pontos que
individualmente causem o maior incremento do mesmo. Mecanismos mais sofisticados, no entanto,
procuram verificar a contribui¢do conjunta dos pontos, que ¢é diferente da soma das contribuicGes
individuais, para a escolha dos pontos a serem introduzidos ou excluidos.

Indicacao de Preferéncias Progressiva

Uma questdo que se manifesta em parte significativa dos problemas de otimiza¢do multiobjetivo é a
de que o custo computacional para a geracao de um conjunto de solugoes que represente a fronteira
Pareto-6tima pode ser muito elevado, seja pelo fato de cada avaliagdo das fungoes objetivo ser muito
elevado, seja pela necessidade de que seja gerado um numero muito grande de solu¢bes para que se
constitua um conjunto representativo do conjunto Pareto-6timo do problema.

Nessas situagoes, torna-se conveniente que a exploragao do espaco de solugoes, ao invés de conduzir
a solugoes que cubram todo o conjunto Pareto-6timo, promova a geracao de solucGes que representem
apenas um sub-conjunto do conjunto Pareto-6timo, que inclua a solu¢ao que serd finalmente a preferida
pelo tomador de decisao, e mais algumas solucoes na vizinhanca desta. Esse procedimento, claramente,
simplifica o problema computacional em questao, permitindo a geracao de um nimero muito menor
de solugbes Pareto-6timas, e requerendo que as solugoes geradas sejam representativas desse conjunto
em um sentido apenas local.

Para que isto se torne possivel, é necessario que o algoritmo disponha da informagao a respeito
da estrutura de preferéncias do tomador de decisdo (decisor). Frequentemente, essa estrutura de
preferéncias nao se encontra disponivel a priori, antes que se inicie o processo de otimizagdo. Nesse
caso, para que a busca possa ser dirigida para a regido onde se encontra a solucdo preferida pelo
tomador de decisao, sera necessario que o algoritmo de otimizagao promova alguma interacao com esse
tomador de decis@o ao longo do processo de otimizagao. Isto é particularmente conveniente, muitas
vezes, porque a informacao produzida pela execucdo do algoritmo de otimizagdo, com a avaliacao
de um certo nimero de solugbes em regices diferentes do espago de varidveis de decisdo, pode ser
empregada como informacao capaz de subsidiar o tomador de decisdo. Ao aprender sobre a estrutura
do problema, o tomador de decisao forma sua opinidao, e pode assim indicar suas preferéncias. Isso
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ocorre progressivamente porque ao longo do processo de otimizacdo ocorrem varias interagdes com
o tomador de decisao, a medida em que a populagdo do algoritmo evolutivo se aproxima de uma
determinada regiao do conjunto Pareto-6timo, sendo guiada pelas preferéncias indicadas por este
tomador de decisao.

Um expressivo numero de trabalhos foi publicado, de poucos anos para cé, a respeito de esquemas
de indicacao progressiva de preferéncias em algoritmos evolutivos. A titulo de exemplo, citamos aqui
os trabalhos de (Battiti e Passerini, 2010), de (Deb et al., 2010), de (Karahan e Koksalan, 2010) e de
(Kim et al., 2011).

Problemas com Muitos Objetivos

No inicio dos anos 2000, depois que os métodos evolutivos de otimizacao multiobjetivo passaram a
ser utilizados em um nimero crescente de aplicagoes, uma dificuldade inicialmente nao identificada
passou a preocupar os pesquisadores da area: a perda de eficiéncia dos métodos evolutivos a medida
em que crescia o numero de objetivos a serem otimizados simultaneamente. Os problemas com tal
dificuldade passaram a ser denominados problemas com muitos objetivos®.

A natureza geométrica dos problemas com muitos objetivos encontra-se ilustrada na figura 17.11.
Nessa figura, a origem do sistema de coordenadas do espago de objetivos encontra-se deslocada para
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Figura 17.11: Geometria do problema com muitos objetivos. (a) Problema com dois objetivos. (b) Problema com
trés objetivos.

sobre um ponto-solugdo corrente, que ird sofrer uma mutagao, tanto (a) para um caso com dois
objetivos, como (b) para um caso com trés objetivos. Em ambos os casos, a regido indicada como
D corresponde a regiao dos pontos que dominam o ponto corrente. Assim, se a mutagao levar a um
novo ponto em D, ela serd bem sucedida em melhorar o ponto atual. Do contrario, nao conduzira
a melhorias na solucao atual. O aspecto relevante nesta analise é que, no caso de dois objetivos, a
regiao D corresponde a um quadrante do espaco (o quadrante de coordenadas negativas), ou seja, a
uma fracao de % das diregdes no espaco de objetivos. Ja no caso de trés objetivos, D corresponde a
um octante do espaco (o octante de coordenadas negativas), ou a uma fracao de % das diregoes no
espaco de objetivos. Para um ntumero de objetivos m, a fragdo correspondente a D sera de 2%1
Embora o mapeamento entre o espaco de varidveis de decisao e o espago de objetivos seja nao-
linear, o que significa que essas proporgoes nao serdo as mesmas no espacgo de varidveis de decisao
(no qual efetivamente serd processada a mutacao da solucao corrente), esse efeito de répida redugao
do volume da regiao na qual ocorre melhoria da solucao, comparado ao volume da regiao em que
nao ocorre melhoria, se transpoe também para esse espago. Como consequéncia, a probabilidade de
uma mutacao efetivada em uma diregao inteiramente aleatdria levar a uma melhoria de solugdao pode

9 Do inglés: many-objective problems.
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ser muito pequena, para problemas com um grande nimero de objetivos, ficando cada vez menor a
medida em que aumenta a dimensao do espago de objetivos. Isso explica a perda da eficiéncia dos
algoritmos evolutivos quando o nimero de objetivos cresce.

Varios trabalhos publicados nos tltimos anos tém procurado compreender, de maneira mais precisa,
a natureza das dificuldades relacionadas com os problemas com muitos objetivos. Tem sido tentada
a proposicao de técnicas diferentes de selecao, de atribuicao de aptidao, ou ainda de busca local, ou
ainda técnicas de reducao da dimensao do espaco de objetivos, para tratar esse tipo de problema.
Citamos aqui as referéncias (Purshouse e Fleming, 2007; Adra e Fleming, 2011; Bader e Zitzler, 2011;
Lopez-Jaimes et al., 2011; Pasia et al., 2011; Purshouse et al., 2011; Schutze et al., 2011), que em
conjunto apresentam um panorama da questao.



